Kneser-Hecke-Operatoren in der
Codierungstheorie

von

Elisabeth Nossek

An der Fakultit fiir Mathematik, Informatik und Naturwissenschaften
der Rheinisch-Westfalischen Technischen Hochschule Aachen
zur Erlangung des akademischen Grades einer
Diplom-Mathematikerin
vorgelegte

DIPLOMARBEIT

in Mathematik

Angefertigt am Lehrstuhl D fiir Mathematik
bei Professor G. Nebe






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 5
2 Grundlagen 7
2.1 Lineare Codes . . . . . . . . . . . ... 7
2.2 Der Vektorraum V und Gewichtszéhler . . . . . . . . ... .. 9
2.3 Der Kneser-Hecke-Operator . . . . . ... ... ... ..... 13
2.4 Der Nachbarschaftsgraph . . . . . ... .. ... .. ... ... 19
3 1T} als Polynom in T} 21
3.1 T} und der k-Nachbarschaftsgraph . . . . . .. ... ... ... 21
3.2 Wege durch den Nachbarschaftsgraphen . . . . . . . . ... .. 25
3.3 a(F) und ~y,_n(F) fir verschiedene Typen von Codes . . . . . 29
3.3.1 Euklidische selbstduale Codes iiber Kérpern mit gera-
der Charakteristik . . . . .. .. ... ... ... 30
3.3.2 Doppeltgerade Codes itber Fy . . . . . . .. ... ... 30
3.3.3 Euklidische selbstduale Codes iiber Kérpern mit unge-
rader Charakteristik . . . . . ... ... ... ... .. 31
3.3.4 Euklidische selbstduale Codes in ungerader Charakte-
ristik die 1 enthalten . . . . . . . . ... ... 32
3.3.5 Hermitesche selbstduale Codes . . . . . . ... .. ... 33
3.3.6 Hermitesche selbstduale Codes die 1 enthalten . . . . . 33
3.4 Der polynomiale Zusammenhang zwischen den Adjazenzma-
trizen . . . . . ... 34
3.5 TpalsPolynominTy . . ... ... .. .. ... ... ..... 35
4 Beispiele 37
4.1 Euklidische selbstduale Codes iiber Kérpern mit gerader Cha-
rakteristik . . . .. ... 37
4.2 Doppeltgerade Codes tiber Fy . . . . . . . . ... ... ... 40

3



4 INHALTSVERZEICHNIS

5 Der Ring der Endomorphismen auf V 51
5.1 klassische Typen . . . . . . . ... .. ... ... ... 51
5.2  Endomorphismen und Adjazenzmatrizen . . . . . ... .. .. 54
5.3 BN-Paare . . . . .. ... ... 55

Erklarung 65



Kapitel 1

Einleitung

Diese Diplomarbeit beschéftigt sich mit Kneser-Hecke-Operatoren in der Co-
dierungstheorie, wie sie in [Neb06] eingefithrt bzw. in Definition 2.3.1 defi-
niert werden. Urspriinglich wurden solche Hecke-Operatoren in der Theo-
rie der Modulformen betrachtet (s. z.B. [KKO07] Kapitel 4). Eine mogliche
Konstruktion dieser Hecke-Operatoren mit Hilfe von Gittern ist in [NV01]
gegeben.

Die meisten gittertheoretischen Konstruktionen haben ihr Analogon in
der Codierungstheorie. Theta-Reihen von Gittern sind Modulformen zu einer
geeigneten Modulgruppe. Entsprechend sind Gewichtszéhler (2.2.6) selbst-
dualer Codes invariant unter der sogenannten Clifford-Weil-Gruppe und er-
zeugen sogar den Invariantenring (siehe dazu [GRS06]), womit eine Beziehung
zur Invariantentheorie besteht.

Das Konzept der Hecke-Operatoren und insbesondere ihre gittertheore-
tische Konstruktion wurde in [Neb06] auf die Codierungstheorie iibertragen.
Diese Kneser-Hecke-Operatoren sind Endomorphismen des C-Vektorraums
der formalen Linearkombinationen von Aquivalenzklassen gewisser selbstdua-
ler Codes deren Konstruktion stark auf dem Kneserschen Nachbarschaftsver-
fahren beruht.

Bezeichnet F = [C1] U ... U [C,] die Menge aller selbstdualer Codes
in FY eines gewissen Typs wie in Definition 2.1.3, wobei [C}] die Permuta-
tionséquivalenzklasse des Codes C; € F bezeichnet, so ist der zugehorige
Kneser-Hecke-Operator T € C"" der Endomorphismus, der [C;] auf die
Summe der Aquivalenzklassen aller Kneser-Nachbarn >_p~c, D] abbildet
(Definition 2.3.1). Hierbei heissen zwei Codes C, D € F benachbart, falls
dim(C/C N D) = 1 ist. In [Neb06] werden die Eigenwerte sowie eine Ei-
genraumzerlegung von 7' fiir alle klassischen Typen selbstdualer Codes iiber
Korpern berechnet.
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Ziel dieser Diplomarbeit ist es, die hoheren Hecke-Operatoren

T : [Cj] — ) [D]

D~y Cy

explizit als Polynome in T' zu schreiben. Hierbei bedeutet D ~j C, dass
dim(C/C N D) = k ist.

Es stellt sich heraus, dass alle diese Operatoren Polynome in 7 sind,
Formeln fiir die Koeffizienten sind 3.4.1 angegeben und Beispiele findet man
in Kapitel 4.

Dazu betrachte ich die Adjazenzmatrizen A;, € {0,1}7*% der k-Nachbar-
schaftsrelation auf F. Diese kann ich mit einfachen graphentheoretischen
Methoden als Polynom in A; ausdriicken. Da man T} aus Ay durch Symme-
trisieren erhélt (siehe 3.1.1 bzw. 3.1.2) sind dies auch die gesuchten Polynome
fiir die Hecke-Operatoren Tj.

Fiir viele Familien F von Codes, insbesondere fiir Codes von klassischem
Typ, gibt es eine endliche Gruppe G die transitiv auf F operiert, meist ist dies
die orthogonale, unitére oder symplektische Gruppe. Wie Prof. Hiss wihrend
meines Seminarvortrags bemerkte ergibt sich durch diese Betrachtungsweise
eine schone Interpretation der Ergebnisse im Kontext der Darstellungstheorie
endlicher Gruppen mit BN-Paar:

Die Adjazenzmatrizen der Nachbarschaftsgraphen kann man als Elemen-
te des CG-Endomorphismenrings von C” auffassen, also dem CG-Endo-
morphismenring des Permutationsmoduls ]lSGtabc(C) fiir einen Code C aus
F. Aus der Darstellungstheorie ist bekannt, dass EndCG(]lgtabG (C)) isomorph
zum C-Algebrenerzeugnis der Doppelnebenklassen von G modulo Stabg(C')
ist.

Als Resultat erhilt man dass Endcg(C”) von den durch die Adjazenz-
matrizen Ay induzierten Endomorphismen als C-Vektorraum erzeugt wird.
Genauer stimmen die Endomorphismen A; mit den Operationen der kano-
nischen, aus der Theorie der BN-Paare (die in [Tay92] erlautert wird) gege-
benen, Vertreter ¢, der Doppelnebenklassen Stabg(C)\G/Stabg(C) iiberein.
AbschlieBend kann man folgern, dass die C-Algebra Endcg(C”) bereits von
A; erzeugt wird und somit kommutativ ist.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Lineare Codes

Zuerst mochte ich einige grundlegende Definitionen und Sétze zu linearen
Codes aus [Neb07] iibernehmen.

2.1.1 Definition
1. Ein linearer Code C dber F, der Linge N st ein linearer Teilraum
C <FY.

2. Auf Ty definieren wir eine symmetrische nicht ausgeartete Bilinear-
form oder hermitsche Form b : Fév X ]Fév — F, b(x,y) = Zf\il T
wobei ~ : F, — F, entweder die Identitit (fir die Bilinearform) oder

ein nichttrivialer Automorphismus der Ordnung 2 (fir die hermitsche
Form) ist.

3. Ct:={x eF,:b(x,y) =0Vy € C} ist der duale Code zu C
4. C heifst selbstdual falls C = C* und selbstorthogonal falls C C C*
5. wt(c) .= {1 <i < N :¢ # 0} heift Hamminggewicht von ¢ € C

Der folgende Satz aus der linearen Algebra gilt allgemein fiir Teilrdume
von Vektorrdume mit nichtausgearteter Bilinearform, also im besonderen
auch fiir C < ]Fév )

2.1.2 Satz
Sei (V,b) ein n-dimensionaler Vektorraum mit nichtausgearteter Bilinear-
form, Uy und Uy Untervektorrdume von V', dann gilt:
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2. (U + Up)* = UL N UL,

Beweis:

Wihle folgendermaflen eine Basis von V:

B= (b1, ,bmybmi1y -y bnyy bnyits - oy bngng—my « - -, bp) mit m = dim(U; N
Us), ny = dim(U;) und ny = dim(Us) so dass:

U1 == <b1,...,bn1>

U2 = <b17 ce 7bm> bnl—i-la s 7bn2+n1—m>
UlmUZ = <b17"'7bm>

Wihle nun die zu B duale Basis B* = (b} )1<i<, mit b(b;,b;) = &; ;. Dann
ergibt sich:

U1L = <b21+1,...,b;>
Uy = (Bhiqse- b5, b b))

'y Yn1 Ynot+ni—m—+10

(Ul mU2)L = <b:n+17"~7b:;>
woraus direkt die erste Behauptung folgt, und:
U% N UQL = <b;k12+n1—m+1’ e 7b’>rkl> = (Ul + (JvQ)L

also die zweite Behauptung.
q.e.d.

2.1.3 Definition

Fine Familie F selbstdualer Codes ist eine Menge selbstdualer Codes aus
dem gleichen F,-Vektorraum, die vom gleichem Typ sind. Wobei der Typ
eines Codes ein Menge von FEigenschaften ist wie z.B. die Charakteristik
des Grundkorpers, ob eine hermitesche oder eine bilineare Form vorliegt und
eventuell eine Zusatzeigenschaft wie doppeltgerade (also 4|wt(c)Ve € C') oder
enthdlt das Wort (1,...,1), (siehe auch 3.3).

Ich werde nun noch eine Operation der Sy auf IF(]]V und einen dadurch
induzierte Aquivalenzrelation auf den Codes einer Familie definieren.

2.1.4 Definition
1. Sy operiert auf IF(JJV durch vertauschen der Komponenten also

ﬂ-(flv s 7fN) = (fﬂ'*l(l)7 .. '7.f7r*1(N))‘

2. Zwei Codes C, C” € F heifflen (permutations-)iquivalent wenn es eine
Permutation ™ € Sy gibt, so dass C" = w(C).
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3. [C] bezeichnet die Aquivalenzklasse des Codes C

4. Die Gruppe Aut(C) := {m € Sy : n(C) = C} heifst Automorphismen-
gruppe von C.

2.1.5 Bemerkung
Unter dem Stabilisator eines Teilraums W < C' unter der Operation von
Aut(C) versteht man

Stabauic)(W) := {7 € Aut(C) : m(w) € WVw € W}

2.2 Der Vektorraum VYV und Gewichtszihler

Auf dem im folgenden definierten Vektorraum V wird der Kneser-Hecke-
Operator operieren. Der vollstéindige Gewichtszihler steht in direktem Zu-
sammenhang mit den Eigenrdumen des Kneser-Hecke-Operators.

2.2.1 Definition
SerV := ([C] : C € F)c der C-Vektorraum der formalen Linearkombina-

tionen von Aquivalenzklassen von Codes einer festen Familie F. Somit ist
B :={[C]: C € F} eine Basis von V.

([C1, [D]) = [Aut(C)]d(cy p)

definiert ein hermitesches, positiv definites Skalarprodukt aufV, da fir [C] #
[D]

([C) [P]) = [Aut(C) (0, 1p) = 0 = [Aut(D)|dp) c) = ([D], [C])

und fiir jedes v #0 €V

v = Z v(1[C]

[CleB

mit vie) # 0 fiir mindestens ein [C] € B so folgt:
(v, [C]) = viey|Aut(C)| # 0
fiir ein solches [C], da |Aut(C)| # 0.

Um den vollstandigen Gewichtszéhler von Geschlecht m definieren zu
kénnen, brauchen wir einige Begriffe zu Polynomen in ¢ Variablen.
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2.2.2 Definition
1. Py = Clz, : a € F'] sei der Ring der Polynome in ¢™ Variablen diber
C.

2. M = {lLoewm 75 : 2 pcmm €a = N} seien die Monome von Grad N
m P,

3. 1k(X) :=dim (a : e, > 0) fiir X = [[,cpm 25* € M,, ist der Rang von
X.
4. M ={X € M,, : tk(X) = m} sein die Monome von Rang m
Zu einer m x N-Matrix iiber F, kann man auf folgende Art ein Monom
in M,,, definieren:
2.2.3 Definition

Seic:= (W, e i e (FN)m = FrN | dann ist

mon(c) := H 29 € M,,

veFy

das zu ¢ gehdrende Monom, wobei
ay(c) = |{i € {1,...,N} : ¥ = 0;¥1 < j <m}|

mit v = (vi,...,v,)" € Fy¥'. ay(c) ist die Anzahl von Spalten der m x N
Matrix ¢ die gleich v sind.

2.2.4 Definition
Sei X € M,,, und C ein linearer Code in Fflv dann ist:

ax(C) = {c:=(cW,... ™) € C™: mon(c) = X}

2.2.5 Bemerkung )
ax(C) hingt nur von der Aquivalenzklasse von C ab, ax([C]) ist also wohl-
definiert, wodurch man kann man die Definition 2.2.4 auf ganz V' erweitern

kann:
ax V= C 3wl ~ Y weax(C)

[CleB [CleB

2.2.6 Definition
Der vollstindige Gewichtszihler von Geschlecht m ist definiert durch

cwe,, = Z ax(CYX € Py,
XEMn,
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mit cweg = 1.
Diese Definition kann man folgendermafien auf ganz V ausdehnen:

cwe,, : V — P, v — Z ax(v)X

XeMm

Um die Beziehung zwischen dem vollstdndigen Gewichtszéhler vom Ge-
schlecht m und m-1 analysieren zu kénnen definieren wir:

2.2.7 Definition
Ein Analogon zum Siegelschen ®-Operator ist gegeben durch:

B:P P Te1(q) fira e e(IFZFl)
" meh e 0 sonst

€: ]FZ‘_1 —F (ar, ..., am-1) = (a1, .., @m1,0)

2.2.8 Bemerkung
Durch ® gehen homogene Polynome vom Grad N in P, entweder auf die
Null in Py, oder wieder auf ein homogenes Polynom vom Grad N tiber.

Nun kann man den Kern des vollstédndigen Gewichtszihlers von Geschlecht
m genauer betrachten.

2.2.9 Definition
Fiirm € Ny sei:

Vi = kern(cwe,,) <V
Vo = {veV:iax(v)=0X € M,}

Aus ®(cwe,,(v)) = cwey,_1(v) Yo € V folgt V,, < V1 und da die
vollsténdigen Gewichtszéhler vom Geschlecht n auf der Basis B von V linear
unabhéngig sind erhélt man die folgende Filtration auf V:

2.2.10 Bemerkung
Man erhdlt nun firV

V= Vax2Ve>---2V, ={0}
V= V>V, >--->V5 ={0}

wobei n = N/2 = dim(C) ist.

Fiir V1 kann man auf ein Erzeugendensystem angeben:
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2.2.11 Bemerkung
Sei X € M,,, und

)
Z |Aut (@] g

dann gilt Vi = (bx : X € M,,) und (bx,v) = ax(v) fiir allev € V.

Beweis:

(bx.v) (Z (})| sz[m)

[DleB

i (o gow)

[CleB [D]eB
. Clx(C)

[(%E:B Aut(O) ([DE]E:BUD([CL [D])>
= ax(C) u )
= Z voax(C) = ax(v)

[CleB

Sei nun U, := (bx : X € M,,) so folgt:

={veV:(bx,v)=ax(v)=0VX e M,,} =V,
= U, =V

2.2.12 Bemerkung
Fiir den Vektorraum V g¢ibt es folgende orthogonale Zerlegung:

V=1 _0Vn
mit:

YV, = V,J,; N Vo1 ={ve Vnﬁ (v,z) = 0Vz € V,ﬁ,l}.
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Beweis:
Klar ist, dass Y, C ynﬁ_l und Y, C ijl da:

3%,1 - (Vnﬁfl N Vm—2)J_ - Vm—l + Vnﬁ72 2 Vm—l N Vyt - ym
an-i-l = (anw-l N Vm)L - Vi1 + V#z 2 Van N V-1 =Vm
Zeige nun noch, dass V+ = Y; + V-, und wihle dazu eine Orthogonalbasis
B;_1 von Vit .

Seinun v € Vi, fallsv € V;_; gilt v € ). Fiir v € V;_; gibt es eine Teilmenge
0 # B C B;_y mit (v,b) # 0 fiir alle b € B, definiere also

. (Uab)
v .—U—Z(@b)b

beB

Dies ist moglich da (-,-) ein positiv definites Skalarprodukt ist. Dann gilt
(v/,b) = 0 fiir alle b € B und (¢v/, V') = 0 fiir alle v/ € B;_1 mit (v,0') = 0, also
U/GyiundU:U/_’_ZbeB%beyi‘f‘Vi{l. d

q.e.d.

Diese Zerlegung ist, wie in 2.3.5 bewiesen wird, die Eigenraumzerlegung von
V beziiglich des ersten Kneser-Hecke-Operators, der im néchsten Abschnitt
definiert wird.

2.3 Der Kneser-Hecke-Operator

Nun kommen wir zur Definition des Kneser-Hecke-Operators und zu einigen
wichtigen Resultaten aus [Neb06].

2.3.1 Definition

Sei F eine Familie selbstdualer Codes der Ldinge N und der Dimension n =
N/2, dann heiffen C, D € F k-Nachbarn oder auch k-Kneser-Nachbarn C ~y,
D falls dim(C' N D) =dim(C) — k fir 0 < k < n.

Die Abbildung

Ti: V=V, T(C)) == Y [D]

heifit k-ter Kneser-Hecke-Operator auf F.

2.3.2 Satz
Fir 0 < k < n ist T}, ein selbstadjungierter linearer Operator auf dem Vek-
torraum V.
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Beweis:

Da T}, linear ist, reicht es die Selbstadjungiertheit fiir die Elemente der Basis
B nachzupriifen, seinen also [C],[D] € B. Aus der Symmetrie der Nach-
barschaftsrelation und der Invarianz der Nachbarschaftsrelation unter der
Operation der Sy auf V erhélt man:

N' ! ! ! ~
=Y {C'eF:C'~DAC' =C}
D=~D
=Y {D' eF:D' ~,CAD =D}
C=cC
N’ / / ! ~

wobei = hier Permutationsidquivalent bedeutet.
Daraus folgt nun direkt

(Tu([C), [D]) = Y ([C1,[D)

D'~ .C

[Aut(D)||[{D' € F: D' ~, C AD = D}|
— [AW(CO)||{C" € F: C" ~p C NC" 2 O}
= > (), [D) = ([C], Tu([D]))

C/NkD

q.e.d.

2.3.3 Lemma
Seic:= (V... ™) e C™ und X :=mon(c), b:= (bW, ... bm)r c Cm
mit (b, .. b)) = (W) ™)) 5o gilt:

ax(V) = mon(r) (V) Vv € V.

Beweis:
Da (b, 60 = (cW ... ™) gilt gibt es eine Matrix A € GL,,(F,) so
dass Ac = b. Sei D € F ein Code und w(c) € D™ fiir ein m € Sy enthalten
ist, so gilt auch Aw(c) € D™ da (n(c)) = (An(c)) mit A € GL,,(F,). Da A
die Spalten von c¢ injektiv abbildet und 7 nur die Reihenfolge der Spalten
verandert gilt

mon(An(c)) = mon(Ac) = mon(b).
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Also gibt es zu jedem (dV,...,d™)" € D™ mit mon(dW,...,d™) = X ein

(e, ety =AW, ... d"™)" e D™

mit
mon(e, ... ™) = mon(b).
Da A invertierbar ist gibt es auch zu jedem (eV),... ™) ¢ D™ mit
mon(e, ... e™) = mon(b) ein
dV,. . dm)T = AT D, e e D™
mit

mon(dV, ..., d™) = X.

Man kann deswegen folgern, dass
CL)((D) = amon@(D) VD e F

gilt, woraus direkt die Behauptung folgt. q.e.d.

Den folgenden, zentralen Satz aus [Neb06] kann man nur fiir Familien
von Codes beweisen die spezielle Bedingungen erfiillen, die aber von allen
Familien von Codes eines klassischen Typs (siehe 3.3) erfiillt werden.

2.3.4 Vorbemerkung
Fiir den folgenden Satz bendtigen wir noch folgendes:

1. Wiihle eine geeignete Teilmenge MO, C M, so dass V,, = {v € V :
ax(v) =0vVX € M2}

2. Wihle F so dass fiir alle C € F und fiir alle c := (cV,... ™) e Cm
mit mon(c) € M2, gilt:

Ay 1= E ap

Eecéc(c)
mat
Eo(c) ={E<C:dim(F)=n—-1,ce E™}
und ap = ag(C) ={DeF:DNC = E}

8. Die Anzahl der (m-1)-dimensionalen Teilrdume des Fy* ist
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Die Bedingungen aus 2.3.4 sind fiir alle klassischen Typen von Codes erfiillt,
siehe dazu 3.3 oder [Neb06].

2.3.5 Satz
Falls 2.3.4 erfillt ist, sind V,, <V genau die Figenrdume von Ty inV zu
den Eigenwerten v, := Q. — Bm.

Beweis:
Es geniigt zu zeigen, dass T1(v) = v,v fur alle v € V,,,_1/V,,, also

T1(v) — Vv € V,, = kern(cwe,,)
fiir

V= Z vo|C] € Vi1 = kern(cwe,,_1)
[CleB

Was gleichbedeutend ist mit
ax(Ti(v) — vymv) = 0 VX € MY

Nach Definition gilt:

Tiw)= > v Y, >, D]
[

CleB E<C DeF
dim(E)=n—-1 E=DNC

Berechne also fiir X € MY und festes C' € F:

> > ax([D). (2.1)

E<C DeF
dim(E)=n—1 E=DNC

Sei dabei ¢ := (cV,...,c™) € D™ fiir ein D ~; C, so dass mon(c) =
X € MO, daraus folgt insbesondere dass ¢ = (c(V),...,c™) eine linear
unabhéngige Folge ist. Dann sei W := (c(l), ceey c(m)). Zerlege nun die Summe
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(2.1) in zwei Anteile:

Z Z CLX([D])

E<C DeF
dim(E)=n—1 E=DNC

= Z Z [{c € D™ : mon(c) = X}|

E<C DeF
dim(E)=n—1 DNC=E

— Z [{c € D™ : mon(c) = X }|

D~ C
= Z {ce D™ :ce C™ Amon(c) = X}
D~ C
+ 3 Hee D™ () £ C Amon(c) = X}
D~ C
— > D~ CiceDmY+ > {D ~ C:ce D™}
cerg N (o) <c cerg N mon(e)=x
mon(c)=X P \dim((g)ﬂc):m—l P

=(a) =(b)

Dann kann man die beiden Teilsummen (a) und (b) getrennt auswerten, mit
2.3.4 folgt:

(@)= D am=ax(C)a, VX € M),

XN
ceFg" ™ (e)<C
mon(c)=X

Bei der zweiten Teilsumme ist zu beachten dass D := (C + (c))* + (c) der
eindeutig festgelegte 1-Nachbar von C'ist der (c) enthilt, denn géibe es einen
weiteren 1-Nachbarn E mit

() <F
=(C+ () >E>(C+ ()t

=(C+ () +{<E

und mit 2.1.2 folgt:
(CH N+ () = (C+{a)n{™

und deswegen

dim((C + (&))" + () = n = dim(E)
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also aus Dimensionsgriinden ist £ = (C'+ (¢))* + (¢) und der 1-Nachbar von
C' der (c) enthélt ist eindeutig bestimmt.
Damit folgt:

(b) = {c € F;"Y : mon(c) = X Adim((c) N C) =m — 1}|
= Z [{c € F;*" :mon(c) = X A{c) NC = U}|

U<C,dim(U)=m—1

= Y ({eeF Y imon(e) = X AU < (9}

U<C,dim(U)=m—1
—Hee C™ :mon(c) =X AU < {(c)}])

= Z (|{c € ]FmXN mon(c) = X AU < (¢ >}|) — Bmax ([C])

U<C,dim(U)=m—1

= (H ﬁm) Z (ay (C)|{c € ]F;”XN :mon(c) = XA

Yyem?
3b e C™ mon(b) =Y A (b) < () }]) — Bmax([C])
Da
FX,Y) = {e € TN s mon(c) = X ATb e C™ mon(b) = Y A (b) < (A)}]

unabhingig von der betrachteten Aquivalenzklasse [C] ist kann man Fall (a)
und Fall (b) folgendermaﬁen zusammenfiigen:

=Y e X ax(p

[CleB D~ C

= Z Vo (ozmax([(]]) + Z ay ([C]) f(X,Y) aX([C’])ﬁm>

[CleB Yemd
(am = Bn) > voax([C)) + Y (vc > ay<[0]>f<X,Y>)
[CleB [CleB YemO |

da



2.4. DER NACHBARSCHAFTSGRAPH 19

weil v € ker(cwe,, 1) und Y und alle X € MY . Somit folgt die Behauptung.
q.ed

Mittels der polynomialen Darstellung von 7} in 77, die wir im folgenden
herleiten werden kann, man dieses Ergebnis von T} direkt auf T} iibertra-
gen und erhilt deswegen simultane Diagonalisierbarkeit fiir Kneser-Hecke-
Operatoren.

2.4 Der Nachbarschaftsgraph

Nun benétigen wir noch einige grundlegende Definitionen und Sétze aus der
Graphentheorie, um eine andere Betrachtungsweise der Nachbarschaftsrela-
tionen, die Nachbarschaftsgraphen, einfithren zu kénnen.

2.4.1 Definition

FEin Graph (E,~) besteht aus einer endlichen Menge E = {ey,... ,e,},
der sogenannten Eckenmenge, und einer symmetrischen Relation ~ auf der
Eckenmenge, in Relation stehende Ecken nennt man adjazent oder benach-
bart. Man definiert zu (E, ~) noch die Kantenmenge K in der alle adjazenten
Eckenpaare enthalten sind K := {{e;,e;} : e;,e; € E}. Die symmetrische
Matriz

aiy Ce CL”E|
A=
aie| --- 4g|E|
maut
o~ e
)

heifit Adjazenzmatriz des Graphen.

2.4.2 Definition

FEine Folge von Ecken (e, ..., e,) in einem Graphen (E,~) heisst Weg der
Linge n von ey nach e,, falls fir alle 0 < i < n—1 gilt ¢, ~ e;11. Der
Abstand von e; und e; dig~)(e;, ;) ist die Linge des kiirzesten Weges von e;
nach e;.

2.4.3 Satz
Sei A die Adjazenzmatriz eines Graphen, dann gilt (A™), ; ist gleich der An-
zahl der Wege der Linge n von der Ecke e; zur Ecke e;.



20 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Beweis: per Induktion:

|E]
A2
n=2:A° = (g akiaz’j)lgj,kSIE\
i=1

|E|
= O e enlenen)1<in<im

i=1
= (|{Wege der Lange 2 von e; nach ex}|)i<jr<|g|

Sein € N:

n — n+1:
|E]

AL — A" A = (Z A]S;)Aij)lﬁj,kﬁw\
i=1

|E|

= (Z [{Wege der Lénge n von e; nach e;}|1(, e,))1<jk<|E|
i=1

= (|{Wege der Lange n+1 von e; nach e }|)i<jr<g|

q.e.d.

2.4.4 Definition

Der k-Nachbarschaftsgraph einer Familie von Codes F ist der Graph mit der
Eckenmenge E := {C : C € F} und der k-Nachbarschaftsrelation ~y. Es
sind also genau die Codes adjazent, die k-Nachbarn sind.



Kapitel 3

T;. als Polynom in T

Um T}, als Polynom in T} darzustellen werden, wir zuerst den Zusammenhang
zwischen T und der Adjazenzmatrix des k-Nachbarschaftsgraphen Ay her-
stellen und dann mittels 2.4.3 A’f als Linearkombination der A; mit 1 <7 < k
und Ey schreiben.

3.1 T} und der k-Nachbarschaftsgraph

3.1.1 Satz

Sei Ay die Adjazenzmatriz des k-Nachbarschaftsgraphen (F,~y) und Ty, der
k-te Kneser-Hecke-Operator auf V := ([C] : C € F). Dann gibt es Matrizen
U € {0, 1}7xdmO) ynd Ve {0, 134950 dass VAR U = T,

Beweis:

0O.B.d.A. seien die Ecken des Nachbarschaftsgraphen so angeordnet, dass die
permutationséquivalenten Codes immer direkt aufeinander folgen, ferner sei
mo = 0, m; := 375 |[Cy]] fiir 1 < i < dim(V), wobei |[C]| die Anzahl der
Codes in der i-ten Aquivalenzklasse bzgl. der in der Adjazenzmatrix gewshl-
ten Anordnung bezeichne. Dann erfiillen

) 1 firm, 1 +1<75<m;
Vo = (vij)1<i<dim(v),1<j<|F| Wit vy =
0 sonst
) 1 firi=m;
U = (uij)i<i<iF|1<j<dim(v) Mit w;; 1= !
0 sonst

gerade die Behauptungen, da durch die Linksmultiplikation mit V gerade
fiir jede Aquvivalenzklasse iiber die k-Nachbarn von C; summiert wird, was

21
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genau die Anzahl der k-Nachbarn von C; entspricht die in einer Aquviva-
lenzklasse liegen und dann wird durch die Rechtsmultipliktion mit U fiir jede
Aquivalenzklasse genau ein Eintrag ausgew#hlt wird, was der Wahl eines Re-
prasentanten entspricht. q.e.d.

3.1.2 Satz
Mit Uund V aus 3.1.1 folgt fiir Ay und Tj:

VAU =Tg Vs €N

Beweis:
Sei Ak = (aij)lﬁi,jgl.ﬂa dann ist

|7
2
Ay = (O aaay)i<ij<i7
=1
. m; .
und es sei UALV = T}, := (tij)1<ij<dim(v) und t;; := ZT:mi_lﬂ Qrm;, WObei

m; = Y., |[Cj]] wie im Beweis von Satz 3.1.1. Dann gilt wie in 3.1.1:

T (C5]) = th‘j[ci] (3.1)

Wir zeigen die Aussage per Induktion zunéchst s=2:

d d d
TP = T(Tu(C)) = Y tyTu([C) = )ty Yy tnilC]
i1 =1 =1
d d
= Y (Z tijt”> [C.).
—1 \i=1
bleibt also zu zeigen dass (VAZU);; = Zle brjtin:
m; |7 |7 m;
(VAzU>zy - Z Z arlalmj - Z almj Z Qyr]
r=m;_1+1 =1 =1 r=m;_1+1
|7

= Z QAim; tiv(l)
=1
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mit v(l) := j fiir alle m;_; <1 <m;

| dim(V)| my | dim(V)|
= E Tl E Arm; | = E T4
=1 r=m;_1+1 =1

Sei nun VAU = T erfiillt so gilt VAU = T+

|71
A = AAL = (O awbug)i<ijeiz mit A7 = (bi)i<i <7
w=1
Sei:
- LV. /s
Yij = Z brm] = (Tk)lj
r=m;_1+1
dim(V)
T = T(THCD) = Y uiTi(C))
r=1
dim(V) dim(V) dim(V) [dim(V)
= Yrj tlr[Cl} - Z yrjtlr [Cl]
r=1 =1 =1 r=1
andererseits gilt:
mi |7

VAT = D D awbum,

17 m; 7]
= Z bwmj Z Ay | = Z (bwmjtiv(w))
w=1 l=m;_1+1 w=1
dim(V) May dim(V)
= Z L Z blmj = Z tiwywj
w=1 l=my—1+1 w=1
und damit folgt die Behauptung. q.e.d.

Aus dieser Beziehung zwischen der Adjazenzmatrix des k-Nachbarschafts-
graphen und des k-ten Kneser-Hecke-Operators folgt, dass man einen poly-
nomialen Zusammenhang zwischen den Adjazenzmatrizen A, auf die Kneser-
Hecke-Operatoren T}, {ibertragen kann.
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3.1.3 Satz

Seien Ay, die Adjazenzmatrixz des k-Nachbarschaftsgraphen einer Familie von
Codes F, Ay die Adjazenzmatriz des zugehorigen 1-Nachbarschaftsgraphen
und Ty bzw. T), die entsprechenden Kneser-Hecke-Operatoren, dann gilt:

k k
i=1 i=1
Beweis:
Der Zusammenhang folgt direkt mit 3.1.2 durch rechtsseitiges Multiplizieren
mit U und linksseitiges Multiplizieren mit V. q.e.d.
3.1.4 Satz

Seien C,D € F und C ~y, D, dann ist dir . (C,D) =k

Beweis:

z.z.: dim(C) — dim(C N D) = d(z~,)(C, D)

”2“:

Konstruiere iterativ einen Weg der Lénge k von C nach D:

Cr=X+(C+X)"

mit CND <X <Dunddim(X)=n—k+ 1.

Beh.: Cy ist in F und C; ~1 C und C; ~y_1 D.

Es gilt C) = Ci:

da X < D = D* folgt D < X* und somit X < X+ mit 2.1.2 folgt weiter:
Cr =(C+ X))+ X)) =(C+X)nXt

=CNXH+(XNXH=C+X) "+ X =0
Somit ist C] selbstdual und da X < D ist ('} auch vom gleichen Typ wie D,
also C € F.

Es gilt O} ~; C:daCND <X <X+ liegtnach 21.2CND<CNXt =
(C + X)*, durch weiteres anwenden von 2.1.2 ergibt sich:

dim(C; N C) = dim (X + (C+ X)) NC)
=dim((XNC)+ ((C+ X):nCH))
=dim((C N D)+ (C + X)*)
=dim((C+ X)) =n-1
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Es bleibt zu zeigen, dass Cy ~;_1 D:

dim(C, N D) = dim((X + (C + X)) N D)
= dim(X + ((C + X)* n D))
=dim(X + (C+ X + D)) =dim(X) =k + 1

Damit folgt dim(C') — dim(C' N D) > d(z ~,)(C, D).

<“,

Annahme: Sei d = dir~)(C,D) < dim(C) — dim(C' N D). Daraus folgt
HCZ e Ffurl SZSd—l m1tC~1 Cl [ | Cd,1 ~1 Cd =:D. Zeige
nun per Induktion iiber i dass

dim(C’ﬂﬂCj)Zn—z’

J=1

LA dim(C'N C’l) =n — 1 folgt da C' ~; C}
LV.: dim(C'N ﬂ;zl Cj)>n—i
1S:71—7+1:

Fall 1:(b;) < C N () Ci

j=1

: : LV.
= dim(C N[ C;NCiya) =dim(C N () C;) =1 > n— (i +1)

Jj=1 Jj=1

Fall 2:(b;) £ C N[ Ci

j=1
‘ i L.V.
= dim(C N[ C:NCiya) =dim(C N[ C)) = n—i>n—(i+1)
j=1 j=1

Daraus folgt: dim(C'N D) = dim(C' N Cy) > n — d, was im Widerspruch zur
Annahme steht.
q.e.d.

3.2 Wege durch den Nachbarschaftsgraphen

Nun werden wir die Wege durch den 1-Nachbarschaftsgraphen in Abhéngig-
keit der Nachbarschaftsrelation zwischen den Endpunkten zéhlen.
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3.2.1 Satz

Sei F eine Familie von Codes der Linge N = 2n iber F, und G := (F, ~)
der Nachbarschaftsgraph zu F. Seien nun C, D € F mit C' ~,, D, dann gilt
fiir k,;m € Ny

m+1
ag.m = |{ Wege der Léinge k von C nach D}| = Z ak_l,jB](-m)

j=m—1

mit agm = 0 flirk <m, apo =1 und B](-m) ={EeF:E~; CNE ~; D}|.
Fiir negative Werte von k oder m erginzt man aj ,, := 0.

Beweis:
Man kann die Wege der Lange k von Cnach D, C ~y Cy ~q -+ ~1 Cj_1 ~1 D
als Wege der Lange k-1 bis zu Cj_; betrachten. Die moglichen C),_; kann man
dann in 3 Klassen unterteilen ndmlich die mit Abstand m-1 zu C, mit Ab-
stand m zu C und mit Abstand m+1 zu C. Andere Félle sind nicht moglich,
da d(C,Cx-1) > m + 1 im Widerspruch zu C ~,, D ~; Cy_; steht und
d(C,Cx-1) < m—1 zu einen Weg einer Lénge kleiner m von C nach D fiihren
wiirde und somit zu einem Widerspruch zu C ~,, D.

q.e.d.

3.2.2 Definition
1. Fiirm > 1 bezeichne 3, die Anzahl der (m-1)-dimensionalen Teilrdume

in eimmem m-dimensionalen Vektorraum dber F,, wobei By = 0. Also
— q"-1
ﬁm - q_]_

2. Sei F eine Familie von n-dimensionalen Codes und F' ein (n-m)-dimens-
tonaler Teilraum wvon Fév fir den es C' ~,, D € F gibt, so dass
F=CnNnD. Dann ist

Yoo (F)i={M < F:dm(M)=n—-m—-1,3FE~, 1CeF
so dass CNE = M}|

3. Zu einer Familie von Codes F definiert man,

a(F):={C; € F:C;NC =F fiir festes F
mit F = CND,C ~, D}|

3.2.3 Satz
Seien C' und D wie oben und Bﬁ@l die Anzahl der E € F mit E ~p,_1 C
und E ~1 D. Dann ist

Br(nm—)l = ﬁm
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Beweis:
Nach Vorraussetzung liegt E auf einem kiirzesten Weg von C' nach D. Also
gibt es nach Konstruktion 3.1.4 mindestens soviele E wie es (n —m + 1)-
dimensionale Teilrdume von D gibt, die C' N D enthalten, also gerade die
eindimensionalen Teilrdume in D/(C'N D), und das sind genau 3,,.
Angenommen, es giibe ein £ € F mit X = ENC und E # (D + X)*+ + X:
da
XLD N X<FE
=dim(DNX)=n—(m—-1)—1=n—-—m

und mit

X <CAdim(DNC)=n—m
= XND=CnND.

Genau wie in 3.1.4 ergibt sich:

(D+X)*+X ~ D
mit DN (D + X)"+X =(D+X)*"

Da E = E+ < X+
(D+X)*NE=DNX*NE=DNE
aus Dimensionsgriinden folgt nun:

(D+X)"=DnNE
= (D+X)"<EANX<E
= (D+X)"+X<E

Da aber:
dim((D + X)* 4+ X) = n = dim(E)
= F=(D+X)"+X,

was im Widerspruch zur Annahme steht.
q.e.d.

3.2.4 Satz
Seien C, D und Bj(m) wie oben und m > 2, dann ist BY" = By (a(F) — 1).
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Beweis:

Betrachten wir nun alle Moglichkeiten fiir £ € F mit dim(ENC) =n—m
und dim(DN E) =n — 1.

Fiir dim(C N E + D N E) gibt es dann zwei Moglichkeiten:

Fall 1: CNnDNE=CND
In diesem Fall ist dim(C' N E + DN E) =n — 1, also gilt:

CNE+DNE=DNE.

Dann gibt es fiir /' = E N D genau soviele Moglichkeiten wie es (m-1)-
Dimensionale Teilrdume in D/(C' N D) gibt, also (3, und fiir festes F' gibt
es dann noch a(F) — 1 Moglichkeiten einen Nachbarn E von D auszusuchen,
der nicht auf einem kiirzesten Weg von C nach D liegt auszusuchen.

Was fiir den ersten Fall zu (,,a(F) Nachbarn mit den geforderten Eigen-
schaften fiihrt.

Fall 2. CNnDNE<CND
Dann ist dim(CNDNE)=n—m — 1 und es folgt
dim((CNE)+(DNE))=dm(CNE)+dim(DNE)—dim(CNDNE)
=n—-m+n—1—(n—m-—1)=n.
Also benotigen wir einen (n-1)-dimensionalen Teilraum X < D der C' N D
nicht enthélt, um zu diesem dann einen 1-Nachbarn E von D zu konstruieren,
der folgende Eigenschaften hat: X < F < X+ und dim(ENC) =n — m.

Da aber
Xtnc=cnbDcD

und damit
EnCcCcCnD,

woraus aus Dimensionsgriinden

ENnC=CnD

folgt. Dies fiithrt aber zu dim(C' N D N E) = n —m was im Widerspruch zur
Annahme steht.
Insgesammt ergibt sich:

B = B (a(F) — 1)

q.e.d.
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3.2.5 Satz
Seien C, D und Bj(m) wie oben, dann gilt

B = Y (F)(Brnsr — B F).

Beweis:
Sei £ € F mit C ~,,.1 E ~1 D dann gilt

dim(CNE)=n—-m-1=dim(CNDNE),
D liegt also auf einem kiirzesten Weg von C nach E. Es folgt
dm((CNE)+(DNE)=n—-m—-14n—-1—(n—-—m-1)=n-1

und deswegen
(CNE)+(DNE)=DNE.

FirCNDNE =CNE < CND gibt es v,_,(F) Wahlmoglichkeiten.
D N E entspricht den m-dimensionalen Teilrdumen von D/(C' N DN E) die
DN C/(CNDnN E) nicht enthalten, von solchen extistieren

5m+1 - 6m = qm-

Dannnach bleiben nur noch a(F) Moglichkeiten fiir E, als Nachbarn von D
iiber dem festgewéhlten Teilraum.
Insgesamt folgt also:

Bv(nnfs-)l = ’Ynfm(}—)qma(:’r)

Wenn man die Ergebnisse zusammenfiigt erhilt man fiir:

Ak = ak—l,m—lBinni)l + ap 1B + ak—l,m+lB£nnjr)1
= ﬁmakfl,mfl + ﬁm(a(f) - 1)ak71,m

+ ’yn—m(f.)<ﬁm+1 _ﬁm>a(f)ak—1,m+1-

3.3 «(F) und ~,_,,(F) fiir verschiedene Typen
von Codes

Da a(F) und v,_,(F) vom Typ der Codes abhingen, werden wir sie nun
fiir die klassischen Typen berechnen.
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3.3.1 Euklidische selbstduale Codes iiber Ko6rpern mit
gerader Charakteristik

3.3.1 Satz
Sei F,, mit ¢ = 2/, f € N ein Kérper mit gerader Charakteristik und F
eine Familie von selbstdualen Codes C = C* der Linge N iiber F,, mit

b(v,w) = vazl vyw; als euklidischer Bilinearform. Dann ist:
* a(F)=¢
hd 7%—771(-7) = ﬁn—m—l'

Beweis:

Seien C' ~ D € Fmit CND = F. Alle Codes E aus F, firdie CNE =F
gilt, entsprechen den 1-dimensionalen selbstdualen Teilriumen von F+/F.
Dal:=(1,...,1) € IFéV in jedem Code aus F enthalten ist, ist 1 auch in F'
enthalten und somit gilt fiir alle Elemente ¢ = (cy,...,cy) € F*:

0=0b(c,1) :Zci:ZC?:b(c,c),

N N
=1 =1

da I, Charakteristik 2 hat. Also sind alle ¢ + 1 eindimensionalen Teilrdume
von F+ /F selbstdual und C' hat q Nachbarn iiber F' fiir alle F' < C' mit
dim(F)=n—1und 1€ F.

Um den zweiten Teil der Behauptung zu zeigen, betrachtet man C' ~,, D
mit C' N D = E und einen beliebigen n-1-dimensionalen Teilraum X von D
der 1 enthélt aber nicht E.

Da

Xtnc=CcnbcD

(aus Dimensionsgriinden) gibt es noch «(F) Nachbarn D’ ~; D mit
D'NnC=XnNE.

Jeder beliebige (n-m-1)-dimensionale Teilraum von E der 1 enthilt, liefert al-
so einen (m+1)-Nachbarn D’ von C'. Diese (n-m-1)-dimensionalen Teilrdume
(1) < F < FE entsprechen geraden den (n-m-2)-dimensionalen Teilrdumen
von E/(1), und somit gibt es [3,,_,,_1 solche Teilrdume. q.e.d.

3.3.2 Doppeltgerade Codes iiber [,

3.3.2 Satz

Seir F die Familie der doppeltgeraden selbstdualen Codes der Linge N tiber s,
d.h. fir C € F und c € C gilt,dass wt(c) durch 4 teilbar ist. Die Bilinearform
b sei definiert wie oben. Dann gilt:
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e a(F)=1
b ’yn—m(:/t) - 5n—m—1-

Beweis:

Analog zu 3.3.1 folgt, dass fiir alle ' = C N D mit C,D € F und dim(F) =
n—1F*/F ¢+ 1 = 3 selbstorthogonale eindimensionale Teilriume hat.
Wiihlen wir nun 3 Erzeuger by, by, b3, so dass C = (b;) + F, dann ist b3 =
by + by, da F1/F 2-dimensional ist und ¢ = 2. Da F*/F mit der durch b
induzierten, nicht ausgearteten quadratischen Form ein quadratischer Raum
tiber Fy ist der mit C'/F einen maximalen totalisotropen Teilraum enthélt,
folgt, dass F*/F hyperbolisch ist und die Grammatrix zu b iiber F*/F

beziiglich (by, by) folglich gleich <(1) é) sein muss (siehe auch [Kne02]). Also
gilt:

Wt(bg) == Wt(bl + bg)
= Wt(bl) + Wt(bg) — 2b(b1, bg)
= wt(by) + wt(by) — 2
=, 2.

somit ist das Gewicht von b3 nicht durch 4 teilbar folglich ist F' + (b3) & F,
und C' und D sind die einzigen Codes in F, die iiber I liegen. Daraus folgt
auch, dass alle F' < C' mit dim(F) =n —1 und 1 € F' als Schnitt von C mit
einem anderen Code aus F vorkommen.
Der zweite Teil der Behauptung folgt analog zu 3.3.1.

q.e.d.

3.3.3 Euklidische selbstduale Codes iiber K6rpern mit
ungerader Charakteristik

3.3.3 Satz
Sei F, mit ¢ = p/, f € N und p ungerade Primzahl, F eine Familie von
selbstdualen Codes der Linge N iiber F, mit der obigen Bilinearform, so gilt:

e a(F)=1
b 'Vn—m(}_) = Bn-m-

Beweis:
Sei F' < C ein eindimensionaler Teilraum von C.
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Alle von C' verschiedenen Codes D € F, die F' enthalten, sind selbstdua-
le Riume mit /¥ < D < F*, und entsprechen damit eindimensionalen
Teilriumen von F*/F (d) + F die selbstorthogonal sind. Auch C' kann man
analog schreiben als C' = F + (c) mit ¢ € F* selbstorthogonal. F*/C ist
eindimensional, also kann man C + (e) = F* schreiben fiir ein e € F*, das
nicht in C' liegt. Mit (e) + F liefert auch (e + ac) + F fiir alle a € F} eindi-
mensionale Teilriume von F*/F. (e +ac) + F mit a € F, und (c) + F liefert
2-1

alle ¢ +1 = == eindimensionalen Teilrdume von F L /F. Betrachte nun:

ble+ac+ F,e+ac+ F) = b(e,e) + 2ab(e,c) =0
_ blee)
~ 2b(e, c)

Es gibt also ein eindeutiges a € F, so dass (e + ac) + F selbstorthogonal und
damit aus Dimensionsgriinden selbstdual ist und damit genau einen selbst-
dualen Code D # C. Somit folgt der erste Teil der Behauptung.

Um den zweiten Teil der Behauptung zu zeigen, betrachte C', D € F m-Nachbarn
mit £ := C' N D. Wéhle nun einen beliebigen (n-1)-dimensionalen Teil-
raum X von D der E nicht enthélt, somit liefert X durch £ N X mit
dim(ENX) = dim(£)—1 = n—m—1 einen beliebigen (n-m-1)-dimensionalen
Teilraum von E. Da dim(X+ NC) =n —m gilt und somit

XtnCc=CnDcD,

ist D der einzige Code iiber X in F, dessen Schnitt mit C' grofler ist als ENX.
D.h. es gibt einen 1-Nachbarn D’ von D mit D'NC = EN X. q.e.d.

&a da b(e,c) #0, weile ¢ C+ = C

3.3.4 Euklidische selbstduale Codes in ungerader Cha-
rakteristik die 1 enthalten

3.3.4 Satz

Sei F, mit ¢ =p’, f € N und p ungerade Primzahl, 1 :=(1,...,1) € Fév, F
eine Familie von selbstdualen Codes der Linge N dber F, mit 1 € CVC € F
und der obigen Bilinearform, so ist:

e a(F)=1
i ’Ynfm<*7:) = Br-m-1-

Beweis:
Der Beweis ist analog zum Beweis von 3.3.3 bzw. 3.3.1.

3.3.5 Bemerkung

Die Linge N der Codes muss durch die Charakteristik p von F, teilbar sein,
damit b(1,1) = 0 und 1 in einem selbstdualen Code enthalten sein kann.
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3.3.5 Hermitesche selbstduale Codes

Sei F, mit ¢ = r* und r eine Primpotenz. Sei b die hermitesche Form
beziiglich des nicht trivialen Galoisautomorphismus ~ : @ — a" von F, {iber
F, und damit

N
Ct={veF): Zcﬂch e C}.
i=1
3.3.6 Satz

Sei F die Familie der selbstdualen Codes der Linge N dber F, mit der her-
miteschen Form b, so gilt:

o a(F)=r=./q
® Vnm(F) = Bum-

Beweis:

Sei ¥ < C ein (n-1)-dimensionaler selbstorthogonaler Teilraum von IF(]JV . Dann
ist E+/E ein nichtausgearteter hermitescher Raum iiber F, und deswegen iso-
metrisch zu Fg mit der hermiteschen Form ((x1,22), (¥1,¥2)) = 191 + T2Yo.
Die selbstdualen Codes, die E' enthalten, entsprechen also gerade den eindi-
mensionalen selbstorthogonalen Teilrdiumen von E+/E und wegen der ange-
gebenen Isometrie gerade den eindimensionalen selbstorthogonalen Teilrdum-
en von FF2:

(z) < (z)" & ((21,29), (T1, 1)) = 27 + 25T =0

(1,—1) ist ein solches Element von F.. Da (r 4+ 1) | |Fi| = ¢ — 1, exi-
stiert genau eine zyklische Untergruppe von F; mit der Ordnung r+1 und
somit gibt es genau r von 1 verschiedene Elemente x € F, mit 2™ = 1
und ((z,—1)(xz,—1)) = 0. Die dadurch gegebenen Elemente erzeugen r+1
selbstorthogonale Teilrdume von denen einer C' entspricht und die anderen r
Teilrdume zu r weiteren selbstdualen Codes fiihren.
Die zweite Behauptung folgt analog zu 3.3.3.

q.e.d.

3.3.6 Hermitesche selbstduale Codes die 1 enthalten

3.3.7 Satz
Sei F die Familie der selbstdualen Codes der Linge N mit1 € CVC € F
tiber B, mit der hermiteschen Form b, so gilt:

o a(F)=r=./1
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L ’7n—m<f> = 6n—m—1-

Beweis:
Die Behauptungen folgen analog zu 3.3.6 und 3.3.1.

3.3.8 Bemerkung

Auch hier muss die Linge N der Codes durch die Charakteristik p von IF, teil-
bar sein, damit b(1,1) = 0 und somit 1 in einem selbstdualen Code enthalten
sein kann.

3.4 Der polynomiale Zusammenhang zwischen
den Adjazenzmatrizen

Wie wir in 2.4.3 gezeigt haben, enthélt die r-te Potenz der Adjazenzmatrix
die Anzahlen der Wege der Lénge r von der i-ten zur j-ten Ecke, wenn wir
dies auf den Nachbarschaftsgraphen anwenden, dann kénnen wir die Wege
nach der Nachbarschaftsbeziehung der Endpunkte aufteilen, also in Wege der
Léange r von C; nach C; mit C; ~; C;. Da die Anzahl der Wege der Lénge
r an; (siehe Satz 3.2.1) fiir die in Abschnitt 3.3 behandelten Familien von
Codes von klassischem Typ unabhéngig von der konkreten Wahl von C; bzw.
C; ist kann man folgende Gleichung fiir die r-te Potenz der Adjazenzmatrix
des 1-Nachbarschaftsgraphen A7:

r

Al = Z a1 A 0<r<n, (3.3)

k=0

wobei A (g die Einheitsmatrix ist und ~g so definiert ist, dass jeder Code aus
F genau sein eigener ,nullter Nachbar® ist.

3.4.1 Satz
Sei (bij)o<ijen = ((aij)ozij<n) "+ dann gilt:

k=0

fir 0 <i<n.

Beweis:
Schreibt man die n Gleichungen 3.3 in Matrixschreibweise, dann erhélt man
einen untere (n + 1) x (n + 1)-Dreiecksmatrix (a;;)o<i j<n fiir die wegen Satz
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3.1.4 a; # 0 fiir alle 0 < ¢ < n gilt und somit ist (a;j)o<; j<n invertierbar.
Also kann man 3.3 folgendermafien umformen:

a?o 0 ﬁ? j%]

Ano --- Qpp An - A?
o e oA o - 0\ (ol
<| . | = : : ) = : :
fin Apno .- CGpp A? bo ... bpn ATf

Da das Inverse einer Unteren Dreicksmatrix wieder einen untere Dreiecksma-
trix ergeben sich direkt die n Gleichungen aus 3.4. q.e.d.

3.5 1} als Polynom in T}
Nun kann man wie in 3.2 angekiindigt von den Adjazenzmatrizen auf die
Kneser-Hecke-Operatoren iibergehen und erhélt:

3.5.1 Hauptsatz
Sei Ty, der k-te Kneser-Hecke-Operator zu einer Familie von Codes von einem
in 3.3 aufgefithrten Typ, dann gilt mit den in 3.4.1 definierten by;:

k
T => bl
=0

Beweis:
folgt direkt aus 3.4.1 und 3.1.3. q.e.d.

3.5.2 Korollar
Mit den Vorraussetzungen aus Satz 3.5.1 und vy, fir 0 < m < dim(V) wie
n 2.8.5 gilt:

Am =Y byvf, V1< m <dim(V),
k=0

sind die Figenwerte von T; und die T; sind fir alle i € N simultan diagona-
lisierbar.
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Kapitel 4

Beispiele

4.1 FEuklidische selbstduale Codes iiber Kérpern
mit gerader Charakteristik

Sei F die Familie der selbstdualen Codes von Lénge 8 iiber Fy, dann zerfallt F
in 2 Aquivalenzklassen von Codes eg und dem zweifachen Wiederholungscode
von Dimension 4 73. Der erste Hecke-Operator in dieser Basis laute

77
= (2 12)

Fiir Ty, T3 und T} ergeben sich dann folgende Polynome in 77:

T | Ty | Ty
I|\=2 2 | ¥
HENEIE
0| % |55
¢ 0 | 0 | 55

Sei F die Familie der selbstdualen Codes von Lénge 12 iiber Fy, dann
zerfillt F in 3 Aquivalenzklassen von Codes (eg L i3), dy; und 7§. Der erste
Hecke-Operator in dieser Basis laute

41 14 7
Ty =130 31 1
30 2 30

37
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Fiir T; bis Ty ergeben sich dann folgende Polynome in 7;:

T T T,
T —62 62 3286 —1030 —257114
3 7 45 21 19845
T =1 —239 | 2251 | 161317 —82933
1 3 21 315 9765 6615
T2 1 =4 —67 14176 106679
1 3 21 35 9765 205065
3 1 —11 —386 60986
T3 0 | & | i |z
1 21 315 3255 615195
4 1 —26 —64
Tl 0 0 315 9765 29295
5 1 —19
T1 0 0 0 9765 205065
6 1
T1 0 0 0 0 615195

Sei F die Familie der selbstdualen Codes von Lénge 12 iiber Fy, dann
zerfillt F in 4 Aquivalenzklassen von Codes mit folgenden Reprisentanten
(es L 43), (dfy L i), (er L e7)™ und if. Der erste Hecke-Operator in dieser

Basis laute

le

42 16 7
25 40 1
49 63 0
14 0 42

Fiir T; bis T; ergeben sich dann folgende Polynome in 7;:

T, | 13 T Ts Tg Tz
B 1638 | —6930 | —1946 | 6018138
1 421 18 5 31 5 19685
T, | =L | =165 | 223 | 13723 | —227003 | 257319
1] 3 7 15 155 3255 19685
72| 1 4 | —1307 | 10336 | 140479 | —717636
1] 3 21 315 | 3255 | 22785 137795
7 0 1 11 | —2822 | 151226 69679
1 21 315 | 9765 | 615195 | 064565
| 0 0 1 —26 | —1664 | 570554
1 315 | 9765 | 205065 | 78129765
5 1 —19 —1811
v 0 0 0 9765 | 205065 | 26043255
6 1 _8
7| 0 0 0 0 615195 | 5208651
7 1
7| 0 0 0 0 0 78129765
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Sei F die Familie der selbstdualen Codes von Lénge 16 iiber Fy, dann
zerfallt F in 7 Aquivalenzklassen (es L i3), (dfy L 42), (er L er)t L iy,
(dg 1 dg)Jr, Zg, (68 1 68) und di_ﬁ

Der erste Hecke-Operator in dieser Basis laute

83 84 64 14 7 2 0

30 8 80 60 1 0 2

14 49 91 98 0 2 O

Th=1 2 24 64 162 0 1 1
140 56 0 0 56 0 2

14 0 64 49 0 78 49
0O 56 0 70 1 70 57

Fiir T, bis Ty ergeben sich dann folgende Polynome in 77:

15 T3 T Ts Tg 17 Ty

0| —254 | 254 | 12446 | —618490 | —17659858 1016542 2628169750
T0 | =254 | 254

1| 3 7 9 651 3969 279 6274989

1| —1 | —1007 | 9547 | 783521 | —65672491 | —37712527271 | 2606889557
71| =L | Z1007 | 9547

1| 3 21 315 1953 205065 78129765 6274989
72| 1 —4 | —181 | 64672 6921911 762510388 | —84763825091

1] 3 21 21 9765 205065 26043255 19923090075

3 1 —11 —410 331706 4950577 3422118617
8| oo | L | zu | —aw

1 o1 315 651 615195 5208651 3084618015

4 1 _26 —4096 1420346 93628441
T 0 0 P

1 315 9765 205065 78129765 19923090075

5 1 —19 —6931 4987649
w| 0 0 0 9765 205065 26043255 19923090075

6 1 _8 —21809
7| 0 0 0 0 615195 5208651 19923090075

7 1 —947
| o 0 0 0 0 78129765 19923090075

] 1
v | 0 0 0 0 0 0 19923090075

Die Koeffizienten wurden mit Hilfe des folgenden Magma-Programms
[BCPI7] berechnet:

//a berechnet rekursiv die Koeffizienten von (T_1)"k bei T_m in
//der, wobei n die Dimension der Codes bezeichnet.
function a(k,m,n)
if [k,m] eq [0,0] then
return 1;
elif m le -1 then
return O;
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elif k le m-1 then
return O;
else
return ((2°m-1)*(a(k-1,m-1,n)+a(k-1,m,n))+
(27 (n-1-m)-1)*2" (m+1)*a(k-1,m+1,n));
end if;
end function;

//A gibt die Koeffizienten der Polynome von T_1 bis T_{n-1} in
//Potenzen von T_1 spaltenweise wieder
function A(n)

B:=[];
for m in [0 .. n] do
for k in [0 .. n] do
B:=Append(B,a(m,k,n));
end for;
end for;

C:=Matrix(RationalField(), n+l1, n+1, B);
C:=Transpose(C) ;
return(C ~-1);

end function;

A(n) liefert dann eine Matrix in deren Eintrdagen die Koeffizienten der Poly-
nome der Familie von Typ 1 Codes in F2".

4.2 Doppeltgerade Codes iiber [,

Seif%ﬁePhnﬂh§dersdb%dudendoppehgmadmldeesvon[énge16,dann
zerfillt F in 2 Aquivalenzklassen von Codes mit folgenden Reprisentanten
(es L eg) und djs. Der erste Hecke-Operator in dieser Basis laute

78 49
hi= (70 57>
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Fiir T; bis Ty ergeben sich dann folgende Polynome in 7;:

T, | T3 | Ty Ts Ts T Ty
0 | —127 15748 —251968 16125952
Tl 3 0 45 0 405 0 103275
1 —505 1019236 —187059392
Tl 0 21 0 9765 0 2232279 0
T2 1 0 —1373 0 1928764 0 —53578060096
1 3 315 205065 19923090075
3 1 —3173 8325532
Tl 0 21 0 9765 0 26043255 0
4 1 —443 26329052
Tl 0 0 315 0 41013 0 6641030025
5 1 —4231
Tl 0 0 0 9765 0 26043255 0
6 1 —20821
Tl 0 0 0 0 615195 0 19923090075
7 1
Tl 0 0 0 0 0 78129765 0
8 1
Tl 0 0 0 0 0 0 19923090075

41

Sei F die Familie der selbstdualen doppeltgeraden Codes von Lange 24
iiber Fy, dann zerfillt F in 9 Aquivalenzklassen von Codes mit folgenden
Repriisentanten (eg L eg L eg), (dig L eg), (€2 L dio)™, ()T, diy, (d35)T,
(dg)*, (d)™ und goy.

Der erste Hecke-Operator in dieser Basis laute

T, =

O O OO O

192
14
3
990
60
0

0

213 147 1344
70
10

896
504
192
0
480
72

343
490
490
447

900
216

0
392
49
36
3 924
206
3
0
0

1

S OO WO oo

0 0 0
0 0 0
980 0 0
1152 216 O
0 0 0
400 0 0
1108 648 0
720 1218 64
0 1771 276
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Fiir T5 bis Ty, ergeben sich dann folgende Polynome in T;:

15 T3 Ty T5 Ts T,
T1O % 0 % 0 —1212105575168 0
Tll 0 % 0 2799774695476 0 —1523512284;974400
Tl2 % 0 %@93 0 5(32505540268544 0
Lo | 5| 0| e 0 2605255
)0 |0 | 5 0 Tios 0
7| 0 0 0 FE 0 ool
1 0 0 0 0 I 0
M| 0 0 0 0 0 T
TS| 0 0 0 0 0 0
™1 0 0 0 0 0 0
T 0 0 0 0 0 0
T 0 0 0 0 0 0
T2 0 0 0 0 0 0
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C/80TST606165078G TE0ELS I
C 0 0 0 0 I
CZETTRES6TOVS0T6IETT 1
0 T 0 0 0 11l
29205 6965989761 LO0T6T CLTOL6COTESSTTTOT 1
CT6SGST— 0 T 0 0 orL
CTETVSEE6TOVR0T6TETT Z£8T066908T0T I
0 TOLTLVE— 0 T 0 6L
5220096567 LE6SETTOTSE G17926G0TCCSTTTOT 1006052661 I
9GLETT6LE60T 0 160061 — 0 T sl
CTETPSEE6TOVR0T61ETT Z£82066908T0T 1
0 9630099922610 0 TO0736— 0 L
€ TZ0C8TSESTIRITEVOITLT CLP9L6COTSESTTTOT TLSGTOTST I
9TOT63807CCLT TRCTE— 0 88L00GT700T9 0 €CL0L— oL
0 CTETTSEL6TOVR0T6IETT 0 C1TVE99GE6ES 0 I
OTCIZT6T6TES67Ea80— 2eTL965600S el
CZTTI9E609S90L8L90L T CLTOL6COTSESTIFOT 0 200201799 1
96ZTGIRS6ELTTTE0CCLT 0 V12 LRG0 102360166 — ZGR631E9GCT pl
0 CTETPSEE6TOVS0T6IETE 0 CZ£8T066908T0T 0 I
9696 TTEOTT T T9Z63L99L 92G809800620L65F — el
G79LLETISECOVETTESE6E 0 €17.8689087ST 1T 0 2006085661 I
TCL8L66508CL6ETE0LSL0THCO— T680S6T 6685570206 9z6s206ar t28v9r— | ol
C0629£9T8000T0F G178EETR96T I
0 9GOTETTZ0VLGEC0G8CCIG— 0 Z6TH98LLE0S0C0LTS 0 L
CISETLEGGT ©10807€ 1201 1
SRCCLLIVG6STLLE0L 0 7RGL0S96TL6065T— 0 ZTEESTLTLO0TE oL
NHrN\ ﬁﬂrﬁ oﬁrNU @rﬁ wrN
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Sei F die Familie der selbstdualen doppeltgeraden Codes von Lénge 32
tiber Fy, dann zerféllt F in 85 Aquivalenzklassen von Codes die in [CPS92]
klassifiziert werden. Der erste Kneser-Hecke-Operator in der in [CPS92| an-

gegebenen Basis laute:
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Die Koeffizienten wurden mit Hilfe des folgenden Magma-Programms
[BCP97] berechnet:

//a berechnet rekursiv die Koeffizienten von (T_1)"k bei T_m in
//der, wobei n die Dimension der Codes bezeichnet.

function a(k,m,n)
if [k,m] eq [0,0] then

return 1;
elif m le -1 then

return O;
elif k le m-1 then

return O;
else

return ((2°m-1)*a(k-1,m-1,n)+

(27 (n-1-m)-1)*2"mxa(k-1,m+1,n));

end if;

end function;

//A gibt die Koeffizienten der Polynome von T_1 bis T_{n-1} in
//Potenzen von T_1 spaltenweise wieder
function A(n)

B:=[];
for m in [0 .. n] do
for k in [0 .. n] do
B:=Append(B,a(m,k,n));
end for;
end for;

C:=Matrix(RationalField(), n+1, n+l1, B);
C:=Transpose(C);
return(C~(-1));

end function;

A(n) liefert dann eine Matrix in deren Eintrdagen die Koeffizienten der Poly-
nome der Familie von Typ 2 Codes in F2".



Kapitel 5

Der Ring der Endomorphismen
auf V

5.1 Kklassische Typen

Wie in den Féllen in Kapitel 3.3 wird immer ein Vektorraum V := Fév mit
einer nicht ausgearteten e-Sesquilinearform b : V' x V' — F, betrachtet. Nach
dem Satz von Witt (siche z.B. [Tay92, Theorem 7.4]) operiert die Isometrie-
gruppe G(V,b) transitiv auf der Menge

F:={C=C"<F)}
aller selbstdualen Codes in (V,b).

Genauer gilt fiir die einzelnen Félle:
a) Euklidisch selbstduale Codes in ]F(]]V mit ¢ gerade und

N
b(z,y) = Z%‘Z/i
i=1

Hier gilt 1 € C' = O+ also entspricht jeder selbstduale Code C' einem maximal
isotropen Teilraum

C/(1) <1/(1) = V.

Hier ist N
1" ={zeF;|> x =0}
=1

und 1 € 1t da die Linge N gerade ist. Die alternierende Bilinearform b :
V x V — Ty ist vertreterweise definiert durch

bz + (1), y + (1)) := Zmlyz

o1
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Diese Bilinearform ist unabhingig von der Wahl der Vertreter z,y € 1+. Es
ist fiir x € 1+
N N

bz + (1), 2+ (1) =) a7 =D )’ = (b(z,1)*=0

i=1 i=1

also ist die Form b alternierend. Die Symmetriegruppe G(V, 5) ist also die
symplektische Gruppe Spy_,(F,).

b) Doppelt-gerade binére Codes: ¢ = 2,

N
b(ﬂf, y) = Z TiYi,
i=1

C' isotrop genau dann wenn wt(c) € 47 fiir alle ¢ € C. Hier ist N immer
durch 8 teilbar.

Wie in a) betrachten wir V = 1+/(1). Die Bedingung doppelt gerade zu sein,
lasst sich mit Hilfe einer quadratischen Form auf V' ausdriicken:

q:V — Fy
_ wi(x)

gz + (1)) : — + 27.

Diese Form ist wohldefiniert, da wt(z) € 27 ist fiir alle x € 1+ und die Liinge
N durch 4 teilbar ist. Die zu ¢ gehorende Bilinearform ist

b(w,y) = q(z +y) —q(x) — q(y).
da

q(r +y) —q(x) —qy) = 5 (Wt(z +y) — wt(z) — wt(y))

N~ N~

(Wt(.T) + wt(y) — 2 Z zywh(x) — Wt(?J))

= —b(LU,y) = b(&?,y)

Die Symmetriegruppe in diesem Fall ist G(V, q) = O3 _,(F3), die orthogona-
le Gruppe iiber Fy zu einem quadratischen Raum der Dimension N — 2 mit
Witt-Defekt 0.

c) Euklidisch selbstduale Codes in FqN mit ¢ ungerade und

N
b(l’, Z/) = Z Tili,
i=1
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Hier ist V = FY und b(z,y) = Zf\il zy;. G(V,b) = OF(F,) ist die orthogo-
nale Gruppe iiber F, zu einem quadratischen Raum der Dimension N mit
Witt-Defekt 0.

¢’) Euklidisch selbstduale Codes in in ]Fflv mit ¢ ungerade, die den Eins-

vektor 1 enthalten und mit b(z,y) = SN | z;y;.
Dazu betrachtet man

V=14/1)

mit der wie in a) wohldefinierten symmetrischen Bilinearform

bx + (1),y + (1)) := szyz

Die Symmetriegruppe ist G(V,b) = O} _,(F,) ist die orthogonale Gruppe
iber IF, zu einem quadratischen Raum der Dimension N — 2 mit Witt-Defekt
0.

d) Hermitesche selbstduale Codes in IFf]V mit ¢ = r? einem Quadrat einer
Primzahlpotenz, und

N
b(z,y) =Yzl
i=1
Hier ist V = F)Y und G(V,b) = Uy (F,) ist die unitére Gruppe.

d’)Hermitesche selbstduale Codes in IFf]V mit ¢ = 7? einem Quadrat einer
Primzahlpotenz, die den Einsvektor 1 enthalten und mit

N
b(z,y) =Y wiyl.
=1

C isotrop, falls 1 € C. Hier ist N durch p = char(F,) teilbar.
Wie vorher entsprechen diese Codes den maximal isotropen Teilrdumen von
V = 1+/(1) mit wohldefinierter hermitescher Form

N

bz + (1), y+ (1)) ==Yz}
i=1

und G(V,b) = Uy_o(F,) ist die unitire Gruppe.

Zusammenfassend erhalten wir in allen Fillen eine Gruppe G(V, b), die tran-
sitiv auf der Menge der selbstdualen isotropen Codes operiert, also ist
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5.1.1 Satz
F:={C=C*+<F)|C isotrop } = Cy- G(V,b) fiir ein Cy € F.

5.2 Endomorphismen und Adjazenzmatrizen

5.2.1 Definition
Sei W = {> ccracec | ac € C} der Vektorraum der formalen C-Linear-
kombinationen der Codes einer Familie F.

Die symmetrische Gruppe Sy operiert auf F und also auch auf W.

5.2.2 Bemerkung
Der Vektorraum V (siehe 2.2.1) iber der gleichen Familie F ist isomorph zu
W/Sn.

Die Gruppe G = G(V,b) aus Satz 5.1.1 operiert transitiv auf der Familie
F und W sei der zugehorige Permutationsmodul, also die induzierte Darstel-
lung 1§ der trivialen Darstellung des Stabilisators S eines Elements aus JF.
(siehe z.B. [Isa76, Lemma 5.14])

5.2.3 Satz
W ist ein CG-Modul, wobei G = G(V,b) die Gruppe aus Satz5.1.1 sei, und
es gilt

W=1¢

mit S := Stabg(Cy) und Cy € F.

5.2.4 Definition
Der Endomorphismus Ay, von W sei definiert als

AkW—>W
€Ec — Z €p.
D~y C

5.2.5 Bemerkung
Ay in der Basis (C' : C € F) geschrieben ergibt die Adjazenzmatriz des
k-Nachbarschaftsgraphen auf F.

5.2.6 Satz
Ak € Endcg(W)
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Bewelis:
Fiir alle g € G gilt:

96’0 Z €p = Z gep = gAk(ec)-

Dr~ygC D~y C

q.e.d.

Ein klassischer Satz der Darstellungstheorie sagt aus, dass die Endomor-
phismenalgebra Endcg(1§) eines induzierten Moduls isomorph ist zur Al-
gebra der formalen Linearkombinationen der Doppelnebenklassen (SgS|g €
G)c. Dabei ist die Multiplikation der Doppelnebenklassen definiert durch

(SgS)(ShS) = SaS, falls gShS =(_] aS

(siehe [Fre83, Hilfssatz 1.8]).
Der Isomorphismus (SgS|g € G)c — Endcg(1§) bildet S¢S auf den Endo-
morphismus ¢, ab, mit

wobei S¢S :U bS, also bCy die Elemente der S-Bahn von gC{ durchléuft.
5.2.7 Satz

EIld(CG'(W> End(cg( ) (SgS\g S G>

5.3 BN-Paare

Wie in [Tay92| Kapitel 5 definieren wir:

5.3.1 Definition
FEin BN-Paar einer Gruppe G, ist ein Paar von Untergruppen B und N fiir
die folgende Aziome erfillt sind:

1. G=(B,N).
2. H := BN N ist ein Normalteiler von N.

3. W := N/H hat ein Erzeugendensystem {w; : i € I} mit w? = 1 fiir
alle © aus der Indexmenge I.
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4. Firw; =n;H undn € N gilt

(a) n;Bn; # B und,
(b) n;Bn C (Bn;nB)U (BnB).

W heifit dann Weylgruppe von G.

5.3.2 Definition

Sei nun G eine Gruppe mit BN -Paar und I die Indezmenge von oben, dann
ist Wy == (w; : j € J) mit J C I ein Untergruppe der Weylgruppe W. N,
sei dann die Untergruppe von N fir die Nj/H = W ist.

PJ::BNJBSG

und die die zu P; konjugierten Untergruppen von G heifien parabolische Un-
tergruppen.

5.3.3 Satz
Sei G eine Gruppe mit BN -Paar und Py eine parabolische Untergruppe und
W, die dazugehérige Untergruppe der Weylgruppe W, dann gilt:

P\G/P; = WA\W/W,
als C-Vektorrdume.

Beweis:
siehe [Car85] 2.8.1. q.e.d.

In allen betrachteten Fallen hat der Vektorraum V eine Basis

(617~--7€m7f17---7fm)

mit b(e;, fj) = d;; so dass (e, ...en,) und (f1,..., fi,) maximal total isotrope
Teilrdume sind (insbesondere ist auch ¢(e;) = 0 im Fall b) und m = n bzw.
m =n — 1 in den entsprechenden Fillen.

5.3.4 Satz
Sei F eine Familie von euklidischen selbstdualen Codes iiber Fév und sei
U = (e1,...,em) < V unter dem entsprechenden Homomorphismus von

oben. Dann gibt es eine Basis B = (e1,...,€m, f1,..., fm) von V fir die
folgendes gilt:

ble,, f;) =0 V1<i,j<mAi#j
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Beweis:
Wahlt man eine beliebige Basis, die mit einer Basis von U beginnt, so gilt
fiir die Grammatrix I' der hermiteschen Form b:

0 A
(5

mit A € GL,,(V) da b nicht ausgeartet ist und B = B" mit der Zerlegung
B =C+C" und C € F;*™. Nun fithrt man zuerst folgenden Basiswechsel

durch:
A1 0 a A7t 0 (0 I,
0 I, o I,) \I, B

Dann kann man mit einem weiteren Basiswechsel folgendermassen eine Basis
mit den gewiinschten Eigenschaften erreichen:

I, 0 0 I, I, 0\ [0 I,
-C I,)\I, B)\-Cc" I,) \I, 0

q.e.d.
5.3.5 Satz
Sei F eine Familie von hermitescher selbstdualen Codes tiber Fév und sei
U = (e1,...,en) < V unter dem entsprechenden Homomorphismus von
oben. Dann gibt es eine Basis B = (e1,...,en, f1,..., fn) von V so dass

folgendes gilt:
blei, f;) =0 VI<i,j<mAi#]
b(fi, f;) =0 V1I<i,j<m
Beweis:

Wahlt man eine beliebige Basis, die mit einer Basis von U beginnt, so gilt
fiir die Grammatrix I der hermiteschen Form b:

0 A
(3

mit A € GL,,(F,) da b nicht ausgeartet ist und B = B mit der Zerlegung
B=C+C" und C € [Fy™. Nun fithrt man zuerst folgenden Basiswechsel

durch:
A7 0 G A7t 0\ (0 I,
0o I, o I,/ \I, B
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Dann kann man mit einem weiteren Basiswechsel folgendermassen eine Basis
mit den gewiinschten Eigenschaften erreichen:

I, O 0 I, L, 0\ (0 I,
-C I,)\I1, B)\-Cc" 1,)] \I, O

g.e.d. Nach [Tay92, Seite 85] ist in
allen Fillen ausser fir G = On(F,) die Weylgruppe isomorph zu C3* x S,,.
Die Weylgruppe kann als Untergruppe von G(V,b) realisiert werden, wobei
jede Permutation o € S, durch die Abbildung

(o) : T i alle 4, §
fi= Jow)

und die Standarderzeuger m; der C§* durch die Abbildungen

e — fi
() 1 Qe — ey, fiir alle j # 4
fj = fj, fiir alle j % 1
dargestellt sind.

5.3.6 Lemma
Die Abbildung 1 : W — N < G ist ein Gruppenmonomorphismus mit t(n(NN
B)) =n fir alle Elemente n € Bild(¢).

Ist G die orthogonale Gruppe, so ergibt sich eine kleine Schwierigkeit:
Die Gruppe G selbst besitzt kein BN-Paar (s. [Tay92, Seite 85]), sondern nur
eine Untergruppe vom Index 2.

5.3.7 Satz

([Tay92, Theorem 11.61]) Sei (V,q) ein quadratischer Raum tiber dem endli-
chen Korper F mit Witt-Defekt 0 und sei U < V' ein total isotroper Teilraum.
Definiere D : O(V,q) — Z/2Z durch D(g) := dim(U/U N g(U)) + 2Z. Dann
1st D ein wohldefinierter Epimorphismus, die sogenannte Dickson-Invariante.
Der Kern von D wird mit SO(V, q) bezeichnet und hat 2 Bahnen auf F.

Der Stabilisator S eines jeden maximal isotropen Teilraums Cj ist in
SO(V,q) enthalten. Die beiden Bahnen von SO(V,q) auf F sind gegeben
durch

Fo:={C € F | dim(Cy/C N Cy) gerade }

und
Fi:={C € F | dim(Cy/C N Cy) ungerade }.
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Da jede Permutation o € Sy mit Signum -1 jeden Code in Fy auf einen in
F abbildet ([GN, Lemma 7.1]) enthélt schon Fy ein Vertretersystem aller
Aquivalenzklassen und wir ersetzen dann W durch den Teilraum W, erzeugt
von {ec | C € Fo}. Es ist Ax(Wy) C Wy genau dann wenn k gerade ist.

5.3.8 Lemma
([Tay92, Seite 170]) Die Weylgruppe von SO(V,q) ist

Wy := (mm; | 2 <i<m) x Sp.

5.3.9 Satz

Sei G = G(V,b) die Symmetriegruppe von (V,b) wie oben und G = SO(V,q)
der Kern der Dickson-Invariante im quadratischen Fall und Cy € Fy. Set
S := Stabg(Cy). Dann ist S eine parabolische Untergruppe von G mit zu-
gehoriger Weylgruppe Wy = S,,.

Beweis:
(E sei Cy = (eq, ..., €n). Dann ist das Bild von S, in G enthalten im Stabi-
lisator S von Cj. Weiter ist

sz{(fg f*)eG}

wobei A* = A7 im symplektischen und orthogonalen Fall und A* = A
im unitdren Fall. Dabei ist die Projektion

S—>GLm(F),<§ f*)HA

ein Gruppenepimorphismus, dessen Kern das unipotente Radikal

(4 5)es

ist. Also ist die Levy-Gruppe von S isomorph zur GL,,(F) mit S,, als Weyl-
gruppe. q.e.d.

5.3.10 Satz
In den Fillen in denen die Weylgruppe W = CJ* xS, ist gilt:

m

. k
|74 :Uk:O WstkWS mat tk = Hﬂ',’.

=1
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Beweis:

Sei ([[;e;mi,0) mit 1 € {1,...,n} und o € S, ein beliebiges Element von
W. Wihle nun (1,«) € Wy mit a(ij) = j fir I = {i1,...,%,} mit m < n.

Dann ist auch (1,07 'a™!) in W,.

el
= (l,a)(Hm,oz H
icl
7]
= ([ e V) =] 7 1)
iel i=1
= (t|[\a 1)
= (H 7'('1‘,0') € th|[|WJ
iel

5.3.11 Satz
Fiir G = SOn(F,) und W =W, gilt:

. k
w :UOSkS% WetopxWe mit ty, == Hm.

=1

Beweis:

Der Beweis verlauft analog zu dem Beweis von Satz 5.3.10.

Mit [Car85, Proposition 2.8.1] erhélt man also auch

5.3.12 Korollar
Fiir die in Satz 5.3.10 betrachteten Gruppen G gilt:

G={J_, sut)s
und fir die G = SOn(F,) gilt:

G :UOSkS Su(tar)S.

wl3

Wir wenden nun den C-Algebrenhomomorphismus:

(ol S\G/S — End(cg<]lg)

auf die explizit gegebenen Doppelnebenklassenvertreter (t) k

an und finden:
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5.3.13 Satz
o(Su(ty)S) = Ag.

Beweis:

Da G transitiv ist, geniigt es, die Gleichheit der Bilder von e, zu zeigen.
Es ist «(tx)Co = (f1,-- -+, fs ki1, -rem) = Cp. Ist s € S und D = s(Cy)
so ist dim(Cy/(D N Cp)) = k. Umgekehrt gibt es nach dem Satz von Witt
fiir jedes D € F mit dim(Cy/(D N Cy)) = k ein s € S mit s(Cy) = D. Ge-
nauer: Wihle eine Basis B = (¢1,..., ¢k, d1, ..., dgy bpsty oo by Qg1 -+ - )
von FY (bzw. 1+/(1)) mit (bpy1,...bm) = CoN D (baw. = Cy N D/(1))
<Cl, ceoy Cky bk+17 e bm> == Oo (bZW Cg/(l)) und <d1, e ,dk, bk+17 e bm> =D
(bzw. D/(1)). Dann kann man ein g € G definieren durch:

e; — ¢, 1< <k

) fi ds, 1<i<k
g e; — by, E+1<i<m
fi — ay, E+1<i<m

Nach Definition ist g(Cy) = D und ¢(Cp) = Cp und somit g € S. Also ist die
S-Bahn von C} genau

(D e F|dim(Co/(DNCy)) =k} = X

und

©(StS) :ec, — Z ep = Ax(ec,)-

DeX

q.e.d.
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