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Einleitung

In dieser Arbeit werden Gruppenringe und Gruppenalgebren endlicher Gruppen
als Ordnungen bzw. Algebren mit Involution betrachtet.

Ein klassischer Zugang zur Untersuchung endlicher Gruppen ist die Darstel-
lungstheorie, wie sie schon von Frobenius und Schur entwickelt wurde. Eine Dar-
stellung einer endlichen Gruppe G ist ein Gruppenhomomorphismus in eine volle
lineare Gruppe A : G — GL(V) eines endlich dimensionalen Vektorraums V iiber
einem Korper K. V heifit dann auch ein KG-Modul. Zwei grundlegende Ergeb-
nisse der Darstellungstheorie endlicher Gruppen iiber Koérpern der Charakteristik
0 sind die folgenden.

1) Es gibt endlich viele einfache KG-Moduln, so daf jeder KG-Modul V iso-
morph zu einer direkten Summe dieser einfachen Moduln ist.

2) Der Isomorphietyp von V ist schon durch seinen Charakter

xv : {Konjugiertenklassen in G} — K, [g] — Spur(A(g))

eindeutig bestimmt.

Ist K = Q oder ein anderer reeller Zahlkorper, so zeigt ein einfaches Sum-
mationsargument, dal A(G) eine reguldre symmetrische Bilinearform ¢ auf V
festldBt. Dann ist A : G — O(V, ¢) eine orthogonale Darstellung. Kennt man die
Darstellung A, so kann man den Vektorraum

Fo(V):={¢p:V xV — K | ¢ symmetrisch, K-bilinear,

d(vA(g), wA(g)) = (v, w) fiir alle g € G,v,w € V}

der G-invarianten Formen auf V' durch Ldosen eines linearen Gleichungssystems
bestimmen. Auf der anderen Seite bestimmt der Charakter xy den KG-Modul V.
Dies legt die Frage nahe, ob man aus der Kenntnis des Charakters xy etwas {iber
die K-Isometrieklassen der Elemente von Fg(V') aussagen kann. In Abschnitt
(3.1) wird ein charaktertheoretischer Ansatz zur Losung dieser Frage vorgestellt,
der Clifford-Algebren benutzt.

Der orthogonale KG-Modul (V, ¢) 148t sich als orthogonale Summe einfacher
KG-Moduln schreiben. Daher geniigt es, einfache KG-Moduln zu betrachten.
Zur Bestimmung der invarianten symmetrischen Bilinearformen auf V' wird V als
Summand eines reduziblen orthogonalen KG-Moduls (W, 1)) geschrieben. Aber
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4 EINLEITUNG

selbst im giinstigsten Fall dimy(Fz(V)) = 1 — dann heiit V' ein uniformer KG-
Modul — bestimmt V' die G-invariante Form nur bis auf Vielfache. Daher sind die
orthogonalen Summanden von (W, ) nicht mehr eindeutig durch den Charakter
xw bestimmt. Also ben6tigt man zusitzliche Methoden, die die Konstruktion von
(W, 1) ausnutzen, um die durch ¢ auf den einfachen orthogonalen Summanden
von (W, ¢) induzierten Formen zu bestimmen. In Kapitel 2 wird dafiir eine einfa-
che Formel, die orthogonale Frobenius-Reziprozitat, entwickelt, falls W von einem
orthogonalen Modul einer Untergruppe von G hochinduziert ist. Diese Formel
wird dann fiir die symmetrische Gruppe S,, angewandt, um fiir gewisse einfache
QS,-Moduln eine Rekursionsformel fiir die invarianten Formen anzugeben. Eine
weitere wichtige Konstruktion ist das Tensorprodukt orthogonaler K G-Moduln.
In Abschnitt 3.4 werden daher Formeln fiir die Einschrankung der invarianten
Form auf gewisse direkte Summanden von Tensorprodukten orthogonaler KG-
Moduln entwickelt. Als Beispiele werden alle einfachen orthogonalen QG-Moduln
fiir drei nicht abelsche quasieinfache Gruppen (Abschnitt 3.5) sowie allgemein fiir
zyklische Gruppen (Abschnitt 3.3) bestimmt.
Die K-Darstellungen von G sind genau die Moduln der Gruppenalgebra

KG := {Zagg la, € K}.

geG

Die orthogonalen Darstellungen von G werden durch die Gruppenalgebra KG
zusammen mit der durch g — ¢! fiir alle ¢ € G auf KG definierten K-linearen
Involution ° bestimmt.

Lafit man G durch Konjugation auf K G operieren, so trigt die Gruppenalgebra
eine natiirliche G-invariante Form 7 mit 7T'(a,b) := ﬁSpur(ab") (wo Spur die
reguliire Spur bezeichnet). Die Gruppenelemente bilden eine Orthonormalbasis
von (KG,T). Aus dieser Beobachtung erhélt man Produktformeln in der Witt-
Gruppe von K fiir die K-Isometrieklassen der G-invarianten Formen auf den
einfachen KG-Moduln (vgl. Abschnitt 3.2).

Aus der Menge der Isometrieklassen orthogonaler K G-Moduln wird eine Grup-
pe, wobei die Addition die orthogonale Summe L und [(V,¢)] L [(V,—¢)] =
0 definiert ist, die Grothendieck-Witt-Gruppe GW (KG, °). Ist G = {1}, so
erhilt man die tibliche Witt-Gruppe W (K) = GW (K, id) der symmetrischen K-
Bilinearformen. Die oben beschriebenen Rechnungen kann man als Berechnung
des Vergiifunktors GW (KG, °) — W(K) interpretieren. Fiir beliebige Korper
K ist GW(KG, °) eine direkte Summe von Witt-Gruppen der Endomorphismen-
ringe der orthogonalen einfachen KG-Moduln (vgl. Satz 1.3.8).

Ist R ein Dedekindbereich mit Quotientenkérper K, so definiert Dress in [Dress]
eine exakte Sequenz

0 = GW(RG, °) = GW(KG, °) > @pa,.. s GW((R/p)G, °).

Die Grothendieck-Witt-Gruppe von RG kann man als die Untergruppe der Grup-
pe GW(KG, °) ansehen, die aus den orthogonalen K G-Moduln besteht, die ein
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unimodulares RG-Gitter enthalten. Die Surjektivitdt der Abbildung § ist in [Miy,
Theorem C] fiir Gruppen G ungerader Ordnung, K = Q und R = Z gezeigt wor-
den. Fiir p-Gruppen G und Ganzheitsringe R in algebraischen Zahlkérpern K
zeigt Morales in [Mor 90|, dafi der Kokern von § — genau wie im klassischen Fall
G = {1} - die Exponent-2-Faktorgruppe der Klassengruppe von K ist. Ist K
eine endliche Erweiterung des Kérpers Q, der p-adischen Zahlen und R der Ring
der ganzen Zahlen in K so zeigt Folgerung 4.3.7, da8 ¢ fiir beliebige Gruppen
G surjektiv ist. Dies ist falsch, wenn man RG durch eine beliebige symmetrische
Ordnung mit Involution ersetzt (Beispiel 4.3.8).

Die Bestimmung von GW (RG, °) kann man als eine Klassifikation der ortho-
gonalen RG-Gitter interpretieren. Diese werden durch die R-Ordnung RG mit
der Involution rRG gegeben. In allen von mir betrachteten Beispielen legt der
Gruppenring RG die Involution eindeutig fest, falls 2 in R invertierbar ist. Man
kann also aus der Kenntnis von RG die Abbildung ¢ bestimmen und diese dann in
einer Witt-Zerlegungsmatrix kodieren (vgl. Abschnitt 5.5, 5.6). Zur Berechnung
der Abbildung § kann man RG durch eine meist wesentlich kleinere Ordnung mit
Involution ersetzen, die als Ordnung mit Involution zu RG Morita-dquivalent ist
(vgl. Abschnitt 4.3.2).

Also kann man zur Berechnung von ¢ eine Beschreibung des Gruppenrings be-
nutzen. Ist R der Ring der ganzen Zahlen in einer endlichen Erweiterung von Q,,
so werden in Kapitel 5 Methoden entwickelt, um Gruppenringe RG, fiir die die
Zerlegungszahlen alle 0 oder 1 sind, bis auf Morita-Aquivalenz zu beschreiben.
Dazu wird die in [Plel], [Ple2] entwickelte Sprache zur Bestimmung einer gewis-
sen Oberordnung von RG, der graduierten Hiille I', benutzt. ' ist die direkte
Summe der Projektionen von RG in die einfachen Komponenten von KG und
klassifiziert die RG-Gitter in den einfachen KG-Moduln. Die grundlegende Idee
zur Bestimmung von I ist die Fiihrerformel (Satz 5.2.2) die wesentlich benutzt,
daB RG ein unimodulares R-Gitter (eine symmetrische Ordnung) in K G ist. Dann
gilt namlich fiir Oberordnungen I von RG, daf8 das Dual I'# das groite I-Ideal
in RG ist.

Eine Hauptbeobachtung zur Beschreibung des Gruppenrings RG selbst ist, dafl
die Endomorphismenringe der projektiv unzerlegbaren RG-Gitter kommutativ
sind. Sind P, ..., P, die projektiv unzerlegbaren RG-Gitter, dann ist RG Morita-
dquivalent zu A:

RG ~ Endge (0", P) = @} ,_Homgg(P;, P;) =: A.

ij=1
Die Gitter Hompgg(P;, P;) kann man alle gleichzeitig in einen kommutativen Ring
E = Z(KG@G) einbetten, so dafl die Multiplikation in A durch die in £ modelliert
wird. Als Beispiele werden in Abschnitt 5.6 die Basisordnungen einiger Blocke
von Gruppenringen, darunter der Hauptblock von Z3Sy, berechnet.

Kennt man den Gruppenring nicht oder nicht genau genug, so kann man hof-
fen, doch etwas iiber die Abbildung 0 zu erfahren, indem man aus RG in ka-
nonischer Weise sukzessive groflere, einfacher zu beschreibende R-Ordnungen A;
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(=1,2,...,N)in KG konstruiert, so da} die einfachen A -Torsionsmoduln hal-
beinfache RG-Moduln sind (vgl. Lemma 4.1.2, Lemma 4.3.16): A; = Id(J(RQ))
ist der Idealisator des Jacobson Radikals von RG und A1 = Id(J(4A;)). Fiir sym-
metrische Ordnungen A werden die Ordnungen A; und A, in Abschnitt 4.1.3 ex-
plizit beschrieben. Hat A keine Maximalordnung als direkten Summanden, dann
ist Ay = Id(J(A)) = J(A)* das Dual des Jacobson Radikals (Satz 4.1.17). Es gilt
also eine Art Umkehrung der Fiihrerformel.

Im abschliefenden Kapitel 6 werden die Gruppenringe RG, wo p eine Primzahl,
f €N, G = SLy(p’) die spezielle lineare Gruppe vom Grad 2 iiber dem Korper
mit p/ Elementen und R der Ring der ganzen Zahlen in der unverzweigten Er-
weiterung von Q, vom Grad f ist, nahezu bis auf Morita-Aquivalenz bestimmt.
Die graduierte Hiille von RG wird vollstindig beschrieben und die Informationen
iiber den Gruppenring RG geniigen zur Berechnung der Witt-Zerlegungsmatrix
und damit der Abbildung ¢ (fiir p > 2). Insbesondere fiir p = 2 hat die graduierte
Hiille von RG eine sehr einfache kombinatorische Beschreibung (vgl. Satz 6.1.12).

Schliellich méchte ich mich bei allen bedanken, die zum Entstehen dieser Ar-
beit beigetragen haben, bei Dr. Jiirgen Miiller und Dr. Thomas Breuer fiir ihre
Hilfe beim Umgang mit GAP, bei Dr. Alexander Zimmermann fiir wertvolle Lite-
raturhinweise zu Kapitel 6, bei Privatdozent Steffen Konig fiir das Korrekturlesen
einiger Abschnitte und vor allem bei Prof. W. Plesken, der immer fiir Diskussio-
nen Zeit fand.

Lehrstuhl B fiir Mathematik
RWTH Aachen
Templergraben 64
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gabi@math.rwth-aachen.de



Kapitel 1

Grundlagen.

1.1 Bilineare und quadratische Formen.

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimension n := dimg (V).

Definition 1.1.1 (i) ¢ : V — K heifst quadratische Form, falls q(av) = a?q(v)
fir allea € K, v € V und by, : V x V. — K definiert durch by(v,w) =
q(v 4+ w) — q(v) — q(w) fir alle vyw € V eine (symmetrische) K -bilineare
Abbildung ist. by heifft dann die zu g gehdrige Bilinearform. Das Paar ¢ :=
(V,q) heifit ein quadratischer Raum. Die Gruppe O(y) := {g € GL(V) |
q(gv) = q(v) fiir alle v € V'} heifit die orthogonale Gruppe von ¢. OT (p) :=
{g € O(p) | det(g) = 1} bezeichnet die spezielle orthogonale Gruppe von .

(i1) Ein Teilraum U <V heifst total isotrop, falls ¢q(U) = {0}. V' heifit isotrop,
falls es 0 £ v € V mit g(v) = 0 gibt, ansonsten anisotrop.

(i) Ist (v, ...,v,) eine Basis von V, so heifit B := (by(vi, v;))7 ;=1 eine Gram-
Matrix von b,. Die Determinante von B als Element von K/(K*)? heifit
die Determinante d(b,) der Bilinearform b,. Der quadratische Raum ¢ heifit
reguldr, falls det(B) € K*.

Definition 1.1.2 Sei char(K) # 2. Sei ¢ = (V,q) ein quadratischer Raum der
Dimension n iber K.

(i) By := b, sei die Bilinearform, welche die quadratische Form q mit q(z) =
B,(z,x) induziert.

(ii) Die Determinante von ¢ ist
1
d(p) = det(gbq) = det(B,).

Die Diskriminante von ¢ ist

\]
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(iii) Das Tensorprodukt quadratischer Riume ¢ = (V,q) und v = (W,r) ist
definiert iber das Tensorprodukt der bilinearen Raume (V, By) und (W, B,)
as p@1Y = VRW,q®r), woqgr: VW — K definiert ist durch
g@7r(v@w) := q(v)r(w) und beg, (v @ w,v' @ w') := by(v,v")b, (w, w').

(iii) Sei p := (V,q) ein quadratischer Raum. Das symmetrische Quadrat ®(¢)
von @ st der quadratische Teilraum von ¢ Q@ @, der von v @ w + w ® v mit
v,w €V erzeugt wird. Die 3uBere Potenz A?(p) von ¢ ist der quadratische
Teilraum von ¢ @ @, der von v @ w —w @ v mit v,w € V erzeugt wird.

Ubereinkunft. Werden Definitionen fiir quadratische Formen auf Bilinearfor-
men B angewandt, so sei die quadratische Form ¢(z) = B(z,z). Dann stimmen
die beiden Definitionen der Determinante von B iiberein.

Bezeichnung. Mit | werden orthogonale Summen quadratischer oder bilinearer
Rédume bezeichnet. Fiir a € K bezeichnet a9 die Isometrieklasse des eindimen-
sionalen quadratischen Raums (V,¢) mit V = (v) und ¢(v) = a, bzw. eben-
so die des eindimensionalen bilinearen Raums (V, B), wo B(v,v) = a ist. Sind
Ay, ... a0, € K soseiday,...,a,9 :=4a9 L ... L 4a,9.

Sei H := H(K) die hyperbolische Ebene iiber K (H 2 ({v1, v2)k, q) mit g(v1) =
q(vs) = 0 und by(v1,vs) = 1). Die Determinante von d(H) ist —3(K*)? = —(K*)?
und di(H) = (K*)?. Fiir a € N sei Hy, (K) :=_1% H der hyperbolische Raum der
Dimension 2a iiber K.

1.2 Invarianten quadratischer Raume.

1.2.1 Clifford-Algebren.

Grundlagen fiir die Theorie der Clifford-Algebren findet man z.B. in [Scha, Chap-
ter 9], [Knu, Chapter IV] und [Lam, Chapter 5].

Sei K ein Korper und ¢ := (V,q) ein quadratischer Raum iiber K mit zu-
gehoriger Bilinearform b :=b,: V x V — K, b(v,w) := ¢(v + w) — ¢(v) — q(w)
fiir alle v,w € V. Sei n := dimg (V).

Definition 1.2.1 (i) Die Tensoralgebra von V ist T(V) := &, ® V, wobei
Ty = QW := K -1 und fir i > 0 der K-Vektorraum T; = Q'V :=
V ®T; 1 gesetzt ist. Addition auf T(V') ist komponentenweise definiert und
Multiplikation T; x T; — T,yj durch (1 @ ... @ v;) - (w1 ® ... @ w;) =
M.V QW ® ... w; fir alle vy, w, € V.

(i1) Die Clifford-Algebra von ¢ ist definiert als
Cly) :==T(V)/1(9),
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wo I(p) das 2-seitige Ideal von T(V') ist, welches von v @ v — q(v) - 1 mit
v €V erzeugt wird.

Da g(v + w) = q¢(v) + q(w) + b(v, w) ist, gilt vw = —wv + b(v,w) - 1 in C(¢p).
Dabher ist fiir jede Basis B := (v1,...,v,) in V die Menge A(B) := {v;, ...v;, |
0<s<mn,1<i4; <...<is<n} ein lineares Erzeugendensystem von C(y).

Hierbei darf man V' mit dem Bild von V' in C(¢y) identifizieren, wie der folgende
Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt-Typ zeigt:

Satz 1.2.2 (vgl. [Knu, IV Theorem (1.5.2)]) Ist B eine Basis fiir V, so ist A(B)
eine Basis fiir C(p).

Die Algebra C(¢p) 1d8t sich auch durch eine universelle Eigenschaft charakteri-
sieren:

Bemerkung 1.2.3 (vgl. [Scha, Remark 9.2.2]) Ist A eine K-Algebra und f :
V — A ein K-Vektorraumhomomorphismus mit f(v)? = q(v)-1, so gibt es genau
einen Algebrenhomomorphismus g : C(p) — A mit f(v) = g(v) fir allev € V.

Insbesondere hingt der Isomorphietyp von C(g) nur vom Isometrietyp von ¢
ab. Auflerdem 148t sich jede orthogonale Abbildung in O(¢p) eindeutig zu einem
K-Algebrenautomorphismus von C(¢g) fortsetzen und man erhélt einen Gruppen-
homomorphismus O(y) — Aut(C(yp)).

Definition 1.2.4 Se:

Co(p) :=(v1...v5| 0 < s gerade ,v; € V(1 <i<3s)) <C(p)
die gerade Clifford-Algebra. Sei

Ci(p) :=(v1...vs | s ungerade ,v; € V(1 <i<s)) CC(yp)

der von den Produkten ungerade Linge erzeugte Teilraum von C(p).
Auf Cy(p) U Ci(p) ist eine Gradfunktion § mit Werten in Fy definiert durch

5(Co()) := {0} und 6(Ci(p)) = {1}.

Bemerkung 1.2.5 Cy(yp) ist eine Teilalgebra von C(p) und Ci(p) ein Co(p)-
Modul. Da Ci(¢)C1(p) C Colp) gilt, ist C(p) damit eine Z/2Z-graduierte Alge-
bra. Es gilt &im(Cy(p)) = 2! = dim(C1(yp)).

Der folgende Satz ist [Scha, Theorem (9.2.10)] im Fall char(K) # 2. Analoge
Aussagen erhélt man auch im Fall char(K) = 2 aus [Knu, IV.2 und IV.3].

Satz 1.2.6 Sei ¢ = (V,q) ein regulirer quadratischer Raum tiber dem Korper K
der Charakteristik char(K) # 2 mit n = dim(V') und C := C(p) = Co & C1, wo
Ci = CZ(QO) f’li’r‘ 1=0,1.
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(1) Ist n gerade, so ist C eine zentral einfache K-Algebra. Z(Cy) ist isomorph
zu K[X]/(X? = dx()).

(i1) Istn ungerade, so ist Cy eine zentral einfache K-Algebra. Z(C') ist isomorph
zu K[X]/(X? —di(p)) und C =2 Z(C) @k Cy.

Aus der folgenden Tabelle kann man die méglichen Isomorphietypen von C(y)
und Cy(¢p) fiir algebraische Zahlkérper K ablesen. Dabei bezeichnet K eine end-
liche Erweiterung von Q und K; einen Erweiterungskérper vom Grad 2 von K,
D eine nichtzerfallende Quaternionenalgebra mit Zentrum K7 und D eine nicht-
zerfallende Quaternionenalgebra mit Zentrum K. Dabei wird angenommen, dafl
die Dimension von V' gerade ist. Im Fall dim(V) ungerade kann man aus der
Kenntnis von Cy(¢p) nichts iiber Z(C(yp)) aussagen. Sei also n := dim(V') gerade
und m := 2("=2)/2,

Z(Co(¥)) | Col¥) Cle)
K P K Kmxm D Kmxm K2m><2m

KoK D%x% @D%x% Dmxm

Kl K{nxm Dmxm oder K?mx?m
K, D?X% pmxm

Dabei gilt: Im Fall 3 liegt K; in D. Ist also p eine Primstelle von K, die in K /K
zerlegt ist, so ist p nicht verzweigt in D. Im Fall 4 ist die Einschrinkung des irre-
duziblen C(p)-Moduls W auf Cy(¢) irreduzibel. Also gilt D; = Endgqy,) (W) 2
End¢(,)(W) = D. Ein Dimensionsvergleich zeigt, dal D; = K; ®x D. Also gilt
fiir in K, /K zerlegtes p, dafl p verzweigt ist in D, genau dann wenn die beiden
Primstellen iiber p in D verzweigt sind.

Definition 1.2.7 Die Clifford-Invariante [c(¢)] € Bra(K) des reguliren quadrati-
schen Raums @ ist definiert als die Klasse von

| C(e) dim(V) gerade
cle) = { Congo) dim(V) i]mgemde

in der mazimalen Exponent-2-Untergruppe Bro(K) der Brauer-Gruppe von K.

1.2.2 Die Hasse-Invariante.

In diesem Abschnitt sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und ¢ = (V, g) ein
reguldrer quadratischer Raum iiber K.

Definition 1.2.8 (i) (®2) bezeichne die Quaternionenalgebra

<1:7:aja 2.7 | 7’] = _]7’57’2 = a'lan = a2> tiber K.
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(i1) Seien ay,ay € K*. Das Symbol (ay,as) :

= (a1,a9)k bezeichne die Klasse
der Quaternionenalgebra () in Bro(K).

(111) Sei o =4ay,...,a,9. Die Hasse-Invariante von ¢ ist
s(ip) = H(aiaafj)K € Bry(K).
i<j

Nach [Scha] ist

1 m=1,2 (mod 8)
(—1,—d(¢)) m=3,4 (mod 8)
@) =350 (C171) " m=56 (mods)
(_1, ((p)) m = 7,8 (mOd 8)

Ist K ein algebraischer Zahlkorper und g eine Stelle von K, so sei K, die
Vervollstiandigung von K bei p und

sp(p) = s((K, ®k V,q)) € Bra(Ky) = {£1}.

Identifiziert man Bry(K,) mit {1} so gilt die folgende Produktformel
H SP(QD) = 17
P

wo g alle Stellen von K durchliuft.
Weitere niitzliche Rechenregeln fiir (,-)g, insbesondere fir K = Q,, findet
man in [Kit, Section 3.3].

1.3 Witt-Gruppen.

Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkdrper K und A eine endlich dimensionale
K-Algebra. Eine Involution ° auf A ist eine K-lineare Abbildung °: A — A mit
(ab)® = b°a° und (a°)° = a fir alle a,b € A. Sei ° eine Involution auf A. Ist
A separabel, so sei A C A eine R-Ordnung in A, also ein Teilring A von A, der
ein projektiver endlich erzeugter R-Modul ist, mit KA = A. Es sei weiterhin
angenommen, da} A° = A gilt.

1.3.1 Witt-Gruppen fiir Algebren und Ordnungen mit In-
volution.
Ein A-Torsionsmodul ist ein endlich erzeugter R-Torsionsmodul mit R-linearer A-

Rechtsoperation. Fiir einen A-Torsionsmodul V ist der duale Modul definiert als
V*:=Hom(V, K/R).
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Sei B=Aund L = K oder B = A und L = R. Sei V ein B-Rechtsmodul
der ein projektiver endlich erzeugter L-Modul ist und ¢ : V x V — L eine
symmetrische L-Bilinearform oder B = A, R # K, V ein A-Torsionsmodul und
¢:V xV — K/R eine symmetrische R-Bilinearform.

Definition 1.3.1 (i) ¢ heifit B-kovariant, falls ¢(va,w) = ¢(v,wa®) fiir alle
v,w€V, a€ B gilt. (V,d) heifit dann ein orthogonaler B-Modul.
Die Bilinearform ¢ heifit regular, falls der Homomorphismus V. — V* 1 v —
(w = @(v,w)) ein Isomorphismus ist.

(ii) Sei (M, ) ein reguldrer orthogonaler B-Modul. (M, ¢) heifst metabolisch,
falls es einen B-Teilmodul N < M gibt, der gleich seinem Orthogonalraum
N+t :={me M| ¢(m,n) =0 fir allen € N} ist.

(111) Zwei requlire orthogonale B-Moduln (V1, ¢1), (Va, ¢2) heiffen aquivalent, falls
metabolische B-Moduln (My,1) und (Ma,s) existieren mit (Vi,¢1) L
(M1, 1) =2 (Va, ¢2) L (Ma, 1)s) als orthogonale B-Moduln.

Bemerkung 1.3.2 Da (V,¢) L (V,—¢) ~ 0 wird die Menge der Aquivalenz-
klassen L-projektiver requldrer orthogonaler B-Moduln (bzw. A-Torsionsmoduln)
zu einer Gruppe vermdoge orthogonaler Summen, die Grothendieck-Witt-Gruppe
GW (B, °) (bzw. GW'(A, °)) der reguliren orthogonalen B-Moduln (bzw. A-
Torsionsmoduln).

In vielen der in dieser Arbeit betrachteten Félle hat B eine Hopfstruktur, die
mit ° vertriglich ist. ° induziert auf B ® B eine Involution definiert durch (a; ®
a2)° = aj ® aj fiir alle a;,a, € B. Sei B eine Hopfalgebra mit Komultiplikation
A: B — B® B, so da8 (A(a))° = A(e°). Dann ist das Tensorprodukt zweier
orthogonaler B-Moduln wieder ein orthogonaler B-Modul, und GW (B, °) wird
zu einem Ring, der Grothendieck-Witt-Ring der reguliren orthogonalen B-Moduln.

Beispiel 1.3.3 Ist A = K, so erhdlt man den klassischen Witt-Ring W (K).

Ist G eine endliche Gruppe, A= KG und A = RG und °: A— A: dea agg —
deG ag9~ " die dbliche Involution auf A, so erhdilt man den Grothendieck- Witt-
Ring GW (G, L) aus [Dress].

Ist A/K eine separable Kirpererweiterung vom Grad 2 und ° nichttrivial, so
erhdlt man den Witt-Ring der Hermiteschen Formen auf A.

Bemerkung 1.3.4 Ist A = Ay & AS mit einem A-Ideal Ay, so ist GW (A, °) =
{0}.

Beweis. Sei € das zentrale Idempotent in A mit A; = Ae. Dann ist ¢ = (1 —
¢) das zentrale Idempotent von A mit A} = A(1 — €). Sei (V,®) ein regulirer
orthogonaler A-Modul. Dann ist V = Ve®V (1—¢) und ¢(Ve, Ve) = ¢p(V, Vee®) =
#(V,0) = {0}. Ebenso ist V(1 — ¢€) ein total isotroper Teilraum von V. Also ist
V' metabolisch. O
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Definition 1.3.5 Fin orthogonaler B-Modul (M, ¢) heifst total isotrop, falls M #
0 und ¢(m, m) =0 fiir alle m € M.
FEin orthogonaler B-Modul (M, ¢) heifit B-anisotrop, falls M keinen total isotro-
pen B-invarianten Teilmodul besitzt.

Es gilt das folgende
Lemma 1.3.6 Sei (V, @) ein regulirer orthogonaler A-Modul.

(i) Die Klasse von (V,¢) hat bis auf A-Isometrie genau einen A-anisotropen
Vertreter in GW (A, °).

(i1) Ist (V, @) A-anisotrop, so ist (V,$) orthogonale Summe einfacher requlirer
orthogonaler A-Moduln.

(i1i) Die A-Moduln (V,¢) welche in GW (A, °) gleich Null sind, sind metabo-
lisch.

Beweis. (i) Seien (V,b) und (W, ¢) zwei A-anisotrope orthogonale A-Moduln die
in GW (4, °) gleich sind. Dann ist (V,b) — (W, c) = (V,b) + (W, —c) — (W, ¢) +
(W,—c)) = (V. L W,b L (—c)) metabolisch. Sei N = N+t <V | W ein 4-
invarianter selbstorthogonaler Teilmodul. Dann sind N NV und N N W isotrope
A-invariante Teilmoduln von V bzw. W. Da V und W jedoch A-anisotrop sind,
ist NNV = NNW = 0. Wegen dim(N) + dim(N+t) = dim(V) + dim(W)
ist IV ein volles subdirektes Produkt, N = {(z,¢(x)) € V L W} fiir einen A-
Isomorphismus ¢ : V' — W. Da N total isotrop ist, ist ¢ eine Isometrie zwischen
(V,b) und (W, c).

(ii) ([Dress, 4.2(9)]) Sei N < V ein A-Teilmodul von V. Da Nt ebenfalls A-
invariant ist, ist N N N ein total isotroper A-invarianter Teilmodul von V also
NNN+t=0und V=N L Nt

(iii) ([Dress, 4.2(8)]) Sei (V', ¢') ein metabolischer A-Modul mit (V,¢) L (V',¢)
metabolisch und sei N’ = (N')! ein maximal total isotroper A-Teilmodul von
(V',¢') und N ein maximaler total isotroper A-Teilmodul von (V,¢). Dann ist
N := N L N’ ein maximal total isotroper Teilmodul des metabolischen Moduls

(V,¢) L (V' ¢"). Deshalb ist N- = N, also auch N* = N in (V, ¢). O
Dieses Lemma legt die folgende Beschreibung von GW (A, °) nahe:
Sei Vi,...,V; ein Vertretersystem der Isomorphieklassen einfacher A-Moduln,

die symmetrische A-kovariante Bilinearformen ¢; # 0 tragen. Fiir 1 <7 < s sei
D; :=Ends(V;) := {z € Endg(V;) | vax = vza fiir alle a € A,v € V;}

der Endomorphismenring von V;. Dann induziert ¢; eine Involution ~ auf D; durch
¢i(dv, w) = ¢;(v, dw) fiir alle v,w € V;, d € D;.

Die Fixpunkte Fiz(") := {d € D; | d = d} entsprechen gerade den symmetri-
schen A-kovarianten Bilinearformen auf V. Beachte: Ist Fiiz(™) nicht im Zentrum
von D; enthalten, so ist ~ nicht eindeutig durch V; (wohl aber durch (V;, ¢;))
bestimmt.
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Lemma 1.3.7 Sei D eine K-Divisionsalgebra mit K-linearer Involution ~—. Sei
neN, ¢: D —= K™ eine Einbettung und F'" = F € Ky " eine znvertzerbare
symmetrische Matriz, mit

o(d) = Fo(d)"F* fiir alle d € D.
Ist B" = B € D™ ™ cine hermitesche Matriz und T € GL,,(D), so gilt
o(TBT") ® F = ¢(T)(¢(B) ® F)p(T)" € K",
wobet @ auf D™ ™ eintragsweise fortgesetzt wird.

Beweis. Auf der linken Seite steht eine Blockmatrix mit 7, [-Block

m

D oltibjetu) F.

jk=1

Der i, [-Block auf der rechten Seite ist

Z @(tij)o(bje) Fo( t)"” Z o(t Yo (tu) F- O

J,k=1 J,k=1
Satz 1.3.8 Sei Vi,...,V, ein Vertretersystem der Isomorphieklassen der einfa-
chen A-Moduln, die symmetrische A-kovariante Bilinearformen ¢; # 0 tragen.
Fir1 <i < s sei D; := End4(V;) der Endomorphismenring von V; zusammen

mit der von ¢; induzzerten Involution . Dann gilt fir die Grothendieck-Witt-

Gruppen
GW (4, °) 2 e!_GW(D;, ).

Beweis. Sei (V, ¢) ein reguliirer orthogonaler A-Modul. Nach Lemma 1.3.6 (i) hat
(V,¢) einen eindeutigen A-anisotropen Vertreter (V',¢') in GW (A, °). Dieser
ist nach Lemma 1.3.6 (ii) eine orthogonale Summe einfacher A-Moduln mit A-
kovarianter symmetrischer Bilinearform. Fiir 1 < ¢ < s sei W; = V™ die zu V]
gehorige homogene Komponente von V'. Beziiglich einer geeigneten Basis hat

TWi eine Gram-Matrix von der Form B® ® F; mit B®) € D*™ wo F; eine
gewihlte Gram-Matrix von ¢; ist. ¢1Wi ist symmetrisch, genau dann wenn B®
hermitesch ist. Man erhilt so einen Gruppenhomomorphismus @&;_,W(D;, ) —
GW (A, °) auf der Ebene der Gram-Matrizen definiert durch B® — B® @ F;.
Er ist wohldefiniert, da er isometrische Moduln auf isometrische abbildet: Ist
T € GL,,(D;) aus der Einheitengruppe des Endomorphismenringes von W;, so
ist nach Lemma 1.3.7

(TBYT") @ F; = T(BY @ F)T".
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Auflerdem werden metabolische Moduln auf metabolische abgebildet. Die Sur-
jektivitat folgt aus obiger Konstruktion. Die Abbildung ist auch injektiv, denn
sei (D, B%) im Kern. Dann ist (W;, B®Y) ® F;) metabolisch, d.h. es gibt einen
G-Teilmodul N < W; mit N = N*. Dann ist N als G-Modul isomorph zu ‘/;"1/2.
Es gibt also eine Matrix T € Endg(W;)* = GL,,(D;) mit T(BY @ F,)T" =

( 2 : . Dann ist aber TBOT? = ( 2 : ) also (D}, BV) ein metabolischer

hermitescher D;-Modul.

1.3.2 Die Sequenz GW(A) - GW(A) — GW*(A).

Sei A = A° C A eine involutionsinvariante R-Ordnung in der separablen K-
Algebra A.

Wie in [Dress, Theorem 5] (A = RG fiir eine endliche Gruppe G) hat man in
dieser Situation die folgende exakte Sequenz

(*) 0= GW(A, °) % GW(A, °) 2 GW(A, °).

Sei (V,¢) ein reguldrer orthogonaler A-Modul. Ein R-Gitter L in V ist ein
projektiver endlich erzeugter R-Teilmodul L von V mit KL =V.

Ist L ein R-Gitter in V so ist das duale Gitter L# := {v € V | ¢(v, L) C R}
wieder ein volles Gitter in V. L heifit ganz, falls ¢(L, L) C R also L C L# gilt.
Ist L ganz und A-invariant, so ist L# /L ein A-Torsionsmodul.

Die Abbildung :.

Definiere ¢ : GW (A, °) = GW (A, °) durch «([(M, ¢)]) := [(K M, ¢)]. Dann liefert
¢ einen Gruppenhomomorphismus (falls A eine Hopfordnung ist, und ° vertriglich
mit der Hopfstruktur, einen Ringhomomorphismus) ¢ : GW (A, °) - GW (A, °).

Lemma 1.3.9 (/Dress, Lemma 4.1]) Die Abbildung ¢ : GW (A, °) - GW (A, °)
18t injektiv.

Beweis. Sei (M, ¢) ein reguldrer orthogonaler B-Modul so, da «([(M, ¢)]) =
[(KM, ¢)] metabolisch ist (siehe Lemma 1.3.6 (iii)). Ist V' ein maximal total
isotroper A-Teilmodul von (KM, ¢), so gilt V.= K(V N M) und V N M ist ein
maximal isotroper A-Teilmodul von M. Deshalb ist auch (M, ¢) metabolisch.

O

Die Abbildung /.

Sei (V, ¢) ein A-Modul und L ein ganzes A-Gitter in V. Dann induziert ¢ auf
L# /L eine A-kovariante Bilinearform

¢:L¥/Lx L¥/L - K/R, (1+ L,I'+ L)~ #(,I') + R.
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Damit wird L# /L zu einem reguliiren orthogonalen A-Torsionsmodul.

Definition 1.3.10 Sei 6 : GW (A, °) — GW'(A, °) definiert durch 6([V,4]) :=
[(L#/L,¢)], wo L ein ganzes A-Gitter in dem requliren orthogonalen A-Modul
(V, ¢) ist.

Die Unabhéngigkeit der Abbildung 6 von der Wahl des ganzen A-Gitters L
zeigt man wie in [Scha, Chapter 5], [Dress, Chapter 4], [Tho].

Lemma 1.3.11 (vgl. [Scha, Lemma 5.1.3]) Sei (M, ¢) ein regulirer orthogonaler
A-Torsionsmodul und N < M ein A-Teilmodul mit N C N*. Dann induziert ¢
eine requlire A-kovariante Form ¢' auf N*/N und (M,¢) L (N*+/N,—¢') ist
metabolisch.

Beweis. Sei X := {(z,z+ N) |z € Nt} C M & N+/N. Dann ist X = X1, denn
X C Xt und fiir y € M,z € N* mit ¢(z,y) = é(z, 2) fiir alle z € N+ folgt, daB
y—z€ (NH)L =N ist. O

Lemma 1.3.12 Die Abbildung 6 : GW (A, °) — GW*(A, °) ist wohldefiniert.

Beweis. Seien L, L, maximal ganze A-Gitter in dem reguldren orthogonalen A-
Modul (V, ¢). Dann definiert ¢ nicht ausgeartete Bilinearformen

¢ L¥ L x L¥ /L; - K/R, ¢;(a + Li,b+ L;) := ¢(a,b) + R (i =1,2).

Sei M := L; N L,. Dann ist M ein ganzes A-Gitter in V und M# = L¥ + L¥.
Weiter sind L;/M und Ly/M total isotrope A-Teilmoduln von (M# /M, $) mit
(Li/M)* = L¥ /M (i =1,2). Also gilt nach Lemma 1.3.11 in GW*(A, °)

[(LT/L1,6,)] = [(M# /M, $)] = (LY /L2, $)]. O

Bemerkung 1.3.13 Teil (1) und (iii) von Lemma 1.3.6 gelten (mit analogen
Beweisen) auch fir A-Torsionsmoduln.

Lemma 1.3.14 ((GW (A, °)) = Ker(9).

Beweis. Trivialerweise ist ((GW (A, °)) C Ker(d). Sei umgekehrt (V, @) ein re-
guldrer orthogonaler A-Modul mit 6([(V,¢#)]) = 0. Sei L ein maximal ganzes
A-Gitter in (V,¢). Dann ist (L#/L, ¢) ein anisotroper A-Torsionsmodul, der in
GW?Y(A, °) gleich Null ist. Also ist nach obiger Bemerkung (L# /L, ¢) metabo-
lisch, und damit L# = L. Also ist (L, ¢;) ein reguldrer orthogonaler A-Modul
und deshalb (V, ¢) im Bild von «. O
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1.3.3 Eine Anwendung auf rationale quadratische Formen.

In diesem Abschnitt werden die in [Scha, Chapter 5] vorgestellten beschreibenden
Invarianten von Isometrieklassen regulidrer quadratischer Rdume iiber Q referiert
und mit der Hasse-Invariante in Bezug gebracht.

Sei (V, B) ein regulirer symmetrischer bilinearer Raum iiber Q der Dimension
n < oo. Ist L ein maximal ganzes Gitter in (V, B), so ist (L#/L, B) anisotrop
und der Exponent von L# /L quadratfrei. Die Zerlegung von L# /L in seine Sylow-
Untergruppen liefert, da die verschiedenen Sylow-Untergruppen senkrecht bzgl.
B aufeinander stehen, einen Isomorphismus W(Z) — @©,W (F,) zwischen der
Witt-Gruppe der endlichen abelschen Gruppen W*(Z) und der direkten Summe
iiber alle Primzahlen p der Witt-Gruppen regulérer bilinearer Rdume iiber F, =
Z[pZ = %Z /7.

Man beweist nun den folgenden

Satz 1.3.15 ([Scha, Theorem 5.8.4]) Vermdge des oben beschriebenen Gruppen-
Homomorphismus und der Signatur wird

W(Q = W(R) @ &,W(F,).

Die Abbildung W(Q) — W (F,) werde mit d,, bezeichnet.
Es gilt fiir a € Q*:

5, (da)) = { 0 v,(a) gerade

dap=»@s  1,(a) ungerade.

Da die Dimension und das durch (V, B) bestimmte Element von W (Q) die
Isometrieklasse von (V, B) festlegen, gilt

Folgerung 1.3.16 (/Scha, Corollary 5.3.6]) Zwei requldre rationale symmetri-
sche bilineare Riume p, 1 sind genau dann isometrisch, wenn dim(p) = dim(),
sign(yp) = sign(y) und 6,(¢) = 6,(¢) fir alle Primzahlen p.

Zur Bestimmung der Isometrieklasse eines reguléren bilinearen symmetrischen
Raums iiber einem endlichen Korper der Charakteristik # 2 geniigen seine Di-
mension und seine Determinante. Fiir ungerades p bezeichne p* (¢ = +) den
reguliren Raum der Dimension n iiber F, mit Determinante 1 falls € = + bzw.
mit Determinante ¢ (IF;)?, falls e = —. Aus obiger Beschreibung von W (Q) erhilt
man mit diesen Bezeichnungen das folgende Symbol fiir die Isometrieklasse eines
reguliiren bilinearen symmetrischen Raums ¢ = (V, B) iiber Q:

sym() := (dim(V'),d(¢), sign(), 6, (), - - -, 65, (),

WO P, ..., Ds die ungeraden Primzahlen p sind, fiir die J,(¢) # 0.
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Satz 1.3.17 Die Abbildung 6, faktorisiert iber den natirlichen Homomorphis-
mus W(Q) — W(Q,):

dp : W(Q) — W(Q,) = W(EF,).
Die induzierte Abbildung W(Q,) — W (F,) werde wieder mit 6, bezeichnet.

d,(¢) héngt nur von der p-adischen Isometrieklasse von ¢ ab. Entsprechend
kann man aus d(¢) und 6,(¢) die p-adische Hasse-Invariante s,(¢) berechnen.

Lemma 1.3.18 Sei p eine ungerade Primzahl und ¢ = (V,q) ein reguldrer qua-
dratischer Raum tiber Q mit d(¢) = up™(Q*)? mit u € Z, ggT(p,u) = 1 und
0,((V, B,)) = p». Identifiziert man Bry(Q,) mit 1, so ist

sp() = e(u, p)™ (=1,p) ().

Beweis. Sei B := B, die Bilinearform mit ¢(z) = B(z,z) fiir alle z € V. Sei
L ein Z,-Gitter in Q, ® V mit L¥ /L & (Z,/pZ,)™. Dann kann man L bis auf
Isometrie eindeutig schreiben als L = L, L L,, wo B auf L, und %B auf L,
regulére Bilinearformen induzieren. Sei V,, = Q,L, und V, = Q,L,. Dann ist
(Q®V,B) = (Vi, By) L (Vp,pBp) mit d(B,)d(B,) = u und die p-adische Hasse-
Invariante von ¢ ist

5p(#) = 5(Vay Bu)s(Vy, pBy) (d(Bu), d(pBy)) = (p,p)*) (p, d(B,))"+(d(B,), p)™

= (0,0)D(p, d(B,)) (w, )" = e(p,p) (D (w,p)». O

Satz 1.3.19 Zwei requlire bilineare symmetrische Riume ¢ = (V, B) und ¢ =
(W, B') diber Q sind isometrisch, genau dann wenn sym(p) = sym(y) gilt.

Beweis. Da die p-adischen Hasse-Invarianten von ¢ fiir die ungeraden Primzah-
len p mit §,(¢) = 0 trivial sind, kann man aus sym(yp) die p-adischen Hasse-
Invarianten fiir die ungeraden Primzahlen p ausrechnen. Die reelle Hasse-Invariante
erhidlt man aus der Dimension und der Signatur von ¢. Also kann man die 2-
adische Hasse-Invariante € {+1} aus der Produktformel [ . s,(¢) = 1 (vgl.
[Kit, Theorem 4.1.2]) berechnen. Also ergibt sich die Behauptung aus [Kit, Co-
rollary 4.1.3, Theorem 3.5.2]. O



Kapitel 2

Die orthogonale
Frobenius-Reziprozitat.

2.1 Die orthogonale Frobenius-Reziprozitit.

Sei GG eine endliche Gruppe mit Untergruppe H < G. Sei R ein kommutativer
Ring, W ein RH-Modul und V ein RG-Modul. Der induzierte Modul W¢ ist
definiert als W ®ry RG.

Ist W frei iiber R mit Basis (b1, ..., by) und G =U;_, Hg;, so hat W¢ eine R-
Basis (1 ®¢1,---,bm®g1,019s, - . ., b ®gs). Die Operation von g € G berechnet
sich aus der Permutation der Rechtsrestklassen H\G und der Operation von H
auf W: Ist g;g = hg; mit h € H und ist w € W, so ist (w ® ¢;)g = wh ® g;.

Ist ¢ : W — Vig ein RH-Homomorphismus, so ist ¢“ : W% — V definiert
durch (3" w; ® ¢;) = Y.i, ¢(wi)g; ein RG-Homomorphismus. Da ¢ ein
RH-Homomorphismus ist, hingt ¢% nicht von der Wahl der Rechtsnebenklas-
senvertreter g; ab. Die Zuordnung ¢ — ¢ definiert einen R-Isomorphismus
Hompgy (W, Vi) — Hompe(WY, V). Die inverse Abbildung ist die Einschréinkung:
Hompe(W, V) = Homgu (W, Vin); ¢ — o (vgl. [CuR, Section 10]).

Sei nun K ein Korper der Charakteristik 0, W ein K H-Modul und V' ein KG-
Modul. Ist Fy, eine reguldre H-invariante symmetrische Bilinearform auf W, so
ist Fi¢ definiert durch

FE(w® gi,w' @ g;) = 6 Fw(w,w') (w,w' € W,1<14,j <s)

eine reguliire G-invariante symmetrische Bilinearform auf W¢.

Jede regulidre symmetrische G-invariante Bilinearform Fy auf dem KG-Modul
V induziert einen Isomorphismus Fy : V — V* v — Fy(-,v). Sei Fy; die Biline-
arform auf V* fiir die Fy, eine Isometrie ist: Sei f € V* und v; := F,'(f) € V.
Definiere

Fy(f,g9) == Fyv(vy,v,) fiir alle f,g € V™.

19
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Satz 2.1.1 Se: K ein Kérper der Charakteristik 0, W ein K H-Modul mit re-
guldrer H-invarianter symmetrischer Bilinearform Fy, V ein uniformer KG-
Modul und Fy ein Erzeuger des K-Vektorraums der G-invarianten symmetri-
schen Bilinearformen auf V.

Ist ¢ : W, Fw) — (V,Fy) eine KH-Isometrie, dann ist die transponierte
Abbildung
dim(WE)

Tty 1) = (V) (F))

(QOG)* . (V*,
eine KG-Isometrie.

Zum Beweis des Satzes ist es manchmal einfacher, K-Basen von V und W zu
wéihlen und mit Matrizen zu arbeiten. Dann werden die Gram-Matrizen von Fy,
und Fy wieder mit Fy bzw. Fyy bezeichnet, g5 ist die Matrix, die die Operation
von g bzgl. dieser Basis beschreibt, Rechtsmultiplikation mit der Matrix ¢ die
zugehorige Abbildung ¢ etc..

Lemma 2.1.2 Seien (W, Fy) bzw. (V, Fy) regulire orthogonale KH - bzw. KG-
Moduln und ¢ : (W, Fy) — (V, Fy) eine KH-Isometrie. Die Orthogonalprojekti-
on Py € Endgy (V) auf (W) ist durch Rechtsmultiplikation mit der Matriz

Py = Fyo" Flo
gegeben. Ist V' ein uniformer KG-Modul, so ist

_ dim(W€)

dim(V) “dim(V) W

Tre/m(Pw) : ZQJ "Pwg; =

Beweis. Das Bild von Py ist ¢(WW). Auerdem ist die Einschrinkung von Py
auf (W) die Identitiit, da pFy ¢ = Fy ist. Der Kern von Py ist genau
das orthogonale Komplement von ¢(W). Also ist Py die Orthogonalprojekti-
on. Weiter ist Py Fy die Gram-Matrix einer symmetrischen H-invarianten Bi-
linearform auf V. Nach Konstruktion ist Trq/p(Pw) € Endgg(V) ein KG-
Endomorphismus von V. Da gFy = Fy(¢")~" fiiralle g € G, ist Trq u(Pw)Fy =
D i gjflPWFV (gj*l)“" die Gram matrix einer G-invarianten symmetrischen Bili-
nearform auf V. Da V ein uniformer KG-Modul ist, ist Trq,g(Pw) eine Skalar-
matrix. Die Spur von Py ist Spur(Py) =

Spur(FVgot’Fv?}@) = Spur(gonap”Fv{,l) = Spur(FWFv{,l) = dim(W

)-
Also ist die Spur von Trg/u(Pw) = s - dim(W) und Trg/u(Pw) = dzm(‘g,))zdv.
0

Beweis von Satz 2.1.1
Sei (wy|1 < @ < m) eine K-Basis von W und v, := p(w,) (1 <a <m). DaV
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ein irreduzibler G-Modul ist, bildet die Menge {v,9; | 1 < i < 5,1 < a < m}
ein K-Erzeugendensystem von V. Also erzeugen die Funktionen f,; = Fy(v.9;)
(1<a<m,1<i<s)den K- Vektorraum V*

Da F$ regulir ist, gibt es eindeutige w ) € W mit
(©9)*(fai) = W(ijle(- )®g]). Firl <a,b<mund 1 <14k < sgilt
(©9)* (fai) (wy ® gi) = fai (0% (wp ® gi)) = fa,i(vbgk) = Fy (495, vai)-

Auf der anderen Seite ist

()" (Jui) (w5 ® g1) = Fj (s ® g1, Y w;™ @ g7) = Fuv (wy, wy”).

j=1
Also gilt in Matrizen
(1) FW(w,(ca’ )) = g Fygl vl fiir alle 1 <a <m,1 <1,k <s.

Das Skalarprodukt zwischen (¢%)*(fyx) und (9%)*(fas) bzgl. (Fy;,)¢ berechnet
sich als

Z w](b,k)(Fw(w]( Z Vb Gk FVQJTQD”FW (Pg]FV) tr Zr‘
— =
Die rechte Seite von (2) ergibt sich mit Lemma 2.1.2 als %vbgkﬂ/g” br
das Skalarprodukt der Urbilder f,; und f,; bzgl. d’m(?‘/,))F Y O

Beispiel. Die Konstante aus Satz 2.1.1 148t sich leicht merken, wenn man den
Fall W = 1,V = 14 betrachtet. Dann ist W ein transitiver Permutationsmodul
mit Orthonormalbasis {ei,...,e;} — {Hgi,..., Hgs}. Der triviale G-Modul
kommt in W& als (v := e + ...+ es) vor. Die Quadratlinge von v ist s =
dim(W ).

Ist K = Q so sei L das von ey, ..., e, erzeugte Z-Gitter in W¢. Das Gitter

A, = {l = zs:a,-ei €L ‘ i:ai = 0}
=1 i=1

mit der von der Standardform induzierten Bilinearform ist als orthogonales Kom-
plement von v in L ein G-invariantes Gitter der Determinante s.

Kommen in W¢ einfache KG-Moduln mit Vielfachheit gréfier als 1 vor, so
geniigt Satz 2.1.1 nicht, um W als orthogonalen K G-Modul zu zerlegen.

Satz 2.1.3 Sei W ein KH-Modul und V ein absolut irreduzibler KG-Modul.
Sei C = C" € GLy(K) so, daf (¢1,...,0n) : (W™, C ® Fy) — (V,Fy) ei-
ne K H-Isometrie ist. Dann ist ((0%)*, ..., (0%)*) :+ ((V*), dfiznw(lw CQFy) —
(W), (F3;)¢) eine KG-Isometrie.
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Beweis. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 2.1.1 seien v((f) =
0z (we) und fw) = Fy (-, U((f)gi) firl<a<m,1<z<n1<i<s.

Wie im Beweis oben berechnet sich das Skalarprodukt zwischen (¢g)*( fb(gc))

und (gpf)*(fg)) bzgl. (Fy,)¢ als
(8) Y (W geFv gl o Fiy) (0agi Frgl (v8)").
=1

Nun hat der Endomorphismus FvgotTFW ¢y € Endgy (V) die Spur ¢, ,dim (W),
WO ¢, der Eintrag an Position z,y von C ist, da <PzFV90§,T = CpFw.
Also ist

Z Fygl ol Fy'ong; € Endga(V)

ein Endomorphismus mit Spur ¢, ,dim(W¢). Da V ein absolut irreduzibler KG-
Modul ist, ist dieser Endomorphismus skalar, also ist (3) gleich

dim(W%) dim(W )
2 Falm (p@)ir — kit SASNIY) (v) _
Coy dim (V) v 9k Fv g (V") Coy dim(V) (fb”f )

O

Bisher war immer vorausgesetzt, daf} V' ein uniformer K G-Modul ist. Dies kann
man erreichen, indem man zu einem geniigend groflen Erweiterungskérper von K
iibergeht. Will man dies nicht, so kann man folgendes Lemma anwenden:

Lemma 2.1.4 Sei K ein Korper der Charakteristik 0, W ein irreduzibler K H -
Modul und V' ein irreduzibler KG-Modul. Sei Fg(V) = CtFy und Fy(W) =
D*Fy. Sei ¢ : (W,Fy) — (V,Fy) eine KH-Isometrie, und o : Ct — D7
eine K-lineare Abbildung so daf fir alle c € C* gilt, daff Spur(c)/dimg (V) =
Spur(a(c))/dimxg (W), wo die Spuren auf CT C Endg (V) bzw. DT C Endg (W)
zu nehmen sind. Ist nun ¢ @ (W,a(c)Fw) — (V,cFy) eine Isometrie fir alle
ce CT, dann ist

dim(WE)

WF{;) — (WY, (Fy))

((PG)* . (V*,
eine KG-Isometrie.

Beweis. Der Beweis des Lemmas verlduft wie der von Satz 2.1.1. Es geniigt dabei
zu zeigen, dafl die Aussage von Lemma 2.1.2 unter den gemachten Voraussetzun-
gen gilt. Aber die Bedingungen an ¢ stellen sicher, da8 fiir alle c € C* gilt

dim (W)

Spur(cFv gy ¢ Fy'og;) = Spur(pcFy o' Fi') = Spur(a(c)) = Spur(c )W
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Nun ist C* der Eigenraum C* = {z € Endgg(V) | z = Fyz'" F;'} zum Ei-
genwert 1 einer beziiglich der Spurform orthogonalen Abbildung. Also ist die
Einschriinkung der Spurbilinearform von End g (V) auf C* reguléir und

dim(WE)

vy . [l
dim(vV) ‘%

S
> gl Frleg; =
i=1

2.2 Die Spechtmoduln S,

In diesem Abschnitt wird fiir die symmetrische Gruppe S,, eine Rekursionsformel
fiir die rationale Klasse der Spechtmoduln S™*#) aufgestellt (siehe Folgerung
2.2.4). Dazu werden zuniichst die relevanten Bezeichnungen eingefiihrt.

Sei 1 < k <1 < 5. Sei 5 x S, die Younguntergruppe der S,, die der
Mengenstabilisator der Teilmenge {1,...,1} von {1,...,n} ist.

Sei M(=kk) (bez. Ménfk’k)) der S,-Permutationsmodul mit den k-elementigen

Teilmengen der Menge {1, ...,n} als orthonormale Q-Basis (bzw. Z-Basis). Dann

1st

dimg(M®™=Fk)) = (Z)
Da Sk x S, i der Stabilisator einer k-elementigen Teilmenge von {1,...,n} ist,
ist M(n—kk) = 1g:><5n_k.

Ist T eine feste Teilmenge von {1,...,n} so sei op : M™%k — Q die Q-

lineare Abbildung definiert durch or(S) := { (1) ; % g fiir alle k-elementigen
Teilmengen S von {1,...,n}. N

Der Spechtmodul S®—%#) C M(=kk) jst definiert als
Snhk) — ﬂ Ker(or).

TC{1,...,n},|T|<k

(vgl. [Jam, Corollary (17.18)]). Als Teilmodul von M®%*) trigt S("=kk) eine
natiirliche regulire S,-invariante quadratische Form. Im folgenden wird S(—%:)
als orthogonalen S,-Modul beziiglich dieser quadratischen Form betrachtet. Da
die Spechtmoduln absolut irreduzible QS,, Moduln sind, sind die anderen S,-
invarianten quadratischen Formen rationale Vielfache von dieser.

Das Spechtgitter SO **) ist M #*) 0 §(=kk) Dann ist S Y isometrisch
zu dem Gitter A,_;.

Nach der Regel von Young ist der QS,-Modul M ™) die direkte Summe der
Spechtmoduln S®™=#) mit k <1 (vgl. [Jam, (14.4)]). Alsosind fiir 1 <k <1< 2
nach der klassischen Frobenius-Reziprozitit die Fixrdume der Younguntergrup-
pen S; x S,_; in S™ k) alle eindimensional. Zum Anwenden von Satz 2.1.1
benétigt man die Quadratlinge eines Erzeugers fiir diesen Fixraum.
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. Dann g¢ibt es einen Vektor v € S=Fk) mit

Quadmtlange

(00

Zum Beweis benotigt man die folgenden 2 Lemmata iiber Rechenregeln fiir
Binomialkoeffizienten:

S0

Jj=0

Satz 2.2.1 Ser 1 < k <[ <
vg = fiir alle g € Sy X Sp_; de

ﬁ wm

a(l, k) :

Lemma 2.2.2

Beweis. Die Behauptung wird zunéchst in dem Spezialfall [ = £k gezeigt. Ist [ = k
so ergibt sich die linke Seite als

ji n—k—j _j& n—2k+5\ _ (n—2k+k+1
: k—j | <4 j N k '
7=0 7=0

Die Differenz d(l,1 + 1) der linken Seiten fiir [ und [ + 1 ergibt sich als

()T
G (G B G I
+§3( h+m+5<n;i;i;1>

7=0
n—l—j—1\_(n—1-5\ (n—-1-j-1
k—j o\ k-3 k—j—1 )

Die Differenz in der Klammer ist

C—k+j)_<b—h+j+v___c—k+j)
J J i—-1 )

Geht man bei der 2.Summe noch zum Summationsindex ¢ = j + 1 {iber, so
ergibt sich

k . . k+1 . .
n—Ll—j3\[(l—k+] l—k+1\(n—-1—1

1 = — =
a1+ 1) ij0< k—j )( j—1 >+Zi:1< i1 )( ki )

Also stimmt die Gleichung im Lemma fiir alle £ <[ < 2. O
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Lemma 2.2.3 Sei k <1 < 7 und fir 0 <i <k ses

1—1 .
a; = (-1)'[ | =
Jj=0

(ap = 1). Dann ist fir alle 0 <z <z +b<k
A (n—l—k+x+b> (l—x)
Zai ) ) =0.
—~ r+b—1 1—x

Beweis. Sei A := Hjxif (n—1—k+j) das Produkt des Zahlers des 1. Binomialko-

effizienten mit dem Zéhler von a; und B := H;”;é (I — 7)~" der Quotient aus dem
Zahler des 2. Binomialkoeffizienten und dem Nenner von a;. Dann ergibt sich die
Summe als

z+b . 1 BA ) b } bl
BAZ(_D (—a)lb+a—0 ol 1) ':0(—1) T

O

Zum Beweis von Satz 2.2.1:
Die Bahnen von S; x S,_; = Stabg, ({1,...,1}) auf den k-elementigen Teilmengen
T von {1,...,n} sind parametrisiert durch |77N {1,...,l}|. Fir 0 < j < &k
sei v; € M™%k die Summe aller k-elementigen Teilmengen von {1,...,n} die
mit {1,...,l} einen j-elementigen Durchschnitt haben. Dann ist (vg, ..., vy) eine
Basis des Fixraumes von S; X S,_; auf M %#)_ Fiir das Standardskalarprodukt

gilt:
n—1\ /(1
Uz"l)':éz" . -
’ ”(k—.ﬂ) (])

Seien a; wie im Lemma 2.2.3 definiert. Dann liegt Z?:o a;v; im Spechtmodul
S(=kk) Denn sei T eine (k — b)-elementige Teilmenge von {1,...,n} und sei
z:=|TN{L,...,l}|. Dann gilt nach Lemma 2.2.3

k z+b
n—Il—k+x+b\[l—2x
e =S () (7)o
i=0 i=x
Nun ist
i1

o= () [ ?f;j B = (S0 == (k=) (= L= B (L= Y.

=0

Substituiert man j = k£ — 7 so berechnet sich die Linge von Zi‘c:o a;v; als

o (7)) -
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z’“: (n— DU —k+ H)N2((n — 1 — j)!)?
£ jln— 1= )ik — D=k + )IANA((n — 1= k)1)?

(n—1)! l—k+]'(n—l—j)
,Z =

in—1-k I(n—1—k)!
(n—z)!(z—k)!z’“:(n—Z—j) (l—k+j)
Mn—1=k)! =\ k—j i)
Mit Lemma 2.2.2 ergibt sich dies als a(l, k). O

Aus Satz 2.2.1 ergibt sich mit der orthogonalen Frobenius-Reziprozitit 2.1.1 die
folgende Rekursionsformel zur Berechnung der rationalen Klasse von S %k ¢

w(Q).

Folgerung 2.2.4 In W(Q) gilt fiir alle 0 <1< %

41307 Z n( D lk)S”’“”“’]=Z[<7§:ik)s<"—’“””]

k=0 k=0

wobei die a(l, k) wie in Satz 2.2.1 definiert sind.

Beispiel. In W (Q) gilt:
[S®O] = 1, [SC=1D] = ¢1p" —4m)
(5022 = q1p(3) —4(%) ) +4n(n — 2)p —4(n — 2)9"
(539 = ¢1p() —¢(M)p +4(2) (n — 4)p —4(n — 4)pE) +4(n — 2)(n — 4)p" —
dn(n—2)(n — 4)p —4(",%) p" +4n(";2)

2.3 Weitere Spechtmoduln.

Nun wird an einem Beispiel demonstriert, daf} die im letzten Abschnitt vorge-
stellte Methode prinzipiell auch auf die anderen Spechtmoduln anwendbar ist.
Jedoch wird die notwendige Kombinatorik sehr kompliziert, so da} man keine
allgemeine Rekursionsformel herleiten kann. Eine wesentliche Anderung ist, daf
i.a. die Fixrdume der Younguntergruppen nicht mehr eindimensional sind.

Zunachst werden die relevanten Begriffe in der Darstellungstheorie der sym-
metrischen Gruppen wiederholt. Der Leser findet ausfiihrlichere Definitionen in
[Jam].

Sei pp = (1, - - ., its) eine Partition von n, d.h. y; € Z>o mit p11+...4+p, = n und
f1 > ... > ps > 1. Das Diagramm [u] vom Typ p ist die n-elementige Teilmenge
von N x N definiert durch [p] = {(i,7) e NxN|1<i<s,1< 5 < )
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Sei A := (Aq,..., ;) eine weitere Partition von n. Ein u-Tableau vom Typ A
ist eine surjektive Abbildung Tj,x : [u] — {1,...,t} mit [T, 3(i)| = A; fiir alle
1<i<t.Ist \=(1,...,1), so heiit T}, , auch einfach p-Tableau. Ein p-Tableau
T heifit Standard-p-Tableau, falls fiir alle (4 + 1,7) € [u], (I,k + 1) € [u] gilt
T(i,7) <T(i+1,7) und T(l, k) <T(l, k+1). Zwei py-Tableaux T}, y und T}, \ vom
Typ A heiflen dquivalent, falls es Zeilenpermutationen m; € S, 1 <7 < s gibt
mit Ty, A((4, mi(4)) = T, \((4, 7)) fiir alle (i, j) € [u]. Die Aquivalenzklassen heifien
pu-Tabloide vom Typ A. Ein Standard-p-Tabloid 7' ist ein p-Tabloid welches ein
Standard-pu-Tableau enthilt.

Visualisiert werden die p-Tableaux, indem man die Bilder von (i,j) an die
Position (7, j) einer Matrix schreibt. Tabloide werden durch einen ihrer Vertreter
dargestellt.

Die symmetrische Gruppe S,, operiert regulédr durch Permutation der Bilder
auf der Menge der pu-Tableaux. Die Operation ist vertriiglich mit der Aquivalenz-
relation. Also erhilt man eine Operation von S, auf der Menge der p-Tabloide
(vom Typ (1,...,1)).

Der zugehorige Permutationsmodul wird mit M*# bezeichnet. Der Stabilisator
eines p-Tabloids ist isomorph zu der Younguntergruppe S, := S, X ... X S,,.
Also ist

M* =g,

Seil <14 <s, pp1 > v € Zso und

A= (Nla---aﬂi‘f‘/iiﬂ—U,U,/LHQ,...,,us).

Die lineare Abbildung t;, € Hom(M#*, M?*) ist definiert durch
tiy = > _{t" A-Tableau |t'((j, k)) = t((j,k)) fiir alle j # 4,7+ 1 und
(i +1,k) | 1<k <o} C{t((t+1,k)) | 1<k < pin}}
fiir alle p-Tableaux t.
Ist p eine Partition von n, so ist nach [Jam, Corollary 17.18] der Spechtmodul
SH < M* definiert als

(1) S* = i, M ker (o).

Die obigen Definitionen machen Sinn fiir jeden beliebigen Kérper. Zum Anwen-
den der orthogonalen Frobenius-Reziprozitit, mufl man jedoch durch die Dimen-
sion der jeweiligen Moduln teilen. Deshalb seien im folgenden die Moduln M* und
SH iiber Q betrachtet, als QS,-Moduln. Dann sind die Moduln S$*, wobei p die
Partitionen von n durchlduft, ein Vertretersystem der irreduziblen QS,, Moduln.
S* wird durch die Einschrinkung des natiirlichen S,-invarianten Skalarprodukts
(1)% ein orthogonaler QG-Modul.

Es gibt eine partielle Ordnung auf der Menge der Partitionen von n. Die Kom-
positionsfaktoren von M* sind S* (mit Vielfachheit 1) und Spechtmoduln S*
wobei A in der partiellen Ordnung echt kleiner ist als p.



28 KAPITEL 2. DIE ORTHOGONALE FROBENIUS-REZIPROZITAT.

Zur Bestimmung der rationalen Klasse von S#, kann man also wie im vorherge-
gangenen Kapitel rekursiv vorgehen und annehmen, da8 die Klassen von S* fiir
A < p schon bekannt sind. Dann erhilt man mit Hilfe der Frobenius-Reziprozitit
eine Formel fiir die rationale Klasse von S* aus den Fixrdumen der Youngunter-
gruppe S, auf den Moduln S* (A < p oder A = p).

Es gilt also, die Fixpunkte der Younguntergruppe S, auf den Spechtmoduln
S zu bestimmen.

Lemma 2.3.1 Seien p und \ Partitionen von n. Die Bahnen von S, auf M?*
stehen in Bijektion zu den \-Tabloiden vom Typ u.

Ist t ein A-Tabloid vom Typ u so sei
vei= Y {z ATabloid | 2(t7'(d)) = {pi—1 +1,..., ui}} € M

wo g = 0 gesetzt ist, die Summe iiber alle A-Tabloide, die man erhilt, indem
man die Bilder 7 durch die Elemente der i-ten Zeile des Standard-pu-Tabloids
ersetzt.

Die Vektoren v, bilden eine Q-Basis von Fizg, (M?).

Eine Basis von Fizg, (S*) erhélt man als S a{Pv,, wo die a®) eine Basis des
Losungsraums des Gleichungssystems aus (1) bilden.

Beispiel Die Zerlegung von M®%?) in irreduzible QS;-Moduln ist in [Jam,
Example 14.2] gegeben:

MB22) = (7) +2(6,1) +3(5,2) +2(4,3) + (5,1,1) +2(4,2,1) +(3,3,1) + (3,2,2)

wobei S* kurz durch die Partition p bezeichnet wird.

Wir wollen diese zu einer Zerlegung fiir orthogonale S7-Moduln prizisieren.
Dazu sei H := Sf123) X Sia53 X Sge,7y die Younguntergruppe die als Stabilisator
des Standard-(3, 2, 2)-Tabloids auftritt. Die Dimension von M®22) ist 210.

Die Bahnen von H auf M(? sind parametrisiert durch die (5, 2)-Tabloide vom

Typ (3,2,2):

il), :1; b2 (Bahnlénge 1), ; 51,) bz (Bahnlénge 4),
; ; b (Bahnlénge 1), 1 ; 22 (Bahnlénge 6),
1 ; 2900 (Bahnlénge 6), 1 ? 23 (Bahnlinge 3).

Bezeichnet man Summe der jeweiligen Bahn mit v;;, wo {ij} die 2. Zeile des
parametrisierenden Tabloids ist, so ergibt sich aus (1) das folgende Gleichungs-
system an die Koeffizienten a;; von v;;:



2.3. Weitere Spechtmoduln. 29

a3+ ajo+ aj; = 0
2a93+ a9+ 3ai2 = 0
as3+ 2a23+ 3&13 = 0

33+ 4a23+ Aoo+ 66113+ 6@12+ 3(111: 0

Dieses hat einen 3-dimensionalen Losungsraum. Eine Basis des Fixraumes von
H auf 8(5’2) ist also —21)33 + Vgg — 21)22, —3U33 + 3U22 + V13 — V19, V33 + Vag + V2o —
v13 — V12 + 2v1; mit Gram-Matrix ¢12, 30, 309.

Analog erhélt man Gram-Matrizen ¢19, 41,219, 43, 30, 300, 2, 109, 429, 41, &,
¢59, fiir geeignete Basen von Fizy(QS*), A = (7), (6,1), (5,2), (4,3), (5,1,1),
(4,2,1), bzw. (3,3,1).

Die Dimensionen der entsprechenden Spechtmoduln sind 1, 6, 14, 14, 15, 35
bzw. 21.

Also ergibt sich mit Satz 2.1.3

M®2D = ¢210p @S +¢35, 150 @SV 445, 2,2p @S +430, 6p 5™ +

<§3)D ®S(5’1’1) 4 46’ 18)0 ®S(4’2’1) 4 céQ)o ®S(3’3’1) + §(3:2,2)
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Kapitel 3

Bestimmung rationaler
Invarianten.

In diesem Kapitel werden Methoden entwickelt, um fiir endliche Gruppen G die
Isometrieklassen der G-invarianten Formen auf den irreduziblen QG-Moduln V/
zu bestimmen.

In Abschnitt 3.1.1 wird dazu ein charaktertheoretischer Ansatz vorgestellt,
der es manchmal erlaubt, die Determinante oder die Clifford-Invariante der G-
invarianten Formen auf V direkt aus der Charaktertafel einer Uberlagerungsgrup-
pe von G abzulesen. Zur systematischen Bestimmung aller irreduziblen orthogo-
nalen QG-Moduln werden diese als Summanden reduzibler QG-Moduln geschrie-
ben, die man durch eine einfache Konstruktion (z.B. als Tensorprodukt) aus be-
kannten orthogonalen QG-Moduln erhilt. Deshalb werden in Abschnitt 3.1.3 und
Abschnitt 3.4 Formeln fiir die Invarianten so konstruierter quadratischer Rdume
hergeleitet. Als Beispiel werden im letzten Abschnitt die orthogonalen Darstellun-
gen von drei perfekten Gruppen klassifiziert. Zur Uberpriifung der Rechnungen
kann man die in Abschnitt 3.2.2 entwickelten Produktformeln benutzen.

Mit anderen Methoden, die mehr zahlentheoretischer Natur sind, werden in
Abschnitt 3.3 die orthogonalen Darstellungen zyklischer Gruppen klassifiziert.

3.1 Clifford-Algebren.

Wie bereits in Abschnitt 1.2.1 ausgefiihrt, liefert die Clifford-Algebra eines qua-
dratischen Raums wichtige Invarianten. Theoretische Konzepte fiir Clifford-Al-
gebren als Moduln einer Untergruppe G der orthogonalen Gruppe sind in [Fro|
entwickelt. Hier soll die Operation von G auf der Clifford-Algebra algorithmisch
zur Bestimmung der Isometrieklasse des quadratischen Raums ausgenutzt wer-
den. Dies wird insbesondere durch die Beispiele am Ende von Abschnitt 3.1.1
illustriert.
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3.1.1 Clifford-Algebren als G-Algebren.

Sei K ein Korper und ¢ := (V, q) ein regulirer quadratischer Raum iiber K mit
zugehoriger Bilinearform b:=b, : V xV — K, b(v,w) := q(v+ w) — ¢(v) — g¢(w)
fiir alle v,w € V.

Ist G eine Gruppe, so ist eine K(G-Algebra eine K-Algebra auf der G durch
K-Algebrenautomorphismen operiert. Ist G < O(y) so wird die Clifford-Algebra
zu einer K G-Algebra. Dies kann man ausnutzen, um mit Hilfe der Charaktertafel
einer Uberlagerungsgruppe von G etwas iiber ¢ auszusagen.

Satz 3.1.1 (vgl. [Fré, Theorem 5.5(i)]) Sei a € K*. Dann ist O(p) = O(ayp)
und die KO(p)-Algebren Cy(p) und Cy(ayp) sind isomorph.

Beweis. Sei L := K[a] mit « := y/a ein Erweiterungskoérper vom Grad < 2 von K.
Die Abbildung f : v — au ist eine Isometrie von ap;, := (L @k V,aq) auf ¢, :=
(K ®k V, q), die mit der Operation von O(y) vertauscht. Also induziert f einen
O(yp)-Algebrenisomorphismus f : C(apr) — C(pr). Die Algebra Cy(ayp) ist eine
K-Teilalgebra von C(ayyr), die durch f auf Cy(p) abgebildet wird. (Beachte, daf
avaw = avw fiir v,w € V.) Also ist fcy(ap) €in KO(¢p)-Algebrenisomorphismus
zwischen Cy(ap) und Cy(y). O

Dieser Satz zeigt, daf i.a. nur Cy(p) (also die Determinante von ¢, falls dim(¢p)
gerade ist und die Clifford-Invariante, falls dim(y) ungerade ist) durch O(¢) bzw.
geniigend grofie Untergruppen von O(y) bestimmt werden.

Sei nun G < O(y) eine endliche Untergruppe der orthogonalen Gruppe von ¢
und x der Charakter des KG-Moduls V. Sei n := dimg (V) = x(1).

Die folgenden drei Bemerkungen geben die grundlegende Idee zur Bestimmung
von Invarianten von ¢ mit Hilfe der Charaktertafel von G' wieder.

Bemerkung 3.1.2 C(p) und Cy(p) sind KG-Algebren. Sei x der Charakter des
KG-Moduls C(p). Dann gilt

X = ZAi(x),

wobei A*() die i-te antisymmetrische Potenz von X ist.
Co(p) und C1(p) sind beides G-Teilmoduln der KG-Algebra C(p) mit zugehirigen
Charakteren

Y=Y, Nudsa= Y, AN
=0 i=0

i gerade i ungerade

Man beachte, daB fiir g € G der Wert ¥(g) = (=1)4m@)p, (~1) ist, wo p, das
charakteristische Polynom der Operation von g auf V ist. Damit 148t sich y auch
fiir groBere Dimensionen mit GAP ([GAP]) berechnen. Ist det(G) = {1} also
G < O*(p), K ein total reeller Zahlkérper und dim(y) ungerade, so ist Xo = 5,
da AY(V) = A"{(V) @ A"(V) ist.
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Bemerkung 3.1.3 Sei c¢(p) wie in Definition 1.2.7.

(i) Sei W der einfache c(¢)-Rechtsmodul und D := End,(W). Dann ist c(p) =
W*@pW als c(p)-Bimodul, wo W* = Homp (W, D) der einfache c(¢)-Linksmodul
18t.

(i) Wegen der universellen Eigenschaft der Clifford-Algebra gibt es genau einen
Antiautomorphismus ~ auf C(p) dessen Einschrinkung auf V' die Identitdt ist.
~ heifit die kanonische Involution auf C(p). Es gilt v1---0s = vs...v1 fir alle
v; € V. Also induziert — eine Involution auf der zentral einfachen K-Algebra
c(p) und macht W* zu einem zu W isomorphen c(p)-Rechtsmodul.

(i1i) Die Einheitengruppe c¢(¢)* operiert auf c(p) durch Konjugation. Dabei gilt

(o) 2Wep W
als ¢(p)*-Modul.

Bemerkung 3.1.4 c¢(y) ist eine zentral einfache KG-Algebra. Also gibt es nach
dem Satz von Skolem und Noether fiir jedes Element g € G ein bis auf Flemente
von K* = Z(c(p))* eindeutig bestimmtes Pi(g) € c(p) mit x-g = Pi(g9)'zPi(g)
fiir alle x € c¢(p). Die Abbildung

P :G—=clp): g— Pi(g)

ist eine projektive Darstellung P, von G, die den einfachen c(p)-Modul W zu
einem projektiven G-Modul macht.

Sei G endlich und G eine Uberlagerungsgruppe von G. Sei xw der Charakter
von G eines tiber dem algebraischen Abschluff von K zu W dquivalenten G-Moduls
und x als Charakter von G aufgefaft. Dann gilt

® [ Yo A ) dim(V') gerade
xw xw = Z?:O,i gerade Az(X) dzm(V) ungemde .

Eine zweite Moglichkeit, eine projektive Darstellung P : O(p) — C(p)* zu
erhalten, liefert das folgende Konzept.

Definition 3.1.5 Die Clifford-Gruppe st
[(p) = {s € Co(p)" UCi(p)" | sVs™ =V},
wo Cy(p)* :=C(p)* N Ci(p). Fir s € I'(p) sei

L 0 se C()( )
0s) := { 1 se€ C’l(z).

Man erhdlt eine Abbildung
a:T(p) = 0(p): s—a(s): (V-oV:ive (—1)@sps™),

die Vektordarstellung von T'(p).



34 KAPITEL 3. BESTIMMUNG RATIONALER INVARIANTEN.

Ist s € V mit g(s) # 0, so ist s € ' und «(s) ist genau die Spiegelung entlang
s. Da die Spiegelungen entlang anisotroper Vektoren im Fall char(K) # 2 die
orthogonale Gruppe erzeugen, ist a(['(¢)) = O(p). Diese Surjektivitéit erhilt
man auch im Fall char(K) = 2 ([Knu, S. 228]). Der Kern von « ist gerade K*.
Also ist die folgende Sequenz exakt:

1> K"—=T(p) > 0(p) =1

Wir erhalten so eine projektive Darstellung P : O(¢) — I'(p), die die Spiegelung
entlang des anisotropen Vektors s € V auf s € I'(yp) abbildet.

Bemerkung 3.1.6 Seichar(K) # 2. Ist g € O () so gibt es s € Co(p)* so dafs
die Einschrinkung der Konjugation mit s auf V < C(yp) die lineare Abbildung g
induziert. Also gilt Po+p) = (P1)jo+(y)-

Beweis. Da g € O" () ein Element der Determinante 1 ist, ist ¢ also ein Produkt
einer geraden Anzahl von Spiegelungen. Also existiert s € Cy(¢) NT'(¢) (ndmlich
das zugehorige Produkt der Spiegelungsvektoren) mit a(s) = g. Da s € Cy(¢) ist
der Grad d(s) = 0. Also ist a(s)(z) = szs™! fiir allez € V. O

Bemerkung 3.1.7 Sei char(K) # 2 und € O(p). Es gelten P(z) € Cy(p) &
det(z) = 1 und P(z) € Ci(p) & det(z) = —1.

Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 3.1.2 gilt: Die Darstellung Py : G — c(p)*
ist genau Py ~ (P @ det)|y(y), wo det : G — {1} die Determinante auf V' ist.

Satz" 3.1.8 Sei char(K) =0 und G eine endliche perfekte Gruppe mit universel-
ler Uberlagerungsgruppe G und ¢ ein orthogonaler G-Modul. Set W der einfache
c(p)-Modul und xw der Charakter von VV@ Sei i ein irreduzibler Charakter von

G, der in xw mit ungerader Vielfachheit vorkommd.
(a) Sei dim(yp) gerade und L := Z(Cy(p)). Ist L ein Kirper, so ist L < K(1).

(b) Sei dim(p) ungerade, D := End,) (W) und U der K (¢)G-Modul mit Cha-
rakter 2¢). Dann ist D C End gy 6(U).

Beweis. Da G perfekt ist, liegt P,(G) schon in Cy(p). Also ist Endgy,) (W) <
Endgs(W). Ist Endcy,) (W) nullteilerfrei, so sind die Projektionen auf die ein-
zelnen einfachen Komponenten von Endg (W) injektiv. Daraus ergeben sich die
Behauptungen in (a) und (b). O

Bemerkung 3.1.9 Anstelle der Perfektheit von G geniigt es anzunehmen, daf
die Ordnung der Kommutatorfaktorgruppe G/G' ungerade ist bzw. G durch G'G*
zu ersetzen.
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Das fiir die Anwendungen zentral Ergebnis ist in der néchsten Folgerung her-
ausgestellt, die es ermdglicht, in manchen Féllen wichtige Invarianten von ¢ aus
der Charaktertafel von G' abzulesen.

Folgerung 3.1.10 Zusdtzlich zu den Voraussetzungen des Satzes sei angenom-
men, dafi K ein total reeller Zahlkéorper ist.

(a) Ist dim(yp) gerade, so gilt:
Ist [K(v) : K] ungerade oder dim(p) = 0 (mod 4) und sind alle Zwi-
schenkdrper K(v¥) D L D K vom Grad [L : K| = 2 total komplez, so ist die
Diskriminante d+(p) = 1.
Ist dim(p) =2 (mod 4), so hat hat K(¢)/K einen total komplexen Zwi-
schenkiorper L vom Grad [L : K| = 2. Ist L eindeutig, so ist L = K[v/d]
mit d+(p) =: d.

(b) Ist dim(p) ungerade so gilt:
Hat ¢ Schur-Index 1, so ist die Clifford-Invariante [c(¢) @k K(¢)] =
[ ()] € Bra(K ().
Hat o) Schur-Index 2 so ist [K(¢) @k c(p)] = [Endgy)5(U)] € Bra(K ()
fiir den irreduziblen K (¢)G-Modul U mit Charakter 2v.

Der Charakter xy aus Bemerkung 3.1.4 ist i.a. nicht eindeutig bestimmt. Zur
Bestimmung von xypy ist es hilfreich, den Kern der Darstellung G — GL(W) zu
kennen.

Lemma 3.1.11 [Frd, Theorem 5.9] Ist n der Kozykel zu Pi, so ist > = 1 in
H?*(G,K*).

Lemma 3.1.12 Sei ¢ = (V, q) ein positiv definiter quadratischer Raum dber R.
Ist g € OF(p) mit g*> = 1, so gilt P(g)* = (—1)(§)a22’d fiir ein a € R*, wo e die
Anzahl der negativen Figenwerte von g € OT(p) ist.

Beweis. Sei (v, ...,v) eine Orthonormalbasis des Eigenraums F_; von g zum
Eigenwert —1. Da det(g) = 1 ist, ist e gerade. Auf C(p) operiert P(g) wie die
Konjugation mit v;...v. € Co(p)*. Da Co(¢) N Z(C(yp)) = R ist, ist P(g) =
avy ... v, fiir ein a € R*. Also ist P(g)? = a®(vy ... v.)? = aQ(—l)(;). O

Lemma 3.1.13 Sei G eine endliche perfekte Gruppe und T := Tors(K*) die
Gruppe der Einheitswurzeln in K*. Dann gilt H*(G, K*) = H*(G,T).

Beweis. Sei u : G — G eine universelle Uberlagerungsgruppe von G. Dann ist G
endlich und fiir jede Erweiterung

() 15K >ELGa—1
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gibt es einen Homomorphismus f' : G — E mit f o f' = u. Das Bild von f’ ist
also eine endliche Untergruppe von E, die surjektiv auf G' abbildet. Also ist der
Kozykel, der die Erweiterung (E) beschreibt, #quivalent zu einem Kozykel mit
Werten in 7. (I

Niitzlich zur Bestimmung der Kerns von G — GL(W) ist

Folgerung 3.1.14 Sei K ein total reeller Zahlkérper, ¢ = (V,q) ein total positiv
definiter quadratischer Raum. Sei G < O(y) eine endliche perfekte Gruppe mit
Darstellungsgruppe G und g € G mit g> = 1. Sei U :== {v € V | vg = —v} der
Figenraum von g zum Eigenwert —1 und e := dimg(U). Dann ist die projektive
Darstellung P : G — T(p) iiber K zu einer linearen Darstellung P : G — T(p)

dquivalent mit (P(g))* = (—1)(;)

Beweis. Sei E := a~!(G) < T das volle Urbild der Vektordarstellung der Clifford-
Gruppe a : I' = O(p) von G. Dann ist E eine Erweiterung von K* mit G.
Da G perfekt ist, gibt es eine endliche Untergruppe E’ von E, mit o(E') = G.
Die projektive Darstellung P : G — T ist also dquivalent zu einer projektiven
Darstellung P’ : G — E'. Da K reell ist, ist Tors(K*) = {£1}. Sei (vy,...,v,)
eine Orthogonalbasis von U. Dann ist g = oy, ...0,, € O(p). Da G perfekt ist,
ist e gerade. Also gilt P'(g) = v1...vea fiir ein @ € K*. Daher ist P'(g)? =

az(—l)(;)q(vl)...q(ve) € Tors(K*). Deshalb ist a?q(v1)...q(ve) = £1. Da ¢
total positiv definit ist, gilt a®q(v1)...q(ve) = 1 und P'(g9)* = (—1)(;) O

Als nette Beobachtung findet man daraus:

Folgerung 3.1.15 Sei G eine endliche perfekte Gruppe und g € G ein Element
der Ordnung 2, fiir welches alle Elemente in der universellen Uberlagerungsgruppe
G, die auf g abbilden, Ordnung 2 haben. Dann gilt x(1) = x(g) (mod 8) fiir alle
orthogonalen reellen Charaktere von G.

Es folgen einige Beispiele, die die Anwendung von Folgerung 3.1.10 illustrieren.

Beispiel 3.1.16 Sei G = 2.07(2) und V der treue 8-dimensionale QG-Modul
mit Charakter x und G-invarianter quadratischer Form q, ¢ := (V, q). Die Gruppe
G ist perfekt, hat also eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Uberlagerungs-
gruppe G = 22.04(2). Dann ist dim(C(y)) = 28 und ¥ = xw ® xw fiir einen
16-dimensionalen G-Modul W. Man findet, daf xw = Xs, + Xss die Summe der
beiden irreduziblen Charaktere # x vom Grad 8 von G ist. Also ist d(¢) =1 und

auch die Clifford-Invariante von ¢ ist trivial.

Beispiel 3.1.17 Sei G = ML undV der irreduzible 22-dimensionale QG-Modul
mit G—ingam’anter quadratischer Form q, Charakter x und ¢ := (V,q). Die uni-
verselle Uberlagerungsgruppe von G ist 3.G. Also ist P : G — Cy(p)* sogar eine
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gewdhnliche Darstellung. Der Charakter xw von G mit xw @ xw = X st eindeu-
tig. Mit den Bezeichnungen aus [CCNPW] gilt xw = 2x1 + 2Xx2 + 2x3 + X5 + X6-
Wegen Q(xs) = Q[v/—15] folgt mit Folgerung 3.1.10, daf die Determinante von
© gleich 15(Q*)? ist.

Beispiel 3.1.18 Sei G := S¢(3) und x der Charakter vom Grad 78 mit ortho-
gonalem G-Modul ¢ = (V,q). Die Uberlagerungsgruppe von G ist G = 2.55(3).
Sei xw der Charakter von G auf dem einfachen Modul von C(y). Die Elemente
aus der Klasse 2B von G haben einen 787% = 42-dimensionalen Eigenraum zum
Eigenwert -1. Also ist xw ein treuer Charakter von G. Mit GAP findet man, daf
damit xw eindeutig durch X, ® Xw = X bestimmt ist. Der irreduzible Charakter ¢
vom Grad 14 von G kommt in xw mit Vielfachheit 1683 vor. Da Q(v)) = Q[v/—3]

ist und dim(V) =2 (mod 4), folgt mit Folgerung 3.1.10, daf d(¢) = 3(Q*)? ist.

Beispiel 3.1.19 Die Anwendungen dieser Idee beschrinken sich nicht auf Cha-
rakteristik 0: Sei z2.B. 'V der einfache 4-dimensionale Fy Ag Modul. Angenommen
V' hat eine Ag-invariante requlire quadratische Form q. Dann sei ¢ := (V,q). Es
ist Ag — Co(p)* eine projektive Darstellung von Ag. Also muf es einen nichttri-
vialen Fy Ag-Modul der Dimension 2 geben. Dies ist nicht der Fall. Deshalb gibt
es keine Ag-invariante requlire quadratische Form auf V.

Sei nun'V der einfache 4-dimensionale F3 A5-Modul, q eine requlire As-invariante
quadratische Form auf V' und ¢ = (V, q). Die Dimension des absolut irreduziblen
F3Co(p)-Moduls W ist 2. Da die Einschrinkung von W auf 2.As nicht trivial
sein kann, ist der Charakter der Operation von 2.As auf W einer der beiden irre-
duziblen treuen Brauer-Charaktere von 2.As vom Grad 2. Da die Charakterwerte
dieser Charaktere aber die Erweiterung vom Grad 2 von Fs erzeugen, folgt, dafs
das Zentrum von Cy(p) isomorph zu Fy ist. Deshalb ist die Determinante von @
ein Nichtquadrat.

Beispiel 3.1.20 Sei G = U3(5) und V' der irreduzible 21-dimensionale QG-
Modul mit G-invarianter quadratischer Form q und ¢ := (V,q). Die Uberlage-
rungsgruppe von G ist 3.G. Also ist P : G — Cy(¢)* sogar eine gewdhnliche
Darstellung. Sei W der irreduzible Cy(p)-Modul. Uber dem algebraischen Ab-
schiuff von Q ist dim(W) = 2'°. Sei xyw der Charakter des G-Moduls Wi und
X der Charakter von G auf Co(p). Dann ist xw rational, da Z(Cy(p)) = Q und
X = xw ® xw- Mit Hilfe von GAP findet man in der Notation von [CCNPW]
Xw = 2x1 + X2 + 2Xx3 + 2x7 + 2x10 + X11 + X12 + X13 + X14. Der Charakter xo
hat Charakterkorper Q und rationalen Schur-Index 2, der nur an der reellen und
5-adischen Stelle # 1 ist. Da xo mit Vielfachheit 1 in xw vorkommt und Charak-
terkorper Q hat, ist [Co(p)] = [(—2,—5)g] in Bre(Q) die Klasse der bei Unendlich
und 5 verzweigten Quaternionenalgebra.
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3.1.2 Die Spinor Norm.

Eine weitere Moglichkeit, um die Diskriminante (eines Teilraums) eines quadra-
tischen Raums auszurechnen, bietet die Spinor Norm.

Sei (V,q) =: ¢ ein requlirer quadratischer Raum iiber dem Korper K mit
char(K) # 2. Sei x — T die kanonische Involution auf der Clifford-Algebra
C(¢) (vgl. Bemerkung 3.1.3). Dann gilt 77 ... v; = vs...v; fiir alle v; € V. Die
Abbildung N : C(p) — C(y) : z — Tz, heifit die Norm auf C(yp).

Fiir v € V ist N(v) = ¢(v), aber i.a. gilt nicht N(z) € K fiir z € C(¢p). Dies
gilt jedoch fiir die Elemente der Clifford-Gruppe:

Lemma 3.1.21 ([Knu, IV. Lemma (6.1.1)]) Die Norm induziert einen Grup-
penhomomorphismus N : T'(p) — K*.

Folgerung 3.1.22 Sei G eine Untergruppe von O(yp) und P : G — T'(p) die
projektive Darstellung aus Abschnitt 3.1.1. Dann gibt es fiir alle g € G ein a4 €
K* mit P(g) = a,P(g7").

Insbesondere ist die von P(G) erzeugte Teilalgebra wieder eine Algebra mit
Involution und die kanonische Involution der Clifford-Algebra iiberfiihrt auch die
kommutierende Algebra in sich.

Definition 3.1.23 Die Spinor Norm 6, : O(p) — K*/(K*)? ist definiert durch
,(c(s)) == N(s) fir s € I'(p) mit der Vektordarstellung o aus Definition 3.1.5.

Die Spinor Norm ist ein Gruppenhomomorphismus 6, : O(¢) — K*/(K*)? in
eine abelsche Gruppe vom Exponenten 2. Aus dieser Beobachtung erhélt man die
beiden folgenden trivialen Bemerkungen.

Bemerkung 3.1.24 Ist G < O(p) mit |G/G"| ungerade, so ist 0,(G) = {1}.
Bemerkung 3.1.25 Ist g € O(p), so ist 0,(g%) = 1.

Multipliziert man die quadratische Form mit ¢ € K*, so werden alle Spinor
Normen von Elementen der Determinante —1 in O(y) mit a multipliziert:

[ 0,(9) ge€O*(p)
Oap(9) = { aby,(g) g€ O(p) — 0T (p) °

Also ist nur die Einschrénkung der Spinor Norm 6, auf die spezielle orthogonale
Gruppe unabhingig von der Skalierung von .

Satz 3.1.26 Sei K ein total reeller Zahlkérper und g € O (p).

(1) Ist die Ordnung von g ungerade, so ist 0,(g) = 1.



3.1. Clifford-Algebren. 39

(i) Gilt g*> =1, so ist 0,(g9) = det(E_1(9), ¢ 5_,(g))-

(11i) (vgl. [Zas]) Sei die Ordnung von g gleich 2*. Fir 2 < i < a sei K; :=
K[( + Q;-l] und N; : K; — K die Norm. Fiir 2 < 1 < a bezeichne c; die
Anzahl der vorkommenden K -irreduziblen Darstellungen von {g), bei denen
g wie eine primitive 2'-te Finheitswurzel operiert. Dann ist

ecp(g) = H Nz(2 + CQ" + C;l)Cidet(E—l(g)’ q|E_1(g))'

=2

Beweis. (i) 6, ist ein Homomorphismus auf eine Gruppe vom Exponenten 2. Des-
halb ist 1 = 6,(1) = 6,(9°) = 0,(9)° = 0,(g), da die Ordnung o von g ungerade
ist.

(ii) Sei (vy,...,v) eine Orthogonalbasis des Eigenraums E_;(g) von g zum Ei-
genwert —1. Dann ist g = oy, ...0,, das Produkt der Spiegelungen entlang v;.
Deshalb ist 0,(g) = q(v1) ... q(ve) = det(E_1(9), qr_,(g))-

(iii) Schreibt man V' als eine orthogonale Summe irreduzibler K {g)-Moduln, so
berechnet sich die Spinor Norm von ¢ als Produkt der Spinor Normen auf den
einzelnen Komponenten. Man kann also annehmen, dafl V' ein irreduzibler K (g)-
Modul ist, so daf8 g als primitive 2-te Einheitswurzel operiert fiir ein 2 < i < a.
Uber K zerlegt sich K;®x V als K; (9)-Modul in [K; : K] verschiedene irreduzible
2-dimensionale konjugierte Moduln. Sei W ein solcher irreduzibler K;{g)-Modul
und ¢’ die Einschréinkung auf W der Fortsetzung von ¢ auf K; @ V' mit zugehori-
ger Bilinearform 0'(z,y) = ¢'(x +vy) — ¢'(z) — ¢'(y). Sei w € W mit ¢'(w) # 0. Ist
X? — tX + 1 das charakteristische Polynom von g auf W, so ergibt sich

W (w, wg) = b'(wg, wg*) =t (wg, wg) — V' (wg, w)
also V' (w, wg) = tq'(w) und ¢'(w + wg) = (2 + t)¢'(w). Damit folgt
9 = OwOwtwg

denn wWoyOytwy = —WOytwg = —w + (b(w, w + wg)/q(w + wg))(w + wg) =
—w+ 2+1)/2+1t)(w+wg) = wg und WGOKOYtwg = (WG — W) Ty 4wy = (WG —
tw)— (t+2—-2t—1?)/(2+t) (w+wg) = (wg—tw)+(t—1)(w+wg) = twg—w = wg?.
Da W ein irreduzibler K;(g)-Modul ist, ist (w,wg) eine Basis fiir W und deshalb
g = OyOywg auf ganz W.

Also ist die Spinor Norm von g € O ((W,¢')) gleich Ow,q4(9) = ¢ (w)q' (w +
wg) = (2+t)(¢'(w))* = (2+1¢) in K}/(K})?. t ist dabei die Spur von g auf W,
also ein zu (9 + C{il Galois-konjugiertes Element.

Sei H ={h; =1,...,hy} die Galoisgruppe von Kj; iiber K. Die Automorphis-
men h; operieren auf K; @ V' durch h; ® id. Sei w; := w, v; := w + wg und fiir
j=1,...,ssel wj:= wi” und v; := v?j. Da V ein irreduzibler K(g)-Modul ist,
ist (w;,v; | 1 <j <s)eine K;-Basis von K; @ V.
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Die Abbildung K; ®x V — K; @ Ck(¢) : A® v — A ® v definiert we-
gen der universellen Eigenschaft von C'((K; ®k V, ¢)) einen Algebrenisomorphis-
mus C((K; ®x V,q)) = K; ®x C(p). Dieser ist mit der Operation von H und
auch mit der kanonischen Involution z — x* vertriglich. Nun liegt wiv; ... w,v,
im Fixraum der Operation von H auf C((K; ®k V,¢)). Also liegt das Bild in
Fizg(K; ®x C(p)) = C(p).

Da a(wqv; . .. wsvs) = g ist, ist also die Spinor Norm

0,(9) = H(q'(w1)Q'(Ul))'” = H(Q'(w1)hj)2(2 +1)" = N2+ G + ')
als Element von K*/(K*)? O

Folgerung 3.1.27 Sei G < O(yp) eine perfekte Untergruppe der orthogonalen
Gruppe von . Fir jedes v € G mit 2*> = 1 ist d((E_1(z), qp_.(z)) = 1. Liegt
insbesondere —id € G, so ist d(p) = 1.

Das niichste Ergebnis erhiilt man auch aus Satz 3.4.2 bzw. [Turl].
Folgerung 3.1.28 Gibt es ein x € O(p) mit > = —id, so ist d(p) = 1.

Beispiel

Sei G := U;(5), V der 21-dimensionale irreduzible QG-Modul und ¢ eine reguléire
G-invariante quadratische Form auf V. Sei z € G ein Element der Ordnung 8.
Aus der Charaktertafel von G erhélt man, dafl die homogenen Komponenten
Us, Uy, Uy und U; von z auf V auf denen x wie eine primitive 8-te, 4-te, 2-te
Einheitswurzel bzw. trivial operiert von der -Dimension 8, 6, 4 bzw. 3 sind.
Dann gilt da G perfekt ist: d((Us, qu,)) = 1- (Q*)?, d((Us, qu,)) = 1- (Q*)? und
d(Us: o)) = 2+ (@)

3.1.3 Der Brauer-Wall-Ring.

In diesem Abschnitt sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und ¢ = (V,q)
ein regulérer quadratischer Raum iiber K. Es werden Rechenregeln fiir die Inva-
rianten von orthogonalen Summen und Tensorprodukten quadratischer Rdume
entwickelt, die spiter in den Beispielen zur Anwendung kommen. Das Verhalten
der Invarianten quadratischer Rdume unter orthogonalen Summen wird durch
die Addition in der Brauer-Wall-Gruppe beschrieben (vgl. [Scha, Seite 81]). Die
Formel fiir die Invarianten von Tensorprodukten definiert eine Multiplikation auf
einer Untergruppe dieser Gruppe, die diese zum Brauer-Wall-Ring macht. Fiir
algebraische Zahlkérper K kann man den Witt Ring W (K) in einen nur unwe-
sentlich grofleren erweiterten Brauer-Wall-Ring einbetten, in dem man sehr leicht
rechnen kann.
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Obwohl die Betrachtungen in diesem Abschnitt unabhingig von der Operati-
on von G auf (V,q) sind, wird das erste Ergebnis unter Beriicksichtigung einer
Gruppe formuliert. Um mit den Rechenregeln fiir die Clifford-Invarianten von
orthogonalen Summen etwas iiber die Clifford-Algebren als G-Moduln fiir (endli-
che) Untergruppen der orthogonalen Gruppe aussagen zu konnen, bendtigt man
nicht nur die Klasse der Clifford-Algebra in der Brauer-Gruppe, sondern expli-
zite Isomorphismen. Es gilt der folgende Satz, von dem Teil (i) schon bei [Frd]
bewiesen ist.

Satz 3.1.29 Seichar(K) # 2. Seien ¢ = (V,q) und v = (W, ') requlire quadra-
tische KG-Moduln der Dimension n bzw. m. Seien Dy und Dy, die eindimensio-
nalen KG-Moduln auf denen G durch die Determinante auf V bzw. W operiert.
Es bestehen die folgenden Isomorphismen von G-Moduln:

(i) Sind n und m gerade, so ist C(p L ) = C(p) @ (C(d+(p)y) @ Dy).

(1t) Colp L) = Co(p) @ (C(—d+(p)y) ® Dy), falls n ungerade und m gerade
15t.

(111) Ce L ) = Coe) ® Co(v) @ (w), falls n und m ungerade sind.
Hier operiert G auf(%) =(1,a,b,ab | a® = ds(p),b? = d+(¢¥),ab =
—ba) durch 1y :=1, a7y := det(yv)a, by := det(yw)b und
aby = det(yy)det(yw)ab fir alle v € G.

Beweis. (ii) Es ist Co(p L 9) = Co(p) ® Co(v0) & C1(¢) @ C1(1)) als Teilalgebra
des graduierten Tensorprodukts. Die zentral einfache Algebra Cy(¢y) ist eingebet-
tet in Co(p L 1) als Cy(p) ® K. Der Zentralisator ist Z := Ccyp14)(Co(y)) =
K®Cy() Bvy...v,K®Ci(1h), wo (v1,...,v,) eine Orthogonalbasis von ¢ ist.
Die Abbildung g : W — Z;w — vy ...v, ® w von W in die K-Algebra Z erfiillt
g(w)? = —d+(p)¢'(w) fiir alle w € W. Wegen der universellen Eigenschaft der
Clifford-Algebra gibt es einen Homomorphismus C((W, —d+(¢)q")) — Z, der die
Erzeuger w von C((W, —d+(p)q')) auf Erzeuger g(w) = v; ... v, ®w von Z abbil-
det. Aus Dimensionsgriinden ist dies ein Isomorphismus. Die G-Operation erhilt
man, da (vy...v,)y = det(yy)v: ... v, fiir alle y € G gilt.

(iii) Das Tensorprodukt der zentral einfachen Algebren Cy(p) ® Cy(v)) ist einge-
bettet in C(¢p L 1) = C(p)®C(2). Sei (v1,...,v,) eine Orthogonalbasis von ¢
und (wy, ..., w,) eine Orthogonalbasis von 9. Sei z, := v; ...v, € Z(C(y)) und
Zy = W1 ... Wy € Z(C(¢)). Der Zentralisator Z von Cy(¢) ® Co(v) in C(¢ L 1)
hat eine K-Basis (1® 1,2, ® 1,1 ® 2y, 2, ® 2,,). Die Elemente erfiillen genau die
Relationen der Quaternionenalgebra (%). Die G-Operation folgt wie in
(ii). O

Bemerkung 3.1.30 Aus dem Satz erhdlt man durch Induktion, daf$ die Clifford-
Invariante eines requliren quadratischen Raumes (V,q) iber R genau dann nicht
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trivial ist, wenn die Signatur = 3,4,5,6 modulo 8 ist.

Insbesondere bestimmt die Dimension eines total positiv definiten Raumes tber
einem total reellen Zahlkirper K die Clifford-Invariante € Bry(K) an allen reel-
len Stellen von K.

Die nachstehende Folgerung ergibt sich auch direkt aus der Definition der
Hasse-Invariante.

Folgerung 3.1.31 Die Hasse-Invariante von ¢ L 1 ist
s(e L ¥) = s(p)s(¥)(d(), d(¥)).

Eine solch scharfe Aussage wie fiir die Clifford-Algebren orthogonaler Summen
habe ich fiir Clifford-Algebren von Tensorprodukten nicht gefunden. Mit Hilfe der
Hasse-Invariante (vgl. Definition 1.2.8) 148t sich allerdings die Clifford-Invariante
des Tensorprodukts als Element der Brauer-Gruppe von K bestimmen.

Lemma 3.1.32 (vgl. [Kit]) Seien char(K) # 2 und ¢ und v reguldre bilineare
Rdume tiber K der Dimension n bzw. m. Die Hasse-Invariante von ¢ ® ¥ ist

s @) = s()™s()"(d(w), dw)) B (d(p), d(9)) 3 (d(p), d())"™ .
Beweis. Sei ¢ 2 day,...,a,9 und ¢ =4by, ..., b,9. Dann ist

Y %'“é(hbh oo Qb by, .. ,anbm)o .

Die Hasse-Invariante von ¢ ® ¢ berechnet sich damit als

5(90®1/)) = H( H HH a]bzaakbl H H a/]blua/]bl

[1CTT (@dw). apdee)) - ag,a) @) - T ) TT (i b))

P = [Tty a)r TT (e d@ [T 007 T (et

Da jedes (aj, d(w)) im Produkt in der eckigen Klammer genaun—j+j—1=n—1
mal als Faktor vorkommt und analog jedes (a;,b;) im 2. Produkt genau m — 1
mal vorkommt, ergibt sich P als

m

P = H aj, d($)"" "V [ (a5, )™ = (d(w), d(x))m D+,
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Daraus folgt die Behauptung, da m(n — 1) + (m — 1) = mn — 1. O
Sei [¢(g)] die Clifford-Invariante des reguldren quadratischen Raums ¢ und

di(p) = (—1)(g)d(g0) die Diskriminante von ¢, wobei n = dimg () ist.

Satz 3.1.33 Sei char(K) # 2 und ¢ und v reguldre bilineare Riume iber K der
Dimension n bzw. m. Die Clifford-Invariante von ¢ ® v ist

el ® ¥)] = [e(@)]™[e(W)]" (d= (), dux (1))

Beweis. Nach [Scha] ist

1 m=1,2 (mod 8)

—1,—d m=3,4 (mod8
(=50 (7" mess meds)

(-1,d(¢)) m=7,8 (mod 8).

Setzt man in der Formel fiir die Hasse-Invariante des Tensorprodukts anstelle
von s die Clifford-Invariante c ein, so ergibt sich ein Fehler f. Diesen kann man
durch Fallunterscheidung geméifl der Kongruenzen von n und m modulo 8 (es
geniigt n und m modulo 4 zu kennen) ermitteln:

0 1 2 3

01 1 1 1

11 1 1 (—1,d())
21 1 —1,-1)| (-1,-1)
3| 1] (=1,d(¥)) | (=1,=1) | (=1, d(p)d(¢))

Dabei sind in der ersten Zeile die Werte von m modulo 4, in der ersten Spalte
n modulo 4 und in den iibrigen Positionen der jeweilige Wert von f angegeben.
Ist zB.n=3 (mod4) und m=1 (mod 4), so ist

(—1,—d(¢)d(¥))) mm =3 (mod 8)
elp@v)] =s(¢®Y)- { 1 d@d) nm=1 (mod$)

Durch Unterscheidung der 4 Fille von (n,m) modulo 8 findet man

e = [e@ietw] = s(elste - { (] i) 7 =3 (mod®

Also ergibt sich f in dem Fall als (—1,d(¢)). Analog beweist man die anderen
Eintrége in der Tabelle.
Also gilt

f = (=1,d(0))™ () (=1, d ()™ () (~1, —1)m=DE) (),
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Nun gilt

(de (), dx () = (d(p), d(¥))(—1, (1)) 2 (=1, d()) (3) (—1, =) B) ().

Mit Hilfe der bekannten Rechenregel (z,z) = (—1,z) (vgl. [Scha, Corollary
2.11.13]) erhilt man

[e(p ® )] = [e(D]™ ()] (), d(w)) &) (d(), d(0)) ) (d(), d(w))™™ - | =

[e(@)™ ()] (d(w), d() ) (d(p), d()) ().
(), d())"™ " (—1, =)D E) (),

Da man in einer Gruppe vom Exponenten 2 rechnet, ergibt sich die Behaup-
tung. 0

Bemerkung 3.1.34 Ist n = dim(p) = 1, also ¢ =2 d4a9, so erhdlt man, da dann
c(p) = K ist,

[e(a)] = [e(¥)](a, da ()™
Dies ist gerade die Aussage von [Lam, 5.(3.16)].

Durch die Multiplikation in Satz 3.1.33 kann man auf einer Untergruppe der
additiv geschriebenen Brauer-Wall-Gruppe (vgl. [Scha, p. 81]) eine Multiplikation
einfithren, die diese zu einem Ring macht.

Definition 3.1.35 Sei K ein Korper. Bezeichne Brg({() die mazimale Unter-
gruppe vom Ezponenten 2 in der Brauer-Gruppe der Aquivalenzklassen zentral
einfacher K-Algebren. Der Brauer-Wall-Ring BW (K) von K ist definiert als

BW (K) = Bry(K) x Z/27 x K*/(K*)?
mit der folgenden Addition
(00) (Cla 0, dl) + (02; O,dz) = (Cch(dla dz), 0, d1d2)

(01) (Cla 01 dl) + (CZ’ 1a d2) = (clcQ(dla _dQ)a 1; dle)
(11)  (c1,1,d1) + (c2,1,d2) = (c1ca(dy, d2), 0, —d:1d3)
und der Multiplikation

(M) (c1,e1,dr)(ca, €2, do) = (c765' (di, do) > eren, d°d3')
fiir alle (¢1,€1,d1), (co,€9,dy) € BW(K).

Satz 3.1.36 BW(K) ist ein kommutativer Ring mit Eins.
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Beweis. Es ist wohlbekannt, dafl die Addition eine kommutative Gruppenstruktur
auf BW(K) definiert (vgl. [Scha, Theorem (2.12.9)]). Es bleibt also zu zeigen,
dafl die Multiplikation kommutativ, assoziativ und distributiv ist. Das Einsele-
ment von BW(K) ist ([K], 1,1). Die Kommutativitit ist klar, da die Formel (M)
symmetrisch in den Indizes 1,2 ist.

Die Assoziativitat der Multiplikation zeigt man durch Nachrechnen:

((c1, €1, d1)(ca, €2, da))(c3, €3, ds) = (¢i2¢5' (dv, d2) ">, ere0, d2d5!) (c3, €3, d3) =

€2€3 €1€3 €1€3 eiezxesztes [ je2 jei erezez+1 exe3 jeies jeiez

Da e? = e gilt in dem Ring Z/27Z ist
(dl, d2)€1€2€3+€3 (d?d;l, d3)ewzea+1 = (dl, d2)€1€2€3+€3 (dl, d3)e16283+62 (d2’ d3)€162€3+61'

Also ist das Ergebnis invariant unter allen Permutationen der Indizes 1,2,3. Dar-
aus folgt die Assoziativitit wegen der Kommutativitét.

Die Distributivitdt kann man ebenso in den einzelnen Fillen nachrechnen. Mul-
tipliziert man z.B. die Gleichung (01) mit (c, e, d) so erhélt man auf der rechten
Seite

(C(Clcz)e(dl, _dQ)e(d, d1d2)e+1, €, (dldg)ed).

Die distributiv ausmultiplizierte linke Seite ergibt:
(cfl3 (d’ dl)a Oa di) + (C(CZ)e(da d2)e+1a €, ddg) =

(c(d,dydy),0,d) fallse =0
{ (cerea(d, dy)(dy, —dds), 1,d1dad)  fallse=1 °
Da (d, dl)(dl, —ddz) = (d, dl)(dl,d) (dl, —dz) = (dl, —dz) gﬂt, fO]gt die Distribu-
tivitdt im Fall (01). Die anderen Fille gehen analog. O
Geméf [Scha, Theorem 2.12.9] ist fiir char(K) # 2 das Tupel (Clifford-Invariante,
Dimension modulo 2, Diskriminante) ein Homomorphismus von der Wittgruppe

von K in die additive Gruppe von BW (K). Wegen Satz 3.1.33 ist dieser sogar
ein Ringhomomorphismus:

Satz 3.1.37 Sei K ein Korper der Charakteristik # 2. Das Tupel (Clifford-
Invariante, Dimension modulo 2, Diskriminante) definiert einen Ringhomomor-
phismus

w: W(K) = BW(EK) : (V,q) — ([c(V,q)], dim(V) + 2Z, d.(V, q)).

Beweis. Da ¢(V, ¢) ein Produkt von Quaternionenalgebren ist (vgl. [Scha, Theo-
rem 9.2.10]) liegt [¢(V, ¢)] in Bry(K). Also ist w ein Gruppenhomomorphismus
zwischen den additiven Gruppen der Ringe, nach [Scha, Theorem 2.12.9]. Wei-
ter gilt fiir zwei regulire quadratische Rdume (V7, ¢;) und (1%, ¢2) der Dimension
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n1 bzw. ny iiber K, daB do(Vi ® Vo, 1 @ g2) = (—1)("57)d(Vi @ Vo, 1 ® go) =
(=) ()2 (1) () g(vy, qr)m2d(Ve, g2)™ = da(Vi, @) die(Va, @2)™, da
ning(ning — 1) = nyng(ny + ne +2)  (mod 4). Also folgt mit Satz 3.1.33, daB w

ein Ringhomomorphismus ist. U

Seien nun K ein algebraischer Zahlkorper und o4, ..., o, die Einbettungen von
K in der Kérper R der reellen Zahlen. Nach [Has] gilt: Zwei quadratische Formen
iiber K sind isometrisch, genau dann wenn sie
e die gleiche Dimension
e die gleiche Determinante
e die gleiche Clifford-Invariante € Bry(K)

e die gleichen Signaturen fiir alle 0;, 1 <17 < s,
haben.

Nun ist die Signatur eines regulidren quadratischen Raums immer kongruent
zu seiner Dimension modulo 2. In W (K) ist natiirlich nur die Dimension modulo
2 wohldefiniert.

Definition 3.1.38 Sei K ein algebraischer Zahlkorper mit s > 0 reellen Einbet-
tungen. Sei E = {(x¢,x1,...,25) € Z/2L X Z* | z; = z; (mod 2) fiir alle 0 <
i,j < s}. E wird zu einem Ring durch komponentenweise Multiplikation und
Addition. Definiere die Abbildung p: E — Z/2Z : (zg,x1,...,%s) — Ig.

Der erweiterte Brauer-Wall-Ring BW (K) ist definiert als Bro(K)x Ex K* /(K*)?
mit der folgenden Addition

(cica(dy, d2), €1 + ez, d1dy) falls p(e1) = p(e2) =0
(Cl, €1, d1)+(02, €9, dg) = (Clcz(dl, —dg), e + €9, dldg) falls p(el) = 0, p(€2) =1
(c1e2(dy, da), €1 + e, —d1d2)  falls p(er) = plex) =1

und der Multiplikation

(M) (c1,e1,d1)(ca, €2, da) == (DB (dy, dy)PEPEH gy, b\ )
fiir alle (cy, e1,dy), (ca, €2,ds) € BW(K).
Satz 3.1.39 BW(K) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 3.1.36. 4

Satz 3.1.40 Sei K ein algebraischer Zahlkirper. Das Tupel (Clifford-Invariante,
Dimension modulo 2, Signaturen, Diskriminante ) definiert einen Ringmonomor-
phismus w : W(K) — BW(K) :

(V’ q) = ([C(‘/a Q)]’ (dzm(V) + QZ’ Sign(o-i(va Q))); d:l:(‘/a q))
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Beweis. w ist wohldefiniert, da w nach Satz 3.1.37 wohldefiniert ist und die Si-
gnaturen von hyperbolischen Rdumen alle 0 sind. Wie im Beweis von Satz 3.1.37
zeigt man, dal @ ein Ringhomomorphismus ist. Nach [Has, Satz 1,2,3], sind
die Dimension, Determinante, Clifford-Invariante und Signaturen beschreibende
Invarianten fiir die Isometrieklasse einer quadratischen Form {iber K. In W (K)
kann man die Dimension durch Addition und Subtraktion hyperbolischer Ebenen
um gerade ganze Zahlen beliebig verdndern. Also geniigt die Dimension modulo
2, neben den anderen 3 Invarianten zur Beschreibung eines Elements von W (K).
Also ist w injektiv. O

Nach [Has, Satz 4] kann man die Invarianten (c,e,d) € BW (K) nicht ganz
beliebig vorschreiben.

Satz 3.1.41 Das Bild von 1w besteht aus den Tupeln (c,e,d) € BW(K), fir die
an allen reellen Stellen v;,1 =1,...,s von K gilt:

vi(e)=1&¢=-1,0,1,2 (mod 8)
vi(d) >0 ¢e;=0,1 (mod 4)

Bemerkung 3.1.42 Fir den Spezialfall K = Q findet man in [DHM] eine ana-
loge Beschreibung des Wittrings W(Q).

3.2 Gruppenalgebren als Algebren mit Involu-
tion.

Ist K ein Korper der Charakteristik 0, so ist die Gruppenalgebra K G einer endli-
chen Gruppe G eine halbeinfache Algebra, auf der das Invertieren der Gruppen-
elemente eine Involution ° induziert. Die orthogonalen K G-Moduln entsprechen
gerade den KG-Moduln mit einer (K@, °)-kovarianten Form (im Sinn von De-
finition 1.3.1). Den Typ der Involution auf den einfachen involutionsinvarianten
Summanden von KG (vgl. Definition 3.2.5) kann man an dem Schur-Index des
zugehorigen Charakters von G ablesen (Satz 3.2.10). Dies erméglicht eine erste
grobe Klassifikation der orthogonalen KG-Moduln. Hauptziel dieses Abschnitts
ist jedoch die Entwicklung von Produktformeln in Folgerung 3.2.13 und Satz
3.2.19.

3.2.1 Halbeinfache Algebren mit Involution.

Sei K ein Korper und A eine zentral einfache K-Algebra mit einer Involution °

A — A, also einem Ringantiautomorphismus der Ordnung < 2. Dann induziert
° einen Korperautomorphismus der Ordnung < 2 von K = Z(A). Sei K :=
Fiz(° k) und A = D"*" fiir eine K-Divisionsalgebra D. Die Involution auf K
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kann nach [Scha, Corollary 8.8.3, Theorem 8.10.1] zu einer Involution —auf D
fortgesetzt werden. Dann ist  — Z'" eine Involution auf D"*" = A, die ° auf
dem Zentrum K induziert. Nach dem Satz von Skolem und Noether gibt es also
ein H € A* mit a° = Ha" H™!, fiir alle a € A. Da die Ordnung von ° < 2 ist,
gilt HH")™! =: 2 € K. Wegen (H°)° = (zH™')° = 2zH gilt 2z = 1. Also ist 2
im Fall K = Kt eine 2-te Einheitswurzel z = +1. Im Fall K # K*, kann man
nach Satz Hilbert 90 die Form H durch Multiplikation mit zentralen Elementen
so abidndern, dafl z = 1 ist.

Bemerkung 3.2.1 Ist A eine einfache Algebra mit Involution °, so ist fir alle
a € A das requlire und das reduzierte charakteristische Polynom von a gleich
dem von a°. Deshalb stimmen die requlire und reduzierte Norm und Spur von a
und a° tberein.

Fiir explizite Berechnungen ist es hilfreich, hermitesche Formen zu diagonali-
sieren.

Proposition 3.2.2 ([Knu, I. Proposition (6.2.4)],[Scha, Theorem (7.6.3)]) Sei ™
eine Involution auf der Divisionsalgebra D, yp = +1 und H = ,uﬁtr € D™ inver-
tierbar. Ist — nicht trivial oder p = 1 und char(D) # 2, so ist H diagonalisierbar,
d.h. es gibt eine invertierbare Matrixz T € D™*™ mit THT" = diag(hy, ..., hy).

Definition 3.2.3 Sei ~ eine Involution auf der Divisionsalgebra D, u = +1 und
H= ,uﬁtr € D™ invertierbar.

(i) Im Fall y = —1 und — = id heifst H symplektisch.

(11) Sei K = Z(D) das Zentrum von D und i* = dimg (D). Vermdge der re-
guldren Darstellung p wird D zu einer Teilalgebra von K#nxin_ Die regulare
Determinante det,e, : D™*" — K ist definiert als det,eq(z) = det(p(z)) fir
alle v € D™*".

(11i) (vgl. [Rei, Section 9]) Sei L ein Zerfillungskdrper von D und D™ " als
K -Teilalgebra von 6(D™™) C L™ ™ gufgefafSt. Die reduzierte Determinante
detreq : D — K ist definiert als detpeq(x) := det(6(x)) fiir alle x € D™™.

Es gilt det,cq(z)" = detyeg().

[e}

Bemerkung 3.2.4 Sei A eine K-Algebra mit Involution
(i) L(A, °):={z € A|z° =—x} ist mit [x,y] := vy — yx eine K-Liealgebra.

(i) F(A, °):={x € A|z°=x} ist mit x-y := zy+yx eine K-Jordanalgebra.
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Ist A = D™ eine einfache Algebra mit Involution iiber einem p-adischen
Koérper K = Z(A), so ist D entweder kommutativ oder eine Quaternionenalgebra
iiber K ([Kne, Proposition 4.1.1]). Im ersten Fall ist schon durch ° festgelegt
und im zweiten Fall ist X = K* und man kann ~— als die kanonische Involution
auf D wiahlen. Man erhilt also die folgende Einteilung der einfachen Algebren
mit Involution iiber p-adischen Korpern:

Definition 3.2.5 Mit den obigen Bezeichnungen sei H = +H" € A* mit a° =
Ha'""H™'.

(i) Ist D= K = K™ und H = H", so heifit (A, °) orthogonal.
(ii) Ist D= K = K™ und H=—H", so heifit (A, °) symplektisch.
(i1i) Ist D = K # K™, so heifit (A, °) unitar.

(iv) Ist D # K = K* und H = H', so heifit (A, °) hermitesch.

(v) Ist D# K = K+ und H= —H", so heifit (A, °) schiefhermitesch.

Indem man zu einem Erweiterungskorper von K iibergeht und geeignete Stan-
dardsituationen betrachtet zeigt man leicht das folgende Lemma.

Lemma 3.2.6 Sei K eine endliche Erweiterung von Q,.

(i) Ist (A, °) orthogonal, so ist dimy+(F (A, °)) = in(n+1) und

dimg+(L(A, °)) = 3n(n —1).

(it) Ist (A, °) symplektisch, dann ist dimg+(F (A, °)) = in(n —1) und
dimg+(L(4, °)) = in(n+1).

(111) Ist (A, °) unitir, dann ist dimg+(F(A, °)) = dimg+(L(4, °)) = n%

(iv) Ist (A, °) hermitesch, so ist dimg+(F(A, °)) = 2n®> —n und
dimg+(L(A, °)) = 2n? + n.

(v) Ist (A, °) schiefhermitesch, so gilt dimg+(F(A, °)) = 2n? + n und
dimg+(L(A, °)) = 2n? —n.

3.2.2 Gruppenalgebren.

Es werden allgemeine Betrachtungen fiir Gruppenringe K G endlicher Gruppen
iiber einem Korper der Charakteristik 0 aufgestellt, die im wesentlichen be-
nutzen, dal G eine Orthonormalbasis beziiglich der Bilinearform 7" : (a,b) —

HF'Sp,eg(ab") auf KG ist. Daraus erhilt man Produktformeln, die spéter in den

Beispielen zur Uberpriifung der Ergebnisse verwendet werden kénnen.
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Bezeichnungen 3.2.7 Fliir diesen Abschnitt werden die folgenden Bezeichnun-
gen festgelegt. Sei K ein Korper der Charakteristik 0 und G eine endliche Gruppe.
Die Gruppenalgebra KG hat eine natiirliche K-lineare Involution ° definiert
durch

g ¢° =g ! fir alle g € G.
Die Bilinearform T auf KG ist definiert durch
1

T(a,b) := I

SPreg(ab®)

wo SPreq die requlire Spur auf KG bezeichnet. Sei
KG2@!_ A 2@l D
fiir K-Divisionsalgebren D; mit Zentrum K; := Z(D;). Sei
t; := [K; : K] und m? = dimg, (D;).

Sei V; der einfache A;-Modul.
Sei
T; = n;my;
der Charaktergrad eines absolut irreduziblen Charakters von G zu V.

Sei A = A; firl < i <7 und Ajﬂ- = Ay_j1 fir 1 < j < %55, Sei nun

1 < <r. Dann induziert ° eine Involution auf A;. Diese ist gegeben durch eine
wi-hermitesche Form H; (bzgl. jeder beliebigen Involution auf D;, die mit ° auf
K; dbereinstimmt) auf V; fir ein p; = £1 (vgl. [LeT, Lemma 1], [Scha, p. 302]).
Sei K := Fiz(° k;). Seien die A; so geordnet, dafi H; nicht symplektisch ist
fir 1 < i <t und symplektisch fir t +1 < i < r. Fir h,h' € D; — {0} sei
(D, Spp) == (D, S,(LI,?) der bilineare K -Vektorraum
(Di, Shp) = (Dy, (z,y) = (SPred) p:/x (Thyh'))
wo SPreq die reduzierte Spur ist. Seien
di = d(DZ, 51’1) und S; = S(DZ’, 51’1)

die Determinante und Hasse-Invariante.

Bemerkung 3.2.8 (i) G ist eine Orthonormalbasis von (KG,T).
(i1) Die regulire Spur von A; ist das x;-fache der reduzierten Spur.
(i) Ist A7 # A;, so ist (A + A7, Tja,;ya2) hyperbolisch.

(iv) ([LeT, Corollary 1]) Ist A} = A; und H; symplektisch, so ist (A;,Tja;)
hyperbolisch.
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(v) Ist K = Q oder ein anderer total reeller Zahlkdrper, so ist A; = A; fir alle
t und ° |k, die kompleze Konjugation auf K;. Ist ° |k, = idg, (also K;
total reell), so ist nach dem Satz von Brauer und Speiser D; entweder eine
Quaternionendivisionsalgebra tiber K; oder D; = K;. Dann wihle als die
kanonische Involution von D;.

(vi) Ist K ein p-adischer Korper und A; = A;, so ist D; entweder kommutativ
oder eine Quaternionenalgebra. Im ersten Fall bestimmt ° die Involution
~auf D;, im zweiten Fall ist ° |k, = idk, und  sei als die kanonische
Involution von D; gewdhlt.

Bemerkung 3.2.9 (i) Ist a die Anzahl der Elemente der Ordnung < 2 in G,
so ist dimkg L(KG, °) = 3(|G| — a) und dimgF(KG, °) = (|G| + a).

0 D;=C
(i) Sei K=Rundy;:=¢ 1 D;=R .

Dann ist dimg(F(A;, °)) = 32i(%;+vi) und dimg(L(A;, °)) = sxi(z; — v5).

(i) Aus (i) und (i) und der Tatsache daff Y ;_, 2? = |G| ergibt sich die wohl-
bekannte Formel Y, | x;v; = a.

Vergleicht man die Dimensionen mit denen aus Lemma 3.2.6, so erhilt man

Satz 3.2.10 Sei K = Q,, A = D™ ein involutionsinvarianter einfacher Sum-
mand von KG und x ein absolut irreduzibler Charakter von G mit x(A) # 0.
Seien s« und s, der reelle bzw. p-adische Schur-Index von x, L = Z(A) der
Charakterkorper von x und Lt = Fiz( ° ).

(1) (A, °) ist orthogonal, genau dann wenn L = LT und s, = s, = 1.

(it) (A, °) ist symplektisch, genau dann wenn L = LY, s, =1 und so = 2.
(11i) (A, °) ist unitdir, genau dann wenn L # L.

() (A, °) ist hermitesch, genau dann wenn s, = s, = 2.

(v) (A, °) ist schiefhermitesch, genau dann wenn s, =2 und s, = 1.

Fiir Gruppenalgebren kann man folgenden Satz ausnutzen, um aus der Tat-
sache, daf fiir jeden Korper K der Charakteristik 0 Determinante und Hasse-
Invariante der halbeinfachen Algebra (KG,T) trivial sind, Produktformeln zu
erhalten.
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Satz 3.2.11 ([LeT, Proposition 1]) Sei A = D" " eine einfache Algebra tber
einem Korper K der Charakteristik # 2, eine Involution auf D, u = £1 und
°:A— Aja Ha"H™' die durch die p-hermitesche Form H = pHY auf dem
einfachen A-Rechtsmodul V' induzierte Involution auf A. Der D-Linksmodul V
wird durch ~ auch ein D-Rechtsmodul. Dann ist (A, (a,b) — Sprea(a®h)) isome-
trisch zu

(V ®p V, (xl QY1, T2 ® y2) — (Spred)D/K(H(-Tl, xQ)m))
Folgerung 3.2.12 Mit den Bezeichnungen aus 3.2.7 set o := ZE try iy und
ﬁ = Z;:H—l tix;. Firl <i <t se:

L (Sprea) pyy ¢ (Hi(r, v2) Hy(wr, ).

Yi = (V; ®D¢ Vz’,(?}1®w1,1}2®w2) —> ‘G|

Dann ist
(KG,T) =L, ¢i L Hogyp(K).

Da die Determinante von (KG,T) gleich 1 ist, folgt daraus, dafi das Produkt
der Determinanten der reguliren bilinearen rationalen Riume ; in (—1)+5/2(K*)?
ist.

Sei 1 <4 <t fest und (v, ...,vy,) eine D;-Basis von V; mit H;(v;, v;) = h;dy;
(vgl. Proposition 3.2.2). Dann ist h; = p;h; und

TN,

901' |G| J‘?Zl 1 (D'L’Sh]ah'l)

Die Determinante von Sp, p, ist

d(Shj,hz) = (Nreg)Di/K(hjhl)di-
Also ist

d(pi) = (Nreg)Di/K(,Ui) (|g|)tlzld (K*)2 = ,U:mlm (|G:|)tmd (K*)2

Folgerung 3.2.13 Mit den Bezeichnungen von oben ist
t

Ti \tiqg; n? tingm? a+Z *
[T =it (-1)% e (s
=1

Ebenso kann man ausnutzen, daf die Hasse-Invariante von (KG,T) trivial ist.
Lemma 3.2.14 Sei eine Involution auf der Divisionsalgebra D und h,h' €

D — {0}. Dann ist (D, Sy ) isometrisch zu (D, Sy p).
Ist h € Z(D), so ist (D, Sh) isometrisch zu (D, S11).
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Beweis. Sind z,y € D, so ist

(Spred)D/Q(i'hyﬁl) = (Spred)D/Q(h,ng) = (Spred)D/Q(xhlgB)-

Also ist die Involution eine Isometrie zwischen Sj, 4 und Sp .
Ist h € Z(D), so ist die Multiplikation mit h eine Isometrie zwischen (D, Syp)
und (D, Sl,l)- O

Im schiefhermiteschen Fall gilt im allgemeinen nicht Sj j, ~ S 1:

Lemma 3.2.15 Sei D eine Quaternionenalgebra mit Zentrum K und kanoni-
scher Involution . Sei h € D mit h = —h, —a = hh € K*. Dann ist die
Hasse-Invariante s(D, Sy ) = [D](—1,—1)k(a, —1)k = (a, —1)ks(D, S11).-

Beweis. Sei D = (“7”), mit Basis (1, h, j, hj), wo hj = —jh. Dann ist S;; =
42, —2a, —2b, 2aby und deshalb

s(D, S11) = (2,2)k(—2a, —a)k (—2b,2ab) k = (—1,—1)k(b, a)k,
da (2,2)k = (2,-1)k = (2,1 — 2)x = 1 gilt. Weiter gilt
Shn 24— 2a,2a®, —2ab, 2a*k = 42, —2a, 2b, —2abd
mit Hasse-Invariante
s(D, Shp) = (—2a,—2a)k (2, —a)k (—2ab, 2b) k = (=1, —1)k (b, a)k (—1,a) k-

0

Folgerung 3.2.16 Sei im letzten Lemma K ein p-adischer Kdrper mit Ezpo-
nentenbewertung v. Gilt —1 € (K*)* oder p # 2 und v(hh) = 0, so0 ist Spp
isometrisch zu S11.

Beweis. Unter den Voraussetzungen ist (—1, hh)x = 1. Also haben S, und S 3
die gleiche Hasse-Invariante. Die Determinante beider quadratischer Formen ist
ein Quadrat. Da Dimension, Hasse-Invariante und Determinante charakterisie-
rende Invarianten regulidrer quadratischer Formen iiber K sind, folgt daraus die
Isometrie. O

Satz 3.2.17 Sei K ein Korper der Charakteristik 0, L eine endliche Erweiterung
von K vom Grad n := [L : K|. Sei D eine Quaternionenalgebra mit Zentrum L
und kanonischer Involution . Sei h € D mit h = —h, —a = hh € L*. Dann gilt
fiir die Hasse-Invarianten der reguldren quadratischen K-Rdume

s(D, 8\)) = (Nijx(a), —1) xs(D, S{7).
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Beweis. Da Sﬁ) >~ ¢2, —2a, —2b, 2aby und S}(LL,Z &~ ¢2, —2a, 2b, —2aby gibt es also n-
dimensionale K-quadratische Formen Ay, ..., A4 mit Sg) A, 1 A1 Ay 1L Ay
und S’(L{}(L) = A1 1 A2 1 —A3 1 —A4. Es gllt d(Ag)d(A4) = NL/K(_a) (K*)2
Nach den Rechenregeln fiir die Hasse-Invariante orthogonaler Summen (Folgerung
3.1.31) findet man

s(SS8)) = s(SY) (=1, —1)% (=1, Npyx(—a)) ik = s(SU) (~1, Ny (@) k. O

Folgerung 3.2.18 Sei K eine endliche Erweiterung von Q,, 1 < i < t und
WYi = (Aza (way) = %‘Spred(xyo))'

(i) Ist H; nicht schiefhermitesch, so ist die Hasse-Invariante von @; gleich

Si = s(pi) = 57" (detreqg(H;), _1)K(@’ i G|’

(ii) Ist H; schiefhermitesch, so ist die Hasse-Invariante von @; gleich

S = sli) = 57 (detrual H), ~ D) (g, ) (2, <D,
G G
Beweis. Wie eben sei H; ~ diag(hi, ..., hy,) eine Diagonalisierung von H;. Dann
ist
i = g L (Di, Sh;n) = @(J-lgjdﬁni (Shj b L Shiny) L1551 Shyy)-

Nun ist nach Lemma 3.2.14 Sp, 5, = Sy, p;, und deshalb fiir alle 1 < 7 < < n;
d(Shj,hl 1 Shl,hj) =1 und S(Shj,hl 1 Shl,hj) = (_LNreg(hjhl)di)- Da

ng
7 n;—1
[ hh=]]"
1<j<i<n; j=1

ist, ergibt sich mit n := dim(yp;) die Hasse-Invariante als

s(sm)=(@,—n(z)(di,—n(z)(@,di VA (detyoq (H), — 1) s(L™) Sh p,)-

Ist H; nicht schiefhermitesch, so ist wegen Lemma 3.2.14 Sy 5, = 511 und die
Hasse-Invariante ergibt sich als

S(J—‘?lzl Shj,hj) = S(Inl ® Sl,l) = S?l(d“ _1)(737,)

und die Behauptung folgt.
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Ist H; schiethermitesch, so erhélt man mit Lemma 3.2.15 und den Rechenregeln
fiir die Hasse-Invariante orthogonaler Summen

S(L™ | Shypy) = 8% (dsy —1)(¥) (detyea(Hy), —1).

Da det,e4(H;) ein Quadrat ist, folgt auch hier die Behauptung. O
Aus den Betrachtungen erhilt man nun eine Produktformel. Die Bezeichnungen
aus 3.2.7 mit K := Q, werden benutzt. Ist fiir 1 < i < s die Divisionsalgebra D;
nicht kommutativ, so sei als die kanonische Involution auf D; gewihlt.
Seiy = a—i—g die halbe Dimension des maximal hyperbolischen Ideals von KG.

Fiir 1 < <t sei N;:= (iG;)"*d;" die Determinante von ¢;.

Satz 3.2.19 Mit den obigen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt in Bry(K),
die mit {1} identifiziert wird,

HS T (¥ M1, -)05) =1

= j=i+1
Beweis. Da fiir 1 < 7 < t der Fall y; = —1 nur dann auftritt, wenn D; eine

Quaternionenalgebra tiber Kj ist, ist (Nyeg)p;/x (1) = ,u?m% =1firl <:<¢t
Weiter ist (KG,T) =1t , ¢; L H (K). Also ist

t t t
= s(KG,T) = [ s(0s) [[(deis T] deo)uc(~1,-1) Hd%
=1 =1 j=i+1

ti®
Da dpi = (2)d, s(o) = (d, —1 )n,_l(&,d?z)wl(ﬂ’_1)5(2) und

[1:_, dp; = (—1)7(K*)? folgt die Behauptung. O

3.3 Zyklische Gruppen.

In diesem Abschnitt sollen die orthogonalen Darstellungen zyklischer Gruppen
klassifiziert werden. Die Methoden sind weitgehend unabhéngig von den vorher-
gehenden 2 Abschnitten und benutzen elementare zahlentheoretische Argumente
und die Beschreibung rationaler quadratischer Formen aus Abschnitt 1.3.3. Dazu
ist es hilfreich, Spurbilinearformen auf endlichen K6rpern zu untersuchen.

3.3.1 Spurformen endlicher Korper.

Definition 3.3.1 Sei F ein endlicher Kérper und ¢ = (V, f) ein reguldrer qua-
dratischer Raum iber F. Definiere x(y) durch x(p) := 0, falls dim(V') ungerade
ist, und falls dim(V') = 2m gerade ist, so sei

(0) = —1 ¢ hat total isotropen Teilraum der Dimension m
XPIZ1 1 sonst '



26 KAPITEL 3. BESTIMMUNG RATIONALER INVARIANTEN.

Lemma 3.3.2 ([Kit, Lemma 1.3.1]) Sei ¢ = (V, f) eine regulire quadratische
Form dber dem endlichen Korper F, mit ¢ Elementen. Sei dim(V) =: n =: 2m
gerade. Dann st

{oveV ] fw)=0}=¢""+(—1)¢" 'x(¢).

Da es nur einen anisotropen quadratischen Raum # 0 iiber ' gibt, kann man
den Isometrietyp von V' an seiner Determinante ablesen:

Folgerung 3.3.3 Ist char(F) # 2 und dim(V) = 2m gerade, so ist x(V) = 1
genau dann wenn d(p) = (—1)"e(F*)? wo € € F* — (F*)? ein Nichtquadrat ist.

Satz 3.3.4 Sei g eine Primzahlpotenz und F/F, eine Korpererweiterung geraden
Grades n = 2m. Sei F* der Zwischenkérper mit [F : F*] =2 und :F — F der
Erzeuger der Galoisgruppe Gal(F,Ft). Fiir 0 # a € F" sei Ny : F - F, : x —
Spury+ v, (0xx). Dann ist ¢ := (F,N,) ein regulirer quadratischer Raum dber
F, mit x(p) = 1.

Beweis. Die Normform N : F — F* : z +— zZ ist eine multiplikative F*-
quadratische Form. Nach Hilbert Satz 90 gilt N(F*) = (F*)*. Fiir b € Ft sei
xp € F mit N(xp) = b fest gewéhlt. Dann ist 2y = 0 und die Elemente z € F mit
N(z) =b e Ft sind x = 0, falls b = 0 und = = x,y mit N(y) = 1. Also gibt es
fiir 0 £ b € F" genau ¢™ + 1= (¢" —1)/(¢™ — 1) Elemente z € F mit N(z) = b.
Die Abbildung Sp, : Ft — F, : b — Spurp+ w, (ba) ist eine surjektive F,-lineare
Abbildung F* = Fy* — F,. Also hat der Kern ¢™~" Elemente, davon sind ¢™ " —1
Elemente ungleich 0.
Also ergibt sich die Anzahl der z € F mit N,(z) =0 als (¢™ ' —1)(¢™+1)+1 =
¢t = (g —1)¢™ .

Nach Lemma 3.3.2 folgt daraus x(¢) = 1. d

Folgerung 3.3.5 Sei g eine Potenz einer ungeraden Primzahl und F/F, eine
Korpererweiterung geraden Grades. Die Determinante der Spurbilinearform S :
FxF—F,:(z,y) = Spurgr, (zy) ist ein Nichtquadrat.

Beweis. Sei A : F — F die F,-lineare Abbildung x — z aus Satz 3.3.4. W&hlt
man b € F—F" mit b = —b und (ai,...,a,) als F,-Basis von F* so ist
(a1,...,am,bas,...,ba,,) eine F,-Basis von F beziiglich der A die Matrix
diag(1™, (—1)™) hat. Also ist det(A) = (—1)™ und

d(S) = det(A)d(N:) = (-1)"(-1)"e(F)* = €(F;)”

ein Nichtquadrat. O
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3.3.2 Die Formenridume irreduzibler zyklischer Gruppen.

Sei nun G = Cy, die zyklische Gruppe der Ordnung k. Fiir die Beschreibung der
G-invarianten quadratischen Formen auf einem treuen irreduziblen QG-Modul
kann man (E annehmen, dafl £ entweder ungerade oder durch 4 teilbar ist.

Die Gruppe G = (g) operiert auf K := Q[(x| dem k-ten Kreisteilungskorper
durch ag := a(; fiir alle a € K. Man erhilt so eine treue rational irreduzible
Darstellung G — GL(K), wo K als Q-Vektorraum der Dimension dimg(K) =
n = (k) aufgefafit wird und ¢ die Euler’sche p-Funktion ist. Sei = € Gal(K/Q)
definiert durch ¢, — (;' die komplexe Konjugation auf K und K* := Q[¢} +
('] = Fiz(") der maximal total reelle Teilkérper von K. Die G-invarianten
symmetrischen Bilinearformen auf K sind gerade die

) =1 @y ¢ (v,w) = Spurgg(evw) mit o € K.

Sei @) = o = (K, da).
Zunichst werden die Invarianten von ¢; bestimmt.

Lemma 3.3.6 Sei k = p'k’ mit t > 1, ggT(p,k') = 1 und k' > 2. Dann ist
K = Q[Cpt]QKk’] =. KpK’ und
o 2 ol @ .

Beweis. Klar ist K = K,K'. Dem entsprechend ist Gal(K/Q) = H;H, mit
Gal(K,/Q) = H; = {0 € Gal(K/Q) | ox» = idj} und Hy = Gal(K'/Q)
analog. Die Einschrinkung von auf K, bzw. K' ist die komplexe Konjugati-
on auf den Teilkorpern. Ist nun @ € K, und b € K’ so gilt Spurk g(ab) =
> hict Donsem, (@0)1? = Spurk, q(a)Spurkrq(b). Also gilt fiir a,a’ € K, und
b, € K' daB ¢y (ab, a't') = Spurk g(adbl’) = ¢\ (a, )¢\ (b, 1/). O

Bemerkung 3.3.7 Sei p eine ungerade Primzahl.

(a) Das Gitter (Z[)], ¢1) ist isometrisch zu (p)Af,l. Da QA,_; L ¢m rational
dquivalent zu 17 419 ist, gilt s((Q[¢,],41)) = s(Q PA, 1) = (p, p).

(b) Sei k = pt > 1, ¢ := ( eine primitive k-te Einheitswurzel und K :=
Q[Ck]. Dann ist Spurkp(¢*) # 0 genau dann wenn pt=! den Ezponen-
ten a teilt. Sei B das (p — 1)-Tupel B := (1,CPH, . .,C(p_Q)pt_l). Dann ist
((B),1/(p"")p1) = Q (p)Af,l und K st beziiglich ¢, eine orthogonale Sum-
me der Teilriume (C'B) (0 < i < pt~' —1). Also gilt (K,1/p'¢y) =17
(@A;ji1 und die Hasse-Invariante ergibt sich als

t—1

s(pr) = (=1,p) ¢V () = (<1, p).
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Satz 3.3.8 (a) Die Determinante von @i ist p(Q*)?, falls k = p' > 1 eine
Potenz einer ungeraden Primzahl p ist, und (Q*)? sonst.

(b) Die Signatur von ¢ ist n.
(c) Ist p eine ungerade Primzahl, die k nicht teilt, so ist s,(p1) = 1.
(d) Ist k = p' eine Potenz einer ungeraden Primzahl, so ist s,(¢1) = (=1,p)*.

(e) Ist k = p'k" mit t > 1, ggT( E) =1 und k' > 2, 50 seim = p(k') =
[Q¢w] : Q =n/((p—1)p*Y) und d := q, falls k' = ¢* eine Potenz einer
d:=

ungeraden Primzahl ist bzw. 1 sonst. Dann ist

sp(p1) = (=1,p) 3 (p, d).

Beweis. Die Punkte (a)-(d) folgen aus Bemerkung 3.3.7. Zum Beweis von (e): Der
Kérper K = Q[¢] ist das Kompositum von K, := Q[(yt] und K’ := Q[¢x]. Also
folgt mit Lemma 3.3.6, daB (K, ¢1) = (K, ¢\"?) ® (K', ¢{") ist. Die Dimensio-
nen von K, und K’ sind beide gerade. Nach (a) ist d = d((gogK’)) € Z, die Deter-

minante von K’. Nach Lemma 3.1.32 findet man somit s,(¢1) = (p, p) (r‘g)(p, d).
0

Bemerkung 3.3.9 Sei k = p'k' mit ggT (p, k') =1 undt > 0. Sei x := p*(pt —
t—1) fallst > 0 und x := 0 fallst = 0, die p-adische Bewertung der Diskriminante
von Q[Gt]/Q (cf. [Was, Proposition 2.1]). Bezeichnet R := Z[(;] den Ring der
ganzen Zahlen in K, so ist (Z, ® R)*®) = (1 — (¥)*(Z, ® R) und allgemeiner
(Zp ® R)#) = a1 (1~ ¢f) *(Z, ® R).

Zur Bestimmung des Isometrietyps des regulidren quadratischen Raums ¢, fiir
beliebiges 0 # « € Kt wird die Beschreibung iiber sym(¢,) aus Abschnitt 1.3.3
benutzt. Dazu ist es notwendig, die bilinearen Raume 6, (¢, ) fiir Primzahlen p zu
beschreiben.

Sei R := Z|[(}] der Ring der ganzen Zahlen in K. Betrachte R als Z-Gitter in
dem Q-Vektorraum K. Sei p eine Primzahl und pR = pf ... p¢ die Zerlegung von
pR in Potenzen verschiedener Primideale von R. Dannist Q, @ K = K1 ®...®
Ki=QlGkl®..9Q[G)undZ, @ R=L1® ... 8 L,, wo L; = Z,[(x] die Z,
Maximalordnung in K ist. Also sind die L; lokale Ringe. Sei 7; ein Primelement,
in Lz

Der Galoisautomorphismus 148t pR fest und permutiert deshalb die Primidea-
le p1, ..., ps. Sei o € S, definiert durch p; = py(;). Da () zentral ist in Gal(K/Q)
und Gal(K/Q) transitiv auf den p,..., ps operiert, folgt, dal o entweder fix-
punktfrei ist oder o = id.
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Bemerkung 3.3.10 (i) Sei o(i) = i fir alle 1 < i < s. Dann induziert die
Bilinearform ¢, auf den K; symmetrische requlire Q,-Bilinearformen und
ba(Ki, Kj) = 0 fir alle 1 < ¢ # j < s. Also gilt (Q, ®q K, ¢s) =LI_,
(K;, 6%).

(it) Seio(i) # i fir alle 1 < i <s. Dann ist 6,(K, ¢po) =0 in W(F,).

(i1i) Die Z,Cy-Gitter in K; sind W{Li mit j €Z fiir alle1 <i<s

Die Invariante d,(¢,) 148t sich nach Satz 1.3.17 aus dem Element (Q, ® K, ¢,)
in W(Q,) berechnen. Nach dem Lemma gilt

0 o #id
Also kann man annehmen, daf} o = id gilt, was gleichbedeutend damit ist, daf§
p in K/K* nicht zerlegt ist. Da 4, additiv ist, geniigt es, die 5p((Ki,¢&Z))) Al
bestimmen. ' _

Ist k& = p'k’ mit ggT'(p, k') = 1 so ist W{flLi/WfLi & Li/mL; = F,[(y] =: F.
Die durch die Involution ~auf 7" L;/x’ L; induzierte Involution auf F sei wieder
mit bezeichnet. Da die k'-ten Enheitswurzeln alle modulo p verschieden sind,
sieht man, dafl { = Cpr ! gilt und deshalb = 4d ist, genau dann wenn &’ = 1 also
k eine p-Potenz ist. Diesen Fall mufi man gesondert betrachten.

Sei j € 7 minimal, so daB 7/ L; beziiglich oD ganz ist. Dann gilt (77 L;)# =
m/L; oder (m]L;)# = m}~'L;. Im ersten Fall ist d,(¢;) = 0 im zweiten Fall ist
(I Lo)# /I Li = (B, [ul, (2,9) > Spur(agep)), wo 0 # a; € Fia() = F,[Gu +
('] =: F* und Spur die Spur von F — F, ist. Fiir die Flle k # p' kann man
also zur Berechnung von 6,(a¢) die Ergebnisse aus Abschnitt 3.3.1 verwenden.

Lemma 3.3.11 Sei p eine Primzahl, t € N, ( eine primitive p'-te Einheitswur-
zel, n = o(pt) = (p— Dp'™! und K' < Q¢] =: K ein Teilkirper des p'-ten
Kreisteilungskérpers von Indez m = [K : K']. Set v := Y1 ja;(" € K' mit
a; € Z. Dann gilt

n

Ngrjo(u) = (Z a;) "% (mod p).

=0

Beweis. Sei p : K — Q"*" die regulire Darstellung. Fiir « € K’ ist dann
Nk jg(a)™ = det(p(a)). Nun ist die von ¢ erzeugte Untergruppe eine p-Gruppe.
Also gibt es eine @-Basis von K beziiglich der p(¢) € Z™*" modulo pZ™*"
kongruent zu einer oberen Dreiecksmatrix mit 1 auf der Diagonalen ist. Also
ist det(p(u)) = (D or,a;)" (mod p). Andererseits ist die Einschrinkung von
p auf K' pgr = @™p' direkte Summe von m Kopien der reguldren Darstel-
lung p' von K'. Also ist Nk g(u) = det(p'(u)) eine m-te Wurzel von det(p(u)),
det(p'(u)) = €,a mit a = (), a;)™ (mod p) fiir eine m-te Einheitswurzel
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€y = =1 € Z. Da die Determinante R*/™*%/™ _ R stetig ist, hingt €, nicht von
P (u) € RY™xn/m abh. Also folgt €, = ¢; = 1 und damit die Behauptung. O

Folgerung 3.3.12 Mit den Bezeichnungen aus dem Lemma gilt fiir u € K' :=
K* mit pf N+ g(u), daff >77 ai ein Quadrat modulo p ist, genau dann wenn
Nk+/g(u) =1  (mod p).

Lemma 3.3.13 Ist k = p! eine Potenz einer ungeraden Primzahl und u =

S il € Z¢ + Y] mit pf N+ jo(u) so gibt es e € {1} mit Nic+/o(u) = €
p-1

(mod p). Sei § := (=1)*. Dann ist 5,(p,) =p° * €.

Beweis. Aus Lemma 3.3.11 folgt Nx+/9(u) = a2 = %1 (mod p), wo a :=
E:Z;grab

Sei z := pt_;_l (pt—t—1). Dann ist L := Z, ®z (1 — () *Z[(x] ein beziiglich ¢,
und ¢, ganzes Z,-Gitter in Q, ® K mit L#(%) = L#%) = [# und |L#/L| = p.
Die Z,[(x]-Gitter in Q, ® K sind von der Form L; := (1 — (;)/L mit j € Z.
Es gilt Ly = L¥ D L =: L,... D L, = pL*. Beziiglich einer Kettenbasis
B = (bo, ceey bn—l) von L# mit L] = <pb0, c. ;pbj—h bj, .. 7bn—1>Zp (] = 0, .. ’I’L)
hat die Rechtsmultiplikation mit (; eine Matrix € Zj*" kongruent zu einer oberen

Dreiecksmatrix mit 1 auf der Diagonalen modulo pZ7*". Da 6,(¢1) = p(%) ist, ist
die Gram-Matrix von ¢; beziiglich B gleich

15| v
vt | A
(n—1)x(n—1)

mit A € Z und v € Zp "

Auf L#/L operiert ¢, wie 1 und deshalb u wie a := Y . a;. Also hat die
Gram-Matrix von ¢, beziiglich B eine dhnliche Gestalt wie die von ¢; mit §
ersetzt durch da. Also ist 6,(p,) = p) = ph T e O

Der abschlieende Satz bestimmt die Invarianten der orthogonalen Ci-Moduln
va = (Q[¢k], (v, w) — Spur(avw)) in Abhingigkeit von dem Parameter o €
K+ =Q[G +¢,']

Satz 3.3.14 (i) Die Signatur von (p4) ist 2(a — b), wo a (bzw. b) die Anzahl
der Einbettungen v : KT — R ist, mit t(a) > 0 (bzw. () < 0). Es ist
a+b=2=[K":Q).

5 =

g _ [ q¢(Q*)* falls k Potenz der ungeraden Primzahl q
(i) dtg) = dle) = { 1E2S T .

(iii) Ist k = p', soist « = uyy mity € K und u € K*N(Z, @ Z[(, + ¢, '])*. Sei
€ € {#1} mit eNg+g(u) = (—1)® V2 (mod p). Dann gilt

t—1_,

8y(0a) = pP " und s,(pa) = €(—1)
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() Seip > 2 eine Primzahl, so daf k = p'k' mitt > 0, k' > 2 und ggT (p, k') =
1.
Ist p zerlegt in K/K™, so ist s,(¢,) = 1.
Sonst sei (p) = [1;_; ¢f und z := p"~*(pt —t — 1) falls t > 0 und z := 0
falls t = 0 wie in Bemerkung 3.3.9. (1 — (F)*a(Z, ® Z[G]) = [;_, ol Sei
ny =Y 2 ynd ¢ = [[°_,(—(—1)"% 23)%. Dann ist

i=1, j; ungerade es
€N
p(a) = p.

Sei u = q, falls k = q* eine ungerade Primzahlpotenz ist und u := 1 sonst.
Dann gilt

S

so(a) = el p)™ (L p) %) = (. p) [ (-1
i=1

Beweis. (i) Ist klar. (ii) Die Determinante d(¢,) = Ng/g(@)d(¢1). Da o € K+
ist, ist Ngg(a) = (Nx+/g(e))? ein Quadrat in Q*. Also folgt die Behauptung
aus Satz 3.3.8.

(iii) Folgt mit Lemma 3.3.13 und Lemma 1.3.18 und Satz 3.3.8.

(iv) Der erste Teil folgt aus Bemerkung 3.3.10. Sei also p nicht zerlegt in K/K™.
Sei wie oben L; der zu dem Primideal ¢; iiber p korrespondierende orthogonale
Summand von (Z, ® Z[(x], ¢a) und L = Z, ® Z[(] =15, L;. Sei a; == | L]
und 7; ein Primelement in dem lokalen Ring L; = Z,[(x]. Dann ist L, =15,
7% L; ein beziiglich ¢, ganzes Gitter in Q, ® K mit L} /L, ==~1¢ .
(Fo[¢w), (z,y) — Spurs,(c,1r, (szy)) fiir geeignetes a; € F,[Cw + (p']- Also ist
nach Satz 3.3.4 0,(a) = D i1, ungerade p~ ™) = p™_Die Zahl u aus dem Satz
ist nach (ii) die Determinante von ¢,. Also findet man mit Lemma 1.3.18 die
letzte Behauptung von (iv). O

3.4 Einfache Konstruktionsprinzipien.

Sei G eine endliche Gruppe und ¢ := (V,q) ein irreduzibler orthogonaler QG-
Modul. Betrachtet man V als Modul fiir seinen Endomorphismenring D :=
Endgg (V), so erhdlt man eine zusétzliche algebraische Struktur auf V, die es
erlaubt, ¢ als Spurform einer Hermiteschen Form auf dem D-Modul V' aufzu-
fassen. Daraus erhélt man im Fall D # Q zusétzliche Informationen iiber die
rationalen Invarianten von ¢, wie im nichsten Abschnitt demonstriert wird.

Eine zweite Moglichkeit, die rationalen Invarianten von ¢ zu bestimmen, bieten
Konstruktionen von V' als Summand reduzibler, bekannter orthogonaler QG-
Moduln. Diese werden in Abschnitt 3.4.2 fiir Tensorprodukte (vgl. auch Abschnitt
2.1 fiir induzierte Moduln) untersucht.

Die hergeleiteten Formeln sind wesentliche Hilfsmittel fiir die Beispielrechnun-
gen in Abschnitt 3.5.
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3.4.1 Spurformen.

In Kapitel 10 von [Scha] werden Invarianten von Spurformen hermitescher For-
men iiber quadratischen Zahlkérpern und Quaternionenalgebren untersucht. Vom
algebrentheoretischen Standpunkt ist die Berechnung dieser Invarianten recht
einfach, gruppentheoretisch ist das Ergebnis nicht so naheliegend (vgl. [Tur2],
[Turl]).

Definition 3.4.1 Sei L/K eine separable Erweiterung vom Grad 2 und o der
Erzeuger der Galoisgruppe. Sei V' ein L Vektorraum. Eine biadditive Abbildung
h :V xV — L heifit hermitesche Form falls h linear im ersten Arqument ist
und h(v,w) = o(h(w,v)) fir alle vyw € V gilt. Die Spurform von h ist die K-
quadratische Form

gn:x +— h(z,z) € Fiz(o) = K.

Die Determinante d(h) von h ist die Determinante einer Gram-Matriz von h
modulo Nk (L*). Die Diskriminante von h ist d+(h) = (—1)(dm2(v))d(h),

Satz 3.4.2 Seien V', V' zwei L-Vektorrdume der Dimension n bzw. m und h :
VxV — L bzw h':V'xV'"— L hermitesche Formen.

(i) h ist isometrisch zu h', genau dann, wenn q, isometrisch zu gy ist.
(ii) Ist char(K) # 2 und L = K[|, so gilt
dim(gn) = 2n, dy(qn) = 6", [c(an)] = (6,dx(h))k
(iii) Ist char(K) # 2 und L = K[\/$], so gilt

dim(ahen) = 2nm, da(gren) = 6", [c(gnen)] = (6, (=) (T )d(R)md(W)")

Fiir § = —1 findet man die Aussage in [Turl].

Beweis. (i) Siehe [Scha, Theorem (10.1.1)(ii)].

(ii) Siehe [Scha, 10.1.4], jedoch ist dort in der Clifford-Invariante ein Druckfeh-
ler. Sei 4ay, ..., a,9 mit a; € K* eine Diagonalisierung von A mit n = dim(h).
Dann gilt g, = 4ay,...,a,9 L (=6)4a1,...,a,9 = ¢ L (=6)p. Also folgen die
ersten beiden Aussagen direkt. Ist n gerade, so ist [¢(qn)] = [c(¢ L —dp)] =
[c(@)][e(=ddw(p)¢)] = (—dds(p), dx(p)) = (6,ds(p)). Ist n ungerade, so findet
man [c(gn)] = (d+(#), (=0)"d+(p)) = (6, d=(p)), da dann [c(=dp)] = [c(p)].

(iii) Seiday, . .., a,9 mit a; € K* eine Diagonalisierung von A und ¢by, . . ., b,,9 mit
b; € K* eine Diagonalisierung von 4. Dann gilt gren =17, 172, daibjo L1717,
¢(—0)aibjo = ¢ L (—0)¢p. Also folgen die ersten beiden Aussagen direkt. Wie in
(ii) findet man [¢(gren )] = (d, d+(¥)). O
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Definition 3.4.3 Sei char(K) # 2, D eine Quaternionenalgebra iber K und
o : D — D die kanonische Involution. Ser V ein D Vektorraum. Eine biadditive
Abbildung h : V X V. — D heifit hermitesche Form falls h linear im ersten Arqu-
ment ist und h(v,w) = o(h(w,v)) fir alle v,w € V gilt. Die Spurform von h ist
die K-quadratische Form qp, : x — h(z,z) € Fiz(o) = K.

Satz 3.4.4 (i) Zwei hermitesche Formen sind isometrisch, genau dann, wenn
thre Spurformen isometrisch sind.

(i1) Ist K ein algebraischer Zahlkdrper, so ist
dim(qn) = 4dim(h), d(qy) = d+(q) =1, s(qn) = ((—1, _1)K[D])dim(h)

Ist K total reell und D positiv definit, so ist dies die Aussage von [Tur2].
Beweis. (i) [Scha, Theorem 10.1.7].
(ii) Sei D = (%2). Sei zunsichst dim(h) = 1. Beziiglich der kanonischen K-Basis
(1,4,7,ij) von D ist dann ¢, = 4o, —aa, —ab, aaby fiir ein o € K*. Also ist
d(gr) = 1 und

s(qn) = (a, @) (—aa, —a)(—ab, aab) = (a,b)(—1, —1).

Ist dim(h) beliebig, so diagonalisiert man A iiber D und erhilt aus der Additi-
onsformel fiir die Hasse-Invariante (3.1.31) die Behauptung. O

3.4.2 Tensorprodukte.

Bei der Konstruktion von Darstellungen benutzt man hdufig Tensorprodukte.
Nun zerlegt sich V@V fiir char(K) # 2 in den Teilraum A2(V) der schiefsymme-
trischen Tensoren und den Teilraum ®?(V), der symmetrischen Tensoren. Dies
gilt auch fiir quadratische Raume

e ®p=A(p) L ().

Es ist also hilfreich, die Hasse-Invariante von A%(¢) (und ®[?(y)) aus der von ¢
berechnen zu kénnen.

Satz 3.4.5 Sei char(K) # 2 und ¢ ein reguldrer quadratischer Raum tiber K
der Dimension n. Es gilt

n—1

dim(2(9)) = (), SGA%) = (@), A Ts(e), dGA ) = d()™

Beweis. Fiir n = 2 ist A%(p) eindimensional, also ist die Hasse-Invariante trivial.
Sei ¢ = (V,q) mit V = (v, w) k. Dann ist A2(V) = (v @ w — w ® v) g mit

¢®q((v®w—w®v)) = 2(By(v,v) By(w, w) — By(v, w)*).
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Also ist d(3A2(¢)) = d(y). Sei also n > 2 und @ € K*. Dann ist

S Ldad) = TA%(p) L o @dad)

Mit Induktion findet man also d(5A%(¢ L 4a))) = d(¢)" td(p)a™ = d(¢ L 4ap)™

und
1

S(50%(p L dad) = s(LA%(9))3(a0) A3 A%(9)). d(a))

n

= s(50%(0)3(0) (0, ) (d(p), a) " (d(0)" ", d(p)a™)

= (d(9), d()) 5 (a,0) &) s(0)" (@, d(0))™H =t (%)
Nun ist s(¢ L 4a9) = s(¢)(d(p),a) und deshalb ist

(¥) = s(¢p L 4ad)" (ad(p), ad(p))?). O

Da d(¢ ® ¢) = 1 und nach Lemma 3.1.32 die Hasse-Invariante s(3¢ ® ¢) =
(d(p), d(p))""~! ist, liefert Folgerung 3.1.31 nun die Hasse-Invariante von ®2 ().

Folgerung 3.4.6 dim(®Z(p)) = (";1);

(5 % (9) = d(e)""'27, 5(3 © (¢) = (dl), () ' )s(o)"

Lemma 3.4.7 Sei K ein total reeller Zahlkérper und ¢ = (V,q) ein absolut
irreduzibler orthogonaler KG-Modul mit n := dimg (V).

(i) By induziert auf K™™ = Endg (V) eine Involution ~ und es gilt ¢ ® ¢ =
(K™ " (x +— Spur(xT)).
(i) ¢ ® o = A*(p) L @P(yp)
(iii) Der triviale Modul 1 kommt in ®2(¢) mit Vielfachheit 1 vor und es gilt
®(p) 2 dnd L 1.

Beweis. (i) Sei (vy, ..., vy,) eine Basis von V und B := (B, (v;, v;));; die zugehorige
Gram-Matrix. Beziiglich dieser Basis wird End i (V') mit K™*™ identifiziert. Dann
ist  — Bz'" B! eine Involution ~ : K™*™ — K™*"_Sind e;; die Matrixeinheiten,
so gilt

Spur(eijer) = Spur(eijBelkB_l) = By(vj, v)By(vg, vi) = By® B, (v;@v}, viQuy)

wo (v7,...,v}) die beziiglich B, zu (vy,...,v,) duale Basis von V (mit Gram-
Matrix B™' = (Bg(v},v}))i;) bezeichnet. Also ist v; ® v} — ej; eine Isometrie

zwischen ¢ ® ¢ = (K™*", (x — Spur(zT)).
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(ii) Ist klar.

(iii) Unter der Identifikation V@V = End (V') geht die isotypische Komponente
des trivialen G-Moduls in V®V auf die kommutierende Algebra End (V') von G
in Endg (V). Da V absolut irreduzibel ist, wird dieser K-Teilraum von End (V)
von der Identitiit erzeugt. Also ist er eindimensional. Weiter gilt id = id und
Spur(id id) = n. O

Satz 3.4.8 Seien G eine endliche Gruppe, x,v absolut irreduzible Charaktere
von G mit reellem Schur-Index 2 und K := Q[x, ] der Charakterkérper. Dann
ist K total reell. Seien V, bzw. Vi die zugehdrigen irreduziblen KG-Moduln. Hat
X @ rationalen Schur-Index 1, so ist die Quaternionenalgebra D := End g (V))
isomorph zu Endgc(Vy) und zu x ® ¢ gehirt ein orthogonaler KG-Modul ¢ =
(V,q) mit

dim(V) = x(1)9(1), d(p) =1, s(p) = (=1, =1)x[D])mx /4,

Beweis. Mit Hilfe der kanonischen Involution ~von D betrachte man V,, als D-
Rechtsmodul vermége v- A := \v fiir alle v € V,,, A € D und V, als D-Linksmodul.
Sei V der K-Modul V :=V, ®p Vj.

Sind h, k' jeweils G-invariante hermitesche Formen auf V) bzw. Vj, so ist die
K-Bilinearform f : V x V — K definiert durch

flo®@v,wew') := Spur(h(v,w)h'(v',w")) fir alle v,w € V,,,v',w' € Vj,

G-invariant, wo Spur die reguldre Spur D — K bezeichnet.

Ist Vy = Dvy @ ... ® Dv, mit h(vs,vr) = dsths (hs € K*, 1 < s,t < n) und
Vy = Dvi@®...®Dv,, mit ' (v}, v;) = b}, (b, € K*,1 < s,t <m)und (1,1, j, ij)
die Standardbasis von D = (%), so hat V eine K-Basis (v; ® v}, iv; ® v}, jv; ®
,Uia ijvl & viv’”? & Uia ce 77;.7.1)71 & U;n)

Beziiglich dieser Basis ist (V, f) =17 , 17", Ny mit

Ny, = ddhyhl, —dah,h, — 4bhsh,, dabhshly .

Wie im Beweis von Satz 3.4.4 findet man d(Ny) = 1 und s(Ny) = (-1, —1)(a, b).
Also ist d(p) = 1. Die Additionsformel liefert s(¢) = ((—1,—1)(a, b))™™. O

Ist speziell ¥ = x(= ), so ist Vw = V7, der zu V, duale Modul mit (fg)(v) :=
flog™") fir allev € V), f € V5, g € G Ist (vl,.. ,Up) eine D-Basis von V,
und (v}, ...,v:) die duale Basis von Vs, soist ¢ := Z?:l v; ® v} fix unter allen
Gruppenelementen. Denn fiir g € G und w; = v, = Z?Zl vja,; mit geeigneten

ai; € D ist vig = w] und v} = Y 7| @ w;]. Somit ist

ZUJ(X)U —ZZ%@()@] ZZUJCMU@UJ —sz®w

j=1 =1 =1 j=1
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Ist h eine G-invariante hermitesche Form auf V, und sind die v; so gewéhlt,
daB h(vi,v;) = dizh; (hy € K*,1 <14,j <n) so ist h' definiert durch A'(v},v}) :=
(5,~]-hj_1 eine G-invariante hermitesche Form auf V. Die Quadratlinge von c ergibt
sich als Y7, Spur(h;h;') = 4n. Also erhilt man folgenden

Satz 3.4.9 Ist in Satz 3.4.8 x = ¥, so hat ¢ einen trivialen orthogonalen Teilm-
odul

(V,q) = (K,¢2x (1)) L (V',4).

3.5 Beispiele.

Nun werden die rationalen orthogonalen Darstellungen der drei perfekten Grup-
pen G = SLsy(5), My, und Spy(3) klassifiziert. Da jeder regulire orthogonale QG-
Modul orthogonale Summe irreduzibler orthogonaler QG-Moduln ist, geniigt es,
die rationalen Invarianten dieser Moduln (V,¢) zu bestimmen. Dazu betrachtet
man V als Modul iiber einem minimalen reellen Zerfallungskérper Q C K C R,
so daf die irreduziblen direkten Summanden (W, §) von K ®q V' uniforme ortho-
gonale KG-Moduln sind. Dann sind die reguldren G-invarianten quadratischen
Formen auf W von der Form aq und durch die Elemente a € K* parametrisiert.
Die rationalen G-invarianten reguliren quadratischen Formen auf V' erhilt man
als Spurformen T'rg/q(aq).

Beispiel 3.5.1 Die einfachen orthogonalen SLo(5)-Moduln.

x | Qxl |dy) s(¢) c(y)
1 Q a 1 1
3a Q[\/§] a | (=1,0)qys 1
3b | QVE]| a | (=1,a)qys 1
4 Q ) ( 7a’)@ (_L —1)(@(5,&)@
5 Q | 6a | (=1,3)q (—1,-3)g
2-2a | Q5] | 1 1 1
2-2b | Q[v5] | 1 1 1
2-4 | Q 1 1 1
2:6 | Q 1 1 1

Hier ist 0 # a € Q[x]

Beweis. Die Hasse-Invarianten und die Determinanten der treuen einfachen S Ly (5)-
Moduln sind trivial, da Qg < SL(5) und alle treuen orthogonalen Qg-Moduln
triviale Hasse-Invariante haben.

Bleiben also die Moduln der A5 zu betrachten. Der Charakter vom Grad 4 setzt
sich rational auf die S5 fort. Die Gruppe S; enthilt eine Untergruppe C5 : Cy,
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die auf dem 4-dimensionalen Ss-Modul absolut irreduzibel operiert. Also ist der
orthogonale S;-Modul rational isometrisch zu da) ®(QA,) fiir ein ¢ € Q* mit
Determinante 5 und Hasse-Invariante (5, 5a) = (5,a) (vgl. Bemerkung 3.3.7).

Die Clifford-Invariante des irreduziblen orthogonalen As-Moduls ¢ der Dimen-
sion 5 kann man z.B. mit Satz 3.1.8 bestimmen. Cy(yp) ist eine zentral ein-
fache Q-Algebra der Dimension 16. Nach Folgerung 3.1.14 ist die Darstellung
P : SLy(5) — Co(p)* treu. Mit GAP findet man, daB der Charakter zu P der
treue absolut irreduzible Charakter vom Grad 4 ist mit Schur-Index 2 genau bei
oo und 3. Also ist ¢(¢) = c(ap) = (—1, —3) fiir alle a € Q*. Die Hasse-Invariante
ergibt sich somit als (—1, —1)(—1,—-3) = (—1, 3).

Das Tensorprodukt des treuen Charakters 2a mit sich selbst ist 1 + 3a. Also
erhilt man mit Satz 3.4.8 und Satz 3.4.9, dal zu der Darstellung 3a ein ortho-
gonaler Q[v/5]As-Modul ¢ gehort mit d(¢) = (Q[v/5]*)? und s(p) = 1. Also ist
c(p) = (=1, —1)gys- Die anderen orthogonalen As-Moduln zum Charakter 3a

sind dap ®¢ mit d(dap @) = a(Q[v/5]*)* und s{dap ®p) = (1, a)@[\/’]- O

Beispiel 3.5.2 Die orthogonalen Mi1-Moduln.

X Q] | d(v) s(¢) c(p)

1 Q a 1 1

10 Q 11 | (11,11)g(=11,a)g | (11,11)g(—11,a)q
10ab | Qv=2] | 1 1 (=1,—1)g

11 Q 3a (=1,3a)q (=1, -1)g
16ab | Qv —11] | 1 1 1

44 Q ) (5,&)@ (_1’_1)@(5’0‘)(@
45 Q 11a 1 (-=1,-1)g

55 Q a (—1,a)q 1

Hier ist 0 # a € Q.

Beweis. Die Gruppe M;; enthilt eine Untergruppe = Cp; : Cs auf welche sich
die Charaktere 10, 10a und 10b als die Summe der beiden Charaktere vom Grad
5 mit Charakterkorper Q[v/—11] einschriinken. Also sind die orthogonalen M-
Modul mit Charakter 10 isometrisch zu ¢aj ®QA;y mit Determinante 11(Q*)?
und Hasse-Invariante (11, 11)g(a, a)g(a, 11)g. Ebenso sind die hermiteschen Mj;-
Moduln mit Charakter 10a oder 10 isometrisch zu dap ®Q[v/—2]Ay, fiir a € Q.
Da 11 eine Norm ist in Q[y/—2]/Q haben diese hermiteschen Moduln also die
Determinante Ngj,/—1/0(Q[v/—2]*). Nach Satz 3.4.2 ergibt sich fiir jeden ortho-
gonalen M;;-Modul ¢ mit Charakter 10ab, dal d(¢) = d+(p) = (—=2)!° =1 und
c(p) = (=2, —1)q, also ist s(¢) = (=2,—1)g(-1,—-1)p = 1.

Der Charakter 1411 ist der Charakter einer Permutationsdarstellung von M;;.
Also gibt es einen orthogonalen Mj;-Modul ¢ zum Charakter 11 mit |12 ¢19 =
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12 L . Also ist s(¢) = (12,12) und d(p) = 3(Q*)2, woraus man die 4. Zeile
schlief3t.

Da der irreduzible Charakter vom Grad 45 das duflere Quadrat des Charakters
vom Grad 10 ist und der vom Grad 55 das duflere Quadrat des Charakters vom
Grad 11 ist, findet man die letzten beiden Zeilen mit Satz 3.4.5.

Sei d die Determinante einer Mj;-invarianten hermiteschen Form auf dem
Qv —11]M;;-Modul mit Charakter 16a. Da der Charakter 16a modular irre-
duzibel ist fiir alle Primz@n #3und 3 € N@[\/Tn]/Q(Q[\/ —11]*) eine Norm ist,
gilt d € Ng,/—11/0(QV/—11]*). Mit Satz 3.4.2 findet man dann, daf fiir jeden
orthogonalen QA/1;-Modul ¢ mit Charakter 16ab die Determinante d(¢) = 1 und
die Hasse-Invariante s(¢) = ¢(p) = 1.

My, permutiert die 55 Paare #+v der Vektoren v der Linge 2 in dem M;;-
invarianten Gitter A;y. Mit GAP findet man, dafl die Kandidaten fiir transitive
Permutationscharaktere von M;; vom Grad < 55 vom Grad 1,11,12,22 und 55
sind. Der Permutationscharakter vom Grad 11 ist 1 + 10 = 1;/"'. Mit Lemma
2.1.1 findet man, dafi Fixvektoren von U in QAy die Liinge 10/11a? mit a € Q
haben. Also stabilisiert U keinen Vektor der Linge 2. Deshalb muf} die transitive
Permutationsdarstellung 1 + 10 4+ 44 vom Grad 55 die Permutationsdarstellung
auf den Vektoren der Linge 2 in A sein. Mit Lemma 2.1.1 findet man 15° §19 =
¢550 L (¢11p ®QA o) L ¢ fiir einen orthogonalen QM;;-Modul ¢ mit Charakter
44. Also gilt d(¢) = 5(Q*)% und s(p) = (11,11)g(55, 55)g(11,5)g = 1 und man
erhilt s(ap) = (5, a)g. O

Beispiel 3.5.3 Die orthogonalen G := 2.U4(2) = Spa(3)-Moduln.

X | Qi |dy) s(p) [c(9)]
1 Q a 1 1
5ab Q[\/__3] 3 (_3’ a)Q (_3’ G’)Q
6 Q_ 3 (_37 _a)Q(_la _1)(@ (_3’ _a)Q
10ab Q[\/_S] 1 (_1’ 3)@ (_1’ _3)Q
15 Q 3a (-1,a)q (=1,3)o
15/ Q a (—1, CL)Q 1
20 Q 1 1 (—1,-1)g
24 Q 5 (5, G,)Q (5, —G)Q
30 Q | 3 (—3,a)q (=3,a)o(=1,-1)g
30ab Q[\/__S] 1 (_1’ 3)@ (_1’ _3)(@
40ab | Q[v/-3] | 1 1
45ab Q[\/__?’] 3 (_3’ a’)@ (_35 a)@
60 o) 1 1 (—1,-1)g
64 Q 1 (3,5)0 (3,5)0
81 Q a (3,=5)g (3,=5)g
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Hier ist 0 # a € Q.

Wie bei G = SLy(5) schlieft man aus der Tatsache, dal Sp4(3) eine Untergruppe
= Qg enthilt, dafl die Hasse-Invarianten und Determinanten der treuen irredu-
ziblen orthogonalen QG-Moduln trivial sind.

Beweis. Sei ¢ ein orthogonaler QG-Modul mit Charakter 6. Die Clifford-Algebra
C(p) ist eine 64-dimensionale einfache Q-Algebra. Sei V' der einfache C(yp)-
Modul. Dann ist V' ein projektiver G-Modul mit Charakter 4ab. Also ist Co(p) &
Q[v/—3]*** und deshalb d(p) = 3.

Der orthogonale Modul A%(¢) hat Charakter 15. Wegen s(2A%(¢)) = 1 und
d(3A%(p)) = 3 findet man Zeile 5 der Tabelle. Der orthogonale Modul ®?(¢)
hat Charakter 1 + 20. Wegen Lemma 3.4.7 ist 3 @ () =2 439 L ¢ fiir einen
orthogonalen G-Modul mit Charakter 20. Also ist d()) = 1 und wegen Folgerung
3.4.6 ist auch s(¢) = 1.

Die Determinanten der G-invarianten quadratischen Formen auf den irredu-
ziblen QG-Moduln mit Charakter 5ab, 10ab, 30ab, 40ab und 45ab erhilt man aus
Satz 3.4.2. Mit demselben Satz findet man die Hasse-Invarianten der quadrati-
schen Formen zum Charakter 5ab und 45ab.

Sei ® = (W, ¢), wo ¢ eine hermitesche G-invariante Form auf dem einfachen
Q[v/—3]G-Modul W mit Charakter 10a ist. Wegen 4a®4a = 6+10a ist det(®) = 3
eine Norm in Q[v/—3]/Q. Also gilt fiir die Spurform ¢ := (W|q, ¢+¢) daB [c(p)] =
(=3, (=1)(¥)) = (=3, -1). Deshalb ergibt sich s(p) = (=1, —1)(—1,-3) =
(—1,3). Ebenso ergeben sich die Hasse-Invarianten von 30ab und 40ab aus den
Determinanten der hermiteschen Formen, welche man aus den Gleichungen 30b =
6 ® 5a und 10a + 30a + 400 = 4a ® 20a erhilt.

Sei ¢ (bzw. ¢') ein regulédrer orthogonaler QG-Modul mit Charakter 24 (bzw.
Charakter 15'). Da 1420+ 24 und 1+ 20 + 15’ Permutationsdarstellungen sind,
gilt d(p) = 5 und s(p) = (a,5)q bzw. d(¢') = d' und s(¢') = (—1,d")q fiir
geeignetes a,a’ € Q*

Sei ¢ ein reguldrer orthogonaler QG-Modul mit Charakter 64. Da 6 ® 24 =
40ab + 64 gilt, ist d(¢) = 1 und s(¢) = (5,5)e(3,5)0 = (3,5)q-

Sei @ ein reguldrer orthogonaler QG-Modul mit Charakter 30. Da 6 + 30 =
signgg(Z) gilt, ist d(p) = 3 und s(p) = (3,3)e(—3,a)g(—1,—1)g = (—3,a)q fiir
ein a € Q~.

Es ist 6 ® 30 = 15" + 20 + 64 + 81. Sei also 15 und g; orthogonale Sum-
manden des Tensorprodukts von orthogonalen G-Moduln mit Charakter 6 und
30 zum Charakter 15’ bzw. 81. Dann ist d(¢15) = d(ps1) =: a(Q*)? und (3,3)g =
(_1’ a)Ql(?)’ 5)@‘9(9081)((1” a)Q' Also ist 8((‘081) = (3’ 3)@(3’ 5)@ = (3’ _5)Q'

Sei ¢ ein reguldrer orthogonaler QG-Modul mit Charakter 60. Da 6 ® 15’ =
30 + 60 ist, gilt d(p) = 1. Da (%) gerade ist, ist s(¢) = s(ap) fiir alle a € Q*
durch den Charakter 60 eindeutig bestimmt. Nun ist 20 ® 15" = 15" + 20 +
30ab 4+ 60 + 64 + 81. Da die Determinante des Tensorprodukts zweier ortho-
gonaler QG-Moduln mit Charakter 20 bzw. 15’ gleich 1 ist, folgt fiir orthogo-
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nale Summanden @15 und @g; dieses Tensorprodukts zum Charakter 15" bzw.
81, daB d(p15) = d(ps1) =: a(Q*)? ist. Fiir die Hasse-Invarianten gilt somit
1= (_L a)Ql(_lﬁ 3)Q8(Q0)(37 5)@(3a _5)@2(@’ a)@' Also ist 8((10) =1 O



Kapitel 4

Ordnungen mit Involution.

Sei K eine endliche Erweiterung von Q, K

mit Ring der ganzen Zahlen R, R Q

maximalem Ideal p = 7R und k z

Restklassenkorper & := R/7R. TR ’
PZy

Ab jetzt steht nicht mehr der rationale Gruppenring QG einer endlichen Grup-
pe G als Algebra mit Involution im Mittelpunkt der Untersuchungen, sondern der
p-adisch ganzzahlige Gruppenring RG. Dieser ist eine symmetrische (vgl. Defini-
tion 4.1.11) R-Ordnung mit Involution in einer halbeinfachen K-Algebra. Bevor
im néchsten Kapitel auf konkrete Beschreibungen von Gruppenringen eingegan-
gen wird, werden hier noch einige allgemeine Betrachtungen iiber (symmetrische)
Ordnungen mit Involution angestellt. Relevant fiir die Beispiele in den néchsten
beiden Kapiteln sind im wesentlichen der Begriff der graduierten Ordnung und die
Gestalt von Involutionen auf graduierten Ordnungen (Abschnitt 4.2.2), das Liften
von Idempotenten unter Beriicksichtigung der Involution (Abschnitt 4.2.1), der
Begriff der Morita-Aquivalenz von Ordnungen mit Involution (Abschnitt 4.3.2)
und die Definition der Witt-Zerlegungsabbildung (Defintion 4.3.2).

Hauptergebnisse dieses Kapitels sind die Beschreibung der ersten zwei Ordnun-
gen in der Radikalidealisatorkette einer symmetrischen Ordnung in Abschnitt
4.1.3, die Beschreibung der Kopfordnung fiir gewisse R-Ordnungen (Folgerung
4.3.19, Satz 4.3.20) und die Surjektivitit der Witt-Zerlegungsabbildung fiir RG
in Abschnitt 4.3.1.

Sei A eine endlich dimensionale halbeinfache K-Algebra mit zentral primitiven
Idempotenten €1, ..., €, und A eine R-Ordnung in A.

Das (Jacobson)-Radikal J(A) von A ist definiert als der Schnitt aller maximalen
A-Linksideale in A (vgl. [Rei, Paragraph 6]). J(A) ist ein zweiseitiges Ideal von
A, der Schnitt aller maximalen zweiseitigen Ideale von A und A/J(A) ist die
grofite halbeinfache k-Faktoralgebra von A. [Jac, Lemma 8.5] liefert eine wichtige

71
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Charakterisierung von J(A) als das gréite pro-nilpotente Ideal von A, genauer gilt
fiir jedes Rechtsideal I von A, dal I C J(A) genau dann wenn es ein ¢t € N gibt
mit It C wA.

Die einfachen A-Moduln sind also die einfachen A/J(A)-Moduln und ihre Iso-
morphieklassen stehen in Bijektion zu den zentral primitiven Idempotenten

€1,...,ep € AJJ(A).

Nach [Rei, Section 6] gibt es Lifte e1,...,e, € A der zentral primitiven Idem-
potente & € A/J(A) mit e;e; = djje; (1 < 4,5 < h)und 1 = Y ¢;. Dann
ist

Mit ° werde immer eine K-lineare Involution von A bezeichnet.

4.1 Der Radikalidealisatorprozess.

4.1.1 Erbliche Ordnungen.

Eine schéne Einfiihrung in die Natur erblicher Ordnungen ist [Jac]. Die Idealtheo-
rie erblicher Ordnungen ist fast ebensogut verstanden wie die der Maximalordnun-
gen. Leider sind Gruppenringe Z,G endlicher Gruppen iiber p-adischen Zahlen
nur dann erblich, wenn p nicht die Gruppenordnung teilt. Dann ist Z,G auch
schon eine Maximalordnung in QQ,G. Es gibt aber einen kanonischen Prozess, den
sogenannten Radikalidealisatorprozess, um aus einer beliebigen R-Ordnung A in
A eine erbliche Oberordnung zu konstruieren (vgl. Bemerkung 4.1.6).

Definition 4.1.1 Sei A eine einfache K -Algebra, V der einfache A-Rechtsmodul.

(i) Eine Gitterkette E in V ist eine unendliche beziiglich Inklusion total geord-
nete Folge voller R-Gitter

E DLlDLQDDLthLlD

die mit jedem Gitter L auch alle ¢'L (i € Z) enthilt. h heift dann die
Kettenlange von E.

(i) Sei E eine Gitterkette in V. Die Kettenordnung S(FE) ist definiert als

S(E):={a€ A|La CL fiir alle L € E}.

(i1i) Eine R-Ordnung A in A heifit erblich, falls es eine Gitterkette E in'V gibt,
so daff A = S(E) ist.

(iv) Eine R-Ordnung T in einer halbeinfachen K-Algebra heifst erblich, falls sie
direkte Summe erblicher Ordnungen in den einfachen Summanden ist.
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(v) Sind A und A' zwei R-Ordnungen in einer separablen K-Algebra, so sagt
man, dafy A die Ordnung A" deckt, falls A O A und J(A) D J(A'), in
Zeichen A > A'. Beziiglich >~ mazimale Ordnungen heiflen extremal.

Lemma 4.1.2 Sei I' = A eine A deckende R-Ordnung in A. Dann gilt J(A) =
J(T)YNA und A/ J(A) ist isomorph zu einer Teilalgebra von I'/J(T). Insbesondere
sind die einfachen I'-Moduln halbeinfach als A-Moduln.

Beweis. J(A) D AN J(I'), da AN J(I') ein pro-nilpotentes Ideal von A ist und
J(A) CJ(I),dal = A. Alsoist A/J(A) 2 A+J(T")/J(T) eingebettet in '/ J(T).
Ist M ein einfacher I'-Modul, so ist MJ(A) C MJ(T') = 0, also ist M), halbein-
fach. 4

Ist A eine echte Oberordnung einer erblichen Ordnung A’, so ist A auch erblich
und J(A) echt enthalten in J(A'). Es gilt der folgende wohlbekannte Satz.

Satz 4.1.3 ([Jac, Satz 8.12], [Rei, Theorem 39.14]) Die erblichen R-Ordnungen

in A sind genau die extremalen R-Ordnungen.

Definition 4.1.4 Sei I ein zweiseitiges A-Ideal in A. O)(I) == {a € A | al C
I} heifit die Linksordnung von I und O,(I) := {a € A | Ia C I} heifit die
Rechtsordnung von I. Id(I) := O;(I) N O,(I) heifit der |dealisator von I.

Oy(I), O,(I) und Id(I) sind R-Ordnungen in A, die A umfassen. Ist ° eine In-
volution auf A und A° = A, so gilt J(A)° = J(A). Fiir jedes involutionsinvariante
Ideal I = I° von A gilt dann Oy(I) = O,(I)°. Deshalb ist Id(I)° = Id(I).

Der folgende Satz ist in [Rei, Theorem 39.11] fiir O;(J(A)) gezeigt. Mit einem
analogen Beweis zeigt man

Satz 4.1.5 Sei A eine R-Ordnung in A. Genau dann ist A = Id(J(A)), wenn A
eine erbliche Ordnung ist.

Beweis. Die Richtung < folgt aus [Rei, Theorem 39.11], da A C Id(J(A)) C
Oi(J(A)). Sei also A = Id(J(A)). Es ist zu zeigen, dafl dann A extremal ist.
Sei dazu I" > A eine A deckende Ordnung. Dann sind J(I') O J(A) volle R-
Gitter in A. Also existiert ein n € N mit p"J(TI') C J(A). Da J(I')* C pJ(T)
fiir geniigend groles ¢ € N (vgl. [Jac, Lemma 8.5]), gibt es also ein minimales
m € N mit J(I')™ C J(A). Dann sind J(A)J(T)™ ! und J(I')™"1J(A) in J(I')™
und damit in J(A) enthalten. Deshalb ist J(I')™ ! C Id(J(A)) = A. Ist also
m > 1, so ist J(I')™ ! als pro-nilpotentes Ideal in A schon in J(A) enthalten,
was der Minimalitét von m widerspricht. Also ist m = 1, J(I') = J(A) und
T C Id(J(A)) = A. O
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Bemerkung 4.1.6 Die Folge Ay := A und Ay := Id(J(Ay)) fiir allen > 0
definiert eine endlich aufsteigende Kette von R-Ordnungen, die Radikalidealisa-
torkette,

AO gAl C ...CANIAN+1

in A. Da Ordnungen immer ganze Gitter beziiglich der Spurbilinearform sind,
bricht dieser Prozess nach endlich vielen Schritten ab. Die Ordnung Ay ist wegen
Satz 4.1.5 erblich und heifst die Kopfordnung von A. Das sukzessive Bilden des
Radikalidealisators nennt man den Radikalidealisatorprozess. Gilt A = A°, so ist
A, = A; fiir alle n. Insbesondere ist ° eine Involution auf der erblichen Ordnung
AN.

Aus der folgenden trivialen Bemerkung erhilt man eine untere Schranke fiir die
Liange der Radikalidealisatorkette. Sie ist auch fiir die rechnerische Bestimmung
des Radikalidealisators von Nutzen, da man nur modulo dem maximalem Ideal
mR von R rechnen muf.

Bemerkung 4.1.7 Sei A eine R-Ordnung und T' := Id(J(A)). Dann gilt 7" C
A.

Beweis. Da 7A C J(A) C A gilt, folgt #T' = 7AT' C J(A)I' = J(A) C A, O

4.1.2 Symmetrische Ordnungen.

Eine symmetrische K-Bilinearform ¢ : Ax A — K heif}t assoziativ, falls ¢(ab, ¢) =
&(a, be) fiir alle a, b, c € A gilt. Es ist leicht zu sehen, daf jede assoziative reguliire
symmetrische Bilinearform auf einer separablen K-Algebra A von der Form T'r, :
Ax A— K, (a,b) — Sprea(zab) fiir ein z € Z(A)* ist.

Sei also ¢ eine regulére symmetrische Bilinearform auf A. Fiir jedes volle R-
Gitter L in A sei L¥ = {a € A | ¢(L,a) C R} das duale Gitter. L* ist ein volles
R-Gitter in A und (L#)# = L.

Lemma 4.1.8 Sei " eine R-Ordnung in A. Dann ist T'# ein zweiseitiges I'-Ideal
mit I' = O)(T'%) = O,(I'#).

Beweis. Seien x,y € I' und y € I'*#. Dann sind ¢(z, vy) = ¢(z, y) und ¢(yy, ) =
é(y,vx) in R, und deshalb vy und yy € I'*#. Also ist ['* ein zweiseitiges I'-Ideal.

Umgekehrt sei A € O;(I'#). Dann gilt fiir alle z € (I'#*)# = I" (insbesondere fiir
r=1),yeT#* daB R > ¢(x,\y) = ¢(z),y). Also ist TA C T und daher \ € T.
Analog zeigt man O, (I'#) =T. O

Satz 4.1.9 Sei A eine R-Ordnung in A und ¢ eine requlire, symmetrische, as-
soziative Bilinearform auf A. Dann ist

Id(J(A)) = (J(A)J(A)F)F N (T(A)FT(A))F.
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Beweis. C: Sei v € Id(J(A)). Dann sind fiir alle x € J(A), y € J(A)¥ beide
Werte ¢(v, zy) = ¢(yz,y) € R und ¢(yz,7) = d(y, 2v) € R ganz.

D: Sei v € A so, daB ¢(v,zy) € R fiir alle z € J(A), y € J(A)#. Dann gilt
vJ(A) C (J(A)#)# = J(A). Also ist y € O;(J(A)). Analog folgt aus ¢(v, yz) € R,
dal v € OT(J(A)). O

Folgerung 4.1.10 Sei A eine Ordnung in A. Der Radikalidealisator Id(J(A))
ist das grofte 2-seitige A-Ideal I in A, fir das 1/J(A) ein halbeinfacher A-A-
Bimodul ist.

Beweis. Durch Dualisieren: Das A-Ideal Id(.J(A))* = (J(A)J(A)#)+(J(A)#J(A))
ist das kleinste A-Ideal I in J(A)#, fiir das J(A)#/I ein halbeinfacher A-A-
Bimodul ist. Also ist Id(J(A))/J(A) der groBte halbeinfache A-A-Bimodul in
IA/T(A). O

Gruppenringe haben eine ausgezeichnete Eigenschaft, sie sind symmetrische
Ordnungen im Sinn der folgenden Definition.

Definition 4.1.11 FEine R-Ordnung A in der separablen K -Algebra A heifit sym-
metrisch, falls es eine requlire, assoziative, symmetrische Bilinearform ¢ : A X
A — K gibt, so daff A = A*.

Lemma 4.1.12 ([Thé, Proposition (1.6.2)]) Sind e und f Idempotente in der
bzgl. ¢ symmetrischen R-Ordnung A, so ist @eaf)x(rae) eine regulire R-bilineare
Paarung. Insbesondere ist eAe eine symmetrische R-Ordnung beziiglich der Ein-
schrinkung von ¢ auf eAe X eAe.

Definition 4.1.13 Sind I' und A zwei R-Ordnungen in A, so ist der Fiihrer von
[ in A das grifite zweiseitige I'-Ideal Fr(A), welches in A enthalten ist. Analog

definiert man den Linksfiihrer Flsl) (A) und den Rechtsfiihrer Flsr) (A).

Fiir symmetrische Ordnungen kann man den Fiihrer von Oberordnungen leicht
berechnen:

Satz 4.1.14 ([Jac, Satz 10.6]) Sei A eine symmetrische R-Ordnung in A und
' O A eine Oberordnung. Dann ist

Fr(A) = FY9(\) = FO(A) = T#,

Beweis. I'#* C A = I'* C Fr(A) mit Lemma 4.1.8. Andererseits ist fiir alle
r € Fr(A) und v € T der Wert ¢(z,7) = ¢(z7y,1) € R ganz, da zy € A = A*.
U

Definition 4.1.15 FEine R-Ordnung A in A heifit unzerlegbar, falls 1 ein zentral
primitives Idempotent in A ist. Sind €1,. .., ¢ die zentral primitiven Idempotente
in A, soist A =@'_ e\ eine direkte Summe unzerlegbarer Ordnungen ;A C ¢;A
(1 <i <1). Die unzerlegbaren direkten Summanden €;A heifsen Blocke von A.
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Lemma 4.1.16 Sei A eine symmetrische unzerlegbare R-Ordnung in A. Sei e? =
e € A ein Idempotent so, dafi eAe eine erbliche Ordnung ist. Dann ist A eine
Mazimalordnunyg.

Beweis. Seien €1, .. ., ¢, die zentral primitiven Idempotente von A. Da eAe erblich
ist, gilt fiir alle 1 < i < s, dal ¢;eAe =: A; entweder {0} oder eine symmetrische
erbliche Ordnung in ¢;eAe ist.

Sei A = A# beziiglich der Form T'r, : (a,b) — Spreq(zab), wo z = 21 +...+2, €
Z(A), zi =€z € Z(6;A) = K; (1 <i<s).Sei R; die Maximalordnung in K; mit
maximalem Ideal p; und n; € Z so, dafl z;R; = )" (1 <1i <s). Sei i fest, so dafl
A; # 0. Dann ist nach der Fiihrerformel ([Jac, Satz 10.7, Bemerkung 10.9], [Ple2,
Theorem IT1.8]) A; = p; ' "d; *J(A;) wo d; die Differente von R; bzgl. R ist. Also
ist A; isomorph zu J(A;) als A;-A;-Bimodul. Deshalb ist A; eine Maximalordnung
in ¢;eAe und p} = d;'. Dann ist aber der Fiihrer jeder maximalen Oberordnung
I von A in A von der Form IV @ ¢;I" fiir ein geeignetes [, Insbesondere ist €; € A.
Da A unzerlegbar ist, gilt also A = ¢, A = ¢;[" und A ist eine Maximalordnung in
der einfachen K-Algebra A. O

4.1.3 Der Radikalidealisatorprozess fiir symmetrische Ord-
nungen.

Nun werden erste explizite Untersuchungen der Radikalidealisatorkette symme-
trischer Ordnungen angestellt. Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind allgemeiner
Natur und werden spéter in dieser Arbeit nicht wieder verwendet.

Satz 4.1.17 Sei A eine nicht erbliche, unzerlegbare, symmetrische R-Ordnung.
Sei I := Id(J(A)) der Radikalidealisator von A. Dann ist T = J(A)¥.

Beweis. Nach Satz 4.1.14 ist das Dual I'*# das grofite I'-Ideal in A. Per Definition
ist J(A) ein I-Ideal in A also gilt J(A) C T'# und damit I' C J(A)#.

Seien ey, ..., e, orthogonale Idempotente von A, die auf die zentral primiti-
ven Idempotente von A/J(A) abbilden, mit 1 = e; + ... + e;. Dann ist A =
@?j:l e;Ae; und (e;Aej)# = e;Ae; und e;Ae; ist eine symmetrische R-Ordnung
in é,-Aei, die nach Lemma 4.1.16 nicht erblich ist. Weiter ist

h h
J(A) = @ 6,‘A6j &) @ J(eerz)
i,j=1 i=1

i

(da die rechte Seite alle einfachen A-Moduln annihiliert und der Quotient eine
halbeinfache Algebra = @!_, e;Ae;/J(e;Ae;) ist) und

h h
TN = @D eihe; © P J(eihes)*.
i=1

i,j=1
i#]
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Sei zunéchst h = 1 also A/J(A) einfach. Dann ist J(A) ein maximales 2-
seitiges Ideal in A. Also ist I['* entweder A oder J(A). Im ersten Fall ist auch
[ = (I'#*)# = A* = A und deshalb A eine erbliche Ordnung. Der zweite Fall ist
die Behauptung.

Sei nun h beliebig. Sei I'; := J(e;jAe;)*. Nach dem Bewiesenen ist ['; =
Id(J(ejAe;)) eine Ordnung. Nun wird gezeigt, daf fiir ¢ # j der Summand e;Ae;
ein I';-I';-Bimodul ist. Die Inklusion (e;Ae;)I'; C e;Ae; ist aber dquivalent zu

€jA€Z‘ = (e,-Aej)# g (eiAeij)#.
Sei also ejae; € T'; mit a € J(A)# und 7, A € A. Dann gilt
p(eirejejae;, ejve;) = d(ejyei, e;Mejae;) = P(ejveire;, ejae;) € R,

da ejye;Nej € J(A) (wegen i # j) und a € J(A)#. Analog zeigt man I';(e;Ae;) C
eiAej.

Da J(ejAe;) ein I';-Bimodul ist (1 < j < s), folgt, daB J(A)*J(A)J(A)# C
J(A) also J(A)# CT. O

Bei dem Radikalidealisatorprozess spielen also die Ordnungen e;Ae;, wo e; ein
Lift eines zentral primitiven Idempotents von A/J(A) ist, eine entscheidende Rol-
le. Solche Ordnungen e; Ae; mit nur einer Isomorphieklasse von einfachen Moduln
werden als quasilokal bezeichnet. Eine Ordnung A ist also genau dann quasilokal,
wenn A/J(A) eine einfache Algebra also ein einfacher A-A-Bimodul ist.

Lemma 4.1.18 Sei A eine nicht erbliche, quasilokale, symmetrische R-Ordnung.
Sei I' = Id(J(A)) der Radikalidealisator von A. Ist T/J(T') =2 A/J(A) als A-A-
Bimodul, dann ist J(T)# = J(T). Sonst ist J(T') = J(A) und T ist eine erbliche
Ordnung.

Beweis. Mit A/J(A) ist auch das Dual I'/A ein einfacher A-A-Bimodul. Nun gilt
I D JT)+ A D A. Also ist entweder I' = J(I') + A und I'/J(T') =2 A/J(A)
oder J(T') C A woraus J(I') = J(A) folgt. In diesem Fall ist T' = Id(J(T))
erblich. Im ersten Fall ist J(T') das einzige maximale zweiseitige ['-Ideal in T'. Da
J(A) c J(T) € J(A)# =T gilt, folgt auch J(A) C J(I')# C I'. Dabei sind alle
Inklusionen echt. Also ist J(T')# auch ein maximales zweiseitiges I-Ideal in T’ und
somit J(I')# = J(I). O

Satz 4.1.19 Sei A eine nicht erbliche, unzerlegbare, symmetrische R-Ordnung.
Sei I' = Id(J(A)) = J(A)# der Radikalidealisator von A. Seien ey, ..., ey ortho-
gonale Lifte der zentral primitiven Idempotente von A/J(A) so angeordnet, daf
eilNe;/J(e;Ne;) =2 eTe;/J(eile;) fiir 1 < i <t < h und J(e;Te;) = J(e;Ae;) fiir
t<i<h gt Sei A:=Id(J(T)), e:=>r_ e und f:= Z?:tﬂ e;. Dann ist

A = (J(el'e)? +el'fTe)* @ fT'f @ fle®el'f.
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Beweis. Nach Satz 4.1.9 ist A = ((J(D)#J(I) + J(I')J(I)#)#. Nun ist
JI)* = (eJ(D)e)* @ fTf ®el'f ® fTe.
Wegen Lemma 4.1.18 ist (eJ(I')e)# = eJ(I")e und somit
JO)#J(T) = (eJ([)e® fTf Del'f & fTe)J(T) =

((eJ(D)e)?> +el'fTe) @ (fJ(L)f + fLel'f) @ (fle) @ (eJ(I)el' f + el fJ(I) f).

Da
fTel'f = fAeAf C J(fAf) = J(fTf)

gilt, findet man
A# = ((eJ(T)e)® +eAfAe) ® fI(N)f @ fAe @ eAf

und deshalb ist A wie behauptet. O

Folgerung 4.1.20 Mit den Bezeichnungen von Satz 4.1.19 sei Ay die Kopford-
nung von A. Dann gilt

fANf = fTf, eAnf=elf, fAne= fAe
und e + J(Ay) und f + J(Ay) sind zentrale Idempotente von Ay/J(Ay).

Beweis. Sei Ag := A und fiir 1 <7 < N sei A; := Id(J(A;—1))-

Mit vollstindiger Induktion wird nun gezeigt, daf fiir alle 1 < 7 < N die
Gleichheiten fA;f = fT'f, eAif = eAf, fA;e = fAe gelten und f + J(A;) (und
damit auch e + J(A;)) im Zentrum von A;/J(A;) liegt. Fiir ¢ = 1 ist dies trivial.
Sei also 7 > 1 und die Behauptung fiir 7 bewiesen.

Dann ist Ai_|_1 = ((J(AZ)#J(AZ) + J(A,)J(AZ)#)# Nun ist J(AZ) = J(GAZG) D
J(fAf) @ eAf @ fAe und damit J(A;)# = J(eNje)” & fTf @ eAf @ fAe.

Da A; die Ordnung A;_; deckt, gilt J(A;—1) € J(A;). Insbesondere enthilt
J(A;) das Jacobson Radikal von Ag. Deshalb ist J(A;))* C J(Ag)# = T. Da
die Behauptung fiir ¢ schon bewiesen ist, ist eAf ein eA;e-fA; f-Bimodul und
entsprechend fAe ein fA;f-eAje-Bimodul. Da J(fAf)* = fT'f = Id(J(fAf))
ist und fAeAf C J(fAS) gilt, ergibt sich J(A)#J(A;) + J(A)J(A)F

= (J(ehje)? J(eAie) + J(eAie)J (eAie)® + eAfAe) ® J(fAf) D eAf @ fAe.

Durch Dualisieren erhélt man die gewiinschte Form von A;,. Sei A € A;;;. Dann
gilt fA—Af=fle—e\f €eli1f ® fAie=eAf D fAe C J(A) C J(Aiz1)-
Also ist f + J(Aiy1) € Z(Aiy1/J(Ais1)) zentral und somit auch e + J(A;41) da
e+ f=1. O
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Folgerung 4.1.21 Der Fiihrer von Ay in A ist
A% = (eAve)* @ fI(A)f @ eAf @ fAe.

Satz 4.1.22 Seien A, ' = Id(J(A)), A = Id(J(T)) und f wie in Satz 4.1.19.
Dann gilt f =0 oder f = 1.

Ist f =1, soist I' = A erblich.

Ist f =0, soist A = (J(T')?)*.

Beweis. Sei A = A¥ beziiglich der Form Tr, : (a,b) — Sprea(zab), wo z = 2 +
otz €Z(A), i =€z € Z(6A) = K; (1 <i<s).Sei R; die Maximalordnung
in K; mit maximalem Ideal p;, d; die Differente von R; bzgl. R und n; € Z so,
dal z;R; = p;" (1 <4 < s). Dann ist nach der Fiihrerformel ([Jac, Bemerkung
10.9)) A% =

(eAne)*@fJ(A) fDeAfdfAe = @,z *d; o, (eJ(An)edfJ(A) fDeAfdfAe).

Also gilt fiir alle 1 < i < s mit ¢f # 0, daB8 z;d;pp; = R; und J(Ay)e; C A.
Da J(An)e; ein pro-nilpotentes A-Ideal ist, welches J(A)e; enthélt, ist J(A)e; =
J(An)e; € J(A). Dann ist aber ¢; € T und I'e; = Aye; erblich. Nach Definition
von f folgt daraus fe; = ¢;: Denn sei 1 < j < t mit eje; # 0. Da e; + J(I)
ein zentral primitives Idempotent von I'/J(I") ist, folgt eje; = e;. Da I'e; erb-
lich ist, gilt also e;T'e; & Q7 fiir ein € N (wo A = D*™ und ; die
R-Maximalordnung in D; mit maximalem Ideal P; bezeichnet). Weiter ist nach
Lemma 4.1.18 das Jacobson-Radikal P"** 2 J(e,'e;) symmetrisch bzgl. der Ein-
schrankung der Form T'r, von oben. Fiir diese gilt aber d;p;z; = R;, woraus nach
[Rei, Theorem 14.9] folgt, daB J(e;T'e;)# = g, 'e;Te; ist, was ein Widerspruch
ist. Also ist ee; = 0 und deshalb fe; = ¢;.

Da i beliebig gewéhlt war, gilt fiir alle zentral primitiven Idempotente ¢; von
A, daf} fe; entweder 0 oder ¢; ist. Damit ist A = eAe® fAf. Da A als unzerlegbar
vorausgesetzt ist, folgt f = 0 oder f = 1. Im letzten Fall ist J(I') = J(A) =
J(An), und deshalb ist T erblich. Ist f = 0, so ist A = (J(I')?)# nach Satz
4.1.19. 0

Lemma 4.1.23 Seien A, T' = J(A)* und f wie in Satz 4.1.19. Sei ¢ # 1 ein
zentral primitives Idempotent von KA. Gilt eJ(A) C J(A), so ist f = 1.

Beweis. Wegen eJ(A) C J(A), liegt € € Id(J(A)) = I'. Da A unzerlegbar ist
und € # 1, gibt es einen Lift e, € A eines zentral primitiven Idempotents von
A/J(A) mit 0 # ee, # e,. Dann ist aber e, + J(I') € Z(I'/J(I")) kein primitives
Idempotent mehr. Nach Definition von f folgt damit f # 0 also f = 1. O

Der Fall f =1 in Satz 4.1.19 ist schon in [Jac] behandelt worden. Denn dann
ist I' = Id(J(A)) eine erbliche Ordnung. Insbesondere gilt ¢;J(A) C J(A) fiir alle
zentral primitiven Idempotente €y, ..., e, von KA. DawA C J(A) ist, gilt me; € A
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fir alle 1 < ¢ < s. Ist also K/Q, unverzweigt, so ist A ist ein Block von Defekt 1
(vgl. [Jac, Satz 11.2]). Nun werden die symmetrischen Ordnungen charakterisiert,
fiir die die Liange der Radikalidealisatorkette 2 ist, also I' # A und A erblich.
Daher sei im folgenden f =0 und A = (J(I')?)# erblich.

Folgerung 4.1.24 Sei A erblich. Dann gilt m¢; € A fiir alle 1 <i < s.

Beweis. Sei 1 < ¢ < s. Da ¢ € A liegt, gilt ¢;J(I') C J(I'). Da 72 € 7' C
J(T)? C A gilt, ist also

7?e; € Ml C ¢ J(I)? C J(I)? C A.
U

Folgerung 4.1.25 Ist A erblich, so ist ;e;Ae; C eAe; fir alle1 < i < s und
1<l#j5<h.

Beweis. Sei 1 < i < s. Dann ist ¢; € A = Id(J(T)). Also ist ¢ J(I') C J(I'). Da
[ = J(A)# und ey, ...,e, Lifte der zentral primitiven Idempotente von I'/J(I")
sind, ist e;J(I')e; = e;Ae;. Also folgt die Behauptung. O

Nun wird die zusétzliche Voraussetzung gemacht, daf fiir alle Lifte e; der zen-
tral primitiven Idempotente von A/J(A) ein zentral primitives Idempotent € von
KA existiert mit 0 # eje # e; (1 < j < h). Solche unzerlegbaren Ordnungen A
heiflen stark unzerlegbar.

Blocke A positiven Defekts von Gruppenringen sind immer stark unzerlegbar.
Denn nach [Ser, Theorem 33] ist die Zerlegungsabbildung von der abelschen Grup-
pe der verallgemeinerten Charaktere von KA auf die von A/J(A) surjektiv. Sei
nun e;je = e; fiir ein zentral primitives Idempotent ¢ von KA und V der einfache
KA-Modul mit Ve = V. Ist L ein A-Gitter in V', so kommt wegen der Sur-
jektivitdt der Zerlegungsabbildung der einfache A-Modul S; zu e; in L/7L nur
einmal als Kompositionsfaktor vor. Dann ist aber die zugehorige Cartaninvarian-
te ¢;; = 1, woraus nach [Lan, Proposition 9.1] (schon fiir beliebige symmetrische
Ordnungen) folgt, dafi A eine Maximalordnung ist.

Es gibt aber symmetrische Ordnungen in einfachen Algebren, welche keine
Maximalordnungen sind: Ist z.B. R = Z, und

(D)

so ist A symmetrisch beziiglich (z,y) — Sp(3zy). Also ist die starke Unzerleg-
barkeit eine echte Einschrinkung.

Satz 4.1.26 Sei A, I', A wie in Satz 4.1.19, f = 0, A erblich und A stark
unzerlegbar. Dann ist
J(I) = &1 J (A)



4.2. Ordnungen mit Involution. 81

und die Kopfordnung von A ist

Beweis. Es ist J(I') = ®}_,(e;J(I)e; ® @f, 1. ejAe) = ®F_,¢.J(T'). Da A stark
unzerlegbar ist, gibt es zu jedem 1 < j < hein 1 <14 < s mit 0 # eje; # e;.
Da ¢e;J(I')e; C e;J(I')e; gilt, aber €;e;J(A)e; € ejJ(A)e; (vgl. Lemma 4.1.23)
und e;J(I")e;/e;J(A)e; ein einfacher A-A-Bimodul ist, ist e;J(I')e; = e;J(A)e; +
ei(e;J(A)e;j). Damit folgt die Behauptung. O

4.2 Ordnungen mit Involution.

In diesem Abschnitt sei A = A° eine involutionsinvariante Ordnung.

4.2.1 Liften von Idempotenten.

Eine Standardtechnik, bis auf Konjugation in A* eindeutige Idempotente in A zu
konstruieren, ist das Liften von zentral primitiven Idempotenten ¢ des Radikal-
restklassenrings. Ist 2 € R* oder €° = ¢, so kann man solche Idempotente auch
unter Beriicksichtigung der Involution konstruieren.

Bemerkung 4.2.1 (i) Ist € € A kongruent zu einem Idempotent von A/J(A)
so liefert die Newton-Hensel-Iteration ey := €, en11 = e, + (€2 — e,)(1 —
2e,) = 32 —2e3, n = 0,1,2,... ein Idempotent e = lim(e,) in A, mit
e=¢€ (J(A)). (vgl. [Rei, Theorem 6.18])

(11) Ist eq = €, so gilt auch fiir alle Folgenglieder e, aus (i) daf €, = e, ist.
Insbesondere ist e° = e.

(111) Iste = € (J(A)) soist ey := ee® kongruent zu dem Idempotent € von A/J(A)
und invariant unter der Involution °

Nach obiger Bemerkung kann man also involutionsinvariante Idempotente von
A/J(A) zu involutionsinvarianten Idempotenten von A liften. Vertauscht die Invo-
lution ° zwei verschiedene zentral primitive Idempotente von A/J(A), so existiert
nicht notwendig ein Idempotent e von A mit ee® = 0, falls 2 & R*.

Lemma 4.2.2 Ist ¢ € A kongruent zu einem Idempotent von AJ/J(A) mit ee®
und €e € 2J(A), so gibt es ein Idempotent e in A mite = € ((J(A)) und ee® = 0.

Beweis. Indem man e durch €2* ersetzt fiir geniigend groes n € N, kann man (B
annehmen, dafl €2 — e € 2J(A) gilt. Sei ey := € + €°. Dann ist €5 = €2 + (¢°)? +
€€® + €°e = ey (2J(A)). Die Newton-Hensel-Iteration aus Bemerkung 4.2.1 (i)
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liefert also ein involutionsinvariantes Idempotent e, = €2 = ey (2J(A)). Beachte,
dafl e; = 3e2—2¢5 = €2 (4J(A)) und €2 —e; = 0 (4J(A)). Also st ey = €2 (4(J(A)).

Jetzt wird ein f € e, Ae, konstruiert mit f = e —¢° (2J(eyAey)), f© = —f und
f* = e,. Dann erfiillt e := 3(e, + f) die Behauptung des Lemmas. Sei zuerst

fo:=eu(e —€)ey.

Dann ist f§ = —fo und fo =€ — € (2J(e,Aey,)). Weiter ist egfo = foeo (4J(A)),
also f& = (ey(€ — €°)ey)? = ey(€ — €°)%ey = ey (€ + €°)%e, — 2e46€°e, — 2e,€6%€e, =
eueoeu = e, (4J(euAeu)). Fir n > 0 sel fo41 = fo — 5(f2 — €y)fn. Dann ist

2 —ew = 1(f2 — €.)?(f2 — 4ey). Also folgt induktiv, daB f? = e, (4J(A)*)
ist. Insbesondere ist (fn)nen eine Cauchy Folge und konvergiert gegen ein f :=
lim(f,) € euAe, mit f©=—f, f = fy (4J(A)) und f? = e,. O

Folgerung 4.2.3 Seien ¢',...,e;, € A Urbilder der zentral primitiven Idem-
potente von A/J(A) mit (e})° = e (mod J(A)) fir 1 < i < n und (€})° =
€ iins1 (mod J(A)) fir n < i < 222 Dann gibt es orthogonale Idempoten-
te er,...,en € A mit eje; = e, 1 = Z?Zlei, e; = e firl < < n und
€ + eh—iyni1 = € + €5 _; . flirn <i < h. Ist 2 € R*, so kann man zusdtzlich

€; = ep—itnt1 fir alle n <1 < h erreichen.

Definition 4.2.4 (i) Ein System von orthogonalen Idempotenten e, ..., e, €
A wie in Folgerung 4.2.3 heifit involutionsangepaBt.

(ii) Seiey,..., e, ein involutionsangepaftes System von Idempotenten in A. Die

Summe
h
= E ei

. —p0
ez—ei

tber Lifte der involutionsinvarianten zentral primitiven Idempotente von
A/J(A) heifst Stammidempotent von A.

(11i) Die involutionsinvariante R-Ordnung A = A° heifit Stammordnung, falls
alle zentral primitiven Idempotente von A/J(A) unter ° invariant sind,
also 1 ein Stammidempotent ist.

Fiir den Galoisabstieg in unverzweigten Erweiterungen ist es niitzlich, einen
Satz orthogonaler Idempotente in A zu finden, der durch die Galoisgruppe per-
mutiert wird. Dazu ben&tigt man keine involutionsinvariante Ordnung.

Lemma 4.2.5 Seio € Aut(A) ein Ringautomorphismus von A. Seien e, ..., ey
€ A orthogonale Idempotente mit

o'(eg) = e; (mod J(A)) fiir alle1 <i< f—1, of(eg) =y (mod J(A)).

Dann gibt es orthogonale Idempotente e, . ..,€s | € A mit e; = e; (mod J(A))
und o'(ey) = ek, ol (ep) = efy fir alle1 <i < f—1.
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Beweis. Wegen der Vollstindigkeit von A geniigt es zu zeigen, daf} fiir n € N
gilt:

Seien ey, ..., e;_1 € A mit e;e; = §;je; und o' (ep) = e;+x; fiiralle1 <7 < f—1
mit z; € J(A)*, 0/(eg) = g (mod J(A)?"). Dann gibt es €f,..., €} ; € A mit
eiel = b, e; = € (mod J(A)?") so daf o?(eh) =€, (mod J(A)?"") fiir alle
1<i<f—1undo/(ef) =€, (mod J(A)>").

Unter den Voraussetzungen gilt (e; + ;) = (e; + ;)% = e; + e;w; + xie; + x7 fiir
alle 1 <i < f— 1. Also gilt modulo J(A)?"":

oo = €;T:€; j 7é 1 Ties = €;Ti€j j 7é 1
= €;T;€; + €;T; j =73’ B €;T;€; + ZT;€; j =3
Setze
f-1
é() =€y — E €0
=1
Dann gilt

(*) &0 (&) =0 (mod J(A)*"")fiirl <i< f—lundé2 =é&, (mod J(A)*"").
Denn modulo J(A)?"" ist firi =1,...,f —1

f-1 f-1 f-1
€00’ (éo) = (eg — Z eoxj)(e; + x; — Z e;i0'(x})) = epx; — Zeoxjei.
j=1 j=1 j=1
Modulo J(A)2*"" gilt fiir j # i, daB zje; = ejzje;. Da egr; = egxie; in obiger
Gleichung gilt, ist
00" (80) = eomie; — egzie; =0 (mod J(A)2"+1).

Da fiir j =1,..., f — 1 das Produkt eozjeq € J(A)*"" liegt, findet man

f-1 f-1 f-1
ée=ep — Z eoxj — Z eoT;eo + (Z eoz;)’ =& (mod J(A)F).
j=1 j=1 j=1

Also folgt (*). Durch Anwenden von o folgt fiir alle 1 <4,j < f —1
o' (€0)07 (&) = (8007 7H(&))"" = 6;j0%(é0) (mod J(A)*).
Setze man also & := 0%(&), so sind &,...,é; 1 orthogonale Idempotente in

A/J(A)2". Also gibt es einen Satz (e}, . . ., e’s_) orthogonaler Idempotente in A
mit ¢f =& (mod J(A)?"™). Diese € erfiillen die Behauptung. O
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4.2.2 Involutionen auf graduierten Ordnungen.

Eine Verallgemeinerung erblicher Ordnungen ist der Begriff der graduierten Ord-
nung (vgl. [Ple2]).

Definition 4.2.6 FEine R-Ordnung I in A heifst graduiert, falls Idempotente
e1,...,e, € I' eristieren, so daff 1 = 2?21 e; und die Ordnungen e;I'e; Mazimal-
ordnungen in e;Ae; sind, fir alle 1 <i < h.

Als e; kann man orthogonale Lifte der zentral primitiven Idempotente von
['/J(T') wihlen. Graduierte Ordnungen I' in A enthalten die zentral primitiven
Idempotente von A sind also von der Form I' = &;_,T'¢;, wo I'¢; eine graduierte
Ordnung in der einfachen K-Algebra Ae; ist (1 <i < s).

Bemerkung und Definition 4.2.7 Ist I' eine graduierte Ordnung in der ein-
fachen Algebra A = D™ " und Q die Mazimalordnung der Divisionsalgebra D
mit mazimalem Ideal P, so gibt est € N, ny,...,m; € N (n=n; 4+ ... +ny) und
M = (my;) € ZX so, daf T konjugiert ist zu

A, ny,...,n, M) =

{X = (xij)i,jzl,...,t e Dnxn | T45 € ('Pmij)nixnj fUT‘ alle 1 < ’L,j < t}
IstT/J(T) = @, (Q/P)"*™ so gilt my = 0, my; +mj; > 0 und my; +mgj > my
fir alle 1 < 1,1 # j <t. Dann heifit die Matriz M eine Exponentenmatrix von T.
Sind alleny,...,ny =1, so wird A(Q,ny,...,ny, M) auch mit A(Q2, M) bezeichnet.
Ist Q) = R, so wird ) hdufig weggelassen.

Ist T' eine erbliche Ordnung in einer einfachen Algebra A, so ist

0 0 ... 0

HtZ: 1 - h : ENtXt,
R
1 ... 1 0

wo t die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher I'-Moduln ist, eine Exponenten-
matrix von I' (vgl. [Rei, Kapitel 9]).

Die invarianten Gitter einer graduierten Ordnung I" in dem einfachen A-Modul
lassen sich leicht mit Hilfe der Exponentenmatrix M beschreiben (vgl. [Ple2,
Remark (II.4)]). Indem man eine Gitterbasis des projektiven Gitters zum ersten
Konstituenten zugrundelegt. erhélt man eine Exponentenmatrix, welche m;; =0
(oder auch m;; = 0, wenn man mit Linksgittern arbeitet) fiir alle 1 < j < ¢ erfiillt.

Bemerkung 4.2.8 Sei I' = I'° eine involutionsinvariante graduierte Ordnung
in der einfachen K-Algebra A = D™ ™. Sei die durch ° gegebene Permutation
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der zentral primitiven Idempotente von I'/J(T') trivial und ey,...,e; € T ein
inwvolutionsangepaftes System orthogonaler Idempotente von I.

Ist V der einfache A-Modul und ¢ eine A-kovariante Form auf V, so ist
d(Vei,Ve;) =0 fir 1l <i#j<t.

Sei L ein beziiglich ¢ ganzes projektives U'-Gitter in' V mit Le; = L und B =
(Bi, ..., B;) eine R-Basis von L, so daf$ b;e; = b; fiir alleb; € B;, i =1,...,t. Die
Gram-Matriz von ¢ beziiglich B hat die Form diag(fi,..., f;) mit f; = ¢(B;, B;).

Schreibt man die Matrizen in T beziiglich B, so ist T' = A(Q, ny, ..., ng, M) mit
mi; =0 fir alle 1 < j <t, wo Q) die R-Mazimalordnung in der Divisionsalgebra
D ist. Ser P das mazximale Ideal von ). Da I' invariant unter der Involution

N> X =diag(fy,..., f)X diag(f", ..., f7)

ist, gibt es ein m € Zxq so, daf f; € P™T™1GL,,(Q2).

Fir 1 <i <t kommt der zu e; gehorige einfache I'-Modul S; in einer Kom-
positionsreihe von L* /L mit der Vielfachheit m + my wvor. Ist Ly ein mazimal
ganzes I'-Gitter in V, so sind die Kompositionsfaktoren von LO#/LO gerade die
S;, fir die m+m;; ungerade ist und die Kompositionsfaktoren von LO/PL# sind
die S; fiir die m + my;; gerade ist.

Sei nun A = A° eine erbliche Ordnung in der einfachen K-Algebra A. Dann
operiert ° inklusionsumkehrend auf der Kette der A-Gitter in dem einfachen A-
Modul V. Deshalb hat ° hochstens 2 Fixpunkte auf der Menge der einfachen
A-Moduln. Also ergibt sich der folgende Satz.

Satz 4.2.9 Sei A = A° eine erbliche Stammordnung in einer einfachen K-
Algebra A =2 D™ " fiir eine K-Divisionsalgebra D mit R-Mazimalordnung 2.

Dann ist A entweder eine Mazimalordnung oder A =2 A(£2, nq, ng; ( (1] 8 ))

4.3 Wittgruppen fiir Ordnungen mit Involuti-
on.

Nun wird die in Abschnitt 1.3 betrachtete Situation weiter analysiert. Sei R
ein lokaler Integritdtsbereich mit maximalem Ideal p = 7R, Restklassenkorper
k = R/p und Quotientenkorper K. Sei A eine endlich dimensionale, separable
K-Algebra mit einer Involution °: A — A und A C A eine R-Ordnung in A mit
A° = A. Mit GW*'(A, °) wird die Grothendieck-Witt-Gruppe der orthogonalen
A-Torsionsmoduln bezeichnet (vgl. Bemerkung 1.3.2)

Lemma 4.3.1

GWH(A, °) = GW (KA, °) = GW (A/J(A), °)
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Beweis. Sei (V, ¢) ein regulérer orthogonaler kA-Modul. Vermége des Isomorphis-
mus k= R/tRE 7 'R/RC K/Rist 7 1¢ : V x V — 77 1R/R eine regulire
A-kovariante Form auf dem A-Torsionsmodul V. Dies definiert einen Gruppen-
homomorphismus f : GW(kA, °) = GW(A, °).

Umgekehrt sei (M, ¢) ein regulirer orthogonaler A-Torsionsmodul. Ist 7M # 0,
so sei j > 2 minimal mit 7/M = 0. Dann ist N := 7/~!M ein total isotroper A-
Teilmodul von M, da ¢ (77~ 'z, 77~ y) = ¢(n7~2x,y) = O fiir alle z,y € M. Also ist
nach Lemma 1.3.11 [(M, ¢)] = [(N+/N, ¢)] in GW(A, °). Da m# }(N+/N) =0
folgt mit vollstéindiger Induktion, dafi (M, @) zu einem reguléren orthogonalen A-
Torsionsmodul (M', ¢') dquivalent ist mit 7' = 0. Dann ist aber ¢'(M', M) C
7 'R/Rund (M',w¢') ist ein regulirer orthogonaler kA-Modul. Dies definiert ein
Inverses zu f. Die Isomorphie GW (kA, °) = GW(A/J(A), °) folgt mit Lemma
1.3.6, da jedes Element in GW (kA, °) einen eindeutig bestimmten anisotropen
Vertreter hat und anisotrope Moduln halbeinfach sind. O

Definition 4.3.2 Die Witt-Zerlegungsabbildung 6, ist die Komposition von ¢ :
GW (A, °) = GW*YA, °) mit dem Isomorphismus GW'(A, °) = GW (A/J(A), °).

Reprinsentiert man die Elemente von GW (A, °) durch A-anisotrope orthogo-
nale A-Moduln, so ordnet die Witt-Zerlegungsabbildung also jedem orthogonalen
A-Modul (V, ¢) den anisotropen orthogonalen A/J(A)-Modul (L* /L, ¢1) zu, wo
L ein maximal ganzes A-Gitter in V' ist und

¢ L¥/Lx L¥|L - k=71'R/R,¢r(x + L,y + L) := ¢(x,y) + R.
Wie in [Dress, Theorem 5] (A = RG fiir eine endliche Gruppe G) hat man in
dieser Situation die folgende exakte Sequenz

(*x) 0= GW(A, °) 5 GW (4, °) B GW(A/J(A), °).

(vgl. Abschnitt 1.3)
Fiir Gruppenringe iiber p-adischen Zahlen zeigt Folgerung 4.3.7, dal die Ab-
bildung ¢, in (x) sogar surjektiv ist.

4.3.1 Die Surjektivitit der Witt-Zerlegungsabbildung fiir
Gruppenringe.

Dress beweist in [Dress] ein Analogon des Satzes von Brauer iiber induzierte Cha-
raktere: Sei G eine endliche Gruppe, F die Menge aller elementaren Untergruppen
von G,

E:={U <G| U=U; xU, Up zyklisch, U, p-Gruppe }

und

H, .= {U < G | U hat zyklischen Normalteiler von 2-Potenzindex }.
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Satz 4.3.3 ([Dress, Theorem 2] ) Sei R ein Dedekindbereich. Induktion liefert
eine surjektive Abbildung

@UGEUHQGW(RUj O) — GW(RG, o).

Der Satz von Brauer wird meist benutzt, um zu zeigen, daf fiir eine endliche
Erweiterung K von Q, mit Bewertungsring R und Restklassenkorper k = R/p
die Zerlegungsabbildung den Ring der verallgemeinerten Charaktere von G iiber
K surjektiv auf den iiber k& abbildet (vgl. [Ser|, Kapitel 17).

Dieselbe Methode soll nun angewandt werden, um zu zeigen, dafl die Sequenz

*) 0— GW(RG, °) —» GW(KG, °) = GW(kG, °) = 0

exakt ist. Bis auf die Surjektivitit der Abbildung 6, : GW (KG, °) — GW (kG, °)
folgt dies aus [Dress, Theorem 5].
Die Beweisidee basiert auf der Kommutativitéit des folgenden Diagramms:

Oﬁ@UGEuHQGW(RU, O)—)@UGEUH2GW(KU, O)—)@UeEquGW(kJU, O)—)O

l l \
0— GW(RG,°) — GW(KG, °) — GW(kG,°) =0

Da die senkrechten Abbildungen nach Satz 4.3.3 surjektiv sind, geniigt es, die
Behauptung fiir U € E U Hs zu zeigen.

Lemma 4.3.4 Sei G eine endliche Gruppe mit |G| € R*. Dann gilt: Ist (M,b)
ein requldrer orthogonaler kG-Modul, so gibt es ein G-invariantes R-Gitter L und
eine G-invariante symmetrische Bilinearform ¢ so, daf (L* /L, ¢1,) = (M, b) ist.

Beweis. Auf der Ebene der Moduln folgt das Lemma aus [Ser, 15.5]. Sei also
L ein RG-Gitter, so dafl die kG-Moduln L/pL und M isomorph sind. Sei B :
L x . — R eine symmetrische Bilinearform, die b auf M induziert. Dann ist ¢ :=
\%I > e gBg" eine G-invariante symmetrische Bilinearform auf L mit ¢ = b.

O

Folgerung 4.3.5 Mit demselben Beweis gilt sogar fir |G| € R*: Ist (b1,...,by)
eine k-Basis des Raums der G-invarianten symmetrischen Bilinearformen auf M
so gibt es eine R-Basis (¢1,...,¢n) des Gitters der ganzzahligen G-invarianten
symmetrischen Bilinearformen auf L, so dafi mit (w¢;)r, = b;.

Satz 4.3.6 Seien u := char(k) und | Primzahlen, G = C : P das semidirekte
Produkt einer zyklischen Gruppe C von zu | teilerfremder Ordnung mit einer [-
Gruppe P. Dann gilt: Ist (M,b) ein orthogonaler einfacher kG-Modul, so gibt es

ein G-invariantes R-Gitter L und eine G-invariante symmetrische Bilinearform
& so, dafy (L#/L,pr) = (M,b) ist.
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Beweis. Der Beweis verlduft analog zu dem von [Ser, Theorem 41].

® Sei zunéichst [ # p. Dann ist die p-Sylow-Gruppe S von G normal in G. Also
operiert S trivial auf dem einfachen £G-Modul M. Nach Lemma 4.3.4 ist der or-
thogonale k(G/S)-Modul (M, b) von der Form (L* /L, ¢;) fiir einen orthogonalen
R(G/S)-Modul (L, ¢).

® Sei jetzt | = p. Dann gilt char(k) J|C|, und der kC-Modul M ist halbeinfach.
Sei M = &M, eine Zerlegung von M in kC'-isotypische Komponenten. G permu-
tiert die M, transitiv. Sei G, der Stabilisator von M,. Dann ist M = Indg_(M.,).

Da der Zentralisator von C in P ein p-Normalteiler von G ist und deshalb
trivial auf M operiert, kann man annehmen, dafl P treu auf C operiert.

Die folgenden 2 Fille werden unterschieden:

a) Alle M, haben eine C-invariante Bilinearform (d.h. M, = M} fiir alle ).
b) Kein M, hat eine C-invariante Bilinearform (d.h. M, = M}, fiir alle o, wo
":{a} — {a} eine fixpunktfreie Permutation der Ordnung 2 ist).

Im Fall a) erfiillen G, und M, die Voraussetzungen des Satzes. Ist G, # G,
so kann mit vollsténdiger Induktion angenommen werden, dafl (M, bjaz, ) geliftet
werden kann. D.h. es gibt ein Gitter L, mit symmetrischer Bilinearform ¢, so daf3
(L% /Lo, (9a)1.) =6 (Ma,bja, ). Indem man beide Seiten nach G hochinduziert,
erhilt man die Behauptung.

Also kann angenommen werden, dafl G, = G ist. Dann ist also M = M,
ein isotypischer kC-Modul, d.h. das Bild der zugehorigen Darstellung p : kC' —
End(M) ist ein Kérper k. Nun sei 0 # v € M ein Vektor, der invariant unter
P ist. Da C ein Normalteiler in G ist, ist kv ein G-invarianter Teilmodul von
M, also M = kv, da M einfach ist. Vermége v — 1 identifiziert man M mit k,
WObel P auf k als Gruppe von Galoisautomorphismen operiert. Sei nun K die
unverzweigte Erweiterung von K mit Restklassenkorper k und sei R der Ring
der ganzen Zahlen in K. Der Homomorphismus C — k* liftet sich eindeutig
zu einem Homomorphismus C — R*. Weiter ist die Galoisgruppe Gal(K, K)
kanonisch isomorph zu Gal(k, k). Da P treu auf C operiert, wird P zu einer
Untergruppe von Gal(K,K) und G = C : P < R*: Gal(K, K) und R liftet den
Modul M.

Da M und damit R eine C-invariante symmetrische Bilinearform trigt und die
Einschriinkung der Darstellung von G auf K auf P ein Vielfaches der reguliren
Darstellung ist, also die Charakterwerte der Elemente von G — C' alle 0 sind, gibt
es eine symmetrische G-invariante Bilinearform ¢y auf R. Da R/7R = M ein
irreduzibler kC-Modul und deshalb auch ein irreduzibler kG-Modul ist, ist das
duale Gitter R# von R beziiglich ¢y ein R = RC-Ideal in K also von der Form
7®R. Indem man ¢, durch 7-%@, ersetzt, kann man annehmen, da R# = R. Sei
by die G-invariante Bilinearform auf M mit (7~'R/R, (1¢q) ) = (M, bp).

bo induziert auf % eine Involution, also einen Galoisautomorphismus der Ord-
nung < 2. Ebenso induziert ¢y eine Involution auf K. Seien &% und K+ die zu-
gehorigen Fixkérper. Dann gilt fiir die Maximalordnung Rt in K+, da§ R /nR* =
k*. Da Gal(K/K) abelsch ist, operieren die Elemente von P als Galoisautomor-



4.3. Wittgruppen fiir Ordnungen mit Involution. 89

phismen auf &+ und K. Fiir die zugehérigen Fixkorper £+ und K+ mit Bewer-
tungsring R gilt wieder k™ = RT /7 R™.

Die G-invariante symmetrische regulére Bilinearform b auf M ist von der Form
aibo fiir ein 0 # a; € k*. Sei @ € R* mit a + 7R* = a;. Dann ist a € (R™)* und
(M,b) = (7 'R/R, (mady) )

Im Fall b) ist p = 2. Wie im Fall a) kann man annehmen, da§ M = M, & M,
ist. Dann ist G, eine Untergruppe vom Index 2 in G. Ebenso wie in a) impliziert
die Irreduzibilitit von M, da8 M, =~ k und M, = k' Korpererweiterungen von
k sind. Wie in a) liftet man den G,-Modul M, zum Ring der ganzen Zahlen
R in der unverzweigten Erweiterung K von K mit Restklassenkorper k. Durch
Induzieren erhilt man den Modul M = M, & M* bzw. L := R & R*,

Wie eben existiert eine G-invariante regulire symmetrische Bilinearform ¢q auf
L mit (77'L/L, 7o) = (M, bg).

Der Raum der C-invarianten symmetrischen Bilinearformen auf M ist nun iso-
morph zu kby. Nach Folgerung 4.3.5 kann man diese Formen zu C-invarianten
symmetrischen Bilinearformen K¢, liften. Ist P’ := Stabp(M,), so entsprechen
die G-invarianten Formen in kby (bzw. K ¢,) gerade dem Fixkorper von P’ in k
bzw. K. Wie eben erhilt man, da das Gitter der ganzen G-invarianten symmetri-
schen Bilinearformen auf L surjektiv auf den Raum der reguldren symmetrischen
Bilinearformen auf M abbildet und es also auf L eine regulire G-invariante sym-
metrische Bilinearform ¢ gibt mit (M,b) = (7~ 'L/L, (7¢)1). O

Wegen Satz 4.3.3 folgt aus diesem Satz nun die Exaktheit von (x).

Folgerung 4.3.7 Sei R ein vollstindiger diskreter Bewertungsring mit mazima-
lem Ideal TR, Restklassenkérper k = R/mR und Quotientenkorper K. Sei G eine
endliche Gruppe. Dann ist die folgende Sequenz exakt.

*) 0— GW(RG, °) » GW(KG, °) — GW (kG, °) = 0

Beweis. Nach Satz 4.3.3 geniigt es, die Behauptung fiir Gruppen G zu zeigen, die
einen zyklischen Normalteiler von [-Potenzindex haben. Dann ist aber auch der
grofite Normalteiler in G von zu [ teilerfremder Ordnung, C' := Oy(G), zyklisch
und G = (' : P fiir eine [-Gruppe P. Daher folgt die Behauptung aus Satz 4.3.6.

O

Diese Folgerung wird falsch, wenn man anstelle von Gruppenringen beliebige
symmetrische Ordnungen zulaft:

. . . 10 0 2 00
Beispiel 4.3.8 Seien I := (0 1),a._ (0 O),b.— (2 0>,C-—

( 8 g > € R?? wo R := Zy. Sei A die Teilordnung von R**? & R?>*? mit

R-Basis
I+1,c+¢,2I4+0,0+2c,a+0,04+a,b+0,0+b.
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Dann ist A symmetrisch beziiglich i(Th +Try) wo Tr; die reduzierte Spur auf der
jeweiligen Komponente R?*? bezeichnet. Das komponentenweise Transponieren
ist eine Involution ° auf A. Ist (V, F) ein einfacher orthogonaler Q @ r A-Modul,
so gilt 65(V, F) = 0 oder 0o(V, F) = (S,1) L (S,1), wo S der einfache A-Modul
ist. Also ist die Witt-Zerlegungsabbildung do nicht surjektiv.

Eine einfache Anwendung der Surjektivitidt von J, auf die Existenz invarianter
quadratischer Formen auf selbstdualen einfachen G-Moduln iiber einem Korper
der Charakteristik 2 ist die folgende.

Folgerung 4.3.9 (vgl. [Fei, Corollary IV.11.9]) Sei K eine endliche unverzweig-
te Erweiterung von Qu, G eine endliche Gruppe S ein einfacher selbstdualer kG-
Modul, der in 6,(V,¢) vorkommt fiir einen reguliren orthogonalen KG-Modul
(V,¢). Hat V' keinen trivialen 2-modularen Konstituenten, so trdigt S eine re-
gulire G-invariante quadratische Form.

Insbesondere sind die selbstdualen einfachen kG-Moduln, die nicht zum Haupt-
block gehéren alle vom quadratischen Typ.

Beweis. Sei L ein maximal ganzes RG-Gitter in (V, ¢). Dann gilt fiir alle x € L¥,
daB ¢(z,x) € R ist. Denn sonst ist (L#,2¢) ein ganzes RG-Gitter in (V,2¢) und
es gibt ein z € L# mit 2¢(x, ) ¢ 2R. Dann ist das RG-Gitter L' := {y € L¥ |
#(y,y) € R} ein echtes Teilgitter von L# mit dimy(L#/L') = 1. Da ¢ eine G-
invariante reguléire symmetrische k-Bilinearform auf L# /L' induziert, ist L¥ /L'
der triviale kG-Modul, welcher nach Voraussetzung kein 2-modularer Konstituent
von V war. Also ist ¢(z,z) € R fiir alle x € L¥ und ¢ induziert eine k-wertige
quadratische Form ¢ auf L#/2L%, q(z) := ¢(z,z) + 2R. Dabei ist fiir die zu-
gehorige Bilinearform L/2L# = (L#/2L#)*. Da V keinen trivialen 2-modularen
Konstituenten hat, folgt wie eben, dafl ¢(z,z) € 2R fiir alle x € L. Also ist das
Radikal rad(q) = L/2L¥ und ¢ induziert eine regulire quadratische Form auf
L# /L. Da L* /L beziiglich der zugehérigen Bilinearform eine orthogonale Sum-
me einfacher kG-Moduln ist, induziert ¢ auch eine G-invariante quadratische
Form (# 0) auf S.

Die zweite Aussage folgt mit der Surjektivitdt von d,. O

4.3.2 Morita-Aquivalenz von Ordnungen mit Involution.

Definition 4.3.10 (/Miy, Section 3]) Zwei R-Ordnungen (A, °) und (A',”) mit
Involutionen heiffen Morita-dquivalent, falls es einen A-A'-Bimodul M g¢ibt und
einen Isomorphismus

b: M — M* =Homg(M, R) = Homy (M, A) = Homx (M, A'),

welcher die folgenden 5 Bedingungen erfillt:
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1) 7: M*Qx M — N und u: M @y M* — A sind Bimodulisomorphismen,
welche die folgenden Diagramme kommutativ machen:

M®A1M*®AM — M®A1AI M*®AM®A1M* — M*®AA

{ \ 4 {
A®AM — M A®A1M* — M*

Am) = b(m)A° fir alle A € A,m € M.

3) b(my) = 7b(m) fir alley € A',m € M.

4) 7(b(n) ® m) = 7(b(m) ® n) fiir alle m,n € M.
5) p(m®b(n)) = p(n®b(m))° fir alle m,n € M.

Satz 4.3.11 ([Miy, Theorem B]) Sind (A, °) und (A',”) Morita-dquivalente R-
Ordnungen mit Involutionen, so sind die Grothendieck- Witt-Gruppen GW (A, °)
und GW (A',~) isomorph.

Ist A = A° eine symmetrische R-Ordnung in A, so erhilt man gewisse Morita-
Aquivalenzen als Ordnung mit Involution analog zum klassischen Fall durch Mul-
tiplikation mit einem involutionsinvarianten Idempotent.

Satz 4.3.12 Sei A = A° eine symmetrische R-Ordnung in A beziglich der Form
Tr, und e = €2 = €° ein Idempotent in A mit A = AeA. Dann induziert ° eine
Involution ° auf eAe und (A, °) ist Morita-dquivalent zu (eAe, °).

Beweis. Sei M := Ae. Dann ist M ein A-Linksmodul mit Ends (M) = eAe. Die
Morita-Aquivalenz von A und eAe als abstrakte Ordnungen wird z.B. in [Thé,
Theorem (1.9.9)] gezeigt. Die Abbildungen 7 und p sind durch die Multiplika-
tion in A gegeben. Die Bedingung 1) ist wegen der Assoziativitdt von A erfiillt.
Nach [Thé, Proposition (1.6.4)] induziert die Form Tr, eine unimodulare bili-
neare Paarung Ae x eA — R. Also ist eA = M* = Hompg(M, R). Definiere
b: Ae — eA durch b(ze) := ex® fiir alle x € A. Dann ist b ein Isomorphismus
und es gilt fiir alle z, A € A, daBl b(Aze) = b(xe)\° und b(zede) = (ede)°b(xe).
Also erfiillt b die Bedingungen 2) und 3) aus Definition 4.3.10. Weiter gelten fiir
alle z,y € A die Gleichungen b(ze)ye = ex°ye = (ey°ze)® = (b(ye)ze)° und
yeb(ze) = yex® = (zey®)° = (zeb(ye))°. Also sind die Bedingungen 4) und 5) aus
Definition 4.3.10 erfiillt und die Ordnungen sind Morita-dquivalent. 0
Die Isomorphie zwischen GW (A, °) und GW (eAe, °) ist gegeben durch

e : GW(A, °) = GW(eAe, °): (L,B) — (L ®x Ae, B,),

wo L ®, Ae = Le und B, : Le x Le die Einschrinkung von B auf Le ist. (Le, B,)
liegt in GW (eAe, °), dafiir Iy, 1y € L gilt B(lye,la(1—e)) = B(ly,l2(1—e)e®) = 0.
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Alsoist L = Le 1 L(1 — e) und die Einschrankung von B auf Le ist reguldr. Die
Umkehrabbildung ist definiert durch

©°: GW(elAe, °) = GW(A, °): (L,B) — (L ®cac €A, B?),

WO Be(ll X 6)\1, ly ® 6)\2) = B(ll, loe ;6) fiir alle ll, Iy € L, )\1, Ao € A.

Eine Morita-Aquivalenz von zwei R-Ordnungen A, A’ induziert durch Tensorieren
eine Morita-Aquivalenz zwischen den K-Algebren KA und KA’ und auch zwi-
schen kA und kA’ welche auf der Ebene der Moduln mit der Zerlegungsabbildung
vertriglich sind.

Fiir die Morita-Aquivalenz von Ordnungen mit Involution gilt Analoges fiir die
Witt-Zerlegungsabbildungen.

Satz 4.3.13 Sei A = A° eine symmetrische R-Ordnung in A und e = e° = €* ein
Idempotent in A mit A = AeA. Die oben gegebene Morita-Aquivalenz zwischen
A und elAe induziert Gruppenisomorphismen GW (A, °) — GW(eAe, °) bzw.
GW (A, °) = GW(ede, °) und GW(A/J(A), °) — GW (eAe/J(eAe), °) so, daf
das folgende Diagramm kommutiert.

GW(A, °) — GW(4,°) — GW(A/JA), °)

\ \ 1
GW (eAe, °) — GW(edAe, °) — GW(eAe/J(eAe), °)

Beweis. Da die senkrechten Abbildungen durch Einschrianken definiert sind, ist
es klar, daf§ das linke Quadrat kommutiert. Sei also (V, B) ein orthogonaler K A-
Modul und L ein maximal ganzes A-Gitter in V. Dann ist Le ein ganzes eAe-
Gitter in (Ve, Bjv.). Sei M ein ganzes eAe-Obergitter von Le. Dann ist M ®xceA
isometrisch zu einem A-Obergitter von L = Le @cpe eA in V = Ve ®qg. eA. Ist
(M, Bjy) ganz, so auch (M ®ecne €A, Bfy;). Deshalb ist 6,(Ve) = (Le)*/Le
(L¥/L)e, da L = Le 1 L(1 — e). Die Multiplikation mit e ist aber genau
der durch die Morita-Aquivalenz induzierte Isomorphismus GW (A/J(A), °) —
GW (eAe/J(eAe), °). O

Zur Konstruktion eines Idempotentes e = e° € A mit AeA = A und moglichst
kleinem eAe werden involutionsinvariante Idempotente des Radikalrestklassen-
ringes A/J(A) zu involutionsinvarianten Idempotenten von A geliftet. Dazu sei-
en ey,...,e, orthogonale involutionsinvariante Lifte der involutionsinvarianten
zentral primitiven Idempotente von A/J(A), g1 = €94, ..,e4-1 = €; modu-
lo J(A) Lifte der iibrigen zentral primitiven Idempotente von A/J(A), so da8
1=-e+ ...+ e, eine Zerlegung der 1 in orthogonale Idempotente ist.

Fiir 1 < j < a soll nun ein méglichst primitives involutionsinvariantes Idem-
potent 7; in e;Ae; konstruiert werden. Dazu geniigt es nach Bemerkung 4.2.1, ein
solches in X := ejAe;/J(ejAe;) zu finden. X ist eine einfache k-Algebra mit Invo-
lution ° also isomorph zu einem Matrixring iiber einem Erweiterungskorper k von
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k fiir den ©° gegeben ist durch z° = fZ'" f~! fiir eine hermitesche Form f = 4 f*
auf dem einfachen X-Modul V' (vgl. Abschnitt 3.2.1). Nach Proposition 3.2.2 148t
sich f fiir den Fall, daf} die Involution = auf dem Zentrum von X nicht trivial
ist, oder char(k) # 2 und f = f' ist, diagonalisieren. Im symplektischen Fall

f = —f' zeigt man leicht, da§ f ~ diag(( _01 (1) ) e, < _01 (1) )) ist und

auch im Fall char(k) =2 und f = f ist f orthogonale Summe 2-dimensionaler
quadratischer Formen. Die Projektionen 7 € X beziiglich orthogonalen Zerlegun-
gen von V sind aber involutionsinvariante Idempotente. Also gibt es ein involu-
tionsinvariantes Idempotent i; € X mit dimg(V'¢;) < 2 minimal.

Seien 4411,%4+3, - - -,tp—1 primitive Idempotente in e, 1Aegy1, ..., ep_1Aep_1.

Dann ist € := 4 + ...+ %g + 41 + ig 1 + ... + 91 + 2;_; ein involutions-
invariantes Idempotent in A fiir das eAe und A als Ordnungen mit Involution
Morita-dquivalent sind.

Eine R-Ordnung I" heifit Basisordnung, falls es einen Erweiterungskorper & von
k gibt, so daB alle einfachen kI-Moduln eindimensional sind. Als Spezialfall der
obigen Uberlegungen erhilt man die folgende Beobachtung.

Bemerkung 4.3.14 Seien char(k) # 2 und alle zentral primitiven Idempotente
von A/J(A) involutionsinvariant. Dann ist (A, °) als Ordnung mit Involution
Morita-dquivalent zu einer Basisordnung (eAe, °) mit Involution.

4.3.3 Der Radikalidealisatorprozess fiir Stammordnungen.

Die Involution ° permutiert die zentral primitiven Idempotente éi,..., €, von
AJJ(A). Gilt €° # €, so tragt der einfache A-Modul S; mit S;&; = S; keine
A-kovariante symmetrische Bilinearform. Seien ey, ..., e, € A ein System involu-

tionsangepafiter orthogonaler Idempotente von A mit €; = e; + J(A). Sei e die
Summe iiber alle involutionsinvarianten e; ein Stammidempotent von A.

Aus Bemerkung 1.3.4 folgt, dal GW(A/J(A)) = GW (eAe/J(eAe)) ist. Nach
dem folgenden Lemma kann man zur Berechnung von d, die Ordnung A durch
ele ersetzen.

Lemma 4.3.15 Mit den obigen Bezeichnungen ist das folgende Diagramm kom-
mutativ:
Gw(A, ) ST GWAIWM), °)

ViaVe | MM
GW (ede, ©) N7 GW(eAe/I(ehe), °)

Beweis. Sei (V, ¢) ein orthogonaler A-Modul und L ein maximal ganzzahliges A-
Gitter in V. Da ¢(le,ve) = ¢(I,vee®) = ¢(l,ve) gilt (Le)* = L¥ N Ve = L¥e.
Also ist (Le)#/Le = (L#/L)e als orthogonaler eAe-Modul. O
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Wegen dieses Lemmas kann man zur Berechnung der Witt-Zerlegungsabbildung
annehmen, daf§ die durch ° auf den zentral primitiven Idempotenten von A/J(A)
induzierte Permutation trivial ist, also alle einfachen A-Moduln eine A-kovariante
reguldre Bilinearform tragen, was gleichbedeutend damit ist, dafi A eine Stamm-
ordnung ist.

Nach Lemma 4.1.2 gilt fiir I > A, da§ J(A) = J(I')NA, also A/J(A) kanonisch
in I'/J(T') eingebettet ist. Nach dem folgenden Lemma kann man den Radikal-
idealisatorprozess zur Berechnung der Witt-Zerlegungsabbildung benutzen.

Lemma 4.3.16 Sei I' =1'° eine A deckende R-Ordnung in A. Dann macht die
FEinschrinkung GW (T, °) = GW(A, °) und GW(T'/J(T), °) = GW(A/J(A), °)
das folgende Diagramm kommutativ
GW(, °) — Gw(4, o) "% qw(r/ir), °)
\J 1 \J
GW(A, °) — GW(4, °) "N aw(/In), °)

Beweis. Die Kommutativitit des linken Quadrats ist klar. Sei (V, @) ein orthogo-
naler A-Modul. Jedes I'-Gitter L in V ist auch ein A-Gitter. Ist L ein maximal
ganzes I'-Gitter und M ein maximal ganzes A-Gitter in V', welches L enthélt,
so ist M/L ein total isotroper A-Teilmodul von (L#/L,¢r) und (L¥/L,¢r) =
(M# /M, ¢ar) in GW(A/JT(A), °©). O

Man beachte, da§ die Abbildung GW (T, °) — GW (A, °) selten surjektiv ist.
Das kommutative Diagramm kann als Weg benutzt werden, um §, (A, —) iiber
0. ([, —) fiir I > A auszurechnen.

Ordnungen, deren invariante Gitter leicht zu beschreiben sind, sind die gradu-
ierten Ordnungen (vgl. Abschnitt 4.2.2).

Lemma 4.3.17 (/Ple2, Theorem I1.8]) Sei A eine graduierte Ordnung in A, V
ein einfacher A-Modul, Q) die Mazimalordnung in der Divisionsalgebra End 4(V)
mit mazimalem Ideal P. Ist L ein A-Gitter in V', so ist die Vielfachheit jedes
einfachen A-Moduls in einer A-Kompositionsreihe von L/PL < 1.

Fiir die Aussage des Lemmas geniigt es natiirlich, vorauszusetzen, dal &;_, ;A
(€1, ..,€s die zentral primitiven Idempotente in A) eine graduierte Ordnung ist.
Satz 4.3.18 Ser A = A° eine Stammordnung in A = ®;_,,A und 1 <1 < s,
so daff I' := ;A =T'° eine graduierte Ordnung in der einfachen involutionsinva-
rianten Algebra Ae; = D™ " ist. Sei Q die Maximalordnung von D und M eine
Ezponentenmatriz von I' mit my; = 0. Sei Ay die Kopfordnung von A und I'y
die Kopfordnung von I'. Dann ist

ANEi = FN = A(Q, n;, Mz)
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Gibt es ein j mit mj; ungerade, so ist n; € N> und M; = ( 00

01 ) Sonst ist

Ane; eine Mazimalordnung, n; = n und M; = (0).

Beweis. Sei (V,¢) ein orthogonaler einfacher A-Modul mit Ve; = V und L' ein
maximal ganzes A-Gitter in V. Dann induziert ¢ die anisotrope Bilinearform ¢y,
auf (L')# /L' und 6, (A, (V,¢)) = (L')* /L', é11).

Sei L ein maximal ganzes Ay-Gitter in V. Dann kommen die einfachen A-
Moduln in L# /L mit Vielfachheit < 1 vor. Da die einfachen A-Moduln alle selbst-
dual sind, ist (L#/L, ¢1,) ein anisotroper A-Modul. Also ist L# /L =2, (L")#/L'.

Sei P das maximale Ideal in 2. Die einfachen Ay-Moduln, die als Komposi-
tionsfaktoren von L/PL vorkommen, schrinken sich alle verschieden auf A ein.

Da die einfachen A-Moduln alle selbstdual sind, sind auch alle einfachen Ay-
Moduln selbstdual. Nach Satz 4.2.9 ist also L# /L ein einfacher Ay-Modul und

Aye; = A(Q, 24, yi, < g (1] )) mit z; = dimqp(L* /L) und y; = dimgp(L/PL¥)

(falls x; oder y; = 0, so ist Aye; eine Maximalordnung). z; und y; sind durch Ag;
eindeutig bestimmt und man erhilt dieselben Werte, wenn man A durch I' ersetzt.
Der Rest folgt aus Bemerkung 4.2.8. a

Also kann man fiir gewisse Stammordnungen A, die Kopfordnung schon an
der graduierten Hiille von A ablesen, wie die nachstehende Folgerung und der
darauffolgende Satz zeigen.

Folgerung 4.3.19 Ist A = A° eine Stammordnung, so dafi I := &;_ ;A gradu-
iert ist, dann ist Ay = 'y, d.h. die Kopfordnungen von A und ihrer graduierten
Hiille stimmen tberein.

Satz 4.3.20 Sei A = A° = A(R,nq,...,ny, M) eine involutionsinvariante gra-
duierte Stammordnung in der zerfallenden einfachen K-Algebra A, M eine Ez-
ponentenmatriz von A mit my; = 0 fir alle 1 < j < t. Seien Si,...,S; die
zugehorigen einfachen A-Moduln. Sei ¢ eine requlire A-kovariante Form auf dem
einfachen A-Modul V', mit 6,(A, (V,¢)) = (U,b) anisotrop, so dafi S kein A-
Kompositionsfaktor von U wst. Dann ist

U2a{S;|1<1i<tm; ungerade }
und jeder anisotrope Vertreter (U',0') von 6,(A, (V, 7)) erfillt
U'>2a{S;|1<i<tmy gerade }.

Insbesondere lifit A ein unimodulares Gitter in 'V fest, genau dann wenn alle m;
gerade sind.
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Beweis. Sei L das natiirliche A-Gitter. Die Form ¢ = diag(¢y, ..., d;) ist ein K-
Vielfaches von der Form diag(fi, ..., f;) aus Bemerkung 4.2.8. Multipliziert man
¢ mit einer geeigneten w-Potenz so, dafl ¢, € G Ly, (R) liegt, dann kommen genau
die einfachen A-Moduln S; mit m;; ungerade in einer A-Kompositionsreihe von
L# /L mit ungerader Vielfachheit vor. Ist L' ein maximal ganzes A-Obergitter
von L, so stimmen, da alle einfachen A-Moduln selbstdual sind, die Kompo-
sitionsfaktoren von L#/(L')# mit denen von L'/L iiberein. Da in (L')# /L' je-
der einfache A-Modul hochstens mit Vielfachheit 1 als Kompositionsfaktor vor-
kommt, gilt (L')#/L' =2 &{S; | 1 < i < t,m;; ungerade }. Analog folgt, da§ ein
beziiglich 7 maximal ganzes Gitter L"” von der Form (L")# /L' = &{S; | 1 <
i <t,m; gerade } ist. O

4.3.4 Eine Anwendung fiir Blocke mit zyklischem Defekt.

Sei K eine unverzweigte Erweiterung von @, und A ein Block von RG mit zykli-
scher Defektgruppe der Ordnung p“, so da8 k = R/p ein Zerfallungskorper von
A/pA ist. Seien €,. .., €.y, die zentral primitiven Idempotente von A, so daf
€; = ¢; fiir mindestens ein 3.

Nach [Ple2, Theorem (VIIL.3)] (vgl. auch [Rog]) ist nach geeigneter Umnum-
merierung der ¢; die Ordnung @®{f'e;A graduiert mit e,A = A(R;, i, Hy,) fiir
1 < s <aund e,A =2 A(R, g, aHy,) fiira+1 < s < a+ e. Die Ry sind Be-
wertungsringe in verzweigten Erweiterungen von K, niy, € N's und H, ist wie auf
Seite 84 definiert.

Sei e, ein Stammidempotent von A. Nach [HiL, Theorem 2.1.20] gilt dann
entweder e, = 0 oder es gibt mindestens 2 zentral primitive Idempotente ¢; von
A mit €; = ¢;. Im letzten Fall gilt fiir alle 1 <7 < e+ a, da e,6; #0 & €; = €.
Der Brauer-Baum von e, Ae, ist eine zusammenhéngende gerade Linie Sj.

Seien ¢;, und ¢;, die zentral primitiven Idempotente die zu den Enden von Sy
gehoren.

Lemma 4.3.21 Sei e, # 0 und A, := e, Ae,. Mit den obigen Bezeichnungen gilt
firallel <i<e+4+a mite =¢

(i) Ist i = j; oder i = jo, so ist €;A\, eine Mazimalordnung.

(i7) Ist 1 < i < a dann gehirt €; zu dem Ausnahmevertex. Falls i # ji, jo ist,

dann ist _ .
6Z'AT = A(RZ, ngz), ng), HQ)

(i1i) Ist a+1<i<a+e undi# ji,js, dann ist
e\ = A(R, ngi), ngi), a- H).

Folgerung 4.3.22 Ista+1<i<a+e undi# j1,j2, dann lift A, (bzw. €;A)
genau dann ein irreduzibles unimodulares Gitter fest, wenn a gerade ist.



Kapitel 5

Gruppenringe.

In diesem Kapitel werden Methoden entwickelt, um symmetrische Ordnungen
mit Involution, insbesondere Gruppenringe, als Ordnungen mit Involution bis
auf Morita-Aquivalenz zu beschreiben. Dazu werden gewohnliche und modulare
Charaktertafeln der jeweiligen Gruppen benutzt, die man in [CCNPW], [JLPW]
und als GAP-library ([GAP]) findet. Diese Quellen werden nicht mehr besonders
aufgefiihrt.

5.1 Bezeichnungen.

Definition 5.1.1 Sei p eine Primzahl, A eine halbeinfache Algebra diber Q, und
A eine Z,-Ordnung in A. Eine unverzweigte Erweiterung K von Q, heifft unver-
zweigt geniigend groB fiir A, falls

(i) der Restklassenkirper k := R/pR, wo R der Ring der ganzen Zahlen in K
ist, ein Zerfillungskorper von k Qg A ist und

(ii) die einfachen K ®q, A-Moduln einen kommutativen Endomorphismenring
haben.

Wie in Kapitel 4 sei in diesem Kapitel K eine endliche Erweiterung von Q,
mit Ring der ganzen Zahlen R, maximalem Ideal p = mR und Restklassenkdrper
k := R/mR. A bezeichnet eine endlich dimensionale halbeinfache K-Algebra, mit
zentral primitiven Idempotenten €4, ..., €. Dann ist

A= éetA - éK{”X’”
t=1 t=1

Sei V; der einfache A-Modul mit Vie, =V, (1 <t < s).
Sei A eine R-Ordnung in A und eq,...,e, € A Lifte der zentral primitiven
Idempotente von A/J(A). Ist eine Involution ° auf A gegeben mit A° = A, so

97
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werden die ey, ..., e, meist involutionsangepaflt gewahlt. Dann ist
h h
A= @(eiAei D @ €Z'A€j).
i=1 it
Ve

Zur Beschreibung von A geniigt es, die symmetrischen Ordnungen e;Ae; und die
Bimoduln e;Ae; zu beschreiben und die Multiplikation e;Ae; x ejAe; — e;Ae; zu
erklaren.
Fir 1 <i < h sei
¢ ={1<t<s|ee #0}

die Menge der Indizes der einfachen A-Moduln die in dem projektiven A-Modul
e;\A vorkommen.

5.1.1 Strategie.

Zur Vereinfachung der Rechnungen sei K unverzweigt geniigend grof} fiir A. Dann
sind die Korper K; = Z(e;A) rein verzweigte Erweiterungen von K vom Grad
d; = [K; : K|. Sei R; die R-Maximalordnung in K; (1 <t < s).

Nach Ubergang zu einer Morita-iquivalenten Ordnung kann man annehmen,
dal A eine Basisordnung ist, also die einfachen A-Moduln eindimensionale k-
Vektorraume sind. Dann sei P; := e;A der projektiv unzerlegbare A-Modul mit
Kopf S; (1 <4 < h). Dann ist A/J(A) & @,k kommutativ und die S; sind auch
die minimalen 2-seitigen Ideale von A/J(A).

Die wesentliche Einschrankung in diesem Abschnitt ist die Voraussetzung, daf

=& A
eine graduierte Ordnung ist. Dann gibt es Exponentenmatrizen (vgl. Definition

42.7) MO = (m1),; € Z55™, so daf

ij

AEt = A(Rt, M(t))

ist 1 <t < s. Der Einfachheit halber werden die Zeilen und Spalten der Expo-
nentenmatrix M® mit den Elementen von

ro={1<i<h|tee)

indiziert fiir alle 1 <t < s.

Methoden zur Berechnung von I' fiir Blocke A von Gruppenringen sind in
[Ple2], [Plel] entwickelt worden. Sie werden der Vollsténdigkeit halber sowie zur
Festlegung der Bezeichnungen im n#chsten Abschnitt wiedergegeben.

Im Kontext dieser Arbeit sind die Bimoduln e;Ae; fiir die involutionsinvarian-
ten Idempotente e; = €7, e; = e; deshalb von Bedeutung, da man aus den Iso-
morphietypen der e;Ae; als e;Ae;-ejAe;~-Bimodul die Witt-Zerlegungsabbildung
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0. aus der exakten Sequenz x berechnen kann. Dies liefert die Information, in
welchen A-Moduln es unimodulare A-Gitter gibt. (vgl. Abschnitt 5.5)

Zur Beschreibung von A werden die R-Gitter e;Ae; und die R-Ordnungen e;Ae;
(1 <4,7 < h) in eine kommutative endlich dimensionale K-Algebra eingebettet.
Dazu sei

V=,V

die Summe aller einfachen A-Moduln und
E = EndA(V)

Bemerkung 5.1.2 (o) E ist ein kommutativer Ring isomorph zu &_| K; =
Z(A).

(b) Fir alle 1 < j < h ist der Endomorphismenring Enda(P;) kommutativ.

V hat einen bis auf Isomorphie eindeutigen A-Teilmodul isomorph zu P; (1 <
j < h). Wihle also fiir alle 1 < j < h eine Einbettung

Der Teilraum K ®g ¢;(P;) <V ist unabhéngig von der Wahl der Einbettung ¢,.
Sei @; das eindeutige A-invariante Komplement von K¢;(P;) in

V = Kg;(P)) & Q.

Dann wird jeder A-Homomorphismus ¢ € Homy (P}, P;) fiir 1 < 4,7 < h als
Element von E betrachtet, indem ¢ auf ; mit Null fortgesetzt wird, ¢ € E mit
Q; < Ker(p).

Bemerkung 5.1.3 Fir 1 < j,j' < h ist der Endomorphismenring End, (P;)
kanonisch (unabhdingig von der Wahl von ¢;) in E eingebettet. Ebenso hat man
(von ¢, und @; abhdngige) Einbettungen von Homy (P;, Pjr) in E.

Ebenso wie den wohlbekannten Sachverhalt Endj(A) = A zeigt man das fol-
gende Lemma.

Lemma 5.1.4 Firl <i,j < h ist Homa (P}, Pj) = ejAe;.

Beweis. Sei ¢ € Homy(P;, Pj). Dann ist ¢(e;) = eja mit o € A. Da ¢ ein A-
Homomorphismus ist, ist ¢(e;A) = e;a fiir alle A € A. Insbesondere ist ejo =
ejoe;. Also ist ¢ durch Linksmultiplikation in A mit e;ae; induziert. g

Vermoge dieses Lemmas werden die R-Gitter ejAe; als Teilgitter (nicht vollen
Rangs) von E aufgefafit. Die zentral primitiven Idempotente €y,...,€; bilden
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eine kanonische “Basis” von E, d.h. jedes Element ¢ von E 1afit sich eindeutig
schreiben als

= Zajej mit a; € Kj.
j=1

Eine n x s-Matrix X heifit Erzeugermatrix von e;Ae; falls X; ; € K fiir alle /, j und
die n Vektoren Z;Zl X je; das R-Gitter ejAe; erzeugen. Sind diese Vektoren sogar
R-linear unabhéngig, so heifit X eine Basismatrix. Der Zeilenraum der Matrix X
wird mit (X) bezeichnet. Ist ¢ € E und X eine Erzeugermatrix, so sei X¢ die
Matrix der Produkte.

Die Bezeichnungen aus diesem Abschnitt 5.1 werden im folgenden beibehalten.

5.2 Die graduierte Hiille.

In diesem Abschnitt sei K unverzweigt geniigend grof} fiir A und A eine Basis-
ordnung in A, die symmetrisch ist beziiglich ® := T'r, mit u = Y ;_, us€;, so daf
I eine graduierte Ordnung ist.

Die graduierte Ordnung I' bestimmt die Exponentenmatrizen M® nicht ein-
deutig. Invarianten von I' sind hingegen die Strukturkonstanten:

Bemerkung und Definition 5.2.1 Sei 1 < t < s, ' =: T" und i,j,1 € r;.

Dann ist
®)

(eiF'ej)(ejF'el) = Wznijl 61'11161

wo mg% = mg-) + mg.? — mg) > 0. Die Zahlen mgg heifien Strukturkonstanten von
I.

5.2.1 Die Fiihrerformel fiir graduierte Ordnungen.

Zur Bestimmung der graduierten Hiille von A ist die Fiihrerformel von grundlegen-
der Bedeutung. Der néchste Satz folgt direkt aus Satz 4.1.14 durch Berechnung
des Duals ['#.

Satz 5.2.2 ([Ple2, Theorem (II1.8)]) Das grifite T'-Ideal in A ist
T'# = Fr(A) = @5, (AN A).

Dabes 1st
I# = @7_ | A(Ry, ko, — (MD)T)

mit ky = py — 0y, wo Jy, € {1}"*™ mit allen Eintrdgen 1 ist, 7, %R, die inverse
Differente der R-Ordnung R;, also das Dual des R-Gitters Ry bzgl. der Spurbili-
nearform, ist und mi" Ry = u, ' R;.
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Da I'* C A C T ist, folgt

mg.) + mg.? < Ky fiir alle 4,5 € 7.

Nach Multiplikation mit den Idempotenten e; € A (1 <i < h) findet man
Folgerung 5.2.3 (/Ple2, Theorem (IV.4)(v)]) Sei1l <t < s und i,j € ry. Die
Vielfachheit des einfachen A-Moduls S; als Kompositionsfaktor von €,P;/(e,P; N
P;) ist

(t) (t)
g — M

5.2.2 Amalgame.
Definition 5.2.4 Seien O eine R-Ordnung und L+, ..., L; O-Gitter.

(i) Ein volles O-Teilgitter L von L1 @ ...&® L; heifft Amalgam oder subdirektes
Produkt von L+,..., L, falls die Projektionen m; : L — L; surjektiv sind.
Die Menge aller Amalgame von Ly, ..., Ly wird mit A(Ly, ..., L;) bezeich-
net.

(ii) Sei L € A(L1,...,L;). Die Elementarteiler Elt(L) von L sind definiert als
die Invarianten der endlichen abelschen Gruppe L1®...® L,/ L. Fine Basis-
wechselmatriz zwischen einer R-Basis von L; @ ... & L; und einer R-Basis
von L heifit auch eine Basiswechselmatrix von L.

(i1i) Die O-Moduln L;/(L N L;) heiffen amalgamierende Faktoren.

Amalgame von Gittern werden in Kapitel II von [Plel] betrachtet. Die zentral
primitiven Idempotente von KA = A liefern wichtige Projektionen.

Bemerkung 5.2.5 Die Ordnung A ist ein Amalgam
A€ A(elA, ... eN).
Allgemeiner gilt fir 1 <u,7 < h, daf
eille; € Ale,eillej, . .. €,e;\e))

falls ¢; ey =iy, ..., 4}
Da die Zerlegungszahlen von A alle 0 oder 1 sind, sind die projektiv unzerlegbaren
A-Moduln P; (1 <i < h) Amalgame

-Pi € A(e’hPia R eitP’i)

wo ¢; = i, ..., 0}
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L ist das einzige Amalgam in A(L).
Amalgame von 2 Gittern sind auch recht gut verstanden (vgl. [Plel, Kapitel II}).

Lemma 5.2.6 Ist L € A(L1, Ly) ein Amalgam von zwei Gittern, so gibt es einen
O-Isomorphismus
QY Ll/(Ll ﬂL) — LQ/(LQ N L)

zwischen den amalgamierenden Faktoren mit L = {(l1,1lo) € L1 ® Ly | p(lh) =

w(l2)}-

Amalgamierungsmatrizen projektiv unzerlegbarer A-Gitter sind in [Ple2] wie
folgt definiert.

Definition 5.2.7 (/Plel, Definition (III.3)], [Ple2, Definition (IV.6)]) Sei 1 <
i < h. Sei A(P;) € (ZsoU{.})“*" eine Matriz, deren Zeilen mit den Elementen
von ¢; und deren Spalten mit {1, ..., h} indiziert sind. A(P;) ist die Amalgamie-
rungsmatrix des projektiv unzerlegbaren Gitters P;, falls fir alle j = 1,...,h,
tecN Cj
A(P)t; = ke — mg) — mg-? die Vielfachheit von S; in €, P;/(e,P; N B;) ist.

Hier ist k, wie in Satz 5.2.2 definiert. Ist t € ¢; — ¢, so sei A(P;).; gleich “.”
gesetzt.

Bemerkung 5.2.8 Aus der Definition sieht man, daf die Fintrdge in der Amal-
gamierungsmatriz symmetrisch in 1 und j sind. D.h. es gilt

A(P)t; = A(Pj)e, fiir alle 1 <4,5 < h, t € ¢; N¢;.
Da die Diagonaleintrdge in den Exponentenmatrizen 0 sind, ist auflerdem
A(Py)e; = Ky fir alle1 <i < h, t € ¢.

A(P,):,; heifit die Amalgamierungstiefe von €; bei e;Ae;.

e;\e; heifit gleichmaBig amalgamiert, falls die Amalgamierungstiefen der €, (t €
¢ N¢j) in e;Ae; alle gleich sind. Diese Amalgamierungstiefe heifst dann die ge-
meinsame Amalgamierungstiefe von e;Ae;.

Die néchste Bemerkung erhélt man aus der Fiihrerformel Satz 5.2.2 und Fol-
gerung 5.2.3.

Bemerkung 5.2.9 Die Amalgamierungstiefe von €, bei e;Ae; ist die Bewertung
des Elementarteilers # 1 des Amalgams e;Ae; € A(e(eiAej), (1 — €)(eile;)).
Insbesondere ist sie kleiner oder gleich der maximalen Bewertung der Elementar-
teiler von e;Aej € A(er(eiAej), ..., es(eilej)).
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Aus der Interpretation der Eintrige der Amalgamierungsmatrizen als Vielfach-
heiten in amalgamierenden Faktoren erhilt man mit Lemma 5.2.6

Folgerung 5.2.10 ([Ple2, Corollary (IV.7)]) Sei 1 <i# j < h.
(i) Besteht ¢; Nc¢; = {t} nur aus einem Element, dann ist A(P;).; =0, also

mz(;-) + mg-'? = Ki.

(it) Ist c; N c; = {l,t} zweielementig, so ist A(P;).; = A(F;)ij, also

Ki — mg-) — mg.i) =K — mg-) — mg?.

5.2.3 Automorphismen und Antiautomorphismen.

In diesem Abschnitt wird die Wirkung von Automorphismen und Antiautomor-
phismen von A auf die Exponentenmatrizen der graduierten Ordnung I' beschrie-
ben. Sei dazu « ein Automorphismus oder ein Antiautomorphismus von A. Dann
induziert « eine Permutation der zentral primitiven Idempotente von A und
von A/J(A). Die zugehorigen Permutationen von {1,...,s} und {1,...,h} wer-
den wieder mit o bezeichnet. Da es eine Einheit in A gibt, welche die Menge
{afe1),...,a(ey)} in {eq,...,e,} konjugiert, kann man annehmen, daf a(e;) =
ea(iy 1 <1 < hist.

Lemma 5.2.11 (/Ple2, Proposition (IV.1)])

(i) Sei a ein Automorphismus von A. Dann gilt

mi) = mSOD o fir alle 1 <t < s,1<i,5,1 <.

(i1) Sei a ein Antiautomorphismus von A. Dann gilt

mg)l:m(aozl(;) G firalle1 <t <s,1<i,51<n,.

Die wichtigste Anwendung dieses Lemmas ist fiir o = o.
Folgerung 5.2.12 Angenommen alle Idempotente e; sind involutionsinvariant,
d.h. €] =e; fiir alle1 <1 < h. Dann gilt m”l = ml(ﬁ, also
() —l—m() —l—ml(z) = m(t) —i—m(t) mlj fir alle1 <t <s,i,75,l €ry.

Insbesondere gilt fiir das Element | von r; mit ml(ti) =0 fiir alle v € ry, dafs

m(t)+m(t)—m(t)+m )furallel<t<s 1,] €Ty
Also ist fiir alle 1 <t <sundi,j €ry

1
© = 2 K¢ — A(Pj)t,i + A(Pl)t,j - A(Pl)t,z)

myi = 2(

und die Eintrdge in den FErponentenmatrizen von I' sind schon durch die Amal-
gamierungsmatrizen von A bestimmi.
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5.3 Die Bimoduln.

In diesem Abschnitt sei K unverzweigt geniigend grof fiir die Basisordnung A
in A, die symmetrisch ist beziiglich ® := Tr, mit v = ) ;_, u€;, so daf T' eine
graduierte Ordnung ist.

Wie in Abschnitt 5.1.1 beschrieben sei V' := @&;_,V; die Summe aller einfa-
chen A-Moduln und E := Ends(V). Fiir ¢ = 1,...,h sei p; : P, — V ein fest
gewdhlter A-Monomorphismus. Die R-Gitter e;Ae; = Homy (P;, P;) werden mit
den Teilmengen

Aji == (97 1) ;(p) Homa (Py, Py i
von E identifiziert, wo gpj_l : B — KP; der zu ¢, rechtsinverse A-Epimorphismus
ist, der das A-invariante Komplement von K¢;(P;) in E als Kern hat.

Fir 1 <i < sist K; := Z(A¢;) mit R-Maximalordnung R; C K;. Sei L das
Kompositum der Korper K; mit R-Maximalordnung O und maximalem Ideal P.

Definition 5.3.1 Sei 0 # ¢ € E. Dann lifit sich ¢ eindeutig schreiben als ¢ =
>r | aie; mit a; € K;.

(i) Das gebrochene O-Ideal Y ;_, a;O heifit die Norm von ¢,

n(p) = Z%’O CL.
i=1

Die Abbildung n : E — {0} — Gruppe der gebrochenen O-Ideale heifit die
Normfunktion von E.

(ii) Der Trager von ¢ ist T(p) :=={i € {1,...,s} | a; # 0}.
Klar ist

Bemerkung 5.3.2 Sind i,l € {1,...,h} und ¢ € Ay, so ist T(¢) C ¢; N ¢, wo
ci={1<j<s|¢P,#0} firi=1,...,h

Die Normfunktion hat die folgende Multiplikativitétseigenschaft
Bemerkung 5.3.3 Sind ¢,¢ € E — {0}, so gilt

n(p)n(ip) teilt n(ey)

und fir i € N ist

Wie schon zu Beginn dieses Kapitels bemerkt ist die Einbettung A; C F
unabhéngig von der Wahl des A-Homomorphismus ¢; : P; < V, die Mengen A;;
fiir ¢ # j hingen jedoch i.a. von der Wahl von ¢; und ¢; ab.
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Lemma 5.3.4 Fir 1 <14 < h ist die Einheitengruppe A}; des lokalen Rings A;;
gleich
Aji = {p € Nii | n(p) = O}

Beweis. Sei x € A;; ein Element der Norm O. Dann ist fiir alle j € N die Norm
n(z?) = O. Insbesondere ist 27 ¢ pA; fiir alle j € N. Also liegt z nicht im
eindeutigen maximalen Ideal von A;; und ist deshalb eine Einheit.

Die umgekehrte Inklusion ist trivial, da n(idp,) = O ist. O

Da P; und P; fiir 7 # j nicht isomorph sind, findet man mit Lemma 5.3.4.

Bemerkung 5.3.5 Seien 1 <i# [ < h, 0#£p e ANy CFEund0#¢yp e Ay CFE.
Dann ist v = Y € Ay N Ay mit

P 2 n(py).

Daraus erhélt man eine wichtige Folgerung, die in Kapitel 6 gebraucht wird.

Folgerung 5.3.6 Seien Py, Py, P, projektiv unzerlegbare A-Moduln. Seien f; €
Ai—l,i und g; € Ai,i—l (’l, =1, 2) mit

(i) n(figi) = p (i = 1,2).

(i1) g1.f1 ist kongruent zu fogo modulo pAi;.

Angenommen der Trager von g1 fi € A1 NAgg ist disjunkt zum Trager von foge €
Aq1 N Ags.

Dann gibt es eine Einheit u € A7, mit (g1 fi — foge)u = g1 fiu — fogou = pidp,
und g1 fiu = pZiET(glfl) € und gafou = —p ZieT(gm) €.

Nun ist A eine symmetrische Ordnung beziiglich der assoziativen Bilinearform
Try,u=> . u€ € F, u; € Kj.

Bemerkung 5.3.7 (vgl. Lemma 4.1.12) Die symmetrisierende Form Tr, von A
induziert eine Bilinearform ¢ : ExE — K, (a,b) = ¢(a,b) := Y %_, tri; /i (abue;).
Dann gilt fir die Einschrinkung ¢; von ¢ auf Ay x Ay

i = Ny X Aj; = R ist nicht ausgeartet.

Definition 5.3.8 Sind M; C My C E zwei volle R-Gitter in E mit My/M; =
@;ZIR/pwfR, so sei der Index [My : My] von M in My definiert als [My : M) :=
p$1+"'+ztR.

Sei v, die Fortsetzung der p-adischen Bewertung von K auf L (v,(p) = 1) und
fiir gebrochene O-Ideale I in L sei v,(1) := min{y,(z) | x € I}.
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Lemma 5.3.9 Sei D(R;) die inverse Differente von R;, also das Dual von R;
beziiglich der Spurbilinearform iber R (i =1,...,s). Firj=1,..., h sei

D; := H[RZ :u; 'D(R;)]O0.
’iECj
Ist (¢1,...,4) eine R-Basis von Ajj, so ist

l

2) p(n(¥))] < vp(Dy),

i=1
wo |r| firr € Q die grifte ganze Zahl < r bezeichnet.

Beweis. Sei 7; ein Primelement von R; und d; := [K; : K| der Verzweigungsindex
von Kj;. Sei M := @, R;i€; die R-Maximalordnung in K'Aj;. Beziiglich T'r, ist
[M : M#]O = D;. Da Aj; beziiglich T'r, selbstdual ist, ist [M : A;;]O = /D;.
Da pEi=1L"P(”(¢"))J den Index [M : Aj;] teilt, folgt die Behauptung. O

Kennt man die Ordnung A;; und den Aj;-Modul A;j, so kennt man eine Ober-
ordnung und eine Teilordnung der symmetrischen Ordnung A;;:

Bemerkung 5.3.10 Seien 1 < 14,5 < h. Dann gilt
EndA].j (Aij)# C Ay C EndA].j (AU)

Ein weiteres Hilfsmittel zur Bestimmung der lokalen Ordnungen A;; fiir Blocke
A von Gruppenringen RG sind die zentralen Charaktere. Die Menge der Klas-
sensummen Cy 1= >, ¢ h mit ¢ € G ist eine R-Basis des Zentrums Z(RG).
Die Operation von C, auf den einfachen K'G-Moduln kann man mit Hilfe der
Charaktertafel von G ausrechnen.

Bemerkung 5.3.11 (vgl. [Plel, Seite 90]) Sei A Morita-dquivalent zum Block

eines Gruppenrings RG und seien x1,...,Xs absolut irreduzible Charaktere von
G, die zu €, ...,€, gehoren. Fir g € G und 1 <t < s sei
|Gyl
wi(Cy) xt(9) € Ki
7 x(1)
Dann ist

fir alle 1 <1 < h.

Es folgen einige Uberlegungen, die in den Beispielen in Abschnitt 5.6 von Nut-
zen sind. Dazu sei nun R ein kommutativer lokaler Integritdtsbereich mit maxi-
malem Ideal 7R.
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Lemma 5.3.12 Sei O € A(R,...,R) eine kommutative lokale R-Ordnung O <
@®"R und L € A(R,...,R) ein O-Gitter vom R-Rang n. Dann ist R"/L als R-
Modul isomorph zu einem Faktormodul von R"/O. Dabei gilt R*/L = R"/O nur
dann wenn die O-Moduln L und O isomorph sind.

Beweis. Sei B € R™" so daf} die Zeilen von B die Koeflizienten beziiglich der
Standardbasis von R"™ der Vektoren einer R-Basis von O sind. Nach elementa-
ren Zeilenumformungen und eventuellen Spaltenvertauschungen kann man an-
nehmen, dafl B die Form

0O ... 0 mxo
wo (1,7, ..., 7%) die (geordneten) Elementarteiler der Matrix B sind, d.h. a; :=
0 <as <...<a,und die Eintrége in der ¢-ten Zeile von B sind durch 7% teilbar.
Sei B’ € R™ ™ eine entsprechende Basiswechselmatrix fiir L. Da L ein subdirektes
Produkt von R" ist, kommt fiir alle 7 = 1,...,n in der j-ten Spalte von B’ eine
Einheit z; € R* vor. Da L ein O-Modul ist, enthélt L einen Teilmodul M mit
Basiswechselmatrix der Form

I * e *
0 xom®2 % *
0 ... 0 z,m%

mit Elementarteilen (1,7%,...,7% ). Also ist R"/L ein Faktormodul von R"/M,
welcher als R-Modul isomorph zu R"/O ist. Ist M = L, so gibt es nur eine Zeile
von B’ in der Einheiten € R* vorkommen. Dann sind aber alle Eintrige dieser
Zeile Einheiten, da L ein volles subdirektes Produkt ist. Nach Anwenden eines
O-Isomorphismus, kann man annehmen, daf} die erste Zeile von B’ nur aus Einsen
besteht. Dann enthélt L aber 1-O = O einen Teilmodul isomorph zu O. Aus der
Gleichheit der Elementarteiler, folgt L = O (als O-Moduln). O

Lemma 5.3.13 Ist L € A(R, ..., R) selbstdual bzgl. einer Form
F = 7 %diag(xy,...,x,) mit x; € R* und ist Elt(L) = (n™,...,7%) (a,
o <ay), so gilt a; =a — apy1 fir alle 1 < i <n.

IN

Beweis. Sei B = DU eine Basiswechselmatrix fir L, wo U € GL,(R), D

diag(m®, ..., 7). Dann ist B~ F ! eine Basiswechselmatrix fiir L#. Ist V :
diag(1/zy,...,1/z,) € GL,(R), so gilt BT"F~' = g*D='U~"V. Da U™V
GL,(R) ist, sind die Elementarteiler von L# gerade (7® %, ... 7%%). Da L
L# ist, folgt die Behauptung.

aOn m
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Lemma 5.3.14 Seien e; und e; € A involutionsinvariante Lifte zentral primiti-
ver Idempotente von A/J(A) und ¢; N¢c; = {ir,...,4}. Dann gilt

Elt(eiAej) = Elt(ejAe,-) .

Sind aq,...,a; die Eintrige # . in der zu e; gehdrenden Spalte der Amalgamie-
rungsmatriz von P, so ist die Determinante von e;Ae; gerade raleteta) Gy
zusdtzlich €] = ¢ und K; = K fiir allel € ¢;Nc¢;, so ist e;Ae; selbstdual beziiglich
einer Form diag(x;m=™, ..., xym~"). mit xq,...,2; € R*.

Beweis. Die Involution ° ist ein Bimodulisomorphismus zwsichen e;Ae; und
ejAe; = (eilej)°. Da @ieeng;€ilejAe;) = (Dieene €i(eie;))° stimmen die Ele-
mentarteiler der Amalgame iiberein.

Sei ¢;N¢j = {ma,...,m}, so daBl sich ¢; und m; entsprechen. Z;’:l a; ist die
Anzahl der R-Kompositionsfaktoren von (®}_;em,e;Ae;)/ (Bl em,eillej Ne;iAe;).
Mit |k|° == (@ em,eilNej)/eiAe;| und |k[* = |e;Ae;/ (Dl em eil\e; N e;Ae;)|.
gilt Zle a; = o+ u. Da A eine symmetrische Ordnung ist, findet man durch
Dualisieren mit der Fiihrerformel |k|* = |(®}_,€en,e;A€;)/e;Ae;]. Also ist die De-
terminante des Amalgams e;Ae; gleich 7° und die von e;Ae; gleich 7. Da die
beiden Bimoduln isomorph sind, gilt 0 = u = %Zle a; (vgl. [Plel, Hauptsatz
(II1.2))).

Identifiziert man (®!_,€,,e;Ae;) und (BF_;€m,e;Ae;) mit R?, so wird die Abbil-
dung °:e;Ae; — ejAe; durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrix
diag(x1,...,x;) mit z; € R* beschrieben. Beziiglich ® ist das Dual

(@1=1m eie;)” = (Bl T €m ejAe;).
Also gilt fiir jede Basiswechselmatrix B von e;Ae;
B diag(x,7™, ..., z;7)B" € GLy(R). O

Lemma 5.3.15 Sei O € A(R,...,R) eine kommutative lokale R-Ordnung O <
@&"R und L € A(R,...,R) ein O-Gitter vom R-Rang n.

(i) Hat L nur einen Elementarteiler € R*, so gibt es ein u € (®"R)* mit
uO C L.

(ii) Ist Fgn(O) = m*R™ und Elt(0) = (1,m,...,m,7) und ist der mazimale
Elementarteiler von L gleich 72, so ist L = O.

Beweis. (i) Sei B eine Basiswechselmatrix von L. Da L ein Amalgam ist, steht in
jeder Spalte von B eine Einheit. Da L nur einen Elementarteiler 1 hat, gibt es
nur eine Zeile von B, in der Einheiten vorkommen diirfen. Also hat B eine Zeile
(x1,...,2,), mit allen z; € R*. Indem man den i-ten Basisvektor von R" mit z;
multipliziert, kann man annehmen, daf§ diese Zeile von der Form (1,...,1) ist.
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Dann gilt aber O = (1,...,1)0 C L.
(ii) Durch elementare Zeilenumformungen kann man dann jede Basiswechselma-
trix von O auf die Form

1 1 ... ... 1 1 \
0O = 0 ... 0 zom
O 0 0 = "+ i zaw
0O ... 0 0 7 xpqm
\o .. 0 0 0 = )
mit z; € R* (2 < i <n-—1) bringen. Nach (i) geniigt es zu zeigen, dafl L nur einen

Elementarteiler 1 hat. Angenommen L hat 2 Elementarteiler = 1. Dann gibt es
einen Vektor v = (x,...,%,a,%,...,%,1)in L, der an der letzten Stelle eine 1 und
an einer anderen Stelle eine Koordinate a € 7R hat. Multipliziert man v mit den
Basisvektoren von O, so findet man (0, ...,0,7) € L und die Elementarteiler von
L teilen alle 7. ]

5.4 Logistik.

Sei A wie in Abschnitt 5.3. Zur Berechnung der Witt-Zerlegungsmatrizen (vgl.
Abschnitt 5.5) geniigen die Isomorphietypen der Bimoduln e;Ae;. Zur Beschrei-
bung der Ordnung A werden wie in Abschnitt 5.3 die Gitter e;Ae; nach Wahl
von Homomorphismen ¢; : P; < V als Teilmengen Aj; von E (gegeben durch
eine Basismatrix) angesehen. Diese Teilmengen hingen fiir i # j von der Wahl
der Einbettungen ¢; und ¢; ab. Allerdings kann man nicht jedes System von
Bimodulisomorphismen durch eine geeignete Wahl der Einbettungen realisieren.
Seien ; : P, — V (1 <i < h) A-Monomorphismen und

Au = ¢y "Homy (P, B¢ C E (1 <i,1 < h)
wie in Abschnitt 5.3.

Bemerkung 5.4.1 Seien g, : P, -V (i =1,...,h) weitere A\-Monomorphismen.
Seiein 7', (p}) 7t 1 V — P, die 2u ¢; baw. ¢} rechtsinversen A-Epimorphismen
die das A-invariante Komplement von KP; in'V als Kern haben. Dann ist <pz-_1cp;~ =
Y jee, dijej € E. Fir 1 <i4,1 < h sei Aj = (¢f)""Homy (P;, P)g; C E. Dann ist

A,Iil = Z d;jldleinl.
j€ciNe
Sei fir 1 < j < s die Matriz D; = diag(1,d,;,...,di,;), wo rj = {l1,...,l,}.
Dann induziert die Konjugation mit Z;:1 Dje; € KA (d.h. mit D; in der j-ten
Komponente) einen Isomorphismus A — A'.
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Verschiedene Wahlen der Einbettungen ¢; : P, < V kann man also durch
Konjugation mit Diagonalmatrizen ineinander iiberfiihren.

Definition 5.4.2 Ein System von Bimodulisomorphismen ¢y @ Ay — A}, =
o(Ayg) + A — )‘Zj@mc, gog-”)ej (1 < i,l < h) heifit zuldssig, wenn es Zahlen
dij € K7 (1<i<h,1<j<s) gibt, so dafs

(pg-il) = ;jldlj fir alle 1 <i,l<hund1<j<s.
Bemerkung 5.4.3 Ist A eine symmetrische Ordnung, so ist fir 1 < 1,1 < h
nach Bemerkung 5.3.7 das Dual von Ay beziglich der Einschrinkung von ¢ auf
KA = KA; C E gleich Ay;. Diese Eigenschaft bleibt unter zuldssigen Systemen
von Bimodulisomorphismen erhalten.

Eine einfacher Test, welche Wahlen man durch zuldssige Isomorphismen reali-
sieren kann, gibt das folgende (direkt aus der Lie-Theorie fiir die GL,, abzulei-
tende) Lemma.

Lemma 5.4.4 Sei 1 < j < s und (i1,l1),..., (in,ln) € 7 X 15. Sei (b1, ...,bn)
eine Basis von Q™. Sind die Vektoren b;, —by,,...,b;, —by, linear unabhingig, so
gibt es fir jede Wahl von Elementen x;, 1y, ..., T, 1, € K; ein zuldssiges System

von Bimodulisomorphismen p; mit gog-itlt) = Zi,y, fir alle1 <t <n.
Als hinreichend kompliziertes Beispiel wird in Abschnitt 5.6 der Hauptblock
von Z3Sg betrachtet (Satz 5.6.13).

5.5 Witt-Zerlegungsmatrizen.

In diesem Abschnitt sei K unverzweigt geniigend grof fiir A und die Restklas-
senkorpercharakteristik char(k) # 2. Zunidchst kann A eine beliebige Basisord-
nung in A sein. Es wird eine Methode entwickelt, um die in Abschnitt 4.3 defi-
nierte exakte Sequenz

(*x) 0= GW(A, °) 5 GW (4, °) B GW(A/J(A), °)

zu berechnen. In Abschnitt 4.3 war gezeigt worden, dafl die Bilder unter ¢, durch
eine orthogonale Summe selbstdualer einfacher A-Moduln vertreten werden. Des-
halb kann man (E annehmen, dafl e; = e; fiir alle 1 < 7 < h. und € =€ fiir
j=1,...,s Dann wird auf K; durch ° eine Involution induziert.

Fiir j =1,..., s sei dann Fj eine A-kovariante nicht ausgeartete symmetrische
K-Bilinearform auf V.

Lemma 5.5.1 V; =1" | Vje,.
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Beweis. Fj(ve;, we;) = Fj(v, weie) = 0 falls i # 1. O

Fiiri = 1,...,hseien f; € R* (f; € k* ist die Gram-Matrix einer A-kovarianten
nicht ausgearteten symmetrischen k-Bilinearform auf dem eindimensionalen A-
Modul S;). Ist L; ein beziiglich F; ganzes R;A-Gitter in V}, so gibt es eine R;-Basis
B =U! Be;von L; =11 | Lje;, beziiglich der die Gram-Matrix von F} die Form
diag(a;ifi | © € r;) fiir geeignete hermitesche Matrizen aj; € R?j"de", wo dj; die
Vielfachheit von S; in L;/m;L; bezeichnet.

Definition 5.5.2 Die Witt-Zerlegungsmatrix WD(A) beziiglich Fi, ..., Fs und
fi,. .., fn ist die s X h-Matrix mit Eintrigen

VV])(A)J’Z = ajz- S W(Kj, O).

Eine sxh-Matric WD(A) mit WD(A),; € W(K;) heifit eine Witt-Zerlegungsmatrix
von A, falls es requlire A-kovariante Formen F; und f; gibt, so daff WD(A) eine
Witt-Zerlequngsmatriz beziglich Fi, ..., F; und fq,... f, ist.

Wie im Beweis von Satz 1.3.8 sieht man unter Benutzung der Wohldefiniertheit
der Zerlegungszahlen die folgende Bemerkung ein.

Bemerkung 5.5.3 Die Witt-Zerlegungsmatriz ist wohldefiniert, d.h. sie hingt
nicht von der Wahl der Gitter L; in V; und der Gitterbasen B ab (wohl aber von
der Wahl der F; und f;).

Satz 5.5.4 Sei W = @;_;n;V; ein A-Modul. Genau dann gibt es eine nicht
ausgeartete A-kovariante Form F auf W, so daff W ein unimodulares A-Gitter
enthdlt, wenn es fir j =1,...,s Zahlen bjy, ..., bjn; € K7 gibt, mit b3, = by fir
l=1,...,n4, so daf8 fir alle1 <1 < h das Element

Z TT‘Kj/K (Z b]lWD(A)J’Z) € W(K)
j=1 =1

im Kern von 6, : W(K) — W (k) liegt.

Beweis. Die A-kovarianten reguléren symmetrischen K-Bilinearformen F' auf W
sind von der Form F :=13_, (L7, Trg, kbuFy) mit b3 = by € K;. Sei L
ein beziiglich F maximal ganzes A-Gitter in W. Dann ist (L¥ /L, Fp) =17,
(@™ S;, ¢;) fiir geeignete m; € Zso und k-Bilinearformen ¢; ein halbeinfacher
orthogonaler A-Modul. Da L# /L anisotrop ist, ist fiir alle 1 < 4 < h der bilineare
k-Vektorraum (k™ ¢;) anisotrop. Also ist (W, F') im Kern von J, genau dann,
wenn ¢; = 0 in W (k) gilt fiir alle 1 <37 < h. O

Sei nun A symmetrisch und I' := @]_,€;A eine graduierte Ordnung. Fiir 1 <
1,7 < hist

eiAej = (ejAei)# = (ejAeZ-)".

Kennt man e;Ae;, so kann man das Dual e;Ae; leicht berechnen. Die Involution
° hat nach Bemerkung 4.2.8 eine einfache Form.



112 KAPITEL 5. GRUPPENRINGE.

Lemma 5.5.5 Seien 1 < 4,7 < h. Fir alle ]l € ¢; Nc; gibt es d € K],
D = Zleqncj die;, so daf fir alle ¢ = Zleqncj ae; € ejAe; das Bild unter
der Involution ° von der Form

¢ =() aa)D

lECiﬂCj
15t.

Ist also X eine Basismatrix von ejAe; so ist X°D eine Basismatrix von (ejAei)# =
(e;Ae;)° fiir D aus dem Lemma. Dabei ist D meistens durch ejAe; und F'im Sinne
des folgenden Lemmas eindeutig bestimmt.

Lemma 5.5.6 Mit den Bezeichnungen aus Lemma 5.5.5 sei zusdtzlich ange-
nommen, dafi ejAe; ein unzerlegbarer ejAej-e;Ae;-Bimodul ist. Seien d; € K|
(L €cinNg) D' =3 ccn, diee mit XD' = XD. Dann gibt es ein ¢ € R* mit
di'dj=c (mod mR,).

Beweis. DD' € Ende;pc;—e;ne; (€j\€;) ist eine Einheit in einem lokalen Ring.
O

Dabei ist D schon durch den Isomorphietyp des e;Ae;-e;Ae; Bimoduls modulo
Zlecjnci (Kl*)2€l bestimmt.

Bemerkung 5.5.7 Seien a; € K| fir allel € ¢;N¢; und A = Zl&incj a€;,
A= Zlecmcj a; ‘€. Ist XD eine Basismatriz des Duals von (X), so ist XAD =
(XA A%D eine Basismatriz des Duals von (X A').

Kennt man also geniigend viele Isomorphietypen unzerlegbarer Bimoduln e;Ae;,
so kann man eine Witt-Zerlegungsmatrix wie folgt bestimmen.

Methode 5.5.8 Fiir jedes | = 1,...,s wihle ein i, € r; und setze WD(A)y;, :=
(1). Dann ist die m;-Potenz der Eintrdge in WD(A) schon durch die Ezponenten-
matrizen von ®;_ e\ festgelegt:

0] ®
al)  m,:+m;; gerade
WD(A),; := { (ai;1) I S

(arm) mffz + mz(-fl ungerade

mit a;; € R*. (Beachte, daff die Quadratklassen in R; schon durch Elemente von
R* vertreten werden, da die beiden Ringe den gleichen Restklassenkirper haben.)

Fir jedes i =1, ..., h wdhle ein l; € c¢; und setze a;,; :== 1. Diese Wahlen treffe
man moglichst redundanzfrei, so daff durch sie alle F; und f; festgelegt sind.
Fiir alled,j € {1,...,h} fiir die e;Ae; ein unzerlegbarer Bimodul ist, bestimme

man Elemente d}’ € K} (1 € ¢; N¢;j) mit

eiAej( Z d;’jGI) = (eiAej)#,

leciNe;j
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so dafs fiir die l, fir die WD(A);; und WD(A),; schon gewdhit sind,
d;? = WD(A),;/WD(A),;

ist. Ist WD(A);; schon bekannt, so setze WD(A),; ::.WD(A)l,i/dE’j und st
WD(A),; schon bekannt, so setze WD(A);; := WD(A), ;d;”.

Satz 5.5.9 Sind nach Anwenden von Methode 5.5.8 alle Eintrige von WD(A)
berechnet, so ist das Ergebnis eine Witt-Zerlequngsmatriz von A.

Beweis. Nach Bemerkung 4.2.8 ist die Involution auf A¢ von der Form A\ —
diag(h" f; | i € r)Ardiag((RP)"1f;71 | i € 7)) fiir geeignete b € K. Ist nun
1 € ciNej,soist d}’ € chgl)fi(hgl)fj)_l(Kl*)Q fiir eine von [ unabhingige Konstante
¢ = c(i,j) € R*. Ist nun fiir ein [ der Quotient hgl)/hg-l) € K} /(K})? bekannt, so
bestimmt dieser ¢ € R*/(R*)?. Also ist dann aus der Kenntnis von hgl) (oder h;l))
der jeweils andere Wert h;l) (bzw. hgl)) aus di’ /c berechenbar. O

Ist [¢;N¢j| = 2 und e;Ae; unzerlegbar, so ist df’j besonders leicht zu bestimmen.

Beispiel 5.5.10 Seic;Nc; = {l,m}, R = Ry, = R und e;Ae; unzerlegbar. Dann
st d;”/di;lj = —um/u. Ist A Morita-dquivalent zu einem Block eines Gruppen-
rings und sind X, und x; 2u €, und ¢ gehdrige absolut irreduzible Charaktere,

so ist df’j/dﬁ;f = —xm(1)/x(1).

0 m¢
Das Dual dieses Moduls hat Basismatrix X (u; ' + u,,'€n). Also ist auch
X (—u; '~ + uy'm%,,) eine Basismatrix fiir das Dual. O

. C . . . . . 1 1
Beweis. e;Ae; ist isomorph zu einem Bimodul mit Basismatrix X := ( )

Der Gruppenring 7Z3Ss.

Der Gruppenring Zs3Sg hat 3 Blocke, von denen 2 Defekt 0 haben. Die Witt-
Zerlegungsmatrix des nichttrivialen Blocks ist

1 v 6 4 4
1 (1) .
N N € ) :
S5a | (1) . .3 .
5¢/ | . (1) . . (3)
50 | (1) . . . (3)
500 . (1) . (3) .
16| (1) (1) (1) @) ©)
0| . . (1) (3 .
w) . . 1O . (3
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Die Zeilen sind indiziert durch gewohnliche Charaktere von G' = Sg, die Spalten
durch 3-modulare Brauer-Charaktere. Dabei wird der Charakter x durch seinen
Grad x(1) bezeichnet. Zur Unterscheidung werden Buchstaben angefiigt und die
Charaktere z' erhélt man aus x durch Tensorieren mit dem Signumcharakter 1'.
Beweis. Die graduierte Hiille von Z3Sg ist schon in [Plel, Beispiel (I11.9)] bestimmt
worden. Da der Defekt des Blocks 2 ist, erhdlt man diese aber auch direkt aus der
Jantzen-Schaper-Formel (vgl. [Ple3]). Die fett gedruckten Eintréige in der Witt-
Zerlegungsmatrix sind die Eintrége die durch Anpassung der kovarianten Formen
auf den irreduziblen Moduln gewé#hlt werden (vgl. Methode 5.5.8). Die iibrigen
Eintrédge erhélt man mit Hilfe von Beispiel 5.5.10: Aus Zeile 5b erhilt man den
Eintrag 4’ in Zeile 16. Dann liefert Zeile 5a’ den Eintrag in Spalte 1’, Charakter
50’ den Eintrag in Spalte 4 und 10 in Spalte 6 von Zeile 16. Jetzt erhélt man aus
den Eintrigen 6 und 4’ in Zeile 16 den letzten Eintrag in Spalte 6, Zeile 10'.

O

5.6 Beispiele.

5.6.1 Der Gruppenring Z»[(7]SL2(8).

Andersen, Jgrgensen und Landrock beschreiben in [AJL] die Loewy-Reihen der
projektiv unzerlegbaren Fyn S Ly(p™)-Moduln. Einen besonders einfachen fast ein-
reihigen Teilmodulverband erhilt man fiir die projektiven Decken der einfachen
F,» SLy(p")-Moduln, deren Dimension durch p™~* teilbar ist.

Sei R der Ring der ganzen Zahlen in der unverzweigten Erweiterung K vom
Grad n von Q,.

Sei S ein einfacher FynSLy(p")-Modul der Dimension ap”~! mit pfa und P
der projektive RSLy(p™)-Modul mit Kopf S. Sei J := J(RSLy(p™)). Nach [AJL,
Lemma 3.4, Theorem 4.3] gibt es n + 2 (n + 1, falls p = 2) paarweise nicht
isomorphe einfache RSLy(p™)-Moduln S =: Sy, S1,...,S,, S, (wo S, fir p = 2
wegfillt), so dafl fiir i = 0,...,n die i-te Loewy-Schicht von P/pP isomorph ist
zu

; il ~ ) Si fallst <noderp=2und i <n
PJ/(PT +pp)—{snea5; falls p > 2 und i = n '

Aus der Beschreibung der Zerlegungsabbildung in [HSW] ergibt sich, daf§ der
KSLy(p™)-Modul KP Summe von 2 verschiedenen einfachen KSLs(p")-Moduln
Vi, Vi ist. Seien €; und €, die zentral primitiven Idempotente von KSLy(p™)
zu den Moduln V; und V5. Dann ist fiir # = 1,2 die Ordnung I'; := ¢ RS Ly(p")
eine graduierte Ordnung. Die Exponentenmatrizen erhélt man aus dem folgenden
Satz.
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Satz 5.6.1 Nach eventuellem Vertauschen von Vi und Vy gilt
Fl = A(R, S(), 51, ey Sn, Mn) und FQ = A(R, S(), Ceey Sn—la S':z’ Mn)
falls p # 2 und Ty = A(R, So, .-, Sn1, Mp_1

~—

falls p = 2. Dabes ist fiirm € N

0 0 0 0
1 0 0 0
M, = 2 1 0 0
m m—1 ... 1 0

Beweis. Die Loewy-Linge von Pe;/pPe; ist > n + 1, da S, erst in der n + 1-ten
Schicht vorkommen kann. Da Pe; /pPe; aber nur n+1 Kompositionsfaktoren hat,
ist Pe; /pPe; einreihig von der Linge n+1. Man schreibe die Ordnung I'y beziiglich
einer geeigneten Gitterbasis von Pe;, welche eine kompatible Basis fiir alle I'y-
Gitter in V] ist und auf eine Kettenbasis von Pe;/pPe; abbildet. Dann gilt fiir
die zugehorige Exponentenmatrix M, dafl die Eintrage oberhalb der Diagonalen
von M alle 0 sind: m;; = 0, falls ¢ < j, da der Teilmodulverband von Pe;/pPe;
einreihig ist.

Die natiirliche Involution auf RSL,(p™) induziert eine Involution auf I'; (i =
1,2), welche alle zentral primitiven Idempotente von I';/J(T;) festlédfit. Deshalb
gilt fiir 1 < 4,5 < n + 1, die Gleichung

(A) my; = my; +mj1 —my (vgl. Folgerung 5.2.12).

Da m;; = 0 fiir 7 < j, die Summe m;; + mj; jedoch > 0 sein muf, gilt also
mi1 < my fiir ¢ < j. Die Ungleichung my, 1,1 < n legt damit die erste Spalte von
M fest. Die iibrigen Eintrége findet man mit Gleichung (A). Also ist M = M,,.
Ist p # 2, so gelten dieselben Uberlegungen auch fiir I's. Allgemein kann man
folgende einfachere Argumentation fithren: Sei M die Exponentenmatrix von I's
beziiglich einer analogen Basis von Pe;/pPe; wie eben. Dann gilt m;; = 0 fiir ¢ <

j. Da die Cartan-Invarianten cgg, fiir i = 1,...,n—1 alle 2 sind, gilt m;; = m;
fiir 2 < ¢ < n. Die iibrigen Eintréige von M ergeben sich wieder mit der Gleichung
(A). O

Ein weiterer allgemein fiir die Gruppenringe RSL4(2") anzuwendender Schluf}
ist in [Plel, Seite 115] fiir die Gruppe SLo(8) durchgefiihrt.

Lemma 5.6.2 Sei G = SLy(2"), R der Ring der ganzen Zahlen in der unver-
zweigten Erweiterung K vom Grad n von Qu, A der Hauptblock von RG und e

ein Lift des zentral primitiven Idempotents von AJJ(A), welches zum trivialen
Modul gehort.

(i) [Alp, Lemma 7] Der projektive A-Modul e\ ist isomorph zu 1§, wo U die bis
auf Konjugation in G eindeutige zyklische Untergruppe der Ordnung 2™ + 1
18t.
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(i1) In eA @ K kommen alle irreduziblen K A-Moduln mit Vielfachheit 1 vor.

(11i) Sei € die Summe der zentral primitiven Idempotente von KA die zu den
Charakteren vom Grad 2™ — 1 gehdren. Dann ist 2ec € eAe.

Beweis. (i) ist die Aussage von Lemma 7 [Alp| und (ii) bekommt man aus der
Kenntnis aller irreduziblen K A-Moduln und der Tatsache, dafl alle Zerlegungs-
zahlen von A 0 oder 1 sind ([HSW, Corollary 2.8]) durch Dimensionsvergleich.
Zu (iii): Sei U wie in (i) und N := Ng(U) = Dyn 41y der Normalisator von U in
G. Die triviale Darstellung 1 von U setzt sich zu den beiden Darstellungen 1 und
o von N fort: 1) = 1@ o iiber K. Aus den Charaktertafeln in [Schur| findet man
mit der Frobenius-Reziprozitiit, da8 der Charakter von o gerade die Summe der
Charaktere vom Grad 2" — 1 von G ist. Sei ¢ € KN das zu o gehorende zentral
primitive Idempotent. Da v,(|N|) = 1 ist, gilt 2¢' € RN. Insbesondere induziert
2¢' einen RN-Homomorphismus ¢ von dem RN-Gitter L := 1) in eA = L§.
Dann ist aber ¢“ € Ends(eA) = eAe. Durch Vergleich von Kern und Bild der
Projektion %(pG findet man %ng = ee. Also ist 2ee € eAe. a

Beispiel 5.6.3 Sei nun speziell p = 2 und n = 3, also R := Zs[(7] der Ring
der ganzen Zahlen in der unverzweigten Erweiterung vom Grad 3 von @y und
G := SLy(8). Dann hat RG 2 Blicke von denen einer Defekt 0 hat. In diesem
Beispiel wird der Hauptblock A von RG beschrieben, ohne die in [Kos1] gegebene
Prasentation der zu AJ2A Morita-dquivalenten Basisalgebra zu benutzen. Hierbei
werden fiir die irreduziblen gewdhnlichen Charaktere die Notationen von [HSW]
verwendet. Die irreduziblen Brauer-Charaktere werden mit den echten Teilmengen
von {1,2,3} bezeichnet (vgl. [Alp]).
Aus [HSW] erhilt man folgende Zerlegungsmatriz fiir G:

01{3r {2} {1}|{1,2} {1,3} {2,3}
Tt . . . . . .
sl1] 1 .. . . 1
Sy | 1 1 1
611 1 1
(1] 1 1 1
ml1] 1 1 1
m | 1 1 1 . 1

1] 1 1 1

A= A(R,0,(0)), A53 —A(R 0,{3}, {2}, {1}, NV),

As, = A(R,{2,3},{3},0, M), A(R,{2,3},{3},0,{1}, M),
Ag, = A(R,{1,3},{1},0, M), A(R,{1,3},{1},0,{2}, M),
A<54 - A(Ra {152}’ {2},@,]\/['), (Ra {1a2}a {2},0, {3}5 M):
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wo
0000 0000
00 0
, 1000 1011
M_;(l)g’M_2100’N_1101
3210 1110

(vgl. [Plel, Beispiel (1I1.16)])

Fiir die einfachen A-Moduln X\, sei ey € A ein involutionsinvarianter Lift des
zu A gehorigen zentral primitiven Idempotents von AJ/J(A).

Die symmetrischen lokalen Ringe eyAey werden durch Angabe einer Basisma-
triz fir die entsprechenden Ringe Oy < R™ der zu A Morita-dquivalenten Basis-
ordnung I' beschrieben, wo ny die Anzahl der gewéhnlichen Charaktere von G ist,
in denen der modulare Konstituent X vorkommt. Dabei kommen die einfachen

Summanden von e ['ey in der gleichen Reihenfolge wie oben.
11

A ={2,3}, {1,3} oder {1,2}: O\ = (( 0 8 ).
1111
A= {3}, {1} oder {2}:0x=(| ¢ ¢ 4 5 |) falls A= 1{3)
000 8
111 1
0220
und Oy = { 00 4 4 ) falls A = {1} oder {2}.
000 8
(11111111
0200220 2
00202220
000220 2 2
A=0:00=( g g goa004]
0000040 4
000000 44
\0000000O0S)

Beweis. Die Exponentenmatrizen zu 1, do, d4 und 7; (i = 1,2, 3) erhélt man aus
Satz 5.6.1. Die Exponentenmatrix /N von d3 sei so normiert, dafl in der ersten Zeile
nur 0 steht. Da G einen Automorphismus o der Ordnung 3 hat, welcher d; und ()
festldfit und die drei anderen modularen Konstituenten von d3 vertauscht, ist die
erste Spalte von N von der Form (0, a, a,a)" fiir ein 1 < a < 3. Da die einfachen
A-Moduln alle selbstdual sind, sind die Eintrége n;; von N mit 2 <7 # j < 4 alle
gleich. Wegen 1 < n;; +nj; < 3 fiir alle 7 # j, folgt n;; = 1 fiir alle 2 <7 # j < 4.
Den Parameter a wird gleich aus den lokalen Ringen eyAe, bestimmt.

Die Amalgamierungsmatrizen der projektiv unzerlegbaren A-Moduln P, sind
also wie folgt gegeben:
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0 | {3 {2} {1} [{1,2} {1,3} {2,3}

I o
[
[ —
N DN
(@]

w W

=
@
[\
W W w w

W W W W wwww

2 2 . 1

UE

Die iibrigen Amalgamierungsmatrizen erhilt man durch Anwenden des Galois-
automorphismus .

Zur Bestimmung der symmetrischen Ordnungen eyAe, und den Bimoduln
exAe, wird A durch eine Morita-dquivalente Basisordnung ersetzt. Die Ringe
exAey fallen dann mit O, zusammen und die Bimoduln eyAe, sind Teilmoduln
von R,

Sei A := {2,3} und v := {3}. Dann ist O, wie behauptet und e Ae, =

<( (1) i )} als O»-O,-Bimodul. Deshalb ist das Bild der Operation von O., auf

exAe, enthalten in (( (1] le )) Daher ist die lokale R-Ordnung
111 1
0 2 0 2z
Or=( 004 4 |
000 8

fiir geeignetes z,y € R. Da O, symmetrisch beziiglich %diag(—l, -1,1,1) ist,
findet man 2z =2 (mod 8) und 4y = —4 (mod 8).

Nun wird gezeigt, dafl der Parameter a in N gleich 1 ist. Da alle 2-Brauer-
Charaktere von G reell sind, ist nach Lemma 5.3.14 die Summe iiber die Eintrige
jeder Spalte der Amalgamierungsmatrizen gerade. Daher ist a = 1 oder a = 3.
Ist a = 3, so enthélt der Modul egAe, das Element (0,1,0,0). Da der Modul ein
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O,-Modul ist, und (0, 2,0,2) € O,, ist die Amalgamierungstiefe von 73 bei egAe,
nur 1, was ein Widerspruch ist. Daher ist a = 1.

Sei O < R* das Bild der Darstellung von Oy auf dem Modul egAe,. Dann ist
nach Lemma 5.6.2 das Element (0,0,2,2) € O. Da O, — Endg(epAe,) = R* ist,
ist egAe, ein O := (0., (0,0,2,2))-Modul mit

0=

OO O =
S O N =
SO N O =
=N DN =
~—

Da die Determinante von egAe, als Amalgam von R* gleich 282 = 2* ist, folgt
ege, = O als O-Modul. Dann ist aber O < O. Die symmetrische Ordnung O
enthilt also das Dual O%. Analoge Schliisse kann man fiir v = {2} und v = {1}
durchfiihren und findet so die Teilordnung O’, die von den drei verschiedenen O#
und 1 erzeugt wird in Oy. Diese Ordnung O’ ist aber bereits symmetrisch, also
ist Og = O'.

Die zugehorigen Matrixeinheiten von I' sind multiplikativ unabhéngig und die
iibrigen Bimoduln erhilt man durch Multiplikation, so da} die Isomorphietypen
der Bimoduln zur Amalgamierungstiefe 2 den Ring A beschreiben. 0

5.6.2 Die Hauptbldcke von ZyMq; und Zs L3(3).

In [Ple2, Example (VIL.6)] ist gezeigt worden, dafi die graduierten Hiillen der
Hauptblécke von ZoMiy und ZsL3(3) Morita-dquivalent sind. Dies gilt sogar fiir
die Blocke selbst:

Satz 5.6.4 Sei By der Hauptblock des Gruppenrings ZoMy, und By der Haupt-
block des Gruppenrings ZoL3(3). Dann sind By und By Morita-dquivalent.

Beweis. Die durch die Morita-Aquivalenz gegebene Bijektion der zentral primi-
tiven Idempotente von Qu B; und & Bs ist durch die folgende Zuordnung der
irreduziblen Charaktere gegeben:

M, 1444510 ] 10ab | 11| 55
L3(3) 112 13|26 | 26ab | 27 | 39
x(1)modulo 16 |1 | 12|13 [10| 4 |11| 7

In der ersten Zeile stehen hierbei die Dimensionen der einfachen @y Bi-Moduln,
in der zweiten Zeile, die der jeweiligen unter der Morita-Aquivalenz entsprechen-
den @ Bo-Moduln. Modulo dem 2-Anteil der Gruppenordnungen stimmen diese
Dimensionen iiberein.
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Diese Bijektion induziert nach [Ple2, Example VI.6] eine Morita-Aquivalenz
zwischen den graduierten Hiillen von B; und Bs. Sie induziert auch einen Iso-
morphismus Z(B;) = Z(B,), wie man aus der Berechnung der jeweiligen zen-
tralen Charaktere erhélt. Weiter gibt es eine Bijektion der 2-Brauer-Charaktere
von B; und B, so dafl die beiden Blécke gleiche Zerlegungsmatrizen haben. Au-
flerdem sind B; und B, symmetrische Ordnungen beziiglich der Form 7T'r,, wo
16u := €; + 12¢5 + 13€e5 + 10e4 + 10€5 + 1leg + Ter ist und die ¢; die jeweiligen
zentral primitiven Idempotente von Qy Mq; bzw. @, L3(3) sind.

Behauptung: Sei O die zu By Morita-dquivalente Basisordnung. Dann ist O schon
bis auf Isomorphie eindeutig durch T'r,, Zerlequngsmatriz, graduierte Hille und
Z(0) bestimmi.

Seien ey, e19 und eyq € O Lifte der zentral primitiven Idempotente von O/J(O)
die zu den 2-Brauer-Charakteren von M;; vom Grad 1, 10 bzw. 44 gehoren. Be-
zeichnen die ¢; von oben auch die zentral primitiven Idempotente von O, so ist
die graduierte Hiille von O nach [Ple2, Example VI.6] gegeben durch

0 2
610 = A(ZQ: €1, (0))7 620 = A(ZZa €44, (O))7 630 = A(ZQ’ €L Cat; ( 0 0 >)’

0 2
€10 2 A(Zs, €10, (0)), €50 =2 A(Zo[v/—2], €10, (0)), €60 = A(Zy, €1, €10, ( 0 0 ))’

€70 = A(Zy, €1, €19, €44,

o OO

N O N

NN
~

Sei V' die direkte Summe iiber ein Vertretersystem der Isomorphieklassen der

irreduziblen @, O-Moduln, E := Endg,o(V) und P, = €;0, Py = €190 und Py, =

e O die projektiv unzerlegbaren O-Moduln. Wir identifizieren O mit Endo(O).

Da die Matrixeinheiten in eje;0e1y und eqe;0eyy multiplikativ unabhéngig sind,

gibt es Einbettungen ¢; : P, — V (i = 1,10,44), so daBl e;Oe;p = (4des +

467, 1667)22 C E, e10eqy = <4€3 + 467, 1667)22 C E, und e;gOeqs = <4€7>Z2 C E.

Dann ergibt sich durch Dualisieren e;0Oe; = (€5 — €7,4€7)z, C E, €440e; =

<€3 - 67,467>Z2 C FE, und e19g0eyy = <467>Z2 C F.

Auflerdem folgt aus der Kenntnis von Z(0), da8

6440644 = 644Z(O)€44 = (62 + €3 + €7, 263 — 667, 16€7>Z2,

6100610 = 6102(0)610 = <€4 + €5 + € + €7, 265 — 867, \/—_265 + 266 + 667, 466 —

de7,16€7)7,

e1Z(0)e; = (€1 + €3 + €6 + €7, 4es + 4eq, 8¢ + 87, 16€7)7, C €10e; vom Index 2.
Es ist e;0ejpe100e; C e10eq. Also findet man den zuséitzlichen Erzeuger 4eg —

de7 € e10e;—e1Z(0)e;. Daher ist O durch die oben angegebenen Daten eindeutig

bestimmt und B; und B, sind Morita-dquivalent. O
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5.6.3 Einige Blocke vom Defekt 2.

Ein Satz von Brauer und Feit (vgl. [Lan, Corollary 8.15]) besagt, dafl die Hohe-
0-Vermutung fiir Blocke vom Defekt < 2 gilt. In gewissen Spezialfillen kann man
dies auch mit der Theorie der symmetrischen Ordnungen folgern.

Satz 5.6.5 (vgl. [Neb]) Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Primelement m

und O eine kommutative lokale R-Ordnung mit m>R"* C O C R™ fiir einn € N

und TR™ ¢ O. Seien dq,...,d, € R, so dafi O symmetrisch beziiglich
®:0%x0—R, ((a1,...,00), (b1, bn)) = 772> diaiby

ist. Dann liegen die d; € R* (1 <i<n) und

1 1 ... ... 1 1

0 7 0 ... 0 —dyfdyr
M= : . . - : :

0 e 00 —=dpy/dym

0 ... ... 0 0 2

ist eine Basismatriz fiir O.

Beweis. Die Determinante einer Basismatrix von O liegt in 7" °2R*, wo o =
(O°%  vx(d;)) ist. Also ist o gerade. Ist 0 > 2, so kann O kein lokaler Ring sein.
Ist o =2,s0ist O = R(1,...,1)+7R™ und enthélt 7 R™. Also ist o = 0, alle d; sind
Einheiten in R und der Fiihrer von R" in O ist (R")# = 72R". Eine Basismatrix
von O kann durch elementare Zeilenumformungen immer auf die Form

1 1 ... ... 1 1
0O = 0 ... 0 aom
0O ... ... 0 7w ap_m
0 0 0 =2

mit a; € R gebracht werden. Durch Berechnung der Skalarprodukte des 2-ten bis
n — 1-ten Basisvektors mit 1 € O findet man a; = —d;/d,, (mod 7) (1 < i< n).
O

Etwas allgemeiner gilt sogar:

Lemma 5.6.6 Sei p eine ungerade Primzahl, K eine endliche Erweiterung von
Q, mit Ganzheitsring R, 7V, 7@ Primelemente von R und K, = K[V,
K, := K[V7] verzweigte quadratische Erweiterungen von K. Sei R; C K; die
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R-Mazimalordnung (7 = 1,2). Sei O € A(Ry, Ry, R, ..., R) eine kommutative
lokale R-Ordnung so, dafs O symmetrisch beziiglich ® : O x O — R,

((al, ey an), (bl, ceey bn)) — 7T_2(tT'K1/K(d1a1b1) + t?”K2/K(d20,2b2) + Z djajbj)
j=3

. . . . SCOPY
mit d,...,d, € R* ist. Dann gibt es a € R mit a®> = _w(;—%ijz (mod 7R). Ist
M wie in Satz 5.6.5, so bilden die Zeilen von M zusammen mit dem Vektor
b := (m, ams,0,...,0) eine Basis von O.

Beweis. Sei 1 := V() € Ry und my := V7(? € Ry. Sei O’ die von (R;® Ry ® R
..®R)*%und 1 = (1,...,1) erzeugte R-Ordnung. Dann gilt O' C O C (0")#?.
Die R-Ordnung (O")#?® wird erzeugt von X := m R @ moR und den Zeilen von

1 1 ... 1 1

0 1 ... 0 =—dyd,
0 ... 0 1 —d,/d,
0 ... 0 0 2

Da O lokal ist, liegt O sogar in der von M und X erzeugten R-Ordnung O".
Also enhilt O das Dual (0")#%, das von M und X#® = 71X erzeugt wird, vom
Index 7 und ist von der Form O = (M) L Y, wo 7 X <Y = Y#® < X ein
volles subdirektes Produkt ist. Also enthélt YV einen Vektor b wie oben fiir ein
a € R*. Da das Skalarprodukt ®(b, b) = 27~ 2(d, 7)) 4 dya?7(?)) ganz ist, ist a wie
behauptet. O

Der Gruppenring ZsM;;.

In diesem Abschnitt wird die zu ZsM;; Morita-dquivalente Basisordnung konstru-
iert. Q3 und F3 sind Zerfiallungskorper fiir My;. Nicht alle 3-Brauer-Charaktere
von Mj; sind reell, beschrinkt man sich auf die selbstdualen modularen (und
gewohnlichen) Charaktere, so erhilt man eine recht einfach aussehende Ordnung,
fiir die die Witt-Zerlegungsmatrix trivial zu berechnen ist. Trotzdem wird die-
ser Ring als ein Beispiel fiir einen Gruppenring mit nicht selbstdualen einfachen
Moduln hier berechnet.

Der Gruppenring Z3M;; hat 2 Blocke, von denen einer Defekt 0 hat. Der Haupt-
block hat Defektgruppe C3 x C. Die 3-modularen Zerlegungszahlen von M;; sind
alle 0 oder 1. Sei also A die zum Hauptblock von Zs;M;; Morita-dquivalente Ba-
sisordnung.

Eine Witt-Zerlegungsmatrix von A kann aus der folgenden Zerlegungsmatrix
von A konstruiert werden, indem man die zu 5a, 5b, 10a und 10b gehorigen Spalten
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und die Zeilen 10a, 10b, 16a und 165 streicht und die eingeklammerten Einsen als
Elemente von W (Qs) auffafit.

1 5a 50 10 10a 106 24
IO
0. . .1 .
0a| . . . . 1 .
06| . . . . . 1
m@a 11 ..
6a| 1 1 . . 1 .
6|1 . 1 . . 1 .
M. 11 @0 . .1
55 1(1) 11 . 1 1 (1)

Die graduierte Hiille von A ist schon in [Ple2, Example (VI.7)] angegeben:
61A = A(61, (0)), 610A = A(610, (0)), 610aA = A(eloa, (0)),
€1\ = A(elob, (U)), enl = A(el, €54, €5b, M1), €160\ = A(el, €545 €10a, Ml),
e1ep\ = A(el, €10b5 €5b; M1), e\ = A(€5a, €5b, €10, €24, M2),
655A = A(el, €10a, €100, €54, €50, €24, Mg) Hierbei sind

011112

011 0020 010101

M = 8(1)8 M= g g o |PWmdMsi=1 0 01 0 01
0120 011101

001000

Die Diagonalordnungen e;Ae; ergeben sich aus Satz 5.6.5. Fiir die Bimoduln
e;Ae; mit 7 # j gilt der folgende Satz.

Satz 5.6.7 Es gibt Einbettungen ; : P, — Vi € {1, 5a,5b,10,10a, 10b, 24}, so
daf B;j eine Basismatriz des Bimoduls e;Ae; ist, wo die B;; fiir ¢;; > 1 wie folgt
gegeben sind:

3 -3 3 1 01 3 0 3
B1,5a = 0 9 0 ) B5a,1 = 011 ) Bl,5b = 03 -3 )

0 0 9 00 3 0 0 9

1 11 3 _3
Bsp = 0 3 0 ], Bi1oa = B1100 = Bioasa = Bsp,100 = 0 9 ) )

0 0 3

11
Biga,1 = Bios,1 = Bsa,10a = Biosss = Bosjsa = ( 0 3 ) )

1 3 0 3
Bsasp= 1| 0 , Bpsa =1 0 1 3 |,
0 00 9

S O W
w o =
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3 3 3 1 1 3
B5a,24:<0 9>,Bz4,5b=<0 3>,B5b,24=(0 9)-

Hierbei kommen die relevanten Idempotente in derselben Reihenfolge wie oben
und sind in den Spalten der Zerlequngsmatriz ablesbar.

Beweis. (E kann man annehmen, dafl B 104, B1,10, Bioasa, Biosss, Bosajse und
B24,5b obige Form haben. Die Basismatrizen BlOa,l; BlOb,l, BSa,10a7 B5b,10b7 B5a’24
und Bsp 24 findet man durch Dualisieren. Nun gilt es,AejgaeioaAer C esqAe; Also
liegt €16, + €55 in ez, Ae;. Also kann Bj,; wie im Satz gewéhlt werden. Analog
erhélt man B, 5, und die Matrizen B 5, und Bsp; wieder durch Dualisieren. Da
3(e11 + €55) € espAererAes, C espAes, ergibt sich die Basismatrix Bsy 5,. Wieder
findet man Bs, 5, durch Dualisieren. Il

Folgerung 5.6.8 Die beziiglich T'r,, symmetrische Ordnung A ist durch ihre gra-
duterte Hiille schon eindeutig bestimmit.

Die Loewy-Reihen der projektiv unzerlegbaren A-Moduln P;. Liest man nur
die fettgedruckten einfachen Moduln, so erhilt man die Loewy-Reihe von P;/3P;.

Pl PIO P24
1 10 24
J
1+ 5a+10b 5b + 10 5a
J2
1+ 5b + 10a 10 + 24 5b + 10 + 10a
J3
1+13+24 5a + 10 1+24
/0 S
1+ 5a+ 5a® + 10b + 10b 5b+ 10 5a + 5a + 10b
J5
1+ 5b + 5b% + 10a + 10a 10 + 24 5b + 5b+ 10 + 10a
J6
1+14+24 5a + 10 1424+ 24
/0 S
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P5a P5b
5a 5b
J
5b + 10 + 10a 1+ 24
J2
12 +24 5a% + 10b
J3
5a% + 50 + 10b 5b2 + 5b+ 10 + 10a
JY | |
5b2% + 10 + 10a + 10a 124+1424+24
J5
1+124+24+24 5a + 5a® + 10b + 10b
J6
5a + 5a® + 10b 5b + 563 + 10 + 10a
J| — |
PlOa PlOb
10a 10b
J
1+ 10a 5b + 10b
J2
5a + 10a + 10b 1+106+ 24
J3
5b + 10a + 10a 5al10b + 10b
Jt | - - (|
1+1+10a+24 |5b+5b+ 10a+ 10b
J5
5a 4+ 5a + 10a + 10b 1+1+100+24
JG
5b + 10a + 10a? 5a + 10b + 10b°
J |- |

Definiert man

E :=27(e1 + €10 + €10a + €100) + 3(€11 + €160 + €166 + €44 + €55)

so gilt

JYE =J7.

Der Gruppenring Zs.Js.

125

Der Gruppenring Zs.Jy hat fiinf Blocke, von denen vier Defekt < 1 haben. Der
Primkérper Fy ist ein Zerfillungskorper von Fs.J, und Qs [v/5] ist ein Zerfillungs-
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kérper von Q5 Jo. Die Zerlegungszahlen sind alle 0 oder 1. Die gewdhnlichen und
modularen Charaktere sind alle reell.
Sei A die Basisordnung des Hauptblocks von Zs.Js.

Satz 5.6.9

1 14 21 41 85 189
1 (1 .
14ab | . (1) .
2ab | . . (1)
36 | (1) (1) (10) .

WDA):= 63 [(1) . (b)) (2) .

126 . . . (1) (B .
189ab| . . . . . (1
224ab | . (1) (10) . . (D)
288 o). . (B (1)
336 . . (1) (5) (1) (10)

st eine Witt-Zerleqgungsmatriz von A.

Sei R := Zs[\/5]. Die graduierte Hiille von A ist gegeben durch e;A = A(1, (0)),
614abA = A(R, 14, (0)), 621abA = A(R,Ql, (0)), 6189abA = A(R,189, (0)), 636A =
A(1,14,21, My), esA = A(1,41,21, M), e1s6A = A(41, 85, M),
€240\ = A(R,14,21,189, Mj), exgs A = A(14, 85,189, M),

0 21
exss\ = A(21,41,85,189, My). Hier sind My:= | 0 0 0 |, My :<8 (1))
010

M3 =

o O O
== V)
S = N

0
und My := 8
0

— o O N

11
11
00
10

Die graduierte Hiille von A bestimmt den Ring A bis auf Isomorphie eindeutig.
Genauer gibt es Einbettungen @; : P, — V der projektiv unzerlegbaren A-Moduln
P; in die direkte Summe V' diber ein Vertretersystem der einfachen KA-Moduln,

so daf$ fiir i # j die nichttrivialen Erzeuger oy; von goi_lez-Aejgoj C Endga(V) &
Z(KA) von der Form

Q1,1 = €36 1 €63, 0121 = Hezg + 15663, 04121 = €63 T €336,

Og5.41 = €126 + €336, (41,85 = O€126 — €336, (21,41 = D€g3 + 10€336,

21,14 = 5ezs + /D€, Q1421 = €36 + 3V/D€20uab, Q5,180 = €ass + €336,
021,189 = \/56224@ + S€336, Q189,21 = 3\/56224@ + €336,

014,189 = O€224qp T O€283, Q189,14 = €224qh — €288, 0189 85 = O€agg + 10€336.

sind. Die Ordnungen e;Ae; ergeben sich aus Lemma 5.6.6.

Ein wesentlicher Schlufi im Beweis des Satzes ist in dem folgenden Lemma
wiedergegeben:
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Lemma 5.6.10 Sei K eine endliche Erweiterung von Q, und R der Ring der
ganzen Zahlen in K mit Primelement w. Sei A eine symmetrische R-Ordnung so
dafy @i_i€;\ eine graduterte Ordnung ist. Sei 1 < j < s und P das mazimale
Ideal in der R-Mazimalordnung in der K-Divisionsalgebra D mit KAe; = D™ ™,
Sei x € N minimal mit P°e;A C A. Seien P, P,, P3 3 verschiedene projek-
tiv unzerlegbare A-Moduln mit selbstdualen Kopfen, so daf8 A(Py)p, =t a # .,
A(Py)jp, =2 b# . und A(P2)jp, = c# .. Dann ist t — c — a + b gerade.

Beweis. Eine geeignete Exponentenmatrix von €;A enthélt eine Teilmatrix

—a z—b
0 rT—Cc—1u mit einem u € Zsxo.
U 0

X

o O O

Da die relevanten einfachen A-Moduln alle selbstdual sind, gilt nach Folgerung
5.2.12 daf

r—c—u=u—(x—a)+ (r—0).

Also ist 2u = x — ¢ — a + b gerade. d

Beweis. (von Satz 5.6.9) Die Amalgamierungsmatrizen von A sind nach Folgerung
5.2.10 von der Form

P |1 14 21 41 85 189
12 . .

3612 0 a .

632 . a 0

Py |1 14 21 41 85 189
14ab | . 3 .

36 |0 2 b

224ab|. 3 b

288 2

0

Py |1 14 21 41 85 189
21lab | . . 3

36 |a b
63 a

224ab| . b
336

d

DN W NN

.. e
d 0 e

Py |1 14 21 41 85 189
630 . d 2 .
126). . . 2 f .
336|. . d 2 f 0
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Pg; |1 14 21 41 8 189

126(. . . f 2 )
2881. 0 . . 2 g
336|. . 0 f 2 g
Py |1 14 21 41 85 189
18ab|. . . . . 3
224ab|. ¢ e . . 3
288 |. ¢ . . g 2
336 |. . e 0 g 2

fiir geeignete a,b,c,d,e, f,g € {0,1}. Nach Lemma 5.6.10 angewandt auf die
Quadrupel (636, 1, 14, 21), (663, 1, 21, 41), (6336, 21,41, 189), (6336, 41, 85, 21),

(6336,41,85,189), (6288;147 85, 189), fOlgt a = b, a = d, d = €, d = f, f =g,
¢ = g modulo 2. Da die Parameter in {0,1} liegen, gilt also a = b = ¢ =
d = e = f = g. Der Parameter a wird durch Einschrinken auf die Unter-
gruppe U := 3.PGLy(9) von Jy bestimmt. Fiir den gewdhnlichen Charakter
vom Grad 36 von J, gilt 36y = 9 + 9’ + 18. Seine 5-modularen Konstituen-
ten schrénken sich auf U wie folgt ein: 1y = 1, 21y = ' + 8 + 12, 14y =
6 + 8. Da v5(|U|) = 1 ist, gilt fiir das epimorphe Bild €36ZsU von ZsU C ZsJo:

€36Z5J2 D e3sZsU = A(1,8', M) ®© A(', 8, M) @ A(6,12, M), wo M = ( 0 o )

00
0 2 2—a
Nun ist eg6A = A(1,14,21, | 0 0 2—b—2 |) fiir ein € Zs(. Daraus ergibt
0z 0

sich a = 1.

Mit Folgerung 5.2.12 bestimmen sich aus den Amalgamierungsmatrizen die
Exponentenmatrizen fiir die graduierte Hiille von A.

Seien nun ey, e14, €21, €41, €g5 Und e1g9 € A Lifte der jeweiligen zentral primitiven
Idempotente von A/J(A) und I := {1, 14, 21,41, 85,189} ihre Indizes.

Da die nichtdiagonalen Eintrige der Cartan-Matrix alle < 2 sind, sind die
Isomorphietypen der Bimoduln e;Ae; (i # j € I) eindeutig. Daraus ergibt sich
eine Witt-Zerlegungsmatrix mit Methode 5.5.8.

Die symmetrischen Ordnungen e;Ae; sind mit Lemma 5.6.6 eindeutig zu be-
stimmen. Sie konnen aber auch direkt aus den zentralen Charakteren berech-
net werden. Jedes System von Bimodulisomorphismen, das die Matrixeinheiten
festlaft, ist induziert durch Bimodulautomorphismen und Konjugation mit einem
Element von KA. O

Bemerkung 5.6.11 Es gibt 2 Isomorphieklassen symmetrischer involutionsin-
varianter Ordnungen in (KA, °,Tr,) mit der gleichen Zerleqgungsmatriz und der
gleichen Operation von ° auf den einfachen Moduln wie A. Eine Klasse wird
vertreten durch A, die zweite durch eine Basisordnung A’ fir die e;A'e; zerlegbar
ist, fir alle i # j € I mit |¢; N ¢j| = 2.
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5.6.4 Der Gruppenring Z3JSjy.

Satz 5.6.12 Der Gruppenring Z3Sy hat fiinf Blocke, von denen vier Defekt <1
haben (vgl. [Jam]).

(i) Eine Witt-Zerlegungsmatriz fiir den Hauptblock A von Zs3Sg ist:

1 1/ 7 7 21 21’ 35 35 41 41’

10 .

1 R G ) I

8§ 1) . (=1 .

S IR 6 U (S R

20 . . .1 (=3

% . .o . 1 .

-0 E ') WAV ¢ ) WA

o). . . .1 (= .

T2 G ) NP ) B

2 . (=9

8 0. .1 . . . : )

T ¢ ) W PR Gy

6 . . . . 1O . (-1 .

6 . . ... m  .oa .

84 . (-1 . ® . .o . (=3 .

8¢ | (1) . (=3 . . . .o . (-3

05((1) . @) . @O . 3 . O

105 . (1) . .

120 | (1) (=3) (=3)
3 .
)

120 | (1) (-
168 . (1
168 | (1) .  (3)

Die Charaktere x' erhdlt man aus x durch Tensorieren mit dem Signum-
charakter 1'.

(ii) Die graduierte Hiille T von A ist wie folgt: (Es ist immer nur einer der
beiden Summanden A, und Ay von I' angegeben. Ay erhilt man aus A,
indem man alle vorkommenden Moduln mit dem Signum 1’ tensoriert.)

Ar(1,(0), As(1,7, ( - )), Asa(21,21/, ( - )), Aas (7,21, ( - )),

0 2 01 01

A70(35, 35, < 00 >), Agpo(1',41, ( 00 )), Ays(7,41, ( 0 0 )),



130 KAPITEL 5. GRUPPENRINGE.

0112
A56(21,35,<8 (2))) (35,41 0 ) LT,
0000
01211
00111
Aws(35,1,7,21,41, | 0 0 0 0 0 |),
01101
01110
021112
001001
o35, 11,735,418, | 0 1 0 o0 1],
011101
010000
(02211213\
00101101
010101071
Nugs(217,1,7,7,20,35,35041, | 0 0 2 0 o0 2
01100001
01111102
\ 0000000 O)

(i1i) Die symmetrischen Ordnungen exAey fir die irreduziblen Brauer-Charaktere
A von A sind schon durch die zentralen Charaktere gegeben.

(iv) Die Bimoduln exAe., sind gleichmafig amalgamiert. Bei gemeinsamer Amal-
gamierungstiefe ay, = 2, ist der Isomorphietyp von exAe, schon durch die
zentralen Charaktere gegeben.

Beweis. Die Behauptung (iii) rechnet man direkt mit Hilfe von GAP aus der
Charaktertafel und der Zerlegungsmatrix der Sy nach. Damit kann man auch die
Operation von eyAey auf e,Ae, fiir verschiedene Brauer-Charaktere v und A im
Hauptblock von G bestimmen. Aus dieser Operation ergeben sich obere Schran-
ken fiir die Eintrdge in den Amalgamierungsmatrizen, die in allen Fillen, bis auf
den 4 mit 0° gekennzeichneten Positionen scharf sind. Die Amalgamierungsma-
trizen sind wie folgt:
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P11 7 7 21 21" 35 35 41 41

1 14 .

8 |4 2% .
42" |3 . . 2*
84" |3 2" . .12t
105 |3 . 27 1 22 .1
120 |3 0% 2+ . 2t 1 1.
120013 0 . 1 . A | 2t
168" | 3 2t 1 1 0 2t 1 A
pri1 1 7 7 21 21" 35 35 41 41
8 | 2* 4 .

28 4 2" .

48 | . 3 .2
84" | 2% 3 . A
105 |27 . 3 2t .2t
120 |2 1 3 . . .1 o2¢ 2t
68 . 1 3 0* 2t 1 1 2t 2t |
168" | 2 3 00 2+ 1 1 2Ff 1

P21y 1 1" 7 7 21 21" 35 35 41 41
42a . 3 2*

28 2* 4 .

o6 | . . 4 2* .
w051 . 2t . 3 . 2 . 1

68 . 0 2t 1 3 2F 2t 1 1 .
168" | 1* 2 1 3 2 2r 1F 0*
P3| 1 1 7 7 21 21" 35 35 41 41
70 . 4 2¢

o6 . .2 4 .

84 | . 1 . 2¢ . 3 2t
106 |2 . 17 2" 3 . 2
1202t 1 1 . 3 2t 2 |
120" 2 1 . 2* . .3 2 01
68 . 1 1 2t 2t 1* 3 2t 27 |
168" | 2% 1 2t 2 1 3 27 1

131
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pP4a1y1 1 7 7 21 21" 35 35 41 41
42 | . 27 . 3
I . . 3
84 | . 2t . 1* . o2t 3
05 (1 . 2 . 1 . 2 . 3
1201 2 2 . . o2t 13
68 |. 2 2t 1 1* 0 2t 1 3

Die Amalgamierungsmatrizen zu den modularen Charakteren z' erhilt man
wieder durch Tensorieren mit dem Signum. Die Richtigkeit der Amalgamierungs-
matrizen wird gleich bewiesen.

Zunichst wird mit der Berechnung von I' begonnen: Die erste Zeile der Expo-
nentenmatrizen fiir [I' erhdlt man aus der Jantzen-Schaper-Determinantenformel
[Ple3], [Schap], [Jan]. Daraus ergeben sich direkt die mit * gekennzeichneten
Eintriige in den Amalgamierungsmatrizen. Die mit * markierten Eintriige erhilt
man mit Hilfe von Lemma 5.3.15 aus der Operation der Diagonalordnungen, da
das Bild O unter der jeweiligen Darstellung Elementarteiler 1,3, ..., 3,9 hat.

Die iibrigen Eintrige < 3 in den Amalgamierungsmatrizen sind < 1. Thre Pa-
ritdt bekommt man aus den ersten Zeilen der Exponentenmatrizen mit Hilfe von
Folgerung 5.2.12, da alle Charaktere reell sind. Damit ist I' bestimmt.

Ebenso kennt man die Diagonalordnungen und die Isomorphietypen der Bimo-
duln e)Ae, falls die Amalgamierungstiefe von A und + gleich 2 ist.

Daraus kann man die Witt-Zerlegungsmatrix, wie in Methode 5.5.8 beschrie-
ben, bestimmen. O

Die zum Hauptblock A von Z3Sy Morita-aquivalente Basisordnung A ist durch
die Angaben in diesen Satz eindeutig bestimmt. Sei V' die direkte Summe iiber ein

Vertretersystem der Isomorphieklassen der irreduziblen Q3 A Moduln und E :=
End A(V) = Q%Q.

Satz 5.6.13 Sei I := {1,1',7,7,21,21',35,35",41,41'} die Menge der Indizes
der einfachen A-Moduln. Fir i € I sei P; der zu i gehorige projektiv unzerlegbare
A-Modul. Dann gibt es Einbettungen @; : P, — V, 1 € I, so daf$ die folgenden Ele-
mente von ay € A = (cpz-’l)|piHomA(Pi, P)y, C E zusammen mit der Identitdt
idp, € Endx(P;) C E ( fiir alle t € I), den Ring Ay als Zs-Ordnung erzeugen.

a1,7 = 9eg + 3€ga + 3€105 + €120 + €168’ a7, = €8 + €g4 — €105 + 3€120 + O€6gr
ay,p = 9€g + 3€gs + €105 + €100 + €168 ap 1 = €y + €84 — €105 + €120 + O€168
a135 = €105 + €120 + €120 — €168 azs,1 = 3€105 + 3€120 + 3€1200 — €168
a1’ 350 = €105 T €120 + €120/ — €168 ass .11 = 3€105 + €120 + €120 — €168
a1 410 = €49 + 3€g4 + 3€1200 — €168 Q4171 = €421 + €gar — €120 + €168

ayr .41 = 3€s0 + 3€sq + 3€120 — €168 (41,1" = €42 + €84 — €120 + €168

(721 = 3€08 + €105 + €168 T €168’ (01,7 = 3€9g + 3€105 + 3€168 — €168’

ap 91 = 3€og + €105 + €168 + €168 o177 = 3€ogr + €105 — €168 + €168’

(735 = 3€gar + €120 + €168 + €168/ a3s 7 = €gar + 3€120 + €168 + €168/
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a7 35 = 3€ga + €120 + €168 + €168/ a3s7 = €84 + €120 + €168 + €168/

a741 = 3€48 + €105 + 3€120 + €168 (41,7 = €48 + 3€105 — €120 — €168

ap a1 = €48 + €105 + €120 + €168 Q417,77 = €48 + €105 — €120/ — €168

21,211 = 3€424 + €168 — €168/ Q21721 = €424 + 3€168 — €168/

21,35 = €56 + €105 + 3€168 + €168’ (3521 = €56 — 3€105 — €168 T €168’

ag1r 350 = €560 + €105 + €168 + €168 a3s 21" = €560 — €105 + 4€168 — €168’

ass 35 = €70 — €120 — €120 + €168 — 12€1687 35 35 = €70 + 3€120 + €120 + 3€168 — €168/
35,41 = €g4 + €105 + 3€120 + €168 (41,35 = —3€g4 + €105 + €120 — €168

a3y 417 = €gar + €105 + €120 + €168 (417 350 = —3€g4r + €105 + €120/ — €168

Ersetzt man Pfeile in beide Richtungen durch einen ungerichtete Kante, so ist
der Ext-Kocher von A/3A wie folgt:

Beweis. Aus Satz 5.6.12 erhélt man die Isomorphietypen der Bimoduln, die mit
Tiefe 2 amalgamiert sind. Da die zugehérigen Matrixeinheiten jeweils multiplika-
tiv unabhéngig sind, kann man eine Basis von A, fiir die folgenden Paare (i,1)
wihlen:

(1,7), (1,7, (1,35), (1',35), (1,41"), (1',41), (7,21), (7', 21"), (21,21").

Die Moduln A;; erhdlt man durch Dualisieren. Obwohl der zugehérige Eintrag in
der Komponente 168 bzw. 168" von (7,41), (7',41") von den schon festgelegten
Matrixeinheiten abhéngig ist, wird noch jeder Bimodulisomorphismus von A7 4
bzw. A7 417 durch einen Ringisomorphismus von Ay und einen Bimodulautomor-
phismus induziert. Fiir die Angabe der Bimoduln A;; mit (¢,1) = (7, 35"), (7', 35),
(21,35), (21,35"), (35, 35'), (35,41), und (35',41") und deren duale Moduln A;;
fiilhrt man insgesamt 16 Parameter ein, fiir die man durch Multiplikation (unter
Benutzung der Amalgamierungsmatrizen) zeigt, dafl sie kongruent 1 modulo 3
sind.

Man setzt an, dafl die Moduln von folgenden Vektoren b;; € A;; C E erzeugt
werden:
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bz 35 = 3€gar + €120 + be1eg + 3ceps bss ;7 = €su + 3€120 + S€168 + L€168
by 35 = 3e€ga + €120 + 3C €168 + b'€r6sr bss,r = €8s + 3€100 + €168 + €168
bo1,35 = €56 + €105 + 3de16s + 3e€ip bss,1 = —lesg + 3105 + T€168 — €1ey
bor 35 = Yese + €105 + 3€'€168 + 3d €168 basi 211 = €560 — 3€105 + 56168 + Zeres
b3s 35 = 2€120 — €70 + €120 — €168 + 12€168 35 35 = €70 + %6120 + €100 + €168 — €168
basa1 = €s4 + 3f €105 + 3g€120 + 3heies ba1,35 = —3€ss + %6105 + 56120 — FE168
bssrar = €sar + 3f €105 + 39 €100 + 3W €168 by 3y = %6105' — ey + 56120' - %6168'
Hier sind a,b,¢,d, e, f,g,h, b, c,d ¢, f',¢' b € Z3.

Nun ist

N1 3sAss7 C A = A av Agrr 7

woraus man b’ =1 (mod 3) und analog (indem man z mit 2’ vertauscht) b =1
(mod 3) erhélt. Aus
Ai35A3591 C Aior = Ay 7A7 01

erhdlt man e =1 (mod 3) und analog ¢’ =1 (mod 3). Aus
A1 353501 C Arar = AirAz

erhdlt man f = g (mod 3) und analog f' = ¢’ (mod 3). Der Bimodul Ay 35
enthélt A11’351A35I,35, A11771A7I,35 und A11,41A41,35. Also findet man die drei Vekto-
ren (0,3/a,1,-3), (9,0,1,3c) und (-9,3/g,0,3/h) in Ay 35. Da die Elementar-
teiler des Amalgams Ay 35 1,1, 3,3 sind, folgt, dal die drei Vektoren modulo
3> €Ay 35 linear abhéngig sind. Also ist ¢ = ¢ (mod 3) und 1/h = —(¢' +1)
(mod 3). Da h und ¢ in Z} liegen gilt h = ¢ = 1 (mod 3). Analog fin-
det man (0,a,3,—3),(9,1,0,3c) und (—9,0,3/¢',3h') in A 35. Also ergibt sich
a=¢g=h=c=1 (mod3).
Schliefllich ist
A7 3503501 C Ay o1 = Apr o Aoyr 01,

woraus man d =1 (mod 3) folgert. Analog erhélt man ' =1 (mod 3).

Um die Ordnung eindeutig zu bestimmen, ben&tigt man aber die Parameter
modulo 9. Die betrachteten Bimoduln A; enthalten aber alle 3(e; + xe,,) Ay (fiir
alle j # m € ¢;N¢) fiir geeignete, von j, m, il abhingige, x € Z%. Also kann man
immer annehmen, dafl an allen bis auf einer Komponente von A;; die Parameter
= 1 sind.

Als freien Parameter kann man bei Ag; 35 bzw. Agyr 35 die Komponente von €56
bzw. €5 und bei Ags 35 die bei €79 wihlen. Bei A7 35 bzw. A7 35 hat man den freien
Parameter bei €g4 bzw. €gs. Also kann man annehmen, dala =b=c=d=¢e=
f=g9g=V==d =€ = f =g =1ist. In Ag54 kann man die Komponente
bei eg4 dndern, falls man gleichzeitig die gleich Komponente bei Ay 4; &ndert. Da
in Ay 4 aber noch €y ein freier Parameter war, kann man durch Anwenden eines
Ringisomorphismus A = 1 erreichen. Analog bekommt man A’ = 1.

Man erhélt die angegebenen Elemente aus den Bimoduln A;; und rechnet leicht
nach, daf} sie die gesamte Ordnung erzeugen. O
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Die Loewy-Reihen der projektiv unzerlegbaren A-Moduln Py, P;, P, P35 und
Py, sind wie folgt gegeben: Dabei steht in der mittleren Spalte jeweils die Loewy-
Reihe von P;/3P;, liest man beide Spalten zusammen, so erhélt man die Loewy-
Reihe von P;.

P,
1
P1J
7 35 41 1
P, J?
13 7' 21 35" 41 17
P J?
172 73 21" 352 412 | 12 7 35 41
P1J4
12 7' 21 35" 41 1477 21 35”2 41
2 /J S
7 35 41 12 12 74 21’ 353
P1J6
1 177 72 212 35" 412
PJ | —— | _

P, J? ist eine direkte Summe irreduzibler Gitter. Die einfachen Konstituenten, die
in dem periodischen Teil P;.J°/P,J" vorkommen, verteilen sich wie folgt auf die
irreduziblen Summanden:

1] 8 |42"| 84 105 120 120 168’

J2WE
1117141 741" 357 | 1"735 |1'3541" | 721 3541
pJS
11171 (1351214113541 1735 | 17 213%

PJT
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Py
7
P7J
121 35 41 7
P, J?
177321"35%241" |1721
P7J3
13 72 212 352 412 | 1' 72 21 35’ 41
P7J4
1/ 732135241 |11 7* 21 21’ 352 41’
PJo |- | - —
121 35" 41 1% 72 72 213 35 413
P7J6
7 117277 21 212 35* 417
235 CA

P, J? ist eine direkte Summe irreduzibler Gitter. Die einfachen Konstituenten, die
in dem periodischen Teil P;.J°/P;J” vorkommen, verteilen sich wie folgt auf die
irreduziblen Summanden:

8 | 28 [48] 84 105 120 168 168
P7J5
17721141135 |12141(13541|7 2135 41| 121357
P7J6
17721 |7 |741| 735 | 1735 | 1'721'35 | 721" 3541
P7J7
P21
21
P21J
721" 35 21
P21J2
17 212 35 41 72135
P21J3
1/ 72 21' 352 41" | 7212 21" 35
P21J4
17 212 35 41 177 213 35 35 41
P21J5 __________________
721 35 1" 73 212 21”2 35° 41
P21J6
21 12 7 72 21° 35 352 412
P21J7 __________________

P,, J? ist eine direkte Summe irreduzibler Gitter. Die einfachen Konstituenten,
die in dem periodischen Teil Py, J° /Py J” vorkommen, verteilen sich wie folgt auf
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die irreduziblen Summanden:

42q] 48 | 56 105 168 168
P21J5
21 |721(2135| 735 | 1/7721'35 | 721" 3541’
P21J6
21 [721]2135(12141|7 2135 41| 17 2135
P21J7
P35
35
P35J
17 21 35 41 35
Py J?
12 72 21" 353 41/ 21 35 35
Py J3
12 72 212 35" 412 17 21 352 35" 41
P35J4
12 72 21" 353 41/ 172 72 21 21’ 35* 35" 41
Pl | ——— — — — — — |
17 21 35 41 13 7'3 213 352 35" 413
P35J6
35 1% 74 21 212 357 35" 41"
P35J7 ____________________

137

P35.J° ist eine direkte Summe irreduzibler Gitter. Die einfachen Konstituenten,
die in dem periodischen Teil Ps5.J°/ P35.J” vorkommen, verteilen sich wie folgt auf
die irreduziblen Summanden:

70 56 84 105 120 120 168 168’
Py5J°
3535 [ 2135|741 (1214113541 1735 |72135 41| 17 21 35
P35J6
3535|2135 |1/35| 735 | 1'735 |1/3541'| 1/ 721'35 | 721 3541
PysJ7
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Py
41
P41J
1'735
172135 41> |41
1% 72 21' 352 |1'735
172135 412 |17 21 35' 413
I —
1735 1% 73 21" 353
41 12 7% 212 35" 41°
P41J7 _______________

Py, J? ist eine direkte Summe irreduzibler Gitter. Die einfachen Konstituenten,
die in dem periodischen Teil Py;J° /P J” vorkommen, verteilen sich wie folgt auf
die irreduziblen Summanden:

42148 | 84 105 120 168

1| 71135 735 1735 | 1'721" 35
41|41 (7411214113541 |7 35 21 41

Definiert man
FE = 9(61 + € + €3 + €3 + €28 + €280 + €79 + €56 + 656/)

+3(€49q + €12 + €420 + €48 + €45 + €84 + €347 + €105 + €105 + €120 + €190 + €168 + €168/ )

so gilt fiir J := J(A)
JE=J".



Kapitel 6

Gruppenringe spezieller linearer
Gruppen.

6.1 Der Gruppenring Z[(,r_,]SLy(27).

Sei 3 < f € N, R der Ring der ganzen Zahlen in der unverzweigten Erweiterung
K vom Grad f von @, und k := R/2R = F,; der Restklassenkorper. Sei G :=
SLy(27) die Gruppe der 2 x 2-Matrizen iiber k& mit Determinante 1. Dann ist
(K, R, k) ein 2-modulares Zerféllungssystem fiir G.

Nach Steinbergs Tensorproduktsatz stehen die einfachen kG-Moduln in Bijek-
tion zu den Teilmengen von N := {1,..., f}. Sei M; der natiirliche kG-Modul.
Der Frobenius-Automorphismus von k iiber dem Primkoérper wird mit F' be-
zeichnet. Fiir i = 0,..., f — 1 sei M;,; der Modul M; mit der mit F* getwisteten
kG-Operation. Dann sind die einfachen £G-Moduln gerade die Moduln

Mp = QierM;

fiir alle Teilmengen I C N. Dabei ist dim;(M;) = 2. Insbesondere ist M,
der triviale kG-Modul und My der projektive einfache kG-Modul. Die M; mit
N # I C N gehoren alle zum Hauptblock von kG.

Die projektiven kG-Moduln sind in [Alp] beschrieben. Bezeichnet P; die pro-
jektive Decke von M; (I C N), so ist nach [Alp, Theorem 1]

FI:MN(@MN,I, falls@;éIgN

und
F@@MN:MN®MN-

Alperin berechnet auch die Ext-Gruppen zwischen den einfachen £G-Moduln.
Durch explizite Beschreibung der Homomorphismenrdume zwischen den projektiv
unzerlegbaren £G-Moduln erhélt Koshita dann eine Présentation fiir die zu kG

139
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gehorige Basisalgebra. Fiir zwei Teilmengen I, I’ von N bezeichne I + I’ die
symmetrische Differenz
I+I':=1ul'—INI.

Fiiri,j € Nseii+j € N (bzw. i —j € N) das Element von N, das modulo f
zui+j € Z (bzw. i — j € Z) kongruent ist.

Satz 6.1.1 ([Kosl, Theorem]) Sei f > 3 und A die Basisalgebra des Hauptblocks
von kG. Sei ) der Kdcher, dessen Ecken mit den echten Teilmengen von N
identifiziert werden, mit Pfeilen

ajr: I +{i} =1 firalel CN,ie N,i—1¢ 1.

Sei k() die Pfadalgebra von Q). Dann lassen sich fiir I, J C N die Pfade in ) von
I nach J =1+ {ir}+ ...+ {iy} schreiben als

(I‘il, ceey ZG‘J) = ail,I+{i1}aiz,I+{i1}+{i2} Ce aia,'].

(I||1) ist das Idempotent in kQ, welches zur Ecke I gehért. In dieser Schreibweise
set X das Ideal von k@, welches von den Elementen

(L +A{i} + {5}i g1 — I +{id + {5Ha i) (=17 -1¢ 1, j#i-1Lii+1)
(Ili,e|I) i —1¢ Li€el)
I+{i+1} i+ 1,6,6) — (L +{i+1}i,4,i+ 1) (i —1,i & 1)
I+ {i+1}ii+1,4) i —1¢1,iel)

erzeugt wird. Dann ist A~ EkQ/X.
Sei U : kQ — A der in [Kosl] konstruierte Epimorphismus mit Kern X .

Die Bilder der Pfade in () unter ¥ von der Ecke I zur Ecke J erzeugen den
k-Vektorraum Homyq(Pr, Py). o
Koshita gibt in [Kosl, Proposition 3| eine k-Basis fiir Ende(Pr) an.

Definition 6.1.2 Firi ¢ I C N sei
Wr; ::\Il((l|j,j+1,...,z'—1,i,i,i—1,...,j+1,j|[))

wo j das eindeutig bestimmte Element von N ist, fir das j — 1 & I aber J :=
{j,j+1,...,i =1} C I. Liegt i — 1 nicht in I, so sei j :=14, J =0 und

wr,i = Y((I]z,4|1)).
Die Linge von wy; ist die Linge des dazugehdrigen Pfades in @, also

I(1,4) := 2(J| + 1).



6.1. Der Gruppenring Z[Cos _1]S Lo (27). 141

Die w;; sind Endomorphismen von P;. Da die Zerlegungszahlen von RG alle
0 oder 1 sind ([HSW, Corollary 2.8]), sind die Endomorphismenringe der pro-
jektiv unzerlegbaren £G-Moduln kommutativ. Also kommutieren die wr; fiir die
verschiedenen 7 € N — I und fiir jede Teilmenge 7" C N — [ ist

wir = wa,i

ieT
unabhingig von der Reihenfolge der Faktoren.

Proposition 6.1.3 (/Kosl1, Proposition 3]) Sei I C N eine echte Teilmenge von

N. Die_wI,T, wo T dber die Teilmengen von N — I lduft, sind eine Basis von
Endkg(P[).

Um auch die Rdume Homyg(Pg, P;) fiir I, H C N beschreiben zu konnen,
benoétigt man noch weitere Elemente von £Q):

Definition 6.1.4 Sei H C I C N, so daf$ ein Pfad von H nach I der Ldnge
|I — H| in Q ezistiert, so sei wycr das Bild eines solchen Pfades unter U und
wi~g das Bild des umgekehrten Pfades von I nach H derselben Linge in Q.

Das folgende Lemma folgt auch aus [Kosl, Proposition 3].
Lemma 6.1.5 Seien H,I C N, so daff Homyg(Py, Pr) # 0. Dann ist

Homyg (P, Pr) = wg~mniEndre(Panr)wanrcr-

Nun wird die in [HSW] berechnete 2-modulare Zerlegungsmatrix von G be-
nutzt, um A zu einer zum Hauptblock von RG Morita-iquivalenten Ordnung
hochzuliften. Sei also A die zum Hauptblock von RG gehorige Basisordnung.
Fiir echte Teilmengen I C N sei P; der projektiv unzerlegbare RG-Modul mit
P;/2P; = P; und e; € A Lift des zentral primitiven Idempotents von A/J(A)
das zu M; gehort mit e;e; = ;560 € A (I,J C N) und 15 = >,y €r. Dann ist
A = @& cnerAey. Die R-Gitter e;Ae; sind isomorph zu Hompgeg(Py, Py).

Sei nun V' := KPFj die Summe iiber alle einfachen KG-Moduln und E :=
Endge (V). Wie in Abschnitt 5.1.1 beschrieben wird Hompgg (Pr, Py) als Teilmen-
ge von E aufgefafit. Seien €y, ..., €, die zentral primitiven Idempotente von KG,
die man auch als die primitiven Idempotente von E auffassen kann. Fiir I C N
sei

CI::{1§j§8|€jPI7éO}

die Menge der Indizes der einfachen KG-Moduln die in K P; vorkommen.
Mit dieser Identifikation findet man

Bemerkung 6.1.6 Sei I C N mit [N —I| = n > 0. Dann ist |¢;| = 2" =
dimp(Endge(Pr)) und Endge(Pr) ist ein Teilgitter von @je., Re; vom Indez (s.
Definition 5.3.8) 22" '/ R.
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Beweis. Sei M := @j¢, Re; die R-Maximalordnung in K ® g End g (P;). Die Ord-
nung Endgg(Pr) ist eine symmetrische Ordnung beziiglich der Form & := T'r,,
WO U := ‘1?' > jcer Xi€j» WO X; der Charaktergrad des zu ¢; gehorigen irreduziblen
Charakters von G ist. Da x; € R* ungerade ist, ist das Dual von M beziiglich ®
vom Index (2/)®" R in M. Also ist [M : Endge(P;)] = V2/7°R=2"""1R. O

Nun werden geeignete Lifte der w;r konstruiert.

Definition 6.1.7 (i) Firl C N undi—1 € N—I seip;; € Hompg(Pryqy, Pr)
ein Lift von V(o 1).

(ii) Firi¢ I C N sei f;; € Endge(Pr) analog zu wr; definiert: Isti—1 € I,
so sei j das eindeutig bestimmte Element von N, fir das j — 1 & I aber
J={j,j+1,...,i—1} C I und

53,z‘ =PI+ PI—{Gg+1}g+1 - - - PI—T+{i} i PI—TiPI—T+{i—1}i—1 - - - PI-{j},j+1P1L,5-

Liegt 1 — 1 nicht in I, so sei
ﬁ},i = Pr{i},iPr-

(11i) Seien H C I C N, so daf ein Weg w = a1 ... € Q von H nach I und
ein Wegw' = o) ...a} € Q von I nach H ezistieren der Linge | == |I —H|.

Dann seien Sy = Hﬁzl @; und By = H2:1 i wo ; und ¢, € E Lifte
von ¥(a;) und ¥ (of) sind (1=1,...1).

Wie die wr,; kommutieren auch die Lifte 5}’2. € F fiir die verschiedenen 7 € N—1
und fiir jede Teilmenge 7" C N — I ist

ﬁ},T = H /Bfu'

€T

unabhingig von der Reihenfolge der Faktoren.
Aus Proposition 6.1.3 erhdlt man nun direkt

Folgerung 6.1.8 (8; 1, (T C N —1)) ist eine R-Basis des R-Gitters Endra(Pr).

Das folgende Lemma ist die wesentliche Beobachtung bei der Bestimmung des
Gruppenrings RG.

Lemma 6.1.9 Fir I C N und T C N — I gqilt

n(Br ) = 207

wo I(I,T) =Y. =l(I,7).

€T 2
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Beweis. Aus Bemerkung 5.3.5 folgt, da 2/0T) die Norm von f] 1 teilt. Denn sei
1€ N—1Iund [ := %l(], i). Dann ist f;; ein Produkt 87, = fi...figi-.. o

mit f; € Homgg(Py,, Pr,,,) und g; € Homgg(Pr,,,, Pr;) fiir gewisse paarweise

verschiedene Teilmengen I,...,I;;1 von N. In dem kommutativen Ring E kann
man das Produkt als 87; = (fi191)(f292) - - - (fig1) berechnen. Nach Bemerkung
5.3.5 ist die Norm von f;g; durch 2 teilbar und nach Bemerkung 5.3.3 ist dann
die Norm von S} ; durch 2' und deshalb n(8] ;) durch 2/""") teilbar.

Die umgekehrte Beziehung ergibt sich mit Hilfe von Lemma 5.3.9: Sei n :=
|N — I|. Dann ist

1 : 1 Non—1 n—1
E l(I,T)=§ E E l([,z)zi'g I(I,9)2" " = f2" .
TCN—I TCN—I €T iEN-I

Also folgt die Behauptung aus Bemerkung 6.1.6 und Lemma 5.3.9. 4

Insbesondere folgt fir I C N und T = {i} C N —1I,sodal i —1 ¢ I, daB
n(B;;) = 2 ist. Da nach Satz 6.1.1

Bty == Pr+{iyiPri = Pri®r+{ipi € 2Endre(Priqiy),

findet man mit Lemma 5.3.4, da$ 33;; € Endgg(Pryq;)* eine Einheit ist. Also
findet man

Bemerkung 6.1.10 Ist i — 1,7 &€ I, so ist p;,; injektiv und ﬂ},{i}
€ 2(Endra(Pr1i})*)- Es gibt also eine Einheit ur; € Endra(Pryqiy)*, so dafs

uI,iB},{i} = 2idp1+{i} S Enng(P[).

Fiir I C N sei pr;:==)_... € € E die Projektion auf K P;.

JECr
Definition 6.1.11 Ses I C N mit i ¢ 1. Isti —1 & I, so se:
Bri = 2priy{iy-

Sonst sei j das eindeutig bestimmte Element von N, fir das j —1 ¢ I aber
J={j,j+1,...,i—1} C I und

Bri = 2|J|+1p7"I—J+{z'}pT'I-

Ist T C N —1, so sei
Brr = HﬁI,i

€T

wo das leere Produkt 1 := prr als das Einselement von Endge(Pr) definiert ist.

Dann folgt aus obigen Betrachtungen der folgende Satz.
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Satz 6.1.12 Ses I C N.

(a) Endge(Pr) wird als R-Ordnung erzeugt von (pri)p, = id/p, und den B,
mit 1 € N — 1. Genauer bilden die Sy mit T C N — I eine R-Basis des
Gitters Endgra(Pr).

(b) Sei H eine weitere Teilmenge von N, so daff Homgg(Pg, Pr) # {0}. Dann
ust

HOIHRG(PH, PI) = (pTH(EndRG(PHnI))pTI)

als Endrg(Pg) — Endgre(Pr)-Bimodul. Die nichttrivialen Eintrige in der
Spalte zu Py der Amalgamierungsmatriz von Pr sind alle gleich

f=I=HND|-[H-(HNI)

(c) Es gibt Ezponentenmatrizen MUY), j = 1,...,s fiir ®5_,A¢; fir die die
nichttrivialen Fintrdge von der Form

miy = H ~1] (j €caner)
sind.

Beweis. (a) Sei I C N und i € N — . Liegt i — 1 ¢ I, so ist 5;; nach Bemerkung
6.1.10 ein Element von Endgg(Pr). Ist i —1 € I, so sei j das eindeutig bestimmte
Element von N ist, fiir das j —1 ¢ I aber J :={j,7+1,...,i— 1} C I und fiir
l=4j,...;i—1sei I;:=I—{j,...,l} und die Einheit u; := uy, ;11 aus Bemerkung
6.1.10. Dann ist

i—1
Bri [ [ = (0r—133.501,105) (O1—{ 41} 541913 j+1Uj41) - - -
1=

<e (SDI—J,Z'—1S017J+{i71},iflui—1)((PlfJ—}—{i},i(pI—J,iuI—J,i) =

[J]+1

(2pr1)2prrgy) - - pri—s) 2prrogiqy) = 27 priprr siqsy

da die Mengen
cr C Cr—{j} C...Ccr—y

ineinander enthalten sind. Also liegen die ;7 mit T C N — I in Endgg(Pr).
Seien fiir 7" C N — I die Koeffizienten a(/,T)},a(l,T); € R (j = 1,...,5) so
dal B}, = Y25, a(l,T)je; und Brr = 375, a(l,T);e;. Da Brr aus B4 durch
Multiplikation mit Einheiten in lokalen Ringen hervorgeht, gibt es ein k;r € R*
mit

krra(I,T); = a(I,T); (mod 2n(B; 7))
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fiir alle 1 < 57 < s. Nach Ubergang zu krpB;r kann man annehmen, daf k; o =1
ist, also die Koeffizenten von 877 und die von 3; ; modulo 2n(f; ;) iibereinstim-
men. Nach Lemma 6.1.9 ist n(81r) = n(8;,) = 2'CT) und das Produkt der

Normen ist
n—1
I nBr) =22
TCN-I

genau der Index von Endgq(Pr) in GBJECIRej, wo n := |[N — I|. Sei B' :=
(a(l,T)})rj, B := (a(I,T)j)r; und D := diag(n(B;,) | T € N — I). Dann
ist B' = DU fiir eine Matrix U € GLy»(R) und B =DV mit V=U (mod 2R).
Insbesondere ist die Determinante von V' eine Einheit in R. Also ist (817 | T C
N — I) auch eine R-Basis von Endgg(Pr).

(b) Nach Lemma 6.1.5 ist

Hompg(Pu, Pr) = ﬁ}IDHﬂIEndRG(PHﬂI)ﬂ}{nICI'

Die Multiplikation mit 8- ynBunicr € E induziert also den gewiinschten Bi-
modulisomorphismus.

Die nichttrivialen Koeffizienten von 84~ yniBunrc uBi>mniBunicr haben nach
dem Beweis von (a) alle Bewertung

Wwanrcr) + W wanicr) = [H—-HNOI| +|I - HNI|

Also folgt die Behauptung iiber die Eintrige in den Amalgamierungsmatrizen.
(c) Seien die Exponentenmatrizen M) so normiert, daf in der Zeile zu My nur
0 steht:

méH—OfuralleHCNJECH

Dann gilt wegen Teil (b) fiir I, H C N mit j € cg N¢y
%) m@ +miy =|H-HnI|+|[-HNI|.

Insbesondere ist
me— |H| fiir alle H C N, j € cp.

Da die einfachen kG-Moduln alle selbstdual sind, findet man mit Folgerung 5.2.12
Mgy = My = miy + migy =mily — |1 + |H|.

Also ergibt sich die Behauptung mit (). O

Dieser Satz beschreibt noch nicht den Isomorphietyp von A, da die Multiplika-
tion efAe; X eyAeg — erAey noch nicht angegeben ist.
Den naheliegensten Kandidaten fiir A beschreibt die folgende Vermutung.

Vermutung: Es gibt Einbettungen ¢; : P, — Py, I C N, so daf} fiir alle
I,HCN

Hompe(¢r(Pr), or(Pr)) = 21 HE Dl (pry (End ge (@rnr(Panr)))pri) C E.



146 KAPITEL 6. GRUPPENRINGE SPEZIELLER LINEARER GRUPPEN.

Bemerkung 6.1.13 Sei A wie in der Vermutung. Dann erfillen die Br; die
Relationen aus Satz 6.1.1 modulo 2A.

Beweis. Mit Hilfe der kombinatorischen Beschreibung der Mengen ¢; aus [HSW]
zeigt man leicht:

Gilt 4,7 —1 ¢ I C N, dann ist ¢ C .

Isti el C N, dann ist Cr+{i+1} Ncy = @

Gilt 7 — 1, i, 1+ 1 ¢ I, dann ist C]_|_{i+1} C CI+{i+1,i} U CI—|—{i}-

Die Relationen aus Satz 6.1.1 lauten in den Sy :

BrtiyiBretiyg = Br+tigrBragiys G—1,7—=1¢€1, j#i—1,4,1+1)

BriBraiye =2Brp 1 —1¢ 1i€l)
Brigit1},i+181,iBrafiy i+ Brofiv1y,iBrofivr,iyiBrofiv1yitt = 2Br4{i41y,i41 (i—1,0 & )

Brafit1},iBrofit1,itit1Braqiyy =0 (1 =1 € I, i € I). O
Der Ext-Kocher fiir den Hauptblock von £SLy(2°).
1245

1345

1235

Die Ecken des Graphen sind mit den projektiv unzerlegbaren Moduln Pj indiziert,
wobei nur die Elemente von I angegeben sind und 0 fiir die leere Menge steht.
Die Pfeile Pr — Pryq; und Prygy — Prin @ sind durch eine einfache Kante
dargestellt.

Bemerkung 6.1.14 Die Vermutung ist richtig fir f < 6.
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Beweis. Fiir jede echte Teilmenge () # I C N wihle ein i € I so, dali—1 & I. Sei
T die Menge dieser Paare (/,4). Vermoge des Monomorphismus ¢;_gy,; : Pr —
Pr_(;y aus Bemerkung 6.1.10 mit (1,7) € T bette man P; in P;_g; ein, so daf
rekursiv alle projektiv unzerlegbaren RG-Moduln in Py eingebettet werden. Fiir
alle I C N bezeichne ¢; : Py — Py diese Einbettung. In diesen Koordinaten gilt
dann fiir alle (7,7) € T, da8

Homra(0r(Pr), ¢1-iy (Pr—giy)) = pri(Endre (@r— (Pr—13)))-

Eine Wahlmoglichkeit von 7T fiir f = 5 ist in dem Bild des Ext-Kochers fiir
SLy(2°%) dargestellt. Die Abbildungen ¢; verlaufen entlang der fettgedruckten
Kanten von auflen nach innen.

Also geniigt es zu zeigen, daf fiir alle nicht fettgedruckten Kanten (Pj, Pr_{;)
miti € I C N, i—1 ¢ I der Homomorphismus pr; € Homgg (¢ (Pr), ¢1-1i} (Pr—{i}))
liegt. Sei dazu z.B. I = {2,4,5} und i = 4. Sei

¢ € Hompa (92,45 (P2a5)); 0251 (Pes))

ein Lift von (a4 (253). Nach Satz 6.1.1 gibt es ein x € Endgg (@53 (Pysy)) mit

£ =Epriosy = PrioasPrias (1 + 2x) = prigasy(1 + 2z).

Da 2Endrq (9151 (Psy)) C Endra (912,51 (Pi2,51)), ist 1 + 22 eine Einheit in

Endre(¢12,5) (Pra,s)))- Alsoliegt pris.a5) € Homra (912,45 (Pr2as))s 912,5) (Prasy))-
Die anderen Beweise sind ganz analog. Ist f = 6, so benutzt man zusétzlich noch
die Operation der Galoisgruppe Gal(K/Qy) = Cy. O

6.2 Der Gruppenring Zp[Cpf_l]SLg(pf).

Sei p eine ungerade Primzahl, f € N, R der Ring der ganzen Zahlen in der
unverzweigten Erweiterung K vom Grad f von @, und k := R/pR = F,s der
Restklassenkdrper. Sei G := SLy(p/) die Gruppe der 2 x 2-Matrizen iiber k mit
Determinante 1. Dann ist £ ein Zerfallungskorper fiir £G.

kG hat 3 Blocke, von denen einer Defekt 0 hat. Die beiden anderen Blécke (der
Hauptblock und der Block der treuen irreduziblen Charaktere) haben Defekt f.

Ist f = 1, so sind die p-Sylow-Gruppen von G zyklisch (der Ordnung p) und der
Gruppenring Z,G kann mit Hilfe der allgemeinen Theorie [Ple2, Chapter VIII],
[Lin] beschrieben werden. Fiir f = 2 ist der Gruppenring aus [Neb| bekannt.

Fiir f > 3 wird die zu RG Morita-dquivalente Basisordnung nahezu vollsténdig
in diesem Kapitel beschrieben.

Wie im Fall p = 2 bezeichne F' den Frobenius-Automorphismus z +— z? des
Kérpers k = F,s iiber F,. Fiir jeden k-Vektorraum M, sei M der i-mal mit
F getwistete Vektorraum: M® = M mit skalarer Multiplikation z - v := z?'v
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(x € k,v € M). Die Gruppe G operiert als Automorphismengruppe auf der

Z ) € G die Erzeuger X und Y auf dX —bY

bzw. —cX + aY abbildet. Fiir 0 < A\ < p sei M, C k[X,Y] der Teilraum der
homogenen Polynome vom Grad A mit dim(M,) = A+ 1. Fiir A = (Ag, ..., Af_1)
mit 0 < \; < p sei

Polynomalgebra k[ X, Y], wo

My = M), ® M)(j) Rk ... Mg;l)
Dann bilden die kG-Moduln kM, ein Reprisentantensystem der Isomorphieklas-
sen einfacher kG-Moduln iiber dem algebraischen Abschlufl £ von k.

6.2.1 Die Gruppenalgebra in Charakteristik p.

In diesem Abschnitt wird die in [Kos2] gegebene Beschreibung von kG referiert.
Sei P :={0,...,p— 1} —{(p—1,...,p — 1)}. Die Elemente von P stehen in
Bijektion zu den einfachen nicht projektiven £G-Moduln. Um die Bezeichnungen
aus [HSW] fiir die einfachen £G-Moduln beizubehalten, werden die Elemente
a € Pmit N :={0,..., f — 1} indiziert, a = (ao,...,as_1) € P entspricht dann
dem einfachen kG-Modul M,.

Wie im Abschnitt 6.1 wird mit den Elementen von /N modulo f gerechnet.

Die Ext-Gruppen Ext,. zwischen den einfachen kG-Moduln M, sind in [AJL]
berechnet: Fiir : € N und h = +£1 sei

P(i,h):={aeP|0<ai-1<p—-2und0<ag;+h<p-—1}

und f(i,h) : P(i,h) = Pja—b,wobj =q;firallei,i—1#j€N,b=a;,+h
und b;_1 =p—2—a;_1.
Dann gilt

Satz 6.2.1 ([AJL, Corollary 4.5]) Seien a,b € P. Dann ist Exty(M,, My) # 0
genau dann wenn es eini € N, h € £1 gibt, so daff b= f(i,h)(a) ist.
Ist f > 3, so sind die nichttrivialen Ext-Gruppen eindimensional.

Fiir a € P sei P, der projektive kG-Modul mit Kopf M, und
A := Endye(®ecrPs)

die Basisalgebra der Summe der beiden Blécke vom Defekt f von kG. Koshita
berechnet in [Kos2] Relationen zwischen Erzeugern dieser Ext-Gruppen:
Fiir a € P sei

S(a):={i1€ N |a;=p—1}.
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Satz 6.2.2 ([Kos2, Theorem 2.2]) Sei f > 3. Sei Q) der Kdécher, dessen Ecken
mit den Elementen von P identifiziert werden, mit Pfeilen

ina: f(i,h)(a) = a fir allei € N;h==+1,a € P(i, h).

Sei k() die Pfadalgebra von Q). Dann lassen sich fiir a,b € P die Pfade in QQ von
a nach b schreiben als

(a|(i17 hl)ﬁ R (ilﬂ hl)|b) = @iy hy, fir,—h1)(a) Xig,ho I - - - Qi hy b

(al|a) ist das Idempotent in kQ), welches zur Ecke a gehort. In dieser Schreibweise
set X das Ideal von k@), welches von den Elementen

(f (. r)(f @ R (@), 7), (6 R)la) — (£ (3, m) (£ (3, B) (@) (3, B) (5, 7)|a)
(i,j € N;j#i—1,4,i+1;h,r=+1;a € P(3,h) N P(j,7))

(al(i, h), (4, h)|f (2, h)(f(i,R)(a))) (i € N;h = +1;a, f(i,h)(a) € P(i, h))
(al(3,1), (i, ~1)|a) (i € N;a € P(i,~1),i € S(a)
(al(3,1), (4, —1)|a) — (a|(i, —1), (i, 1)|a) (i € N;a € P(i, 1

(f@+1,7)(f (@ h)(a)|(i+ 1,7), (i, h)a) = (f(5,7)(f (i, h)(a)[ (i, =
(i € N;h,r =+1;a € P(i,h);a, f(i,h)(a) € P(i+1,7))

)
)N P(i,1))
~h

erzeugt wird. Dann ist A =2 kQ/X.

Beispiel. Der Ext-Kocher des Hauptblocks von kPSLy(3%). Die Pfeile ; , , und
Q;,—h,f(i,n)(a) Sind zu einer Kante zusammengefafit.
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Definition 6.2.3 Firi € N, h = +1 und a € P(i, h) heifit i die Richtung von
Qi pa € Q

Sei
U:kQ— A

der in [Kos2| konstruierte Epimorphismus mit Ker(¥) = X. Die Bilder un-
ter U der Pfade in () von der Ecke a zur Ecke b erzeugen den k-Vektorraum
Homyg (P,, P). Koshita gibt in [Kos2, Proposition 9.2] eine k-Basis fiir
Homk(;(Fa, Fb) an.

Definition 6.2.4 (a) Seiena,b € P mit S(a) = S(b) und® # T = {iy,...,4} C
N so daf (a|(i1,h1),---, (i, y)|b) € Q fiir geeignete hy,...,h € {£1}.
Dann bezeichne

(@ ~b|T) := U((al(ir, h1), - . -, (i1, ba) |D))
ein Bild eines solchen Pfades. (a ~ a|0) := ¥((a||a)).

(b) Sind a,b € P so, daff ein Pfad w = (a|...|b) € @ der Léinge l(w) =
|S(a) — S(b)| existiert, so sei (a D b) das Bild eines solchen Pfades unter
v,

(¢c) Sind a,b € P so, dafi ein Pfad w = (a|...|b) € @ der Linge l(w) =
|S(b) — S(a)| existiert, so sei {a C b) das Bild eines solchen Pfades unter
v,

(d) Sinda,b € P so, daff ein x € P existiert mit S(x) = S(a)NS(b) fiir welches

(a D x) existiert, dann ist x eindeutig und

a®b:=1x.

(e) Seia € P,i € N—S(a). Isti—1 € S(a), so sei j —1 & S(a) so daff
{j,7+1,...,i—1} C S(a). Dann sei

[a,i] :=¥((a|(4, 1),.--, (i —1,1),(¢,—1), (3, 1), (i — 1,=1),..., (4, —1)|a)).
Isti—1¢ S(a), dann sei
[a,] == W((al(i, 1), (i, 1)[a))-

Ist T C N — S(a), so ist das Produkt [[,.,[a,i] unabhdngig von der Rei-
henfolge der Faktoren und wird mit [a,T] bezeichnet.

Definition 6.2.5 Seien a,b € P, T} C N — (S(a) U S(b)) so dafs

(1) a© b und bS a ezistieren und
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(2) ((a©b) ~ (b©a),Ty) eistiert.
Dann sei fiir Ty C N — (S(a) U S(b) UTh)
(a, Ty, To, b)) = (@ D (@& b)){(a0b) ~ (b© a), T)[b & a, Tr){(b & a) C b).
Mit diesen Bezeichnungen gilt

Proposition 6.2.6 (/Kos2, Proposition 9.2]) Seien a,b € P. Die Elemente
((a,T1,T3,b)), fiir die a,b, T\ die Bedingungen (1) und (2) aus obiger Definition
erfillen und Ty C N — (S(a) U S(b) UTY), bilden eine Basis von Homyg(P,, Py).

Bemerkung 6.2.7 Seien a, b wie in Definition 6.2.5. Die Richtungen der Pfeile,
die im Weg zu {a DO (a © b)) bzw. {(b & a) C b) vorkommen, sind genau die
Elemente von S(a) — S(b) bzw. S(b) — S(a). Deshalb ist der Weg {{a, Ty, T, b))
von der Form {a ~ b, T) fiir eine Teilmenge T C N.

Lemma 6.2.8 Seia € P und ) #T C N so, daff {a ~ a,T) existiert. Dann ist
T = N und es gibt vy, ...,vs_1 € {1}, so daf$ a; = ’#ﬁiri:(},...,f—l.

Beweis. Betrachtet man die Eintrige von a modulo 2, so vertauschen die Opera-
toren f(i,h) und f(i',h') (i,7 € N,h,h' = £1). Dabei dndert f(i,h) genau die
Paritéit von a; und a;_;. Deshalb ist mit s € T auch i — 1 € T. Also ist T'= N.
Auflerdem gibt es fiir allei =0,..., f — 1 ein y; € {+1} so dafl

P—2—a;+v;=aq.

Also ergibt sich die Behauptung. O

Definition 6.2.9 Sei P:={a € P | a; = E=2=vi fijr v; = %1 fiir allei € N'}.
Ist a € P, so heifit das Element {(a ~ a, N) € A ein Kreis durch a.

Folgerung 6.2.10 (a) Ista € P — P, so bilden die 2|N__S(“)‘ Endomorphismen
la, T] mitT C N — S(a) eine k-Basis von Endgg(FP,).

(b) Ist a € P, so gibt es einen weiteren Basisvektor, (a ~ a, N).

Definition 6.2.11 Seien a,b € P, so daf Homy(P,, P,) # 0. Liegen a und b
nicht beide in P, so existiert genau ein Ty C N —(S(a)US(b)), so daff {(a©b) ~
(boa),Ty) € Q. Dann sei

d(a,b) == 1({a > (a6 b)){(aeb) ~ (b6 a), T)(b6 a) C b))

die Linge eines kiirzesten Weges in QQ von a nach b ohne sich wiederholende
Richtungen.
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6.2.2 Zerlegungszahlen.

Um die Beschreibung von kG zu einer Beschreibung von RG hochzuliften, benéti-
gen wir einige kombinatorische Eigenschaften der Zerlegungszahlen von RG'. Eine
niitzliche Beschreibung dieser Zerlegungszahlen findet man in [HSW] (vgl. auch
[Bur]).

Mit den Bezeichnungen aus [HSW] sind die gewohnlichen Charaktere der ab-
solut irreduziblen CG-Moduln 1, 6, 8, 01, . . ., 6pr—1)/2, St 1, 05 M1y + - o5 Nps—3)/25
mit Charaktergraden n(1) = n'(1) = (' +1)/2, §(1) = §(1) = (p/ — 1)/2,
6:(1) = p/ — 1, und 7;(1) = p/ + 1. Die Operation von F auf den gewdhnlichen
Charakteren ist durch Multiplikation der Indizes mit p gegeben, 6] = §,; und
nf = 1p;, wobei die Indizes modulo p/ +1 bzw. p/ —1 zu lesen sind und mit den
Negativen identifiziert werden. 7; und ¢; gehdren genau dann zum Hauptblock
von RG wenn j gerade ist.

Fiir den irreduziblen p-Brauer-Charakter A = (g, ..., A;_1) sei die Menge

F-1
WN={0<v<p —1|v= Zei)\ipi fiir geeignete €, ..., e, = #1},
i=0
o "~ die durch
T=p—1-=x

definierte Bijektion der Menge {0,...,p — 1} ist.

Fiir e = =1 sei V(A) = W) U (pf — e —W(N))

Fir j = 1,...,(pf — 3)/2 sei d( ) := dy,, die Vielfachheit des p-Brauer-
Charakters A in der Einschrénkung von n; auf die p-reguléren Klassen von G. Ana-
log seien die iibrigen Zerlegungszahlen mit dg\_jl) =dyg; =1,..., (! —1)/2),
) sy = dag =dry und d§

Dann beschreiben die Mengen V¢(\) genau die Mengen der gew6hnlichen Cha-
raktere von (G, die A als p-modularen Konstituenten haben:

= dys = dyy bezeichnet.

Satz 6.2.12 ([HSW, Theorem 2.7] )
a) dgf)] =1 falls j € V(X) und 0 sonst.
b) dyst =1 falls A = pf — 1 und 0 sonst. dyg =1 falls A =0 und 0 sonst.

Die Elemente von V¢(\) behandelt man wie die Indizes von n bzw. d, betrachtet
sie also modulo p/ — € und identifiziert z mit p/ — ¢ — z.

Um den Gruppenring RG zu beschreiben, ben6tigt man einige kombinatorische
Eigenschaften der p-Zerlegungsmatrix von G. Zunéchst werden die p-modularen
Konstituenten der “Ausnahmecharaktere” 7, ', 6 und ¢’ bestimmt.
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Lemma 6.2.13 (vgl. [HSW, Corollary 2.4]) Die p-modularen Konstituenten von
n undn' bzw. 6 und &' stimmen tberein. Die Menge all dieser p-modularen Kon-
stituenten ist gerade

M:={x=MXo,..., ;m1) [ M = %(p— 2+ ¢) fire € {£1}}.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Satz 6.2.12. Sei X die Menge der p-modularen
Konstituenten von 7, 7', 6 und &' Sei A = (Ao, ..., Aj—1) € M mit \; = 2 (p—2+
¢;). Dann ist N=p—1—)\= %(p —€;). Sel € := H{:_Ol €. Sei vy_y :=1, und fiir
J=f—2,...,0 vj :=vj1€j41. Dann ist

1 , 1 ) 1 . .
Vji(p —€)p’ + ’/j+1§(p - €j+1)p7+1 = 5(—7/]'61'10] + Vj+1p7+2)-

Also findet man

Daher ist M C X.
Die Gleichheit folgt durch Vergleich der Dimensionen: Durch Induktion iiber
f zeigt man ndmlich leicht

f-1
. P + €
g dim(\) = E | | 5 =p/.

AEM (60 ..... €f_1)€{:tl}f 1=0

Da 7 und 0 zu verschiedenen Blécken gehoren, ist 3,y dim(X) =n(1) 4 6(1)
L 1)+ 50 1) =

|

Folgerung 6.2.14 Sei A\ € M ein p-modularer Konstituent von § und € := 1
oder ein p-modularer Konstituent von n und € := —1. Dann st

1
X = |§(Pf —€) —p"| € V(A) fir alle0 <m < f—1.

Beweis. Nach dem Beweis von Lemma 6.2.13 ist 3 (p/ +¢) € W(A) also 5(p/ +¢) €
VE(A). Mit A liegen auch alle Bilder AF, ... A" € M. Also ist L' +epm €
Ve(A) fir m = 0,...,f — L. Nun ist 5((p™ + 1)(p/ —¢) — (/™™ + ep™)) =
1 —€¢) —ep™ und (pf —€) — (' —€) — ™) = 1(' — €) + ep™. Also ist
X9 e V(). O

Definition 6.2.15 Se: Kr := (/\(1), cen /\(f)) eine Folge von p-Brauer-Charakteren
von G, so daf
1

Agj>:§( —2+4 N mit ) =x1(00<i<f—1) firj=1,...,f.
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Kr heifit ein Kreis, falls eine Bijektion m : {1,..., f} = {0,..., f — 1} existiert,
so daf

(3-1)
G _ ) & i#m(j),m(7) -1 L
€ —{ G—1) i = n(j) oder 7(j) — 1 firj=2,...,f.

Lemma 6.2.16 Sei Kr := (A\V ... A\)) ein Kreis und e = £1. Seia € X :=

ﬂf, VEAD) mit 0 < a < (pf — €)/2. Dann gibt es ein 0 < m < f — 1 mit
_ (9

a = Xm .

Beweis. Seien y(()j),.. 1/1(3)1 € {il} 50, daﬁ)\ =:(p- 2+1/(')) (t=0,...,f-1,
j=1,. ..,f) Dannlst)\() Se1nuna€2\f’m1t()<a<p —<_ Dann gibt

esalsoe E{il}(1<j<f0<z<f—1)m1te(7) —1furalle1§j§f,so
daf fir alle 1 < j < f entweder

U ) f 0,6 =L ) G). (4)
Z € ])p z — b 20 0 + Zl—p
=0 i1
oder
r-1 " 1 G o
W —e) = = i » pf_2€+€§])’/§’)_zwpi
=0 2 i—1 2 )

Sei K die Menge der 1 < j < f, fiir die die erste Gleichung erfiillt ist, und K;
die Menge der iibrigen 1 < j < f.
e Behauptung 1: Ist K; = (), so ist a =

pfte
=
Denn dann gibt es v € {£1} mit 2a = v (mod p) und es ist €Y =

vfiiralle 1 < j < f. Also ist a — pf” Z 1azp mit

g = L 27 ¢ {-1,0,1} fiir alle 1 < j < f.

Die Behauptung 1 ist dquivalent zu a; = 0 fiir alle 1 < 7 < f—1. Sei m €
{1,..., f — 1} maximal mit a,, # 0. Dann ist fir n =m+1,..., f — 1 und alle
1<j<f

-1
67371 = egj)l/(J) — H l/z'(])
Weiter ist
) o f-1
0 ap =P | = iyl = I1 )
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— 122 0979, was ein Widerspruch ist.

zmz

Ist j := 7 1(m), so ist aber [[/_} v
Also sind alle a; = 0 und a ist wie behauptet

e Ebenso zeigt man: Ist Ky = ), so ist a = f— oder a = pf = (pf -
e Seien also jetzt beide Mengen Ky, K # Q). Dann ist a = (pf (7 ]))/2
(mod p) fiir alle j € K, und a = (p/ — 2¢ + e(()j)yéj))/Q (mod p) fiir alle Jj € K.
Daraus schlief3t man, dafl e(()j )I/(()j) =cefirallel < j < f gilt. Sei 7 € Ky und a; wie
oben definiert (1 <7 < f —1). Dann gilt wegen der Eindeutigkeit der p-adischen
Entwicklung von «

) Pf—|-e

o1 &Y . .
= q,; fiir alle j € K|

und ) _ )0

i ;’ Yi _ _g, fiir alle j € K.
Sei wieder m maximal mit a,, # 0. Dann ist wieder fiirn=m+1,...,f —1

. f_l .
€ = €(nj = H I/Z-(J) fiiralle1 <j < f und
. fil .
0# (~1)am =€) | = €D = — ] v fiir alle j € K;, h=0,1.
Sei nun I < m der néichst kleinere Index mit a; # 0. Dann ist fiirn = [+1,...,m—
lundallel1 <j<f
m—1 f—1
&, =T --TI#

und fiir j € K, (h=0,1)

f-1
0# (1) = el(],)l = —el(])l/l(]) = Hl/i(j).
il

Insbesondere ist der Quotient

m—1
arfam = — H I/Z-(J)
i=L

auf ganz KoUK, konstant. Ist j := 7~ (m), so ist aber [/, " v} 0 = _ | =,

2 1

Also gibt es kein solches 1 < [ < m mit a; # 0. Da p/ — (’% +p™) = % —p™

ist @ wie im Lemma behauptet. O

Nun werden die p-modularen Konstituenten des zu ngl) gehorigen gewdhnlichen

Charakters bestimmt.
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Lemma 6.2.17 Sei e = £1 und A = (Ag, ..., A;_1) ein p-Brauer-Charakter von
G mit Z{;OI i = ) (mod 2). Ist 0 < m < f — 1 so liegt 9 e VE(A) genau
dann, wenn es fir 0 <i#m < f —1 Vorzeichen ¢; € {£1} gibt, so daff

—2+¢ .
Ai:%ﬁimueogz;&mgfq
und 5 p—3 p—1 p+1
)\mE{p p p p }

2727 27 2

Beweis. Sei A solch ein p-Brauer-Charakter wie im Lemma beschrieben. Ist )\, =
23 oder 251, so ist nach Folgerung 6.2.14 1% +p' € VE(N) fiir alle 0 < 7 <

f — 1. Sonst gibt es v = *1, so da \,, + v = ’%3 oder %1 Definiert man

= Zf;ol Aip' + vp™, so ist p €€ W(X) und deshalb p — £+ p™ € V¢(A). Also
enthalten die Mengen V¢()\) das Element x5 .

Eine Dimensionsabschitzung mit Hilfe von Satz 6.2.12 zeigt wieder, daf} dies
alle moglichen A sind. Die angegebenen modularen Charaktere sind ndmlich dem-
nach modulare Konstituenten eines Charakters vom Grad p/ + e. Die ), mit
Am = B2 3 oder b= ! sind gerade die p-modularen Konstituenten eines Charakters

vom Grad p — Indem man die Fille p = 3 (mod 4)und p=1 (mod 4) un-

terscheidet, ﬁndet man, daf} die A mit \,, = p; in Bijektion zu den p-modularen

Konstituenten eines Charakters vom Grad £ 1_6 von SLy(p/~ 1) stehen und die

A mit A, = 2= +1 zu Konstituenten eines Charakters vom Grad 2Lt +€ . Also ergibt
sich die Summe iiber die Charaktergrade der angegebenen modularen Charaktere
als

pf—e pl—ep—3 pl+ep+3

_f
2 2 9 5 o P Te

O

Ist p = 2, so gibt es Einbettungen Pr iy — Pr (5,6 —1 ¢ I C N). Fiir

groflere Primzahlen p gibt es, jedenfalls auf der Ebene der Zerlegungszahlen,

langere Folgen von jeweils p projektiv unzerlegbaren RG-Moduln Fy, ..., P, i,

soda KP, ; — KP, o 2 KP, 1 ® X, 3, X, 0 = KP, 3 =2 X, & X, 3

5 Xo = KPP =2 X, ® Xy, X; — X, Die Folge der Brauer-Charaktere zu
Py, ..., P,_1 nennen wir einen String:

Definition 6.2.18 Sei A := (Ao, ..., A\j—1) ein irreduzibler p-Brauer-Charakter
von G und m € N, mit A\, = 0, A1 < p — 1. Definiere N = X\ und fiir
§=0,...,p—2 sei \UtD := f(m,1)(AD). Die Folge

ST(A\,m) := (N0, ... Ar-D)

heifit der m-String mit Ursprung A oder einfach ein m-String.
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Lemma 6.2.19 Sei (A, ... \P=V) ein m-String.
Dann ist W(AP=D) € W(AP=2) und fir j=1,...,p—2 gilt
WD) c WAy U W(AG-D). Weiter gilt W(AU=D) — W (AO)) £ 0.

Beweis. Das Lemma folgt aus der Gleichung

J-1 j-1
Z ei/\ip’ = Z ei)\ipZ — ijl(p - )\j,l)pjfl + € ()\J - 6]'6]',1)])].
i=0 i=0,i#£j,j—1

Ist \; =p—1, so ist S\j = 0 und man kann €; = —¢;_; wéhlen.

SchlieBlich ist [W(AG=D)| > [W(AD)| nach [HSW, Lemma 3.7 (b)]. Da die
Zerlegungsabbildung surjektiv ist, sind die beiden Mengen verschieden, woraus
WAU=D) — W(AWD) £ ( folgt. O

Der Schnitt V¢(AW) N V¢(AU~2) wird im folgenden Lemma bestimmt.

Lemma 6.2.20 Seil:= 22 und (A, ..., AP~V ein m-String, so daf V*(\Dn
VV(NH2) £ ) fiir einv=+1und 1 <i<p—3. Dannisti=1—2 oderi=1—1
und

x4 € VAU A v Ay q pr(AD) q ) (ZEHD)

wobei fiir p =3 A2 wegzulassen ist.

Beweis. Das Lemma wird nur fiir m = 0 gezeigt. Die Fille m > 0 erhélt man
durch Anwenden des Frobenius-Automorphismus. Sei A® = ()o,...,A\;_1) und
A2 = (X, ..., N;_;). Da ¢y > 0, gibt es ein € = +1 so, daf

(W) NWAN)U W) N (e —e= W) #0.

Angenommen es glbt a € W(A)N W()\’) Dann gibt es Vorzeichen ¢;, €, (0 <
i< f—1)so, dafl ZZ 0 €D = sz 0 Z)\;p . Dann ist also

-1
60)\0—60)\0—2 ZeZA—e/\ .

=1

Die linke Seite der Gleichung ist eine gerade Zahl zwischen —2(p—1) und 2(p—1).
Die rechte Seite der Gleichung ist durch p teilbar, also ist eg g — €)(Ag — 2) = 0.
Diese Gleichung hat keine Lasung Ao > 2.
Also gibt es € = £1 und ein o € W(\) N §pf —€)—W(\)mit 0 <o <p/ —e.
Dann ist o = 2{2—01 vixp' = pf — e = ST U\, fiir geeignete v;, 1) € {1}
mit vy =vp =1,

Also
f-1

Voo + 1/(')(5\0 —2)4e=p/ — p(Z(Vi)\i + VAP ).

=1
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Die linke Seite ist eine ungerade Zahl zwischen —2p und 2p und die rechte Seite
ist durch p teilbar. Also sind beide Seiten = vyp und

3 1
Ao = 5(;0—}- 2 — evp).

Fiir die iibrigen A; folgt die Gleichung
J-1 J-1
S vdip t=pl T =) v
i=1 i=1

Indem man X := (Ay,...,\; 1) als Brauer-Charakter von SLy(p/~!) auffafit,
erhilt man ein Element von W (\) Np/~! — 1y — W(A). Nach [HSW, Lemma 2.3]
enthilt dieser Schnitt hochstens ein Element, néimlich 3 (p/~! — v4). Nach Lemma
6.2.13 ist daher A;_; = Xy ; < p— 1. Dabei ist 5(p/ ' — 19) gerade, genau dann
wenn Zlfz_ll :\, gerade ist. Also bestimmen die A\; mit ¢ > 1 das Vorzeichen vy und
die Paritdt von Ay bestimmt evy.

Also ergibt sich die Behauptung mit v := e. Das Element in V*(A)NV¥(X) ist
gerade 1p(p/ ! — 1) + vodo = L(p! — v) + 1. Also ist e v nve .
Das Lemma folgt nun aus Lemma 6.2.17 und Lemma 6.2.16. 4

Definition 6.2.21 Fin m-String wie im Lemma heiffit tangential. Dann liegen
namlich AU und A\~ in P und es gibt einen Kreis durch \® und ¢V,

Die Pfeile (AD|(m, =1)|]AED) und (AD|(m, 1)|AD) heifen Ausnahmepfeile in
Richtung m.

Beispiel. Die tangentialen Strings im Kocher des Hauptblocks von PSLy(125).
Die Kreise und damit auch die Ausnahmepfeile sind durch fettgedruckte Kanten
dargestellt.
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6.2.3 Die R-Ordnung A.

Wie fiir p = 2 im vorigen Kapitel, wird aus der Beschreibung von A in Abschnitt
6.2.1 eine R-Ordnung konstruiert, welche zu der direkten Summe der beiden
Blocke vom Defekt > 0 von RG Morita-dquivalent ist. Um die Bezeichnungen
zu erleichtern, werden die beiden Blocke einzeln betrachtet. Sei also B entweder
der Hauptblock von RG oder der Block der treuen Charaktere und y := 0 oder
y = 1. Sei

f-1
P :={a€eP| Zai =y (mod 2)}
i=0

die Menge der Indizes der einfachen B-Moduln.
Fiir a € P’ sei P, der projektiv unzerlegbare RG-Modul mit Kopf M, und

A= Enng(@aepIPa).

Zunidchst werden geeignete Lifte 3; 7, 8, € Endgrg(F,) der Endomorphismen
[a,T] und {a ~ a,N) (a € P',T C N — S(a)) konstruiert.
Firie€ N, h==+1 und a € P(i,h) N P’ sei

Diha € Hompa (P (a), Pa)

ein Lift von W(ap,e). Dann sei fir T C N — S(a) der Endomorphismus f; 1 €
Endgg(P,) analog zu [a,T] definiert, indem man W(a;,) in den Definitionen
durch ¢; , ersetzt. Ebenso definiere man fiir a € P N P’ den Lift 8, von (a ~
a, N).

Folgerung 6.2.22 Die Lifte Bor By € Endga(P,) der Basisvektoren [a,T] und

(a ~ a, N) von Endgg(P,) aus Folgerung 6.2.10 bilden eine R-Basis des R-Gitters
EIldRGl(Pa).

Wie eben sei V' die Summe iiber ein Vertretersystem der Isomorphieklassen
aller einfacher KG-Moduln im Block B und E := Endgg(V). Fir a,b € P’
wird Hompgg(P,, P;) wie in Abschnitt 5.1.1 als Teilmenge von E aufgefafit. Seien
€1, - - -, €5 die zentral primitiven Idempotente von E.

Ist f gerade, so ist K ein Zerfdllungskérper von KG. Dann seien die €; so
geordnet, dafl €; zu § oder n gehort und €5 zu ¢’ oder 7. In dem Fall sei O := R
und A := {1, 2} die Menge der Indizes der Ausnahmecharaktere in B.

Ist f ungerade, so sei

po= (=1)P=Y/2 ynd O := R[\/up].

Dann sind die KG-Moduln mit Charakter 6 4+ ¢’ und n + n' irreduzibel und O
ist isomorph zu der Maximalordnung im Endomorphismenring dieser Moduln.



160 KAPITEL 6. GRUPPENRINGE SPEZIELLER LINEARER GRUPPEN.

In dem Fall seien die Idempotente so geordnet, dal O = Z(e;B) und setzen
A:={1}.
Fiir a € P’ sei
ca ={1<j<s|¢P, #0}

die Menge der Indizes der einfachen KG-Moduln die in K P, vorkommen.

Ist § € B, so sei x,, der Index von n.m € B. Ist n € B, so sei x,, der Index von
6)(5{1) € B.

Aus Lemma 6.2.13 erhélt man dann

Bemerkung 6.2.23 Seia € P'. Dann ist a € P genau dann, wenn 1 € c,.
Wie Bemerkung 6.1.6 zeigt man die folgende Bemerkung.

Bemerkung 6.2.24 Seia € P' und n:= [N — S(a)|.

(a) Ist a & P, so ist lca| = 2™ = dimgr(Endgg(P,)) und Endgg(P,) ist ein
Teilgitter von ®jec., Rej vom Index p* 1.

(b) Seia € P.
Ist f gerade, so ist |c,| = 2" + 1 = dimg(Endgre(P,)) und Endgg(P,) ist
ein Teilgitter von @ e, Re; vom Index p@+0f/2,
Ist f ungerade, so ist |co|+1=2"+1 = dimg(Endgg(P,)) und Endgg(P,)
ist ein Teilgitter von Oe; ® @jec, j21Re; vom Index pl*+HI-1/2,

Lemma 6.2.25 Seia € P'— P und T C N — S(a) und By wie oben definiert.

Dann ist
1

n(ﬁé,T) =p@"0 | wo l(a,T) := Z El(a, P).

1€l

Beweis. Aus Bemerkung 5.3.5 folgt wie im Beweis von Lemma 6.1.9, daf p'®T)
die Norm n(f3; ) teilt. Auf der anderen Seite ist

3 l(a,T):% 3 Zz(a,¢)=% S a2 = .

TCN—-5(a) TCN—S(a) i€T ieN—S(a)

Also folgt die Behauptung aus Bemerkung 6.2.24 und Lemma 5.3.9. Il

Insbesondere gilt

Folgerung 6.2.26 Seia € P',i€ S(a), i—1¢ S(a) und b:= f(i,—1)(a). Dann
ist ©i1p%i,—1,0 € PEndpe(F)"

Beweis. Da ¢ — 1,4 ¢ S(b) liegen, gilt [b,i] = W((b|(i, —1), (¢,1)[b)). Also ist
B,',,i = ¥i.—1,4¥i,1, nach Lemma 6.2.25 ein Element der Norm p. Nach Satz 6.2.2
ist aber ©i,1,6%%,—1,a € pEndRG(Pa). Also glbt esein u € Enng(Pa) mit ’I’L(’U,) =1
und ©; 1 p9; 1, = pu. Mit Lemma 5.3.4 folgt die Behauptung. ]
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Bemerkung 6.2.27 Seien oV, a?, ..., oY) € P', so daf§ es einen Kreis in Q
durch oV, ..., af) gibt. Dann ist

c,y N Neyn =AU {XO; e aXf—l}-

Beweis. Nach Folgerung 6.2.14 und Lemma 6.2.20 enthalten alle ¢, mit a €
P N P' das Element xo. Nun wird die Menge P N P’ unter dem Frobenius-
Automorphismus F' in sich abgebildet. Da ¥y, ..., xy-1 eine Bahn unter F" bilden,
folgt

AU{XO;---aXf—l} C cq.

Lemma 6.2.16 sagt gerade aus, dal der Schnitt c,a) N ... N ¢, nicht groBer ist.
O

Lemma 6.2.28 Seia € P',m € N mitay, =0, ¢yt < p—1. Seia®, ... a®1)
der m-String mit Ursprung a. Definiere fir j = 1,...,p—1 die Homomorphismen

f] = (pa(j),m,717 g] = cpa(j—l),m,l S E-
Sei 1 <j<p-—1.
(i) gp—1fp-1 € PEndra(Po-1)*.

(it) n(g;f;) = p, genauer ist fir j <p—1

S
9;fi = E Aji€i
i=1

mit a;; € pO (1 <i<s)und aj; € pp fir i € c,g) — Coi+)-
(lll) ISt] <p-— 1, S0 18t gjfj — fj+1gj+1 - pEndR(;(Pa(j))*.

Beweis. (i) ist die Aussage von Folgerung 6.2.26.
(ii) und (iii) wird durch Induktion iiber j bewiesen:
Fir j =p — 1 gilt (ii) wegen (i).

Sei j = p — 2. Wegen Satz 6.2.2 ist

9ifi — fi+19j+1 € PEndge(P,u))-

Wegen Aussage (i) ist die Norm dieses Endomorphismus genau p. Also ist %(gj fi—

fi+19i+1) € Endge(P,6))*, woraus (ii) fiir j = p — 2 folgt, da c,u) — c,5+1) # 0.

Seinun j < p—2 und (ii) fiir j+1 bewiesen. Wegen Satz 6.2.2 ist g, f; — fj+19j+1 €

pEndge(P,i). Da (ii) fiir j + 1 gilt, ist die Norm dieses Endomorphismus genau

p. Also gilt (iii) fiir j und damit auch (ii) fiir j, da c,6) — c 641 # 0. O
Aus diesem Lemma folgt nun, daB Lemma 6.2.25 auch fiir a € P gilt:
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Lemma 6.2.29 Seia € PNP undT C N—S(a) und B> By wie oben definiert.
Dann ist

p!?R f gerade

! — l(a,T) 1y —
n(ﬁa,T) p O und n(ﬁa) { pj" f ungemde.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 6.2.25 findet man, daf8 die Norm n(5; 1)
durch p"®7) teilbar ist, unter Benutzung von Lemma 6.2.28 (ii). Also gilt mit
Lemma 5.3.9, daB die Norm des letzten Basisvektors 3/ ein Teiler von p//2R bzw.
ol = p%p ist, je nachdem ob f gerade oder ungerade ist. Es geniigt also zu
zeigen, daB p//? bzw. o/ jeden Koeffizienten von S’ teilt. Dann folgt das Lemma
wie Lemma 6.2.25.

Seia) = a,a®, ... o, a¥+Y = g ein Kreis durch a, f; € Hompg(Pyw, Pya+n)
(i =1,..., f) Lifte der Bilder ¥(a®, (my,1;), a®*V) der zugehorigen Pfeile in @

so, daf
f s
go=11r=>_bse
i=1 j=1

mit b; € O ist. Aus Bemerkung 6.2.27 folgt

(1) bj = 0, fallsg g AU {Xo, ey Xf—l}'

a und a(+" sind Nachbarn auf einem m;-String (an Stelle [, I — 1 oder [ — 1, I,
1 :=21). Also gilt

(2) Es gibt ein b € P, so daB ein Pfeil (a(+V|(m;, 1;)[b%) € Q existiert,

oder p = 3 und es gibt solch ein b® mit (b®|(my, v;)[a®) € Q.
Bexistiere fiir alle 1 < 4 < f der Pfeil (at*+V|(my,14)[b®) € Q. Die Uberle-
gung in dem anderen Fall verlauft ganz analog. Sei fiir 1 < i < f der Homo-
morphismus h; ein Lift des Bilds eines solchen Pfeils und fiir 1 < 7 < f sei
g; € HOHle(Pa(i+1), Pa(i)) ein Lift von \I/(CL(H'I), (mi, _Vz'), a(i)).
Aus Satz 6.1.1 folgt f;h; € pHompgg(P,u), Py@)). Genauer sagt Lemma 6.1.8, daf3

ein Endomorphismus e; € Endgg(P,i+1)) existiert, so dafl

!
(3) fihi=p H gjeih;.
j=1,ji

Dabei ist wegen Lemma 6.2.28 der Koeffizient von h; bei €,,,. nicht 0.
Seien fiir j = 1,..., f z; die Koeffizienten von f;, y; die Koeffizienten von g; und
e der Koeffizient von e; bei ¢,,, . Dann gilt also wegen (3)

/
Ty =P H yje.

=L
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Der Koeflizient von ) bei x,,, ist

bym; = Hac] p H Zjyje.

J=L1,j#1

Nun gilt nach Lemma 6.2.28 (ii), da8 z,y;R = pR.
Also teilt p/ die Koeffizienten von 3/ bei X, fiir alle 1 <i < f.

Sei gl = H] 1 9; € Endge(F,) genauso wie j3; definiert, indem man den Kreis
andersherum liuft. Dann ergibt sich aus Lemma 6.2.28 (ii) da§ n(8.5") durch p/
geteilt wird. Aus Lemma 6.2.28 (ii) folgt

(4) Istie€ A, sosind die Koeffizienten z; und ¢} von f; und g; bei ¢ nicht 0.

Sei b; = H] L @ und b = HJ , 4. Dann gilt p/ | b;b}. Ist f ungerade, so folgt

o/ | 50 oder p/ | ¥|0. Da aber auch 8 anstelle von 3. als Basisvektor von
Endgg(P,) genommen werden kann, muf} ;0 = b,0 = o/ = n() sein.

Sei nun f gerade. Da Endge(P,) eine symmetrische Ordnung ist, gilt ®(8}idp,) €
R fiir die Form ® = Tr,. Nunist p/ ®(8!) = bi+b, (mod p’R). Alsoist by = —b,
(mod p’ R). Wie oben schliefft man, daf b; und b, beide die p-adische Bewertung
£ haben und n(B.) = p//?R. O

Folgerung 6.2.30 Es gibt ein x € R*, so daf B! = 23, (mod p/ Bic., O¢;),
wo

[ e —€) f gerade

@ pYY2 /upe;  f ungerade
Definition 6.2.31 Sei j € {0,...,p — 2}. Ist der m-String a9, ... a®V) nicht
tangential oder j # ’%3, so set die Projektion
Pry()m = Z ¢ €F.
tee, ()N, +1)

P

Ist der m-String a©, ..., a?=Y tangential und j = 252, so sei {xm} = c,5-» N
Coti) N Catirn) N Cyiv2y (vgl. Lemma 6.2.20). Dann definiere

PTG m = E ¢ € F.
tee, (HNe, G+ —{xm}

Lemma 6.2.32 Mit den Bezeichnungen aus Lemma 6.2.28 gilt. Fiirj =0,...,p—
2 1st
p pra(J) m E EndRG( a(J)) m EndRG( a(]+1))

Genauer gibt es Einheiten uj,v; € Endgg(P,5))* so daff

P Pro) m = Ui fi+19541 = Gj1fir1vj41  (mod @l 0 prRsz)
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Beweis. Der Beweis wird durch Induktion iiber j von oben gefiihrt. Sei also
j = p— 2. Nach Lemma 6.2.28 (i) gibt es eine Einheit v,_1 € Endgg(P,p-1)*
mit gp_lfp_l’l)p_l =p- pra(p_z)ym € EndR(;(Pa(pfz)) N EndRG(Pa(p—l)). Wegen Lem-
ma 6.2.28 (iii) gibt es eine Einheit v,_o € Endgg(P,e-2)* mit gp—ofp_2vUp—o —
Vp—2fp-19p-1=D" id|Pa(p_2)-

Ist Cqolp—1) N Co0—3) = {X} 7é @, So ist ’Up_gfp_lgp_l + ’Up_lgp_lfp_l = bGX S
pEnd g (P,e-») fiir ein b € p/ 1 R. Ist der Schnitt leer, dann ist v,_of,_19p-1 =
=P PLao-2) g Mit Uy = —vp_ gilt die Behauptung fiir j = p — 2.

Sei j € {0,...,p — 3} und die Behauptung fiir j + 1 schon bewiesen. Nach

Induktionsvoraussetzung gibt es eine Einheit v;4; € Endge(P,+v)* so daBl

9i+1fi410j41 = P-DPIat) 1 € Endge(Pyi)) NEnd e (Pyi+1) modulo @lf:_olprRexl.
Wegen Lemma 6.2.28 (iii) gibt es eine Einheit v; € Endgg(P,i))* mit g;fjv; —
vi fi+19541 = pidjp ;. Wie eben folgt, da modulo &2 p/ ™ Re,, gilt v; fj119;41 =
=P PTaG) m und g; fjv; = P« ProG-1 5, Setze u; = —vj;, dann gilt die Behauptung
fiir 7. O

Nun wird ein Erzeugendensystem der symmetrischen Ordnung Endgg(P,) fiir
alle b € P angegeben. Sei a € P, i € N — S(a). In Analogie zu der Definition
von [a, 1] € Endy(F,) werden Erzeuger B,; von Endgg(P,) definiert, die die 3 ;
von oben ersetzen sollen.

Definition 6.2.33 Fir a € P' sei pr, := ) .. ¢ € E das Einselement von
Enng(Pa) CFE.
Seia € P',me N—S(a). Istm—1¢ S(a), so liegt a auf einem m-String. Dann
set

ﬁa,m =P Plym-
Istm—1¢€ S(a), so sei j—1¢ S(a) sodaff J:={j,j+1,...,m—1} C S(a).
Dann seib:= f(m—1,1)(f(m—=2,1)(... fG+ L, 1)(f(5,1)(a))...)) und

/Ba,i = p‘JH—lprb,mpra'
Fu,r T C N - S(a) Sel ﬁa‘yT = HmET Ba7m7 wo ﬁa,(b = pra'

Satz 6.2.34 Seia € P
Ist a & P, so ist
Enng(Pa) = <Ba,T | TCN - S(a))R

Ist a € 15, S0 15t
EndRG(Pa) = <ﬁa,T:ﬁa | TCN— S(a»R

Beweis. Mit Lemma 6.2.32 und Lemma 6.2.28 sieht man, dafl die Elemente (3, ,
in Endgg(P,) liegen. Ist a € P, so zeigt Folgerung 6.2.30, daB 3, € Endgg(P,).
Sei Bar = Y ice, @(a,T)ie; und B = > .. a(a,T)ie;. Da die By, aus den

om durch Multiplikation mit Einheiten in lokalen Ringen hervorgingen, gibt
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es kr € R* mit kra(a,T); = a(a,T); (mod p - n(B,r)) fir alle i € ¢,. Eine
Relation unter den 3, r vergroflert das Produkt der Elementarteiler der von den

o erzeugten Ordnung. (vgl. Beweis von Satz 6.1.12.) Also erzeugen die fo,r
dieselbe Ordnung wie die 3}  und die Behauptung folgt mit Folgerung 6.2.22.

O

Proposition 6.2.35 Seien a,b € P’ so, daff entweder a ober b nicht in P liegen
und Hompgg (P,, P) # {0}. Definiere pr,;, := Zj@amcb €.

Hong(Pa, Pb) = (pI‘a’b(Enng(Pbea))

als Endrg(P,) — Endge(Py)-Bimodul. Die nichttrivialen Eintrdge in der Spalte
zu P, der Amalgamierungsmatriz von Py, sind alle gleich

A(By)ja = f—d(a,b),
wo d(a,b) wie in Definition 6.2.11 definiert ist.

Beweis. Sei 71 € N —(S(a)US(b)) wie in Definition 6.2.11. Aus Proposition 6.2.6
folgt, dafl Homgg(P,, Py) als End gg(Preqs)-Modul von jedem Lift von

Wap = (a2 (a©b)){(a©b) ~ (bSa), T1)((bSa) Cb)

erzeugt wird. Daraus folgt die Isomorphie Hompgg (P, Ps) = (pr, ;(Endra (Pea))-

Sei also (3, das Produkt der Lifte ¢; 5 o der Bilder ¥(a; o) der in dem Weg

zu w,p vorkommenden Pfeile o 5 . Analog sei 3, definiert.

Da nicht beide @ und b in P liegen, gilt AN ¢, N ey, = 0.

Seim € {0,...,f—1} und x,, € caNcy. Sei E a ¢ P. Setzt man [ = 7%5, S0 ist
nach Lemma 6.2.17 a,,, € {l,1 + 3}.

Angenommen in dem Weg zu w,; kommt ein Ausnahmepfeil (a’|(m, £1)[V)
in Richtung m vor. Dann ist a;, = [ +2 und b, = [ 4+ 1 oder a;, = [+ 1 und
b, =1+ 2. Da w,p von der Form (a ~ b,T) mit T C N ist, wird der Eintrag
a., hochstens noch einmal durch einen Pfeil in Richtung m +1 zu p — 2 — a,,
verdndert. Daaberp—2—1=04+3und p—2— (I+3)=1#1+1,1+ 2 ist, ist
dies ein Widerspruch.

Also ist B, pBpa = ZjEcame zj€;, wo nach Lemma 6.2.32 z;R = pHad R ist.
Also ist

HomRG(Pa, Pb)HOIIle(Pb, Pa) € A(@jeCancbpd(a’b)RCj)

und die Behauptung folgt. O

Liegen in obiger Proposition a und b beide in P, so ist die Beschreibung von
Hompgg(P,, Py) etwas komplizierter, da dieser Modul als Endgg(Py)-Modul nicht
von einem Element erzeugt wird.
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Proposition 6.2.36 Seien a,b € PNP'. Dann gibt es Ty, Ty C N mit N =T, U
Ty und (a ~b|T;) € Qi =1,2.

Sei d; := |T;| die Linge dieser Wege, (E dy < ds.

Sei fir i = 1,2 C; die Menge der Indizes der einfachen KG-Moduln, die in c,
liegen, fir alle Punkte x auf dem Weg (a ~ b|T;) und R; := {xm | m € T;} C C;.
Fiir die Amalgamierungsmatrizen gilt: Sei j € cq N ¢y. Dann ist

f—di j€C1—Cy
f—dy j€Cy—C
d; JER; ’

A(Pb)j,a =

wo m =1, falls f gerade ist und m := 2, falls f ungerade ist.
Der Isomorphietyp von Hompg(P,, Py) bestimmt sich wie folgt: Definiere

b= Z € und By = Z €; + by,

jeC1—Ry jEC—Ry—A
wo
pi (e —e) f gerade
b2 = f=1_4
p= ~“/uper [ ungerade
Dann st
Hompg(Py, P) & fiEndra(P;) + foEndra(Py) + > p™Rej+ Y p™ Re;

JERy JER2

als End g (P,) — End gg (Py)-Bimodul.
Beweis. Wegen Proposition 6.2.6 und Lemma 6.2.27 gilt
caﬂcb:ClLJCg und 01002:AUR1UR2:AU{X(),...,Xf,l}.

Sei fiir j = 1,2 f5; das Produkt der Lifte ¢;j o der Bilder ¥(q; ) der in dem
Weg zu (a ~ b|T;) vorkommenden Pfeile o, .. Dann erzeugen nach Proposition
6.2.6 die Elemente 3; und £y den Endgg(Fy)-Modul Hompg(P,, P)-
Firi=1,2ist §; = Zjeci xg-z)ej mit xg-z) € 0.
Sei 37, B5 zu den Wegen (b ~ a|T7) und (b ~ a|T5,) analog zu $; und S5 definiert.
Da die Involution Enng(Pa)ﬁiEndRG (Pb) auf EHng(Pb)Bl{Enng(Pa) abblldet,
gibt es 7,@ € EndRG(Pa),q/,Ei) € Endgg(P) und f; € O (j € C;) so, daB

5= 3 iy e =gl
JEC;
Da auch 37 den Bimodul Endgg(F;)5:Endge(P,) erzeugt, ist 7,5“7,@ eine Ein-

heit in dem lokalen Ring Endgg(P,)Endgg(FP,) C E. Insbesondere haben die
Koeffizienten von 37 und 3] die gleiche p-adische Bewertung.
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Zunichst werden die Eintréige in den Amalgamierungsmatrizen bestimmt. Sei
dazu j € ¢, N .
Ist j ¢ CiNCys0seijeC; (i =1 oder 2). Dann ist wegen Lemma 6.2.32

e;Hom g (P,, Py)Hompe(Py, P,) = p% Re;,

also A(Pb)j,a = f — dz

Sei nun j = X, € R; fiir ein 0 < m < f — 1. Wie im Beweis zu Lemma
6.2.29 (3) sieht man, daB f; (azg-z))2 € p/ R liegt. Also ist die p-adische Bewertung
vp(@'?) > 1(f — vp(f;))- Fiir {4,1} = {1,2} findet man fiir 2" jedoch

(1) Sy R =p"E.

Also ist A(Py)jo=di = f —d;.

Sei nun j € A. Dann ist die p-adische Bewertung v, ( fj(xg-z))(a:y))‘)) = d;. Also ist
A(Py)ja =m-mazx(dy,ds) =m - ds.

Die Koeffizienten von 3; und (, bestimmen sich nun wie folgt: Sei ¢ = 1 oder
1 = 2. Nach Anwenden eines Isomorphismus kann man annehmen, daf} ajg-z) =1
fiir alle j € C; — R; — A und 3:5-1) =1 fiir alle j € A.

Zundchst wird gezeigt:

(2) Fiir j € R; ist :vg-i) durch p% teilbar.

Nach Lemma 6.2.32 gibt es Einheiten u,, ..., uq, in den jeweiligen Endomorphis-
menringen der projektiv unzerlegbaren, die auf dem Weg (a ~ b|T;) vorkom-
men, so dafl 3;80u = . plie; + p/ TS e ist, wo u = [[%, w =

) i jEC;—R; J JER; Y37 ) : =1 %
> jec; Vi€ mit v; € O*. Sei {i,{} = {1,2}. Dann ist

. . fHdi . 5 .
@) (E)\o,. p a; J€ Rz
fizy (x; )Uj_{pdi J j€C;— R,

und deshalb v,(z{") = L(f +d; — v,(f;)) = 3(f +d; — d)) = d; fiir alle j € Ry, da
fiir diese j xg-l) = 1 und deshalb nach (1) die Bewertung von f; gleich d; ist. Also
folgt (2).

Da fiir j € R; xg-l) = 1 gewdhlt ist und p/~%¢;8 € Hompg(P,, P;) liegt, kann

man (E annehmen, dafl a:;i) = 0 fiir alle j € R;.

Es geniigt also die Koeffizienten xgz) fiir j € A zu bestimmen. Dazu betrachtet
man By = Y2, 4 fi25¢; € Endga(Pa) NEndre(P;). Nach Lemma 6.2.32 gibt es
u € R*, so daB f; = up® fiir alle j € A. Da nach Lemma 6.2.29 die Norm von 3; 3
gleich p//2R (falls f gerade) bzw. o/ (falls f ungerade) ist, folgt mit Folgerung
6.2.30, dal 398, ein R*-Vielfaches von p%b, ist. Indem man 3, durch ein R*-
Vielfaches ersetzt und dann die Koeffizienten von 3, bei den ¢;, mit j € C, — C}
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durch Anwenden eines Isomorphismus wieder zu 1 macht, folgt die Behauptung.
g

Nun kann man aus den Isomorphietypen der Bimoduln Homgg(P,, P;) eine
Witt-Zerlegungsmatrix fiir A bestimmen. Sei 1 < j < sundr;:=={a € P'|j €

co} die Menge der modularen Konstituenten von Ve;. Dann ist r; = X; U Y},
so, daB fiir alle a,a’ € X und b,V €Y;

f — A(Pa)j,a’ = f — A(Pb)j,b’ = f — A(Pa)j,b -1 (mod 2)

(Ist j € A und f ungerade, so ist eine der beiden Mengen gleich leer.) Dann setze
fir allea € X;,b €Y

WD(A)jya = (1) und WD(A)J,I, = (p) € W(KJ)
Proposition 6.2.37 WD(A) ist eine Witt-Zerlegungsmatriz von A.

Beweis. Seien a,b € P’, so da3 b = f(m, h)(a).

Sei zunichst entweder a oder b nicht in P. Dann wird Hom rG(Pa, Py) von einem
Element A als Endgg(F,) — Endge(P,)-Bimodul erzeugt. Nach Anwenden eines
Isomorphimus kann man annehmen, dafi h = jecaney €i- Sei g ein Bimodulerzeu-
ger von Hompg (P, P,). Dann gibt es eine Einheit v € Endgg(P,)* so, dal hgu =
ZjEcaan pe;. Also erzeugt gu = Zj@amb pe; den Bimodul Hompgg (P, P,) =
pHOHle(Pa, Pb) ~

Seien nun beide a,b € P und

,61 = E €; und ,32 = b2 + €xm
JEcaNCh,j#Xm

wie im Beweis von Proposition 6.2.36. Dann gibt es eine Einheit u € Endgg(P,)%,
so daB Biu = 3"ic. e, izyn PEj- Daher ist Sju = pb; + ze,,, fiir ein z € R. Das
Skalarprodukt von 3, und S5u beziiglich der symmetrisierenden Form & fiir A ist

(B, B5) =r(p* —ap /)

fiir ein r € R*. Also ist # = p/~2 und die Involution ° : Homgg(P,, P,) —
Hompg(PFy, P,) ist durch die Multiplikation mit

Z f—A(P,);
p ( a)],bej
J€caNecy

gegeben. Da die iibrigen Homomorphismenrdume aus Produkten solcher Homo-
morphismen bestehen, folgt die Behauptung. O
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reguldre Determinante, 48

schiefhermitesche Involution, 49
Spechtgitter, 23

Spechtmodul, 27

Spinor Norm, 38

Spurform, 62, 63
Stammidempotent, 82
Stammordnung, 82

stark unzerlegbare Ordnung, 80
Strukturkonstanten, 100
subdirektes Produkt, 101
symmetrische Ordnung, 75
symmetrisches Quadrat, 8
symplektische Involution, 48, 49

Tableau, 27
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Tabloid, 27

Tensoralgebra, 8

Tensorprodukt, 8

Torsionsmodul, 11

Trager eines Homomorphismus, 104

uniform, 4

unitédre Involution, 49
unverzweigt geniigend grof}, 97
unzerlegbare Ordnung, 75

Vektordarstellung, 33

Witt-Zerlegungsabbildung, 86
Witt-Zerlegungsmatrix, 111



