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Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir die Struktur von Hopfalgebren. Eine Bialgebra ist eine asso-
ziative Algebra A iiber einem Ring &£ mit Multiplikation m : A®; A — A und Einsabbildung
n: k — A, die Algebrenhomomorphismen A : A — A®; Aund ¢ : A — k mit den folgen-
den Eigenschaften

e (A®id)o A = (ild®A)o A
e (c®id)oA=(id®e)o A =id

besitzt. Das System (A, €) nennt man Komultiplikation und ¢ die Koeins. Existiert zusitzlich
eine lineare Abbildung

S:A— Amitmo (S®id)oA=mo (id®S)ocA=nog,

so nennt man das System (A, A ¢, S) eine Hopfalgebra. Jede Gruppenalgebra kG ist mit den
k-linearen Abbildungen

e A(lg)=g®yg
e c(g)=1
e S(g)=yg""

fiir alle g € G eine Hopfalgebra.

Von besonderem Interesse in dieser Arbeit sind die sogenannten gruppen-dhnlichen Elemen-
te. Dabei ist ein gruppen-dhnliches Element einer Hopfalgebra (H, A, ¢,.S) ein Element
h € H mit der Eigenschaft, dass A(h) = h ® h gilt. Die Menge der gruppen-dhnlichen
Elemente bildet eine Gruppe und ist linear unabhingig.

Es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen die gruppen-ihnlichen Elemente einer
Gruppenalgebra mit beliebiger Hopfalgebrenstruktur eine Gruppenbasis (d.h. eine Basis der
Algebra, die eine Gruppe beziiglich der Multiplikation der Algebra sind) bilden.

Aus den Ergebnissen von Sweedler [Swe69, Theorem 13.0.1] und [Swe69, 8.1.5] folgt, dass
eine endlich-dimensionale Hopfalgebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper der
Charakteristik 0 genau dann eine Basis aus gruppen-dhnlichen Elementen besitzt, wenn sie
kokommutativ ist. In Kapitel 2 entwickeln wir einen direkten Beweis dieses Satzes. Allge-
meiner zeigen wir, dass eine endlich-dimensionale Hopfalgebra iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper beliebiger Charakteristik genau dann eine Basis aus gruppen-dhnlichen
Elementen besitzt, wenn sie kokommutativ und kohalbeinfach ist.

Im letzten Kapitel geben wir zu jedem Korper positiver Charakteristik eine Gruppe und ei-
ne kokommutative Hopfalgebrenstruktur zu der entsprechenden Gruppenalgebra an, so dass
diese Hopfalgebra nur das Einselement als gruppen-dhnliches Element besitzt. Man kann
Sweedlers Ergebnis also nicht auf Korper positiver Charakteristik ausdehnen.
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Da Gruppenalgebren mit kokommutativer Hopfalgebrenstruktur iiber algebraisch abge-
schlossenen Korpern der Charakteristik 0 immer eine Gruppenbasis aus gruppen-dhnlichen
Elementen besitzen, stellt sich die Frage, ob es auch nicht kokommutative Hopfalgebren-
strukturen auf solchen Gruppenalgebren gibt. Solche Hopfalgebrenstrukturen zu konstru-
ieren gelingt beispielsweise durch das von Nikshych in [Nik98] eingefiihrte Twisten von
Hopfalgebren. Dies geschieht durch Konjugieren des Bildes der Komultiplikation einer ge-
gebenen Hopfalgebra mit einer Einheit aus dem Tensor-Produkt der Hopfalgebra mit sich
selbst. Unter bestimmten Voraussetzungen an diese Einheit entsteht eine Hopfalgebra mit
der urspriinglichen Algebrenstruktur und einer neuen Komultiplikation. In Kapitel 3 werden
die Ergebnisse von Nikshych dargestellt und es wird untersucht, fiir welche Gruppen durch
Twisten der trivialen Hopfalgebrenstruktur eine nicht kokommutative Hopfalgebra erzeugt
werden kann. SchlieBlich enthélt dieses Kapitel noch einige Beispiele, in denen die trivia-
le Hopfalgebrenstruktur einiger Gruppenalgebren getwistet wird, um nicht kokommutative
Hopfalgebren zu erzeugen.

Zuletzt untersuchen wir die Hopfalgebrenstruktur kommutativer, halbeinfacher, endlich-dim-
ensionaler Algebren. Wir zeigen, dass solche Hopfalgebren unter bestimmten Voraussetzun-
gen an den Korper zu dualen Gruppenalgebren isomorph sind. Im Fall algebraisch abge-
schlossener Korper, deren Charakteristik nicht die Dimension der kommutativen, halbeinfa-
chen Algebra teilt, klassifizieren die trivialen Hopfalgebrenstrukturen iiber Gruppenalgebren
die Hopfalgebrenstrukturen der kommutativen halbeinfachen Algebren der gleichen Dimen-
sion. Aus diesen Ergebnissen folgt beispielsweise, dass kommutative halbeinfache Hopfalge-
bren von Primzahl- oder Primzahlquadratdimension iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper der Charakteristik 0 stets kokommutativ sind und eine Basis aus gruppen-dhnlichen
Elementen besitzen. Damit sind solche Hopfalgebren stets Gruppenalgebren.

Das Thema dieser Arbeit verdanke ich Herrn Prof. Hif. [hm danke ich fiir die hilfsbereite
Betreuung und die Freiheit, die er mir bei der Gestaltung dieser Diplomarbeit gelassen hat.
Mein besonderer Dank gilt Max Neunhoffer, der immer Zeit fand, auf meine Fragen einzuge-
hen, selbst kritische Fragen zu stellen und durch viele Gespriche zum Gelingen dieser Arbeit
beitrug.



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel wird der Begriff der Hopfalgebra eingefiihrt, sowie wesentliche Eigen-
schaften von Hopfalgebren, die im weiteren Verlauf hidufig benutzt werden.

1.1 Das Tensor-Produkt

Voraussetzungen: Es seien A, B Ringe, M ein A-Rechtsmodul, N ein A-Linksmodul und
L ein A-Links- und B-Rechtsmodul. Die Menge der A-Rechtsmoduln wird mit Mod-A be-
zeichnet, die Menge der A-Linksmoduln mit A-Mod und die Menge der A, B-Bimoduln mit
A-Mod-B.

1.1.1 Definition
e Die Abbildung ¢ : M x N — U in eine abelsche Gruppe U heif3t ausgeglichen, falls
 bilinear ist und ¢(ma,n) = p(m, an) firalle m € M,n € N und a € A gilt.

e Es sei T eine abelsche Gruppe und m : M x N — T' eine ausgeglichene Abbildung.
Das Paar (7', 7) heiit ein Tensor-Produkt von M und N iiber A, wenn es fiir jede
abelsche Gruppe U und fiir jede ausgeglichene Abbildung ¢ : M x N — U einen
eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢’ : T — U gibt, so dass ¢ = ¢’ o 7 ist, also
wenn folgendes Diagramm kommutiert:

Mx NEZ—y (1.1)

¢

T

Man schreibt dann auch 7' =: M ®4 N. Elemente 7((m,n)) € M ® N werden von
nun an mit m ® n bezeichnet.

1.1.2 Bemerkung

Seien (7}, m;), 1 = 1,2 zwei Tensor-Produkte von M, N iiber A. Dann existiert ein Isomor-
phismus abelscher Gruppen V : T} — T5, so dass ¥ o m; = m, gilt. Das Tensor-Produkt von
M und N iiber A ist also bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

1.1.3 Satz
Ein Tensor-Produkt von M und N iiber A existiert.
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Beweis: Es sei F' eine freie abelsche Gruppe mit Basis M x N. Das Element [m,n| € F
entspricht (m,n) € M x N. Wihle

Fo = <[m + m/’n] - [man] - [mlan]7 [m7n+nl] - [m7n] - [m7n,]’

[ma,n] — [m,an| | m,m" € M, n,n’ € N, a € A).

EsseilT = F/Fyund 7 : M x N — T, (m,n) — [m,n] + F. O

Weitere Eigenschaften des Tensorprodukts:

Essei M; € Mod-Aund N; € A-Mod fiiri = 1,2 und ¢ € Hom 4 (M, M) sowie ¢ €
Hom 4 (N1, Ny). Dann existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus abelscher
Gruppen

PR My ®a Ny — My @4 Nomit (o ®)(my @ ny) = p(m) @ (ng)
fiir alle m; € My, nqy € Ny.

Es sei M € B-Mod-A. Dann hat M ® 4 N eine Struktur als B-Linksmodul, so dass
die Eigenschaft b(m @ n) = bm ®@ n firalleb € B, m € M und n € N erfiillt ist.
Durch diese Eigenschaft ist M ®4 N als B-Linksmodul eindeutig bestimmt.

Es sei [ eine Indexmenge und M; € Mod-A fiir alle ¢ € I. Dann existiert genau ein
Homomorphismus abelscher Gruppen

J: (P M) N — PM e A

iel icl
so dass

V((mi)ier ®n) = (m; @ n)ier  fiir alle (m;)ier € @ M; gilt.

iel

Es seien A ein kommutativer Ring und M, N freie A-Moduln mit A-Basen X und Y.
Dannist M ®4 N ein freier A-Modul mitBasis {r ®y | x € X; y € Y},

Assoziativgesetz: Sei M € B-Mod-A und L € Mod-B und N € A-Mod. Dann
existiert ein eindeutig bestimmter natiirlicher Isomorphismus abelscher Gruppen

¢ : (LegM)®s N — L®p (M ®4N)
so dass

e(l@pm)®@an)=1®p (m®un) firallel € L, m € Mundn € N gilt.

Sei A ein kommutativer Ring und M, N zwei A-Moduln. Dann ist die Abbildung
T:M®aN — N®yM,diedurch7(m®sn) =n®smfirallem € M undn € N
definiert wird, wohldefiniert und ein A-Modulhomomorphismus.
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1.2 Hopfalgebren

Im Folgenden Kapitel bezeichne £ einen Integrititsbereich. Bei einem Tensorprodukt zwi-
schen zwei k-Algebren M und N schreiben wir abkiirzend M ® N fiir M ®; N.

Assoziative Algebren werden hier mittels Abbildungen zwischen Tensor-Produkten beschrie-
ben. Durch Dualisieren erhélt man den Begriff der Koalgebra. Eine Bialgebra ist eine Alge-
bra und Koalgebra, deren Koalgebrenstruktur mit der Algebrenstruktur vertraglich ist. Eine
Hopfalgebra ist eine Bialgebra mit Antipode.

1.2.1 Definition
e Es seien A ein k-Modul, m € Hom(A ® A, A) und n € Homy(k, A) zwei linea-
re Abbildungen. Das System (A, m, n) heiit k-Algebra, wenn folgende Diagramme
kommutieren:
AR A— A (1.2)

dom| Tm

A®A®AM>A®A

und

Ak 29 Ao A2 Lo A (1.3)

kA

A

e Es sei V ein k-Modul, A € Homg(V, V ® V) und ¢ € Homg(V, k) lineare Ab-
bildungen. Das System (V, A, ¢) heift eine k-Koalgebra, wenn folgende Diagramme

kommutieren: .
VeVl vevev (1.4)
AT T Agid
v VeV

(A®id) o A = (id®A) o A.
Die Abbildung A nennt man dann auch koassoziativ.

LoVl yvevis vek (1.5)

) A
MT%@Z

V
(id®e)oA=1id®]l und (¢®id)ocA=1®id.

Die Abbildung A heifit dann die Komultiplikation und ¢ die Koeins der Koalgebra
V.

e Esseien (C, A, ¢) eine k-Koalgebra, (A, m,n) eine k-Algebra, R = Homy(C, A) und
f,g € R. Dann heif3t
frgi=mo(fog)oAeR

die Konvolution von f und g.
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1.2.2 Bemerkung
Es sei (C, A, ) eine Koalgebra, (A, m,n) eine Algebra und R = Homy(C, A). Dann ist R
eine k-Algebra mit Multiplikation:

m:RIR— R, fR®qgr— fxg firalle f,g€ R

n:k—R, ar—a(noe) firallea € k.
Das Einselement von R ist (1) = n o ¢, denn es gilt:
(noe)x f = mo((noe)®f)oA = mo(n® f)o(e®id)oA = mo(n® f)o(1l®id) =n(1)f = f
und analog

fr(noe)=f
fiir alle f € R.

1.2.3 Definition

Sei (H, A, ¢) eine Koalgebra und (H, m,n) eine Algebra iiber k. Sind A und e Algebrenho-
momorphismen, so nennt man H eine Bialgebra iiber k. Weiter sei R = Homy(H, H) und
id = idy € R. Die Antipode S ist ein Element von R, welches die Gleichungen

Sxid=mo(S®id)oA=noc¢

und
id«S=mo(id®S)oA=noc¢
erfiillt. Eine Bialgebra mit Antipode wird Hopfalgebra genannt.

Die vorhergehende Definition besagt, dass die Antipode ein inverses Element zur Identitéts-
abbildung im Endomorphismenring der Bialgebra H beziiglich der Konvolution ist. Aus die-
ser Definition lassen sich weitere Eigenschaften von S folgern, die in Satz1.2.12 zusammen-
gefasst werden. Eine Hopfalgebrenstruktur einer Gruppenalgebra liefert folgendes

1.2.4 Beispiel
Es sei G eine Gruppe. Dann ist kG eine Hopfalgebra mit der gewohnlichen Algebrenstruktur
und den linearen Abbildungen

e AN kG —EkGRKG, g—g®yg
e c kG —k,g—1
e S: kG — kG, g— gt

Wir nennen kG mit der beschriebenen Hopfalgebrenstruktur die triviale Hopfalgebra auf
kG.

1.2.5 Satz
Der Integrititsbereich £ ist eine Hopfalgebra mit:

e m:k®k—k,a®br— ab
e Aik—kQ®ka—a®1

en=c=5=id.
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g
Im Folgenden wird k£ ® k mittels der Multiplikation mit & identifiziert.

1.2.6 Satz
1. Es seien C'und D zwei Koalgebren. Dann ist auch C' ® D eine Koalgebra mit

AC@D = (ld ®T ® ld) O (AC ® AD);
€ceD = €c Q Ep.
2. Analog gilt: sind C'und D Algebren, dann ist auch C'® D eine Algebra mit

meep = (Me @ mp) o (Id @7 ® id), megp : CRIDRICKRXD — CRD,

nC®D:nC®nD, TZC®DZIC®]€—>O®D.

3. Seien C' und D Bialgebren, dann ist C' ® D eine Bialgebra mit den Verkniipfungen
von 1. und 2. Sind C' und D zusitzlich Hopfalgebren mit Antipoden S und Sp, dann
ist C' ® D eine Hopfalgebra mit den Verkniipfungen aus 1. und 2. und der Antipode
Scep =S¢ ® Sp.

Beweis: Nachrechnen. O

1.2.7 Bemerkung (die Sweedler Notation)
e Ist C eine Koalgebra, dann schreiben wir A(c) = Y7 ¢1,; ® ¢ als Z(C) cay ® ¢@)
oder auch einfach als ¢(1)®c¢(2) und fiir (A®id)(A(c)) = (Id @A) (A(c)) = D1, c1,®
2, ® c3,; schreiben wir Z(C) c1y ® cr2y @ ¢(3) oder 1y ® cray @ ¢(3).

e Seien V., W, Z Vektorraume iiber k, a € Z und f : V — W eine Abbildung. Dann sei
f®a:V — W ® Z die Abbildung mit v — f(v) ® a firallev € V.

Zum besseren Verstdndnis werden einige Eigenschaften von Hopfalgebren in der von Sweed-
ler eingefiihrten Notation (siehe 1.2.7) aufgefiihrt.

1.2.8 Beispiel (Beispiele zu Sweedlers Notation)
Essei (H,m,n, A, ¢, S) eine Hopfalgebra. Dann gilt fiir alle g, h € H:

1.

D gy ® (gh)e) = Algh) = Alg)A(h)

(gh)

= | D sw@ge | [ D ho @he
@ (h)

= Z Igmha ® ge)he),
(@)(h)

wenn man benutzt, dass A ein Algebrenhomomorphismus ist.

2. In H ® k gilt weiter

Zg<1>5<9<2>) ®1= Zgu) ®e(g(2)) = (id®e)(Ag)) =g®1
(9) (9)
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undin £k Q@ H

D 1@elgny)ge = Y _clga = (e@id)(A(g)=1®g
(9)

(9)

nach der Koeins-Eigenschaft aus 1.2.1. Damit ist

Zg e(9@) = Y _elgm)ge = 9-

(9)

3. Mit der Antipoden-Eigenschaft aus|1.2.3 folgt

Zg(l (mo (id®S) o A)(g) = (idxS5)(g) = n(e(g)) = 1e(g)
und
ZS (mo (S®@id) o A)(g) = (S xid)(g) = n(e(g)) = 1e(g).
1.2.9 Definition

e Es seien C und D Koalgebren. Eine k-lineare Abbildung ¢ : ¢' — D nennt man

Koalgebrenmorphismus, wenn folgende Diagramme kommutieren:
C—k
\"\ TED
D
EpOO0T = €&

c-2%cwC

DT;D@D

Apoog=(c®0c)oAc

(1.6)

(1.7)

e Es seien C' und D Bialgebren. Einen Algebrenhomomorphismus o : C' — D, der

zusitzlich ein Koalgebrenmorphismus ist, nennt man Bialgebrenmorphismus.

e Es seien C' und D Hopfalgebren. Einen Bialgebrenmorphismus ¢ : C' — D, der die

Bedingung Sp o 0 = 0 o S¢ erfiillt, nennt man Hopfalgebrenmorphismus.

1.2.10 Lemma
Es seien (H,m,n) eine Algebra und (H, A, ¢) eine Koalgebra. Dann sind dquivalent:

a) H ist Bialgebra.
b) m, n sind Koalgebrenmorphismen.

c) A, ¢ sind Algebrenhomomorphismen.
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Q) Algh) = . 900 k) © gphee. A(L) = 1 und e(gh) = e(g)e(h). £(1) = 1 fiir
alleg,h € H.

Beweis: Es seien (H ® H, A’,¢') bzw. (H @ H,m',n’) die in Satz|1.2.6 beschriebene Koal-
gebrenstruktur bzw. Algebrenstruktur, sowie (k, m, 7, A, £) die Bialgebrenstruktur auf k aus
1.2.4. Die Aussagen a), ¢) und d) sind nach Definition dquivalent. Die Abbildung A ist genau
dann ein Algebrenhomomorphismus, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

. Aom=(m®@m)o(id®r®id) o (AR A) = (m®@m)o A
2. Aon=n"oA=(n®n)oA.

Die Abbildung ¢ ist genau dann ein Algebrenhomomorphismus, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

3.com=mo(e®e)=c¢
4. eon=2=¢.

Die Abbildung m ist genau dann ein Koalgebrenmorphismus, wenn 1. und 3. erfiillt sind und
n ist genau dann ein Koalgebrenmorphismus, wenn 2. und 4. erfiillt sind. U

Folgende Begriffe sind bei der Untersuchung von Hopfalgebren von zentraler Bedeutung:

1.2.11 Definition
Es sei (C, A, ¢) eine Koalgebra.

e Ein Element ¢ € C, ¢ # 0 heifit gruppen-dhnliches Element, wenn A(c¢) = c® ¢ gilt.
Mit G(C) bezeichnet man die Menge der gruppen-dhnlichen Elemente.

e Seien g, h € G(C).Ein ¢ € C, ¢ # 0 heiBt (g, h)-primitiv, falls
Alc)=c®g+h®c

gilt. Die Menge der (g, h)-primitiven Elemente nennen wir P, ,(C'). Ist C eine Bial-
gebra und ¢ = h = 1, dann heilen die Elemente von P(C) := P;;(C) primitive
Elemente.

e SeiT: AR B—>B®A, a®b—b®afirallea®be AR B.GiltTo A = A, so
heifit C' kokommutativ.

e Ein Untermodul D von C' mit A(D) C D ® D heifit Unterkoalgebra.

e Eine Koalgebra C' # {0}, die auBer C' und {0} keine Unterkoalgebra besitzt, nennt
man eine einfache Koalgebra.

Es sei (H,m,n, A, ¢, S) eine Hopfalgebra. Ist L eine Unterkoalgebra und eine Unteralgebra
mit S(L) C L, dann nennt man L eine Unterhopfalgebra.

1.2.12 Satz (Eigenschaften von S, siehe [Swe69, Prop. 4.0.1])
Sei (H, m,n, A, ¢, S) eine Hopfalgebra iiber k, dann gilt:

l. Som=mo(S®S)or,alsoistS ein Antialgebrenhomomorphismus.

2. S(1) =1, das heiBt S o n = n.
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3. c085 ==

4. 7o(S®S)oA=AoS,alsoistS ein Antikoalgebrenmorphismus.

5. Folgende Eigenschaften sind dquivalent:

(@) moTo(id®S)oA=noe.
(b) moTo(S®id)oA=noe.
(c) SoS=id.

6. Ist H kommutativ oder kokommutativ, dann ist S? = id.

Beweis: Die Algebra H ® H ist eine Hopfalgebra mit den Abbildungen aus Satz 1.2.6. Es
seien (m/,n’, A’ ¢, S") die Abbildungen zur Hopfalgebra H ® H. Benutzt man die Koal-
gebrenstruktur von H und die Algebrenstruktur von H ® H, dann ist Homy(H, H ® H)
beziiglich der Konvolution aus Bemerkung [1.2.2 eine Algebra mit Einselement n’ o €. Be-
trachtet man H ® H als Koalgebra und H als Algebra, so ist Hom,(H @ H, H) eine Algebra
beziiglich der Konvolution mit Einselement n o ’.

1. Seien v, p € Homy(H @ H, H) mitv :=mo (S®S)o7und p:=Som.

Wir zeigen: pxm =m*v =no¢

pxm

= mo((Som)®@m)oA

= mo(S®id)o(m®@m)oA

= mo(S®id)oAom [dam nach[l.2.10/ein Koalgebrenmorphismus ist]
= noeom [mit der Antipoden-Eigenschaft]

= noég, [ da m ein Koalgebrenmorphismus ist]

weiter gilt

m*xyv =

mo(m® (mo(S®S)or))oA’

mo(m®m)o (id®id®S ® S) o (id®id®71) o A’

mo (m®id)o (id®m®id) o (ld®id®S® S) o

((deid®T)o (iId®T ®id) o (A ® A)  [mit dem Assoziativgesetz]

mo (m®id)o (id®(mo (id®S)) ® S) o (id®id ®T)

o(id®T ®id) o (A ® A)

mo(m®id)o (ld®S® (noe))o (A®id) [mitder Antipoden Eigenschaft]
[und da das Bild von n o € im Zentrum von H liegt]

mo ((mo (id®S)oA)® (noeg))

mo((nog)®(noe))=noe

Somit gilt px m = m * v =noe’. Dan o ¢’ das Einselement der Algebra
Homy(H ® H, H) ist, gilt p = v.

2. Dag(1)l =1und A(1) = 1 ® 1ist, folgt

1 = n(z(1)) = (id«8)(1) = (mo (S @id) o A)(1) = S(1).
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3. BEsgilteconoe =cundnoe = S xid. Sei m die Multiplikation in £, dann folgt, wenn
man die Koeins-Eigenschaft verwendet

e = conoe=co(S%id)
= como(S®id)oA=mo(e®¢e)o(S®id)o A

[da € ein Algebrenhomomorphismus ist]

= mo((eoS)®id)o (id®e)oc A=mo((e0S5)®id) o (id®1)
= ¢colb.

4. Esseienv, p € Homy(H,H @ H)mitv:=70(S®S)oAund p:=AoS.
Wir zeigen zunichst p * A = n' o e = A x v. Dazu betrachte

prxA =

Weiter gilt:

Axy =

Damit gilt px

m'o((AoS)®A)o A

mo(A®A)o(S®id) o A

Aomo (S®id) oA [da A ein Algebrenhomomorphismus ist]
Aonoeg [mit der Antipoden-Eigenschaft]

n oe.

mo(A®(tro(S®S)oA))oA

(m@m)o(id®T ®id) o (Id®id®7) 0o ((d®id®S ® S) o (A ®id®id)
o(id®A) o A

(m®@m)o(id®T ®id) o (I[d®id®7) o ([d®id®S ® S) o (id ®A ® id)
o(id®A) o A [mit der Koassoziativitit]

(m®m)o(id®S ®id®S) o (id®id ®A) o (id®7) o (Id®A) 0o A
(m®id) o (Id®S ® (mo (Id®S) o A)) o (id®7) o (Id®A) 0o A
(m®id)o (id®S® (noe)) o (id®7) o (id ®A) 0 A

[mit der Antipoden-Eigenschaft]

(m®id) o (id®S ®n(l)) o A

[wenn man benutzt, dass (S ® (noe)) o7 oA =5 ®@n(l)ist]
(noe)®n(l) [mit der Antipoden Eigenschaft]

n oe.

A =n'oe = Axv.Dan’oe das Einselement der Algebra Homy(H, H®

H) ist, folgt p = v.

5. Wegen 1. gilt

S o

und

moro(id®S)oA = mo(S®S)oTo70(id®S)oA
= mo(S®S5%)oA=5x%5"

SomoTo(S®id)oA = mo(S®S)oTo70(S®id)o A

mo(S*®S)oA=2S5%x%5.



1.2. Hopfalgebren 15

“(a) = (¢)”Esseimo 1o (id®S) o A =noe. Nach 2. gilt

noe = Sonoe=Somorto(id®S)oA
= SxS%

Da S % id = n o ¢ das Einselement des Rings R = Homy(H, H) ist, gilt
id=(noe)*id=5*%S xid = S%* (no¢e) = S*
“(c) = (a)” BEs sei S? = id. Dann gilt mit 2.

noe = Sonoe=S0(Sx*id) =S50 (S*5?
= SoSomor7o(id®S)oA
= mor7o (id®s)oA.

Vollig analog zeigt man “(b)< (c)”.

. Ist H kokommutativ, dann gilt

noe = mo(S®id)joA=mo(S®id)oToA
= moTo(id®S)oA.
Damit ist die Bedingung aus 5.(a) erfiillt und es folgt S? = id. Ist H kommutativ, dann
gilt
noc=mo(S®id)oA=moro(S®id)oA.

Also ist die Bedingung aus 5.(b) erfiillt und es folgt S? = id. 0J

Das folgende Theorem verallgemeinert den bekannten Satz, dass eine Gruppenalgebra frei
tiber der Gruppenalgebra einer Untergruppe ist.

1.2.13 Satz (Freiheitstheorem fiir Unterhopfalgebren)
Es seien k ein Korper, H eine endlich-dimensionale Hopfalgebra und L eine Unterhopfalge-
bra von H. Dann ist H frei als L-Rechtsmodul. Damit gilt: dim L teilt dim H.

Beweis: siche [Mon93, 3.2.1]. O

1.2.14 Satz (Eigenschaften der gruppen-ihnlichen Elemente)
Es seien (H,m,n, A, ¢, S) eine Hopfalgebra, H ein torsionsfreier k-Modul und G(H) die
Menge der gruppen-dhnlichen Elemente. Dann gilt:

1.
2.
3.

e(g) = 1und S(g) = g~ ' fiiralle g € G(H).
G(H) ist eine Gruppe.

G(H) ist linear unabhingig. Ist H endlich-erzeugt und frei als k-Modul, dann gilt
|G(H)| < dim H.

. Ist H endlich-erzeugt und frei als k-Modul, dann sind die Elemente aus G(H ) Einhei-

ten endlicher Ordnung.

kG(H) ist eine Unterhopfalgebra. Ist k ein Korper und H endlich-dimensional, so teilt
|G(H)| die Dimension von H.
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Beweis:

1. Es sei g ein beliebiges Element in G(H ). Mit der Koeins-Eigenschaft folgt

1®g=(e®id)(A(g) =¢e(g) ®g=¢(g9)(1®g)

und damit ist £(g) = 1. Weiter gilt

1=e(g)l =m((id®S5)(A(g))) = 95(9)
und analog

1=e(g)l =m((S®id)(A(g))) = S(g)9-
Hieraus folgt S(g) = ¢!, also ist g eine Einheit.

2. Seien g, h € G(H). Da A ein Algebrenhomomorphismus ist, gilt
Algh) = Alg)A(h) = gh @ gh.

Somit ist auch gh € G(H). Da alle Elemente von G(H) Einheiten sind und G(H)
multiplikativ abgeschlossen ist, folgt die Behauptung.

3. Wir nehmen an, G(H) sei nicht linear unabhingig. Dann existieren z, 1, ..., %, €
G(H), so dass {z1,...,z,} linear unabhingig und {x,zy,...,x,} linear abhingig
sind. Somit hat ax fiir ein @ € k \ {0} eine Darstellung der Form az = )", a;x; mit
ai,...,a, € kund 0.B.d.A a; # 0. Dann gilt

n

Ald*zr) = ar ® ax = Z a;T; @ Zaixi = Z aa;r; @ x;, dax € G(C)ist
i=1

i=1 ij=1
und
n
Ald’z) = g aa;T; Q x;.
i=1
Da die x4, ..., x, linear unabhingig sind, sind auch die {z; ® x;}1<; j<, linear un-

abhiingig in H® H. Aus ZZ]':1 a;a;x;Qr; = Yy o aa;x; @, folgt also a;a; = 0; ja;a
firalle 1 <4,j7 < n.Damitista; = 0 fiir j # 1 und a; = a. Alsoist ax = ax;. Da H
torsionsfrei ist, folgt v = x. Falls H ein freier k-Modul ist, ist |G(H)| < dim H.

4. Es sei x ein beliebiges Element in G(H ). Da G(H ) nach 2. und 3. eine endliche Gruppe
ist, ist z eine Einheit endlicher Ordnung.

5. Sei G = G(H). Nach 2. ist kG eine Unteralgebra. Weiter gilt:

o A(kG) C kG ® kG
° S(/{ZG) C kG

Also ist kG eine Unterhopfalgebra. Nach dem Freiheitstheorem in [1.2.13 gilt, dass
dim(kG) ein Teiler von dim H ist. Damit ist der Rest der Behauptung bewiesen. [

1.2.15 Satz (Eigenschaften der primitiven Elemente)
Es seien (H, m,n, A, ¢, S) eine Hopfalgebra und P(H') die Menge der primitiven Elemente.
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1. Dann ist P(H) mit der Verkniipfung [z,y] := xy — yz fiir alle z,y € P(H) eine
Lie-Algebra.

2. Esgilt P(H) C Kern(e) und S(x) = —z fiiralle z € P(H).

3. Es sei k ein Korper der Charakteristik 0 und p € P(H). Setzen wir pt*) := I;—!i, dann ist
die Folge (p("), p?, .. .) linear unabhiingig.

Beweis:

1. Fiir die erste Behauptung geniigt es zu priifen, dass P(H ) beziiglich [, | abgeschlossen
ist. Seien =,y € P(H ), dann ist

Allz,y]) = Alzy) — Alyr) = Al@)A(Y) — AW)A(@) = [zyl @ 1+ 1@ [z,y].
Damit gilt [z,y] € P(H) firalle z,y € P(H).

2. Esseix € P(H). Aus der Koeins-Eigenschaft folgt:
r®1=(ild®e) (A(x)) =1®¢e(x) + 2 ® 1. Damit folgt (z) = 0 fiir alle x € P(H ).
Aus 0 = e(x)l = m ((S®id)A(z)) = S(1)x + S(z)1 = x + S(z) folgt S(x) = —x
fir alle x € P(H).

3. Man rechnet nach: A(p®¥)) = Z;:o pY) @ pli=7). Angenommen (p), ... pU=V) sei
linear unabhiingig und (p, ..., p®) linear abhiingig. Dann hat p{¥) eine eindeutige

Darstellung der Form p® = 37177 q;p®. Damit gilt

i

[
ApD) = Zp(j) ® pt=9)
j=0

-1 -1

i=1 j=1

-1
und A(p") = Y a;ApY)
=1

i

_ lz_i a; Zp(j) ® p(i—j)_
i=1 =0

Hieraus folgt

-1 ) -1 -1

a; p(j) ® p(i—j) _ Z ai(p(i) ®1+1 ®p(i)) + Zp(j) ® p(l—j)'
=1 j=0 i=1 j=1
Dadie (p, ..., pl=Y) linear unabhingig sind, ist auch (p) @p™),<; j<;_; eine linear
unabhingige Folge in H ® H. Koeffizientenvergleich liefert einen Widerspruch zur
Annahme. Also ist die Folge (p(*), p?, .. .) linear unabhiingig. O

1.2.16 Bemerkung
Nach Satz|1.2.15 hat eine endlich-dimensionale Hopfalgebra iiber einem Korper der Charak-
teristik O keine primitiven Elemente.
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1.2.17 Satz
Es seien (H,m,n,A,¢,S) eine Hopfalgebra, £ eine k-Algebra und ¢ : H — FE ein k-
Algebrenisomorphismus. Dann ist (E, m’,n’, A’ ', S") eine Hopfalgebra mit

« M= (@) ooy,

o /i=co¢p!,

e S :=1oSoy tund

e ) ein Hopfalgebrenisomorphismus.

Beweis: Nachrechnen.



Kapitel 2

Dualisieren

2.1 Die duale Hopfalgebra

Sei im Folgenden & ein Korper. Der Ubergang eines Vektorraums in seinen Dualraum ist
ein kontravarianter Funktor. Die folgenden Sétze geben an, wie durch Dualisieren eine Ko-
algebra in eine Algebra und eine Algebra in eine Koalgebra iiberfiihrt wird. Dualisieren ist
ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der Koalgebren mit Koalgebrenmorphismen
in die Kategorie der Algebren mit Algebrenhomomorphismen und umgekehrt. Dabei ist im
endlich-dimensionalen Fall die zweimalige Anwendung des Funktors natiirlich dquivalent
zum Identitétsfunktor.

2.1.1 Lemma

Der Schnitt endlich vieler Unterkoalgebren einer Koalgebra C' ist eine Unterkoalgebra. Der
Schnitt beliebig vieler Unterkoalgebren einer endlich-dimensionalen Koalgebra ist eine Un-
terkoalgebra.

Beweis: Sei / eine endliche Indexmenge und {C; | i € I} eine Menge von Unterkoalgebren
in C. Wegen Induktion kénnen wir 0.B.d.A. I = {1,2} annehmen. Sei also ¢ € C; N Cs.
Dann ist A(c) € (C; ® C1) N (Cy ® Cy). Es bleibt zu zeigen, dass (C}; @ C1) N (Cy @ Cy) =
(C1NCy) ® (Cy N Cy) gilt. Es existieren Vektorrdume F und R in C, so dass £ N R = {0},
C1 =(C1NCy) @ Eund Cy = (C1 N Cy) @ R ist. Dann ist

CireC=C1NC)@(C1NC) @ (CiNC) REDER (CiNCy) DE®E
und
CoCy=(C1NCy) R (C1NCy) B (C1NC) @ RO R® (C1NCy) & R R.

Damit ist (Cl & 01) N (CQ X CQ) = (Cl N CQ) (%9 (01 N CQ)

Sei C' endlich-dimensional. Der Schnitt beliebig vieler Unterkoalgebren ist aus Dimensions-
griinden gleich dem Schnitt endlich vieler Unterkoalgebren, also folgt die zweite Behauptung
aus der ersten. O

2.1.2 Bemerkung
Seien C' und E k-Vektorraume und C* := Homy(C, k), E* = Homy(E, k). Dann ist die
lineare Abbildung

p:C"QE" — (CRE)", p(¢g®h)(z®y) := g(x)h(y) firallex € C, y € £, g€ C*h € E*
eine injektive Abbildung. Sind C' und F endlich-dimensional, so ist p bijektiv. In diesem Fall
wird C* ® E* mittels p mit (C' ® E)* identifiziert. O

19
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2.1.3 Lemma
Es sei C ein k-Vektorraum und C* der Dualraum. Nach Bemerkung 2.1.2/ist C* @ C* C
(CoC)*.Seiae C®Cund (g® f)(a) =0 fiiralle f, g € C*. Dann gilt a = 0.

Beweis: Angenommen a # (. Dann existieren linear unabhéngige Vektoren z1,...,z, € C

fireinn € N,sodass a = /', a;;7; ® x; mit a;, # O fiir ein Paar (I, k) € {1,...,n} x

{1,...,n}. Wihle g, f € C* mit f(z;) = 0;; und g(x;) = J;, fiirallez € 1,...,n. Dann ist

0= (9® f)(a) = a;; im Widerspruch zur Annahme. O
2.1.4 Satz
1. Essei (C, A, ¢) eine Koalgebra. Dann wird (C*, m, n) zu der dualen k-Algebra von C
durch

m:C*eC* % (CeC) 2, C* und
n:k—C* aw— ac
wobei A*(]) :=1lo Afirallel € (C ® C)* ist.

Es gilt also (¢ - ¥)(z) = ((¢ ® ¥) o A)(x) fiir alle ¢, 1) € C* und fiir alle x € C. Die
Algebrenstruktur von C* wird also durch die Konvolution aus Bemerkung [1.2.2] mit
der Koalgebra C' und der Algebra k erzeugt. Insbesondere ist £ das Einselement von
c*.

2. Sei (A, m,n) eine endlich-dimensionale k-Algebra und p der Isomorphismus von A*®
A* nach (A® A)*.
Dann wird A* zu einer Koalgebra durch A := p~! o m* mit m* : A* — (A® A)*,
m*(l) =lomunde: A* — kmite(l) := (1) firalle | € A*.

3. Ist B eine endlich-dimensionale Bialgebra, dann wird B* durch 1. und 2. zu einer
Bialgebra.

4. Ist H eine endlich-dimensionale Hopfalgebra mit Antipode S, dann wird H* zu einer
Hopfalgebra durch 1. und 2. mit Antipode S*, wobei S*(f) := f o S firalle f € H*
ist.

Beweis: Nachrechnen der Axiome. O

2.1.5 Bemerkung
Seien C' und E zwei endlich-dimensionale Koalgebren, dann ist p : C* @ E* — (C ® E)*
aus 2.1.2/ein Algebrenisomorphismus.

Beweis: Es seien A¢ bzw. Ap die Komultiplikationen von C' bzw. E. Weiter seien A’ =
(id®7 ® id)(Ac ® Ag) die Komultiplikation von C' ® F und pe : C* @ C* — (C ® C)*
bzw. pp : E* ® E* — (E ® E)* die Abbildungen aus 2.1.2. Seien c¢*, ¢ € C*, e*,e] € E*
und ¢ € C, e € E. Dann ist

p((c®@e’) - (f@el))(c®e) = (ccf)(c) ® (e"et)(e)
= po(c® ®c))Alc) ® pp(e’ @ el)A(e)
= (pc"®e") @ plc;®ey)) Al(c®e)
= (plc"®@e) p(ci®er))(c®e)

Also ist p ein Algebrenhomomorphismus und nach Bemerkung 2.1.2 bijektiv. Hiermit folgt
die Behauptung. u
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Es seien V' und W zwei endlich-dimensionale Vektorrdume. Zu Gunsten einer libersicht-
licheren Darstellung wird (V' @ W)* durch p mit V* ® W* identifiziert. Damit gilt fiirv € V*
undw € W*: (v@w)(c®b) = v(c)w(b) firallec € V und b € W. Sei H eine Hopfalgebra
und @ € H* ein Element der dualen Hopfalgebra. Fasst man A’(a) als Element von (H ® H)*
auf, dann gilt : A’'(a)(c ® b) = a(cd) fir alle ¢,b € H.

2.1.6 Satz

Es sei (H,m,n, A, ¢, S) eine endlich-dimensionale Hopfalgebra und (H*, m’,n’, A’ &', S")
die dazu duale Hopfalgebra. Dann sind die gruppen-dhnlichen Elemente von H* genau die
Algebrenhomomorphismen von H nach k.

Beweis: Es sei a € H* ein Algebrenhomomorphismus, dann ist a(cd) = a(c)a(d) fiir alle
¢,d € H. Damit ist (a ® a)(c ® d) = a(cd) = A'(a)(c ® d) fiir alle ¢,d € H. Also ist
A'(a) = a ® a. Da a ein Algebrenhomomorphismus ist, ist a # 0. Also ist a ein gruppen-
dhnliches Element in H*. Es sei umgekehrt ¢ € H* ein gruppen-dhnliches Element. Dann
gilt a(ed) = A'(a)(c® d) = (a ® a)(c ® d) = a(c)a(d) fur alle ¢,d € H. Weiter gilt
a(l) = A'(a)(1 ® 1) = a(1)?%, also ist a(1) = 1, denn aus a(1) = 0 folgt, dass a = 0 ist.
Damit ist a ein Algebrenhomomorphismus in H. [

Ausgehend von einer Hopfalgebra H erhilt man durch 2-faches Dualisieren die Hopfalgebra
des Bidualraums H**. Ist H endlich-dimensional, so sind H und H**, wie der folgende Satz
zeigt, als Hopfalgebren isomorph.

2.1.7 Satz
Eine endlich-dimensionale Hopfalgebra (H,m,n,A,¢,S) ist isomorph zu ihrer bidualen
Hopfalgebra (H**, A, &,S,m,n).

Beweis: Sei (H*,m/,n’, A’ ¢’/ S") die zu (H, m,n, A, ¢, S) duale Hopfalgebra. Die Abbil-
dung o : H — H**, h ~— h mit h(h*) := h*(h) fiir alle h € H ist eine lineare, bijektive
Abbildung. Man rechnet nun nach, dass o ein Hopfalgebrenisomorphismus ist. Dazu seien
a,b € H* und h,l € H beliebig.

e A(o(h))(a®b) = h(a-b) = (a-b)(h) = (a®Db)(A(h)) = (0 ®g)(A(h))(a ® )
e 2(a(h)) = h(e) = e(h)

e 1(1)(a) = &'(a) = a(n(1)) = a(n(1))(a)

e Aoo=(c®0c)oA

e oo =¢
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In dem folgenden Satz wird dargestellt, wie sich bestimmte Eigenschaften von Algebren beim
Dualisieren auf Eigenschaften der entstehenden Koalgebra iibertragen lassen und umgekehrt.

2.1.8 Satz
Es sei C' eine Koalgebra, C* die duale Algebra, A eine endlich-dimensionale Algebra und
A* die duale Koalgebra.

p—

2.

Die Koalgebra C' ist genau dann kokommutativ, wenn C* kommutativ ist.

Die Algebra A ist genau dann kommutativ, wenn A* kokommutativ ist.

. Wenn R eine Unterkoalgebra von C ist, so ist Rt := {g* € C* | g*(R) = 0} ein

zweiseitiges Ideal von C*. Ist umgekehrt I ein zweiseitiges Ideal von C*, dann ist
I+ C C'mit I+ := (,; Kern « eine Unterkoalgebra. Weiter gilt (RL)L = R fiir eine

beliebige Unterkoalgebra R und I C (I L)L fiir ein Ideal I von C*.

. Ist C endlich-dimensional, I ein zweiseitiges Ideal in C* und I+ = {g** € C** |

g*(I) = 0} C C**, dann gilt: C = C** und I+ = [+ als Koalgebren beziiglich des
natiirlichen Isomorphismus. Damit gilt auch / = (1) *. Die Abbildung L ist also eine
Bijektion zwischen der Menge der Unterkoalgebren von C' und der Menge der Ideale
von C*, so dass die Dimension einer Unterkoalgebra R gleich der Kodimension des
zweiseiten Ideals R ist.

. Seien U und V zwei Unterkoalgebren der Koalgebra C' mit U C V,dannist V+ C U*.

Seien umgekehrt X und Y zwei Unteralgebren der Algebra A mit X C Y, dann ist
Y+ c Xt

Beweis:

1.

Seieng, f € C*undx € C.Es gilt (f-g)(z) = (f®g) (A(z)) = (9@ f) (TA(z)), da
k kommutativ ist. Ist C' kokommutativ, dann gilt (¢ ® f) (TA(x)) = (¢ ® f) (A(z)) =
(g - f)(zx) fir alle x € C. Damit ist C* kommutativ. Ist C* kommutativ, dann gilt
(9@ f) (TA(x)) = (¢ ® f)A(x) fiir alle g, f € C*. Hieraus folgt A(z) = 7A(x) nach
Lemma 2.1.3/und damit ist C' kokommutativ.

. Seien z,y € Aund g € A* Es gilt: A(g)(z @ y) = g(xy) = (TA(9))(y ® x),

da k kommutativ ist. Ist A kommutativ, dann gilt A(g)(z ® y) = A(g)(y ® =) =
(TA(g)) (y ® x) fiir alle x,y € A. Damit ist A(g) = 7A(g) fiir alle g € A*. Also ist
A* kokommutativ. Ist umgekehrt A* kokommutativ, dann ist g(zy) = TA(g)(y @ z) =
A(g)(y ® ) = g(yx) fir alle g € A*. Hieraus folgt xy = yx fiir alle x,y € A nach
Lemma 2.1.3/und damit ist A kommutativ.

. Es sei R eine Unterkoalgebra von C, f € Rt und g € C*. Dann ist (f - g)(r) =

(f®g) (A(r)) =0und (g-f)(r) = (g f) (A(r)) = Ofiiraller € R,daA(r) € RQR
ist. Alsoist f-gund g- f € R*. Somit ist R* ein zweiseitiges Ideal in C*.

Es sei umgekehrt / ein Ideal in C* und I+ =), <7 Kern . Dann ist R ein Vektorraum.
Es bleibt zu zeigen, dass A(/1) in [+ ® I+ liegt. Wir nehmen an, es existiere ein
€ [T mit A(z) ¢ It @ C.Essei A(x) = >, 7; ® 2;, wobei die z; 0.B.d.A. als linear
unabhiingig angenommen werden konnen, und z; ¢ . Dann existieren a € C*
und 3 € I, so dass 3(v1) # 0, a(z;) = 01; und damit 37 | B(z;)a(z;) # 0 ist.
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Da [ ein Ideal ist, gilt § - o € I und damitist 0 = (5. a) (z) = (8 ® a)A(x) =
> i1 B(wi)a(z;) # 0. Dies ist ein Widerspruch. Somit muss A(x) € It @ C gelten.
Analog zeigt man, dass A(r) € C @ It gilt. Damitist A(z) € [t @CNC® I+ =
I+ ® I+ nach Lemma 2.1.1 fiir alle z € I+.

Sei 7 € R. Dann ist g*(r) = 0 fiir alle g* € R*, alsoist r € (RL)L. Ist umgekehrt
c € C'\ R, dann existiert ein g* € C* mit g*(c) # 0 und g*(R) = 0. Also ist g* € R*
und ¢ & (RL)L. Damit gilt R = (RL)L. Sei I ein Ideal in C*. Fiir alle g* € I gilt
g*(I+) = 0. Damit ist gezeigt, dass I C (I+)* gilt.

4. Es sei a € C und ¢ € C** das Element des Bidualraums, auf das a durch den
natiirlichen Homomorphismus abgebildet wird. Da a**(f*) = f*(a) fiir alle f* € C*
ist, gilt a € I+ genau dann, wenn a** € I ist. Sei d € N die Dimension von C' und
| € N die Dimension von /. Dann ist dim I~ = d — . Damit ist dim [* = d —
also dim (IL)L =d—(d-1)=1Dal C (IL)L gilt, folgt aus Dimensionsgriinden
I=(I4)"

5. Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen. 0

2.1.9 Bemerkung
1. Sei C' eine endlich-dimensionale Koalgebra. Eine Unterkoalgebra E von C' ist genau
dann einfach, wenn E+ ein maximales zweiseitiges Ideal in C* ist. Umgekehrt ent-
spricht jedes maximale zweiseitige Ideal I in C* einer einfachen Unterkoalgebra I+

2. Sei C' eine endlich-dimensionale Koalgebra. Es sei [ eine Indexmenge und C; C C'
Unterkoalgebren von C fiir alle i € 1. Sei R = >_,_; C;. Dann ist R+ = (,, Ci".
Ist R die Summe der einfachen Unterkoalgebren in C', dann ist R* der Schnitt der
maximalen zweiseitigen Ideale.

3. Sei C' eine Koalgebra und I eine Indexmenge, so dass {C; | i € I} eine Menge von
Unterkoalgebren ist. Dann ist (), ; C; eine Unterkoalgebra von C'.

Beweis:

1. Die Abbildung L ist nach Satz 2.1.8, Teil 5 inklusionsumkehrend. Es sei £ eine ein-
fache Unterkoalgebra und I ein echtes zweiseitiges Ideal in C*, das E+ enthilt. Dann
ist {0} # I+ nach Satz 2.1.8, Teil 5 in £ = (E*)* enthalten. Da E einfach ist, ist
It = FE,alsoist I = (I*)t = E+. Damit ist £+ ein maximales zweiseitiges Ideal.

Es sei F ein maximales zweiseitiges Ideal und D eine nicht-triviale Unterkoalgebra,
die in E enthalten ist. Dann ist £+ C D+ nach Teil 5 von Satz 2.1.8. Da D nicht-
trivial ist, ist D+ # C*. Da E+ maximal ist, gilt E* = D+ und damit £ = (E+)* =
(D+)+ = D. Also ist E eine einfache Unterkoalgebra.

Sei I ein maximales zweiseitiges Ideal von C*. Dann ist [+ # {0} eine Unterkoalgebra
mit [ = (I+)+, also nach Teil 1 einfach.

2. Nach Definition ist Rt = {f € C* | f(R) =0} = {f € C* | f(C;) = Ofiirallei €
I} = N {f € C | F(C;) = 0} = ;c; Ci-. Die 2. Behauptung folgt damit aus
Punkt 1.
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3.1: =%, Cit ist ein zweiseitiges Ideal, also ist I+ eine Unterkoalgebra von C'. Es gilt

P (z Cf) - =Nes

iel el iel

wenn man im letzten Schritt Satz 2.1.8, Teil 4 benutzt. Damit ist der Schnitt beliebig
vieler Unterkoalgebren wieder eine Unterkoalgebra. U

2.2 Hopfmoduln

Hier werden Moduln mittels Abbildungen zwischen Tensor-Produkten beschrieben. Durch
Dualisieren von Moduln erhilt man Komoduln. Einen Vektorraum, der Modul und Komodul
einer Hopfalgebra ist, und dessen Komodulstruktur mit seiner Modulstruktur vertrédglich ist,
nennt man Hopfmodul. Der Fundamentalsatz iiber Hopfmoduln, welcher Hopfmoduln nach
threm Isomorphietyp klassifiziert, wird hergeleitet.

2.2.1 Definition
e Es sei C eine k-Koalgebra. Ein k-Vektorraum M ist ein Rechtskomodul von C) falls
eine lineare Abbildung p € Homy (M, M ® C') existiert, so dass folgende Diagramme
kommutieren: ,

M MeC 2.1

/| |

M®CT®A>M®C®C

M—5MeC (2.2)

N

M®k

e Seien M und N zwei Rechtskomoduln einer Koalgebra C'. Eine lineare Abbildung
f M — N heifit Komodulmorphismus, falls folgendes Diagramm kommutiert:

PM

M——MxC (2.3)

1| |

pno f=(f®id)opu.

e Es sei H eine Hopfalgebra iiber k£ und M ein H-Rechtskomodul via einer Abbildung
p, und ein H-Rechtsmodul. Dann ist M ® H ein H-Rechtsmodul mit der Verkniipfung
(m ®h)* h := (m ®h) - A(h) fiir alle h,h € H und alle m € M. Ist p ein H-
Modulhomomorphismus zwischen M und M ® H mit der obigen Verkniipfung, so
nennt man M einen Rechtshopfmodul von H.

e Seien M und N zwei Rechtshopfmoduln einer Hopfalgebra H. Eine Abbildung f :
M — N heiflit Hopfmodulmorphismus, falls f ein Komodul- und ein Modulhomo-
morphismus ist.
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e Essei M ein Rechtshopfmodul einer Hopfalgebra /. Die Elemente der Menge
M= .= {me M| p(m) =m® 1}

heilen Koinvarianten von H in M.

2.2.2 Bemerkung
Es sei I eine Hopfalgebra und V' ein Vektorraum. Es gilt:

1. V. ® H ist ein H-Rechtsmodul mit der Verkniipfung (v ® h) - h := v ® hh fiir alle
hohe Hundv e V.

2. V ® H ist ein H-Rechtskomodul mit der Abbildung

p:VRH -V ®H®H, p:=idA.

3. V ® H ist ein H-Hopfmodul mit den in 1. und 2. beschriebenen Strukturen.

Der folgende Satz beweist, dass alle Hopfmoduln bis auf Isomorphie eine wie in Bemerkung
2.2.2/beschriebenen Form haben.

2.2.3 Satz (Fundamentalsatz iiber Hopfmoduln, siehe [Swe69, 4.1.1])
Es sei H eine Hopfalgebra und M ein H-Rechtshopfmodul mittels p : M — M & H. Dann
ist M%°H @ H ein H-Rechtshopfmodul wie in Bemerkung 2.2.2 beschrieben. Die Abbildung

fME 9 H M, m@h—m-h

ist ein Hopfmodulisomorphismus.
Also ist M ein freier H-Modul der Dimension dimj M %°H

Beweis: Esseie: M @ H — M, m®h — mhundp: M — M, p:=eo (id®S) o p. Wir
zeigen zunichst, dass p(M) in der Menge MX°H enthalten ist. Es sei

L. p(m) = m@) ® mq),
2. [(p®id) o p](m) = [(Id ®A) o p](m) = m () @ M) @ M),

3. (id@id ®A) (m(o) ® m) @ m(g)) = (id RA ® id) (WL(O) ® m) & m(g)) = M) @
me) @ mz) @ ms).

Mit dieser Schreibweise ist p(m) = mo)S(m)). Es gilt:

p(p(m)) = p(m@)S(m()))
= (m(o) @ m(1))A(S(m(g)))[ weil p ein Modulhomomorphismus ist ]
= mS(m(s)) @ my)S(m(z))[Definition der H @ H-Modulstruktur auf M ® H,

und S ist Antikoalgebrenmorphismus]

= m()S(m()) ® e(m))[1.2.8, Teil3]
= m)S(mee(mu)) ®1
= m)S(m)) ® 1[1.2.8] Teil2]

= p(m)® 1.
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Also ist p(m) koinvariant fiir alle m € M. Somit ist die Abbildung g : M — M¥°H @ H

mit g := (p ® id) o p wohldefiniert. Wir zeigen, dass f o g =idund g o f

eo(id®S)op)®id)op

fog = ( )
(eo(id®S))®@id) o (p®1id) o p
(e

o
o (
= eof
o (id
o (id
id . [mit der Koems—Eigenschaft von M]

Hiermit ist f o g = id gezeigt. Weiter gilt fiir m € M*%°? h ¢ H:

goflm@h) = g(mh)= (p®id)(p(mh))
= (p®id)[(m ® 1)A(h)][Weil m € M und
p ein Modulhomomorphismus ist]

= (p®id)(mhp) ® he))[H @ H-Modulstruktur auf M/ @ H ]

(
(
o (id®95)) ®id) o (id®A) op [da M ein H-Komodul ist]
(
(

= id gilt. Es gilt:

id®(mo (S® 1d))) o (id ®A) o p [nach dem Assoziativgesetz fiir Moduln]
id®(noe))op [mitder Antipoden-Eigenschaft von H]

= eo (id®09) [p(m)A(h(l))] ® h(2)[Weil p ein Modulhomomorpismus ist]

= mhg) - S(he) @ heg)[Weil m € M5H ist]
= (h(l)) ® h [Wegen der Antipoden-Eigenschaft]
= m®e(h)he

= m ® h[Wegen der Koeins-Eigenschaft]

Hiermit ist g o f = id gezeigt. Somit ist f bijektiv. Da f ein Modul und Komodulisomor-

phismus ist, gilt dies auch fiir g. Also ist f ein Hopfmodulisomorphismus.

0



Kapitel 3

Struktur endlich-dimensionaler
Hopfalgebren

3.1 Kokommutative Hopfalgebren

Ziel des Kapitels ist es, einen Struktursatz fiir kokommutative, endlich-dimensionale Hopfal-
gebren und daraus folgende hinreichende Kriterien dafiir, dass kokommutative, endlich-dim-
ensionale Hopfalgebren Gruppenalgebren sind, herzuleiten. Hierzu werden einige Begriffe
zur Charakterisierung von Koalgebren und daraus folgende wichtige Eigenschaften hergelei-
tet.

3.1.1 Definition
Es sei C' eine Koalgebra.

e Eine Koalgebra C heif3t kohalbeinfach, falls C' die direkte Summe von einfachen Un-
terkoalgebren ist.

e Man nennt C' irreduzibel, falls je zwei nicht-triviale Unterkoalgebren einen Schnitt
ungleich {0} haben.

e Die Koalgebra C' hei3t punktiert, falls alle einfachen Unterkoalgebren 1-dimensional
sind.

e Eine irreduzible Unterkoalgebra F, fiir die gilt, dass jede Unterkoalgebra von C, die F/
echt enthilt, nicht irreduzibel ist, nennt man eine irreduzible Komponente (IC).

3.1.2 Satz
Es sei H # 0 eine endlich-dimensionale, kokommutative, kohalbeinfache Hopfalgebra tiber
einem Korper &, der ein Zerfillungskorper von H* ist. Dann ist H = kG(H).

Beweis: Sei H = (') & - - - @ C, fiir einfache Koalgebren C;. Dann sind die C; nach Bemer-
kung2.1.9 einfache Algebren. Esist H* = C}@®- - -@C: als Algebra. Also ist H* halbeinfach.
Die duale Hopfalgebra H* ist kommutativ nach Satz 2.1.8 Teil 1, endlich-dimensional und
halbeinfach. Nach dem Satz von Artin-Wedderburn ist H* = k & - - - & k als Algebra. Nach
Satz 2.1.6 sind die gruppen-dhnlichen Elemente von H** genau die Algebrenhomomorphis-
men von /1* nach k. Die Algebra H* besitzt genau dim /* = dim H solche Algebrenhomo-
morphismen, also besitzt H** genau dim H gruppen-dhnliche Elemente. Da nach Satz 2.1.7
H = H** als Hopfalgebren gilt, besitzt auch H genau dim H gruppen-dhnliche Elemente.
Diese sind linear unabhingig nach Teil 3 von Satz1.2.14. Also gilt H = kG(H ). 0J
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Umgekehrt ist jede Gruppenalgebra £G' mit trivialer Hopfalgebrenstruktur kokommutativ
und kohalbeinfach, da sie darstellbar ist als direkte Summe der einfachen Unterkoalgebren
kg mit g € G . Hier werden einige Hilfssétze aufgezihlt, die in der Folge benotigt werden.

3.1.3 Lemma (siehe [Swe69, 8.0.1, 8.0.3, 8.0.5])

1.

Jede von einem Element c erzeugte Koalgebra, d.h. der Schnitt aller Unterkoalgebren,
die c enthalten, ist endlich-dimensional, also auch jede einfache Koalgebra.

. Jede nicht-triviale Koalgebra enthilt eine einfache Unterkoalgebra.

. Eine Koalgebra C' # {0} ist genau dann irreduzibel, wenn C' genau eine einfache

Unterkoalgebra besitzt.

. Ist k ein Zerféllungskorper fiir alle Algebren E*, die durch Dualisieren aus einfachen

Unterkoalgebren F von C' entstehen und ist C' kokommutativ, dann ist C' punktiert. Ins-
besondere ist jede kokommutative Koalgebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper punktiert.

. Es sei I eine Indexmenge und C' die Summe von Unterkoalgebren C, mit a € I.

Dann liegt jede einfache Unterkoalgebra von C' in einem C,,. Weiter ist C' genau dann

irreduzibel, wenn alle C,, irreduzibel und (), ; C, nicht leer ist.

. Jede irreduzible Unterkoalgebra F von (' ist in einer irreduziblen Komponente enthal-

ten.

. Die Summe aller irreduziblen Komponenten einer Koalgebra ist direkt.

. Ist C' kokommutativ, dann ist C' gleich der direkten Summe ihrer irreduziblen Kompo-

nenten.

Beweis:

1.

Nach Bemerkung 2.1.9, Teil 3 ist der Schnitt von Unterkoalgebren wieder eine Unter-
koalgebra. Also ist die von einem Element erzeugte Unterkoalgebra wohldefiniert. Fiir
den zweiten Teil der Behauptung siehe [Swe69, 2.2.1].

. Es sei C eine Koalgebra und c ein Element von C'. Die von c¢ erzeugte Unterkoalgebra

ist endlich-dimensional und besitzt daher eine einfache Unterkoalgebra.

Seien D und E zwei verschiedene einfache Unterkoalgebren von C'. Dann ist D N E
eine Unterkoalgebra von D. Da D einfach ist, muss D N E = {0} gelten. Somit ist C'
nicht irreduzibel.

Ist C' nicht irreduzibel, dann existieren zwei nicht-triviale Unterkoalgebren /' und G
mit Schnitt {0}. Da nach 2. jede Unterkoalgebra eine einfache Unterkoalgebra enthilt,
besitzt C' mindestens zwei verschiedene einfache Unterkoalgebren.

. Es sei E eine einfache Unterkoalgebra von C. Dann ist £ endlich-dimensional nach

1. Da dim £* = dim F gilt, ist auch £* endlich-dimensional. Da E' eine einfache,
kokommutative Unterkoalgebra ist, besitzt £* nach Bemerkung 2.1.9 keine Ideale, ist
also eine kommutative, einfache Algebra. Da k ein Zerfillungskorper von £* ist, gilt
nach dem Satz von Artin-Wedderburn £* = k. Damit ist dim £ = 1.
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5. Es sei E eine einfache Unterkoalgebra von C'. Da F endlich-dimensional ist, existie-
ren endlich viele C,,, so dass F' in ihrer Summe enthalten ist. Man kann also 0.B.d.A.
E c C, + Cs annehmen. Die Koalgebra C ist ein C*-Linksmodul via c¢* - d :=
(id ®c*)(A(d)) fiir alle ¢* € C* und fiir alle d € C. Angenommen £ ¢ Cj. Dann
ist E N Cys = {0}. Es existiert also ein ¢* € C* mit der Eigenschaft c¢*| = ¢|g und
c¢*(Cg) = 0. Damitist ¢* -d = dfiralled € E.Da A(E) C C, ® C, + C5 @ Cj gilt
und c*(C3) = O ist, folgt d = ¢* - d = (Id ®c*)(A(d)) € C, fiir alle d € E. Damit ist
E CC,.

Es sei C' irreduzibel. Dann besitzt C' nach 3. genau eine einfache Unterkoalgebra R.
Da jede Unterkoalgebra C,, nach 2. eine einfache Unterkoalgebra besitzt, ist R in allen
C, enthalten. Somit ist R auch in ﬂa C, enthalten. Da R die einzige einfache Unter-
koalgebra der (), ist, sind diese nach 3. irreduzibel.

Seien alle C, irreduzibel und ﬂa C, nicht leer. Nach 2. existiert eine einfache Koalge-
bra R, die in allen C, enthalten ist. Da die C, irreduzibel sind, ist R nach 3. die einzige
einfache Unterkoalgebra der C,. Da alle einfachen Unterkoalgebren von C' in einem
C, enthalten sind, ist R die einzige einfache Unterkoalgebra von C, also ist auch C'
nach 3. irreduzibel.

6. Essei £ eine irreduzible Unterkoalgebra von C'. Es sei D die Summe aller irreduziblen
Unterkoalgebren, die £ enthalten, dann ist D nach 5. irreduzibel und nach Konstrukti-
on maximal, also eine Komponente, die £ enthilt.

7. Seien I und I zwei verschiedene, irreduzible Komponenten. Es sei A die einzige ein-
fache Unterkoalgebra von I und A die einzige einfache Unterkoalgebra von I. Ange-
nommen I N I # {0}. Dann enthilt I N I eine einfache Unterkoalgebra nach Punkt
2. Damit ist entweder A C I NI oder A C I N I. Da sowohl I als auch I genau eine
einfache Unterkoalgebra besitzen, folgt A = A. Dann ist aber I 4 I nach Punkt 5 eine
groBere irreduzible Unterkoalgebra von C, da sowohl I als auch I irreduzibel sind und
A in ihrem Schnitt enthalten ist. Dies liefert einen Widerspruch. Also ist die Summe
zweier irreduzibler Komponenten direkt. Sei J eine Indexmenge und A, A;, j € J
paarweise verschiedene, irreduzible Komponenten. Angenommen A N > jeJ A; ist
nicht-trivial. Dann existiert eine einfache Unterkoalgebra U C AN ) jes Aj. Nach
Teil 5 gilt U C A, fiirein j € J. Dann ist aber U C AN A;, im Widerspruch zum
ersten Teil des Beweises. Die Summe beliebiger irreduzibler Komponenten ist also
direkt.

8. Wegen 6. und 7. geniigt es zu zeigen, dass jedes Element ¢ € C' in einer Summe ir-
reduzibler Unterkoalgebren enthalten ist. Sei C' die von c erzeugte Unterkoalgebra.
Dann ist C' endlich-dimensional. Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, C' sei endlich-
dimensional, indem wir C' durch C ersetzen. Da C eine endlich-dimensionale kokom-
mutative Koalgebra ist, ist C* eine endlich-dimensionale kommutative Algebra. Da-
mit ist C* artinsch. Es sei C* = A; & --- @& A, eine Darstellung von C* als Sum-
me unzerlegbarer Unteralgebren. Es bleibt zu zeigen, dass die A;’s lokal sind fiir alle
1 = 1,...,n, denn eine kommutative Algebra ist genau dann lokal, wenn die duale
Koalgebra irreduzibel ist nach Bemerkung 2.1.9/und Teil 3 von 3.1.3. Angenommen
es existiert ein A := A;, das nicht lokal ist. Es sei J(A) das Jacobson-Radikal von
Aund” : A — A/J(A) die kanonische Abbildung. Dann ist A := A/J(A) halb-
einfach und nicht einfach nach [CR90, 5.22]. Also ist A zerlegbar. Damit ist aber
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auch A zerlegbar im Widerspruch zur Annahme. Die A; sind also lokal. Damit ist
CE2C*"=A"® ---d A", wobei die A;” fiir alle 1 < i < n irreduzible Unterkoal-
gebren sind. O

3.1.4 Satz ([Swe69, 8.0.8])

Es sei C' eine irreduzible, kokommutative Koalgebra mit einfacher Unterkoalgebra R, E eine
kokommutative, nicht-triviale Koalgebra und f : C' — FE ein surjektiver Koalgebrenmor-
phismus. Dann gilt:

1. Die Unterkoalgebra f(R) enthilt alle einfachen Unterkoalgebren von E. Da jede Ko-
algebra ungleich {0} eine einfache Unterkoalgebra besitzt, ist f(R) insbesondere un-
gleich {0}.

2. Die Koalgebra £ ist genau dann irreduzibel, wenn f(R) irreduzibel ist.
3. Ist C irreduzibel und punktiert, dann auch E.
Beweis:

1. Nach der Definition des Koalgebrenmorphismus 1.2.9/ist

Ap(f(R)) € (f@ )(Ac(R)) C (f@ [)(R® R) C f(R)© [(R).

Also ist f(R) eine Unterkoalgebra. Zuerst beweisen wir, dass wir 0.B.d.A. annehmen
konnen, C' und FE seien endlich-dimensional. Dazu wihlen wir eine einfache Unter-
koalgebra F' von E, ein 0 # d € F und ein ¢ € C' mit f(c) = d. Dann ist die von
c erzeugte Unterkoalgebra Y endlich-dimensional nach 3.1.3, Teil 1. Es gilt R C Y/,
nach3.1.3, Teil 2 und Y ist irreduzibel nach Teil 3 von3.1.3), da C irreduzibel ist. Wei-
ter ist auch f(Y") endlich-dimensional. Esist f(Y) N EF # {0}, also f(Y)NF = F, da
F einfach ist. Ersetzt man also C' durch Y und F durch f(Y"), dann sind alle Voraus-
setzungen erfiillt.

Es sei f* : E* — C* die zu f duale Abbildung, d.h. es gilt f*(e*) = e* o f fiir
alle e* € E*. Da f ein surjektiver Koalgebrenmorphismus ist, ist f* ein injektiver
Algebrenhomomorphismus. Da R die einzige einfache Unterkoalgebra von C' ist, folgt
aus Bemerkung 2.1.9, dass C* ein lokaler Ring mit maximalem Ideal R+ ist. Also
ist R* gleich dem Jacobson-Radikal. Da C' endlich-dimensional ist, ist R+ nilpotent.
Damit existiert also ein n € N mit (RY)" = 0. Es sei N := (f*)"}{(Rt) = {e* €
E* | (e o f)(R) = 0} = f(R)*. Dann ist N ein Ideal in £* und N" = 0, da f*
injektiv ist. Also ist N nilpotent und damit im Radikal J von E* enthalten. Da jede
einfache Unterkoalgebra von £ in J L enthalten ist, ist sie nach 2.1.8, Teil 5 auch in
N+ enthalten. Es gilt aber N+ = ((f*)"Y(R1))t = (f(R)*)* = f(R) und hiermit
die Behauptung.

2. Die Koalgebra E ist genau dann irreduzibel, wenn sie genau eine einfache Unterkoal-
gebra besitzt. Da nach 2. alle einfachen Unterkoalgebren in f(R) enthalten sind, ist £
genau dann irreduzibel, wenn f(R) nur genau eine Unterkoalgebra besitzt, also genau
dann, wenn f(R) irreduzibel ist.

3. Ist C irreduzibel und punktiert, dann ist R eindimensional, also auch f(R). Aus 2.
folgt, dass f(R) die einzige einfache Unterkoalgebra von E ist. Somit ist £ irreduzibel
und punktiert. U
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3.1.5 Satz (siehe [Swe69, 8.0.10])
Es seien C' und E zwei irreduzible, kokommutativer Koalgebren und R bzw. S ihre einfachen
Unterkoalgebren.

1. Die Unterkoalgebra R ® S enthilt alle einfachen Unterkoalgebren von C' ® E.
2. C'® E ist genau dann irreduzibel, wenn R ® S irreduzibel ist.

3. Sei R eindimensional, also C' punktiert. Dann ist C' ® F irreduzibel mit einziger ein-
facher Unterkoalgebra R ® S.

Beweis:

1. Wir zeigen zunichst, dass man 0.B.d.A. C' und FE als endlich-dimensional anneh-
men kann. Dazu sei X eine einfache Unterkoalgebra von C @ E, > [ ¢; ®¢; € X
und C bzw. E die von ¢;’s bzw. ¢;’s erzeugten Unterkoalgebren. Diese sind endlich-
dimensional nach Teil 1 von3.1.3/und es gilt: R C C bzw. S C E. Die Unterkoalgebra
X := XN(C®E) istnicht-trivial, denn esist Y ., c;®e; € X.Da X einfach ist, gilt
X = X. Ersetzt man F durch £, C durch C, dann sind alle Voraussetzungen erfiillt.

Seien also C' und E endlich-dimensional. Es sind R+ und S+ die einzigen maximalen
Ideale von C* bzw. E*. Da das Jacobson-Radikal nilpotent ist, existieren n,m € N
mit (RY)" = 0 und (S+)™ = 0. Dann ist auch P := R+ ® E* + C* ® S nilpotent,
denn es gilt P"*™ C STM(RY) @ (SH)" = 0. Also liegt P im Radikal von
C* ® E* und somit in jedem maximalen Ideal von C* ® E*. Da C* ® E* und (C ® E)*
nach Bemerkung 2.1.5 als Algebren isomorph sind, ldsst sich 2.1.9 und 2.1.8, Teil 5
anwenden. Damit sind alle einfachen Unterkoalgebren X von C' ® F in P+ enthalten.
Es bleibt zu zeigen, dass P~ = R® S ist. Da P(r ® s) = O fiiraller € R, s € S
gilt,ist R® S C Pt.Istx ¢ R® S, dann hat z 0.B.d.A. eine Darstellung der Form
r=3", xi®yi+zz.:1 r;®s;mitr; € Rfiralle 1 < j < tund linear unabhingigen
z; + Rin C/R. Sei z* € R* mit 2*(z;) = 6;; und y* € E* mit y*(y;) = 1. Dann ist
r* ®y* € Pund (z* ® y*)(x) = 1. Daraus folgtz ¢ P und P* = R® S.

2. C' ® FE ist genau dann irreduzibel, wenn C' @ E genau eine einfache Unterkoalgebra
besitzt. Da jede einfache Unterkoalgebra in R @ .S enthalten ist, gilt dies genau dann,
wenn R ® S irreduzibel ist.

3. Da R eindimensional ist und S einfach, ist auch R ® S = S einfach.

OJ

3.1.6 Lemma

Es sei H eine kokommutative Hopfalgebra und ¢ € G(H). Da kg einfach und somit irredu-
zibel ist, ist kg nach Lemma 3.1.3) Teil 6 in einer irreduziblen Komponente enthalten. Mit
HY bezeichnen wir die irreduzible Komponente, die kg enthilt. Sind g, h € G(H), dann ist
HIH" C H9 und H" ist eine Unterhopfalgebra.

Beweis: Die Unterkoalgebra kg ist eindimensional, also einfach. Da HY irreduzibel ist, ist kg
die einzige einfache Unterkoalgebra und damit ist /9 punktiert. Mit derselben Argumentati-
on ist auch H" punktiert. Die Koalgebra H9 @ H" ist also nach Satz[3.1.5, Teil 3 irreduzibel
mit der einfachen Unterkoalgebra kg ® kh und damit auch punktiert. Da A ein Algebrenho-
momorphismus ist, gilt A(HYH") = A(H9)A(H") C (HY ® H9)(H" ® H") = H'H" ®
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H9H". Also ist H9H" eine Koalgebra. Die Abbildung f : HY ® H" — HYH" h® g+ hg
ist ein surjektiver Koalgebrenmorphismus, denn die Multiplikation auf H ist nach [1.2.10
ein Koalgebrenmorphismus. Nach Satz 3.1.4, Teil 3 ist H9H" irreduzibel. Da gh € HIH",
folgt aus der Definition der irreduziblen Komponente, dass H9H h - H9" ist. Hiermit ist
insbesondere gezeigt, dass ' multiplikativ abgeschlossen ist, also eine Unteralgebra von
H ist. Es bleibt zu zeigen, dass S(H') C H' gilt. Mit H! bezeichnen wir die Koalgebra
(H',7 o A,¢). Die Antipode S : H' — H ist ein Antikoalgebrenmorphismus nach Satz
1.2.12, also ist S : H! — H ein Koalgebrenmorphismus. Da H! eine punktierte, irreduzible
Koalgebra ist, ist S(H!) = S(H") irreduzibel. Weiter gilt 1 € S(H*'), da S(1) = 1 ist. Damit
folgt S(H') C H'. Also ist H' ist eine Unterhopfalgebra. O

3.1.7 Bemerkung (vgl. [Swe69, 8.1.2, 8.1.3])
Es sei H eine kokommutative, punktierte Hopfalgebra und G(H) die Menge der gruppen-
dhnlichen Elemente. Dann gilt:

o H=@,cmuH’

e H istein kG(H )-Hopfmodul.

e Die Abbildung ¢ : H! @ kG(H) — H, h® g — hg ist ein Hopfmodulisomorphismus.
Beweis:

e Da H punktiert ist, sind alle einfachen Unterkoalgebren eindimensional. Die eindimen-
sionalen, einfachen Unterkoalgebren entsprechen eineindeutig den gruppen-dhnlichen-
Elementen. Da H kokommutativ ist, ist H nach Satz3.1.3, Teil 8 darstellbar als direkte
Summe seiner irreduziblen Komponenten. Es gilt also H = € geam HY.

e Essein,: HY — kg, h — ¢(h)g. Da ¢ ein Koalgebrenmorphismus ist, gilt:
(g @mg)(A(h)) = (e®e)A(R)) - (9®g) = (e(h)(1®1))(9®g) = Ale(h)g) = A(my(h))

und da € ein Algebrenhomomorphismus ist, gilt

e(h) = e(h)e(g) = e(hg) = e(e(h)g) = e(my(h))

fiir alle h € HY. Also ist 7, ein Koalgebrenmorphismus und damit auch

= @ g H— kG(H).

9g€G(H)

Definiere ¢ : H — H ® kG(H),v := (id ®m) o A. Dann ist H mittels ¢ ein kG (H )-
Rechtskomodul, denn fiir jedes h € HY gilt (h) = >, ha) ® e(hz))g = h® g.
Damit ist

(Y ®id)Y(h) =h®g®g = (i[d@A)Y(h), sowie (id ®e)(¢(h) =h®e(g) =h®1

fir alle h € HY. Die Hopfalgebra H ist ein kG(H )-Rechtsmodul mit der Abbil-
dungm : H® kG(H) — H, h® g — h - g. Die Abbildung v ist ein kG(H)-
Modulhomomorphismus, denn fiir alle g, § € G(H ) und fiir jedes h € HY ist hg € HY9
und damit ¢ (hg) = hg ® gg = ¥(h)A(g) = ¥(h) * g. Also ist H ein kG(H)-
Hopfmodul nach Definition 2.2.1.
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e Die Koinvarianten von H als kG(H )-Komodul sind genau die Elemente aus H', denn
V(HY) =H'®g.

Nach dem Fundamentalsatz fiir Hopfmoduln ist ¢ : H! ® kG — H, h ® g — hg ein
Hopfmodulisomorphismus. UJ

3.1.8 Lemma

Es sei (H,m/,n’, A’ ¢, S") eine kokommutative Hopfalgebra, G := G(H) die Gruppe der
gruppen-iihnlichen Elemente und H' die irreduzible Komponente, die k1 enthilt. Dann ist
die Abbildungm : H! @ kG @ H' @ kG — H' @ kGmit h®@ g@ h' ® ¢’ — hgh'g™' @ g¢’
fiir alle h,h/ € H', g,¢ € G k-linear fortgesetzt, wohldefiniert und eine Multiplikation
auf H' ® kG. Mit der Koalgebrenstruktur aus [1.2.6 und der Antipode S : H' ® kG —
H' @ kG, h@ g g 1S (h)g® S'(g) firalle g € G, h € H" und der oben definierten
Multiplikation ist H! ® kG eine Hopfalgebra. Im Folgenden wird die Algebra (H' ® kG, m)
mit ' x kG bezeichnet.

Beweis: Zeige m ist wohldefiniert:

DagH'¢g™' ¢ HYH'HY ' C H' nach Lemma3.1.6 fiir alle g € G gilt, ist hgh'g™' @ g¢’ €
H' ® kG fiir alle h,h/ € H', g, € G. Es sei (h;);e; eine Basis von H' und (¢)sec
eine Basis von kG. Dann ist die Abbildung m’ : H' ® kG ® H' @ kG — H' ® kG mit
hi®@g@hy®z — highg '®gz fiiralle g, z € Gund [, k € I eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung. Man rechnet nach, dass fiiralle g, ¢ € Gund h, ' € H! giltm/(h@goh'®g') =
hgh'g~' ® gg'. Also ist m = m’ und damit ist m eine wohldefinierte lineare Abbildung. Die
Assoziativitit folgt durch direktes Nachrechnen auf den Basis-Elementen.

Zeige, dass A und ¢ Algebrenhomomorphismen sind:

Seien g, ¢’ € G und h, k' € H'. Dann ist

A(h®g)- (MW eg)) = A(hgh'g™ ®gd)
= Y (hgl'g ™)) @99 ® (hgl'g™)2) @ g9’

(hgh'g=1)
= D hwghing™ © 99 @ hoyghing ™ © g¢
(R (R")
= O h®gRhn®g)- (D hhy©d ®hyed)
(h) (h)

= Ah®g) - AN ®7).

Weiter gilt e((h @ g) - (W ® ¢')) = e(hgh'g™ ® g¢') = e(h @ g)e(W @ ¢').
Zeige, dass S die Antipode der Bialgebra ist:
Sei g € Gund h € H'. Dann ist

o(S®id)oA(h®yg) = mo(S@id)()  ha®g@he @g)
(h)

= 29‘15’ )9 ® 5'(9) @ hiz) © g)

= ZQ 15" (h1))gS' (9)hS'(9) ™ @ S'(9)g
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= > 9" (ha)heyg®1
(h)

= g le(h)gel=ch®yg),

wenn man benutzt, dass S'(g) = ¢~ und £'(g) = 1 fiir alle gruppen-éhnlichen Elemente g
ist (Satz1.2.14). Analog zeigt man, dass

mo (id®@S) o A(h®g) = e(h®g)
gilt. (]

3.1.9 Satz (siehe [Swe69, 8.1.5])

Es sei (H, A, &', S’) eine punktierte, kokommutative Hopfalgebra und H' x kG die Hopfal-
gebra wie in Lemma 3.1.8. Dannist L : H' x kG — H, h ® g — hg ein Hopfalgebreniso-
morphismus.

Beweis: Nach Bemerkung 3.1.7 ist L bijektiv und offenbar ein Algebrenhomomorphismus.
Sei h € H' und g € G. Man rechnet nach:

ANoLh®g) = AN(hg)=> hug®hag
(h)

= (L@L)) _hay®gehe @g)
(h)
= (L®L)oAh®g)firalleh® g€ H' x kG.

Weiter gilt:

(LoS)(h®g) = L(g 'S (h)g® S'(g))
= g7'S'(h)
= S'(9)S'(h)
= S'(hg)
= (S'oL)(h®yg)

da S ein Antialgebrenhomomorphismus ist. Es gilt weiter:
e(L(h® g)) = e(hg) = e(h)e(g) =£'(h @ g).
Damit ist gezeigt, dass L ein Hopfalgebrenisomorphismus ist. U

Jede punktierte, kokommutative Hopfalgebra ist also das semi-direkte Produkt einer Grup-
penalgebra und einer punktierten, irreduziblen Unterkoalgebra.
Ziel des folgenden Abschnittes ist es nachzuweisen, dass jede endlich-dimensionale, kokom-
mutative, irreduzible, punktierte Hopfalgebra Dimension 1 hat.

3.1.10 Definition
e Es seien C' eine Koalgebra und X, Y zwei Untervektorrdume von C'. Sei X AY der

Kern der linearen Abbildung r : C' A 0eCc5SC /X ®C/Y, wobei 7 die kanonische
Surjektion von C' ® C nach C/X @ C/Y ist. Weiter sei A°X := 0, A'X := X und
A'X = (A"IX) A X
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e Die Summe aller einfachen Unterkoalgebren nennt man Koradikal.

3.1.11 Lemma
Es sei C ein Vektorraum und X und Y zwei Untervektorrdume von C.
Damnist C/X @ C/Y =2 (CeC)/(X@C+CRY).

Beweis: Esseim: CRC — C/X@C/Y mit Z(c) Ca1) ®C(2) — Z(C)(C(l) —|—X) (029 (C(g) —|—Y)
die kanonische lineare Abbildung. Jedes Element ¢ € X ® (' hat eine Darstellung der Form
c= Z(C) c(1) ® c(2), wobei die ¢(p) in X liegen. Also liegt X ® C' im Kern von 7. Genauso
folgt, dass C ® Y C Kern(n) ist, und damit liegt auch X ® C'+ C ® Y im Kern von 7. Somit
isto: (CRC)/(X®C+C®Y)—C/XC/Y mitp(c+(X@C+C®Y)) = r(c) eine
wohldefinierte lineare Abbildung. Esseiv : C/X @ C/Y — (Co(C)/(X@C+C®Y)
mit 3, (ca) + X) ® (co) +Y) = D2 ca) ®ce) + (X ®C+ C@Y) gegeben. Dann
ist ¢ eine wohldefinierte lineare Abbildung mit i) o ¢ = id und ¢ o ¥» = id. Somit ist ¢ ein
Isomorphismus. O

3.1.12 Lemma (vgl. [Swe69, 9.0.0, 10.0.1])
1. Es seien C' eine Koalgebra und X, Y zwei Untervektorrdaume.

Danngil: X A\Y = A1 (C®Y +X®C)und X AY = (X1Y+)L

2. Es sei C eine endlich-dimensionale, kokommutative Koalgebra und R das Koradikal
von C'. Dann ist R+ das Jacobson-Radikal von C*.

3. Es sei R das Koradikal einer endlich-dimensionalen, kokommutativen Koalgebra C.
Dann existiert ein n € N, so dass C' = A" R ist.

4. Es sei C eine irreduzible, punktierte Koalgebra mit gruppen-dhnlichem Element g.
Dann ist das Koradikal R = kg und A’R = kg & P(C),,.

Beweis:

1. Es sei ¢ wie in Lemma 3.1.11, 7 : C®C — (C®C)/(X @ C+CRY) die
kanonische Abbildung und r die Abbildung aus 3.1.10. Dann ist¢) o r = 7o A. Da v
ein Isomorphismus ist, gilt Kernr = Kerny o r = Kern7 o A. Der Kern von 7 o A
iStATHC®Y + X ®@C). Damitist AN (C Y + X ®C)= X AY.

Esseic € X AYundg = > zfyf € XYt mitzf € X+ yf € Y fiir alle
1 < i < n. Dann ist nach der Definition der Multiplikation von C* in 2.1.4/ g(c) =
Ot @y (Ae) =0. Alsoist X AY C (XY +)*,

Es sei d € C ein Element, das nicht in X A Y liegt. Dannist A(d) € C®Y + X @ C.
Esseienz; € C\ Xundy, € C\Yfirl <i<lundee€ C®Y + X ® C mit
A(d) = Zizl x; ® y; + e. Wir konnen 0.B.d.A annehmen, dassdie y; +Y, ...,y +Y
linear unabhiingig in C'/Y" sind. Es existiert also ein z* € X' und ein y* € Y, so
dass z*(z1) = 1 und y*(y;) = d1; fiir alle 1 < ¢ < m gilt. Damit ist aber (z*y*)(d) =
(z* @y )(Ad) = (#* @y ) (i, 7:©y:) = 2" (@) @y (1) = Lund d & (XY 1)L,
Alsoist X A Y = (XY )L

2. Folgt unmittelbar aus der Definition und Bemerkung 2.1.9.

3. Da R* das Jacobson-Radikal von C* ist, existiert ein n € N mit (R+)" = {0}.
Wegen 1.ist A"R = ((RY)")* =0+ =C.
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4. Da C punktiert und irreduzibel ist, besitzt C' genau eine einfache Unterkoalgebra kg
mit gruppen-dhnlichem Element g. Damitist R = kg. Es sei ('} := RA R. Ein Element
¢ € C liegt genau dann in C}, wenn A(c) C R® C + C ® R gilt. Damit ist kg &
P(C)g4 C Ch.

Esseid € Cy. Dannistc :=d —e(d)g € C1. Sei A(c) =3, ;,, g ®bi +a; ® g. Aus
der Koeins-Eigenschaft folgt damit )\, bi +e(a;)g =c =) ;. e(bi)g + a:.

Es gilt weiter 0 = e(c) = >, ,,, €(bi) + £(a;). Damit gilt

Al) = D (m®g+g®b)
1<i<n
= g®c+ Y (m®g—c(a)g®g)
1<i<n
= g®ctcgt Y (—e(b)g®g—ela)g®yg)
1<i<n
= c®gtg®ec.

Alsoistc € P(C)ggoundd € kg ® P(C),.

U

3.1.13 Lemma
Es sei C' eine punktierte, irreduzible, endlich-dimensionale und kokommutative Bialgebra.
Hat k& Charakteristik 0, dann ist C' isomorph zu k.

Beweis: Sei R das Koradikal von C. Nach Lemma 3.1.12, Teil 3 existiert ein n € N, so
dass C = A"R gilt. Da C' endlich-dimensional ist, gilt P(C') = ) nach Satz[1.2.15| Da C'
irreduzibel und punktiert ist, ist 1 das einzige gruppen-dhnliche Element und %1 die einfache
Unterkoalgebra. Nach Lemma 3.1.12, Teil 4 ist R = A%R, also induktiv C' = A"R = R.
Alsoist C = k. U

3.1.14 Satz
Es sei H eine kokommutative, endlich-dimensionale, punktierte Hopfalgebra. Hat £ Charak-
teristik 0, dann ist H = kG (H).

Beweis: Nach Satz3.1.9ist H = H' x kG(H) als Hopfalgebra, wobei H'! eine punktierte,
irreduzible Unterhopfalgebra ist. Nach Lemma 3.1.13/ ist jede irreduzible, punktierte und
kokommutative Hopfalgebra entweder trivial oder unendlich-dimensional. Da H endlich-
dimensional ist, muss H' 2 k sein. Damit ist H = kG(H) als Hopfalgebra. O

Da jede kokommutative Hopfalgebra iiber einem Korper, der ein Zerfallungskorper fiir alle
Algebren, die durch Dualisieren aus einfachen Unterkoalgebren von H entstehen, ist, nach
Lemma 3.1.3, Teil 4 punktiert ist, folgt unmittelbar:

3.1.15 Satz

Es sei H eine kokommutative, endlich-dimensionale Hopfalgebra. Sei k£ von Charakteristik
0 ein Zerféllungskorper fiir alle Algebren, die durch Dualisieren aus einfachen Unterkoalge-
bren von H entstehen. Dann ist H = kG(H). O

Ist & algebraisch abgeschlossenen von Charakteristik 0, so ist die Bedingung an & aus Satz
3.1.15 erfiillt.
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3.1.16 Bemerkung

Benutzt man ein Ergebnis von Larson und Radford, so folgt dieses Ergebnis aus Satz 3.1.2.
Diese haben in [LR88] gezeigt, dass eine endlich-dimensionale Hopfalgebra iiber einem
Korper der Charakteristik O genau dann kohalbeinfach ist, wenn S? = id gilt. Nach Satz
1.2.12 ist die Antipode einer kokommutativen Hopfalgebra eine Involution. Damit sind die
Voraussetzungen von Satz 3.1.2 erfiillt.

3.2 Hopfalgebren kommutativer, halbeinfacher Algebren

In diesem Kapitel werden die Hopfalgebrenstrukturen kommutativer, halbeinfacher Hopfal-
gebren iiber bestimmten Korpern mit Hilfe von dualen Gruppenalgebren klassifiziert. Die
zentrale Idee dabei ist, die duale Hopfalgebra einer kommutativen, halbeinfachen Algebra zu
betrachten. Diese ist kokommutativ und kohalbeinfach. Dann konnen Ergebnisse des vorher-
gehenden Abschnitts iiber die Struktur kokommutativer Hopfalgebren benutzt werden.

3.2.1 Lemma

Es sei (H,m,n,A, ¢, S) eine Hopfalgebra und H = Hom(H, k) die Menge der Algebren-
homomorphismen von H nach k. Dann ist (f[ ,*) mit der Konvolution * eine Gruppe mit
neutralem Element ¢ und Inversen Elementen f~! := f o S fiir alle f € H.

Beweis: Es seien f,7 € Hund g,h € H beliebig. Dann gilt

(fxm)(gh) = (f@m)(Agh))

)(A(g)A(R))

)(A(g)) - (f @ m)(A(h))

) (g)(f * m)(h) fir alle g, h € H.

(f
= (fer
= (for
= (f=*

- = =

Hieraus folgt, dass f * 7 € H gilt.
Nach Satz1.2.2 ist ¢ € H das neutrale Element. Es gilt auch

(f*(foS)(9) = Zf S(g2))

und analog ((f0.S)  f)(g) = (g). Hiermit ist gezeigt, dass f~' = fo.S ist. Somit ist ([, )
eine Gruppe. [

3.2.2 Satz

Es sei GG eine endliche Gruppe von Primzahlordnung p, k ein algebraisch abgeschlossener
Korper der Charakteristik 0 und (kG, m,n, A, ¢, S) eine Hopfalgebrenstruktur auf £G. Dann
ist A kokommutativ und somit gilt |G(kG)| = |G| nach Satz 3.1.15.

Beweis: Es sei G = Hom(kG, k) die Menge der irreduziblen Charaktere von kG. Dann ist
(G, *) nach Satz[3.2.1/eine Gruppe. Da |G| = |G| = p fiir eine Primzahl p ist, gilt G = Z/pZ
und G ist somit abelsch. Da die irreduziblen Charaktere eine Basis des Dualraum kG* bilden,

ist kG* kommutativ. Dann ist die Komultiplikation auf kG aber kokommutativ. Hieraus folgt
|G(kG)| = |G| aus Satz/3.1.15. O
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3.2.3 Satz (Konstruktion nicht kokommutativer, kommutativer Hopfalgebren)

Es sei GG eine endliche, nicht-abelsche Gruppe, H eine kommutative, halbeinfache Algebra
mit dim A = |G| iiber dem Korper k. Es sei (A, m,n, e, S) die triviale Hopfalgebra auf kG
und (kG*,m/,n’, A’ €', S") die dazu duale Hopfalgebra. Weiter sei k ein Zerfillungskorper
von kG* und H. Dann ist kG* als Algebra isomorph zu H. Die Hopfalgebrenstruktur auf
kG* liefert dann nach Satz1.2.17 eine nicht kokommutative Hopfalgebrenstruktur auf H.

Beweis: Da die triviale Hopfalgebra von kG als Algebra nicht kommutativ und als Koalge-
bra kokommutativ ist, ist die dazu duale Hopfalgebra auf £G* nach Teil 1 von Satz 2.1.8
kommutativ als Algebra und nicht kokommutativ als Koalgebra. Die Untervektorrdume kg
fir ¢ € G sind eindimensionale, also einfache Unterkoalgebren. Da kG = € gea kg ist,
ist kG kohalbeinfach nach Definition 3.1.1. Damit ist kG* halbeinfach. Nach dem Satz von
Artin-Wedderburn ist kG* = k @ --- @ k. Es gilt aber auch H = k@ --- & k. Also sind
kG* und H isomorph als Algebren. Dann liefert Satz [1.2.17 die Konstruktion einer nicht
kokommutativen Hopfalgebra auf H. U

3.2.4 Bemerkung

Ist B eine endliche, abelsche Gruppe und £ ein algebraisch abgeschlossener Korper, dessen
Charakteristik nicht die Gruppenordnung teilt, d.h. kB ist halbeinfach. Dann liefert Satz3.2.3
eine nicht kokommutative Hopfalgebrenstruktur auf kB, falls es eine nicht-abelsche Gruppe
G gibt mit |G| = | B|.

3.2.5 Satz

Es sei H eine endlich-dimensionale, kommutative, halbeinfache Algebra iiber einem Zer-
fallungskorper k£ von H und (H, m,n, A, ¢, S) eine nicht kokommutative Hopfalgebra. Dann
existiert eine nicht-abelsche Gruppe GG mit trivialer Hopfalgebrenstruktur auf kG, so dass H
als Hopfalgebra isomorph zur dualen Hopfalgebra £G™* ist.

Beweis: Die duale Hopfalgebra auf H* ist kokommutativ, kohalbeinfach und nicht kom-
mutativ nach Teil 1 und 2 von 2.1.8. Da H** als Algebra isomorph zu H ist, ist £ auch
ein Zerfillungskorper von H**. Es sind also alle Voraussetzungen aus Satz 3.1.2 fiir H*
erfiillt. Also ist H* = kG eine Gruppenalgebra, wobei G = G(H™*) die Gruppe der gruppen-
dhnlichen Elemente ist. Da H* nicht kommutativ ist, ist G eine nicht-abelsche Gruppe. Wei-
ter gilt aus Dimensionsgriinden |G| = dim H. Da H** nach Satz 2.1.7/ isomorph zu H als
Hopfalgebra ist, ist kG* als Hopfalgebra isomorph zu H. U

3.2.6 Bemerkung

Es sei B eine abelsche Gruppe endlicher Ordnung, k ein Zerfillungskorper von kB, dessen
Charakteristik nicht die Gruppenordnung teilt. Da kB als Hopfalgebra nach Satz 3.2.5/iso-
morph zu einer dualen Gruppenalgebra ist, wird jede nicht kokommutative Hopfalgebra auf
kB wird durch eine Konstruktion wie in Satz [3.2.3 erzeugt. Hieraus folgt auch, dass halb-
einfache Gruppenalgebren von Primzahl oder Primzahlquadratordnung nur kokommutative
Hopfalgebrenstrukturen besitzen, da jede Gruppe einer solchen Ordnung notwendigerweise
abelsch ist. Das Ergebnis aus Satz 3.2.2/folgt also in allgemeinerer Form aus Satz 3.2.5.

Im Folgenden wird die duale Hopfalgebra einer Gruppenalgebra konkret angegeben.

3.2.7 Lemma

Es sei G eine endliche Gruppe mit |G| = n. Seien s4, . . ., s, die Elemente von G mit s; = 1.
Weiter sei s7, ..., s die duale Basis in kG* und (kG, m,n, A, e, S) die triviale Hopfalgebra.
Dann gilt fiir die duale Hopfalgebra £G*:
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1. A(s}) = Z{(jvu)‘sj.su:&_/} s; ® sy,
2. 8,(8;) = 04,1

3.8(s1) = (s7Y)"

)

* ___
4. Z1§ign S =€

firalle:=1,...,n.
Weiter sind die s} die primitiven Idempotente der kommutativen Algebra kG™*.

Beweis:

1. Essei A'(s}) = >, i au,s,, @ s; mit Koeffizienten a,,; € k.
Es gilt nach Satz 2.1.4/ s} (si5:) = A'(57) (51 ® 8¢) = Dy jg QujSi(s1) @ s7(st) = ary.
Damit ist a;; = 1 genau dann wenn s;s; = s; ist und ansonsten gleich 0. Also ist

A(s) = > s, ® s} firalle 1 <i < n.

7

{1<u,j<n|sysj=s;}

2. Aus der Koeins-Eigenschaft folgt 3, 55— € (50)5; = (€' @ id)(A'(s7)) = si.
Durch Koeffizientenvergleich der rechten und linken Seite erhilt man £'(s) = 9, fiir

allel < u < n.
3. Da S'(s7)(s5) = s;(S(s;)) = s;(s; ") gilt, ist S'(s}) = (s; )" firallei = 1,...,n.

4. Bs gilt 33, si(s;) = 1firalle s; € G. Alsoist ), _,,, s; = ¢ und somit gleich
dem Einselement der Algebra kG*.

Weiter gilt (s} - s%)(s;) = (s7 @ s5)(A(s;)) = si(s;) - sk(s;) = 0;0;, firalle 1 <i,j,u <

n. Damit ist s} - s7 = 0;;s] firalle 1 < ¢,j < n. Die s} sind also primitive, paarweise

orthogonale Idempotente von kG*. 0J
3.2.8 Beispiel

Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0, GG eine endliche Grup-
pe und H eine abelsche Gruppe mit |G| = |H| = n. Seien s1,...,s, die Elemente von
G mit s; = 1. Es sei sj,...,s; die duale Basis in £G*. Dann gilt nach Lemma [3.2.7
A"(s;) = Z{(m)"sj,su:'sl.}_ sj ® sk, 5’(3;) = §;1 und S'(s}) = (s;,71)* firalle 1 < z’_ < n.
Seien 01, . .., 0, die primitiven, paarweise orthogonalen Idempotente von kH. Dann ist die

Abbildung 7 : kG* — kH mit s} — ¢; ein Algebrenisomorphismus, der mit Satz1.2.17 eine
nicht kokommutative Hopfalgebra erzeugt mit:

° A((Sz) = Z{(j,uﬂsj‘su:si} 5j X (5u
L] 8(62) = 67L,1
o S(6) = 0 mit 571 = 5, .
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Twisten

Ziel dieses Kapitels ist es, Hopfalgebren auf halbeinfachen Gruppenringen zu konstruieren,
deren gruppen-dhnliche Elemente keine Gruppenbasis bildet. Da die gruppen-dhnlichen Ele-
mente einer endlich-dimensionalen Hopfalgebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper der Charakteristik O genau dann eine Basis bilden, wenn die Hopfalgebra kokom-
mutativ ist, ist diese Aufgabe gleichbedeutend mit der Konstruktion nicht kokommutativer
Hopfalgebrenstrukturen auf Gruppenalgebren. Dies gelingt beispielsweise durch Twisten der
trivialen Hopfalgebrenstruktur auf Gruppenalgebren. Twisten bezeichnet ein Verfahren, mit
dem man aus einer Hopfalgebra durch Konjugation des Bildes der Komultiplikation mit einer
Einheit des Tensor-Produkts eine andere Hopfalgebrenstruktur mit gleicher Algebren- und
einer anderen Koalgebrenstruktur erhilt.

4.1 Twisten in Hopfalgebren

4.1.1 Definition
Es sei (H,m,n, A, ¢, S) eine Hopfalgebra, 2 € H ® H eine Einheit und

09 = [(([deA) Q1o ) Qe D[(A®id)(Q)] € H® H® H.

o Ist 900 € Z((A ®id)A(H)), so nennt man (2 einen Pseudo-Kozykel.
Gilt 02 = 1 ® 1 ® 1, so nennt man ) einen Kozykel.

e Man nennt 2 kounitel, wenn (id ®¢)(Q2) = (¢ ® id)(Q2) = 1 gilt.
e Ein Element 2 € H ® H heiit symmetrisch, falls 2 = 7(Q) ist.

Das folgende Lemma liefert die notwendigen und hinreichenden Bedingungen an ein Twist-
element, so dass die getwistete Komultiplikation einer Bialgebra mit gleicher Koeins wieder
eine Koalgebra ist. Die neue Komultiplikation ist ein Algebrenhomomorphismus, liefert also
zusammen mit der alten Algebrenstruktur und Koeins eine neue Bialgebrenstruktur.

4.1.2 Lemma

Es sei (B, m,n, A, ¢) eine Bialgebra, ) € B® B eine Einheit und A (b) := Q-A(b)- Q! fiir
alle b € B. Dann ist Ag ein Algebrenhomomorphismus von B nach B ® B. Die Abbildung
Aq ist koassoziativ genau dann, wenn 2 ein Pseudo-Kozykel ist. Die Abbildung A, ist genau

dann eine Komultiplikation mit Koeins €, wenn §2 ein Pseudo-Kozykel ist und (id ®¢)(€2) und
(e ®1d)(Q2) in Z(B) liegen.

40
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Beweis: Es gilt

(Aq ®id)(Aa(b) = )

Ag ®id)(2) - (Ag ®id)(A(D)) - (Aq @ id)(27)
(A®id)(Q) - (A @id)(A(D) - (A®id) Q1) - (Q 1el)
(A®id)(Q)- (A®id)(AD) - (Q@1)- (A@id)(Q),

analog folgt

(d®AQ)(Aa(b) = (1©Q)- (dA)Q)- ([dA)AD) - (1©Q)- (deA)S) !
= (189) ([deA)(Q) - (A®id)(A®D) - (1®9Q)- (i[deA) Q)"

da A koassoziativ ist.
Die Abbildung Ag, ist genau dann koassoziativ, wenn fiir alle b € B

(A ®@id)(Aq(b)) = (id®@Aq)(Aa(b))
ist, also genau dann, wenn
00 - (A ®id)(A(b)) - (02)™! = (A ®id)(A(b))

fiir alle b € B erfiillt ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn € ein Pseudo-Kozykel ist. Weiter
gilt
(id®e)(Aq(b)) = (id®e)() - (id®e)(A(D)) - (id ®5)(Q)_1
= (id®e)(Q)- (b®1) - (id®e)(Q)~.

da ¢ eine Koeins ist. Analog ist (¢ ® id)(Aq((b)) = (e ®1d)(Q) - (1 ® D) - (¢ ® id)(Q2) L.
Die Abbildung ¢ ist genau dann eine Koeins von Ag wenn (id ®¢)(Aq(b)) = b ® 1 und
(e ®1id)(Aq(b)) = 1 @ bfiralle b € B ist.

Dies ist genau dann der Fall wenn (id ®¢)(€2) und (¢ ® id)(€2) in Z(B) liegen. O

4.1.3 Lemma
Sei (H,m,n, A, ¢, S) eine Hopfalgebra, g, : HQH®H — H, g1 = mo(m®id)o(id ®S®id)
undgo: HRH® H — H, go = mo(m®id) o (S ®id ®S5) lineare Abbildungen, dann gilt

g1o(A®id) o A =id,
g20(A®id)o A =S.
Fira e H® H® Hund h € H gilt
(A ®id) o A(R)) - gi(a) = g1 (((A ®id) 0 A(R)) - a),

g1(a) - g1((A®@id) o A(h)) = gi(a - ((A ®id) o A(h)))

und
92((A ®@id) o A(h)) - g2(a)

g2(a) - g2((A ®id) o A(h))

(a- ((A®id) o A(h))),

=92
= g2((A®id) o A(h)) - a).



42 Kapitel 4. Twisten

Beweis: Es gilt:

o(m®id)o (Id®S®id)o (A®id)o A = mo ((mo (id®S)oA)®id)o A
mo((noe)®id)o A
mit der Antipoden-Eigenschaft
= id nach der Koeins-Eigenschaft.

Sei (id ®A) oA = Z(h) h(l) &® h(g) X h(g), a = Z(a) a(1) @ a2y X as), dann ist

a(([d®@A) o A(h)) - gi(a) = h- Za 2))0s)
- Zh Z ayS(ae)ae)
_ Zhl)a(l)S Je(hz))a)
= Z hyawS(a@)S(he)heas)

= > hayawS(heae)heas)
(h)(a)
= ¢1((d@A)(A(R)) - a).

Die zweite Identitéit und den Fall © = 2 zeigt man analog. U

Der folgende Satz liefert eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz der Antipode einer
getwisteten Hopfalgebra.

Zugunsten einer iibersichtlicheren Schreibweise wird im Folgenden das Summenzeichen in
der Darstellung von Elementen aus Tensor-Produkten unterdriickt, d.h statt A = Z?Zl hi; ®
hg,i X h37i € H® H® H mit hl,iv h?,ia h37i € H heillites h = h(l) X h(g) X h(g)

4.1.4 Satz (siehe [Nik98, 2.5])

Es seien (H,m,n,A,¢,S) eine halbeinfache Hopfalgebra iiber einem Zerfallungskorper
k der Charakteristik 0 oder H = kG eine halbeinfache Gruppenalgebra iiber einem
Zerfillungskorper k. Weiter seien B eine kommutative Unteralgebra von H mit S(B) = B
und Q = QM ® QO ein kounitel Pseudo-Kozykel mit der Eigenschaft 92 € B ® B ® B.
Dann ist u := m((id ®S5)(Q2)) = QW S(Q?) invertierbar und So, mit So(h) := uS(h)u™"
fiir alle h € H ist die Antipode zu (H, m,n, Ag,€).

Beweis: Es sei

0Q = DWgD®gD®
0! = D WD PgpB
Ah) = ha) @ h
und (A @id)(A(R) =t hay ® hey ® )
1. Schritt
Wir zeigen

91((0)7"), 9:1(09), g2((0Q)7") € Z(H).
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Da 09, (00Q)™ ! € Z((A ®id)(A(H))) sind, gilt mit Lemma 4.1.3!fiir alle h € H.

hDWS(DP)DE = gi((A@id)A(R)) - g1(99)

= g1 ((A®id)A(h) - 09)

= g1 (09 (A@id)A(R)

= 91(09Q) - g1 (A ®1d)A(h))

= pWs(D (2))D(3)h
Analog zeigt man, dass

g1 ((0Q)™) = D~ WD~ DB gy (8™ = S(D~W) D~ 5(D=B)) e Z(H) ist.

2. Schritt
Esseien Q! := QW @0 @ undv := (mo (S®id))(Q") = S(Q1)Q~?). Zu zeigen ist,
dass uv, vu € Z(H) sind. Wir fihren Q = Q1) @ Q) und Q1 = Q=) ® Q=) ein, wobei  eine
Kopie von €2 und ! eine Kopie von Q! ist, um Summenzeichen zu sparen. Da €2 kounitel ist, gilt

e(QMOR = QW@ = 1.

2 g 0~ und AQD) = o) g ),

i iA@Y =~
Weiter sei A(Q27)) =Q ) (1) @8-

. . (1)
Hiermit folgt:
P Q(1)5(9( )S(Q )Q 2)
_ Q,(l)g(s—r(z))Q(l)S(Q(Q))S(Qf(l))Qf(z)E(Q(l))Q@)
—(2))(2*(2)@(2)

(2) O N e e 10
)S(QEN)S(Q7H)S(Q )Q(Q) Q90

|

2

|
2
a
2
=2
2
K
&
S
oy
2

S(D~M) D= S(D=®). Somit ist uv — vu € Z(H).

und analog vu = g2((99) 1)
3. Schritt
Zeige uv = vu.
Es sei W ein beliebiger irreduzibler -Modul und 7 : H — End; W die dazugehorige irreduzible
Darstellung von H. Da uwv — vu € Z(H) ist, gilt m(uv — vu) € Endyg W. Der Korper k ist ein
Zerfallungskorper von H. Hieraus folgt m(uv — vu) = y - id fiir ein y € k. Da y Spur(n(1)) =
Spur(m(uv — vu)) = 0 gilt, folgt y = 0, im Fall, dass k Charakteristik 0 hat. Ist H = kG eine
halbeinfache Gruppenalgebra, dann teilt die Charakteristik p von k nicht die Gruppenordnung von GG
und die Brauercharaktere sind gleich den gewohnlichen, irreduziblen Charakteren. Da die Charakter-
grade der irreduziblen Charakter die Gruppenordnung teilen, folgt, dass p den Grad der irreduziblen
Charaktere nicht teilt. Also ist Spur(7(1)) # 0. Es gilt: 0 = Spur(m(uv — vu)) = y Spur(mw(1)), also
auch y = 0. Da W ein beliebiger irreduzibler H-Modul und H halbeinfach ist, folgt uv = vu.
4. Schritt
Sei 0 := g1((0Q)~1). Wir zeigen, dass u~! = vf ist.
Es gilt
w -0 = g1(9Q)- g1(9Q7")

= DpWSDODG . p~Mg(p=2))p=G)

= pWp~-Wg(DA p=-@)pB) p=G)

= g1(092- (097

=1
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wenn man benutzt, dass Q2! und 92 in B ® B ® B liegen, B kommutativ ist und S(B) C B
gilt. Analog folgt § - uv = 1. Hieraus folgt § = (uv)~!. Es gilt u=! = v6, denn uvf = 1 und
fuv = Qvu = vhu = 1,da § € Z(H) nach Schritt [ ist.

5.Schritt
Zeige, dass Sq, eine Antipode zu der Bialgebra (H, m,n, Aq, ¢) ist.
Es gilt

1=m(S®id)(Q71Q) = SOM)sQ- W~ n®
und

1 =m(id®s)(Q Q) = Wb s Q@) s~3).
Damit folgt

m(Sq ®id)Ag(h) = uS(QWheQ W

und

m(id®So)Aq(h) = QW@ DuS Q@ hgp Q@)
= QWh WM SQP)S(Q~@)S(h)S(Q@)u!
= Q(l)h(l)S(h(g))S(Q(z))ufl[Wenn man die obige Identitit verwendet]
= e(h)uu! = 1¢(h)
fiir alle h € H. Also ist Sq die Antipode zur Bialgebra (H, m,n, Aq, €).
Damit ist (H, m,n, Aq, e, Sq) eine Hopfalgebra. O

4.1.5 Satz

Es sei H eine kokommutative Hopfalgebra und €2 ein Pseudo-Kozykel von H ® H. Dann ist Aq, genau
dann kokommutativ, wenn Q7! - 7(Q) € Z(A(H)) ist.

Beweis: Es gilt
T(Aqa(h) = T(Q-Ah)-Q7)

= 7(Q) 7(A(h) - T(Q7)
— 7(Q)-AMR)-T(Q)

da 7o A = Aist. Die Komultiplikation A, ist also genau dann kokommutativ, wenn
m(Q) - A(h) - 7() 7 = QA(R)Q !
fiir alle h € H erfiillt ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn Q! - 7(Q) € Z(A(H)) ist. O

4.1.6 Satz (siehe [Nik98, 4.1])
Sei G eine endliche Gruppe. Weiter sei (kG, m,n,A, e, S) mit der iiblichen Algebrenstruktur eine

Hopfalgebra und ch(kG) die freie abelsche Gruppe, die von den irreduziblen Charakteren erzeugt
wird.

1. Dann st ch(kG) beziiglich der Multiplikation M : ch(kG)®zch(kG) — ch(kG) mita®( —
(o ® B) o Afiir alle o, § € ch(kG) ein Ring mit Einselement . Man nennt (ch(kG), M) den
Charakterring. Die Multiplikation ist die Konvolution aus Bemerkung|1.2.2.
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2. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0 und (kG,m,n, A1, e1,.51)
mit der iiblichen Algebrenstruktur eine weitere Hopfalgebra mit Charakterring chq (kG). Dann
ist A1 genau dann ein Twist von A, wenn der Gruppenhomomorphismus ¢ : ch(kG) —
ch1(kG), mit ¢ = id.p (k) ein Ringhomomorphismus ist.

Beweis:

1. Es bleibt zu zeigen, dass M (a ® ) € ch(kG) fiir alle Charaktere « und 3 gilt. Seien « und
[ Charaktere zu den kG-Moduln A und B, dann ist A ® B ein (kG ® kG)-Modul durch

diagonale Operation a : kG ® kG — Endi(A ® B) und damit ein kG-Modul durch kG A
kG ® kG % Endy(A ® B). Der Charakter zu A ® B ist genau (o« ® (3) o A. Die Abbildung
M ist die Einschrankung der Konvolution aus|1.2.2/ auf Charaktere, also ist insbesondere € das
Einselement und M ist assoziativ.

2. Sei (A1, e1) ein Twist von (A, €) durch das Element 2 € kG ® kG und «, 3 zwei irreduzible
Charaktere. Dann ist & ® (3 eine Spurfunktion von kG ® kG = k(G x G) nach k. Damit ist

(a® B) (A1(h) = (a ® B) (QA(R)Q™) = (a @ B)(A(R))

firalle h € H. Alsoist (a® 3) o A = (¢ ® 8) o A1. Daey = ¢ gilt, ist ¢(¢) = 1. Nach der
Definition der Multiplikation in ch(kG) und ch (kG) ist ¢ ein Ringisomorphismus.

Sei umgekehrt ¢ ein Ringisomorphismus. Seien x1, . . ., X, die irreduziblen Charaktere von kG
und 61, . . ., d, die entsprechenden zentral-primitiven Idempotente. Seien V1, ..., V,, C kG die
irreduziblen Moduln zu den Darstellungen und A; ; := (0; ® ¢;)(kG ® kG) die homogene
Komponente von kG ® kG = k(G x G) zu dem Modul V; ® V;. Dann operiert kG auf A; ;
durch @ * h = aA(h) und durch a %1 h = aA(h) fir alle h € G,a € A;;, also durch die
Einschrinkung auf V;®V; auch auf V;®@V;. Somit hat V;®V; zwei kG-Modulstrukturen, die wir
mit V;®V; und V; ®1 V; bezeichnen. Thre Charaktere sind (x; ®x;)oA und (x;®x;)oA;. Da ¢
ein Ringismomorphismus ist, gilt (x; ® x;j) o A = (x; ® ;) © A1. Die homogene Komponente
ist nach dem Satz von Artin-Wedderburn ein voller Matrixring. Sei ¢ : Mg(k) — A;; der
Algebrenisomorphismus. Dann ist V := k¢ = V; ® Vj als A; j-Modul durch v * a := vi)(a)
firallev € V,a € A; ;. Damitist V ein kG-Modul via v+ h = vyp~1((6; ® 6;)A(h)) und via
v h = v~ 1((6; ® §;)A1(h)). Diese sind isomorph, da sie den gleichen Charakter haben.
Also existiert eine Matrix M € My(k) mit (vM *h)M~' = v* hfiiralle h € kGundv € V.
Damit ist 7 (M) (8; ® 6;) A(R)p(M) ™ = r(8; ® 6;)A1(h) fiiralle h € kGundr € V; @ V;.
Man setze €2; ; := (M) € A; ;. Da V; ® V; der einzige irreduzible A; ;-Modul ist und A; ;
eine direkte Summe solcher Moduln ist, gilt €; ;(J; ® @)A(h)Q;} = (8; ® 0;) A1 (h) fiir alle
hekGund1l <i,j <n.Setze Q = Zlgz‘,jgn ;. j. Damit ist

QAR = Z Qi j Z (0 @ 051)A(h) Z Qiﬁ”}j”

1<ig<n 1<i’,j’<n 1<4" 5" <n
- 3 (aEesameg)
1<i,5<n
= > (6:®3)A1(h)
1<6,j<n
= Aq(h)

fiiralle h € kG. Das zweite Gleichheitszeichen gilt, weil €2; ;0 ®d;1 = 0; 370; j istund 6, @0 ;v
zentral ist. Da ¢ ein Ringisomorphismus ist, ist € das Einselement von ch; (kG). Also gilt auch
€ = €1. Es folgt die Behauptung. U
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4.2 Twisten in Gruppenalgebren

Nach Satz 4.1.4 erfiillt ein kounitel Kozykel, der in dem Tensor-Quadrat einer kommutativen Un-
teralgebra liegt, die von der Antipode auf sich selbst abgebildet wird, alle Bedingungen, so dass
die getwistete Hopfalgebra wieder eine Hopfalgebra ist. Im Fall einer Gruppenalgebra mit trivialer
Hopfalgebrenstruktur wihlen wir als eine solche kommutative Unteralgebra die von einer abelschen
Untergruppe erzeugte Unteralgebra. Mit Hilfe der klassischen Kohomologietheorie werden die kou-
nitel Kozykel in Gruppenalgebren abelscher Gruppen mit den 2-Kozykeln in den trivialen Modul in
Verbindung gesetzt.

Sei im folgenden G eine endliche Gruppe, e := exp(G) und k ein Korper, der folgende Bedingungen
erfiillt:

e die Charakteristik von £ teilt nicht die Gruppenordnung

e [ enthilt eine primitive e-te Einheitswurzel.
Dann ist £G halbeinfach und £ nach [CR90, 17.1] ein Zerféllungskorper von kG.

4.2.1 Lemma
Es sei G eine endliche, abelsche Gruppe und G := Hom(G, k*) die Gruppe der irreduziblen Charak-
tere von G. Dann ist G isomorph zu G.

Beweis: Nach dem Satz fiir endliche abelsche Gruppen ist G = Z/p{'Z & --- & Z/p}~Z wobei
r,ni,...,n, € Nund py,...,p, Primzahlen sind. Daraus folgt, dass Elemente g1, ..., g, € GG exis-
tieren mit (g;) = Z/p;"Z fiir alle ¢ = 1,...,7 und G das innere direkte Produkt der (g1), ..., (gr)
ist. Es seien ¢; primitive p;-te Einheitswurzel fir i = 1,...,7und ¢ € G eine beliebige Abbildung.
Dann gilt p(g;) = ¢ fiirein 1 <s; < p;" fiiralle: =1,...,7r.

Weiter ist ¢ durch die s1, ..., s, eindeutig bestimmt. Es sei ¢ : G — Z/pMZ @ --- & Z/pPZ mit
P(p) = (s1,...,5.), wenn p(g;) = ¢;* ist. Die Abbildung ist injektiv, da jedes Element ¢ € G durch
©(g1),-..,¢(gr) eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt existiert zu jedem (si,...,s,) € Z/p{*Z @
.-~ @ Z/pZ eine Abbildung ¢ € G mit p(g;) = ¢ fiiralle 1 < i < 7. Sind p,¢' € G mit
©(gi) = ¢ und ¢'(g;) = CZ-S;, dann gilt (¢ - ¢')(g;) = ;i+8; fiir alle ¢ = 1,...,r. Daraus folgt
V(p-¢)=(s1+ 81,8+ 8.) =1(p) + ¥(¢). Somit ist ¢ ein Gruppenisomorphismus.  [J

4.2.2 Bemerkung

Sei G eine endliche abelsche Gruppe und ¢ : G — G ein Isomorphismus von Gruppen. Jedem

irreduziblen Charakter y € G kann eindeutig ein primitives Idempotent d,, in kG zugeordnet werden.
Da G = @ ist, kann auch jedem z € G ein primitives Idempotent §, := dy(, in kG zugeordnet
werden. Die (6,),cq bilden eine Basis von kG, so dass fiir alle z,y € G gilt: §,0, = 045, und
> e 0z = 1. Hierbei bezeichnet 6, ,, das Kronecker Delta. Daraus folgt, dass (6, ® 0y )z yeq eine
Basis von kG ® kG ist. Jedes Element 2 € kG ® kG hat also eine eindeutige Darstellung der Form

Q= Z a(z,y)o, ® 6, fira(z,y) € k.
z,yeG

Es sei (kG, m,n, A, ¢, S) die triviale Hopfalgebra. Dann gilt

A(6,) =) 04 ®0g-15, e(0x) =6,1 und S(6;) =06, firallex € G.
geG

Dazu: Es gilt 6, = ﬁ > hee ¥(@)(h™)h und damit

S @b = gm Y O et ke

geq geG hleG
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= gE L X e )b

h,leG geG

— ,Gf‘ SN b)) I (@) Y @1

geG leG

_ ’G1|2 S S v el

geG leG

= G @l

leG

S U
= @A
= A((sz)

Wenn man von Schritt 2 nach 3 benutzt, dass ¥(¢~1)(I71) = ¥(g)(l) gilt und damit

D) lgHIT) =D w9k )(g) () =0

geG geG

fiir [ # h ist, nach der Orthogonalititsrelation.
Weiter gilt:

1 _
e(6g) = €<|G|Z¢(x)(h 1)h)

heG

- Kl;‘ S () (he(h)

heG

Ny
= g S v
= 5x,1

mit der Orthogonalititsrelation.
Weiter gilt

S@) = S (é‘ > w<x><h—1>h>

heG

= & L @S

heG

- |é| S () (h)h !

heG

LNy
= v
= b

4.2.3 Definition
Sei G eine Gruppe und k ein beliebiger Korper. Ein 2-Kozykel von G in k* := k \ {0} ist eine
Abbildung w : G x G — k* mit den Eigenschaften:

o w(v, w)w(u, vw) = w(u, v)w(uv, w) fir alle u,v,w € G und

o w(l,z) =w(x,1)=1firallex € G.



48 Kapitel 4. Twisten

Ein 2-Kozykel heifit symmetrisch, falls w(v, w) = w(w, v) fiir alle u, w € G ist.

4.2.4 Satz (siehe [Nik98, 2.8])

Sei G eine endliche, abelsche Gruppe. Dann existiert eine Bijektion zwischen den kounitel Kozykeln
Q € kG ® kG und den 2-Kozykeln w in k*. Die Abbildung w : G x G — k* ist genau dann ein
2-Kozykel von G in k*, wenn Q = 3 - w(,y)0; ® 6y € kG ® kG ein kounitel Kozykel ist.
Insbesondere gilt: {2 ist genau dann symmetrisch, wenn w symmetrisch ist.

Beweis: Ein Element Q := }  cw(z,y)d; ® 6y € kG ® kG ist genau dann invertierbar, wenn
w(z,y) € k* fiiralle 7,y € G. Dannist Q71 = > ryec (@, y) 16, ® 4. Es gilt

QeDARIA)Q) = > wEtw(zy) D 6.0, @61, @0,
z,y,2,teG geG
= Z w(g, g r)w(w,y)d, @ dg—14 @ Jy
x,y,9€G
= Z W, V)w(uv, w)dy, @ by @ dyy.
u,v,weG

1

wenn man v := g und v := g~z und w := y setzt. Weiter gilt

1eQ)(deA)(Q) = > wEtw(z,y) D 6 ®0.0; @ 65,1,
z,y,2,tEG geG
= > wlg,g Wz, )6 ® 6 @6y,
z,y,9€G
= Z w(v, w)w(u, vw)dy, ® Gy @ Gy
u,v,weG

wenn man  := x und v := g und w := g~ 'y setzt.

Offensichtlich ist (1 ® 2)(id ®A)(Q) = (2 ® 1)(A ®id)(£2) genau dann, wenn 02 = 1 ist. Dies ist
genau dann der Fall, wenn w(v, w)w(u, vw) = w(u, v)w(uv,w) fir alle u, v, w € G ist.

Des Weiteren gilt

(e®id)(Q) = Y wl@y)e(d) ® 3,

z,yeG

= Z w(l,y)l ® o,

yeG

und

(i[d@e)(©) = )Y wl@y)s: ©e(sy)

z,yeG

= Z w(z,1)0, @ 1.

zeG

Es gilt also genau dann (id ®¢)(2) = (¢ ® id)(2) = 1, wenn w(z,1) = w(l,z) = 1 firallez € G

gilt.

Somit ist {2 genau dann ein kounitel Kozykel, wenn die durch die Koeffizienten von €2 zur Basis
(02 ® 0y)z,yeq definierte Abbildung w : G x G — k ein Kozykel von G nach k* ist. O
4.2.5 Bemerkung

Sei H eine abelsche Untergruppe von G und (kG, m,n, A, e,S) die triviale Hopfalgebra. Es sei 2 =
> e yen w(T,y)0; ® 0y mitw(z,y) € k™ fiiralle z,y € H ein kounitel Kozykel. Da kH kommutativ
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ist, sind alle Bedingungen aus Satz 4.1.4/ erfiillt. Also ist u := m((id ®5)(2)) invertierbar und Sg,
mit Sq(h) := wS(h)u~! fiir alle h € kG ist eine Antipode zu der Bialgebra (kG,m,n, Aq, ).
Weiter gilt:

u = m(id®Ss)(Q)

= Z w(m,y)6$S(5y)

z,yeG

= Z w(z,y)0:0,-1
z,yeG

= Zw(x,xil)&c.
zeG

Konjugieren mit einem symmetrischen Twistelement erzeugt aus einer kokommutativen Hopfalgebra
wieder eine kokommutative. Unser Interesse gilt also hauptsidchlich den nicht-symmetrischen kouni-
tel Kozykeln. Die nicht-symmetrischen kounitel Kozykeln stehen im Fall einer kommutativen Grup-
penalgebra in Bijektion zu den nicht-symmetrischen 2-Kozykeln. Das folgende Beispiel gibt einige
nicht-symmetrische 2-Kozykeln abelscher Gruppen an.

4.2.6 Beispiel (vgl. [Nik98, 2.9])

Es sei G := (), x C, eine elementar-abelsche Gruppe vom Rang 2. Es sei p # 2 und ¢ € k eine primi-
tive p-te Einheitswurzel. Dannistw : G x G — k*,w((i, j), (k,1)) = ¢ ein nicht-symmetrischer
2-Kozykel von G in k*.

Es sei ¢ eine primitive 4-te Einheitswurzel. Im Fall p = 2 liefert w : G x G — k™ mit

w(s,t) = w(t,st)=
w(lu) = w(u,l)
(

v,u) = w(u,v)

(st,s) = (¢ fiir Erzeuger s,t € G
(u,u) =1 firalleu € G

w 1 firalle u,v € G

einen nicht-symmetrischen 2-Kozykel von G in k*.

Da zyklische Gruppen nur symmetrische 2-Kozykeln besitzen, sind die elementar-abelschen Gruppen
vom Rang 2 aus Beispiel 4.2.6 die kleinsten abelschen Gruppen, die einen nicht-symmetrischen 2-
Kozykel besitzen.

Der folgende Satz liefert eine hinreichende Bedingung dafiir, dass die getwistete Hopfalgebra einer
Gruppenalgebra mit trivialer Hopfalgebrenstruktur nicht kokommutativ ist.

4.2.7 Satz (vgl. [Nik98, 2.10])

Es sei G eine endliche Gruppe, k ein beliebiger Korper, (kG,m,n, A, e,S) die triviale Hopfalgebra,
H eine abelsche Untergruppe von G und F' der grofite Normalteiler von G, den H enthélt (dieser ist
eindeutig bestimmt: es gilt F' = [ gec 9H g 1).Essei Q € kH ® kH ein Pseudo-Kozykel von kG ®
kG. Weiter sei 7w : kH — k(H/F) die kanonische Surjektion. Gilt (7 @ 7)(2) # (7 ® 7)(7(Q2)),
dann ist Ag nicht kokommutativ. (Bei [Nik98, 2.10] steht nur (7 ® 7)(2) # (7 @ m)(7(£2)).)

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass aus (7 @ 7)(Q) = a(r @ m)(7(2)) fiir ein a € k folgt, dass
a = 1 ist. Es gilt (7 ® m)(7(2)) = 7(7 @ 7)(2). Seien (x;)1<i<n die Elemente von H/F, dann
bilden sie eine Basis von k(H/F). Ist (1 @ m)(7(Q)) = >0,y w(@i, zj)2; ® 2 mitw(z;, z;) € k
fiiralle 1 <4,j < n,dannist (7 @ 7)(Q) = >°1';_; w(®s, ¥5)z; @ ;. Da Q eine Einheit und 7 @ 7
ein Algebrenhomomorphismus ist, ist auch (7 @ 7)(12) eine Einheit. Also ist ein w(x;, ;) # 0 und
a ist ungleich 0. Dann gilt aber > 1", aw(z;, v5)z; @ 75 = a(r @ 7)(17(Q)) = (7 @ 7)(Q) =
>oije1 w(Ti, i)z ® x; und damit aw (74, 75) = w(x), ;) = atw(z;, z;) firalle 1 < 4,5 < n.Es
gilt also a® = 1.

Essei Q7! - 7(Q) = > ghec @(g:h)g @ h, wobei a(g, h) = 0 fiir alle (g,h) ¢ H x H ist. Aus

(1@ 7m)(Q) # £(r @ 7)(7(Q)) folgt (1 ® 7)(Q~! - 7(2)) # £1 ® 1. Angenommen es gelte
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a(g, h) = 0 fiir alle Paare (g, h) ¢ F x F.Dannist (1 ® 7)(Q71 - 7(2)) = al ® 1. Aus dem ersten
Teil folgt dann @ = +1 im Widerspruch zur Voraussetzung. Es muss also ein Paar (g, h) ¢ F x F
mit a(g,h) # 0 geben. Da F' der groBte Normalteiler von G in H ist, existiert ein ¢t € G, so dass
(tgt=1,tht=') ¢ H x H ist. Hieraus folgt a(tgt—*, tht~!) = 0.

Angenommen es sei Q7! - 7(Q2) € Z(A(kG)), dann gilt

Y almyzey = Q7 -7(Q)
z,yeG
= ATHEOQT-T(Q)A®)
t et HEQ -7 Q) (tet)

= Z alz,y)(t ot @t yt)
z,yeG

= > altat Lyt Nz ey,
z,yeG

und somit durch Koeffizientenvergleich a(tgt—!,tht~!) = a(g,h) # 0. Dies ist ein Widerspruch.
Also gilt Q71 - 7(Q) € Z(A(kG)). Mit Satz/4.1.5! folgt die Behauptung. O

4.2.8 Bemerkung

Sei (kG,m,n,A,¢e,S) die triviale Hopfalgebra. Weiter seien alle Voraussetzungen von Satz 4.2.7
erfiillt und €2 zusitzlich kounitel. Dann ist (kG,m,n, Aq, €, Sq) eine nicht kokommutative Hopfal-
gebra. Insbesondere ist die Méchtigkeit der Menge ihrer gruppen-dhnlichen Elemente echt kleiner als
die Michtigkeit von G.

4.2.9 Korollar

Es sei G eine endliche Gruppe und H eine abelsche Untergruppe von G, die keinen nicht-trivialen
Normalteiler von G enthilt. Mit (kG, m,n, A, e, S) bezeichnen wir die triviale Hopfalgebra. Ist 2 €
kH ® kH ein nicht-symmetrischer kounitel Pseudo-Kozykel, dann ist (kG,m,n,Aq,e, Sq) eine
nicht kokommutative Hopfalgebra.

Beweis: Da H keinen nicht-trivialen Normalteiler aus G enthélt, ist ' aus Satz 4.2.7! die triviale
Gruppe und 7 = id. Nach der Definition des Kozykel ist der Fall Q@ = —7(Q2) nicht moglich, da
w(z,1) =w(l,z) = 1firalle z € H gilt. Da Q # 7(£2) ist, folgt aus Satz 4.2.7 die Behauptung. [

4.2.10 Bemerkung

Sei G eine endliche Gruppe und (kG,m,n,Aq,e,Sq) eine Hopfalgebra, die durch Twisten aus
der trivialen Hopfalgebra (kG, m,n, A, ¢, S) entsteht. Dann sind alle Elemente aus Z(G) gruppen-
dhnliche Elemente, da A(Z(G)) C Z(G) ® Z(G) C Z(kG ® kG) und damit

Aqa(g) = QA(9)Q ' =A(g) =g®yg

fir alle g € Z(G) gilt. Ist Ag nicht kokommutativ, dann gilt fiir die Anzahl der gruppen-dhnlichen
Elemente: | Z(G)| < |G(kG)| < |G].

4.3 Twisten im Fall einiger spezieller Gruppen

Sei k ein Korper mit den Eigenschaften aus dem vorhergehenden Abschnitt.

4.3.1 Lemma (vgl. [Hof00])
Es sei G eine endliche, nicht-abelsche, einfache Gruppe. Dann besitzt G eine abelsche Untergruppe
Hmit H = Cy x Cs.
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Fiir den Beweis dieses Lemmas benutzen wir:

4.3.2 Theorem (Glaubermans Z*-Theorem)
Es sei G eine endliche Gruppe, t € G eine Involution, Oy (G) der grofite Normalteiler von G ungera-
der Ordnung und G* := G/O4(G). Gilt t% N Cg(t) = {t}, dannist t* € Z(G*).

Beweis von Lemma 4.3.1: Da G eine einfache, nicht-abelsche Gruppe ist, ist |G| nach dem Satz von
Feit-Thompson gerade. Daraus folgt, dass G eine Involution ¢ € G besitzt und Oy (G) die triviale
Gruppe ist. Damit ist G* = G. Angenommen es sei t© N Cg(t) = {t}, so folgt aus Satz 4.3.2, dass
t in Z(G) liegt. Da G einfach und nicht-abelsch ist, gilt Z(G) = {1}. Dies ist ein Widerspruch. Es
existiert also ein t9 € C(t)\ {t} firein g € G. Danniist (¢, t9) = Cy x Co die gesuchte Untergruppe.
O

4.3.3 Satz (vgl. [Hof00, Lemmal])
Es sei G eine endliche, nicht-abelsche, einfache Gruppe. Dann existiert eine nicht kokommutative
Hopfalgebrenstruktur auf £G.

Beweis: Es sei (kG,m,n, A, e,S) die triviale Hopfalgebra. Nach Lemma 4.3.1 besitzt G eine

elementar-abelsche Untergruppe H vom Rang 2. Jede elementar-abelsche Untergruppe vom Rang 2
besitzt nach Beispiel 4.2.6| einen nicht-symmetrischen 2-Kozykel w in k* und somit existiert nach
Satz 4.2.4 ein nicht-symmetrischer kounitel Kozykel 2 € kH ® kH. Mit Korollar 4.2.9|folgt, dass
(kG,m,n,Aq, e, Sq) eine nicht kokommutative Hopfalgebra ist. O

4.3.4 Korollar
Sei G eine endliche Gruppe, die eine einfache, nicht-abelsche Untergruppe IV besitzt. Dann existiert
eine nicht kokommutative Hopfalgebrenstruktur auf kG.

Beweis: Es sei (kG,m,n,A,e,S) die triviale Hopfalgebra. Da N einfach und nicht-abelsch ist,
enthélt N nach Lemma 4.3.1/ eine elementar-abelsche Untergruppe H vom Rang 2, die keinen Nor-
malteiler von IV, also auch keinen Normalteiler von GG enthilt. Nach Beispiel 4.2.6/ und Satz 4.2.4
existiert also ein nicht-symmetrischer kounitel Kozykel 2 € kH ® kH. Mit Korollar 4.2.9 folgt, dass
(kG,m,n,Aq, e, Sq) eine nicht kokommutative Hopfalgebra ist. O

Fiir jede Gruppenalgebra einer nicht-abelschen Gruppe G, die eine elementar-abelsche Untergruppe
vom Rang 2 besitzt, welche keinen Normalteiler der Gruppe enthilt, kann durch Twisten der trivialen
Hopfalgebra eine nicht kokommutative Hopfalgebra erzeugt werden. Wir untersuche im Folgenden
Gruppen, die diese Eigenschaften nicht erfiillen, fiir die also entweder 1. oder 2. zutreffen:

1. Es existiert keine Untergruppe, die elementar-abelsch vom Rang mindestens 2 ist.
2. Jede elementar-abelsche Untergruppe vom Rang 2 enthélt einen Normalteiler der Gruppe.

Angenommen die Gruppe erfiillt Bedingung 1 oder 2. Dann erfiillt auch jede p-Sylowgruppe 1 oder
2. Findet man umgekehrt einen kounitel Pseudo-Kozykel einer p-Sylowgruppe, der die Bedingungen
aus Satz 4.1.4 erfiillt und eine nicht kokommutative Hopfalgebra erzeugt, so gilt dies auch fiir die
gesamte Gruppe. Wir kénnen uns bei der Untersuchung also auf p-Gruppen zuriickziehen.

4.3.5 Lemma
Eine p-Gruppe G besitzt genau dann eine elementar-abelsche Untergruppe vom Rang mindestens 2,
wenn G eine abelsche, nicht-zyklische Untergruppe besitzt.

Beweis: Jede elementar-abelsche Gruppe vom Rang mindestens 2 ist nicht-zyklisch. Sei umgekehrt
U eine abelsche, nicht-zyklische Untergruppe. Nach dem Satz fiir endlich-erzeugte abelsche Gruppen
ist U das direkte Produkt zweier nicht-trivialer p-Gruppen. Also enthélt U eine elementar-abelsche
Untergruppe vom Rang 2. 0
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4.3.6 Satz (vgl. [Kur77, 4.13] )
Sei G eine endliche p-Gruppe, deren abelsche Untergruppen zyklisch sind. Dann ist G zyklisch oder
eine verallgemeinerte Quaternionengruppe. U

4.3.7 Bemerkung

Mit Lemma 4.3.5/und Satz 4.3.6/ folgt, dass jede endliche, nicht-abelsche p-Gruppe genau dann keine
elementar-abelsche Untergruppe vom Rang mindestens 2 besitzt, wenn sie eine verallgemeinerte Qua-
ternionengruppe ist. Die endlichen nicht-abelschen Gruppe, die Bedingung 1 erfiillen, sind also genau
die Gruppen, deren p-Sylowgruppen zyklisch oder verallgemeinerte Quaternionengruppen sind.

4.3.8 Definition ,
Es sei G eine endliche p-Gruppe. Dann ist Q;(G) := <x €GP = 1>.

4.3.9 Lemma

Es sei G eine endliche p-Gruppe. Dann ist 2;(G) eine charakteristische Untergruppe von G und jede
elementar-abelsche Untergruppe von G ist in Q1 (G) enthalten. O
4.3.10 Satz

Sei G eine nicht-abelsche, endliche p-Gruppe, p # 2, mit einer maximalen Untergruppe, die zyklisch
ist. Dann ist 24 (G) eine elementar-abelsche Gruppe vom Rang 2. Damit ist 21 (G)) nach Lemma4.3.9
die einzige elementar-abelsche Untergruppe vom Rang 2 und ein Normalteiler von G.

Beweis: Sei |G| = p". Nach Satz [Hup67, 14.9] ist G das semi-direkte Produkt der maximalen
zyklischen Gruppe (x) mit einer Gruppe (s) der Ordnung p mit z° = 217" "' Die Gruppe G ist
nilpotent, also ist jede maximale Untergruppe ein Normalteiler. Nach Satz [Kur77, 4.4] gilt fiir jeden
maximalen abelschen Normalteiler N einer p-Gruppe H, dass C'y(N) = N ist. Damit ist C({(z)) C
(z) also Z(G) C (x). Da szPs~! = zP gilt, muss (xP) C Z(G) sein. Da G nicht-abelsch ist, gilt
Z(G) = (zP). Damit ist |G /Z(G)| = p?. Es folgt, dass G/Z(G) abelsch ist. Nach Satz [Kur77, 4.8]
ist also (gh)P = gPhP fir alle g,h € G. Alsoisty : G — G,g — ¢P ein Endomorphismus mit
Kern(y)) = Q1(G) = {g € G | g = 1}. Da Bild(y)) = (aP) ist, folgt [21(G)| = p®. Da alle
Elemente in 21 (G) Ordnung p haben, ist 21 (G) eine elementar-abelsche Gruppe vom Rang 2. Zum
2. Teil der Behauptung: Da jede elementar-abelsche Untergruppe vom Rang 2 nach Lemma 4.3.9/in
Q41 (G) enthalten ist, ist sie nach dem ersten Teil auch gleich Q1 (G). Da Q1 (G) eine charakteristische
Untergruppe von G ist, ist sie insbesondere ein Normalteiler von G. (]

4.3.11 Satz (siehe [Hup67, 14.9])
Sei G eine nicht-abelsche endliche 2-Gruppe mit |G| = 2", die eine maximale zyklische Untergruppe
besitzt. Dann ist G entweder

. . -1 _ _

1. eine Diedergruppe, G = (x,s | 22" =s>=1,sxs ' =z}
) ?
2. eine Verallgemeinerte Quaternionengruppe,
n—1 n—2 _ _
G:<:z:,s|a:2 =1, =2 "szs =z 1>

. . . -1 _ _ -2

3. eine Quasi-Diedergruppe, G = (z,s | 22" =s? =1,sxs ! =2~ 1+2"
) 9
—1 _ —2

4. G:<JJ,S|$2" =52 =1,srs ! =z!+?" >
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4.3.12 Satz (Twisten in den Fillen von Satz 4.3.11)
Die Diedergruppe der Ordnung 4n, n > 2, die verallgemeinerte Quaternionengruppe der Ordnung
4dn, n > 2, die Quasi-Diedergruppe der Ordnung 2", n > 3 und die Gruppe

n—1 _ n—2
G:<x,5|x2 =2 =1,sxs ! =212 >

der Ordnung 2", n > 4 besitzen eine nicht kokommutative Hopfalgebrenstruktur, die durch Twisten
aus der trivialen Hopfalgebra hervorgeht.

Beweis:

1. Vergleiche [Nik98| 5.3]. Im Fall dass G = <a:, s|a?=s2=1,sws1 = a:_1> eine Dieder-
gruppe der Ordnung 4n ist, ist N = {z"*1s, xs, 2™, 1} eine abelsche Untergruppe isomorph
zu Z/27 x 7./27. Mit dem in Beispiel 4.2.6/ beschriebenen nicht-symmetrischen Kozykel der
727 x 7Z/2Z kann man sich einen nicht-symmetrischen kounitel Kozykel wie in Satz4.2.4
konstruieren und erhélt mit b := ", ¢ = s :

Qlr(Q) = 1/41e1+10c+10b+1®ch
+c®1+cRQc—c®b—c®cd
+HR1-0Rc+bR®b—-b®cd
+cb®1—cb®@c—cb® b+ cb® cb.

Weiter gilt 1oz = b, 27 cx = 2~ 's und 2~ 'beax = 2™~ 5. Man rechnet nach, dass
o) (@7 r(@) - (o w) £ ()

ist. Also ist Q1 - 7(Q) ¢ Z(A(kG)). Nach Satz4.1.5/ist die neue Komultiplikation A nicht
kokommutativ.

2. Siehe [Nik98, 5.4].

3. Sei G = <a;, s|a? =52 =1,sws ! = a;*1+2"_2> eine Quasi-Diedergruppe. Nach Satz
[Kur77, 4.4] ist Z(G) C (x). Es gilt genau dann z! € Z(G), wenn sz!s™! = z! ist. Dies
ist genau dann der Fall, wenn | = —[ + (2”72 Mod 2"~ 1. Also ist Z(G) = <x2n_2>. Sei

b:= 22", dannist N = {1,s,b, sb} eine Untergruppe, die isomorph zu Z /27 x Z/27Z ist.
Verwendet man den Kozykel aus Beispiel 4.2.6, so erhélt man den kounitel Kozykel (2. Man
rechnet nach, dass

Q) = 1/41@14+10s+10b+ 1 sb
+5@1+s5®5—5®0b—s5®sb
+R1-bRs+b2b—-b®sb
+sb®1—sb®s—sb®@b+ sb® sb]

gilt. Es gilt zbz~! = b, zs2~! = sbx~2 und zsbz~! = sz 2. Also ist
(@) (@7 7(Q) - @ @) £ -7(Q)

und damit Q= - 7(Q) € Z(A(kG)). Die neue Komultiplikation Ag ist nach Satz 4.1.5 nicht
kokommutativ.

4. Sei G = <x, s|a? T =2 =1,s0s = x1+2n_2>, n > 4. Dannist Z(G) = (x?). Sei ¢ :=

22" und b := As. Es gilt b2 = 8 € Z(@), b® = ¥s, und b* = 1. Dann ist B := (b) = Cj.
Man definiere den Pseudo-Kozykel w : B ® B — k durch:
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e w(b,b?) =w®? b?) =w(b?b) =i
e w(Ll)=w(l,)=w(,l)=1
o w(r,l)=w(l,r) !irallel,r € B.
Mit der Konstruktion aus dem Beweis von Satz 4.2.4/erhélt man ein Element €2 aus der Einhei-
tengruppe von kB ® kB. Dann ist € kounitel, denn w(1,l) = w(l,1) = 1 fiiralle | € B. Es
bleibt zu priifen, ob (2 erstens ein Pseudo-Kozykel ist und zweitens eine nicht kokommutative
Hopfalgebra erzeugt. Man rechnet nach, dass 6Q = 101®1—1/4(1-b*)® (1 -b*)® (1 —b?)

gilt. Da b = ¢? € Z(G) ist, ist auch 5 ein Element des Zentrums von kG ® kG ® kG. Also
ist €2 ein kounitel Pseudo-Kozykel von kG. Weiter rechnet man nach, dass

Q1 r(Q) = 141e1+10b+1e +100°
+bR1-bRb—bRb +b® b
+PR1 - @b+ @b - @b
+3 Q1+ @b — b @b — b3 Qb7

gilt. Es gilt: bz~ = cs, 2b?2~! = b? und b3z ! = ¢”s. Damit ist

(z@z)- (7)) er) = 1M4101+1@cs+10b0° +10c's
+es®@1 —cs@es—cs @b +es@c's
+PR1-bRcs+ 0@V —b*®c’s
+c's@1+cs@b—c's@b* —c's®cs
#077(9Q),

da die Elemente c”s und cs keine Elemente von B sind. Also ist Q=1 - 7(Q) ¢ Z(A(kG)). Es
folgt, dass Aq nach Satz 4.1.5/ nicht kokommutativ ist. O

4.3.13 Bemerkung

1. Sei G eine quadratfreie Gruppe, d.h. es existiert keine Primzahl p, so dass p? ein Teiler von

|G| ist. Dann sind alle abelschen Untergruppen von G zyklisch. Da alle 2-Kozykel zyklischer
Gruppen symmetrisch sind, existiert kein unsymmetrischer kounitel Kozykel einer abelschen
Untergruppe.

. Die Hopfalgebrenstruktur von Gruppenalgebren abelscher Gruppen kann durch Twisten nicht

verdandert werden. Insofern ist nicht jede Hopfalgebrenstruktur einer endlichen Gruppe ein
Twist der trivialen Hopfalgebrenstruktur.

4.3.14 Beispiel

Seien G und H Gruppen der Ordnung 32, die in der GAP Library der Small Groups unter Nummer
13 bzw. 14 zu finden sind. Dann sind CG und CH als Algebren isomorph, da H und G die gleichen
Charaktergrade haben. Also hat CG eine Gruppenbasis H, die isomorph zu H ist. Seien Hy bzw. Hs
die trivialen Hopfalgebrenstrukturen auf CG zu den Gruppenbasen G und H. Seien chi und chy die
Charakterringe zu den Hopfalgebren H; bzw. Ho. Dann sind diese nicht isomorph. Nach Satz 4.1.6
gehen H; und Hy also nicht durch Twisten auseinander hervor.



Kapitel 5

Beispiele von Hopfalgebren

5.1 Beispiele von Hopfalgebren in Korpern positiver Cha-
rakteristik

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass sich die Ergebnisse aus Kapitel 3 im Allgemeinen nicht auf
Hopfalgebren iiber Korpern positiver Charakteristik iibertragen lassen. Es existieren namlich ko-
kommutative Hopfalgebren iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern positiver Charakteristik, die
auBler der 1 kein gruppen-dhnliches Element besitzen. Eine Hopfalgebrenstruktur auf der universell
Einhiillenden einer Lie-Algebra ist dabei von zentraler Bedeutung.

Wir leiten zunéchst einige im weiteren Verlauf benétigte Hilfssétze her.

5.1.1 Lemma
Es sei H eine Algebra und I ein zweiseitiges Ideal von H. Dannist I ® H + H ® I ein zweiseitiges
Ideal in H ® H und H/I ® H/I istisomorph zu (H ® H)/(I ® H + H ® I) als Algebra.

Beweis: Es sei @ : H® H— H/I X H/I mit Z(h) h(l) X h(Q) — Z(h)(h(l) + I) (039 (h(g) -+ I)
der kanonische Algebrenhomomorphismus. Jedes Element i € I ® H hat eine Darstellung der Form
h = Z(h) h(1) ® h(z), wobei die 1) in I liegen. Also liegt [ @ H im Kern von .

Genauso folgt, dass H ® I € Kern(y) ist und damit liegt auch / ® H + H ® I im Kern von ¢.
Somitist p: (HQH)/(I®H+H®I) — H/IQH/Imitg(x+(I® H+ H®I)) = px)
wohldefiniert und ein Algebrenhomomorphismus.

Esseiv: HIIQH/I - (HRH)/(IQH+H®I) mitz(h)(h(l) + 1)@ (hey+1) — Z(h) h1)®
hey+ (I ® H + H ® I) gegeben. Dann ist ¢» wohldefiniert und ¢ ist ein Algebrenhomomorphismus
mit der Eigenschaft ) o ¢ = id und ¢ o 1) = id. Somit ist ¢ ein Algebrenisomorphismus. O

5.1.2 Satz
Es sei (H, m,n,A, ¢, S) eine Hopfalgebra und I ein zweiseitiges Ideal in H mit den Eigenschaften

e A)SI®H+H®I
o ¢(I)={0}
o S(I)<I
Dann ist (H/I,A’,¢’,S") mit der kanonischen Algebrenstruktur eine Hopfalgebra wobei:
e AN'h+ 1) =y AR +(IH+H®I))
o /(h+1):=¢(h)
e S'(h+1):=S(h)+1
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Beweis: Nachrechnen. O

5.1.3 Beispiel (Eine Hopfalgebrenstruktur der universell Einhiillenden)
1. Essei V ein Vektorraum iiber einem Ko6rper & und TV die von V erzeugte Tensoralgebra. Dann
liefert

e A(l) =Il®14+1x1eTVRTV
e c(l):=0€k
e S():=-leTV

fiir alle [ € V eine Hopfalgebrenstruktur auf 7'V, wenn man A und ¢ als Algebrenhomomor-
phismus und S als Antialgebrenhomomorphismus auf 7'V fortsetzt.

2. Es sei L eine Lie-Algebra iiber einem Korper k£ und UL die universell Einhiillende von L.
Das Tensorprodukt der Multiplikation in 7L bezeichnen wir mit X. Dann ist UL = T'L/I mit
I:={(aXb—bXa—[a,b]|abeL).Essei : L — UL, | — [ die Einbettung von L in
U L. Dann liefert

e N()i=Il®1+1®1cUL®UL
gl):=0€k
o S'(I):=-l€UL
fiir alle ! € L eine Hopfalgebrenstruktur auf U L.
Beweis:

1. Da die obigen Abbildungen auf V' linear sind, folgt aus der universellen Eigenschaft der Ten-
soralgebra, dass sich A und ¢ auf T'V als Algebrenhomomorphismen eindeutig fortsetzen las-
sen. Essei7 : TV — TV derdurcha; X ---Xa, — a, Xa,_1 X---Xao X a fiir alle
a; € V,1 <i <nundn € N definierte Antialgebrenhomomorphismus. Die lineare Abbildung
S:TV — TV,l — —I mitl € V 14Bt sich eindeutig zu einem Algebrenhomomorphismus
auf TV fortsetzen. Also ist S := 7 o S als Antialgebrenhomomorphismus eindeutig auf 7'V
fortsetzbar. Es geniigt dann nachzurechnen, dass A, ¢, S die Hopfalgebren-Eigenschaften auf
V C TV erfiillen.

2. Wir zeigen, dass fiir A, e, .S aus 1. gilt:

e AI)=I®TL+TL®I
e c(I)=0
e S(I)C1I
Da I ein zweiseitiges Ideal ist, geniigt es, dies fiir die Erzeuger von I nachzurechnen. Sei also
i:=a®b—bXa—[a,b] € I ein beliebiger Erzeuger in I mit a,b € L. Mit * bezeichnen wir
die Multiplikation in 7'L ® T'L. Dann gilt:
A1) = Afa)* Ab) — A(D) * A(a) — A(a, b))
= (a®14+10a)*x(b®1+100) - b1+10)*x(a®1+1®a)
—[a,b) ®1—-1® [a,b]
= @R)R1+b®a+a®b+1® (aXb) - (bXa)®1
—a®@b-b®Ra—-1® (bXa)—[a,b]®1—-1® [a,b]
= (a¥h)®1—-(0Na)®1—[a,b]®1
+1®(aXb) —1® (bXNa) —1® [a,b
= (aXb-bNa—[a,b)®1+1®(aXb—-bXa—[a,b])
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Damit ist
A(G) eI R@TL+TL®Iunde(i) =0,

S(i) = S(b)X S(a) — S(a) X S(b) — S([a,b])) =bRa—a®b—[ba] €1

wenn man benutzt, dass S ein Antialgebrenhomomorphismus ist. Mit Satz/5.1.2! folgt dann die
Behauptung. O

Der Vollstindigkeit halber zitiere ich ohne Beweis den folgenden

5.1.4 Satz (siehe [Swe69, Theorem 13.0.1])

Sei H eine irreduzible, kokommutative Hopfalgebra iiber einem Korper der Charakteristik 0. Dann ist
H als Hopfalgebra isomorph zu der universell Einhiillenden von P(H ) mit der Hopfalgebrenstruktur
von Beispiel 5.1.3, Teil 2.

5.1.5 Satz
1. Essei k[z1,...,x,] der Polynomring in n Unbekannten. Dann ist k[z1, ..., 2] eine Hopfal-
gebra mit:

o ¢'(2;)=0
o S'(x;) = —u;
firallel <7 <n.

2. Sei k ein Korper der Charakteristik p, H := klx1,...,z,]/(z], ..., 2h) , I :== (2}, ... 2})
und z; :=x; + I € H fiiralle 1 < ¢ < n. Dann ist H eine Hopfalgebra mit:
° A(i‘i):fi®1+1®fi
° S(SEZ) =0
° S(fl) = —T;
firallel <7 <n.
3. Essei G = (g1,...,9n) cine elementar-abelsche Gruppe vom Rang n, p die Primzahl mit

g? = 1fiiralle 1 <4 < nund k ein Korper der Charakteristik p. Dann ist kG isomorph zu H
aus 2. als k-Algebra und kG ist eine Hopfalgebra mit:

e Ag))=09i®1+1®g —-1®1
° c(gi) =1
o S(gi) = —gi+2

firallel <7 <n.
Beweis

1. Der Polynomring k[z1, ..., x,] ist die universell Einhiillende der n-dimensionalen abelschen
Lie-Algebra. Nach Beispiel 5.1.3] Teil 2. ist (k[z1,...,zy], A, €, S) eine Hopfalgebra.

2. Wir zeigen, dass I die Bedingungen aus Satz/5.1.2 erfiillt. Es seien (A’, ', S”) die Abbildungen
zur Hopfalgebra aus 1. Da A’ und &’ Algebrenhomomorphismen sind und S’ ein Antialgebren-
homomorphismus ist, gilt: A'(2?) = 2! @1+ 1@z e IS H+ H®I, &) =0

i
und S'(z¥) = —af € I fiir alle 1 < ¢ < n. Damit sind die Bedingungen erfiillt und

(H,m,n, A, ¢, S) ist eine Hopfalgebra.
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3. Sei H wie in Teil 2. Die Gruppenalgebra kG wird als Algebra von gy, ..., g, erzeugt. Da
(z; + 1)P = 1 = g¥ ist, ist liefert die Abbildung ¢ : kG — H mit g; — z; + 1 fiir alle
1 < ¢ < n einen eindeutig bestimmten Algebrenhomomorphismus. Da H als Algebra von
Z1+1,...,Z, + 1 erzeugt wird, ist ¢ surjektiv. Da kG und H beide die Dimension n haben,
ist ¢ bijektiv, also ein Algebrenisomorphismus. Der Rest folgt aus Satz1.2.17. O

5.1.6 Satz
Es sei (H,m,n, A, ¢, S) eine Hopfalgebra wie im 2. Teil von Satz5.1.5. Dann ist G(H) = {1}.

Beweis: Es sei A die Menge der n-Tupel mit Eintragen aus {0, 1,...,p — 1}. Dann bildet die Menge
{ITiz, 2" | e € A} eine Basis von H. Sei g = > 4 @e |1 #;* mit a, € K fiir alle e € A ein
gruppen-dhnliches Element. Dann gilt:

n n n

Yoaa([[25 @[]+ = gog9=2>)=> aA(]]5)
=1

elcA i=1 i=1 ecA

n

= ZaeHA(a:?) = ZaeHA(a:i)ei

ecA =1 ecA =1

n
= > a[[@el+lex)"

ecA i=1

€
- eIy (j) ®

e€A  i=1j=0

SR SR | (A E

€A {(jomin) ([T, [0ei]) ANPYi=1 N

S SIS SRR (W [V € 1 S

e€A  {(1,dn) €T [0,e:]) NN} i=1 =1

Sei w € A das Element, welches unter allen Elementen mit Koeffizienten a,, # 0 die maximale
lexikographische Ordnung hat. Angenommen w # (0, ..., 0). Dann ist der Koeffizient des Elementes
[Ty =" @ [1iz, ;" auf der linken Seite der Gleichung gleich a3,. Sei [[}_; ;" ® [[iL, #}" =
[T, ) @1l =i 7. Dannist j; = w; und e; — j; = w; fiiralle i = 1, ..., n. Daraus folgt j; # 0
fireini € 1,...,nunde; = w; + j; firallei = 1,...,n, alsoist e > w. Damitist a. [[;-, (2) =0,
also a. = 0,da [}, (jz) # 0 fiir e; < p — 1. Es folgt durch Koeffizientenvergleich a,, = 0. Dies ist
ein Widerspruch. Also ist w = (0, ..., 0) und damit ist ¢ = 1 das einzige gruppen-dhnliche Element.
]

5.1.7 Bemerkung

Es sei p eine Primzahl, G eine elementar-abelsche p-Gruppe und k ein Korper der Charakteristik p.
Dann liefert die Hopfalgebra aus Satz 5.1.5 Teil 3 eine kokommutative Hopfalgebrenstruktur auf £G,
die nach Lemma 5.1.6/nur die 1 als gruppen-dhnliches Element besitzt.

5.2 Hopfalgebren iiber Ringen

5.2.1 Lemma (vgl. [Hig40, Theorem 3])

Sei G eine endliche, abelsche Gruppe, K eine endliche Korpererweiterung von Q und C' der ganze
Abschluss von K. Dann sind die Einheiten endlicher Ordnung in C'G genau die Elemente der Menge
{¢€g | g € G,( ist eine Einheitswurzel in C'}.



5.2. Hopfalgebren iiber Ringen 59

5.2.2 Satz

Sei GG eine endliche, abelsche Gruppe, K eine endliche Korpererweiterung von Q und C' der gan-
ze Abschluss in K. Ist (KG, m,n,A,¢,S) eine Hopfalgebra mit G(KG) C CG, dann hat jedes
gruppen-dhnliche Element e eine Darstellung der Form e = (g fiir ein Element ¢ € G und eine
Einheitswurzel ¢ mit ¢l9! = 1.

Beweis: Es sei e ein gruppen-dhnliches Element aus C'G. Jedes gruppen-dhnliche Element ist eine
Einheit endlicher Ordnung. Dann ist nach Lemma 5.2.1/ e = (g fiir eine Einheitswurzel ¢ und ein
Element g € G. Weiter gilt 1 = £(e) = (e(g), also £(g) = ¢(~!. Da ¢ ein Algebrenhomomorphismus
ist, gilt (7191 = 1. O

5.2.3 Bemerkung
Sei G eine endliche, abelsche Gruppe. Dann sind die Einheiten endlicher Ordnung in ZG genau die
Elemente der Menge X

G:={xg| g€ G}

Alle gruppen-dhnlichen Elemente sind in der Menge
G :={4g| g € Gund|g|ist gerade } U {g | g € G und |g| ist ungerade }

enthalten. O

5.2.4 Satz
Sei G eine endliche, abelsche Gruppe mit Hopfalgebrenstruktur (ZG,m,n,A,e,S) und A := {h €
ZG | e(h) = 1}. Dannist Bilde|s C {1, —1} und ANG die Menge der gruppen-éhnlichen Elemente.

Beweis: Da die Elemente von G Einheiten endlicher Ordnung sind und ¢ ein Algebrenhomomorphis-
mus ist, sind auch die Bilder von Elementen aus G Einheiten endlicher Ordnung. Da +1 die einzigen
Einheiten in Z sind, folgt Bilde|5 C {1, —1}. Fiir @ € G ist a und damit auch A(a) eine Einheit end-
licher Ordnung. Also ist A(a) = £u®v mitu, v € G nach Lemmal5.2.1. Mit der Koeins-Eigenschaft
folgt £e(u)v = a = £e(v)u. Daa = godera = —gfiirein g € G ist, folgt u = v = g. Sei zusitzlich
a € A.Danniste(g) = 1fira = gunde(g) = —1 fira = —¢g. Damitist A(a) =a®a =g ® g.
Also ist a ein gruppen-dhnliches Element. Umgekehrt ist jedes gruppen-dhnliche Element eine Einheit
endlicher Ordnung und liegt damit in G. Da jedes gruppen-ihnliche Element in A ist, folgt die zweite
Behauptung. U

5.2.5 Korollar
Sei G eine endliche, abelsche Gruppe mit Hopfalgebrenstruktur (ZG, m,n, A, ¢, 5) .

1. Hat G ungerade Ordnung, dann ist G' die Gruppe der gruppen-dhnlichen Elemente. Damit ist
(ZG,m,n, A e, S) die triviale Hopfalgebrenstruktur.

2. Sei G eine zyklische Gruppe gerader Ordnung mit Erzeuger g € . Dann ist entweder GG oder
—G := (—g) = G die Menge der gruppen-ihnlichen Elemente. Damit ist (ZG, m,n, A, e, S)
isomorph zur trivialen Hopfalgebra.

Beweis:

1. Da G ungerade Ordnung hat, ist G = G. Da alle Elemente aus G ungerade Ordnung besitzen
und Einheiten sind, gilt £(g) = 1 fiir alle ¢ € G. Nach Satz 5.2.4/ist G also die Menge der
gruppen-dhnlichen Elemente.

2. Ist g € A, dann ist G die Menge der gruppen-dhnlichen Elemente und (ZG,m,n, A, ¢, .S)
ist die triviale Hopfalgebra. Angenommen g ¢ A. Dann ist £(g) = —1 nach Satz 5.2.4.
Also ist —g € A und damit ist —G die Menge der gruppen-dhnlichen Elemente. Setzt man
¢ : ZG — ZG mit g — —g zu einem Algebrenhomomorphismus fort, dann liefert ¢ einen
Hopfalgebrenisomorphismus zwischen (ZG, m,n, A, e,S) und der trivialen Hopfalgebra auf
Z7G. g
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5.2.6 Satz

Es sei G eine endliche, abelsche Gruppe und (ZG, m,n, A, e, S) eine Hopfalgebra. Nach dem Satz
fiir endlich erzeugte, abelsche Gruppen ist G = G X (g2) X ... x {g;) mit G; := (g;) = Z/2™Z fiir
i = 2,...,l, wobei die ny, ..., n; natiirliche Zahlen sind und (z; eine Gruppe ungerader Ordnung.
Dann sind die ZG; < ZG Unterhopfalgebren fiir 1 < j < [ und (ZG,m,n, A, ¢, S) ist isomorph zu
einer Hopfalgebra des Tensor-Produkt ZG ® . . . ® ZG) wie in/1.2.6. Die Hopfalgebrenstrukturen auf
Z2G; fir 1 < j < [ sind nach Korollar 5.2.5 eindeutig bestimmt und jeweils isomorph zur trivialen
Hopfalgebra. Damit ist (ZG, m,n, A, e, S) isomorph zu der trivialen Hopfalgebra.

Beweis: ZG ist isomorph zu ZG1 ® - - - @ Z(G) als Algebra vermoge des Isomorphismus ¢ : ZG —
7G1®- - QZGimitg — gR1®---Rlfiralleg € G1,9; — 1@ - ®1®g IR - -®1firalle 1 <
i < 1. Aus dem Beweis von Satz/5.2.4 folgt, dass A(g) = +g®gund S(g) = +¢~ ! fiiralle g € G gilt.
Damit sind die ZG; < ZG Unterhopfalgebren fiir alle 1 < ¢ < [. Der Algebrenhomomorphismus ¢
liefert mit Satz!1.2.17/eine Hopfalgebrenstruktur auf ZG1 ®- - -QZG,;. Dadie ZG; < Z.G1®- - -QZGy
fiir alle 1 < ¢ < [ Unterhopfalgebren sind, hat die Hopfalgebra eine Struktur wie in Satz!1.2.6. O
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