Frobenius-Schur-Indikatoren in
Charakteristik 2

von
SEBASTIAN STIGLER

DIPLOMARBEIT

in Mathematik

vorgelegt der
Fakultat fiir Mathematik, Informatik und Naturwissenschaften der
Rheinisch-Westfilische Technische Hochschule Aachen
Mirz 2007

Angefertigt am
Lehrstuhl D fiir Mathematik
bei
Professor Dr. G. Hif3



il



Inhaltsverzeichnis

Notation v
Vorwort xiii
1. Theoretische Grundlagen 1
§ 1.1.Symmetrische Bilinearformen . . . . . ... ... ... ... ... ... 1
§ 1.2.Quadratische Formen . . . . . . . . ... . ... . ... . ... ... ... 9
§ 1.3.Die orthogonale Gruppe und der Satzvon Witt. . . . . . .. ... ... .... 17
§ 1.4.Die Klassifikation der (halb-)reguldren quadratischen Formen iiber endlichen
Korpern und deren orthogonale Gruppe . . . . . . ... ... ... .. .... 27
§ 1.5.Die Briicke zur Darstellungstheorie . . . . . . . .. ... ... ... ...... 32
2. Algorithmen 45
§ 2.1.G-invariante quadratische Formen algorithmisch bestimmen . . . ... .. .. 46
§ 2.1.1. Algorithmus und Korrektheit . . . . . .. .. ... ... .. ... .. 46
§ 2.1.2. Computer versus Bleistift und Papier . . . . ... ... ... ..... 50
§ 2.1.3. Grobe Laufzeit- und Speicherplatzanalyse . . . . . . .. ... ... .. 53
§ 2.2. Algorithmus zur Berechnung des Orthogonalitétstyp der quadratischen Form . 56
§ 2.2.1. Algorithmus und Korrektheit . . . . . . . ... ... ... ..., 56
§ 2.2.2. Grobe Laufzeit- und Speicherplatzanalyse . . . . . . . ... ... ... 61
§ 2.3.Die Anwendung der Algorithmen . . . . . . ... ... ... L. 62
3. Der FG-Modul ist fiir die Algorithmen nicht geeignet - was nun? 65
§ 3.1.Grundbegriffe aus der Kategorientheorie . . . . . . . .. ... ... ... ... 66
§ 3.1.1. Aquivalenz von Kategoriern und Morita-Aquivalenz . . . . ... ... 66
§ 3.1.2.Hom-und ®-Funktoren . . . . . .. . ... ... ... ......... 67
§ 3.1.3. Duale und kontragrediente Moduln . . . . .. ... ... ... .... 69
§ 3.2.Einfiihrung in die Technik der Kondensation . . . . . . . ... ... ... ... 70
§ 3.2.1. Der Kondensier- und Entkondensierfunktor . . . . . .. ... ... .. 71
§ 3.2.2. Treue und nicht treue Idempotente . . . . . . . .. ... ... ... .. 74
§ 3.2.3. Einige praktische Uberlegungen . . . . . . . ... ... ........ 76
§ 3.3. Anwendbarkeit der Kondensation auf unsere Probleme . . . . . ... ... .. 78
§ 3.4.Vorgehen bei nicht einfachen FG-Moduln . . . . . ... ... ... ...... 79
A. Eine Ubersicht der getesteten Darstellungen, deren Indikator und Witt-Index 85

1ii



Inhaltsverzeichnis

Literaturverzeichnis

Stichwortverzeichnis

v

95

97



Notation

Kapitel 1

DX,y ) 1
symmetrische Bilinearform.

Fro 2
der zu F orthogonale Untermodul (von E 2 F).

rad E e 2
das Radikal von E.

B 2
der zu E duale Modul.

D 2
der durch die Bilinearform b induzierte Homomorphis-
mus von E nach F*.

(B b) 2
ein Modul E mit symmetrischer Bilinearform.

X = (Xl e Xn) 3
der Koordinatenvektor von x = )’ x;e; beziiglich der Ba-
sise = (e1,...,ey).

T 3
die zur Matrix T transponierte Matrix.

ebe 3

die Gram-Matrix von b beziiglich der Basis e.
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Vorwort

Philosophieren, sagt er, heif3t,
eine schlechte Begriindung dafir
finden, woran man instinktiv
glaubt. Als ob der Mensch an
irgend etwas instinktiv glaubte!’

(Aldous Huxley, Schéne neue
Welt)

In dieser Arbeit wollen wir uns mit dem folgenden Problem beschiftigen: Gegeben sei eine
endlich erzeugte Gruppe G, ein endlicher Korper F der Charakteristik zwei und ein als F-
Vektorraum endlich dimensionaler FG-Modul V. Die Frage, die uns interessiert ist: trigt V eine
G-invariante regulédre quadratische Form (vgl. (1.72))?

Im ersten Kapitel erarbeiten wir die hierfiir notwendigen theoretische Grundlagen. Hierbei ori-
entieren wir uns an der Vorlesung Quadratische Formen von Prof. Nebe [Neb06] und dem
Buch Quadratische Formen von Martin Kneser [Kne02], da bei diesen Quellen nicht, wie bei
den meisten Quellen, der Charakteristik zwei Fall a priori ausgeschlossen wird.

Im zweiten Kapitel beschreiben wir zwei von Jon Thackray entwickelte Algorithmen, die zum
einen testen, ob ein gegebener FG-Modul eine G-invariante regulidre quadratische Form tragt
oder nicht, und zum anderen, falls der Modul eine solche quadratische Form trigt, zu welchem
der zwei Isometrietypen der Modul gehort.

Im letzten Kapitel fithren wir zunichst die Technik der Kondensation ein und untersuchen an-
schlieBend, ob wir mit Hilfe dieser Technik bei sehr groBen Moduln (im Bezug auf die Dimensi-
on) entscheiden kénnen, ob der Modul eine G-invariante reguldre quadratische Form trégt oder
nicht.

Dieses Kapitel, und damit auch diese Arbeit, abschlieBend wollen wir noch eine génzlich an-
deren Ansatz erwahnen. Hierbei wird die Untermodulstruktur eines Moduls mit G-invarianter
regulédrer quadratische Form benutzt um zu entscheiden ob ein Kompositionsfaktor eines be-
stimmten Faktormoduls eine G-invariante regulidre quadratische Form trigt oder nicht.

I Anm. des Autors: Gliicklicherweise betreiben wir hier Mathematik.
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SchlieBlich enthélt diese Arbeit noch drei weiter erwdhnenswerte Abschnitte: Ein Notationsver-
zeichnis, in welchem jedes Symbol und jede Schreibweise, die in dieser Arbeit verwendet wird
aufgefiihrt wird mit einer kurzen Erklidrung und der Erwidhnung der ersten Seite, auf der die-
se benutzt wird. Ein Stichwortverzeichnis in dem jeder definierte Begriff aufgefiihrt wird. Und
schlussendlich ein Liste aller mit den Algorithmen des zweiten Kapitels getesteter Moduln.
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Kapitel 1

Theoretische Grundlagen

Dies hier ist ein erstes Kapitel,
welches verhindern soll, daf3
vorliegendes Werkchen mit
einem zweiten Kapitel beginne.

(Franz Werfel, Stern der
Ungeborenen)

In diesem Kapitel werden wir uns mit einigen Grundlagen der Theorie der bilinearen und qua-
dratischen Formen {iiber beliebigen kommutativen Ringen (immer mit 1) beschiftigen. Neben
den wesentlichen Definitionen und Schreibweisen werden wir, dabei weitestgehend dem ersten
Kapitel von [Kne02] und der auf diesem Buch aufbauenden Vorlesung Quadratischen Formen
von Prof. Nebe [Neb06] folgend, den Wittschen Fortsetzungssatz (vgl. (1.41)) iiber einem be-
liebigen Korper beweisen. Dieser soll auch gleichzeitig einen Abschluss fiir die allgemeinen
Grundlagen der Theorie bilden.

Mit einem Blick auf das Kapitel 2 werden wir die endlich-dimensionalen (halb-)reguldren qua-
dratischen Rédume iiber endlichen Korpern klassifizieren. Die Klassifikation liefert zugleich auch
schon die Beweisidee fiir die Korrektheit des Algorithmus zur Berechnung des Witt-Index in
(2.11) fiir gewisse quadratische FG-Moduln.

Schlussendlich werden wir mit dem Lemma von Fong (vgl. [HB82, Seite 108, Theorem 8.13]
und (1.71)) und einigen darauf aufbauenden Sitzen dieses Kapitel beschlie3en.

§ 1.1. Symmetrische Bilinearformen

In diesem Abschnitt ist A ein kommutativer Ring, E ein A-Modul und b : EX E — A eine
symmetrische Bilinearform.

(1.1) Definition:
(a) Wir nennen die Elemente x und y aus E senkrecht zueinander oder orthogonal (beziiglich
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der Bilinearform b), falls b(x,y) = 0 ist.

(b) Fiir eine Teilmenge F von E nennen wir F+ := {y € E | b(F,y) = 0} den zu F orthogona-
len Untermodul. Wir nennen rad E := E* das Radikal von b.

(c) E heiBt orthogonale Summe der Untermoduln E1, . .., E,, in Zeichen

E=El. 1E =17 E,

wenn E direkte Summe der Untermoduln E, ..., E, ist und b(E;, Ej) = 0 fiiri # j.
(d) Fiir einen A-Modul E bezeichnet E* = Homy (E, A) den dualen Modul. [ |

Der nun folgende Satz gibt uns Auskunft dariiber, wann ein Teilmodul F von E ein orthogonales
Komplement in E besitzt. Das heifit, wann E = F 1 F* gilt.

1.2) Satz:
Sei F ein Teilmodul von E. Dann gilt fiir den Modulhomomorphismus

bp: E>F ;y- (F—> A x— b(x,y)):

(a) Der Kern von br ist F*+.
(b) Es gilt E = F | F* genau dann, wenn b eine Bijektion von F auf bp(E) induziert, wenn
also bp(E) = bp(F) istund F N F+ = {0} ist.

Beweis: (a) Mit Definition (1.1)(b) ist dies sofort klar.

(b) Ist E = F 1 F* so gilt bp(E) = bp(F L F*) @ bp(F). Weiter haben F und F* nach

Definition der orthogonalen Summe trivialen Schnitt.
Induziert umgekehrt by eine Bijektion von F auf bp(E), so gibt es zu jedem y € E genau
ein x € F mit bp(y) = bp(x). Dannist y — x € Kernbr = F*. FolglichistE=F 1 F-. 1

(1.3) Definition:
Ein Modul mit symmetrischer Bilinearform (E ,b) heiBt nicht ausgeartet, wenn bg injektiv ist,
also wenn E+ = {0} ist; (E, b) heiBt regulir, falls bg bijektiv und E endlich erzeugt und frei
ist. [ |

Um die Begriffe aus (1.3) auch auf einen Teilmodul F von (E, b) anwenden zu konnen, trigt F,
falls nichts anderes gesagt wird, stets die Bilinearform b|pxf.

Da die zur Einschrinkung gehorende Abbildung br : F — F* gleich der Einschriankung der
obigen Abbildung br : E — F* auf F ist, ist nun auch im Nachhinein klar, wieso auf die
Nennung des Definitionsbereichs E von b bei der Bezeichnung der Abbildung by verzichtet
wurde.

1.4) Satz:
Jeder regulire Untermodul F eines Moduls E mit symmetrischer Bilinearform spaltet als ortho-
gonaler Summand ab.



§ 1.1. Symmetrische Bilinearformen

Beweis: Fiir jeden Teilmodul F von E gilt folgende Inklusionskette
bF(F) c bF(E) CF".

Da F regulir ist, gilt in der obigen Kette an jeder Stelle die Gleichheit. Mit dem Kriterium aus
(1.2)(b) folgt die Behauptung. |

Als nichstes interessiert uns, wie sich die Eigenschaften ,,nicht ausgeartet™ und ,,regulir be-
zliglich orthogonaler Summen verhalten.

(1.5) Satz:
Eine orthogonale Summe von Moduln mit Bilinearform ist genau dann nicht ausgeartet bzw.
reguldr, wenn dies fiir jeden Summanden gilt.

Beweis: Ist £ = EB?:I E; so haben wir den kanonischen Isomorphismus E* =~ @:‘:1 E?. Ist
diese Summe auch noch orthogonal beziiglich b, so haben wir bg,| E; = 0 fiir i # j. Also ist
bg : E — E” genau dann injektiv (surjektiv), wenn alle bg, : E; — E; es sind. ]

SchlieBlich wollen wir Bilinearformen auf freien Moduln durch Matrizen beschreiben. Dabei
werden wir, in Anlehnung an das Computeralgebrasystem GAP [GAPOS5], die Koordinatenvek-
toren in freien Moduln als Zeilenvektoren schreiben. Dabei gilt: Ist e = (e, ..., e,) eine Basis
des Moduls und x = Y, x;e; ein Element des Moduls (x; € A), so schreiben wir x = (x1,...,x,)
fiir den Koordinatenvektor (zur Basis e).

(1.6) Definition & Bemerkung:
Sei (E,b) ein endlich erzeugter (e.e.) freier Modul mit Bilinearform und e = (ey,...,e,) eine
Basis von E. Dann heif3t die Matrix

ebe = (b(ei,e)))1<ij<n

die Gram-Matrix von b bzw. von (E, b) beziiglich der Basis e. Sind x = Y, x;e; undy = Y, y;e;
Linearkombinationen der e; mit x;,y; € A so gilt

b(x,y) = Xb.y".

Iste’ = (e’l e e;) eine weitere Basis von E und gilt e} = ). tjie;, so gilt fiir die entsprechende

Matrix b, und die Basiswechselmatrix T = (t;;) der folgende Zusammenhang:
¢by = Tob,T'

Mitd(ey,...,e,) bezeichnen wir die Determinante von ebe. Aus dem Determinantenmultiplika-
tionssatz ergibt sich (mit den Bezeichnungen wie oben)

d(e),....e;) =dler,...,e,) det(T)% (1.6.1)

Das heif3t, die Determinante der Gram-Matrix éndert sich bei Basiswechsel um ein Quadrat der
Einheitengruppe A* von A. Ihre Klasse modulo A** nennen wir daher die Determinante von
(E, b) und schreiben dafiir d(e, ..., e,)A** = det(E,b) = detE. [ |
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Um der Tatsache Rechnung zu tragen, dass wir uns zwar die Eintrdge der Gram-Matrix inter-
essieren, nicht aber fiir die dafiir konkret gewihlte Basis, fithren wir die folgende Schreibweise
ein.

(1.7) Definition: by - b bii - by

Einen freien Modul mit Gram-Matrix ,b, = [ ; ; ] bezeichnen wir mit< : : >
b o b b b

speziell fiir eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen by, . .., b, schreiben wir (b1, ...,b,). B

SchlieBlich wollen wir die Gram-Matrix .b, als Abbildungsmatrix der linearen Abbildung
bg : E — E* auffassen. Dafiir benttigen wir eine geeignete Basis von E™.
(1.8) Definition:
Hat der Modul E die Basis ¢ = (ey,...,ey), so ist die duale Basis ¢* = (e’l‘, ... e*) von E*

>%n
definiert durch
1 fallsi=j,
0 sonst.

Definieren wir die Koeffizienten b/ ; durch bg(e;) = X b} ;. so gilt:
bij = bleiej) = bi(ej)(e;) = ) bl eiles) = bl
k

Somit ist die Gram-Matrix tatséichlich die Abbildungsmatrix zur Abbildung by : E — E*

beziiglich der Basen ey,...,e, und ], ..., e,.

1.9) Satz:
Eine symmetrische Bilinearform b auf einem freien Modul E mit Basis ey, . . ., e, ist genau dann
nicht ausgeartet (bzw. regulir), wenn d(e, ..., e,) kein Nullteiler (bzw. invertierbar) ist.

Beweis (vgl. [OR74, Kapitel V, §6 Satz 5 und Satz 6’] ): Seiim Folgenden G die Gram-Matrix
von b beziiglich der Basis ey, ..., e, und G’ die zu G adjungierte Matrix, i.e.

GG’ = G'G = det(G)E,. (1.9.1)

Ist G invertierbar, so folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz, dass auch det(G) inver-
tierbar ist. Ist umgekehrt det(G) invertierbar, so definieren wir H := det(G)'G’ und es gilt
wegen (1.9.1) die Identitit HG = GH = E,; alsoist H = G\

Die Aussage, dass br genau dann injektiv ist, wenn d(ey, ..., en) kein Nullteiler ist, ist nicht
ganz so einfach zu zeigen.

Wir zeigen zunichst, dass die Determinante von G den Kern von G annulliert: Fiir z € Kern G
gilt
zdet(G) 2" 266" = 06" = 0.
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Ist also det(G) kein Nullteiler, so muss der Kern von G Null sein. Mithin ist bg injektiv, i.e. b
nicht ausgeartet.

Sei umgekehrt det(G) ein Nullteiler und x € A \ {0} so gewiihlt, dass xdet(G) = 0 ist. Sei 1 <
r < n minimal mit der Eigenschaft, dass fiir jede r X r Untermatrix U von G gilt: xdet(U) = 0.

Ist r = 1, so annulliert x jeden Eintrag in G, also ist beispielsweise (x, ..., x) im Kern von bg.

Ist r > 2, so gibt es eine (r — 1) X (r — 1) Untermatrix V von G mit xdet(V) # 0. Sei 0.B.d.A.
(evtl. umnummerieren) V von der Form

82 0 &rr
wobei die g;; die Eintridge von G sind. Wir erginzen nun die Matrix V durch Hinzufiigen einer

beliebigen (Teil-) Spalte von G auf folgende Art zu einer r X r Matrix:

glk‘glz o 8Ir
82k

| vV

8rk

Diese Matrix hat nun entweder zwei gleiche Spalte oder ist, bis auf Permutation der Spalten,
eine Untermatrix von G und nach der Wahl von r gilt xdet(V/ ) = 0.

(k) )

Wir berechnen nun die Determinante dj, der Matrizen VE 0 indem wir nach der eben eingefiigten,

’

ersten Spalte entwickeln. Es ist also d;y = det(V(k)) = Y, gikc; fiir gewisse ¢; € A, die

nicht von k abhéngen. Nach der Konstruktion von V/,, ist ¢; = det(V); mithin ist xc; # 0.

(k)

Da aber stets xdy = 0 ist, haben wir mit )}/, (xc;)gix = 0 fiir I < k < n eine nichttriviale
Linearkombination der Null aus Zeilen von G erhalten. Somit ist auch in diesem Fall der Kern
von bg nicht trivial. [ |

Mit einer Induktion iiber den Rang erhilt man aus diesem Satz eine Diagonalisierung fiir gewisse
freie Moduln.

(1.10) Satz:
Es sei E ein freier Modul mit Basis ey, ...,e, derart, dass alle Elemente d; := d(el, ... ,ei),
i =1,...,n Einheiten in A sind. Dann gilt

d2 dn>
E~{(d,—,..., .
<1d1 dp i
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Beweis: Nach (1.4) ist

Z Ae; = Ae; L <cj> mit einem ¢; € A.
i=1 i—1
bi1 -+ b1j
Somit ist die Gram-Matrix der rechten Seite der Gleichung von der Form , : , : 0
j—11 o bj1 -
J o J—1J ‘ <
und es gilt dj = dj_]Cj. [ ]
(1.11) Definition:
Sei (E,b) regulirund e = (ey,...,e,) eine Basis von E. Sei ¢! € E, mit ¢! := b (e}) (d.h.
b(ej. e*) = 6;;). Die Basis e* = (¢f,.... ¢*) heiBt die zu ¢ duale Basis von E.
Es gilte; = 3 b(ei, e))e¥, also ist ;b, die Basiswechselmatrix von ¢ nach e. [ ]

(1.12) Folgerung:
Sei E regulir und F ein freier Teilmodul mit A-Basis (e Lsee. ,em), die sich zu einer Basis von E
erginzen lisst. Dann gilt F*+ = F

Beweis: Esist F = D] Ae; und E = ], Ae,. Der Modul E ist regulir mit Basis ¢ =
(e1,...,e,;) und der dazu dualen Basis e* = (ef, .. .,eﬁ). Damit gilt F+ = Ae,#rH_1 o - ®Aet

und schlieBlich F*+ = Ae1® - - ® Ae,, = F. [ |

Im Allgemeinen gilt allerdings nur F*+ 2 F , wie das folgende Beispiel zeigt.

(1.13) Beispiel:
Sei A = Z und E = Ae; mit b(ey,e1) = 1. Fiir den Teilmodul wéhlen wir F = Z2e;. Dann ist
F+ =l{ae; € E | 0 = b(aey,2e1) = 2a} = {0}. Somit ist F*+ = {0} = E # F [ ]

Ist nun A ein Korper, so erhalten wir die folgenden, verschirften Aussagen.

(1.14) Satz:
Ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper ist genau dann reguldr, wenn er nicht
ausgeartet ist. Fiir jeden Unterraum F eines regulédren Vektorraums E gilt

dimF +dimFt =dimE und F*t =F.

(1.15) Satz:
Ist A ein Korper und E endlich-dimensional, so gibt es eine Zerlegung E = E; L ... 1 E, | Fin
regulire Teilrdume E; der Dimension 1 oder 2 und einen Raum F mit b(F, F) = 0. Der Raum E
ist genau dann regulidr, wenn F' = 0 ist. Ist die Charakteristik von A nicht 2, so braucht man nur
Réume E; der Dimension 1 und kann Erzeugende ey, ...,e, von Ey,..., E, durch Hinzunahme
einer Basis von F zu einer Basis von E aus paarweise orthogonalen Vektoren ergénzen.



§ 1.1. Symmetrische Bilinearformen

Beweis: Wir machen eine Induktion nach der Dimension von E, beginnend mit £ = {0}.

Ist b(E,E) = 0, so sind wir mit » = O und F = E fertig. Anderenfalls haben wir zwei Fille zu
unterscheiden:

(a) Es gibt einen Vektor e € E mit b(e,e) # 0. Dann kénnen wir Ae nach (1.4) abspalten und
auf Aet die Induktionsvoraussetzung anwenden.

(b) Esist b(e,e) = O fiir alle e € E aber es gibt zwei Vektoren e, f € E mit b(e, f) # 0. Dann
istd(e, f) = —b(e, f)? # 0, und wir kénnen Ae + Af nach (1.4) und (1.9) abspalten. Der
Fall (b) kann wegen 2b(e, f) = b(e+ f,e+ f) —b(e,e) —b(f, f) nicht vorkommen, wenn
2 #0in A gilt. |

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch eine Reihe von Beispielen betrachten, wo-
bei in den ersten Dreien Begriffe wie Determinante, Gram-Matrix und orthogonale Summe be-
handelt werden, wohingegen die letzten drei Beispiele uns im Laufe dieser Arbeit noch 6fter
begegnen werden.

(1.16) Beispiel:
Wir betrachten die folgenden drei Serien von freien Z-Moduln mit symmetrischer Bilinearform
und bezeichnen diese, der Literatur folgend, mit I,, A, und D,. Dabei deutet der Index n den
Rang des Moduls an.

(a) Seil, = 7" mit dem Standardskalarprodukt b(X,y) = ", x;yi, wobei X = (x1,...,X),
y = (V1,.--,yn) und x;,y; € Z. Wir betrachten die Gram-Matrix von I, beziiglich der
Standardbasis ey, ...,e,. Die Determinante von I, ist somit 1 und folglich ist I, reguldr.
Weiter ist I, als orthogonale Summe in I, = J_?:l Z.e; zerlegbar, mit Ze; ~ 1.

(b) SeiA, = {} xie; € I,+1 | D, x; = 0}. Eine Basis von A, bilden beispielsweise die Elemente

e —ep, ey —e3,...,e, —e, . Die zugehorige Gram-Matrix ist
2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2

EsistdetA, = n+ 1. Die Determinante erhilt man durch Entwicklung nach der ersten Zeile
und anschlieBender Induktion. Nach dem Kriterium aus (1.9) ist A, nur fiir n = 0 reguldr;
fiirn > 1 ist A, lediglich nicht ausgeartet.

(c) Sei D, = {} xje; € I, | X, x; =, 0}. Wir wihlen, im Gegensatz zu [Kne02], die Basis ¢’ =
(e —ey,er—e;3,...,€, 1 —e,,2e,), da diese Basis auch fiirn = 1 noch stimmt'. Die Ba-
siswechselmatrix von der Standardbasis e zur Basis ¢’ sei mit T bezeichnet; sie hat Deter-
minante 2. Wir wollen Nachrechnen, dass e’ auch wirklich eine Basis von D,, ist. Sei dazu

'In [Kne02] wird hierfiir die Basis (e; —ey,ex—e3,..., €,-1 — €y, €,_1 + e,) verwendet. Ist nun aber n = 1, so
fillt diese Basis zu (e;) zusammen. Dies ist aber keine Basis von D!
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2t xie; € D, gegeben (d.h. 3 x; =, 0). Es gilt

n n
inei = in(ei_en> +( Xi]en,
i=1 i=1 i=1

———
520

[

und e; — e, ist darstellbar als Z'}:i e; —e;; 1. Damit ist ¢’ als Basis von D,, nachgewiesen.
Die Gram-Matrix beziiglich der Basis ¢’ ergibt sich nach (1.6) durch:

2 -1
-1 2 -1
by =Tb,T' =TE,T' = S
== = -1 2 -1
-1 2 =2
-2 4

Die Determinante von ,b, ist somit gleich det(TT") = det(T)? = 4. Also ist D, fiir alle n
nicht ausgeartet jedoch nicht regulir.

Bei den nichsten drei Beispielen sei der Grundring stets der Kérper IFy und der Modul E =~
Fg(: ]F;X6). Es werden lediglich drei verschiedene Bilinearformen darauf betrachtet. Im Mo-
ment mag dies etwas willkiirlich erscheinen, jedoch wird sich im Lauf der Arbeit herausstellen,
dass diese drei Formen hochst verschiedene Eigenschaften haben. Diese wollen wir mit den Al-
gorithmen im zweiten Kapitel bestimmen.

Als Basis sei stets die Standardbasis e = (ey, ..., eq) des Raums ]Fg zugrunde gelegt. Zur bes-
seren Lesbarkeit werden Nullen als Punkt geschrieben.

(d) Wir betrachten die Bilinearform b die durch ihre Gram-Matrix gegeben ist:

1 11
1 . 1
11 11
111
1 1

Ihre Determinante ist 1, also ist (E, by ) regulir.
(e) Als nichstes betrachten wir die Bilinearform by mit Gram-Matrix

Die Determinante ist ebenfalls 1, also ist auch (E, by) regulér.



§ 1.2. Quadratische Formen

(f) SchlieBlich haben wir noch b3 mit Gram-Matrix
1 . . 11

Und auch diese Matrix hat Determinante 1, was bedeutet, dass auch (E, b3) reguldr ist.

Ohne zu viel vorweg zu nehmen wird sich in den nichsten Paragraphen herausstellen, dass es
kein Zufall ist, dass sich alle drei Raume als reguldr herausgestellt haben. Wir werden sehen,
dass auf den einzelnen Rdumen Gruppen operieren, welche die Bilinearformen invariant lassen.
Weiter werden auf den ersten beiden Rdumen sogar unter dieser Operation invariante quadrati-
sche Formen existieren, welche unterschiedliche Orthogonalititstypen haben. Zudem wird sich
ergeben, dass der dritte Raum keine solche quadratische Form tragt. |

Die abschlieBenden Worte des Beispiels fithren uns auch sogleich zum folgenden Paragraphen.

§ 1.2. Quadratische Formen

Es gelten die selben Voraussetzungen wie im Abschnitt § 1.1.

(1.17) Definition:
(a) Eine Abbildung q : E — A hei3t quadratische Fonm, wenn die folgenden zwei Bedingungen
erfiillt sind:
(i) q(ax) = a*q(x) firallea € A und x € E.
(ii) Es existiert eine symmetrische Bilinearformb, : EX E — A, die
by(x,y) = q(x+y) —q(x) — q(y) fiir alle x,y € E erfiillt.
Wir nennen einen Modul E mit quadratischer Form g kurz einen quadratischen Modul, in
Zeichen (E, q).
(b) Die Abbildung ¢ : (E,q) — (E’,q’) heiBt Isometrie, wenn ¢ ein injektiver Modulmorphis-
mus ist, fiir den ¢’ (¢(x)) = q(x) fiir alle x € E gilt.
(c) Zwei quadratische Moduln (E,q) und (E’,q’) heiBen isometrisch, falls es eine bijektive
Isometrie zwischen ihnen gibt. Wir schreiben (E,q) ~ (E’,q’) oder kurz E ~ E’ dafiir.
(d) Sind (E,q) und (E’,q’) quadratische Moduln, so heiBt (E,q) L (E’,q’) die orthogonale
Summe falls gilt: (E,q) L (E',q') = (E®E',qLl ¢) mitql ¢ (x+x') = q(x) + ¢ (¥)
fiirx € Eund X’ € E'. n

(1.18) Bemerkung:
Aus der definierenden Gleichung in (1.17)(a)(ii) erhilt man fiir x = y die Gleichung

2g(x) = by(x, x). (1.18.1)
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Hieran konnen wir sehen, dass die Begriffe ,,quadratische Form* und ,,symmetrische Bilinear-
form* im Falle 2 € A* iibereinstimmen (da gemiB (1.18.1) jeder symmetrischen Bilinearform
auf E eineindeutig eine quadratische Form zugeordnet ist). Ist 2 kein Nullteiler in A, so kann
man immer noch bei gegebener symmetrischer Bilinearform b eine quadratische Form q mit
by = b definieren, falls b(x, x) € 2A fiir alle x € E gilt. Ist aber 2 ein Nullteiler in A, so ist der
Begriff der quadratischen Form ,,stirker? als der der symmetrischen Bilinearform. |

(1.19) Folgerung:
(a) Isra eine (nicht notwendig symmetrische) Bilinearform, so wird durch

q(x) = a(x, x)
eine quadratische Form definiert. Die zugehorige symmetrische Bilinearform ist gemif
(1.17)(a)(ii) durch
by(x.y) := a(x,y) +a(y, x)
gegeben.

(b) Fiir einen endlich erzeugten freien Modul kénnen wir umgekehrt zu gegebener quadratischer
Form ¢ ein solches a finden.

Beweis: (a) Klar.
(b) Aus (1.17)(a) und (1.18.1) erhalten wir durch Induktion

q() xiei) = Y alen)x + ) byleiej)xix;
i i i<j

falls ey, . .., e, eine Basis von E ist. Wir erhalten a indem wir a(} x;e;, >, yiej) = X aijxiy;
i<j
mit a; = q(e;) und a;; = by(e;, ;) fiir i < j setzen. [ |

Die Aussage in (1.19)(b) veranlasst uns zu folgender Kurzschreibweise (vgl. (1.7)).

(1.20) Definition:
Ist E ein freier quadratischer Modul mit Basis (ey, . .., e,) und a wie im Beweis zu (1.19)(b), so
schreiben wir fiir E abkiirzend

ar dai2 - din
az

Ann

bzw. E = [ay,...,a,] falls q(}; xie;) = Zia,-xiz ist, oder, falls 2 nicht Nullteiler und b;; =
bq(e,-, €j) = bji ist, auch

2Vgl. z.B. (1.21)(b)

10



§ 1.2. Quadratische Formen

(1.21) Definition:
(a) Ein quadratischer A-Modul (E, q) heift genau dann reguliir (bzw. nicht ausgeartet ), wenn
(E, b,) regulir (bzw. nicht ausgeartet) ist.
(b) Ein Teilmodul F < E heiBt singuléir, falls q(F) = {0} ist. Dies ist, falls 2 ein Nullteiler ist,
eine stirkere Forderung als F C F* (d.h. by(F, F) = {0}).
(c) Ein Element x € E heiBt singulir, falls g(x) = 0 ist. [ |

(1.22) Beispiel:
(a) Sei 2 kein Nullteiler in A. Wir schreiben E = [1] = (2) fiir den Modul E = A mit g(x) =
x?. Ist2 ¢ A%, so ist (E, q) nicht regulir.
(b) Sei A wieder ein beliebiger Ring. Ist E = Ae; ® Aep mit g(x1e; + xp¢2) = x1x2, so heilt

. . . 0 1 0 1
dieser Modul hyperbolische Ebene und es gilt E = [ 0] = < Lo > =: H = H(A). Da

die Determinante dieses Moduls in der Einheitengruppe eines jeden Rings liegt, ist H(A)
fiir jeden Ring A regulir. ]

Wir wollen den Zusatz in (1.22)(a) noch etwas verallgemeinern.

(1.23) Satz:
Sei E = EB?:I Ae; ein freier quadratischer Modul von ungeradem Rang n und sei 2 ¢ A*. Dann
ist (E, q) nicht reguldr.

Beweis: Wegen (1.21)(a) ist (E, ¢) genau dann regulir, wenn (E, b, ) regulir ist. Dies wiederum
ist genau dann der Fall, wenn det(.b,,) € A* ist. Die Determinante berechnet sich wie folgt

2ay bip - b1
det(,bye) = det b 21
: . bn—l,n
bn,l e bn,n—l 2an

Sei abkiirzend (G;j) := (bye, ai := q(e;) und b;j := by(e;, ej) fir i # j. Nach der Leibnitzfor-
mel gilt fiir die Determinante:

16 =Y sen(r) | [ Gur
i=1

neG,

Unser Ziel wird sein zu zeigen, dass die Determinante in 2A liegt. Hierfiir zerlegen wir die
symmetrische Gruppe auf geschickte Weise in zwei disjunkte Teilmengen, iiber die wir dann
separat summieren werden.

Seil = {7r €G, | n= ﬂ'l} die Menge der selbstinversen Permutationen und N = {r € G,, |
m# 77'1} die Menge der nicht selbstinversen Permutationen. Wir zerlegen N weiter in zwei dis-

junkte und gleichgroBe Mengen X und Y mit der Bedingung: fiir alle 7 € X ist 7! € Y und fiir
alleo € Yisto™! € X.

11
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Da n ungerade ist, hat jede Permutation 7 aus / wegen 7> = 1 wenigstens einen Fixpunkt,

das heiBt, dass in der Summe },,;sgn(n) [17, Giz(i) in jedem Summanden ein Element der
Hauptdiagonale von G als Faktor auftaucht. Diese Summe liegt also in 2A.

Da G symmetrisch ist, gilt fiir 7 € X:

HGiﬂ(i) = l_[Gﬂ(i),i = D G

i=1

Damit kommt in ey sgn(n) [1i_; G, x(;) jeder Summand zwei mal vor.

Zusammenfassend erhalten wir det G € 2A. ]

Der Beweis des vorherigen ldsst sich auch wie folgt umschreiben: Ist #n ungerade, so gibt es ein
Polynom P, (x;,yi;) € Z[x;, yijll <i# j< n],sodass2P,(a;b;;) = detG ist.

Die Einfiihrung des Polynoms P,, mag etwas artifiziell wirken, ist aber ein wichtiges Hilfsmittel
fiir die ndchste Definition. Damit wir das Polynom P, genauer angeben kdnnen bendtigen wir
noch drei Kurzschreibweisen:

Ist 7 € &, so bezeichnet Fix(n) := {i € {1,...,n} | n(i) = i} die Menge der Fixpunkte von 7
und Mov(r) := {1,...,n} \ Fix(r) die Menge der von 7 bewegten Punkte. Mit mfix(r) ist der
kleinste Fixpunkt von 7 gemeint (so es denn iiberhaupt einen gibt).

(1.24) Definition & Bemerkung:
Sei E ein freier quadratischer Modul mit Basis (ey, . .., e,) von ungeradem Rang. Mit der Nota-
tion und Argumentation aus dem Beweis von (1.23) gilt:

Pn(xi’yij) - ngn< l_[ 2x; 1_[ ylﬂ'l

neX i€Fix () ieMov(n
Z Sgn(”) Xmfix (rr) 1_[ le 1—[ yl (i)
nel ieFix(m) ieMov(r
i#mfix ()
Damit definieren wir nun:
(a) Die Halbdeterminante d’ (e, ...,e,) von E wird mittels des Polynoms P,, wie folgt definiert

d (e1,...,en) == Py(q(ei), by(eire;)).

(b) Mit den Bezeichnungen aus (1.6) gilt, entsprechend der Formel (1.6.1),
d(e),....e)) =d (er,...,e,)det(T)%

(c) E heiBt halbregulir, wenn d’ (e, ..., e,) invertierbar ist.

12



§ 1.2. Quadratische Formen

Beweis: (b) Ist 2 kein Nullteiler, so folgt die Gleichung aus (1.6.1). Nun fassen wir die Groflen
ai = q(ei), bij = by(e;, ej) und 1;j, wobei (#;;) = T wie in (1.6) definiert ist, als Unbestimm-
te iiber Z auf. Somit konnen wir die Gleichung als Identitit im Polynomring Z [a;, b;j, t;;]
ansehen. Diese Identitit bleibt erhalten, wenn wir fiir die Unbestimmten Werte aus einem
Ring einsetzen. |

(1.25) Bemerkung:
Die Halbdeterminante ist im Allgemeinen nicht multiplikativ. Ist (E,q) = 17 (Ae;, q;) mit
ungeradem n, so ist

l_[d’(ei):l_lq(ei) aber d'(el,...,en):2"_11—[q(e,~).

i=1

Es gilt aber fiir einen quadratischen Modul der Form E = @?:1 Ae; mit ungeradem n und
der orthogonalen Zerlegung (E,q) = (E1,q1) L (E2, q2), wobei E; = @lzf] Ae; und E; =

@D, Ae; ist, der folgende Zusammenhang

d(e1,....en) =d(e1,...,eom)d (€2mi1s---»en). (1.25.1)
(Achtung, hier ist wirklich die Determinante von E| gemeint; vgl. (1.6).)

Beweis: Ist 2 kein Nullteiler, so folgt die Gleichung (1.25.1) aus der entsprechenden Gleichung
fiir die Berechnung der Determinante von Blockdiagonalmatrizen. Mit der Argumentation aus
dem Beweis von (1.24)(b) folgt nun auch die Gleichheit falls 2 ein Nullteiler ist. |

Nun wollen wir die Zerlegung E = E; 1...1E 1 Faus(1.15) fiir quadratische Vektorrdume
noch ein wenig verfeinern.

(1.26) Satz:
Ist A ein Korper und (E,q) ein endlich-dimensionaler quadratischer Vektorraum, so gibt es
Teilrdume E1, ..., E., F1,...,Fy,G < E derart, dass

E=El..lE1F1...lF,1G (1.26.1)

gilt. Dabei sind die E; zweidimensional und regulir, die F ; sind eindimensional und halbregulir
und ¢(G) = {0}.

Ist char A # 2 so kann r = 0 gewéhlt werden und (E, q) ist genau dann regulir, wenn G = {0}
ist.

Ist charA = 2 so kann s < [A :Az] gewdhlt werden, wobei A% = {a2 | a € A} Teilkorper von

A ist und [A :Az] den Grad der Korpererweiterung bezeichnet. Es gilt: (E,q) ist genau dann

regulir, wenn s = 0 und G = {0} ist. Zudem gilt: (E, q) ist genau dann halbregulir, wenn s = 1
und G = {0} ist.

13
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Beweis: Ist char A # 2 so folgt die Behauptung sofort aus (1.15).

Ist char A = 2, so liefert Satz (1.15) schon mal die Zerlegung (E, bq) =E l...lE 1Fmit
E; reguldr mit dim(E;) = 1 oder 2 und b,(F, F) = 0. Wegen Satz (1.23) ist dim(E;) = 2. Nach
der Bemerkung in Definition (1.21)(b) ist bq(F , F) = 0 in Charakteristik 2 aber noch nicht der
Weisheit letzter Schluss. Deshalb zerlegen wir F' noch weiter.

Fiir alle x,y € F gilt 0 Fere by(x,) (L17Ya) () q(x+y) —q(x) — q(y). Die quadratische Form

ist also ein Gruppenhomomorphismus von (F,+) nach (A, +). Wegen g(ax) = a’q(x) fiir
acAund x € FistG := {x€ F | g(x) = 0} ein A-Teilraum von F. Weiter ist g(F) ein A>-
Teilraum von A und es gilt s := dimy2(q(F)) < dimy2(A) = [A : AZ]. Ist die A>-Dimension
von A endlich, so folgt sofort, dass auch s endlich ist. Ist hingegen [A :Az] = oo so konnen
wir daraus nicht sofort schlieen, dass s endlich ist. In diesem Fall argumentieren wir wie folgt:
Wir werden zeigen, dass jede A2-Basis von g(F) durch Urbildnahme zu einer A-Basis von ¥ / G

von gleicher Kardinalitit wird. Weiter ist, da E endlich-dimensional (iiber A) ist, auch F / G als

A-Vektorraum endlich-dimensional. Somit muss eine jede A2-Basis von ¢(F), als Bild einer
endlichen Teilmenge, auch endlich sein.

Sei (z1,...,z5) eine A>-Basis von g(F). Wir wihlen zu jedem z; ein Urbild x; unter g, i.e.
q(x;)) = z. Ist f € F,so gilt q(f) = 3, c?q(x;) mit ¢; € A. Da g Gruppenhomomorphismus
ist, erhalten wir ¢(f — X7, ¢;ix;) = 0, alsoist f— 37| cixi € Gund F = (xy,...,x,, G) . Bleibt
noch zu zeigen, dass (x; + G, ..., x; +G) in F/G linear unabhingig sind: Sei dazu Y, ¢;x; €

G, c; € A. Wenden wir g an, so ergibt sich ¢(¥}_, c;ixi) = X1, c?q(xi) = X5, c?zi = 0. Da
die z; ein A%-Basis von ¢(F) bilden, sind die ¢? = 0. Somit haben wir F = €P,_, Ax; ® G und
da F C F* ist, ist die direkte Summe eine orthogonale. Setzten wir F; := Ax; so erhalten wir

insgesamtE:Ell...J.E,J_Fll...J_FSJ_G.

(1.27) Beispiel:

Sei A = F5(X) und E = A®A ® A mit der quadratischen Form q((y1,y2,y3)) = 2 + y3X +
y%Xz, ie. (E, q) = [I,X, Xz]. Sei weiterhin e die Standardbasis von E. Die Halbdeterminante
d’(e) ist gleich 4X* = 0 (vgl. (1.25)), also ist (E, q) nach (1.24)(c) nicht halbregulr.

Die Bilinearform b, (x, y) ist gleich Null fiir alle x,y € E. Wir erhalten G =

{(yl, y2.33) €E | Y2 +y3X +y3X? = o} = ((X,0,1)),. Nach (1.26) ldsst sich die Anzahl der
halbreguliren Summanden von E zu s = dimy2(g(E)) &b dim(E) —dim(G) = 2 berechnen.
Wir wihlen fi = (1,0,0) und f, = (0,1,0), da q(f;) # O (i=1,2) ist und erhalten E =
AfiLAfLG. [ |

Als néchstes fithren wir ein paar Sprechweisen ein.

14
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(1.28) Definition:
(a) Ein Untermodul F eines A-Moduls E hei3t primitiv (in E), wenn er ein direkter Summand
von E ist, i.e. es gibt einen Teilmodul G von E mitE = F & G.
(b) Trigt E eine symmetrische Bilinearform b, so heifit F' scharf primitiv (beziiglich b), wenn
F endlich erzeugter freier A-Modul und bp(E) = F* ist. [ |

(1.29) Bemerkung:
Sei (E, q) ein quadratischer A-Modul und F ein Teilmodul. Dann gilt:

(a) Ein regulirer Untermodul F ist stets scharf primitiv.

(b) Ein scharf primitiver Untermodul F ist immer auch primitiv.

(c) Ist E regulir und F primitiv, endlich erzeugt und frei, so ist F' scharf primitiv.

(d) Ist A ein Hauptidealbereich (HIB) und E regulir, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:
e Der Teilmodul F ist primitiv.
o Der Teilmodul F ist scharf primitiv.

Beweis: Wir schreiben fiir die zu g gehdrende Bilinearform b, kurz b.

(a) Nach Definition (1.3) ist F endlich erzeugt frei und es gilt bp(F) = F*, also ist erst recht
bp(E) = F*.

(b) Sei (fi,...,fm)einBasisvon F.Dabp(E) = F*ist, gibtesey,...,e, € Emitbr(e¢;) = f7,
wobei (f},..., fy) die zu (fi,..., fiu) duale Basis von F* ist. Setze G := (ey,...,en)". Ist
Yriaifi € FNGsogilt0 = b(X" aifi,ej) = a; fir alle j; also ist FNG = {0}. Ist
e € E und definieren wir a; = b(e, ¢;), so gilte — X" | a;f; € G. Damit ist E = F & G und
F primitiv.

(c) Da F primitiv ist, ist E = F & G. Da E regulir ist gilt bg(E) = E*. Daraus folgt, wegen
E* = F*®G*,dass bp(E) = F*ist,da E* - F*®G*, ¢ — (¢|r + ¢|g) ein Isomorphismus

ist.
(d) Nach dem Hauptsatz iiber e.e. Moduln iiber HIB ist, da E e.e. frei ist, auch F, als direkter
Summand, frei. Damit folgt die Behauptung aus (b) und (c). |

(1.30) Definition:
Fiir einen A-Modul G definieren wir (G ) := (G ® G*, qyy(g)) mit qpi(g) (x + x*) = x*(x) fiir
alle x € G und x* € G*(= Homy (G,A)) und nennen H(G) den zu G gehérenden hyperbo
lischen Modul. Die zugehdrige Bilinearform ist durch by, (x+xy+y) = x(y) +y(x

~—

gegeben. Ist G = P}_, Ae; frei mit Basis e, so ist f = (e, ¢*) Basis von G ® G* und FPaso) f

( Eon %”). Der zu G gehorende hyperbolische Modul H(G) ist stets reguldr.

Dem aufmerksamen Leser wird an dieser Stelle nicht entgangen sein, dass in der Definition des
hyperbolischen Moduls nicht beriicksichtigt wurde, dass G moglicherweise schon eine quadra-
tische Form trégt und sich dieser Umstand doch auch in der Form gy () widerspiegeln sollte.
Der nun folgende Satz wird unter anderem zeigen (wenn auch nur fiir den Fall, dass G frei ist,
da dies der Fall ist, der uns im folgenden hauptséchlich interessiert), dass der zu G gehorende
hyperbolische Modul vollkommen unabhéngig von der quadratischen Form auf G ist.
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Doch zuvor wollen wir noch eine kleine Bemerkung iiber Isometrien machen.

(1.31) Bemerkung:
Sei (E, q) ein freier quadratischer Modul mit Basis e = (ey,...,e,). Sei (F,q’) ein weiterer
quadratischer Modul und ¢ : (E,q) — (F,q’) ein Modulmonomorphismus. Dann ist ¢ genau
dann eine Isometrie, wenn q' (¢(e;)) = q(e;) fiiri = 1,...,nund by (¢(e;), ¢(ej)) = by(ei, €))
fiiri < j ist.

Beweis: Folgt sofort aus (1.17)(a)(ii) und (1.17)(b). |

(1.32) Satz:
Ist (E, q) ein freier quadratischer Modul, so gibt es eine Isometrie (Achtung! nur injektiv, nicht
surjektiv; vgl. (1.17)(b)) ¢ : (E,q) - H(E), so dass ¢(E)* ~ (E,—q) ist. Wenn (E, q) regulir
ist, soist HH(E) = ¢(E) L ¢(E)* ~ (E,q) L (E,-q).

bij

, so dass g(e;) = a; und

an

aj
Beweis: Sei ¢ = (ey,...,e,) eine Basis von (E,q) = l

by(ei,ej) = bjj ist. Wir definieren Elemente f;" im Dualraum E* von E wie folgt:

i-1
% * * *
fi = E b,-jej—l—a,-eiEE.
=1

Der Modulmonomorphismus ¢ sein nun durch
o: E->H(E)=E®E" ; ei—> e+ f

definiert. Wir rechnen leicht nach, dass gy (g) (¢(ei)) = f7(ei) = a; = g(e;) und
oy (@(ei). p(e;)) = fi(ej) + f(ei) = bij = b(ei,e;) ist. Somit ist ¢ nach (1.31) eine
Isometrie.

Als nichstes wenden wir uns dem Teilmodul ¢(E)* zu. Wir definieren g; = e; + (= Xi_ ;| bije; —
aje’) und behaupten, dass g; in ¢(E)* fiir j = 1,..., n liegt. Wir rechnen

; ai—a; =0 fallsi=j,
base (815 0(ei)) = £ (e)) = ( ) buje +aej)(e)) = 1bij—byy =0 falls i > j,
I=j+1 0-0=0 falls i < j.

Nach Definition der g; ist gy (g) (8;) = —a; und by, (81, 8;) = —bij fiiri # j. Weiter sehen wir,
dass die (g1, ..., gn) linear unabhiingig sind und deshalb ist o(E)* = (g1,...,8u04 = (E,—q).
|

(1.33) Satz:
Jeder scharf primitive singulidre Untermodul F von E ist in einem zum hyperbolischen Modul
]H(F ) isomorphen Untermodul H enthalten. Ist F frei mit Basis fi, ..., fi,, so lisst sich diese
durch g1, ..., gm zu einer Basis von H erginzen, fiir die by(f;,g;) = 6;; und q(}, Agi) = {0} ist.
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§ 1.3. Die orthogonale Gruppe und der Satz von Witt

Beweis: Seien ey, ..., e, € E mit by(e;, fj) = 6;; (vgl. (1.28)(b)). Damit ist

0 E D . . .
flyeeos fmr€lseneslmipg = [ *”]. Unser Ziel ist es, die Elemente ¢; so abzuidndern, dass wir

Elemente g1, ..., g, erhalten, so dass H = (f1,..., i, &1s---»8mia = [O EO”] ist. Dafiir setzen

wir g1 := e; —g(e1) fi und erhalten b,(g1, fi) = by(e1, f;) fiir alle i, da F singulr ist. Weiter
ist auch gy singulir, da g(g1) = g(e1) + q(e1)*q(fi) = bg(er,q(er) fi) = qler) +0-gler) =
0 ist. Als nichstes setzen wir g = ez — by(g1,€2)fi — q(e2) f> und allgemein g; 1= e; —

Zl’; by(gi.e;)fi —q(e;) fj und erhalten b,(g;, g;) = O fiir i # jund g(g;) = 0. [ |

Prinzipiell sind wir jetzt in der Lage, die (halb)regulidren quadratischen Rdume tiber endlichen
Korpern zu klassifizieren. Da uns aber auch interessiert (bzw. interessieren wird), wie die ent-
sprechenden orthogonalen Gruppen dazu aussehen, werden wir uns zuvor noch den folgenden
Paragraphen ansehen.

§ 1.3. Die orthogonale Gruppe und der Satz von Witt

Es gelten die selben Voraussetzungen wie im Abschnitt § 1.1.

(1.34) Definition:
Sei (E, q) ein quadratischer A-Modul. Dann heiBt

O(E,q) :=={¢: E > E | ¢ ist A-Modulautomorphismus und ¢(¢(e)) = q(e) fiir alle e € E}

die orthogonale Gruppe von (E, q). [ |

Als erstes wollen wir uns eine wichtige Klasse von orthogonalen Abbildungen ansehen, ndmlich
die Spiegelungen.

(1.35) Beispiel:
Sei (E,q) ein quadratischer Modul, ¢ € E mit g(e) € A*. Dann heit s, : E - E; x

by(x.e)

X0 ¢ die Spiegelung entlang e (oder an {e)*). Wir rechnen leicht nach, dass die folgenden
Eigenschaften gelten.

(@) s.(e) = —e und s.(x) = x falls x € {e)" ist (i.e. by(x,e) = 0 ist).
(b) s> =id.

17
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(c) s. € O(E,q). Fiir x € E gilt ndmlich:

dse() = qlx- 2209,
q(e)
L b bxe)
— i by(x,e)? . _bq(x,e) e
= g+ L) P
= q(x)

Hieraus ersehen wir sofort, dass s, die Bedingungen fiir eine orthogonale Abbildung erfiillt.

(d) Fiirg € O(E,q) und x € E so gilt

gseg (x) =

(e) Die Rechnung aus (d) zeigt, dass

by(g7!(x).€)
q(e)

g(g7 (x) - e)

0 )

by(x,g(e))
Aoy g(e)
sg(e)(x).

S(E,q) ={(sc|le€E, g(e) e A"y < O(E,q)

ein Normalteiler, der Spiegelungsnonmalteiler, in O(E, q) ist.
(f) Ist2 € A" und g(e) € A*, soist E = Ae L (Ae)* und s, = —idy, L id (s, [ |

Nun wollen wir uns mit dem Fortsetzungssatz von Witt beschéftigen. Zunéchst werden wir den
Spezialfall, dass die Charakteristik von A ungleich 2 ist, behandeln. Spéter wird er dann auf

beliebige Korper verallgemeinert.

(1.36) Satz ( Fortsetzungssatz von Witt ):

Sei A ein Korper der Charakteristik ungleich 2, E ein quadratischer Raum iiber A, F| und F,
Unterrdume wobei F| regulir sein soll (vgl. (1.40)) und ¢ : F; — F eine Isometrie. Dann gibt
es ein ® € O(E, q) derart, dass ®|p, = ¢ ist.

Beweis: Wir fiihren eine Induktion nach der Dimension von F durch.
SeidimF; = 1, F; = Afy und f> := ¢(f1). Da F regulirist, ist ¢(f1) = q(f>) # 0. Weil

q(fi— ) +a(fi + ) = 2q(fi) +2q(f2) = 4q(fi) #0

ist, haben wir zwei Fille zu unterscheiden:

18



§ 1.3. Die orthogonale Gruppe und der Satz von Witt

1. Fall g(fi — f») # 0. Daher existiert die Spiegelung an e := fi — f,. Wir rechnen nach, dass
_ b‘I(fl’fl _f2)€

se(f1) = N 4= 1)
= fi- be(fi. /1) =by(f1. f2) ¢
q(fi) +a(f2) =by(fi. f2)

bq(fl,fl):=2q(fl) fime=f

gilt. Folglich erfiillt s, bereits die Bedingung s.|r, = ¢.

2. Fall g(fi + f») # 0. Somit haben wir die Spiegelung an e := f; + f» zur Verfiigung. Analog
zum ersten Fall rechnen wir nach, dass s.(fi) = —f> und s;,(—f2) = f» ist. Ergo ist
sy, o s, die gesuchte Fortsetzung.

Sei nun dimF; = m > 1, F| = Ae; L ... 1 Ae, (vgl. (1.26)). Nach Induktionsvorausset-
zung gibt es ein ¥ € O(E,q) mit Y(e;) = ¢(e;) fiir 1 < i < m— 1. Die Isometrie ¥~! o
@ lasst eg,...,e,—1 fest und tberfiihrt den dazu orthogonalen Vektor e, in einen ebenfalls
7u ey, ..., ey,—1 orthogonalen Vektor f, iiber. Dem Induktionsanfang zufolge gibt es ein I' €
O(E,q), mitI'(e,) = fn welches ey, ..., e, fest ldsst. (I ist von der Form I' = s,,, s, oder
I' = sg, 0S¢, +f,-) In beiden Fillen leistet @ := ¥ o I" das Gewiinschte. |

(1.37) Folgerung:
Ist (E,q) ein regulirer quadratischer Raum iiber einem Korper A der Charakteristik ungleich
2, so ldsst sich jedes Element aus O(E,q) als Produkt von héchstens 2dim E Spiegelungen
schreiben. Somit gilt S (E,q) = O(E, q).

Beweis: Nach Satz (1.26)ist (E,q) =~ (E1,q1) L ... L(E,,q,), wobein = dim E und dim E; =
1fir 1 < i < n Wir wenden nun Satz (1.36) mit F; = F, = E auf E an. Dem Beweis
dieses Satzes folgend konnen wir jede Isometrie in ein Produkt von hochstens 2n Spiegelungen
zerlegen. |

Aquivalent zum Satz (1.36) ist der sogenannte Wittsche Kiirzungssatz.

(1.38) Satz ( Kiirzungssatz von Witt ):
Sei A ein Korper der Charakteristik # 2, F, G, G, quadratische Riume iiber A und F regulir.
Gilt F 1 G, =~ F 1 G, so ist bereits G| =~ G».

Beweis: Sei ¢ : F1 G, — F 1 G, eine bijektive Isometrie und ¢ := y|r. Wir definieren
E := F | G, und fassen ¢ als eine Isometrie von F nach E auf. Nach dem Fortsetzungssatz
(1.36) gibt es ein g € O(E, q) mit g|p = ¢. Es gilt

E=FLlG =y(FLG)=y(F)Ly(G)=eF)LyG).
Da F regulir ist, ist auch ¢(F) regulir und wir haben

W(G1) = ¢(F)* = g(F)* = g(F*) = g(Ga).
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Das heiBt g™' oy : G| — G, ist die gesuchte bijektive Isometrie. |

Um die Aquivalenz von (1.36) und (1.38) zu beweisen, miissen wir noch zeigen, wie aus (1.38)
der Satz (1.36) folgt.

Gelte also (1.38) und die Situation von (1.36) liege vor. Sei 0.B.d.A. F| ~ F, (falls nicht, so
setzt man F, := ¢(F7)); dann ist

E=F 1lF=F1F=F1F;.

Nach (1.38) gibt es eine bijektive Isometrie ¢’ : F;- — F;y und ® := ¢ 1 ¢’ ist eine Fortsetzung
von .

(1.39) Beispiel:

Satz (1.38) ist fiir bilineare Raume im Fall charA = 2 falsch: Sei A = b, E = A®ADA
und b(x,y) = xiy1 + x2y2 + x3y3. Weiter seien Fi 1= ((1 0 0)),, F, = ((1 1 1)),.
Es ist leicht zu sehen, dass (Fi,b) =~ (F,,b) ist. Da die F; reguldr sind (det(F;) = 1) ist

E=F LF=FF Esistaber F: = {(0 1 0),(0 0 1)>A:<é ?>undF;:

(11 0,0 1 1)>A:<? (1)>,aISoistb(x,x):omranexeF;,i.e.Ff;eF; m

(1.40) Beispiel:
Auch auf die Regularitit von F in (1.36) darf nicht (vollig, vgl. (1.41)) verzichtet werden. Sei
(E,q) = [1,-1,0], A ein beliebiger Kérper der Charakteristik # 2 , F| 1= {e] + ex)4, F2 1=
(e3). Die Abbildung ¢ : F1 — Fy; e + e > e3 ist wegen g(e + e2) = g(e3) = 0 sicherlich
eine Isometrie, nur liegt e3 im Radikal von E und e| + e nicht (z.B. istby(e1,e1 +e2) =2 # 0).
Somit ldsst sich die Abbildung nicht zu einem Element aus O(E, q) fortsetzen. |

Wie schon zu Beginn dieses Kapitels angedeutet, wollen wir den Satz (1.36) noch auf den Fall,
dass der Korper Charakteristik 2 hat, verallgemeinern. Hierzu werden wir zunichst den Satz
formulieren und ihn anschlieBend mit der Hilfe dreier Lemmata beweisen. Hierbei werden wir
uns nur noch auf [Neb06] berufen, da die Ausfithrungen in [Kne02] fiir unsere Zwecke unnotig
allgemein formuliert sind.

(1.41) Satz ( Satz von Witt ):
Sei (E, q) ein quadratischer Vektorraum iiber dem Korper A (char A beliebig). Seien Fy, F, < E
scharf primitiv (i.e. br,(E) = F?, F; endlichdimensional fiiri = 1,2) und ¢ : F| — F; eine
bijektive Isometrie. Dann gibt es ein g € O(E, q) mit g|r, = ¢. [ |

(1.42) Lemma:
Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper A mit mehr als zwei Elementen
(i.e. |A| = 3). Seien weiter H|, Hy < E zwei Hyperebenen (i.e. codim H; = 1) in E. Dann gilt

<E\ (H] UH2)>A =FE.
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§ 1.3. Die orthogonale Gruppe und der Satz von Witt

Beweis: Ist E eindimensional, so ist klar, dass (E \ {0}), = E ist. Sei also dimE > 2. Sei
ohne Einschrinkung H; # H, (sonst wihle fiir H, eine Basis und ersetze einen dieser Vek-
toren durch einen, der nicht in H; ist). Wir wihlen eine Basis ¢/ = {e3,...,e,} von Hy N H;
und erginzen diese einmal um e; zu einer Basis von H; und einmal um e, zu einer Basis
von H,. Da H; und H; verschieden sind, ist {e], e;} linear unabhingig und ¢ := ¢’ U {e, e}
ist eine Basis von E. Nun gilt es, diese Basis von E so abzuwandeln, dass nur Vektoren aus
E (H 1y Hz) darin vorkommen. Dazu bemerken wir, dass nach Konstruktion H; U H, =
{Z aiej | ajap =0,¢;€e,a; € A} gilt. Dies bedeutet, dass jeder Vektor in E \. (H, U Hy) so-
wohl e; als auch e, in seiner Zerlegung in e enthalten muss. Da A nach Voraussetzung mindes-
tens drei Elemente hat, ist die Matrix (} 611) mit a € A \ {0, 1}invertierbar. Nun haben wir alles,

was wir zur Konstruktion einer Basis mit Vektoren aus E \ (H; U H,) benétigen, zusammen,
und erhalten, dass

{er +ex,e1 taer,er +extes,....,e1+exte,) SEN (H UH,)

eine Basis von E ist. [ ]

Im Folgenden sei mit b stets b, gemeint.

(1.43) Lemma:
Sei (E, q) ein quadratischer Vektorraum iiber A und seien F,G, H < E mit

br(H) = F*, (1.43.1)
be(H) = G, (1.43.2)

¢ : F — G eine bijektive Isometrie mit

o(x)-xeH (1.43.3)
fiir alle x € F. Weiter gelte entweder
A # T, undq(H) # {0} (1.43.4)
oder
A =T, und g(H") # {0}. (1.43.5)

Dann gibtesl € N, hy,...,hy € H, q(h;) # 0 fiiri = 1,...,[ so, dass

@ =Sp ...SnlF

ist.

Wir bemerken, dass stets s, € O(E, q) fiir alle h € H mit g(h) # 0 gilt. Insbesondere ist stets
sp(x) — x € H weshalb die Voraussetzung (1.43.3) notwendig ist.
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Beweis: Wir zeigen die Aussage durch Induktion iiber  := dim F = dimG.

=1: Sei F = {f), g := ¢(f). Dann ist G = (g) und wegen (1.43.3) gibt es ein 4 € H mit
g = f+h Esistq(g) = q(f), also gilt einerseits

q(h) = q(g-f)=q(g) +q(f)-blg f) =2q(f) -b(s. f)
- b(fvf)_b(g’f):b(f_g’f):_b(huf)

und andererseits

q(h) = q(g-f)=qlg)+aq(f)-ble.f) =24(g) - b(g. f)
= b(g.g)-b(g.f) =b(g.8-f) =b(h,g).

Nun haben wir zwei Fille zu unterscheiden

(i) Ist g(h) # 0, so ist sp(f) = f — ((h))h = f+h = gund s setzt ¢ fort.

(i) Istg(h) = 0,soistauchb(g,h) = b(f,h) = 0. Wirsetzen H; := {x € H | b(f,x) =0} <
Hund H, :={x € H | b(g,x) = 0} < H. Wegen (1.43.1) und (1.43.2) ist dim(H/Hi) =
1 fiir i = 1, 2. Die Idee ist nun eine Spiegelung s, mit e € H zu suchen, so dass sich
se(f) mit einer weiteren Spiegelung (s, fiir ein d € H) in g iiberfiihren lésst. Das
Element d definieren wir durch ¢ = s,(f) + d. Dies bedeutet, dass

b(f.e), _, , bUe)

g@) © " qle) ¢

ist. Damit ist d € H. Auf die obige Gleichung ¢ angewandt ergibt

atd) = ) +q("D ey i,

q(e) q(e)

2

MECR o PUy ) bl
q(e) q(e) q(e)

d.h. g(d) # 0 falls b(f,e) # 0 # b(g, e) ist. Wir miissen also e in H \. (H; U H>)

mit g(e) # 0 suchen. Hierfiir miissen wir zeigen, dass ein solches Element iiber-

haupt existiert, i.e. wir miissen zeigen, dass g(H (H1 U H,)) # {0} ist. Wurde dies

gezeigt, so konnen wir den ersten Fall mit s, (f) statt f anwenden.

Annahme: g(H ~\ (Hy UH;)) = {0}. Dann gilt fiir alle x € Hi N Hy, y € H \
(HHUH;)und a € A:ax+y € H~ (H; U H,) und damit

d:g_se(f):g_f+

0+

0 = glax +y) = a*q(x) + ab(x,y) + q(y). (1.43.6)

Wir unterscheiden auch hier zwei Fille:
0 0 1

- |A] = 3: Seia € A~ {0, 1}. Dann hat die Matrix (12 1 1) Rang 3 und wegen
a a 1
(1.43.6) gilt

0 0 1) q(x) 0
{1 1 1][b<x,y>]:[o]
a a 1)\ q@) 0
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§ 1.3. Die orthogonale Gruppe und der Satz von Witt

und wir erhalten

q(x) = b(x,y) =q(y) =0 (1.43.7)

fir alle x € Hi N Hy, y € H~ (H; U H,). Insbesondere gilt dies fiir x = h €
H N H,,dh. b(h,H N (H1 UHZ)) = {0}. Da H (Hl UH2) im Falle |[A] > 3
nach (1.42) ganz H erzeugt, gilt b(h, H) = {0}, also ist h € H*.
Wir haben ¢ = f + h und fiir x € H mit b(f, x) = 0 (also x € Hy)gilt
heH*

b(g,x) = b(f + h,x) =b(f,x)+b(h,x) = 0.
Damit ist x auch in Hj, also ist H; = H,. Wegen (1.43.7) ist q(x) = 0 fiir alle
x€H = H NHyund g(y) =0fiiralley € H~ (H; UH,) = H~ H;. Des-
halb ist auch ¢(z) = O fiir alle z € H und dies widerspricht der Voraussetzung
(1.43.4).

- |A| = 2: Hier haben wir g(H") # {0} nach (1.43.5). Sei H := H;nH* (i =
1,2). Dann ist H| = H) (da b(h,x) = 0 fiir alle x € H*). Wegen (1.43.6)
gilt fiir alle x € HiNHy, y € H- \ (Hi UHé): g(x) = g(y) = 0. Wegen
H| = H) C Hy N H, gilt g(H*+ ~ H]) = {0} und g(H]) = {0}. Das ist aber ein
Widerspruch zu (1.43.5).

Es ist also g(H ~ (H; U Hy)) # {0} und somit ist der Fall r = 1 gezeigt.

r=1~>r: SeidimG = dimF = r > 1. Ist |A| # 2, so wihlen wir hy € H mit g(hy) # O (existiert
wegen (1.43.4)), anderenfalls konnen wir hy € H beliebig wihlen. Setzte D := F*+ N
H; dann ist wegen (1.43.1) H/D ~ F* (als A-Moduln). Wir wihlen h, € H ~. D mit
ho € (h;y4 ® D und ergéinzen h, + D zu einer Basis (h, + D,h,—1 + D, ..., h; + D) von
H/D. Sei (fi,..., fy) diezu (hy,...,h,) duale Basis von F (existiert wegen (1.43.1)), i.e.
b(fi,hj) = &;;. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es ein o~ € O(E, q) mit o (f;) =
o(f;) fiiri = 1,...,r— 1 so, dass o ein Produkt von Spiegelungen entlang Elementen aus
H ist. Insbesondere gilt o(H) = H. Setzen wir ¢ := olop : F —» o’'(G) =: Gy,
so erfiillt diese Abbildung: @(f;) = o (p(f;)) = fifiri = 1,...,r— 1. Alsoist G| =
N @e(F)) ={fir. . fro1,8r)a mit g, := @(f,). Setzte F := (f,)4, G := (), und fasse
¢ als Isometrie von F nach G auf. SchlieBlich setzen wir H := HN({f},..., f,_l)j =
(hyy4 ® D und wenden den Fall r = 1 auf (F, G, H, @) an. Um dies tun zu kénnen, miissen
wir verifizieren, dass dieses Quadrupel die Voraussetzungen (1.43.1)-(1.43.5) erfiillt:

— Nach der Wahl von h, ist bz (H) = (bg(h,)), = F*.

bs(H) = G*, dabg,(H) = G}. Wegen fi,..., f-1,8- € G| gibtes also ein h € H
tb(h f) = 0firi = 1,...,r— 1 und b(h,g,) = 1. Damit ist h € H und

bg(h))
- hi= (fr) fr € A, da QD(fr) fr € Hund @(fr) -l(fr) = -1( (fr) fr)

H ist. Weiter ist o Produkt von Spiegelungen entlang Elementen aus H, also ist

/\
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o l'(x)—xe Hfiiralle x€ E.Dac (¢(f)) —@(f,) und ¢(f,) — f in H liegen, ist
auch o (¢(f,)) — f, € H.Bs gilt fiirralle | <i < r—1:

b(il,f,) = b(@(fr)’fl) _b(frafi) = b(@(fr)’ﬁz’(ft)) _b(fr,fi) =0.
Somitisth € HN{fi,..., fro1)x = H.

— IstJA|] # 2 so gilt (1.43.4), da ho in H(= (h,)4 ® D) liegt. Die Bedingung (1.43.5)
gilt im Falle |A| = 2 wegen H* C A*.

Die Voraussetzungen gelten, also wenden wir den Fall » = 1 an und erhalten:
Es gibt ein & € O(E, q) mit &(f,) = @(f,). Weiter ist & Produkt von Spiegelungen an H
und somit gilt 5(f;) = f; firallei = 1,...,r— 1 und o o & setzt ¢ fort. [ |

Als néchstes werden wir zeigen, dass die Voraussetzungen (1.43.4) bzw. (1.43.5) iiberfliissig
sind und die Aussage aus (1.43) auch ohne sie gilt. Da allerdings nichts umsonst ist, miissen wir
uns den Verzicht dieser Voraussetzungen damit erkaufen, dass die Fortsetzung nicht mehr als
Produkt von Spiegelungen darstellbar ist.
(1.44) Lemma:

Sei (E,q) ein quadratischer Vektorraum iiber A und seien F,G,H < E mit bp(H) = F*,
bc(H) = G*. Weiter sei ¢ : F — G eine bijektive Isometrie mit ¢(x) — x € H fiir alle x € F.
Dann gibt es o € O(E, q) mitolp = ¢.

Beweis: Wir wollen das Lemma (1.43) anwenden und miissen daher dafiir sorgen, dass neben

(1.43.1) - (1.43.3) auch die Bedingung (1.43.4) bzw. (1.43.5) gilt. Hierfiir sei (e, ), = [O .

die hyperbolische Ebene iiber A. Wir betrachten (E’,q’) := (E,q) L (e, )4, F’ := F L (e)4,
G :=Gl(ey, H == Hl (e+ f), und ¢’ := ¢ | id(,,. Dann gilt fiir (E', F',G', H',¢’)
(1.43.1) - (1.43.3). Zudem gilt ¢’ (H’) # {0} wegen ¢’ (e + f) = 1 und sogar ¢’ (H’*) # {0}, falls
charA = 2, dadann e + f € H'* ist. Nach (1.43) gibt es nun ein 0’ € O(E’,¢’) mit o’ |r = ¢/,
wobei o’ Produkt von Spiegelungen entlang Elementen in H’ ist. Wegen b(e — f, H') = {0} ist
o'(e—f) =e—f. AuBerdem ist 0/ (e) = ¢’(e) = e, (e — f,e)4 = (e, f)4, woraus o”'|c.), =
id¢e,py, folgt. Weiterhin folgt o’ (¢e, f);) = (e, f); = E. Somit liefert o := o”|p € O(E, q)
eine Fortsetzung von . |

Nun sind wir soweit, die Lemmata zum Beweis von (1.41) zusammenzusetzen.

Beweis (von Satz (1.41)): Wir wenden (1.44) mit H := E, F := Fyund G := F» an. |

SchlieBlich wollen wir, analog zum Satz (1.36), aus (1.41) einige Folgerungen ziehen.

(1.45) Folgerung (vgl. (1.37)):
Ist E ein regulirer oder halbregulirer endlich-dimensionaler quadratischer Raum iiber einem
Korper A, so lésst sich jeder Automorphismus o € O(E) als Produkt von Spiegelungen schrei-
ben, auBer wenn A der Primkorper ', der Charakteristik 2 und E = E| 1 E, mit E, ~ E; ~

1 1] .
[ 1]151%.
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§ 1.3. Die orthogonale Gruppe und der Satz von Witt

Beweis: Fiir Korper der Charakteristik # 2 wurde dies bereits in (1.37) gezeigt. Fiir Korper
ungleich IF, kénnen wir dem Beweis von (1.37) folgen und dabei Satz (1.41) zusammen mit
dem Beweis von (1.43) benutzen, da die Bedingung (1.43.3) in diesem Fall wegen H = E stets
gilt.

Bevor wir uns dem vollstindigen Beweis zuwenden, wollen wir zunéchst zeigen, dass es in dem
oben genannten Ausnahmefall tatsdchlich eine Isometrie gibt, die sich nicht als Produkt von
Spiegelungen schreiben ldsst:

In dem genannten Ausnahmefall gilt g(x) = 1 fiir jeden Vektor x # 0 aus E; oder E;. Daraus
folgt, dass jeder nichtsinguldre Vektor e aus £ = E; 1 E, entweder in E| oder E» liegt, jede
Spiegelung s, also E7 und E; jeweils in sich selbst liberfithren, wihrend es natiirlich Automor-
phismen gibt, die £ und E, vertauschen.

Um die Folgerung auch im Fall A = IF, zu zeigen, wollen wir zunichst annehmen, dass dim £ >
4 und FE regulir ist. Gibt es einen Vektor e € E mit q(e) # 0, der unter o fix bleibt, so erhalten
wir die Behauptung indem wir E als direkte (nicht notwendig orthogonale) Summe E = Ae ® F
schreiben und (1.43) auf ¢ = |, G = ¢(F) und H = e* anwenden; wegen e € H* ist
nidmlich (1.43.5) erfiillt und die Fortsetzung, die wir erhalten, lésst e fest, ist also gerade o. Im
allgemeinen Fall wihlen wir einen beliebigen Vektor e € E mit g(e) # 0, suchen ein Produkt
W von Spiegelungen mit ¢ (e) = o (e) und wenden die obige Uberlegung auf ! o o an. Ein
solches ¢ erhalten wir aus (1.43), angewandt auf F = Ae und G = Ao (e). Neben F und
G verlangt Lemma (1.43) auch noch einen Unterraum H € E mit H ¢ e, H ¢ o(e)*,
b(e,H) = b(o(e),H) = A, 0(e) —e € H und g(H*) # 0. Ein solches H erhalten wie folgt:
Wir wihlen H = h* mit g(h) # 0. Damit ist schon mal, wegen i € H*, die letzte Bedingung an
H erfiillt. Die anderen Bedingungen iibersetzen sich zu i € (o-(e) —e)*, h # eund h # o (e).
Nun hat E nach Voraussetzung mindestens die Dimension 6, und somit hat jede Hyperebene wie
z.B. (o (e) — e)*, wegen (1.33), mindestens zwei Vektoren 4 mit g(h) # 0, so dass die iibrigen
Voraussetzungen auch erfiillt werden konnen.

Nun wollen wir den Beweis auf alle reguliren quadratischen Ridume iiber I, ausweiten. Wie
wir in (1.60) sehen werden, gibt es insgesamt vier nichtisomorphe regulire quadratische Rdume
der Dimension 2 und 4 iiber IF,. Der Raum Ej (TFy) (vgl. (1.60)) ist, wie wir mit (1.59) sehen
konnen, gerade die oben genannte Ausnahme. Da es keine Isometrie gibt, die in E; (IFy) die

Teilrdume IH und [ miteinander vertauscht, geniigt es die zweidimensionalen Rdume und

1

deren Isometrien zu betrachten. Ist (x, y)p, = [0 (1)], so ist die einzige Isometrie die nicht die
Identitét ist jene, die x und y vertauscht und diese kann durch die Spiegelung an x + y ausge-
driickt werden. Ist (x, y)p, = [1 }], so gibt es insgesamt sechs Isometrien: Ist o € O (IF2) (vgl.

(1.61)(b)), so ist

((x),a(y)) € {(x,¥), (3, x), (x +y,¥), (x +y,%), (x. x +y), (v, x +y)}

und jedes o ldsst sich als Produkt von hochstens zwei Spiegelungen entlang x, y oder x + y
schreiben.
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Sei E nun ein halbreguldrer Raum iiber IF,. Nach (1.26) lasst sich E als orthogonale Summe
F 1 Ay mit regulirem F schreiben. Wir wenden (1.43) auf ¢ = o|r, G = Y(F)und H = E an
(geht, da y € E* liegt und unter der quadratischen Form nicht verschwindet) und erhalten ein
Produkt ¢ von Spiegelungen, welches auf F mit o iibereinstimmt. Damit ist ¢! o o auf F die
Identitit und fithrt y in ay mit a> = 1, also a = 1 iiber. Somit ist ¢ = . |

(1.46) Folgerung (vgl. (1.38)):
Der Kiirzungssatz von Witt gilt auch fiir Korper der Charakteristik 2: Seien A Korper, F, G1,
G, quadratische Réiume iiber A und F regulir. Dann folgt aus F | G| ~ F 1 G, dass bereits
Gy = G, ist.

Beweis: Wortlich derselbe wie in (1.38). |

(1.47) Folgerung:
Seien (E, q) quadratischer A-Vektorraum, Fy, F, < E singulire, scharf primitive Unterrdume
der gleichen Dimension. Dann gibt es einen Automorphismus o € O(E,q) mitoF; = F,.

Beweis: Da die F; singulir sind, ist jeder Isomorphismus ¢ : F; — F eine Isometrie und als
solche nach (1.41) zu einem o € O(E, q) fortsetzbar. [ |

(1.48) Folgerung:
Sind Fy, F, zwei maximale singulire, scharf primitive Unterrdume von (E, q), so haben sie die
selbe Dimension.

Beweis: Ist etwa dim F, < dim F, so wihlen wir F| C Fi mit dimF| = dim F,. Der
Unterraum F' i ist scharf primitiv in E, also existiert o € O(E,q) mit oF i = F». Dann ist
oF| 2 cF { = F5. Der Unterraum o F ist ebenfalls singuldrer scharf primitiver Teilraum und
muss, wegen der Maximalitdt von F,, bereits gleich F» sein. Folglich ist auch die Dimension
von Fj und F; gleich. [ ]

(1.49) Definition:
Sei (E,q) ein endlich-dimensionaler quadratischer A-Vektorraum. Dann heiit die Dimension
der maximal singuliren, scharf primitiven Unterrdume der Witt-Index, in Zeichen ind(E), von
E. |

(1.50) Beispiel:
IstE =H(G) = (GaG*, g(x+ x*) = x*(x)), soistind(H(G)) = dimG und G ist maximal

singuldrer, scharf primitiver Teilraum. |
(1.51) Definition:
(E, q) heiBt anisotrop wenn fiir alle x € E ~ {0} gilt, dass q(x) # 0 ist. [ ]

(1.52) Folgerung:
Ist (E, q) quadratischer A-Vektorraum mit Witt-Index n, so lésst sich (E, q) als

(F,q|r) L H(A™) (1.52.1)

schreiben, wobei ind(F,qlr) = 0 ist. Diese Zerlegung heiBt Witt-Zeregung und ist bis auf
Isometrie eindeutig bestimmt. Ist (E, q) zudem regulér oder halbregulir, so ist (F, q|r) anisotrop
und wird anisotroper Kem genannt.
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§ 1.4. Die Klassifikation der (halb-)reguldren quadratischen Formen iiber endlichen K6rpern und deren orthogonale Gruppe

Beweis: Sei G < (E,g) maximal singuldrer, scharf primitiver Teilraum. Dann gibt nach (1.33)
ein H(G) ~ H < E mit G < H und H reguldr. Somit lésst sich E als H L H* schreiben.
Der Raum H* enthilt, abgesehen von {0}, keinen scharf primitiv singulidren Teilraum, weshalb
ind(H*) = 0 ist. Die Folgerungen (1.47) und (1.48) liefern die geforderte Eindeutigkeit. |

Mit dieser Folgerung wollen wir den allgemein gehaltenen Teil der theoretischen Grundlagen
tiber quadratische Formen abschlieBen. In den folgenden beiden Paragraphen wollen wir uns
auf den Teil der Theorie konzentrieren, der direkte Anwendung in den beiden, im 2. Kapitel
vorgestellten, Algorithmen findet.

§ 1.4. Die Klassifikation der (halb-)regularen quadratischen
Formen uber endlichen Kérpern und deren orthogonale
Gruppe

Auch in diesem Paragraphen wollen wir uns wieder hauptsichlich auf [Neb06] stiitzen, da in
[Kne02] bei der Klassifikation einige Erkenntnisse aus dem Kapitel iiber Clifford-Algebren ver-
wendet wurden, welche wir hier nicht vertiefen wollen. Eine etwas weniger ausfiihrliche Klas-
sifikation ist auch in [Asc00, Kapitel 7, Paragraph 20 und 21] zu finden. Was die orthogonalen
Gruppen endlicher Korper angeht, ldsst sich auch in [Hup67, Kapitel II, Bemerkung 10.16] et-
was ausfindig machen.

In diesem Abschnitt sei A stets ein endlicher Korper, genauer sei A := IF; wobei | = p/ eine
Primzahlpotenz ist. Weiter sei (E, ¢) ein endlich-dimensionaler A-Vektorraum.

(1.53) Satz:
Die Isometrieklassen halbregulirer quadratischer A-Vektorrdume der Dimension 1 sind durch

die Vertreter von AX/ A*? eindeutig bestimmt.

Beweis: Es sei der quadratische eindimensionale Raum [a] mit a € A gegeben. Das Bild der
quadratischen Form auf [a] ist gleich a(A*?) U {0} und det [a] = 2a(A*?), was bedeutet, dass [q]
genau dann halbregulir ist, wenn a # 0 ist. Daraus ergibt sich, dass zwei halbregulire Rdume [d]
und [b] genau dann isometrisch sind, wenn @ und b die selbe Quadratklasse in AX/ A*? vertreten.
Es gilt noch ein Reprisentantensystem der Vertreter der Quadratklassen zu bestimmen.

2 falls p # 2,

1 fallsp=2

per der Charakteristik 2 als Vertreter der einzigen Quadratklasse die 1 wéhlen und fiir Korper
der Charakteristik ungleich 2 als Vertreter 1 und & wihlen, wenn sich AX als (A*?)Ug(A*?)
schreiben lésst. |

Es ist A* ~ C;_{, woraus man [AX : AXZ] = erhilt. Wir konnen also fiir Kor-
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(1.54) Satz:
Ist die Dimension von E gleich 2 und E regulir, so ist der Raum eine hyperbolische Ebene oder
anisotrop. In beiden Fillen ist g(E) = A.

Beweis: (i) Sei (E, g) nicht anisotrop, i.e. es gibt ein 0 # x € E mit g(x) = 0. Sei F der von

(i)

x erzeugte Teilraum. Weil E endlich-dimensionaler Vektorraum ist, ist F primitiv. Da E
reguldr ist, ist F ein scharf primitiver singuldrer Teilraum von E (vgl. (1.29)). Nach (1.33)
ist F in einem zum hyperbolischen Modul H(F') isomorphen Teilmodul H < E enthalten.

Da dimH = 2 ist, gilt E = H, und somit ist E =~ [0 (1)] Der Raum E ist hyperbolisch

und enthélt somit zwei linear unabhingige Vektoren (u,v) fiir die g(u) = q(v) = 0
und b,(u,v) = 1 gelten; ein solches Paar von Vektoren wird auch hyperbolisches Paar
genannt. Ist nun a € A beliebig, so ist

qlau+v) = a*q(u) +q(v) + aby(u.v) = a,

also ist g(E) = A.

Sei (E, ¢) nun anisotrop. Ist char A = 2, so ist klar, dass g(E) = A ist. Sei also char A # 2.
Nach (1.26) gibt es ej,e; € E mit (E,q) = Ae; L Ae; = [t1,1,], wobei t; € A sind
(anderenfalls wire E nicht regulir), es gilt also g(aje; + azer) = a%tl + a%tz. Wir wollen
zeigen , das g(E) = A ist. Sei dafiir a € A beliebig. Wir betrachten die Mengen M; :=
{a%tl | a; € A} und M, = {a - a%tz | ay € A}. Wir haben nun die Frage, ob a € ¢(E)
ist dquivalent umgeformt zu: Ist M; N M, # {0}? Ein einfaches Abzihlen liefert jetzt:
M| = |{atn | ar e AX|+ 10N = 5L + 1 = L2 Vollig analog dazu ist [Ms] = 5L Es
ist zum einen

|My U M| < Al =1

Andererseits ist aber auch
|My U M| = M|+ |[Ma| = My N M| =1+ 1~ My N M|,

woraus sich ergibt, dass M| N M, nicht leer ist. Zusammengefasst ist g(E) = A. ]

Wir wollen uns nun einmal einen zweidimensionalen regulédren anisotropen Raum etwas aus-
fithrlicher ansehen.

(1.55) Satz:

Der Raum ¥ iiber dem Korper ) mit der quadratischen Form N : Fp — F;; x — x-x',

[

Normfonm genannt, ist regular anisotrop. Des weiteren nimmt die quadratische Form jeden Wert
in IF; an.

Beweis: Esist E = Fp = Iy 18 F, - a, wobei Fp = Fi[o] ist. Da Gal (Fr/)) = (x - )
ist, gilt fiir alle @ € F: N(ax) = ax(ax)! = axax’ = a®N(x) fiir alle x € Fp. Weiter seit
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§ 1.4. Die Klassifikation der (halb-)reguldren quadratischen Formen iiber endlichen K6rpern und deren orthogonale Gruppe

by: FpxTFp - T; (x,y) = N(x+y)—N(x)— N(y). Wir rechnen nach, dass

by(xy) = Nx+y)=Nx)-NQ) = (x+y)(x+y) - =y
'+ yx
P —xVxeF,
o xyl + ( xyl)l
= SpurF, /g, (")
gilt, also ist by eine symmetrische Bilinearform, da die Spur der Korpererweiterung e / I, eine
ist. Damit ist NV als quadratische Form bestétigt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass (I, N) regulir und anisotrop ist.

Ist x € TFp, so folgt aus N(x) = x/*! = 0, dass x = 0 ist. Wir zeigen, dass N : Fjp=Cpy —

I ~ C-; ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist. Es ist Cp_; = (B); die Ordnung von
gt =L — 1 — 1, also ist Ci_y = (N(B) = B'*1). Insgesamt ist (I, N) also anisotrop und
I+1 L
N nimmt alle Werte in IF; an.

Es ist (by)F, : Fp — Homp, (Fp,T)) 5 x = (y = by(x,y) = SpurFlz/]F[(xyl)). Wegen
dimy, (Homp, (I, 1)) = dimp, (IF2) = 2 geniigt es zu zeigen, dass (by)r, injektiv ist. Es gilt
Kern((bn)r,) = {x eFp | xy'+yx' =0firalley e ]F,z}. Angenommen es gibt ein 0 # x €
Kern((by)r, ). Dann ist das Polynom p,(Y) := Y’ + x'~'Y € Fp [¥] nicht das Nullpolynom.
Da x im Kern von (by)r, ist, gilt fir alle y € IFp: py(y) = 0. Der Grad von p, ist /, es hat aber
I? Nullstellen, ein Widerspruch. |

Der folgende Satz gibt Auskunft dariiber, warum wir (IF2, N) betrachtet haben.
(1.56) Satz:
Ist (E, q) ein anisotroper regulirer quadratischer IF;- Vektorraum der Dimension 2, so ist

(E.q) = (Fp,N).

Beweis: Wir wihlen eine Basis (e, e2) von E mit g(e;) = 1 (geht wegen (1.54)). Somit ist
(E,q) = [1 2], also g(x1e1 + x2e2) = xf 4 cx1xp + ax% fiir alle x1, x, € IF;. Da (E, g) aniso-

trop ist, hat das Polynom f(x) := g(xe; + e2) = x* + cx + a € F;[x] keine Nullstellen in IF;;
f(x) ist also irreduzibel in IFy[x]. Ist @ € Fp mit f(a) = 0, soist g(x1e; + x2e2) = N(x] — x20)
und e; — 1, e; — —a die gesuchte Isometrie von (E,gq) — (IFp, N). |

Wir haben nun die Fille dim(E) < 2 abgehandelt. Der nachfolgende Satz hilft beim Fall
dim(E) > 3.

(1.57) Satz:
Ein quadratischer A-Vektorraum E, dessen Dimension grof3er als 2 ist, kann nicht anisotrop sein.
Es gibt also ein 0 # x € E mit g(x) = 0.
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Beweis: Nach (1.26) ist (E,q) = (E1,q1) L(E2,q2) L ... mit dim(E;) = 1 oder 2 und E;
regulédr oder halbregulir.

Ist char A # 2, so konnen die E; eindimensional gewihlt werden und (E,q) = [aj,a,a3.. .|
(vgl. Definition (1.20)). Ist ajazaz = 0, so ist bereits g(e;) = 0 fiir ein i € {1,2,3}. Sei also
ajazaz # 0. Nach (1.54) gibt es in E; L E; = [aj,ay] ein x = (x1,x2) # 0 mit g(x) =
alx% + arx? = —az und damit ist g((x1,x2,1,0...0)) = 0.

Ist charA = 2, so ist dimE; = 1 und (Ej,qlg,) ist halbreguldr oder dimE; = 2 und E;

ist reguldr (sonst gibt es trivialerweise ein 0 # x € E mit g(x) = 0). In beiden Fillen ist
q(E1) = T, insbesondere gibt es 0 # x; € E; und 0 # E, mit g(x1) = g(x2) # 0; dann ist
q(x1 + XZ) = 0. ]

(1.58) Folgerung:
Ist (E, q) quadratischer I, Vektorraum, so gibt es eine bis auf Isometrie eindeutige Zerlegung

(E,q) = (Er,q1) L(E2, q2) L (E3,93)

wobei dim E| < 2, E; reguldr oder halbreguldr und anisotrop ist (der anisotrope Kern, vgl.
und q3(E3) = {0} ist.

(1.52)), E5 orthogonale Summe von [O é

Beweis: Ist die Dimension von E kleiner oder gleich 2, so ist die Aussage klar. Sei also dim(E) >
3. Wegen (1.57) gibt es ein 0 # x € E mit g(x) = 0. Ist by(x,y) = 0 fiir alle y € E, so kann

man x zu einer Basis (x,ej,...,e,_1) von E erginzen, so dass (E,q) = (eq,...,en1)4 L (x)4
gilt, und (x), wird zu E3 hinzu geschlagen. Gibt es andererseits ein y € E mit b,(x,y) # 0, so
ist {x, y)4 regulér und isometrisch zu H. Folglich spaltet (x, y), orthogonal ab. |

(1.59) Folgerung (vgl. [Asc00, Kapitel 7, (21.2)(3)]):
Die Riume J_zm(]Flz, N) und 1 H(IF;) sind isometrisch (m € IN).

Beweis: Sei 0.E. m = 1. Da (IFp,N) L (Fp, N) regulir ist, enthlt er einen ein- oder zwei-
dimensionalen singuldren Teilraum G (nach (1.57) ist G mindestens eindimensional und da
(Fp,N) L (Fp, N) regulir ist, hochstens zweidimensional). Der Fall, dass G eindimensional ist
kann nicht auftreten, da sonst (Fp, N) 1 (IF‘,z, N ) nach (1.58), zusammen mit (1.56), isomorph
zu (Fp,N) L H wire. Dies aber liefert mit (1.38) bzw. (1.46) den Widerspruch (Fp, N) ~ H.
Der Raum G ist also zweidimensional. Aus Dimensionsgriinden gilt dann (Fp, N) L (Fp, N) ~

H(G) ~ 1> H(F)). -

All dies zusammenfassend formulieren wir das nachstehende Korollar.
(1.60) Komollar (Klassifikation der halbreguliren und reguléiren quadratischen A - Vektorniiume):

Ist (E, q) reguldr und dim E = 2n, so ist

Ef(F):=1"H=1" [O (1)] oder

B, () i= (Ep,N) L (L m) =[] (] ]),

c
a 0

(E.q) =
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§ 1.4. Die Klassifikation der (halb-)reguldren quadratischen Formen iiber endlichen K6rpern und deren orthogonale Gruppe

wobei x*> + cx + a € T[x] irreduzibel ist. Da H einen echten singuliren Teilraum hat, (F, N)
jedoch nicht, liefert der Wittsche Kiirzungssatz (1.46), dass die beiden Varianten nicht isome-
trisch sind.

Ist (E, q) halbregulir und dim E = 2n + 1, so ist, im Fall char A = 2,

(E.q) = Eguy1 (Fy) := [1] L (L"H),

und im Fall char A + 2,

Eonti( ):[l]l(ln ) oder
B {E< F) = [¢]

Hierbei ist € wie in (1.53) gewdhlt. Auch hier sind die beiden Varianten nicht isometrisch, da
sich die Determinanten unterscheiden. |

Um diesen Paragraphen abzuschlieen, wollen wir uns noch die orthogonalen Gruppen dieser
Riume ansehen. Obgleich wir im wesentlichen vier verschiedene Rdume haben, gibt es doch
nur drei Arten von orthogonalen Gruppen.

(1.61) Definition & Bemerkung:
Seien die Bezeichnungen wie in (1.60). Zunichst bemerken wir, dass O(E,q) = O(E,aq) fiir
a € A gilt. Weiter ist (Exn+1(F1),q) = (E5,,(F1), & q), was bedeutet, dass es in ungerader
Dimension nur eine orthogonale Gruppe gibt. Es ist

@) 0y,(F)) := O(E,, (F)),
(b) 0,.(F)) := O(E,. () )und
(©) O2n11(Fy) == O(Eznt1(IF7)). [ ]

Als kleiner Ausblick sei hier angemerkt, dass wir uns noch mit den Gruppen O (F;) und
OEn(IFl) im 2. Kapitel beschiftigen, da wir dort einen Algorithmus angeben werden, der fiir
einen 2n-dimensionalen quadratischen IF;-Vektorraum entscheidet, welcher der beiden Typen
seine orthogonale Gruppe angehort.

Wir beschlieBen dieses Kapitel mit der Frage, ob, wenn auf einem Vektorraum eine Gruppe
operiert, dieser Raum eine, mit dieser Operation vertrégliche, Bilinearform oder sogar eine qua-
dratische Form trigt. Wéhrend wir uns im folgenden Abschnitt ausschlieBlich mit der Frage be-
schiftigen, unter welchen Umsténden eine solche Form existiert, werden wir uns im 2. Kapitel
damit beschiftigen, wie man explizit, bei gegebenem Vektorraum mit der Operation, entscheidet
ob es eine Form gibt und wenn ja, diese auch konkret berechnet.
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§ 1.5. Die Bricke zur Darstellungstheorie

In diesem Abschnitt sei F ein Korper, G eine endliche Gruppe und V ein endlich-dimensionaler
F-Vektorraum. Wir folgen in diesem Kapitel im wesentlichen dem Kapitel VII, §8 aus [HB82].
Weiter wird in diesem Paragraphen, gemil3 eben genannter Quelle und im Ausblick auf die in
[GAPOS] implementierten Algorithmen aus Kapitel 2, von rechts operiert.

Zunichst wollen wir an einige Definitionen aus der Darstellungstheorie endlicher Gruppen erin-
nern.

(1.62) Definition:
(a) Esseip : G — Autp (V) ein Gruppenhomomorphismus, also eine Darstellung von G auf
V.
(b) Der F-Vektorraum V wird vermoge p zu einem FG-Modul. Es gilt

vg :=vp(g) firveVundgeg.

(c) Der zu'V duale Modul V*(= Hompg (V, F)) wird zum FG-Modul, wenn wir

v(fg) = (vg)f

firalleve V, f € V* und g € G setzten. |

Obgleich erst im 2. Kapitel bendtigt, bemerken wir hier:

(1.63) Bemerkung:
Ist p eine Matrixdarstellung von G auf V, so ist die dazu gehorige duale Darstellung p* von G
auf'V* durch

o' (g) == p(g_l)’ firalleg e G
gegeben. |

(1.64) Definition (Vgl. [Hup67, Kapitel V, §2] bzw. [HBS2, Kapitel VII, §6]):
Fiir einen Ring R ist das Jacobson Radikal J (R) als der Schnitt iiber alle maximalen Rechts-
ideale von R definiert. |

(1.65) Lemma:
Seien V und W endlich erzeugte FG-Moduln.

(a) Homp (V, W) wird vermoge
v(ag) = ((vg")a)g
firallev € V, @ € Homp (V,W) und g € G zum FG-Modul. Daraus ergibt sich, dass

Hompg (V,W) = {a | @ € Homp (V, W), ag = « fiir alle g € G}

die Menge der Fixpunkte dieser Operation ist.
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(b) Die Abbildung 8 : V* ®r W — Homy (V, W) die durch
v((few)p) = (flw (veV, feV,weW)
definiert ist, ist ein FG-Modulisomorphismus.

Beweis: Direktes Nachrechnen. ]

(1.66) Lemma:
Sind V| und V, endlich erzeugte FG-Moduln, so bezeichnen wir mit B (V1 , V2) den F-Vektorraum
der F-Bilinearformen auf V; X V5.

(a) B(Vy,V,) wird zum FG-Modul, wenn wir

(bg) (vi,v2) == b(vig", vag™)

firv; € V; (i =1,2),b € B(Vy,V,) und g € G setzten.
(b) Vi ®F V; und B(Vl, V) sind vermége der Abbildung y, die durch

((A®f)y)(viv2) = (vifi)(afa) (vieVi fieVi,I1=1,2)
definiert ist, als FG-Moduln isomorph.
Beweis: Siehe [HBS2, Kapitel VII, Lemma 8.9]. [ |

(1.67) Lemma:
Seien V| und V> endlich erzeugte FG-Moduln.

(a) Seia € Homp (Vg, Vf) und b € B(Vy, V,) so, dass

b(vi,v2) = vi(na)

fiir allev; € V; gilt. Dann ist @ genau dann ein F G-Homomorphismus, wenn b G-invariant ist,
i.e. b(vig,v2g) = b(vi,v7) fiirallev; € V; und alle g € G.

(b) Es ist V, ~ V{ genau dann, wenn es eine G-invariante reguldre Bilinearform auf Vi X V3
gibt.

Beweis: (a) Die Behauptung folgt aus
b(vig,vag) =b(vi,v2) = (vig)(vga) - (vige™)(na)
= (vig)(vager —vaag).

(b) EsistKklar, dass in (a) genau dann « ein Isomorphismus ist, wenn b reguldr ist. Die Behaup-
tung folgt nun unmittelbar aus (a). |

(1.68) Definition:
Eine Bilinearform b € B(V, V) heift symplektisch, wenn b(v,v) = 0 fiir allev € V gilt. [ ]
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(1.69) Satz (Gow):
Sei die Charakteristik von F nicht 2 und V # {0} ein unzerlegbarer FG-Modul, der selbstdual
ist, i.e. V =~ V*. Dann gilt:

(a) Es gibt eine regulire symplektische oder symmetrische G-invariante Form auf'V.
(b) Wenn V absolut unzerlegbar ist, so konnen nicht gleichzeitig eine symmetrische und eine

symplektische Form auf V existieren.

Beweis: Sei R := Homgg (V, V) und J := J(R).

(a)

(b)

34

Nach Voraussetzung existiert ein FG-Isomorphismus @ von V nach V*. Sei o* die dazu
duale Abbildung von V** = V nach V*. Diese ist durch

w(va) = v(wa™)

fiir alle v,w € V definiert. Da Dualisieren in der Kategorie der endlich erzeugten FG-
Moduln ein exakter Funktor ist, ist auch " ein FG-Isomorphismus (vgl. [HB82, Kapitel
VII, §8, Lemma 8.3]). Setzten wir 8 := a*a’l, s0 ist € Rund

w(va) = v(wpa)

fir alle v,w e V.
Fiir £ = +1 seien Bilinearformen b, auf V definiert, indem wir

be(v,w) 1= v(wa) + ew(va)

fiir alle v, w € V setzen. Nach Lemma (1.67) ist b; G-invariant , wobei b; symmetrisch und
b_; symplektisch ist. Wir nehmen nun an, dass by und b_; beide nicht regulér sind. Da

be(v,w) = v((w + swp)a)

ist, folgt, dass sowohl idy —£ als auch idy 4 keine Isomorphismen sind. Sie sind deshalb
beide Nichteinheiten im lokalen Ring R und liegen folglich in Jj. Somit liegt auch 2idy € J
und, da char K # 2, liegt sogar idy selbst im Jacobson Radikal. Dies ist ein Widerspruch zu
(1.64). Folglich ist entweder b; oder b_; regulir.

Angenommen es existieren reguldre G-invariante Bilinearformen b und b, auf V, wobei b,
symmetrisch und b, symplektisch ist. Dann existieren F-Isomorphismen @ und a; von V
nach V* mit

w(vay) =bi(v,w) und w(vay) = ba(v,w).

Wegen (1.67)(a) sind @ und a; FG-Isomorphismen fiir die @ = a; und a; = —a» gilt.
Setzen wir 8 := aqail soist § € R. Aus a; = Ba; folgt @] = ;4" und hieraus wiederum
a; = —apf”*. Deshalb gilt

-1 -1 -1
alﬁ*a’l :ﬁa’Zﬂ*al :_ﬁa’la’l = —B.

Da V absolut unzerlegbar ist, ist %/ J=FundpB = aidy +y fireina € Fundeiny €
J. Es gilt g* = aidy- +y* und wegen [HB82, Kapitel VII, §8, Lemma 8.3(b)] ist y* €
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Homgg (V*, V*). Folglich ist auch aqy*a}l € fR. Da y kein Isomorphismus ist, ist auch y*

keiner, was cxly*aq] € J impliziert. Folglich ist
—aidy —y = -8 = aif’ey = aidy +a1y'q},

und somit 2aidy € J. Dachar K # 2 impliziert dies, dass a = O ist. Also ist 8 € J, 8 folglich
kein Isomorphismus und, wegen @; = Ba;, @) ebenfalls nicht, was einen Widerspruch zur
Voraussetzung darstellt. |

(1.70) Satz:
Ist V ein absolut irreduzibler, selbstdualer (V ~ V*) FG-Modul, so existiert bis auf skalare
Vielfache genau eine regulidre G-invariante Bilinearform b auf V. Ist die Charakteristik von F
nicht 2, so ist b symmetrisch oder symplektisch.

Beweis: Wir wollen den F-Vektorraum der G-invarianten Bilinearformen mit By(V) bezeich-
nen. Es gilt b € By(V) genau dann, wenn

b(vi,v2) = b(vig.v2g) = (bg”") (v1,v2)
fiir allev; € Vund g € G.
Nach (1.65)(b) und (1.66)(b) haben wir
Homp (V,V) = V'@ V = V* @ V* = B(V, V) als FG-Moduln.
Wegen (1.65)(a) gilt Hompg (V, V) = By (V). Da V absolut irreduzibel ist, ist
dimp Bo(V) = dimp Hompg (V, V) = 1.

Die Existenz einer regulidren G-invarianten Bilinearform folgt aus (1.67)(b). Ist die Charakteris-
tik von F nicht 2, so folgt aus (1.69)(a), dass diese Bilinearform symmetrisch oder symplektisch
ist. |

(1.71) Satz ( Lemma von Fong ):
Sei F ein perfekter Korper der Charakteristik 2 und V ein irreduzibler FG-Modul. Ist V ~ V*
und V kein Modul fiir die triviale Darstellung von G, so existiert eine reguldre symplektische
G-invariante Bilinearform auf V. Insbesondere ist die Dimension von V gerade.

Beweis: Istdie Dimension von V gleich 1, soist V = Fv. Der Isomorphismus V ~ V* impliziert
vg = vg! fiir alle g € G. Da vg = av fiir ein a € FX ist, folgern wir, dass a*> = 1 sein muss,

und, da char K = 2 ist, ist a = 1. Somit muss die Dimension von V grofler als 1 sein.

Nach (1.67)(b) existiert eine regulidre G-invariante Bilinearform f auf V (von der wir aber nicht
wissen, ob sie symplektisch ist!). Wir setzen ¢(v) := b(v, v). Daraus ergibt sich

q(v1 + Vz) = q(vl) -+ C](Vz) + [Vl,v2] s (1.71.1)
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wobel

[V],Vz] = b(vl,vz) + b(Vz,V]) (1.71.2)

ist. Wir unterscheiden zwei Fille

Fall 1: Die Form [+, -] ist identisch Null, i.e.

g(vi +v2) = q(v1) +q(»2)

fiir alle vy, v, € V. Wir wihlen v, v, € V linear unabhéngig (geht, da dimp V > 2). Falls
q(v1) # 0, so existiert, da F perfekt ist, ein a € F mit

glavy +vp) = a*q(v;) + q(v2) = 0.

Deshalb ist die Menge
U:={eV|q) =0}

ein nicht trivialer G-invarianter Teilraum von V. Da V irreduzibel ist, ist U = V und es
gilt
0=gq(v) =b(v,v)

fiir alle v € V; b ist also symplektisch.

Fall 2: Ist die Form [-, -] nicht identisch Null, so ist sie wegen (1.71.2) und char K = 2 symplek-
tisch. Sei R das Radikal von [+, ] (i.e. R = V* beziiglich [, -]). Es ist

R={veV | [vw]=0VweV}.

Da [, -] nicht identisch Null ist, kann R nicht gleich V sein. Weil R aber G-invariant und
V irreduzibel ist, muss R = {0} sein, was bedeutet, dass [-, ] reguldr ist. ]

(1.72) Definition & Bemerkung:
Sei V ein FG-Modul.

(a) Eine quadratische Form g auf V heif3t G-invariant, wenn

q(vg) = q(v)

fiiralleg € G undv € V gilt.
(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Die quadratische Form g ist G-invariant.
(ii) Das Bild des Operationshomomorphismus ist in O(V, q); i.e. die Operation eines jeden
Gruppenelementes entspricht einer Isometrie. |

In Anlehnung an Satz (1.70) zeigen wir nun, dass es auf einem irreduziblen selbstdualen FG-
Modul auch nicht ,,allzuviele® G-invariante quadratische Formen geben kann.
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(1.73) Satz:
Sei V ein absolut irreduzibler selbstdualer FG-Modul, der nicht der Modul fiir die triviale Dar-
stellung von G ist, und Qy(V) der F-Vektorraum der G-invarianten quadratischen Formen auf
V. Es gilt:

(a) Ist die Charakteristik von F nicht 2, so ist dimp Qy(V) = 1 (vgl. [HB82, Kapitel VII, §8,
Remark 8.15 (a)]).

(b) Ist F ein perfekter Korper der Charakteristik 2, so ist dimp Qo (V) < 1 (vgl. [HB82, Kapitel
VII, §8, Exercise 23]).

Beweis: (a) Ist die Charakteristik nicht 2, so stehen die quadratische Form und ihre zugehéorige
Bilinearform in Bijektion. Nach (1.70) ist 1 = dimp By(V) = dimg Qy(V).
(b) Seien gi,q> € Qy(V) mit gleicher Bilinearform b € By (V) i.e.

gi(vi +v2) = qi(v1) + qi(va) + b(v1,v2) fiiralle vi,v €V,i=1,2.

Zuerst wollen wir zeigen, dass es ein 0 # v € V gibt, so dass ¢(v) = ¢2(v) ist. Dazu
nehmen wir an, dass es ein solches v nicht gibt. Dies bedeutet, dass die quadratische Form
G := q1 + g total anisotrop ist, i.e. g(v) = 0 impliziert, dass v = 0 ist. Weiter ergibt sich
aus der Definition, dass die zugehorige Bilinearform von § identisch Null ist. Da nach (1.71)
die Dimension von V mindestens 2 ist, gibt es zwei linear unabhiingige Vektoren v,w € V
die nicht singulir (bez. §) sind. Da F perfekt ist, gibt es ein @ € F* mit a*§(v) = g(w).
Daraus folgt, dass

g(av+w) = a*g(v) + q(w) = 0
ist, was ein Widerspruch zu ,,g ist total anisotrop* ist. Also muss es ein 0 # v € V geben mit
71(v) = q2(v).
Der von v erzeugte FG-Modul ist ein G-invarianter Teilraum, der v enthélt und wegen der
Irreduzibilitdt von V gleich V sein muss. Sei a = Y 4c; heg € FG mit hy € F fiiralle g € G.
Damit gilt

glva) = q(va) +q(va)

= Y RAai(ve) + q2(vg))

geG

; G-invariant
= Zhg(%(vﬂ‘%(v))
geG

71(v)=42(v) 0
Da a beliebig war, sind g; und ¢, gleich. Dies bedeutet, dass es, wenn iiberhaupt, nur eine,
bis auf skalare Vielfache eindeutige G-invariante regulire quadratische Form mit vorgegebe-
ner G-invarianter regulérer Bilinearform geben kann. Nach (1.70) istdann 1 = dimg By (V) >
dim F Qo ( V) . |

Nun interessiert uns natiirlich, wann ein absolut irreduzibler selbstdualer FG-Modul iiber ei-
nem perfekten Korper der Charakteristik 2 eine G-invariante quadratische Form trigt. Hierzu
benétigen wir ein paar Definitionen und einfithrende Lemmata.
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(1.74) Definition:
Sei F ein Korper der Charakteristik 2 und V ein FG-Modul.

(a) Die F-lineare Abbildung 7, die durch
(vew)t=wev

definiert ist, ist ein FG-Automorphismus von V ®f V.
(b) Wir setzten
S(V):={teVepV | tr=1},

der symmetrische Teilmodul von V ®f V, und
A(V) :={t(r—idyg,v) | 1€ VRF V},
der antisymmetrische Teilmodul von V ® V. Da
(r~idye,v)* = 7* ~idyg,v = 0

ist, erhalten wir A(V) € S(V). (Ist die Charakteristik von F nicht 2, so gilt V ®p V =
S(V)eA(V).) |

(1.75) Lemma:
Ist F ein perfekter Korper der Charakteristik 2 und V ein endlich erzeugter FG-Modul, so gilt:

@ (VerV)/s(y)=aAawv).
(b) S(V)/y((v) ~ V(z), wobei V) der FG-Modul ist, der zu V via des Frobeniusautomorphis-
mus a — a* des perfekten Korpers F algebraisch konjugiert ist.

(c) TrigtV eine G-invariante symplektische Form b, die nicht identisch Null ist, so existiert ein
FG-Epimorphismus & von A(V) auf den trivialen FG-Modul F, so dass

(vew+wev)s =b(v,w)
ist.

Beweis: (a) 7 —idyg,y ist ein FG-Epimorphismus von V ®¢ V auf A(V), dessen Kern S(V)

ist.
(b) Sei {vq,...,v,}eine F-Basis von V. Dann ist
AV) = (vi®vj+vi@vlij=1,...ni#j)
und

S(V)=@evili=1,....,n)p®A(V)

als F-Vektorraume. Folglich ist

vievi+AWV) | i=1,....n)
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eine F-Basis von S(V)/ﬂ(v). Ist

n

vig = Zafjvj (af; € F),

so gilt
(vievi+ A(V))g = vig®vig+A(V)
n

= Z ajazvi®vi + A(V)
k=1
n

= D (@) viev;+AV).

=1

Diese Rechnung zeigt die Behauptung.
(c) Die Abbildung 7 — idyg,y induziert einen FG-Isomorphismus o von (V ®F V)/s(v) auf
A(V) so, dass
(vew+S(V))oc=vew+wenv.

Die Abbildung ¢ € Homp (V®F V, F) die durch
(vew)p = b(v,w)
definiert ist, ist ein FG-Homomorphismus von V ® V auf den trivialen FG-Modul F, da b
G-invariant ist. Da b symplektisch ist, erhalten wir
(vew+wev)p =b(v,w) +b(w,v) =0
und
(vev)p =b(v,v) =0.

Damit ist S(V) C Kern ¢. Folglich gibt es einen FG-Epimorphismus ¢ von (V ®F V) / S(V)
auf F mit

(vew+S8(V))p = b(v,w).
Definieren wir nun ¢ durch ¢ := !¢, so gilt
vew+wev)d=(vew+S(V))¢ =b(v,w).
|

(1.76) Lemma:
Sei F ein Kérper der Charakteristik 2 und V ein FG-Modul. Sei {vy, ..., v,} eine F-Basis von V
und g eine quadratische Form auf V. Wir setzen g;; := q(v;) und q;; := by(vi, v;) fiiri # j. Wir
definieren & € Homyg (S(V), F) durch
(viev)a = gqi
(vievit+vi®v)e = q; (i#)).

Dann ist g genau dann G-invariant, wenn & € Hompg (S(V), F) ist.
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Beweis: Firv =} | x;y; mit x; € F, erhalten wir
q(v) = Z XiXjqij-
i<j
Nun gilt, dass g genau dann G-invariant ist, wenn
g(vig) =q(vi) (i=1,...,n), und
by(vig,vig) = bg(vi-vj) (i #])

fiir alle g € G ist. Sei

n

o — 8y,
vlg—Zaijvj.

J=1
Damit ist (1.76.1) dquivalent zu

= q(vi) = q(vig)

n

Z lj qJJ+Z lj lkq./k

j=1 Jj<k
und (1.76.2) ist dquivalent zu
qij = bq(Vth) = bq(Vig, ng)

= Z afka§Ile (i # J)

I#k

Andererseits ist @ genau dann in Hompg (S(V), F), wenn gilt:

qii = qii§ = (Vi®Vi)C¥g = (Vi®vi)ga

_ g g
= [Zal] lkv]®kaa

J-k

= Z 1] q]]+z 1] qu]k’

J=1 J<k
und fiir i # j

gij=qijg = (i®vj+v;®v)ag
= (Vi®vj—|—vj®v,-)ga

- Z fkag(vk®v1+v1®vk) a

k1l

_ 8 8
= Zaikaﬂq’d'

I#k

Aus dieser Rechnung folgt die Behauptung.

40

(1.76.1)
(1.76.2)

(1.76.1")

(1.76.2")



§ 1.5. Die Briicke zur Darstellungstheorie

Der folgende Satz gibt nun Aufschluss dariiber, wann eine regulidre G-invariante quadratische
Form auf einem irreduziblen nicht-trivialen FG-Modul existiert, wobei F ein perfekter Korper
der Charakteristik 2 ist.

(1.77) Satz:
Sei F ein perfekter Korper der Charakteristik 2 und V ein irreduzibler FG-Modul, der nicht
isomorph zum trivialen FG-Modul ist. Aquivalent sind:

(a) Es gibt eine regulire G-invariante quadratische Form auf' V.
(b) Es gibt einen FG-Epimorphismus von S(V) auf den trivialen FG-Modul F.

Beweis: Sei {vi,...,v,} eine F-Basis von V.

(a)=(b): Sei g eine regulire G-invariante quadratische Form auf V und b, die zugehorige sym-
plektische Form. Wir setzten

gi :=q(vi) und gq;j = by(vi,v;) (i # Jj).
Wir definieren @ € Homp (S(V), F) durch
(vi®vi)a:=g; und (vi®V;+v;®v)a:=q; (i # J).
Nach (1.76) ist @ € Homgg (S(V), F); offensichtlich ist @ # 0 und damit ist & surjektiv.
(b)=(a): Sei 0 # @ € Hompg (S(V), F). Wir setzen
gi = (vi®vi))a und gij:= (vi®v;+v;Qv)a (i # j).

Ebenfalls wegen (1.76) definiert dies eine G-invariante quadratische Form g auf V. Es bleibt zu
zeigen, dass g reguldr ist.

Lemma (1.75)(b) liefert
SW)[ay=v@ 2F.

Da V irreduzibel ist, ist auch V(?) irreduzibel. Wegen A(V) ¢ Kerna gibtes i # j mit
by(vi,vj) = qij = (vi®vj+v;®v;)a #0.

Die G-invariante symplektische Form b, auf V ist somit nicht die Nullform. Deshalb ist das
Radikal dieser Form ein echter FG-Teilmodul von V. Da V irreduzibel ist, muss das Radikal
Null sein und folglich ist b4, und damit auch g, regulir. |

Nun sind wir soweit, den Frobenius-Schur-Indikator fiir Korper der Charakteristik 2 zu definie-
ren.
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(1.78) Definition (vgl. [JLPW95, Introduction 9 und 10] und [JL01, Kapitel 23]):
Sei F ein perfekter Korper der Charakteristik 2 und V ein absolut irreduzibler FG-Modul. Wir
definieren

+1, falls V selbstdual ist und eine G-invariante reguldre quadratische Form trigt,
tV:=40, fallsV # V*und

—1, falls V selbstdual ist, aber keine G-invariante reguldre quadratische Form trégt.

und nennen ¢V den Frobenius-Schur-Indikator von V. [ ]

Dieses Kapitel abschliefend, wollen wir uns noch einmal das Beispiel (1.16) (d)-(f) vom Ende
des Paragraphen § 1.1 zu Gemiite fithren und sehen was uns die bis hierhin entwickelte Theorie
iber diese Moduln noch sagen kann. Hierfiir werden wir uns einiger Darstellungen aus [Wil]
bedienen. Die Bezeichnungen der vorkommenden Gruppen sind [JLPW95] bzw. [Wil] entnom-
men. Des weiteren sind alle vorkommenden Darstellungen absolut irreduzibel und der Korper,
da er endlich ist, perfekt. Folglich sind alle Voraussetzungen fiir Satz (1.71) und fiir Satz (1.70)
erfiillt.
(1.79) Beispiel:

Sei F = T und der Vektorraum V = F$(= F}*®). Als Basis sei stets die Standardbasis ¢ =
(e1,...,ec) des Raums IE‘;J zugrunde gelegt. Zur besseren Lesbarkeit werden Nullen als Punkte
geschrieben.

(a) AufV operiert die Gruppe G := A7, gegeben durch die Darstellung

1

I R T T
In (1.16)(d) haben wir gesehen, dass V eine Bilinearform b trdgt. Es gilt nun, dass b, sogar
G-invariant ist. Dies verifizieren wir, indem wir

aeb1£at == gbl£ = b£b1£bt

nachrechnen. Sei weiterhin eine quadratische Form q; auf V durch die Matrix

1

1
1
~ . 1
1= 11

1 1 1

gegeben, wobei q1(v) = vq,V' ist. Es gilt by, = by.
Um zu zeigen, dass q; G-invariant ist, geniigt es nach Bemerkung (1.72)(b) und (1.31) zu
zeigen, dass

ei-a-qi-(ei-a) =ei-qi-e;=ei-b-qi-(e-b)
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fiir allei = 1,...,6 gilt. Nach dieser Bemerkung miissten wir zwar noch die Eintrige (i, j)
fir 1 < i < j < 6 von ¢ testen. Da diese Eintrdge aber von der, schon als G-invariant
nachgewiesenen, Bilinearform stammen, konnen wir uns das hier sparen. Es gilt also, dass
der Vektorraum V zusammen mit der quadratischen Form q; und der Operation der Gruppe
A7 den Frobenius-Schur-Indikator «(V, q1,A7) = +1 hat.

Weiterhin erhalten wir, unter Benutzung des Algorithmus zur Berechnung des Witt-Index
aus dem folgenden Kapitel, dass ind(V, q;) = 3 ist.

(b) Nun operiere auf'V die Gruppe G = U4(2):2 =~ O, (F5). Die zugehorigen Matrizen der Er-
zeuger a, b dieser Gruppe entnehmen wir [ Wil], die dort unter der BezeichnungU42d2G1-£2r6B0.ml
undU42d2G1-£2r6B0.m2 zu finden sind. Wie in Teil (a) rechnen wir nun nach, dass die Bi-
linearform b, aus (1.16)(e) ebenfalls G-invariant ist. Auch hierauf gibt es eine G-invariante
quadratische Form ¢, die durch

2
)
—_—
—

gegeben ist. Folglich ist der Frobenius-Schur-Indikator «(V, g2, U4(2):2) = +1. Wieder-
um, unter Benutzung des oben genannten Algorithmus, erhalten wir, dass diesmal ind(V, qz) =
2 ist (was uns bei der operierenden Gruppe auch nicht verwundern sollte).

(c) SchlieBlich lassen wir auf V die symplektische Gruppe G = S¢(2) operieren. Die zuge-
horigen Matrizen der Erzeuger a, b dieser Gruppe entnehmen wir [Wil], die dort unter der
Bezeichnung S62G1-£2r6B0.m1 und S62G1-f2r6B0.m2 zu finden sind. Obgleich dieser
FG-Modul noch selbstdual ist, i.e. by aus (1.16)(f) ist G-invariant, trdgt dieser Modul keine
G-invariante quadratische Form mehr. Wie wir dies auf geschickte Weise verifizieren, lernen
wir im nédchsten Kapitel kennen. |
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Er sagt es klar und angenehm,
was erstens, zweitens und
drittens kam.

(Wilhelm Busch, Bilder zur
Jobsiade (1872) - Fiinftes
Kapitel)

In diesem Kapitel wollen wir uns damit beschéftigen, wie wir fiir einen gegebenen selbstdualen
FG-Modul explizit eine G-invariante Bilinearform bestimmen konnen. Des weiteren werden
wir im Fall, dass char F = 2 ist, algorithmisch testen, ob dieser Modul auch eine G-invariante
quadratische Form trdgt und, wenn ja, werden wir sie auch bestimmen. Fiir diese Aufgabe hat
Jon Thackray in [ThaO2b] einen erstaunlich einfachen Algorithmus beschrieben, der bereits in
GAP [GAPO05], wenn auch nicht besonders geschickt (vgl. § 2.1.2), implementiert ist.

In den ersten Abschnitten werden wir diesen Algorithmus beschreiben, dessen Korrektheit be-
weisen, eine neue, in Bezug auf Laufzeit und Speicherplatz optimalere, Implementierung in
GAP vorstellen und eine grobe Laufzeit- und Speicherplatzabschitzung vornehmen.

Wie bereits im vorhergehenden Kapitel angedeutet, werden wir einen weiteren Algorithmus, der
ebenfalls von Jon Thackray in [ThaO2a] beschrieben wurde, vorstellen, der zu einer gegebe-
nen G-invarianten quadratischen Form auf einem FG-Modul den Orthogonalitétstyp bestimmt.
Auch hier werden wir die Korrektheit des Algorithmus beweisen sowie eine grobe Laufzeit- und
Speicherplatzanalyse liefern.

Dieses Kapitel abschlieBend werden wir mit Hilfe des ersten Algorithmus zeigen, dass in Bei-
spiel (1.79) (c) keine G-invariante quadratische Form existiert. Auch werden wir exemplarisch
den zweiten Algorithmus auf Beispiel (1.79) (a) anwenden um den dort behaupteten Witt-Index
zu bestitigen. Der Vollstidndigkeit halber werden wir im Anhang A eine Liste aller absolut irre-
duziblen selbstdualen Darstellungen der Charakteristik 2 aus [Wil] nebst deren Indikatoren und
Witt-Indizes angegeben, wie sie mit den beiden Algorithmen bestimmt wurden.
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Wihrend des gesamten Kapitels sei F' ein endlicher Korper mit £ Elementen. Des weiteren seien
alle FG-Moduln absolut irreduzibel. Wie man dies algorithmisch testen kann, entnimmt man
beispielsweise [HEOOS, Abschnitt 7.4 und 7.5]. Zur Beschreibung der nun folgenden Algorith-
men werden wir einen, an den GAP-Code angelehnten, Pseudocode verwenden. Hierfiir ist es
notwendig, dass wir eine Datenstruktur fiir die Speicherung eines FG-Moduls definieren. Doch
zundchst wollen wir kurz auflisten, welche Parameter wir fiir die Beschreibung der Algorithmen
bendtigen:

Parameter Bedeutung
c Speicherplatz fiir ein Korperelement
d Dimension des Moduls als F-Vektorraum
k Anzahl der Elemente des Korpers F
n Anzahl der Erzeuger des Moduls

(2.1) Definition:
Sei V ein FG-Modul, der als F-Vektorraum d-dimensional ist. Seien weiter g1, . .., g, Erzeuger
von G. Sei eine Basis von V gewdhlt und die Operation von G auf V beziiglich dieser Basis
durch
p: G— GLy (F)

gegeben. Seien g1, ..., g, die Bilder von g1, ..., g, unter p.

Die Datenstruktur GModul beziiglich V ist nun wie folgt definiert:

Vi=rec( gen :=I[g1,...,8n]
dim :=d,
field = k).

Abjetztsei V= Flund G = (g1, ..., gn).

§ 2.1. G-invariante quadratische Formen algorithmisch
bestimmen

§ 2.1.1. Algorithmus und Korrektheit

Bevor wir uns dem eigentlichen Algorithmus zuwenden, benétigen wir einige Hilfsfunktio-
nen.
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§ 2.1. G-invariante quadratische Formen algorithmisch bestimmen

(2.2) Algorithmus (DuaALMODULE):

INPUT: GModul v

List (V.gen, g —> TRANSPOSEDMAT (g)*-1),
Y .dim,
V. field );

return rec( gen
dim
field

OUTPUT: der dazu duale Modul

Beweis: Die Korrektheit folgt unmittelbar aus Kapitel 1, Bemerkung (1.63). ]

Weiter benétigen wir einen Algorithmus zur Berechnung eines FG-Modulisomorphismus zwi-
schen zwei irreduziblen FG-Moduln. Dieser Algorithmus soll, falls ein solcher Isomorphismus
existiert, eine Matrix zuriick geben, deren Zeilen eine F-Basis des zweiten Moduls bilden und
die Bilder der Standardbasis des ersten Moduls sind. Da dieser Algorithmus einige Zwischen-
ergebnisse aus den Algorithmen fiir die Tests auf Irreduzibielitédt bendtigt, wollen wir hier auf
seine explizite Angabe verzichten und auf das Buch [HEOOS5] verweisen, in dem er im Ab-
schnitt 7.5.3 beschrieben wird. Es sei hier nur erwiéhnt, dass der Algorithmus mit MobuLElso-
MORPHISM(Y, W) aufgerufen wird und entweder ,fail* oder die Abbildungsmatrix eines FG-
Modulisomorphismus vom FG-Modul V in den FG-Modul W zuriick gibt.

(2.3) Algorithmus (INVARIANTBILINEARFORM):
Sei V ein absolut irreduzibler FG-Modul.

INPUT: GModul v

local v*;
V* := DUALMODULE (¥ );
return MobpuLElsomorPHISM (V, V*);

OUTPUT: fail, falls V nicht selbstdual ist oder
die Gram-Matrix der G-invarianten Bilinearform auf'V (bez. der Standardbasis von V).

Beweis: Die Korrektheit folgt unmittelbar aus der Definition von by in Kapitel 1 Satz (1.2). W

SchlieBlich brauchen wir noch den Algorithmus BasisINOrBIT(?/), der uns fiir den irreduziblen
Modul V eine Basiswechselmatrix liefert, deren Zeilen in einer G-Bahn von Elementen aus V
liegen. Hierfiir wird auf den ersten Standardbasisvektor schrittweise ein modifizierter Bahnen-
algorithmus angewendet, bei dem in jedem Schritt getestet wird, ob die durch den Algorithmus
gelieferten Vektoren bereits eine Basis bilden. Fiir die genaue Implementierung sei hier auf den

47



=T L - Y o N

Kapitel 2 Algorithmen

Quelltext in der Datei 1ib/meataxe.gi in [GAPOS5] verwiesen. Fiir die Korrektheit dieses Al-
gorithmus miissen wir zeigen, dass jede G-Bahn eines irreduziblen Moduls, die den Nullvektor
nicht enthilt, eine F-Basis des Moduls beinhaltet. Dazu wihlen wir eine maximal linear unab-
hingige Teilmenge in einer G-Bahn, die den Nullvektor nicht enthilt. Das F-Erzeugnis dieser
Teilmenge ist, da die Menge in einer G-Bahn liegt, sogar ein F'G-Untermodul von V, der wegen
der Irreduzibilitit von V gleich V ist. Folglich enthilt die Bahn, welche den ersten Standardba-

sisvektor beinhaltet, auch eine F-Basis von V, die diesen Vektor einschlief3t.

Nun sind wir gewappnet, den Algorithmus zur Berechnung einer G-invarianten quadratischen

Form auf einem absolut irreduziblen FG-Modul vollstindig zu beschreiben.

(2.4) Algorithmus (INVARIANTQUADRATICFORM):
Sei V ein absolut irreduzibler FG-Modul.

INPUT: GModul vV

local iso, bas, invbas, cgen, dim, z, qf, cqf, fix, i, j, X, &;
iso := INVARIANTBILINEARFoORM (V);
if iso = fail then return fail; fi;
if CHARrRAcCTERISTIC (V. field) <> 2 then return iso/2; fi;
bas := BasisInOrbit(V);
invbas := bas’-1;
cgen := List(v.gen, g —> bas * g * invbas);
dim := vV .dim;
z := Zero (V. field);
qf := bas % iso * TRANsPoSEDMAT (bas);
for i in [1..dim-1] do
for j in [i+1..dim] do
qf[i][j] := z;
od;
od;
for x in V. field do
for i in [1..dim] do
qf[i][i] := x;
od;
fix := true;
for g in cgen do
cqf := g * qf * TRANSPOSEDMAT(g);
for j in [1..dim] do
if cqf[j][j] <> x then
fix := false;

break ;
fi;
od;
if not fix then break; fi;
od;
if fix then

qf := invbas * qf * TrRANSPOSEDMAT (invbas);
for i in [1..dim—1] do
for j in [i+1..dim] do
qf[jI[i] = qf[i][j] + qf[jl[i];
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39
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§ 2.1. G-invariante quadratische Formen algorithmisch bestimmen

qf[i]l[j] := z;
od;
od;
return qf;
fi;
od;
return fail;

OUTPUT: fail, falls V keine G-invariante quadratische Form trigt oder
eine Matrix, die die G-invariante quadratische Form auf V beschreibt.

Beweis: Wie wir bereits in Kapitel 1, Bemerkung (1.18) gesehen haben, ist eine quadratische
Form {iiber einem Ring, in dem 2 eine Einheit ist, bereits eindeutig durch die zugehorige Bi-
linearform gegeben. Dies bedeutet, dass, falls V eine G-invariante Bilinearform trégt, dadurch
bereits eine G-invariante quadratische Form gegeben ist. Nach Satz (1.73)(a) ist diese Form bis
auf skalares Vielfaches eindeutig bestimmt.

Ist die Charakteristik des Grundkorpers gleich 2, so ist zum einen einer gegebenen Bilinearform
nicht mehr eindeutig eine quadratische Form zugeordnet und zum anderen muss noch nicht
einmal eine G-invariante quadratische Form existieren.

Nun wollen wir annehmen, dass V eine G-invariante Bilinearform b trigt. Nach Folgerung (1.19)
wissen wir, dass, wenn V eine G-invariante quadratische Form trigt, diese durch eine untere
Dreiecksmatrix A beschrieben werden kann. Dies geschieht, indem man a; = q(ei), ajj =
b(ej,ej) fir i > jund a;; = O fir i < j setzt, falls ey, ..., e; eine F-Basis von V ist. Da V
bereits eine G-invariante Bilinearform trigt und diese eindeutig ist (bis auf skalare Vielfache:
vgl. (1.70)), sind die Eintréige a;; fiir i # j festgesetzt. Dies bedeutet, dass fiir die quadratische
Form nur noch die Diagonale bestimmt werden muss. Um dies auf mdglichst geschickte Art
und Weise zu tun, wihlen wir die Basis ey, ..., eq so, dass sie in einer G-Bahn liegt. Wenn die
Basis so gewdhlt ist, gibt es hy,...,h; € Gmit eth; = ¢; firi = 2,...,d und, wenn es eine G-
invariante quadratische Form ¢ auf V gibt, so gilt ¢(e;) = g(e1h;) = g(ey) firallei = 2,...,d.
Dies bedeutet, dass alle a;; gleich gewi#hlt werden konnen.

Der Rest des Algorithmus ist nun recht schnell erklart. Die Gram-Matrix der Bilinearform aus
Zeile 2, die beziiglich der Standardbasis gegeben ist, wird gemil der Basis, die in einer G-
Bahn liegt, in Zeile 10 transformiert. Eben so werden die Matrizen, welche die G-Operation
beschreiben, beziiglich dieser neuen Basis transformiert. AnschlieBend werden von der trans-
formierten Gram-Matrix, die schon aus theoretischen Griinden symplektisch sein muss (vgl.
(1.71)), die Eintrige iiber der Hauptdiagonalen geldscht. Im Anschluss daran werden auf der
Hauptdiagonalen alle Korperelemente durchprobiert und jeweils getestet, ob die Eintrige auf
der Hauptdiagonalen fix bleiben, wenn wir, wie in Zeile 22, g = gf * g' berechnen. Die Eintriige
unter der Hauptdiagonalen miissen dabei nicht getestet werden, da diese von einer G-invarianten
Bilinearformen kommen. Dass dieser Test geniigt, um festzustellen, ob die quadratische Form
G-invariant ist, haben wir bereits im Beispiel (1.79)(a) gesehen. Liefert dieser Test nun eine
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G-invariante quadratische Form, so konnen wir die Matrix wieder beziiglich der Standardba-
sis ausdriicken (Zeile 32). Abschlieend betreiben wir noch etwas Kosmetik und wandeln diese
Matrix in eine untere Dreiecksmatrix um, welche dieselbe quadratische Form représentiert (vgl.
Zeilen 33-38 bzw. (1.19) und (1.20)). |

§ 2.1.2. Computer versus Bleistift und Papier

In diesem Abschnitt wollen wir uns etwas genauer mit der aktuellen' Implementierung des Al-
gorithmus (2.4) in GAP [GAPO5] beschiftigen. Insbesondere wollen wir untersuchen, wie wir
die Implementierung beziiglich Laufzeit und Speicherplatz verbessern kdnnen. Doch zunéchst
wollen wir uns einmal die aktuelle Implementierung ansehen:

HARBHHBRAARAHARRRAAAARBRRAAAABGRAAABHHRRAARAHHRBRARAHGRRAAAAABRRAAAHHBRRAA A
##
#F InvariantQuadraticForm ( module )
##
## Look for an invariant quadratic form of the absolutely irreducible
## GModule module. Return fail , or the matrix of the form.
SMTX_InvariantQuadraticForm := function ( module )
local iso, bas, cgens, ciso, dim, f, z, x, i, j, qf, g, id, cqf, fix;

if not SMIX.IsMTXModule(module) or
not SMIX. IsAbsolutelylrreducible (module) then
ERROR (
"Argument of InvariantQuadraticForm is not an absolutely irreducible module");
fi;
if IsBounp(module.InvariantQuadraticForm) then
return module.InvariantQuadraticForm;

fi;
iso := SMIX.INvVARIANTBILINEARFoRrRM (module);
if iso = fail then return fail; fi;

if CuaracterisTIC (module. field) <> 2 then return iso/2; fi;

#In characteristic two, we change to a basis in orbit.
#This makes the search for an invariant quadratic form quicker.

bas := SMIX. BasisInOrbit (module);

cgens := List (module.generators , x—>basxxxbas*-1 );

ciso := List(bas * iso % TRrRANsPoSEDMAT(bas),SHaLLowCoprY);
dim := module.dimension;

f := module. field;

z := Zero(f);

#Matrix must be symplectic — perhaps it must be?

for i in [1..dim] do if ciso[i][i] <> z then
PriNT ("Non-symplectic failure!\n");
return fail;

fi; od;

1 CVS Version ,Id: meataxe.gi,v 4.64.2.4 2004/02/05 22:08:29 gap Exp“
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§ 2.1. G-invariante quadratische Formen algorithmisch bestimmen

#If there is an invariant quadratic form, then it will be the lower
#left hand part of ciso plus a scalar.

for i in [1..dim—-1] do for j in [i+1..dim] do ciso[i][]j] := z; od; od;
id := IpenTiITYMAT(dim, f);
for x in f do

qf := ciso + x=xid;

fix := true;

#Form 1is preserved if and only if diagonal is.
for g in cgens do
cqf := g % qf * TRANSPOSEDMAT(g);
for j in [1..dim] do if cqf[j][j] <> x then
fix := false;

break
fi; od;
if not fix then break; fi;
od;
if fix then
qf := bas”-1 % qf * TrRANsPOSEDMAT(bas”—-1);

#switch to lower triangular equivalent
for i in [1..dim—1] do for j in [i+1..dim] do
af [j10i] == qf[il[j] + af[j1lil:
qf [11[j] := z;
od; od;
CoNvERTToMATRIXREP (qf , f);
MaxkelmMmmuTaBLE (qf );
SMTX. SetInvariantQuadraticForm (module, qf);
return qf;
fi;
od;
SMTX. SetInvariantQuadraticForm (module, fail);
return fail;
end ;

Zuerst einmal fillt auf, dass der Test, ob die Gram-Matrix ciso im Charakteristik 2 Fall symplek-
tisch ist, nicht bendtigt wird, da dies nach den Sitzen (1.70) und (1.71) sowieso immer der Fall
ist. Folglich konnen die Zeilen 3527 bis 3531 ersatzlos gestrichen werden.

Als nichstes bemerken wir, dass im Laufe des Algorithmus mehrmals die Inverse der Basis-
wechselmatrix bas berechnet wird. Dies kostet jedesmal O(d*) Rechenschritte und 2d°¢ Einhei-
ten an Speicherplatz, wobei d = module.dimension und ¢ der Platz ist, der fiir die Speicherung eines
Korperelements benétigt wird (vgl. [HEOOS, Abschitt 7.2, INVERTMATRIX(A), Seite 224]). Um
dieses Manko zu beseitigen, ersetzen wir die Zeile 3520 durch

bas := SMIX. BasisInOrbit (module); invbas := bas”-1;
die Zeile 3550 durch
qf := invbas * qf * TrANsposeDMaT(invbas);

und fiigen zur Deklaration der Variablen in Zeile 3504 die Variable invbas hinzu.
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SchlieBlich gilt es noch die etwas merkwiirdige Uberschrift dieses Paragraphen zu rechtfertigen.
Es mag in einem Text eine geschickte Schreibweise sein, wenn wir B = A + xE,, dafiir schrei-
ben, dass wir bei einer Matrix A, auf deren Hauptdiagonale nur Nullen stehen, diese durch den
Skalar x ersetzen wollen. Vom Standpunkt der Komplexititstheorie her ist dies allerdings viel
zu laufzeit- und speicherplatzintensiv. Fiir die Berechnung in Zeile 3538 bendtigen wir zuerst
einmal d’c Speicherplatzeinheiten zur Speicherung der Identititsmatrix in Zeile 3536. Weiter
bendtigen wir 2d°c¢ Speicherplatzeinheiten in Zeile 3538 um qf zu bestimmen. Hierfiir benéti-
gen wir 2d? Rechenschritte; d? Schritte fiir x«id und d? Schritte fiir ciso + x+id. Es ist besser, auf
die Variable ciso vollkommen zu verzichten und die Zeile 3522 durch

qf := List(bas % iso * TranNnsposepMart(bas),SuarLowCory);

die Zeile 3535 durch
for i in [1..dim—-1] do for j in [i+1..dim] do qf[i][j] := z; od; od;

und die Zeile 3535 durch
for i in [1..dim] do qf[i][i] := x; od;

zu ersetzen. Weiterhin konnen wir Zeile 3536 streichen. Hierdurch sparen wir den Speicherplatz
fiir zwei d x d Matrizen und benétigen nur d Rechenschritte statt 247

Nachdem wir alle Anderungen vorgenommen haben, sieht der Quellcode wie folgt aus:

(2.5) Algorithmus (Optimierte GAP Implementierung):

HUHBHHHAAAARAARRARBRBRHHHAAAARARAARRRRBRRHHHHAAAAARARRRRBRBBHHHHAAARARAAAAH

##
#F InvariantQuadraticForm ( module )
##
## Look for an invariant quadratic form of the absolutely irreducible
## GModule module. Return fail , or the matrix of the form.
SMTX_InvariantQuadraticForm := function ( module )

local iso, bas, invbas, cgens, dim, f, z, x, i, j, qf, g, cqf, fix;

if not SMIX.IsMTXModule ( module) or
not SMTX. IsAbsolutelylrreducible (module) then
ERROR (
"Argument of InvariantQuadraticForm is not an absolutely irreducible module");
fi;
if IsBounp (module. InvariantQuadraticForm ) then
return module. InvariantQuadraticForm ;
fi;
iso := SMTX.InvarRIANTBILINEARFORM (module );
if iso = fail then return fail; fi;
if CHarRAcCTERISTIC (module. field) <> 2 then return iso/2; fi;

#In characteristic two, we change to a basis in orbit.

#This makes the search for an invariant quadratic form quicker.
bas := SMTX. BasisInOrbit (module );
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invbas := bas’-1;

cgens := List (module. generators, x —> bas = x * invbas);
qf := List (bas % iso * TRANsSPOSEDMAT (bas), SHALLowCOPY );
dim := module.dimension;

f := module. field ;

z := Zero(f);

#If there is an invariant quadratic form, then it will
#left hand part of ciso plus a scalar.
for i in [1..dim-1] do for j in [i+1..dim] do qf[i][]j]
for x in f do
for i in [1..dim] do qf[i][i] := x; od;
fix := true;
#Form is preserved if and only if diagonal is.
for g in cgens do
cqf := g x qf * TRANSPOSEDMAT (g);
for j in [1..dim] do if cqf[j][j] <> x then

fix := false;
break ;
fi; od;
if not fix then break; fi;
od;
if fix then
qf := invbas * qf * TRANSPOSEDMAT (invbas );

for i in [1..dim—1] do for j in [i+1..dim] do

qf[jlli] := qf[i][j] + qf[j][i];
qf[i]lj] := z;
od; od;

ConvERTTOMATRIXREP (qf, f);
MAKEIMMUTABLE (qf ) ;
SMTX. SetInvariantQuadraticForm (module, qf);
return qf;
fi;
od;
SMTX. SetInvariantQuadraticForm (module, fail );
return fail ;
end;

§ 2.1.3. Grobe Laufzeit- und Speicherplatzanalyse

be the lower

;= z; od; od;

Fiir die Analyse des Algorithmus benutzen wir die in (2.5) angegebene Implementierung. Des
weiteren wollen wir annehmen, dass der Modul absolut irreduzibel ist und hierauf bereits getes-
tet wurde. Diese Annahme wollen wir machen, da der Algorithmus zum Testen auf Irreduzibilitéit
an einer Stelle eine zufillige Wahl von Elementen aus dem Gruppenring macht und diese Wahl
nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit zu einem Element fiihrt, das fiir den Irreduzibili-

tdtstest geeignet ist.
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Wir werden fiir die Laufzeitanalyse die O-Notation nach Landau (vgl. [Ney04, Abschnitt 1.2.3])
verwenden und diese in Abhéngigkeit der Dimension d, der Anzahl k der Elemente im Korper
und der Anzahl der Erzeuger n beschreiben. Da wir hier stets Algorithmen mit polynomieller
Laufzeit betrachten, konnen wir die O-Notation wie folgt auffassen: Ist die exakte Laufzeit eines
Algorithmus durch ein Polynom f beschrieben, so liegt dieser Algorithmus in der Klasse O(s)
wenn s das normierte Monom hochsten Grades von f ist. Geméll den Rechenregel fiir die Be-
stimmung des Grades der Summe oder des Produktes zweier Polynome sind die Rechenregeln
fiir die O-Notation zu verstehen. Wir nehmen an, dass Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Invertierung von Korperelementen O( 1) Rechenschritte benétigen. Auch wollen wir annehmen,
dass das allozieren von Speicherplatz fiir beliebig grofe Listen, und das Anhdngen von Elemen-
ten an eine Liste ebenfalls O(1) Schritte erfordern. Wir wollen sogleich noch fiir die wichtigsten
Operationen die Komplexititsklassen angeben. Hierzu gehoren die Multiplikation eines Vektors
der Léange d mit einem Skalar (O(d)) und die Addition zweier Vektoren (O(d)). Weiter sind
da noch die Matrix-Vektor-Multiplikation (O(d?)), das Transponieren einer Matrix (O(d?)), die
Multiplikation zweier Matrizen (O(d*)), das Invertieren einer Matrix (O(d?)) und das Losen
eines linearen Gleichungssystems mit d Gleichungen und d Unbekannten (O(d?)).

Fiir die Speicherplatzanalyse werden wir hingegen relativ genau zé&hlen, wieviel Speicher be-
notigt wird. Dabei werden wir den Speicherplatz fiir Laufvariablen etc. vernachlidssigen und
lediglich den Platz fiir Vektoren und Matrizen beriicksichtigen. Hierfiir bezeichnen wir mit ¢
den Speicherplatz, der fiir die Speicherung eines Elements des Korpers, iiber dem der Modul
definiert ist, benotigt wird. SchlieBlich wollen wir noch die etwas unrealistische, aber verniinf-
tige Annahme machen, dass der Speicherplatz, der mit Unbind freigegeben werden soll, auch
tatsdchlich sofort freigegeben wird und nicht erst dann, wenn der Garbagecollector dies fiir ndtig
hilt. Ebenso werden wir zum Speicherplatz lediglich das hinzuzédhlen, was wihrend des Algo-
rithmus neu hinzukommt; der Platz, den die Eingabe benétigt, wird also nicht hinzugezihlt, da
wir sonst zur Berechnung des Gesamtspeicherplatzes eines, aus Teilalgorithmen zusammenge-
setzten Algorithmus, nicht einfach addieren kdnnen.

Bei den Teilalgorithmen, die im Laufe des Algorithmus (2.5) verwendet werden, wird sowohl
der Speicherplatz, der zur Speicherung des Resultats - im folgenden ,,extern genannt - als auch
der Speicherplatz, der zur Berechnung des Resultats - ,,intern“ genannt - gebraucht wird, ange-
geben.

(2.6) Proposition:
Der Algorithmus DuaLMopuLE hat eine Laufzeit von O(dn); wihrend der Berechnung wird
(n + 2)d*c Einheiten Platz benétigt und die Ausgabe erfordert nd’c Speicherplatzeinheiten.

Beweis: Das Transponieren und Invertieren kostet O(d”) Rechenschritte und muss auf n Ma-
trizen angewandt werden; folglich ist die Laufzeit O(d>n). Das Transponieren benétigt intern
wie extern d’c Einheiten Platz pro Matrix. Fiir das Invertieren miissen intern zwei Matrizen
gespeichert, aber nur eine ausgegeben werden. Dies bedeutet, dass der Algorithmus den oben
angegebenen Speicherplatz benotigt. |

(2.7) Proposition:
Der Algorithmus MopuLEIsomorpHisM hat eine Laufzeit von O(d*n), wihrend der Berechnung
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wird ca. 6d4°c Einheiten Platz benétigt und die Ausgabe erfordert d*>c Speicherplatzeinheiten.

Beweis: Direktes Nachrechnen anhand der Beschreibung in [HEOOS, Abschnitt 7.5.3] liefert
die Laufzeit und die Speicherplatzabschitzung wie behauptet. Es sei hierbei noch erwéhnt, dass
bei diesem Algorithmus a priori keine genaue Angabe dariiber gemacht werden kann, wieviel
Speicher tatsdchlich wihrend der Berechnung benétigt wird. Dies liegt daran, dass wihrend der
Berechnung mit einem zufillig gewihlten Element von F'G gearbeitet werden muss und dies
als Linearkombination von Produkten der Erzeugermatrizen berechnet wird. Fiir gewohnlich
miissen dabei nicht mehr als sechs Matrixmultiplikationen berechnet werden. |

(2.8) Proposition:
Der Algorithmus INVARIANTBILINEARFORM hat eine Laufzeit von O(d°n), wihrend der Berech-
nung werden ca. 6d*c Einheiten Platz benétigt und die Ausgabe erfordert d*c Speicherplatzein-
heiten.

Beweis: Folgt unmittelbar aus (2.6) und (2.7). |

(2.9) Proposition:
Der Algorithmus BasisINORBIT hat die Laufzeit O(d*n), benétigt intern 2d*c + 2dc und fiir die
Ausgabe d*c Speicherplatzeinheiten.

Beweis: Der Algorithmus besteht im wesentlichen aus zwei Teilen: dem Initialisierungsteil, in
welchem die aufwindigste Operation jene ist, die den ersten Standardvektor erzeugt. In der ak-
tuellen? Version des Algorithmus benétigt diese Anweisung O(d?) Schritte; es ist aber moglich,
dies auch in O(d) Schritten zu bewerkstelligen indem wir

v := ListWithldenticalEntries ( dim, zero ); v[l] := ONe(F );

setzen. Danach gibt es zwei ineinander verschachtelte Schleifen. Eine, die iiber alle Erzeuger
iteriert und eine der Linge d. Innerhalb dieser Schleifen ist die aufwindigste Anweisung ei-
ne Matrix-Vektor-Multiplikation, womit dieser Block insgesamt eine Laufzeit von O(d*n) hat.
Nach den Rechenregeln fiir die O-Notation (vgl. [Ney04, Abschnitt 1.2.3]) ist die Gesamtlaufzeit
O(d*n).

Der benétigte Speicherplatz ergibt sich daraus, dass intern zwei Matrizen und zwei Vektoren
gespeichert werden miissen und eine Matrix ausgegeben werden muss. |

Nun sind wir fiir die Analyse von Algorithmus (2.5) wohlprépariert.

(2.10) Satz:
Der Algorithmus INnvaARIANTQUADRATICFORM hat in Charakteristik zwei, angewandt auf einen,
schon auf absolute Irreduzibilitit getesteten Modul, die Laufzeit O(d*nk). Ist die Charakteristik
nicht zwei, so hat er die Laufzeit O(d’n). Unabhiingig von der Charakteristik des Grundkérpers
benétigt er intern ca. 6d*c und fiir die Ausgabe d*c Speicherplatzeinheiten.

2 CVS Version ,,Id: meataxe.gi,v 4.64.2.4 2004/02/05 22:08:29 gap Exp*
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Beweis: Zunichst zur Laufzeit: Unter der oben gemachten Annahme sind die Abfragen in den
Zeilen 10-17 in O(1) Schritten erledigt. Der Aufruf von INvarRIANTBILINEARFORM in Zeile 18 be-
notigt O(dn) Schritte. Fiir den Rest des Algorithmus gehen wir davon aus, dass dieser Aufruf
nicht mit fail abbricht. Ist die Charakteristik nicht 2, so werden O(d?) Schritte fiir die Aus-
gabe von iso/2 in Zeile 20 bendtigt. Ist hingegen die Charakteristik gleich 2, so ist diese Zeile
in O(1) Schritten abgearbeitet. Die Anweisungen in den Zeilen 24 und 26 benétigen jeweils
O(d?n) Schritte, die Anweisungen in den Zeilen 25 und 27 brauchen O(d*) Schritte. Die zwei
for Schleifen in Zeile 34, welche die obere Hilfte der Gram-Matrix 16schen, brauchen O(d?)
Schritte. Die for Schleife von Zeile 35 bis Zeile 58 wird maximal k£ mal wiederholt. Das Setzen
der Hauptdiagonalen in Zeile 36 dauert O(d) Schritte. Die for Schleife von Zeile 39 bis Zeile
46 iteriert iiber alle n Erzeuger; hierbei ist die Anweisung in Zeile 40 mit O(d?) Schritten die
Aufwindigste. Die Anweisungen im if Block in Zeile 47 bis 57 werden nur einmal ausgefiihrt
und benotigen O(d*) Schritte. Die Anweisung in Zeile 40 wird n - k mal ausgefiihrt, was dazu
fiihrt, dass der Algorithmus eine Gesamtlaufzeit von O(d>nk) Schritten hat.

Beziiglich des Speicherplatzes, der wihrend der Berechnung benétigt wird, bemerken wir leicht,
dass an keiner Stelle mehr Speicherplatz benotigt wird als bei der Berechnung der Bilinearform.
|

§ 2.2. Algorithmus zur Berechnung des Orthogonalitatstyp der
quadratischen Form

Wie wir bereits in Beispiel (1.79)(a) gesehen haben, kénnen wir einen quadratischen FG-Modul
V als einen F-Vektorraum auffassen, bei dem wir das Bild der Darstellung nicht nur als Un-
tergruppe der GL(V) identifizieren konnen, sondern sogar als Untergruppe der orthogonalen
Gruppe O(V). Da in diesem Abschnitt der Korper endlich ist, wissen wir aus Kapitel 1, § 1.4,
dass es fiir quadratische F-Vektorrdume gerader Dimension zwei nicht isomorphe Typen von
orthogonalen Gruppen gibt. Da die Typen nicht, wie bei der Existenz der quadratischen Form,
von der Charakteristik des Grundkoérpers abhidngen, betrachten wir hier wieder endliche Korper
beliebiger Charakteristik. Das Lemma von Fong (1.71) ist der Grund dafiir, dass wir uns nicht
um Vektorrdume ungerader Dimension kilmmern miissen. Somit sind in diesem Abschnitt alle
Vektorrdume von gerader Dimension.

§ 2.2.1. Algorithmus und Korrektheit

Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt wollen wir den hier verwendeten Algorithmus, mit des-
sen Hilfe wir zu gegebener quadratischer Form den Typ der zugehérigen orthogonalen Gruppe
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bestimmen konnen, in einer etwas freieren Form beschreiben. Danach, wihrend wir die Korrekt-
heit beweisen, wollen wir die konkrete Umsetzung der einzelnen Schritte erdrtern und uns Ge-
danken dariiber machen, welche Teile des Algorithmus tatsachlich implementiert werden miis-
sen und welche nur fiir den geschickteren Beweis der Korrektheit aufgefiihrt worden sind.

Wie im vorangegangen Paragraphen bezeichnet V den FG-Modul, der diesmal schon eine re-
guldre G-invariante quadratische Form g mit zugehoriger Bilinearform b trigt. Weiterhin ist
dimp V = d gerade. Da der Tatsache, dass G auf V operiert schon dadurch Rechnung getra-
gen wird, dass das Bild der Darstellung eine Untergruppe von O(V) ist, konnen wir uns auf die
F-Vektorraumstruktur von V beschrénken.

Bevor wir uns dem Algorithmus zuwenden, wollen wir die Idee, die dahinter steht, erldutern.
Nach (1.60) ist (V, q) isometrisch zu E (F) oder zu E; (F) und der Witt-Index von V ist min-

destens %’ — 1. Folglich spalten von V mindestens %’ — 1 hyperbolische Ebenen ab; also ist
4-1
(v.)=EL (LI |).

Laut Satz (1.54), zusammen mit (1.56), gibt es fiir den zweidimensionalen Raum E nur die M&g-
lichkeit, anisotrop oder hyperbolisch zu sein. Nun konnten wir auf die Idee kommen, schrittweise
von V hyperbolische Ebenen abzuspalten. Hierfiir wire es aber notwendig, jeweils das orthogo-
nale Komplement eines zweidimensionalen Raums zu berechnen. Es gibt jedoch eine weniger
aufwindige Moglichkeit heraus zu finden, welchen Witt-Index V hat. Nach (1.49) ist der Witt-
Index von V die Dimension eines maximal singuldren Teilraums. Somit geniigt es, einen ma-
ximalen singuldren Teilraum zu konstruieren und zu priifen, ob dessen Dimension gleich ‘51 -
oder % ist. Hierbei ist in jedem Schritt jeweils nur das orthogonale Komplement eines einzelnen
Vektors zu berechnen. Da die Dimension eines maximal singuldren Raums gleich der Anzahl der
hyperbolischen Ebenen in der oben angegebenen Zerlegung ist, haben wir dadurch tatsdchlich
eine Verbesserung gegeniiber dem Abspalten der hyperbolischen Ebenen.

(2.11) Algorithmus (OrRTHOGONALSIGN] Tha02a]):
Wiihrend des Algorithmus betrachten wir neben V noch die Unterrdume U, W und W+, so dass
Wt = We U < V gilt wobei U zu Beginn auf V gesetzt wird. Die nun folgende Schleife
terminiert, wenn die Dimension von U gleich 2 ist. Zu Beginn der Schleife ist W = {0} und
folglich U und W+ der ganze Raum. Fiir den Algorithmus speichern wir lediglich eine F-Basis
(vl, e "Zz) von U wobei d’ = dimp U ist. Jeder Schleitendurchlauf besteht aus den nun folgen-
den Schritten, immer vorausgesetzt, dass d’ > 3 ist.

1. Finde in{vy,v,,v3)r einen Vektorv # 0 mit q(v) = 0. Erweitere W mit v um eine Dimension
zuW’.

2. Entferne einen der Vektoren v, v,, v3 von der Basis von U. Hierbeli ist zu beachten, dass der
gewihlte Vektor in der Summe v = Z?:l a;v; (a; € F) mit einem Koeffizienten ungleich Null
vertreten ist. Dies liefert uns einen Teilraum U’ von U derart, dass W+ = W’ @ U’ ist. Sei
B .= (v’l, . ,v;") mitm = d’ — 1 die so erhaltene Basis von U’.

3. Nun berechne u; := b(v,v!) fiir jedes v} .
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Wihle ein i, so dass u; # 0 ist.

Fiir jedes j # i subtrahiere Z—:vl’ von v;.. Fasse diese verinderte Vektoren in B’ zusammen.
Das Erzeugnis von B’ nennen wir U”. Dann ist W'+ = W' & U”.

Esistdimp U” = dimp U - 2. Setze d’ := dimp U”, U := U”, W := W und Wt := W'+,
so ertiillen diese wieder die Eintrittsbedingung fiir die Schleife. Ist die Dimension von U”
grofer als 2, so starte wieder bei Schritt 1.

NS R

Die Schleife endet, wenn die Dimension von U gleich 2 ist. In diesem Fall versuche in U einen
isotropen Vektor ungleich Null zu finden. Wurde ein solcher Vektor gefunden, so ist U hyper-
bolisch und der Orthogonalitétstyp ist ,,+ “. Ist kein isotroper Vektor ungleich Null zu finden, so
ist dieser zweidimensionale Raum total anisotrop und der Orthogonalititstyp ist ,,—*.

Beweis (Korrektheit): Fiir einen singuliren Teilraum W von V gilt W < W+, Folglich starten
wir den Algorithmus mit dem singuliren Raum W = 0, erhalten W*- = W & U und machen eine
Induktion iiber die Dimension von U.

Ein zweidimensionaler regulirer quadratischer Raum iiber einem endlichen Korper ist entweder
eine hyperbolische Ebene oder aber total anisotrop. Eine vollstindige Suche nach einem singu-
laren Vektor liefert somit eine eindeutige Antwort auf die Frage nach dem Orthogonalitétstyp.

Sei die Dimension von U also groBer als zwei. Der Satz (1.57) liefert im Schritt 1 die Existens ei-
nes isotropen Vektors. Schritt 2 ist selbsterkldrend. Wir wissen bereits, dass ein isotroper Vektor
in einem regulidren Raum in einer hyperbolischen Ebene enthalten sein muss. Es muss also einen
Vektor unter den iibrigen Vektoren (v’1 cees v,’n) geben, der nicht senkrecht auf v steht. In Schritt
4 wird ein solcher Vektor v; gefunden. Nun wenden wir ein leicht modifiziertes Gram-Schmidt-
Verfahren (da das gewohnliche Gram-Schmidt-Verfahren in Charakteristik 2 nicht funktioniert)
an, um die verbliebene Basis so abzudndern, dass sie senkrecht auf v steht. Hierfiir miissen wir
nachrechnen, dass b(v,V, — -2v/) = 0 ist. Wir erhalten

VAT
uj uj
b(v, v - M—jv:) = b(v,v)) - u—jb(v, V)
uj
= uj— Ly =0
uj =

Folglich ist W+ = W’ & U” und W’ ist ein singulidrer Teilraum von U, dessen Dimension um
eins grofer als W ist. Da hierbei die Dimension von U” um zwei kleiner geworden ist, als die
von U, terminiert der Algorithmus. |

(2.12) Definition & Bemerkung:
(a) IstV ein endlich-dimensionaler F - Vektorraum, so bezeichnen wir mit

P(V) :={U | U ist eindimensionaler Teilraum von V}

den projektiven Raum iiber V.
(b) Fiir jedes X € P(V) gibt es ein x € V so, dass X = xF ist. Wir bezeichnen mit P(V) ein
Vertretersystem dieser Reprisentanten.
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(c) IstV eind-dimensionaler Raum iiber einem Ko6rper mit k Elementen, so ist |IP( V)’ =g =
Sk u

Ist v ein isotroper Vektor in V, so ist auch jedes F-Vielfache von v isotrop. Folglich miissen
im ersten Schritt des Algorithmus (2.11) nicht alle k3 — 1 Vektoren aus (vi, v, v3)r daraufhin
getestet werden, ob sie isotrop sind. Es geniigt die k> + k + 1 Elemente aus P({(v1, v2, v3)r) auf
Isotropie zu testen. Auch bei der Berechnung von b(v, v;) im dritten Schritt konnen wir Rechen-

zeit sparen, indem wir zunéchst b(v, —) € V* bestimmen (eine Vektor-Matrix-Multiplikation)
und dann b(v, —) auf die Vektoren v anwenden. Schliefilich konnen wir noch das Durchsuchen

des zweidimensionalen Raums am Schluss nach einem isotropen Vektor von k?> — 1 Tests auf
k 4 1 Tests verbessern indem wir wieder den Trick mit dem projektiven Raum verwenden.

Fiir die Laufzeit- und Speicherplatzanalyse im nichsten Unterabschnitt wollen wir uns wieder

die Implementierung in GAP ansehen.
(2.13) Algorithmus (GAP Implementierung):
SMTX_OrthogonalSign := function (gm)
local b, q, k, n, W, o, z, lo, lzo, lines, 1, w, p,
X, y, r, i
if IsBounp (gm.OrthogonalSign) then
return gm. OrthogonalSign;
fi;
b := MIX.INVARIANTBILINEARFORM (gm);
q := MIX. InvariantQuadraticForm (gm);
if q = fail then
return fail ;
fi;
n := LENGTH(Db);
if n mod 2 = 1 then
return 0;

fi;
k := MIX. Field (gm);
W := IpentiTYMAT (n,k);

Assemble the points of projective 3—space

S HH I B

OnNE (k) ;

z = Zero(k);

lo := [o];

lzo := [z,0];

lines := List (ELEMENTS (FuLLRowSPACE(k,2)),x —> CONCATENATION (l0 ,X));
AppeND (lines ,List (ELEMENTS (k), x—> CONCATENATION (1z0 ,[X])));
Abp(lines ,[z,z,0]);

#
# Main loop of Thackray s algorithm , build up a totally isotropic

B

# subspace and restrict it ’s perp until the gap between them is just 2 dimensional

#
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while n > 2 do

#
# Find an isotropic vector
#
for 1 in lines do
w = 1xW;
if wxgqxw = z then
break ;
fi;
od;

ASSERT (1 ,wxbxw = z);
p := PositioNNoNZEro (1);

#
# delete it from W (add it to the subspace)
#
W{l[p..n-1]} := W{[p+1..n]};
UnxBiND (W[n ]);
n := n—1;
#
# find a vector with which it has non—zero inner product
#
X = wxkb;
p := PositioNPrROPERTY (W, row —> xxrow <> z);
ASserT (1, p <> fail);
#
# use it to find the perp of the enlarged subspace
#
y = Wlpl;
r = Xxy;
for i in [p+1..n] do
AppRowVEectorR (W[i], y, — xsW[i]/r);
Wli—-1] := W[i];
od;
UnxBiND (W[n ]);
n := n—1;
#
# Now n has gone down by 2 and W is still the " "
# subspace and its perp
#
od;
#

# Now we need to see if the span of W contains
#
if W[2]xqxW[2] = z then
SMTX. SetOrthogonalSign(gm,1);
return 1;
else
for x in k do
w = W[]+xxW[2];
if w«qxw = z then
SMTX. SetOrthogonalSign(gm,1);
return 1;

an

gap" between the

isotropic

vector
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fi;
od;
SMTX. SetOrthogonalSign (gm, —1);
return —1;
fi;
end;

Da sich die Implementierung doch ein wenig von der Beschreibung in (2.11) unterscheidet,
wollen wir hier noch einmal kurz aufzeigen was in den einzelnen Schritten passiert. Leider
werden hier einige Variablen anders als in (2.11) verwendet. Zuerst bemerken wir, dass in (2.13)
lediglich eine Basis von U gespeichert wird. Hierbei ist zu beachten, dass der Raum U aus
(2.11) hier mit W bezeichnet wird und dessen Dimension nicht mit &’ sondern mit ». Schritt 1
wird in den Zeilen 3625 — 3635 beschrieben. Der zweite Schritt wird in den Zeilen 3636 — 3643
abgearbeitet. Die Schritte 3-6 werden in den Zeilen 3647 — 3660 abgehandelt. Der Schritt 7
wird on the fly wihren der Abarbeitung der Schleife in den Zeilen 3625 — 3665 ausgefiihrt. Die
Ridume W, W+ werden in der Implementierung nicht benétigt, da sie in die Beschreibung in
(2.11) nur aufgenommen worden sind, damit wir die Korrektheit leichter beweisen konnen.

§ 2.2.2. Grobe Laufzeit- und Speicherplatzanalyse

(2.14) Satz:
Der Algorithmus (2.13) hat eine Laufzeit von O(d*k?), wihrend der Berechnung werden
(d> +d + 3(k* + k + 1))c Platzeinheiten benétigt und die Ausgabe erfordert eine Speicher-
platzeinheit.

Beweis: Wir nehmen an, dass die quadratische Form nebst der zugehorigen Bilinearform be-
reits berechnet und gespeichert ist. Folglich kosten die Anweisungen in Zeile 3597 und 3598
weder Zeit noch zusétzlichen Speicherplatz. Es beansprucht lediglich die Matrix in Zeile 3607
einen Speicherplatz von cd® Einheiten, die k> + k + 1 Elemente des dreidimensionalen pro-
jektiven Raums jeweils 3¢ Speicherplatzeinheiten und dc Einheiten fiir die Speicherung eines
Zeilenvektors in Zeile 3631 bzw. 3675.

Das Erzeugen der Einheitsmatrix in Zeile 3607 fillt mit O(d?) Schritten nicht ins Gewicht. Die
while Schleife 3625-3665 wird genau % — 1 mal durchlaufen. Dabei verringert sich die Anzahl
der Elemente in der Basis jeweils um zwei. Die Anzahl der Elemente der Basis innerhalb der
Schleife wollen wir mit d bezeichnen (hierbei wollen wir nur im Hinterkopf behalten, dass d
durch d nach oben begrenzt ist). Fiir die Berechnung des projektiven Raums, der von den ers-
ten drei Zeilen von W erzeugt wird, benotigt man in der Schleife 3630-3635 O(d*k?) Schritte;
O(d?) Schritte fiir die Berechnung von wxq+w und das Ganze k> + k + 1 mal. Die Kalkulation in
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Zeile 3647 braucht O(d?) Schritte und die Rechnung in der darauf folgenden Zeile O(dd). Die
Durchfiihrung des Gram-Schmidt-Verfahrens in Zeile 3655 bis 3658 dauert O(d?d) Schritte.

SchlieBlich gilt es noch, die k 4 1 Elemente des zweidimensionalen projektiven Raums iiber den
verbliebenen zwei Elementen der Basis nach einem isotropen Vektor zu durchsuchen. Hierfiir
brauchen wir O(d’k) Schritte.

Nach den Rechenregeln fiir die O-Notation erhalten wir eine Gesamtlaufzeit von O(d*k*). H

§ 2.3. Die Anwendung der Algorithmen

An dieser Stelle wollen wir die offen gebliebenen Fragen aus Beispiel (1.79) beantworten. Zuerst
werden wir uns den Teil (c) dieses Beispiels ansehen und zeigen, dass dieser Modul tatsdchlich
keine G-invariante quadratische Form hat, wobei G = S¢(2) ist.

Wir wissen bereits, dass V selbstdual ist, und die G-invariante Bilinearform b3 aus Beispiel
(1.16)(f) triigt. Dem Algorithmus (2.4) folgend, verifizieren wir, dass die Standardbasis (ey, . . ., €g)
des IFS in einer G-Bahn liegt. Seien hierfiir die Erzeuger von G wie in (1.79)(c) mit mit a und b
bezeichnet. Damit rechnen wir leicht nach, dass (ey,...,eq) = (el, era, e1b, e1b*, e\ b>, e1b4)

1
gilt. Folglich muss eine G-invariante quadratische Form entweder durch g; := i

oder gz := | . | beschrieben sein. In beiden Fillen bleibt aber die Diagonale von
1 R
|
bg:b' (i = 1,2) nicht konstant ((bg1b")22 = 1 und (bgab")sc = 0). Somit triigt dieser FG-Modul
tatsdchlich keine G-invariante quadratische Form.

1.
1 1
1.
1

Als néchstes wollen wir exemplarisch an Beispiel (1.79)(a) den Algorithmus (2.11) anwenden,
um den Witt-Index zu bestimmen. Hierfiir sind die Bezeichnungen wie im Algorithmus gewihlt
und die Zeilen der folgenden Matrizen erzeugen die jeweiligen Rdume. Wir beginnen mit der
Standardbasis von V. Die Summe der ersten drei Vektoren dieser Basis ist singulir. Somit lassen
wir fiir U’ den ersten Basisvektor weg. Der vierte Basisvektor steht nicht senkrecht auf v. Somit
erhalten wir

FR L,
/ 77 TR
W=@0 11 . . ) U:[A, SR }
.. . . |
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Da die Dimension von U” groBer als zwei ist, setzen wir U := U” und W := W’. Die Summe
des ersten und dritten Vektors der Basis von U ist wieder singulédr. Fiir U’ konnen wir somit
den ersten Vektor weglassen. Der erste Vektor der Basis von U’ ist nicht orthogonal zu v. Nach
Anwendung des modifizierten Gram-Schmidt-Verfahrens erhalten wir

, ottt N e 111,
W:(.l.ll.)U:(..l..l)'

SchlieBlich ist auch noch der zweite Basisvektor von U”’ singulir. Da wir mit

einen singuldren Teilraum von maximaler Dimension gefunden haben, ist der Witt-Index gleich
drei und somit ist der Orthogonalitétstyp ,,+*.

Einen Gesamtiiberblick iiber alle absolut irreduziblen Darstellungen der Charakteristik 2, die in
[Wil] aufgelistet und iiber [Bre04] in GAP abrufbar sind, gibt der Anhang A. Dort gibt es auch
am Anfang eine kleine Ubersicht dariiber, wieviele davon selbstdual und quadratisch sind. Ferner
wird noch aufgelistet, welchen Orthogonalitétstyp die quadratischen Darstellungen haben.
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Kapitel 3

Der FG-Modul ist fur die Algorithmen nicht
geeignet - was nun?

Es ist nicht schwer, zu
komponieren, aber es ist
fabelhaft schwer, die
Uberfllssigen Noten unter den
Tisch fallen zu lassen.

(Johannes Brahms)

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, ob und wenn ja wie wir den Frobenius-Schur-Indikator
berechnen konnen oder wenigstens entscheiden konnen ob ein FG-Modul selbstdual ist oder
nicht, wenn dieser Modul fiir die Algorithmen aus Kapitel 2 ungeeignet ist. Hierfiir wollen wir
zwei Methoden diskutieren.

Zum einen wollen wir einfache FG-Moduln betrachten, die so grof sind, dass wir die Algorith-
men aus Platzgriinden nicht anwenden konnen. Um dieses Problem zu 16sen wollen wir uns der
Technik der Kondensation bedienen:

Die Kondensation hat sich, seit ihrer Entwicklung Anfang der 1980er Jahre durch Richard Parker
und Jon Thackray sowie unabhéngig von diesen durch James A. Green, zu einem der wichtigs-
ten Werkzeuge der algorithmischen Darstellungstheorie gemausert. So ist es nicht weiter ver-
wunderlich, dass wir uns hier die Frage stellen, ob wir mit Hilfe der Kondensation entscheiden
konnen ob ein gegebener einfacher FG-Modul selbstdual ist und wenn ja, ob dieser auch eine
G-invariante quadratische Form trégt.

Doch bevor wir uns dieser Frage zuwenden, wollen wir zunédchst einmal kldren, was tiberhaupt
Kondensation ist und wie sie funktioniert; dies geschieht in den ersten zwei Abschnitten. Hierfiir
werden wir uns der Sprache der Kategorientheorie bedienen: Da wir diese nicht in Génze neu
entwickeln wollen, verweisen wir fiir die Grundlagen dieser Theorie auf die ersten Kapitel von
[Kiin06] beziehungsweise auf das Buch [AF74]. Fiir die Beschreibung der Kondensation wer-
den wir uns weitestgehend an den Arbeiten von Klaus Lux [Lux97] und Felix Noeske [Noe05]
orientieren.
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SchlieBlich werden wir uns der Frage zuwenden, wie (und ob) wir diese Technik mit den Al-
gorithmen aus dem vorherigen Kapitel zusammen einsetzen kénnen um zu entscheiden, ob ein
einfacher FG-Modul selbstdual ist oder ob er sogar eine G-invariante quadratische Form tragt.

Zum anderen wollen wir uns die Untermodulstruktur eines groBeren Moduls zu Nutze machen,
der eine G-invariante reguldre quadratische Form trdgt, und bei dem der zu testende Modul als
Kompositionsfaktor eines gewissen Faktormoduls vorkommt.

§ 3.1. Grundbegriffe aus der Kategorientheorie

In diesem Paragraphen ist F stets ein beliebiger Korper und A und B sind F-Algebren. Wir
setzen des weiteren voraus, dass der Leser mit den Begriffen Kategorie, Funktor und natiirli-
che Aquivalenz von Funktoren vertraut ist.

(3.1) Definition:
Ist C eine Kategorie, so bezeichnen wir mit Db C die Klasse der Objekte von C und mit Mot C
die Klasse der Morphismen von C.

Fiir uns sind in diesem Kapitel vor allem die Modulkategorien von Bedeutung, weshalb wir fiir
diese besondere Kurzschreibweisen einfiihren wollen. Wir bezeichnen mit

AMO0, moldp bzw. AMOo0p

die Kategorien der endlich erzeugten A-Links-, B-Rechts- bzw. A — B-Bimoduln. |

§ 3.1.1. Aquivalenz von Kategoriern und Morita-Aquivalenz

(3.2) Definition: {
(a) Die Kategorien C und O heiBen dquivalent, falls kovariante Funktoren C N D und

C <L D existieren, so dass F o G ~ idp und G o F = id¢ sind. In diesem Zusammen-
hang nennt man F bzw. G auch Aquivalenzen.

(b) Sind speziell die Kategorien mod4 und modp dquivalent, so heiflen die F-Algebren A und B
Morita-aquivalent. |

In der folgenden Proposition wollen wir einige Eigenschaften aufsammeln, die bei Morita-
dquivalenten Algebren durch die Aquivalenz auf den Modulkategorien erhalten bleiben.

(3.3) Proposition:
Es seien A und B Morita-dquivalent vermdge des Funktors mo0, A mo0p und es seien
U, V,WeObmooy.
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§ 3.1. Grundbegriffe aus der Kategorientheorie

(i) Die Sequenz

L Us

0 U Vv W 0

ist genau dann (split-) kurzexakt in mo04, wenn die Sequenz

F(v) 2L g (wy) —0

(split-) kurzexakt in modp ist.
(i) Der Untermodulverband von V ist isomorph zum Untermodulverband von F (V).
(iii) V ist genau dann projektiv, wenn es F (V) ist.
(iv) V ist genau dann einfach, wenn es F (V) ist.
(v) V ist genau dann unzerlegbar, wenn es F (V) ist.
(vi) Die ZentrenZ(A) und Z(B) sind isomorphe Ringe.

Beweis: Siehe [AF74, Abschnitt §21] oder [Noe05, Kapitel II, Proposition (1.2) und (1.3)] B

(3.4) Komllar:
Sind A und B Morita-dquivalent, so stehen die Isomorphieklassen einfacher A- und B-Moduln
in Bijektion.

Beweis: Folgt sofort aus (3.3)(iv). |

§ 3.1.2. Hom- und ®-Funktoren

In diesem Unterabschnitt wollen wir den ko- und kontravarianten Hom-Funktor, sowie die bei-
den kovarianten ®-Funktoren definieren und ein paar Eigenschaften auffiihren die fiir den Unter-
abschnitt § 3.1.3 und den Paragraphen § 3.2 hilfreich sind. Wir halten uns dabei im Wesentlichen
an die Ausfithrungen in [Hen96, 1.2.1].

(3.5) Bemerkung:

Fiir Morphismen in den Modulkategorien benutzen wir die Rechtsschreibweise. Das bedeu-

tet, fiir Morphismen L M. M Y, N in einer (beliebigen) Modulkategorie und | € L
schreiben wir

lp

fiir das Bild von [ unter ¢. Weiter schreiben wir fiir die Komposition von ¢ und y:
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Im Folgenden seien M € Ob gmo04, N € Db 4mo0p und V trage die jeweils durch den Index
angedeutete A-Modulstruktur. Weiter seienm € M,ne€ N,v e Vund by,by,b € B.

(3.6) Bemerkung:
Die Menge Homy (M, V) ist eine abelsche Gruppe. Auf ihr Idsst sich eine B-Rechtsmodulstruktur
definieren:
m(g-b) := bmep.

Wir verifizieren hier kurz, dass diese Setzung wirklich eine Operation definiert. Hierfiir rechnen
wir:

m(g-by)-by = bymyp-by = bibymp = my - (b1by). (3.6.1)
Analog konnen wir auf den abelschen Gruppen Homy (Va, M), Homy (N, 4V) und Homy (4V, N)
eine B-Modulstruktur definieren. Ob es sich dabei um eine Links- oder Rechtsmodulstruktur
handelt muss man dhnlich zu (3.6.1) nachrechnen.

Die abelsche Gruppe V4 ®4 N wird zu einem B-Rechtsmodul durch:
(ven)-b=venb.
Entsprechend wir die abelsche Gruppe M ®4 4V zu einem B-Linksmodul.

Seien V,W € Dbmod, und @ € Homy (V, W). Mit den obigen Modulstrukturen definieren wir
folgende B-Homomorphismen:
@, := Homy (M, ) : Homy (M,V) - Homy (M, W) ; ¢ — ¢a
«* := Homy (e, N) : Homy (W,N) — Homy (V,N) ; ¢ - ag,
und
. = a@QN: VO LN ->W[/N;, v®ni—>va®n
a=Mea: M@ VoMW, mevH me (va).
Analog definieren wir die Abbildungen, falls V und W jeweils A-Linksmoduln sind. |
(3.7) Definition:
Mit den Setzungen aus (3.6) definieren wir die folgenden Funktoren:

Homy (M,=) . .
mody —————= modp ist der kovariante Hom-Funktor.

—@4N ) . ) .
mo0y — - mod p Ist der (in der ersten Variable) kovariante ®-Funktor.

Homy (-.N) . .
mo0y ———— pmo0 ist der kontravariante Hom-Funktor.

Me,= . . . . .
mody — > gmod ist der (in der zweiten Variable) kovariante ®-Funktor. |

Wann ein Funktor linksexakt, rechtsexakt oder exakt ist entnehmen wir [Hen96, 1.2.1, Definition
1.11].

3.8) Satz:
Die Hom-Funktoren sind linksexakt, die ®-Funktoren sind rechtsexakt.

Beweis: Vergleiche [CR90, Seite 21, Proposition (2.8) und Seite 26, Proposition (2.20)]. |
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§ 3.1. Grundbegriffe aus der Kategorientheorie

§ 3.1.3. Duale und kontragrediente Moduln

Auch in diesem Unterabschnitt orientieren wir uns an [Hen96, 1.2.2]. Es gilt immer noch, dass
F ein Korper und A und B endlich-dimensionale F-Algebren sind. Weiter ist G eine endliche
Gruppe.

(3.9) Definition:

(a) Der kontravariante Funktor Homg (—, F) : modr — pmo? lisst sich durch die in Bemer-
kung (3.6) definierte A-Operation zu einem kontravarianten Funktor ) von mod4 — 4mo?
fortsetzen: D(V4) = Homp (V4, F), D(a) = a*. Dieser Funktor heifSt Funktor des Duali-
sierens, der Modul V* := D(V) heiBt der zu V duale Modul.

(b) Seio : B — A ein F-Algebrenantihomomorphismus. Ordnen wir jedem A-Linksmodul M
den B-Rechtsmodul M mit der Operation m - b := o (b) - m zu und lassen die Morphismen
invariant, so definiert dies einen kovarianten Funktor ¥. : 4mo0 — mo0g.

Sei o : B — A ein F-Algebrenhomomorphismus. Ordnen wir jedem A-Rechtsmodul M
den B-Rechtsmodul M mit der Operation m - b := m - o(b) zu und lassen die Morphismen
invariant, so definiert dies einen kovarianten Funktor mo0, — mo0p den wir ebenfalls mit
2. bezeichnen.

Analog sind die beiden verbliebenen Fille definiert. |

(3.10) Satz:
Die kontravarianten Funktoren D o Y. und X o D sind gleich.

Beweis: Siehe [Jan95] Seite 33, Satz (1.56). |

(3.11) Definition & Bemerkung:

(a) SeiA = B = FG, g € G und sei o die lineare Fortsetzung von g — g™! auf FG. Dann ist
o ein Algebrenantihomomorphismus. Der kontravariante Funktor i := X 0D : modr; —
modr¢ heift Kontragredienzfunktor. Ist V ein FG-Modul, so heiBt K (V) =: V* der zu V
kontragrediente Modul (vgl. (1.62)(c)).

(b) Ist V ein FG-Modul, so ist mit V* stets der kontragrediente Modul gemeint, auch wenn
dieser hidufig als dualer Modul bezeichnet wird. |

(3.12) Korollar:
Die Funktoren D : mod4 — amod und K : mo0r; — modgg sind linksexakt.

Beweis: Folgt direkt aus Satz (3.8). |

(3.13) Definition:
Sei V ein A-Modul. Die Summe aller einfachen Teilmoduln von V heit der Sockel von V,
geschrieben Soc(V) oder auch Soc(V), wenn wir die Algebra, beziiglich der V definiert ist,
angeben wollen. Sei N der kleinste Teilmodul, so dass der Faktormodul V/ N halbeinfach ist.

Dann bezeichnen wir V/ N als Kopf des Moduls V und Rad(V) := N als Radikal von V. [ |

(3.14) Bemerkung:

Der Modul Rad (V) ist als Schnitt aller maximalen Untermoduln von V eindeutig bestimmt. W
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(3.15) Satz:
Seien V und W jeweils FG-Moduln. Es gelten die folgenden F'G-Modulisomorphismen:

(@) V =~ (V*)*
(b) (VoW)* =~V oW
(©) (VerW)* = V:ep W*.

Beweis: Vergleiche [Alp93], Seite 39. [ ]

(3.16) Komllar:
Sei V ein FG-Modul.

(a) Ist W ein FG-Untermodul von V, so hat V* einen Untermodul, der natiirlich isomorph zu
(V/ W)* ist.

(b) IstV einfach, so auch V*.

() Soc(V*) = (V/Rad(V)) -

@ V'[Rad(v*) = Soc(V)".

Beweis: Vergleiche [Alp93], Seite 40. |

§ 3.2. Einfihrung in die Technik der Kondensation

In diesem Abschnitt wollen wir die theoretischen Grundlagen der Kondensation legen. Fiir die
praktische Umsetzung sei beispielsweise auf den Artikel [Ryb90] verwiesen, in dem anhand des
n-fachen dufleren Produkts beschrieben wird, wie diese Technik angewendet werden muss.

Idealerweise liefert Kondensation eine Morita-Aquivalenz einer F-Algebra A und einer Teilmen-
ge von A, die eine F-Algebra mit nicht notwendig der selben 1 bildet, wobei die F-Dimension
des kondensierten A-Moduls deutlich kleiner ist als die F-Dimension des Urspriinglichen A-
Moduls. Wir werden beschreiben, wann dies der Fall ist, und was wir noch tun kénnen, wenn
die Kondensation keine Morita-Aquivalenz liefert.

Wir orientieren uns in diesem Abschnitt wieder an den Arbeiten [Noe0O5] und [Hen96]. Des
weiteren sei F ein Korper, A eine endlich-dimensionale F-Algebra, ¢ € A ein Idempotent, G
eine endliche Gruppe und es seien alle A-Moduln endlich erzeugt.
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§ 3.2. Einfiihrung in die Technik der Kondensation
§ 3.2.1. Der Kondensier- und Entkondensierfunktor

(3.17) Definition & Bemerkung:
(a) Die durch die zueinander orthogonalen Idempotente e und 1 — e induzierte Zerlegung der
Algebra A in eine direkte Summe von F -Vektorrdumen:

A=cAedeA(l-e)d(l—e)Aed (1 —e)A(1-e)

heiBt Pierce-Zerdegung. Der Summand eAe der Pierce-Zerlegung ist selbst wieder eine Al-
gebra mit Einselement e.

(b) Die endlich-dimensionale F-Algebra eAe heifit Hecke Algebra zu e oder auch die zu e ge-
horende kondensierte Algebra.

(c) Ebenso induziert das Idempotent e die Zerlegung eines beliebigen A-Moduls V in eine direk-
te Summe von F-Vektorriumen V = Ve ® V(1 — e). Offensichtlich ist Ve ein eAe-Modul. Bl

Die Uberlegung von (3.17)(c) wollen wir nun formalisieren.

(3.18) Definition:
Seien V,W € mod, und @ € Homy (V, W). Wir definieren den zu e gehorenden Kondensations-
funktor cond?, () : mods4 — Mo, durch:

cond?,, (=) :V - Ve,

a - alye.

Der aus V resultierende eAe-Modul Ve wird als kondensierter Modul bezeichnet. Vollig analog
definieren wir den Kondensationsfunktor fiir Linksmoduln, wobei wir auch diesen Funktor mit
cond?, (-) bezeichnen. [ |

Nun wollen wir uns den Kondensationsfunktor etwas genauer ansehen und einige seiner Eigen-
schaften untersuchen. Als erstes werden wir zeigen, dass der Funktor exakt ist:

(3.19) Lemma:
Die eAe-Moduln Homy (eA, V) und Ve sind isomorph via der Abbildung Ty : ¢ + eg. Die
eAe-Moduln Ve und V ® Ae sind isomorph via der Abbildung 7/, : ve = v®e

Beweis: Siehe [Hen96, Lemma 2.11]. [ |

(3.20) Satz:
Die kovarianten Funktoren Homy (eA, =), — ®4 Ae und cond?, (=) sind natiirlich édquivalente
Funktoren von der Kategorie mod4 in die Kategorie mo0,4..

Beweis: Seien V,W € mo04 und @ € Homy (V, W). Mit den Isomorphismen 7y und 7y aus
(3.19) erhalten wir:
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Das Diagramm

Homy (€A, V) —— Ve

Homy (eA, W) —2> We

kommutiert wegen ¢(tyaly.) = ¢tvalye = epaly, = epa = e(pa) = paty = pa.Tw =
¢(a.w). Folglich realisieren die durch die Objekte von mod, indizierten Isomorphismen 7 eine
natiirliche Aquivalenz der Funktoren Homy (eA, ) und cond?,,(-).

Das Diagramm

%
Ve ——=V ®4 Ae

alVei la*
z

We —2> W @4 Ae

kommutiert wegen (ve)(t),a.) = (ve)t,a. = (v®e)a. = va®e = (vae)ty, = (ve)aty, =
(ve)(alvety,). Somit realisieren die durch die Objekte von mod, indizierten Isomorphismen 7/
eine natiirliche Aquivalenz der Funktoren cond?A (=) und — ®4 Ae. |

(3.21) Komllar:
Der Funktor cond?, (-) ist exakt.

Beweis: Da der Kondensationsfunktor sowohl zu einem Tensorproduktfunktor als auch zu ei-
nem Homfunktor natiirlich dquivalent ist, ist dieser Funktor nach (3.8) exakt. |

Als néchstes wollen wir untersuchen, wie sich das Dualisieren mit dem Kondensieren vertrigt:

(3.22) Lemma:
Sei V ein A-Rechtsmodul und V* der dazu duale Modul. Es gilt der folgende eAe-Linksmoduliso-
morphismus §y : e(V*) = (Ve)*; 1 Alye

Beweis: Siehe [Jan95, Seite 32, Lemma (1.53)]. [ |

(3.23) Satz:
Die kontravarianten Funktoren cond?A oD und Do cond?A . von mod, nach .4, mod sind natiir-
lich dquivalent. Die Aquivalenz wird von den Isomorphismen & aus Lemma (3.22) realisiert.

Beweis: Siehe [Jan95, Seite 33, Lemma (1.54)]. |

Seio : B — A ein F-Algebren(anti)homomorphismus und f € B ein Idempotent. Dann ist, falls
o(f) #0ist, o(f) = e € A ein Idempotent und o(fBf) C eAe. Sei ¥ der durch o definierte
Funktor (vgl. Definition (3.9)(b)).
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§ 3.2. Einfiihrung in die Technik der Kondensation

(3.24) Satz:

Ist o ein Homomorphismus, so sind die Funktoren condjlfB poXiund Lo cond?,, von mod, nach
rBfmo0 gleich. Ist o ein Antthomomorphismus, so sind die Funktoren cond?B y oY und X o
cond?Ae von mod, nach mod sy gleich.

IstA = B = FG und gilt c(e) = e, so sind die Funktoren cond?,, oK und K o cond?,,
dquivalent.

Beweis: Fiir die erste Behauptung vergleiche [Jan95, Seite 34, Lemma (1.57)]. Die zweite Be-
hauptung folgt mit Satz (3.10) aus der ersten. |

Nachdem wir nun einige Eigenschaften des Kondensationsfunktors auf Ebene der Kategorien-
theorie angesehen haben, wollen wir sehen was dies fiir die Moduln bedeutet, auf die dieser
angewandt wird.

(3.25) Lemma:
Sei V ein A-Modul, W ein A-Untermodul von V und X ein eAe-Untermodul von Ve. Dann gilt:

(a) We ist ein eAe-Untermodul von Ve, der Modul (V/W) e ist als eAe-Modul isomorph zum

Faktormodul Ve/ We-
(b) Es existiert ein A-Untermodul W von V mit X = We.
(c) IstV einfach, so ist Ve ein einfacher eAe-Modul oder Ve = {0}.

Beweis: (a) Diese Behauptung folgt aus Korollar (3.21).

(b) Vgl. [Ryb90, Lemma 3]. Sei W der A-Teilmodul von V, der durch die Vektoren von XA
gegeben ist. Wir beachten dass e auf Ve (und somit auch auf X) wie die Identitit operiert.
Wir erhalten zum einen: X = Xe < XAe = We. Und zum anderen: X > XeAe = We.
Damit ist X = We.

(c) Essei 0 # v € Ve. Dann erhalten wir veAe = vAe = Ve, da V einfach ist. Damit ist auch
Ve einfach. |

Damit erhalten wir den folgenden Satz:

(3.26) Satz:
Sei V ein A-Modul mit Kompositionsreihe {0} = Vo < V| < ... <V, = V. Dann existiert eine
Folge von Zahlen 0 < ip < i) <... <y <nso,dass{0} = Vie<Vye<...<V;, e=Veeine
Kompositionsreihe des Moduls Ve ist.
Ist umgekehrt {0} = Wy < W) < ... < W, = Ve eine Kompositionsreihe des Moduls Ve, so
existiert eine Kompositionsreihe von V der Form {0} = Vo1 < Vo < ... < Vo, < Vi1 < ... <
Vinr,, = V, wobei die Moduln Ve gleich dem Modul W; sind, 1 < i < m. [ ]

(3.27) Korollar:
Sei {S1,...,S,} ein Reprisentantensystem einfacher A-Moduln. Dann ist {S;e | S;e # {0}} ein
Reprisentantensystem einfacher eAe-Moduln. Insbesondere gilt: Sind S und S’ zwei einfache,
nicht isomorphe A-Moduln, dann ist Se = S’e¢ = {0} oder Se # S’e.
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Beweis: Siehe [Hen96, Korollar 2.19]. ||

Bis jetzt haben wir uns mit der Moglichkeit beschiftigt, dass wir aus einem A-Modul einen
eAe-Modul machen. Nun wollen wir uns mit einem Funktor auseinander setzen, der aus einem
eAe-Modul einen A-Modul macht.

(3.28) Definition:
Wir wollen den Tensorfunktor — ®,4, €A : M00.4. — Mo, als Entkondensationsfunktor be-
zeichnen und ihn als uncond?, ,(~) schreiben. [ |

Die folgende Bemerkung zeigt uns, dass diese Definition verniinftig ist:

(3.29) Bemerkung:
Ist A eine F-Algebra und e ein Idempotent, dann ist eA ®4 Ae ~ eAe als eAe — eAe-Bimodul.
Folglich ist (— ®4 Ae) o (= ®c4, eA) = cond?,, o uncond?,, natiirlich dquivalent zum Identitiits-
funktor idmep,,, - [ |

Diese Bemerkung ldsst uns auf die Idee kommen, dass moglicherweise auch uncond‘:Ae o cond‘:Ae
natiirlich dquivalent zum Identidtsfunktor idyep, ist. Dies wiirde bedeuten, dass die Funktoren
condﬁAe und uncondee eine Morita-Aquivalenz zwischen A und eAe induzieren. Im nachfol-
genden Unterabschnitt wollen wir die Voraussetzungen diskutieren, die eine solche Morita-
Aquivalenz garantieren.

§ 3.2.2. Treue und nicht treue Idempotente

Wie im vorangegangenen Unterabschnitt angedeutet, wollen wir hier Bedingungen an das Idem-
potent e stellen, so dass der Kondensationsfunktor eine Morita-Aquivalenz ist.

(3.30) Satz:
Es seie € A ein Idempotent und e A, . . ., e,A Reprisentanten der Isomorphieklassen der projek-
tiv unzerlegbaren Moduln von A. Weiter seien S 1, . .., S, Reprdsentanten der Isomorphieklassen
einfacher A-Moduln, sodass eiA/ Rad(e;A) = S'; ist. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(a) Die Funktoren cond?,,(~) und uncond?, (-) induzieren eine Morita-Aquivalenz zwischen
den Algebren A und eAe.

(b) EsistAeA = A.

(c) Fiiralle 1 < i < ristder A-Modul e;A ein direkter Summand von eA.

(d) EsistS;e # {0} firallel <i<r.

Beweis: Siehe [Noe05, Kapitel II, Satz (2.3)]. [ ]
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§ 3.2. Einfiihrung in die Technik der Kondensation

(3.31) Definition:
Es sei A eine F-Algebra und e € A ein Idempotent. Ertiillt e eine der Bedingungen von (3.30),
so nennen wir e ein treues Idempotent von A. |

(3.32) Komllar:
Es sei e ein treues Idempotent von A und V ein A-Modul. Dann ist uncondﬁAe(Ve) = Ve ®.4. €A
isomorph zu V = VeA als A-Modul.

Beweis: Da e treu ist, ist der Funktor ¥ := uncond?A . © cond’:A . natiirlich dquivalent zum Iden-
titdtsfunktor idyep,. Da V somit isomorph zu # (V) ist, kénnen wir unmittelbar folgern, dass V

auch isomorph zu uncondﬁAe(Ve) = Ve ®,a. €A ist. Aus der Treue von e folgt mit Satz (3.30)(b)
weiter, dass V = VA = VAeA = VeA ist. [ |

Als nichstes wollen wir uns fragen, was passiert, wenn wir einen einfachen eAe-Modul entkon-
densieren, falls e nicht treu ist. Wir beginnen mit einer Definition.

(3.33) Definition:
Fiir einen A-Modul V bezeichnen wir mit V(e) die Summe aller Untermoduln von V, die von e
annulliert werden, d.h. V|, ist der groBite A-Untermodul von V, der in V(1 —e) liegt. ]

(3.34) Proposition:
Es sei W ein einfacher eAe-Modul. Dann ist uncondee(W)(e) der eindeutige maximale Un-
termodul von uncond?A e(W) und der Faktormodul unCOHd?Ag<W) /uncond?Ag(W)(e) ein einfa-

cher A-Modul. Insbesondere ist jeder einfache eAe-Modul der kondensierte eines einfachen A-
Moduls.

Beweis: Es stehe V fiir uncondﬁ‘A .(W). Der Modul V(e ist ein echter Untermodul von V, denn

es ist (V/V(e)) e ~ W nach (3.25)(a) und (3.29), und W ist nicht der Nullmodul. Es sei V’ § %

ein echter Untermodul. Ist V'e # 0, so ist V'e = Ve, da V'e < Ve =~ W und W einfach ist.
Folglich erhalten wir V' 2 V'eA = VeA = W ®.4. €A, was ein Widerspruch zur Wahl von V’
ist. Also ist V’e = 0 und damit liegt V" in V.. Damit ist gezeigt, dass der Untermodul V/,) der
eindeutig maximale Untermodul von V ist. Setzen wir U := V/ V(e 30 erhalten wir mit U einen
einfachen A-Modul mit Ue = W. |

Die nun folgende Proposition liefert uns: Faktorisieren wir nach erfolgter Entkondensation eines
einfachen eAe-Moduls den maximalen Untermodul heraus, so erhalten wir den urspriinglichen
Modul.

(3.35) Proposition: |
Es sei V ein einfacher A-Modul mit Ve # 0. Dann ist uncondy,, (Ve) /uncond? Ae(ve)(e) iso-

morph zu'V.

75



Kapitel 3 Der FG-Modul ist fiir die Algorithmen nicht geeignet - was nun?

Beweis: Wir definieren einen A-Modulhomomorphismus ¢ : Ve ®4, €A — V liber ve® a —
vea fiir alle v € V und a € A. Das Bild von ¢ ist VeA = V, da nach Voraussetzung Ve # O und V
einfach ist. Folglich ist der Kern von ¢ ein maximaler Untermodul von uncondee(Ve). Da dieser
nach Proposition (3.34) eindeutig ist, ist Kerngp = uncond?A e(Ve)(e), woraus die Behauptung

folgt. |

(3.36) Komllar:
Sind V und V’ zwei einfache A-Moduln, die nicht zum Nullmodul kondensieren, so ist Ve ~ V’e
genau dann, wenn V =~ V’,

Beweis: Dies folgt aus den beiden vorangegangenen Propositionen. |

§ 3.2.3. Einige praktische Uberlegungen

In diesem Unterabschnitt wollen wir unsere Uberlegungen fiir eine beliebige e.e. F-Algebra A
auf die F-Algebra FG anwenden, wobei F ein endlicher Korper und G eine endliche Gruppe ist.
Wir wollen diskutieren, wie wir an das Idempotent kommen, mit dem wir kondensieren wollen.
AuBerdem wollen wir darauf hinweisen, wie wir an ein F-Algebren-Erzeugendensystem von
eFGe kommen.

(3.37) Definition & Bemerkung:
Sei K eine Untergruppe von G, deren Ordnung nicht von der Charakteristik der Korpers F geteilt
wird. Dann wird durch
e:=ex = |K|" Zk

keK

ein Idempotent von FG definiert. In diesem Zusammenhang nennen wir K Kondensationsunter-
gruppe. ]

(3.38) Komllar:
Sei a ein Gruppenisomorphismus von G und sei K eine Kondensationsuntergruppe von G mit
K* =K. Seio : FG — FG die lineare Fortsetzung von «. Dann vertauscht der Funktor ¥ (vgl.
(3.9)(b)) mit dem Funktor cond?Ae.

Beweis: Da a(K) = K ist, ist c(e) = e. Mit Satz (3.24) folgt nun die Behauptung. [ |

Als nichstes geben wir ein niitzliches Kriterium an, um ein durch die Kondensationsuntergrup-
pe definiertes Idempotent auf Treue zu testen. Die Definition eines Brauercharakters, der Men-
ge der irreduziblen Brauercharaktere der Gruppe G iiber dem Korper F, kurz IBrg(G), eines
Zerfallungskorpers, der Restriktion eines Brauercharakters auf eine Untergruppe und des Stan-
dardskalarprodukts auf IBrg(G) entnimmt man seinem Lieblingswerk zur Charaktertheorie -
beispielsweise [CR9I0].
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(3.39) Proposition:
Sei K eine Kondensationsuntergruppe von G, ek das durch K definierte Idempotent, F ein Zer-
fallungskorper fiir FK und V ein einfacher FG-Modul, der den Brauercharakter ¢ bewirkt. Sei
[-,-]x das Standardskalarprodukt auf 1Brg(K). Dann gilt

dimp Veg = [1k, ¢ lx]k.
Beweis: Siehe [Noe05, Kapitel III, Proposition (1.2)]. ]

(3.40) Kormllar:
Es sei e € FG ein Idempotent wie in (3.37). Die Funktoren condf FGG . und uncondf ng . induzieren
genau dann eine Morita-Aquivalenz zwischen den Algebren FG und egxFGey, wenn fiir alle
Brauercharaktere ¢ € IBrg(G) das Skalarprodukt [1¢, ¢ | k] nicht Null ist.

Beweis: Aus Satz (3.30) wissen wir, dass die Kondensier- und Entkondensierfunktoren genau
dann eine Morita-Aquivalenz zwischen den Algebren induzieren, wenn alle einfachen FG-
Moduln nicht zum Nullmodul kondensieren. Ein FG-Modul, der nicht der Nullmodul ist, hat
eine F-Dimension ungleich Null. Somit liefert Proposition (3.39) die Behauptung. ]

(3.41) Lemma:
Es ist Ve = Fixg (V) der Fixraum von V unter der Operation von K.

Beweis: Siehe [Hen96, Lemma 2.31]. ]

Als nédchstes wollen wir auf das sogenannte Erzeugnisproblem der Algebra e FGe hinweisen.

(3.42) Proposition:
Sei {g1, - ..,8k} ein Erzeugendensystem der Gruppe G und e € FG ein Idempotent. Dann heiBt
das F-Algebrenerzeugnis C := F {egie, ..., egre) Kondensationsalgebra. |

(3.43) Bemerkung (Erzeugnisproblem):
Die Kondensationsalgebra C ist im Allgemeinen lediglich eine echte Teilalgebra der kondensier-
ten Algebra eFGe. ]

Mit diesem Problem konnen wir nun auf verschiedene Arten umgehen. Beispielsweise hat Chri-
stoph Jansen das Problem in [Jan95, Abschnitt 1.3.5] dadurch geldst (oder besser gesagt umgan-
gen), indem er zeigte, wie nachgerechet werden kann dass ein C-Modul auch ein eFGe-Modul
ist.

Einen anderen Zugang wihlte Markus Wiegelmann in [Wie94], wo er ein Kriterium dafiir angab,
wann fiir eine Teilmenge X C G gilt, dass F {(exe |VYx € X) gleich eFGe ist.

Einen dhnlichen Zugang wihlte auch Felix Noeske in seiner Dissertation [Noe05], in der er eine

Konstruktion beschreibt, die eine Teilmenge X C G liefert, so dass F {exe|Vx € X) gleich eFGe
ist.
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§ 3.3. Anwendbarkeit der Kondensation auf unsere Probleme

In diesem Paragraphen wollen wir untersuchen, ob der Frobenius-Schur-Indikator eines ein-
fachen FG-Moduls bereits mittels des kondensierten Moduls bestimmt werden kann. Hierfiir
miissen wir dieses Problem in die folgenden Teilprobleme zerlegen:

1. Konnen wir aus der Selbstdualitit des kondensierten Moduls auf die Selbstdualitit des
urspriinglichen Moduls schlieen?

2. Konnen wir aus der Tatsache, dass der kondensierte Modul eine mit der ,,Operation von
eFGe vertragliche* reguldre quadratische Form trégt schlielen, dass auch der urspriingli-
che Modul eine G-invariante regulédre quadratische Form trigt?

In diesem Abschnitt gilt: F ist ein endlicher Korper der Charakteristik p > 0 und G eine Grup-
pe, deren Ordnung durch p und durch wenigstens eine weitere Primzahl teilbar ist (anderenfalls
macht die Benutzung der Kondensation wenig Sinn). Weiter sei e € FG Idempotent, das unter
der Abbildung o : FG — FG; Y4e g8 P YgeG dgg " invariant bleibt; d.h o-(e) = e. SchlieB-
lich sei V ein einfacher FG-Rechtsmodul, der nicht zu Null kondensiert. Weiterhin sei F grof3
genug, d.h. die durch den Modul V gegeben Darstellung von G soll absolut irreduzibel sein.

An dieser Stelle wollen wir noch einmal daran erinnern, dass wir mit dem FG-Modul V* stets
den kontragrdienten Modul K (V) meinen, obwohl wir vom dualen Modul sprechen. Da nach
Voraussetzung o(e) = e ist, werden wir ebenso mit cond’5 (V)" stets den kontragredienten

Modul K o cond’&. (V) bezeichnen.

(3.44) Satz:
Ist das Idempotent e treu, so gilt: Der einfache FG-Modul V ist genau dann selbstdual (beachte
(3.11)(b)), wenn der eF Ge-Modul condfFGGe (V) isomorph zu condfFGGe (V)* ist.

Beweis: Da e treu ist, bilden die Funktoren condf fGe und uncondeF FGGe eine Morita-Aquivalenz
zwischen FG und eFGe. Eine Aquivalenz von Kategorien bildet Isomorphismen auf Isomor-
phismen ab. Aus (3.24) folgt die Behauptung. |

(3.45) Satz:
Ist das Idempotent nicht treu, so gilt: Der einfache FG-Modul V ist genau dann selbstdual (be-
achte (3.11)(b)), wenn der eF Ge-Modul condfFGGe(V) isomorph zu condfFGGe(V)* ist.

Beweis: Seiend: V — V*und ¢ : Ve - K(Ve) die jeweiligen [somorphismen.
=:Da condf ﬁGe exakt ist (vgl. Korollar (3.21)), ist

cond’S. (0 = Kerns vy Kokernd = 0 ) =
dfG. (6
(0 = Kerncond’S. (§) — cond’S, VMC(O)ndeGe(V((V)) —— Kokerncond? % (6) =0)
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kurzexakt. Folglich ist cond’] FGG .(6) ein Isomorphismus, und da condfj ng 0D = Do condfFGG .

(vgl. Satz (3.23)) bzw. cond & oFGe K = Ko condf I,QG . (vgl. Satz (3.24)) gilt folgt die Behauptung.

uncond’ S, (¢")

<: Dauncond!, rechtsexaktist, ist uncond’ 5, (Ve) ——"uncond’%. (K (Ve)) sur-

jektiv. Die kanonische Abbildung

uncondeF gGe(ﬂ’( (Ve)) s uncondeFGe((]((Ve))/uncondfFGGe(q((Ve))(e) ist ebenfalls surjek-

tiv. Aulerdem gilt nach (3.35), dass uncond; g, (K (Ve)) /uncondf (K (Ve))(e) = K(V) ist.
Folglich ist

uncond’%. (6")¢
— &

uncond’ 5 (Ve) K(V) (3.45.1)

ebenfalls surjektiv. Der Kern dieser Abbildung ist, wegen (3.34) in uncondflgG e(Ve)(e) enthal-

ten. Die Abbildung (3.45.1) faktorisiert iiber ihrem Kern, und da K (V) einfach ist, ist auch
uncondf;7 ng . (Ve) / Kern uncondfg(; (6")e einfach. Hieraus folgt, dass der Kern von uncond’¢ eFGe ()
ein maximaler Teilmodul von uncond’%. (Ve), also nach (3.34) gleich uncond’ . (Ve) (e)- Da-

mit ist uncondeFGe(Ve)/Kern uncond’%. (§")g nach (3.35) isomorph zu V. Also ist V' =~ K(V).
|

Nun stellt sich die Frage, ob wir die Aussagen der Sitze (3.44) und (3.45) algorithmisch veri-
fizieren konnen? Die Antwort lautet: Ja, aber nicht direkt mit den Algorithmen (2.2) und (2.3).
Wohl aber konnen wir die Ideen der Algorithmen verwenden: Sei X C G eine moglichst klei-
ne Menge, fiir die eFGe = F {ege|g € X) ist. Ist Ve als F-Vektorraum d’-dimensional, so sei
p: eFGe — F¥*? die zu Ve gehorige Matrixdarstellung von eFGe. Wegen K (Ve) = K(V)e
(vgl. (3.24)) beschreiben die Elemente p(eg™'e)’ mit g € X die Matrixdarstellung zu K (Ve).
Wir benutzen also die Mengen {p(ege) | g € X} und {p(eg'le)’ lg € X} als Eingabe fiir den Al-
gorithmus MopuLelsomorpHISM. Dieser liefert entweder eine Isomorphismus zwischen Ve und
K (Ve) oder fail.

Die zweite Frage vom Anfang des Paragraphen lasst sich leider nicht so einfach beantworten.
Zwar schrinkt eine G-invariante regulire quadratische Form auf V auf Ve ein, nur lésst sich der
Begrift ,,G-invariant” nicht ohne weiteres fiir den eF'Ge-Modul Ve iibersetzen. Auch wenn wir
eine verniinftige Ubersetzung gefunden hitten, konnten wir nur aus dem Fehlen einer entspre-
chenden quadratischen Form auf Ve auf das Fehlen einer G-invarianten regulidren quadratischen
Form auf V schlief3en.

§ 3.4. Vorgehen bei nicht einfachen FG-Moduln

In diesem Abschnitt wollen wir eine weitere Methode untersuchen, mit der wir den Frobenius-
Schur-Indikator eines einfachen FG-Moduls bestimmen kdnnen, ohne, wie es im Algorithmus
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(2.4) getan wird, die quadratische Form explizit zu berechnen. Vielmehr werden wir grofere
Moduln betrachten, die selbst eine G-invariante quadratische Form tragen und die den einfachen
Modul, fiir den wir uns interessieren, als Kompositionsfaktor haben. Wir stiitzen uns dabei auf
die Arbeiten [GW95] und [GW97]. Im Folgenden sei F ein perfekter Korper der Charakteris-
tik 2 und W ein FG-Modul mit einer G-invarianten quadratischen Form ¢ nebst zugehoriger
Bilinearform b. In Anlehnung an Satz (1.26) wollen wir die nichste Definition formulieren:
(3.46) Definition:
Das singulire Radikal von W beziiglich q ist wie folgt definiert:

radg W := {weradW | g(w) = 0}.
Vergleiche die Definition (1.1) (b) fiir das Radikal von W. |
(3.47) Bemerkung:

Sei F ein perfekter Korper der Charakteristik 2 und W ein FG-Modul mit G-invarianter quadra-
tischer Form. Dann gilt entweder rad W = rady W oder rad W/ rado W Ist der triviale Modul.

Beweis: Da F perfekt ist und char F = 2, gilt F = F2(= {f | f € F}). Mit Satz (1.26) folgt
die Behauptung. |

Wir fithren die folgende Sprechweise ein:

(3.48) Definition & Bemerkung:
(a) Sei W ein halbregulérer oder regulirer FG-Modul mit G-invarianter quadratischer Form q.
Dann nennen wir W einen FG-Modul von quadratischem Typ.
(b) Ist F ein perfekter Korper der Charakteristik 2, so ist W genau dann halbreguldr oder regulér
wenn radg W = 0 ist. [ |

Beweis: Ad (b): Folgt sofort aus Bemerkung (3.47) und der Definition der Begriffe halbregulir
und reguldr. |

Wir formulieren zunéchst ein Lemma um kleinere FG-Moduln von quadratischem Typ aus gro-
Beren zu konstruieren. Der elementare Beweis hierzu wird ausgelassen.

(3.49) Lemma:
Sei W ein FG-Modul von quadratischem Typ. Sei U ein FG-Teilmodul von W mitrady U = U.
Dann ist U l/ U ebenfalls ein FG-Modul von quadratischem Typ. |

Wir geben nun eine hinreichende Bedingung dafiir an, dass ein einfacher selbstdualer Modul
von quadratischem Typ ist.

(3.50) Lemma:
Sei W ein FG-Modul von quadratischem Typ und sei V ein einfacher selbstdualer FG-Modul,
der als Kompositionstaktor von W in ungerader Vielfachheit vorkommt. Wir nehmen weiter an,
dass der triviale FG-Modul nicht als Kompositionsfaktor von W vorkommt. Dann ist V von
quadratischem Typ.
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Beweis: Wir machen eine Induktion nach der Dimension von W und nehmen an, dass W nicht
einfach ist. Sei U ein einfacher FG-Teilmodul von W. Da U einfach ist, ist entweder rad U = 0
oder rad U = U. Wir nehmen zunichst an, das rad U = 0 ist. Dann haben wir die orthogonale
Zerlegung W = U | U* und U und U* sind FG-Teilmoduln von W von quadratischem Typ.
Die Behauptung folgt in diesem Fall per Induktion. Wir wenden uns nun dem Fallrad U = U zu.
Aus Bemerkung (3.47) wissen wir, dass radg U ein FG-Teilmodul von Codimension hochstens 1
in rad U ist. Somit ist radg U = U oder dim U = 1, da U einfach ist. Ein eindimensionaler FG-
Teilmodul jedoch, der eine G-invariante quadratische Form trigt, die nicht Null ist, ist trivial.
Nach unserer Annahme ist also radg U = U und Lemma (3.49) zeigt, dass U+ / U ein FG-Modul

von quadratischem Typ ist. Weiter ist W/ U+ als FG-Modul isomorph zu U*. Wir sehen, dass
wenn r die Vielfachheit von V als Kompositionsfaktor in W ist, dass V in der Vielfachheit r oder
r — 2 als Kompositionsfaktor in U L/ U vorkommt. Da r — 2 ungerade ist, folgt die Behauptung
nun per Induktion. |

Als nichstes wollen wir ein Kriterium formulieren, das sicherstellt, dass ein einfacher selbstdua-
ler Modul nicht von quadratischem Typ ist.

(3.51) Satz:
Sei V ein nicht-trivialer einfacher selbstdualer FG-Modul und sei W ein FG-Modul von quadra-
tischem Typ. Wir wollen weiter annehmen, dass der Sockel S von W der eindimensionale triviale
FG-Modul ist und W/S ~ V. Zudem soll radg S = 0 sein. Dann ist V nicht von quadratischem

Typ.

Beweis: Sei ¢ die reguldre G-invariante quadratische Form auf W und b die zugehorige Bili-
nearform. Wir nehmen an, dass es auf V eine reguldare G-invariante quadratische Form Q mit
Bilinearform B gibt und werden diese Annahme zum Widerspruch fiihren. Es ist klar, dass
S = rad W ist, da W/S ~ V, V selbstdual und S eindimensional. Deshalb induziert b eine
regulidre G-invariante alternierende Bilinearform b auf V. Sei E = Endpg (V). Nach dem Lem-
ma von Schur [CR90, Lemma (3.17)] ist E ein Schiefkorper von endlichem Grad iiber F. Da
b und B zwei G-invariante Bilinearformen auf V sind gibt es nach (1.71) ein @ € E, so dass
b(u,v) = B(ua,v) fiir alle u,v € V ist. Sei nun o ein Endomorphismus auf V und sei o der,
beziiglich B, adjungierte Endomorphismus. Somit gilt:

B(ua,v) = b(u,v) = b(v,u) = B(va,u) = B(v,ua') = b(ua',v),
weshalb o' = a ist. Wenn wir F' = F(a) setzen, so ist F' ein kommutativer Teilkorper von E
der elementweise von ' fest gelassen wird. Da F perfekt ist, und F endlichen Grad iiber F hat,
ist £ ebenfalls perfekt. Somit ist @ = y*> = ¥y fiir ein y € F. Also gilt:

b(u,v) = B(uyy',v) = B(uy,vy)

fiir alle u,v € V.
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Jetzt definieren wir eine neue regulidre G-invariante quadratische Form p auf V durch p(v) =
Q(vy) fiir alle v € V. Dann gilt:

plut+v) = O(uy,vy) = Q(uy) + Q(vy) + B(uy,vy)
p(u) +p(v) +b(u,v)

fiir alle u,v € V; also ist die zu p gehérige Bilinearform gleich b. SchlieBlich liften wir p zu
einer quadratischen Form P auf W, so dass S = rady W ist. Ebenso ist klar, dass P eine G-
invariant quadratische Form ist und dass die zugehorige Bilinearform gleich b ist. Da g ebenfalls
G-invariant ist und b als zugehdrige Bilinearform besitzt folgt, dass g + P = f2 ist, wobei f eine
G-invariante Linearform ungleich Null auf W ist. Nun ist aber der Kern von f ein KG-Teilmodul
von W ist, der ein Komplement zu § ist und dies liefert einen Widerspruch, da S der Sockel von
W ist. Folglich ist V nicht von quadratischem Typ. |

Spitestens an dieser Stelle miissen wir uns fragen: Hilft uns das wirklich weiter, oder verlagern
wir hier das Problem nicht nur von einem Modul auf den anderen? Die Antwort ist simpel:
Ja, dies hilft uns tatséchlich weiter, da es Moduln gibt, auf denen es eine recht nahe liegende
G-invariante regulire quadratische Form gibt, nimlich Permutationsmoduln.

Im Folgenden sei G eine Gruppe, die auf der Menge () mit |[()] = n transitiv operiert. Sei
weiterhin V der zugehorige Permutationsmodul iiber ' und vy, ..., v, eine F-Basis von V.

(3.52) Definition:

Sei V wie oben, so definiert
n

q (; Aivi) = > >

k=1 j<k

eine G-invariante quadratische Form auf V. Die zugehorige Bilinearform ist durch
b(v,-,vj) = 6ij + 1

gegeben. |

Entwickeln wir die Gram-Matrix von b beziiglich der Basis vy, ..., v, nach der ersten Zeile mit
anschlieBender Induktion, so erhalten wir, dass ¢ fiir gerades » regulér ist, und dass die Gram-
Matrix Rang n — 1 fiir ungerades » hat. Ist S der eindimensionale Teilraum von V, der von dem
Element u = v; + ...+ v, erzeugt wird, dann ist S der Teilraum der G-Fixpunkte von V. Wenn
n ungerade ist, hat § den FG-Modul 7" = {Z;’zl Avi | 2 A= O} als Komplement, der von

quadratischem Typ ist. Ist nun n gerade, so hat S+ Codimension 1 in V und V/ S ist der triviale
FG-Modul. Wir nennen H = S L/ S das Herz des Permutationsmoduls V.
(3.53) Satz:

Wir nutzen die eben gemachten Notation und nehmen an, dass n 2> 4 und gerade ist. Weiter sei
Jjeder Kompositionsfaktor W; des Herzes H von V nichttrivial, selbstdual und trete in Vielfachheit
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1 auf. Dann gilt: Ist n =4 0 so ist jedes W; von quadatischem Typ. Ist hingegen n =4 2 und
G operiert entweder primitiv auf () oder G enthélt keinen Normalteiler vom Index 2, so ist
wenigstens einer der W; nicht von quadratischem Typ.

Beweis: Da b auf H eine regulire Bilinearform induziert und jeder Kompositionsfaktor von H
selbstdual ist und in Vielfachheit 1 vorkommt, folgt, dass H halbeinfach ist, also H ~ W &... &
W, fiir ein r € IN. Aus der Definition der quadratischen Form ¢ ergibt sich:

n(n—l)'

qu) = qvi+...+v,) = 5

Daraus erhalten wir: g(u) = 0 falls n =4 0 und g(u) = 1 falls n =4 2. Folglich ist, falls n =4 0
ist, das Herz von V ebenfalls von quadratischem Typ und somit auch jedes W;. Nun wollen wir
annehmen, dass n =4 2 ist. Seien mit U; die Urbilder der W; in S+ fiir 1 < i < r bezeichnet.
Wir wollen zeigen, dass es einen Index j gibt, so dass S der Sockel von U ist. Wir nehmen an,
dass dies nicht der Fall ist. Dann ist jedes U; die direkte Summe aus S und einem einfachen
Untermodul von S+, der zu W; isomorph ist. Wir wollen diesen Teilmodul ebenfalls mit W;
bezeichnen. Es ist nun einfach einzusehen, dass wir folgende direkte Summenzerlegung von V
in FG-Teilmoduln haben:
V=We..eW.eX

wobei X eine nichtspaltende Erweiterung von S durch den trivialen Modul ist. (Der Modul X
ist eine nichtspaltende Erweiterung, da S der Teilraum der G-Fixpunkte von V ist.) Sei N der
Kern der Operation von G auf X. Es ist klar, dass [G : N| eine Zweierpotenz grofer als 1 ist. Wir
erhalten einen Widerspruch, falls G keinen Normalteiler von Index 2 hat. Operiert G andererseits
primitiv auf (), so operiert N transitiv auf () und § ist der Teilraum der N-Fixpunkte in V. Dies
widerspricht aber der Tatsache, dass N auf X trivial operiert. Somit konnen wir schlielen, dass
S der Sockel eines U ist. SchlieBlich induziert g eine regulédre quadratische Form auf jedem U;.
Mit Satz (3.51) folgt schlussendlich, dass W; nicht von quadratischem Typ ist. |

Diese Arbeit abschliefend wollen wir noch zwei Bemerkungen zu Satz (3.53) aus [GW97] zi-
tieren.

Zum einen wollen wir zeigen, dass die Folgerung aus Satz (3.53) im Falle, dass n =4 2 ist und G
nicht primitiv operiert und eine Untergruppe vom Index 2 besitzt, nicht korrekt sein muss. Ein
Beispiel hierfiir liefert das Kranzprodukt &3¢ G,, das auf sechs Punkten operiert. Das Herz H
des zugehorigen Permutationsmoduls ist einfach und von Dimension 4 iiber IF,. Zudem ist H
von quadratischem Typ, ein Fakt, der beweist, dass die orthogonale Gruppe 04+ (TF,) isomorph
zu 63065 ist.

Zum anderen wollen wir annehmen, dass S der Sockel von V ist. Dann gilt, falls n =4 2 ist, dass
keiner der einfachen Moduln W; von quadratischem Typ ist. Wenn wir dem Beweis des Satzes
(3.53) folgen, so ist § der Sockel von jedem U; und wir folgern wie oben, das keiner der W;
von quadratischem Typ ist. Hierbei muss keine weitere Annahme an die Operation der Gruppe
oder deren Struktur gemacht werden. In der oben zitierten Arbeit werden im zweiten Abschnitt
Beispiele dieser Situationen beschrieben.
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Anhang A

Eine Ubersicht der getesteten Darstellungen,
deren Indikator und Witt-Index

Im ATLAS of Finite Group Representations [Wil] in der Version 2, der iiber das Gap-Inteface
[Bre04] erreichbar ist, sind 803 Darstellungen iiber Kérpern der Charakteristik 2 enthalten. Von
diesen sind 744 absolut irreduzibel. Davon wiederum sind 526 selbstdual. Es tragen 432 eine
G-invariante quadratische Form.Von diesen sind 285 vom Orthogonalititstyp ,,+ und 147 vom

Typ ”_“'

In der nun folgenden Tabelle steht in der Spalte ,,Dim* die Dimension der jeweiligen Darstel-
lung. In der Spalte ,,F* steht die Ordnung des Korpers, iiber welchem die Darstellung gegeben
ist. In Spalte ,,FSI* wird der Frobenius-Schur-Indikator notiert. Dabei steht ein ,,0* dafiir, dass
die Darstellung nicht selbstdual ist. Es steht dort ein ,,4+, wenn die Darstellung eine G-invariante
quadratische Form trigt und ein ,,—*, wenn die Darstellung zwar selbstdual ist, aber keine G-
invariante quadratische Form trédgt. In der Spalte ,, Typ* schlieBlich steht ein ,,4-*, wenn der
Wittindex der quadratische Form Dimension / 2 ist und ein ,,—*, wenn der Wittindex Dimension
/2 —1ist.

In der Tabelle werden nur die absolut irreduziblen Darstellungen aufgefiihrt.
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Anhang A Eine Ubersicht der getesteten Darstellungen, deren Indikator und Witt-Index

Gruppe Dim F FSI Typ Fortsetzung der Tabelle
As 2a | 4| - Gruppe | Dim | F | FSI | Typ
As 2b 4 - Ao 64a 2 + +
As 4a 2 + - Ao 64b 2 + +
As:2 4a 2 - Ao 160 2 + +
As:2 4b 2 + - Ao 198 2 + +
Ag 4a 2 - Ao 200 2 + +
Ag 4b 2 - Ao 384a | 4 + +
Ag 8a 4 + + Al 10 2 + -
Ag 8b 4 + + A1l 16a 4 o
3.A¢ 3a 4 o Al 16b 4 o
3.A¢ 3b 4 o Art 44 2 + -
3.A¢ 9a 4 o A 100 2 + -+
A7 4a 2 o Ann 144 2 + +
A7 4b 2 o A 164 2 —
A7 6 | 2| + + Ay 186 | 2 | + -
A7 14 2 + — A1 198 2 + +
A7 20 2 - A 416 2 + +
Ag 4a | 2 ° Aqg 584a | 4 + +
Ag 4 [ 2| o Ay 848 | 2 + +
Ag 6 2 + + A1:2 32 2 + +
Ag 14 2 + - A 10 2 + -
Ag 20a | 2 o Aln 16a 4 o
Ag 20b | 2 o A 16b 4 o
Ag 64 2 + + A 44 2 + -
Ag:2 6 2 + + Al 100 2 + +
Ag:2 8 2 + + A3 32a 4 + +
Ag:2 14 2 + - A3 32b 4 + +
Ag:2 40 2 + + Alg 12 2 -
Ag:2 64 2 + + Alg 64a 2 -
Ag 8a 2 + + Alg 64b 2 + +
Ag 8b 2 + + Ag:2 12 2 -
Ag 8c 2 + + Arg:2 64a 2 -
Ag 20a 2 o Ag:2 64b 2 + +
Ag 20b | 2 o Us (3) 6 2 -
Ag 26 2 + - Ui (3) 14 2 + -
Ag 48 2 + + Us (3) 32a 2 o
Ag 78 2 + - Us (3) 32b 2 o
Ag 160 | 2 + + Us (3) 22 6 2 —
Ao 8 2 - Us (3) 22 14 2 + -
Ao 16 2 + + Us (3) 22 64 2 + +
Ao 26 2 + - Us (4) 3a 16 o
Alo 48 2 + + Us (4) 3b 16 o
Fortsetzung der Tabelle auf der nichsten Seite U3 (4) 3c 16 o
Us (4) 3d 16 o

Fortsetzung der Tabelle auf der nichsten Seite
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Anhang A Eine Ubersicht der getesteten Darstellungen, deren Indikator und Witt-Index

o 2
TVAJ+_+_++ + 4+ + + 1 ++ + + Il + 1+ + 1+ | I+ 18
=
i)
Z
—_ )
mm +++++ 0 +frjrjryrjr+r++r++++++jo H|+H|+++1+++ 1|+ 0 0+ 4+ + 4|z
=
E
<
&3 SIS IS Ao I ot o IO A o [ M QN IR A [ B o B o B o B o M Fot ot I o I oV I o N oV A S SN T QU [N B o B o B QN Fo B B B B S M ot RS i o o o o
=
S
ElgClecas83TClolsleldlsorTS TtV S ool ocmloas STl ITrosl g3
A ./m134mwr_m4oolm246mm68146ﬂﬁB728124134N%1M67%%%wD
N
)
g2
AN A £
i o e RSN DR SR LT T TR B | F iy S L S e Y
R b ey Eanaannl S B BN (Tl B i I I S I S IS S ) GG S B I ) A R R R R (e I e T e T B e I IS
o 222222(44(55555(((((((((3((((((((((((((((
= P L IS | T =20 0 0 0 0 © V0 V| ® ® ® 2222 2NN NN
GOO_01_01_01_01_01,01S”MMSM&MMMSSSSSSSSS&oSSSSSSSSSGGGGGGG
=Y
W,_+++ Ll ++ 10 + 4+ 41|+ |+ I+ + +|+ + 1+ + + + +|1 I+
—_
“++++oo++++++++++++oo++oo_+oo+++++_+++++oo++
S I I S I o\ I QN I o\ I A PN I PV FQVIIE SRS S N BN QN IS SR o [N I oV I KoV I o B o TR o I o I o VY o B o\ Y o B o TR oV o B F N I o N o B o IR N A S I o I S I oV I QN IS SR B N N
Ele o T 2 IC|leltlw e 0002 RlelRo 8883 FT TS EEClcas8TRISYNcEESS
. o0 o0 OO0 (oo \O o0 \O
AN S8 3REMPRR2AaIFIERPRI-FIESIESIIEASI G2 2FSE88=22~S
| CORDGDROD N P oy SIS Ao G SRS IS SIS IS SRS ey UGG
T~ ﬂ(/.\ O 0,090,090, 0,0, 90, 0,900 O | O, 0 0 O O
2l 88 K SIQ | | hee koo oo oo oo L oo |_oa~— i oot St S St S S S O S S S S S I I ) 2 2 21 21 &
S S S R S R I e S SIS IS
e}

Fortsetzung der Tabelle auf der nichsten Seite

88



Fortsetzung der Tabelle

Fortsetzung der Tabelle

o

= + + [ e ol I ol s o B R B o e o L]l L] + + + +

—

mm + (|| o+ + 4|+ +++++++ |+ o+ |FH|FH|o|FHFT T+ +++

SN IS N IS SIS A IS I N IR o N B B [ S S B S B N I S B Nl S B F S B RS IV R [ B P I A oVl [ B Voo R o R o R o R R N

= ol © % ) + 8 ol

<t < (SO jang No) Ne) < O+ O O ISR AN D S R R R =S

. oo < < < < < 0 | — o0

Al 64277722%2282221%4272757275222444

I a g
N enoen N menls - | N M ™m ~| e LS

e\l/ L] e o~ N N T o s B o s [ ) R N B N R A Py

NS N el IS N () N SIS R RE () N2 () N el (S PRI TN

5 = VRS SN MR T TR R T S S S SR SN[ SRSBIN N NN NN

n [ ErRn aalkkmr o QRRQAQAQM P (R N
“ N~ fn N N oen oon o e\ : o,
on 323

o 2

= I ++ 1 ++++ 1 ++ + 1+ 4+ F I+ +|+ |+ 3
g
£

o £

mm +r T ++++++++++|1 +++++ +|+|+|+|0o 0 0 0o+ +|+|o|+|+ ||+ 5
=
S
B

s 8 ANfF T T T AT TITATTANANAAAAAN| NN SN < 3
m

ElR e+t ]lz 23203232838l RRLRT ElaEe Sl wxlnntlodeslle® 3

. O o)

AR eI IATIIFT 2R AT E2LTEIIQ QS Sann D8 o 2
g
=
(s}

ol |~ | AN S | =

ol N .- . | ~—~~—~ > "< |~

p3/l\\l/3444444444444\)\'/)))))52)2222224(4224422

S R R R R R R R R e O S TR S e SR K

ANl A AN AN AN AN AN A <t .

O P |52 SEEEEES S |3

89

Fortsetzung der Tabelle auf der nichsten Seite




Anhang A Eine Ubersicht der getesteten Darstellungen, deren Indikator und Witt-Index

Fortsetzung der Tabelle

Fortsetzung der Tabelle

(=9

=+ o+ ++++++ Ve [+ A+ +

—

mwl..oo I 1o o++++++++|1|! +++++ +|0 0o +|+ 0 +|+++ +|+ + 0 0 4|0 0 0 0 0

Lottt a9 9% arstaflacdacacaacaacdacacaaacaacs | Qs << <t <t

Els|s ol ©O|® O 04w gy O Q < 0 < 0 < ) < O

. & I ols o N o|ls o IS\ O [N O S0 S .OF( SO S

mDBBAl..%l...wwﬂﬂ3ﬂ3ﬂﬂ321mm3mmg33oolm212nﬂ88996339ﬂm

(q\l (q\l wyy NN N N n A A

9 B i NN et antantantantantantan B o~ . . - —~—~ = — A ~—~—~—~—~FFTFTFF

— Cam /N NN N N N N

Sl dddmmnanmnononn—madaadadaaadade oo s NI TSI o

[« [« Lo I o I o IR o I o I o I o |

_ RN NN NS @0 e e

(=9

o S I R N s I+ 4+ + + + + + + 4+ ++ + + + 0

—

Wu++++++_ I +++ 4+ +|1 ||l ++++! | ++++|0 0o +++++ +|0 0+ + + + + +

e N S 00000 Al S F AN N0ttt N0 YA

Els 0|8 2 R 0|lg 0 80 Qg glalglc  ECMNlc 8L Q8T (g 8L I L VT8O IFLOOT O

ACSSS B8 i dIdIG I BB ENEIREEC S RRLRGERE=ENITIIS
NN [S e\ N < S

e Cam W BN .. .. e [N AN AN AN NN e co || e . . Y L e L ) i e Y T T e N N e N NV T L R i

Qre [~~~ —~c" NN NN~~~ —~—~—~—~—~ DD DD |nn NN NN N on

O v | v 7 o [ = = = = = [N N[ [OINO O O O O~ ™ m e e = = = — — —= (AN AN NN

= ir e \wAalaal rirrdrirird el i\l \nAaAaAata)l irfrdrdrirdrd i drdrirdrdrirdrd i
N N N

ONNIaaaa_R___RNNQaaN_RQa adadaaead NS _]_tlN]_N_N]N_Ne_tN_tNN
NN N NN RN

Fortsetzung der Tabelle auf der nichsten Seite

Fortsetzung der Tabelle auf der nichsten Seite

90
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Fortsetzung der Tabelle

Gruppe Dim | F | FSI | Typ
L3(4):2; léa | 2| + | +
L3 (4) 121 18a 2 + +
L3 (4) 124 6d4a | 2 + +

3.L3(4):2; | 6a | 4] o
3.L3(4) 121 9a 4 o
3.13 (4) 121 48a | 4 o

L3(7) 152a | 2 | + -

L3(7):2 56 2| + +
L3(7):2 152 | 2| + -
L3(7):2 342 | 2| + +

L3(3) 3 8 )
L3(8) 8 8| + -
L3(8) 9a 8 )
L3(8) 9 8 o
L3(3) 24a | 8 o
L3(8) 24b | 8 o
L3(8) 27 2 o
L3(8) 27 8 )
L3(8) 64 8| + +
L3(8) 72a | 8 o
L3(8) 72b 8 o
L3(8) 192 | 8 o
L3(8) 512 | 2| + +

L3(8):2 6 8| + +
L3(8) 22 8 8 + -
L3(8):2 18a | 8| + | +
L3(8):2 18b | 8 | + +
L3(8):2 48a | 8 | + +
L3(8):2 48 | 8 | + +
L3(8):2 54 2| + +
L3(8):2 54 8| + +
L3(8):2 64 8| + +
L3(8):2 144a | 8 | + +
L3(8):2 144b | 8 | + +
L3(8):2 384 | 8 | + +
L3(8):2 512 | 2| + +
L3(8):3 9 2 o
L3(8):3 24 2 +
L3(8):3 27a | 2| o
L3(8):3 270 | 2 )
L3(8):3 27¢ | 2| o
L3(8):3 72a | 2 o
L3(8):3 72b | 2 o

Gruppe | Dim | F | FSI | Typ
38):3| 81 [2] o
L3(8):3 | 192 |2 + | +
L3(8):3 | 216a | 2 | o
L3(8):3 | 216b [ 2 | o
L3(8):3 | s12 [ 2| + | +
L3(8):3 | 576 |2 | o
L3(8):6 | 18 |2 | + +
L3(8):6 | 24 2| + | -
L3(8):6 | 54a | 2| + | +
L3(8):6 | 54b | 2 | + +
L3(8):6 | 54c | 2| + +
L3(8):6 | 144a | 2 | + | +
L3(8):6 | 144b | 2 | + | +
L3(8):6 | 162 [ 2| + | +
L3(8):6 | 192 [ 2| + | +
L3(8):6 | 432a | 2 | + +
L3(8):6 | 432b | 2 | + | +
L3(8):6 | 512 [ 2| + | +
L3(8):6 | 1152 | 2 | + +
L) | 132 (2| + | -

Ls(2) 5a 2 o

Ls(2) 5b 2 o

Ls(2) | 10a |2 o

Ls(2) 10b | 2| o

Ls(2) | 24 |2 + | -
Ls(2):2 | 10 | 2| + +
Ls(2):2 | 20 | 2| + +
Ls(2):2 | 24 2| + | -

Le(2) 6a 2 o

Le(2) 6b | 2| o

Le(2) 152 | 2| o

Le(2) 150 | 2| o

Le(2) 20 | 2| + +

Le(2) | 34 |2| -

Le(2) | 70a | 2| o

Le(2) 84a | 2| o

Le(2) 90a | 2

Le(2) | 154 | 2| -

Le(2) | 204a |2 | o

Le(2) |384a |2 | o

L¢(2) 400 | 2| + +

L6(2) 720a | 2 o

Lo(2) | 896a |2 | o

Fortsetzung der Tabelle auf der nichsten Seite

Fortsetzung der Tabelle auf der niichsten Seite
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Anhang A Eine Ubersicht der getesteten Darstellungen, deren Indikator und Witt-Index

Fortsetzung der Tabelle Fortsetzung der Tabelle

Gruppe | Dim | F | FSI | Typ Gruppe | Dim | F | FSI | Typ
Le(2) | 924a | 2| o [7(2):2 | 448 [ 2] + | +
Le(2):2 | 12 | 2| + | + L;(2):2 | 736 | 2| + | +
Lg(2):2 | 20 | 2| 4+ | + L7(2):2 | 896 | 2| + | +
Le(2):2 | 30 |2| 4+ | + L7(2):2 | 938 | 2| + | +
Lg(2):2 | 34 | 2| - S3L3(5) | 620 [ 2] + | -
L6(2)22 140 2 + + M” 10 2 +
Le(2):2 | 154 | 2| - My 16a | 4| o
Le(2):2 | 168 | 2| + | + My, 16b | 4| o
Le(2):2 | 180 | 2| + | + My, 4 |2 + | -
L6(2) :2 ] 400 | 2 + + Mo 10 2 + -
Le(2):2 | 408 | 2| + | + M 16a | 4| o
Le(2):2 | 768 | 2| + | + M> 16b | 4| o
L7(2) 7a | 2| o My, a4 | 2| + _
Ly2) | T [2] o Mis 144 | 2| + | +
L7(2) | 2la | 2| o M2 10 [2] + | -
L7(2) | 21b | 2] o M2 32 2] + | +
L7<2) 35a 2 o M12.2 44 2 + -
L7(2) | 356 | 2] o Mp2 | 144 | 2| + | +
L(2) | 48 | 2| + | + My 10a [2] o
L7(2) 112a | 2 o My 106 | 2 °
L7(2) 112b | 2 | o M>y 34 2] -
L7(2) 133a | 2 | o M>, 702 | 4| o
L7(2) 133b | 2| o My 700 | 4] o
L7(2) |[175a | 2| o Mo 98 | 2| -
L7(2) | 175b | 2| o 3My | 6a | 4| o
L7(2) |224a | 2| o 3My | 15a | 4| o
L7(2) |224b| 2] o 3.My | 452 | 4| o
L7(2) [392a|2| + | - 3My | 45b | 4| o
L7(2) |448a | 2| o 3My | 84a | 4| o
L7(2) | 448b | 2| o 3.My |384a | 4| o
L7(2) | 46% | 2| o Mp2 | 10a | 2| o
L7(2) | 46% | 2 | o Mp2 | 10b | 2] o
L7(2) | 707a | 2| o Ma.2 34 [ 2] =
L7(2) | 707b | 2 | o Mp2 | 98 [2| -
L;(2) | 736a |2 | + | + My?2 | 140 | 2| + | +
L7(2):2 | 14 |2 + | + 3Mp2 | 12 [ 2] + | +
L7(2):2 | 42 |2| 4+ | + Mo 1la | 2 | o
L7(2):2 | 48 | 2| 4+ | + Mo 11b | 2] o
L7(2):2] 70 | 2| 4+ | + Mo 44a | 2| o
L7(2):2 ] 224 | 2| + | + My; | 44b | 2| o
L7(2):2 ] 266 | 2| + | + Mo 120 2] + | -
L7(2):2 | 350 | 2| + + M»3 220a | 2 )
L7(2):2 ] 392 |2] + | - My | 220b | 2| o

Fortsetzung der Tabelle auf der nichsten Seite Fortsetzung der Tabelle auf der niichsten Seite
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Fortsetzung der Tabelle Fortsetzung der Tabelle

Gruppe Dim | F | FSI | Typ Gruppe | Dim | F | FSI | Typ
M»3 252 | 2| - Cos 896a | 4 o
M3 896a | 4 o Coy 22 2 + +
Mys 896b | 4 o Coy 230 | 2| + -
Moy 11a 2 o Coy 748a | 2 o
Moy 11b 2 o Coo 748b | 2 o
Moy 44a 2 o Coq 24 2 +
My 44b 2 o Co, 274 | 2 + -
M»y 120 2 + - Jr 6a 4 -
My 220a | 2 o J 14a | 4 + +
Moy 220b | 2 o Jo 36 2 + -
My, 252 2 - Jr 64a 4 + +
Moy 320a | 2 o Jr 84 2 + -
M>y 320b | 2 o J 160 | 2 + +
My 1242 | 2| + + Jr:2 12 2| -
My 1792 | 2| + + Jr:2 28 2| +
HS 20 20 - Jr:2 36 2| + -
HS 56 2| + + Jr:2 84 2| + -
HS 132 | 2| - Jr:2 128 | 2| + +
HS 518 2| + + Jr:2 160 | 2 | + +
HS 89%6a | 4 o Suz 110a | 4 | + +
HS 896b | 4 o Suz 142 | 2| + -
HS 1000 | 2 | + + Suz 572a | 4 o
HS :2 20 20 - Suz 572b | 4 o
HS:2 56 2| + + Suz 638 | 2| + -
HS :2 132 2 - 3.5uz 12a | 4 o
HS :2 518 2| + + 3.5uz 66a | 4 o
HS:2 1000 | 2 | + + 3.5uz 429a | 4 o
HS :2 1408 | 2 | + + 3.5uz 825a | 4 )
HS:2 1792 | 2| + + 3.Suz 825b | 4 )
McL 22 20 + + 3.5uz:2 24 2| + +
McL 230 2| + - Fiy 78 2 + -
McL 748a | 2 o Fiy 350 | 2| + +
McL 748b | 2 o Fiy 572 | 2| + +
McL 896a | 4 ° 3.Fixn 27a | 4 o
McL 896b | 4 o Fiy:2 78 2| + -
3.McL 126a | 4 o Fiy:2 350 | 2| + +
3.McL 396d | 4 ° Fir:2 572 | 2| + +
McL:2 22 20 + + Fip:2 | 1352 | 2| + +
McL:2 230a | 2 | + - 3.Fiy:2 54 20 + -
McL:?2 1496a | 2 + + Fiy3 782 2 + -
3.McL:2 | 252a | 4 | o Fiy3 1494 | 2 | + +
Cos 22 2| - Fi}, 3774 | 2 | + +
Cos 230 | 2| + - 3.Fi, 783 | 4 o

Fortsetzung der Tabelle auf der nichsten Seite Fortsetzung der Tabelle auf der nichsten Seite



Anhang A Eine Ubersicht der getesteten Darstellungen, deren Indikator und Witt-Index

Fortsetzung der Tabelle Fortsetzung der Tabelle

Gruppe Dim | F | FSI | Typ Gruppe | Dim | F | FSI | Typ
3.Fij,:2 | 1566 | 2 | + - 3.J3 720a | 4| o

He 51 2| o 3.J3 1008a | 4 | o

He 101 2| o J3:2 80a | 2| + +
He 246 21 4+ + J3:2 156a | 2 | + +
He 680 | 2| + - J3:2 168a | 2 | + +
He:2 102 | 2| + + J3:2 244a | 2 | + -
He:2 202 | 2| + + J3:2 644a | 2 | -
He:2 492 | 2| + + J3:2 9%6a | 2 | + -
He:2 680 2| + - 3.J3:2 18 2| + -
HN 132a | 4| - Ja 112 | 2| +
HN 132b | 4| - J4 1220a | 2 | o

HN 760 | 2| + + Ru 28 2| + -
HN 2650a | 4 Ru 376 | 2| -
HN:2 264 | 2| - Ru 1246 | 2 | + +
Th 248 | 2| + +

B 4370 | 2 | + -

3.Fiyg 1566 | 2 + —

Ji 20 2| + +

Ji 56a | 4| -

J1 56b | 4| -

J1 56¢ 4 + +

Ji 56d | 4| + +

J1 76a | 2| -

Ji 76b | 2| + -

Ji 120a | 8 | + +

J1 120b | 8 | + +

J1 120c | 8 | + +

3.0'N 153 | 4| o

300N:2 | 306 |2 | + -

Ly 2480 | 4| o

J3 78b | 4| + +

J3 80 2| + +

J3 84a | 4| o

J3 244 | 2 | + -

J3 322a | 4| -

J3 %6 | 2| + -

3.J3 9a 4 o

3.J3 18a | 4| o

3.J3 18 |4 | o

3.J3 126a | 4 | o

3.J3 153a | 4| o

3.J3 153b | 4| o

3.J3 324a | 4| o

Fortsetzung der Tabelle auf der niichsten Seite
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