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Einleitung 3

Diese Algebrastunden konnte Hans bei allem Fleifle nicht vergniiglich fin-
den. Es war doch bitter, mitten am heiffen Nachmittag ... in der staubigen,
miickendurchsummten Luft mit midem Kopf und trockener Stimme das a
plus b und a minus b herzusagen. ... Mit der Mathematik ging es thm tber-
haupt merkwiirdig. ... Ihm gefiel das an der Mathematik, dafs es hier keine
Irrungen und keinen Schwindel gab, keine Mdoglichkeit, vom Thema abzuir-
ren und triigerische Nebengebiete zu streifen. ... Aber wenn beim Rechnen
auch alle Resultate stimmten, es kam doch eigentlich nichts Rechtes dabei
heraus. Die mathematischen Arbeiten und Lehrstunden kamen ihm vor wie
das Wandern auf einer ebemen Landstrafie; man kommt immer vorwdirts,
man versteht jeden Tag etwas, was man gestern noch nicht verstand, aber
man kommt nie auf einen Berg, wo sich plitzlich weite Aussichten auftun.

H. Hesse: ‘Unterm Rad’

1. Einleitung

FEin Meilenstein in der Geschichte der Gruppentheorie ist die Vollendung der
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen zu Beginn der achtziger Jah-
re dieses Jahrhunderts. Demnach ist jede solche Gruppe entweder zyklisch
von Primzahlordnung, eine alternierende Gruppe, eine einfache Gruppe vom
Lie-Typ oder eine sporadische einfache Gruppe.

Die zyklischen Gruppen von Primzahlordnung sind die einzigen abelschen
endlichen einfachen Gruppen. Die alternierenden Gruppen sind Untergrup-
pen vom Index 2 in den vollen symmetrischen Gruppen, das heifit, den Grup-
pen von bijektiven Abbildungen einer endlichen Menge auf sich selbst.

Die Prototypen der endlichen Gruppen vom Lie-Typ sind die vollen li-
nearen Gruppen, also die Gruppen aller Automorphismen eines endlich-
dimensionalen Vektorraums iiber einem endlichen Kérper. Natiirlich lassen
sich diese Gruppen auch als die Menge der invertierbaren quadratischen Ma-
trizen der entsprechenden Dimension beschreiben. Im allgemeinen sind die
vollen linearen Gruppen nicht einfach. Geht man aber zur Untergruppe aller
Matrizen mit Determinante 1 {iber und betrachtet die Matrizen nur modu-
lo der Skalarmatrizen, das heifit, man betrachtet die Operation der vollen
linearen Gruppe auf dem zum Vektorraum gehorenden projektiven Raum,
so erhélt man bis auf wenige Ausnahmen eine einfache Gruppe: die projek-
tive spezielle lineare Gruppe. Diese ist ein typischer Vertreter der dritten
der oben genannten Klassen einfacher Gruppen. Die projektiven speziellen
linearen Gruppen zu Vektorrdumen einer festen Dimension {iber variablen



endlichen Kérpern werden zu einer Serie zusammengefafit. In dhnlicher Wei-
se erhélt man weitere klassische Serien, die der orthogonalen, symplektischen
und unitdren Gruppen. Auflerdem findet man noch einige exzeptionelle Se-
rien, die mit den soeben genannten Typen von Gruppen enge strukturel-
le Verwandtschaft haben. Ziel einer theoretischen Beschreibung aller dieser
Gruppen ist es, die gemeinsamen Eigenschaften der in einer solchen unend-
lichen Serie zusammengefa3ten Gruppen zu beschreiben.

Wie der Name der vierten Klasse einfacher Gruppen schon andeutet, lassen
sich diese Gruppen, 26 an der Zahl, bis heute nicht in einen gréfleren Kontext
einbetten. Die—historisch gesehen—ersten der sporadischen Gruppen sind
die von Mathieu bereits etwa im Jahre 1870 entdeckten, heute nach ihm be-
nannten, hochtransitiven Permutationsgruppen. Die weiteren sporadischen
Gruppen wurden erst in den letzten 30 Jahren beschrieben. Abschluf} dieser
Entwicklung war etwa um das Jahr 1980 herum die Entdeckung der letzten,
héufig als ‘Monster’, zuweilen aber auch als ’freundlicher Riese’ bezeichne-
ten Gruppe.

Dieses Klassifikationsresultat ist in vielerlei Hinsicht von groflier Bedeutung.
Zunichst ist damit eine wichtige Frage der Gruppentheorie, ndmlich die nach
den Bausteinen, aus denen eine endliche Gruppe aufgebaut sein kann, ab-
schliefend behandelt. Auflerdem ist der Beweis dieses Ergebnisses mit seiner
Lange von mehreren tausend Seiten einer der lingsten, wahrscheinlich sogar
der ldngste, der je in der Geschichte der Mathematik fiir ein ‘Einzelresultat’
gefunden wurde. Aber natiirlich wirft eine vollstdndig beantwortete Frage
weitere, weiterfithrende Fragen auf. Ein solcher Fragenkomplex ist etwa der
nach der Darstellungstheorie dieser Gruppen.

Die Darstellungstheorie endlicher Gruppen beschéftigt sich mit der Frage,
wie eine endliche Gruppe G als Menge von Automorphismen eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V iiber einem Korper F realisiert werden kann.
Anders formuliert: Man betrachtet Darstellungen, das heif3t, Homomorphis-
men in die volle lineare Gruppe der entsprechenden Dimension. Die Unter-
suchung der Moduln V fiir eine Gruppe ergibt wichtige Aufschliisse iiber die
Struktur der betrachteten Gruppe.

Allgemeiner bezeichnet man als Darstellung einer F-Algebra A einen Ho-
momorphismus dieser Algebra in den Endomorphismenring eines endlich-
dimensionalen Vektorraums. Dies ist in der Tat eine Verallgemeinerung der
soeben beschriebenen Situation. Fafit man ndmlich die Elemente der Gruppe
G als die Basis einer Algebra F'G auf, deren Multiplikation gerade von der
Multiplikation in G induziert wird, so sind die Darstellungen von G nichts
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anderes als die Darstellungen der Gruppenalgebra FG.

Natiirlich stellt sich wieder die Frage nach den kleinsten Bausteinen, aus
denen eine Darstellung aufgebaut sein kann. Hier erscheint diese Frage in
folgendem Gewand: Gibt es einen Teilvektorraum W des Moduls V, der
unter der Operation aller Elemente von A in sich iiberfiihrt wird, so sind
auch W selbst und der Faktorraum V/W wieder Moduln fiir A. Es ist klar,
dafl dieser Prozel—die Aufteilung in Teilraum und Faktorraum—mnur end-
lich oft wiederholt werden kann, bis folgende Situation eintritt: Solch ein
Teilmodul W ist entweder der Nullvektorraum oder aber schon gleich dem
ganzen Raum V. Tritt dieser Fall ein, so heifit V' einfach. Die Klassifikations-
frage, die sich hier stellt, ist also die nach den einfachen Darstellungen fiir
A. Immerhin folgt aus theoretischen Uberlegungen, dafl es bei fest gewihl-
tem Koérper F' bis auf einen natiirlichen Aquivalenzbegriff nur endlich viele
solcher einfachen Darstellungen gibt. Aulerdem erhilt man zu einem belie-
bigen Modul V' durch das oben beschriebene sukzessive Aufteilen eine Liste
mit den Vielfachheiten, mit denen jeder dieser moglichen einfachen Baustei-
ne in V wirklich vorkommt.

Als eine weitere naheliegende Frage, was Gruppenalgebren angeht, bietet
sich nun die nach den Beziehungen der einfachen Darstellungen iiber ver-
schiedenen Korpern an. Von besonderem Interesse sind dabei die Beziehun-
gen zwischen den einfachen gewthnlichen Darstellungen von G, das heifit,
Darstellungen iiber einem Korper K der Charakteristik 0, und einfachen
modularen Darstellungen, das heifit, Darstellungen iiber einem Koérper k der
Charakteristik [ > 0. Dieser Zusammenhang wird durch die Zerlegungstheo-
rie formalisiert. Im Rahmen dieser Theorie beschreibt man ein Verfahren,
wie man aus einer gewohnlichen Darstellung durch einen Reduktionsprozefl
eine modulare Darstellung gewinnt. Als Veranschaulichung mag die folgende
einfachste Situation K =@ dienen: Sind die darstellenden Matrizen fiir alle
Gruppenelemente nicht nur iiber den rationalen Zahlen, sondern sogar iiber
den ganzen Zahlen Z geschrieben, so kénnen die Matrixeintrige modulo
der Primzahl [ reduziert werden, und man erhilt eine Darstellung iiber dem
endlichen Korper k = Z /I Z .

Auch dieser Prozef3 1483t sich auf eine grofiere Klasse von Algebren verallge-
meinern. Ausgangspunkt dafiir ist die Beobachtung, dafl das Produkt zwei-
er Basiselemente der Gruppenalgebra K G, mithin zweier Gruppenelemen-
te, sich als Z-Linearkombination der Basiselemente schreiben lif3t, hier ist
es ja sogar gleich einem weiteren Basiselement. Betrachtet man also die
Teilalgebra ZG C KG, so liefert die komponentenweise Reduktion modu-
lo der Primzahl [ gerade die Gruppenalgebra kG. Findet man nun in einer



K-Algebra A eine geeignete Basis, fiir die sich eine Reduktion zu einer k-
Algebra Ay wie soeben beschrieben realisieren 14t, so kann man wieder
versuchen, die darstellenden Matrizen fiir die Basiselemente schon iiber Z
zu schreiben, und die Reduktion verkniipft wie oben K-Darstellungen und
k-Darstellungen.

Beginnt man nun mit einer einfachen gewdthnlichen Darstellung der K-
Algebra A, so ist die durch diesen Reduktionsprozefi erhaltene Darstellung
nicht notwendig wieder einfach. Aber immerhin kann man jeder einfachen
gewOhnlichen Darstellung die Liste der Vielfachheiten der in der Reduktion
vorkommenden einfachen modularen Bausteine iiber k, wie es oben schon
beschrieben wurde, zuordnen. In diesem Zusammenhang werden diese Viel-
fachheiten auch als Zerlegungszahlen bezeichnet. In iibersichtlicher Form
werden diese zu einer Zerlegungsmatrix zusammengefaflt, in der die Zeilen
durch die einfachen gewdhnlichen und die Spalten durch die einfachen mo-
dularen Darstellungen parametrisiert sind.

Genauer befaf3t sich die vorliegende Arbeit mit einem Teilaspekt der Bestim-
mung von Zerlegungszahlen fiir einfache Gruppen vom Lie-Typ. Da man hier
vor die Aufgabe gestellt ist, unendliche Serien von Gruppen geschlossen zu
beschreiben, mufl man auf theoretische Methoden sinnen, die gemeinsame
Strukturaspekte einer solchen Serie erfassen. Solch ein Strukturkonzept ist
das der Gruppen mit Tits-System. Hier wird eine bestimmte Untergruppen-
konstellation ausgenutzt, die sich in jeder der Gruppen einer Serie wiederfin-
det. Mit Hilfe dieses Konzepts gelangt man {ibrigens auch zur Klassifikation
der endlichen einfachen Gruppen vom Lie-Typ und erhélt in natiirlicher
Weise die schon anfangs beschriebene Einteilung dieser Gruppen in Serien.
Es stellt sich heraus, dafl man einer Gruppe mit Tits-System eine gewisse
Unteralgebra ihrer Gruppenalgebra—eben gerade eine Iwahori-Hecke-Alge-
bra—zuordnen kann. Die Struktur dieser Unteralgebra gibt wichtige Infor-
mationen iiber die Gruppe selbst. Es stellt sich weiter heraus, daf§ die Eigen-
schaften der Iwahori-Hecke-Algebren fiir die Gruppen einer Serie, also etwa
fiir die projektiven speziellen linearen Gruppen einer festen Dimension, aber
iiber verschiedenen Koérpern GF(q), systematisch von der Méchtigkeit des
Definitionskorpers GF(q) der Gruppe abhingen. Um diese Systematik zu
erfassen, beschreibt man eine allgemeine—generische—Algebra, die alle die-
se einzelnen Algebren als Bilder unter einem Spezialisierungsprozef} ergibt.
Insbesondere kann man fiir Iwahori-Hecke-Algebren eine Zerlegungstheorie
formulieren, die in enger Beziehung zur Zerlegungstheorie der zugrundelie-
genden Gruppe mit Tits-System steht: Die Zerlegungsmatrix der Iwahori-
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Hecke-Algebra kommt als Teilmatrix der Zerlegungsmatrix der Gruppe vor.
Auflerdem findet man, daf fiir die oben beschriebenen generischen Algebren
ebenfalls eine Zerlegungstheorie formuliert werden kann, die das Zerlegungs-
verhalten aller einzelnen Algebren, die daraus durch den oben erwihnten
Spezialisierungsproze gewonnen werden konnen, in systematischer Weise
reflektiert. Diese Zerlegungstheorie lebt in Charakteristik 0, das heifit, an-
statt der Reduktion der ganzen Zahlen Z C @ modulo einer Primzahl [
betrachtet man jetzt den Polynomring @[u] in seinem Quotientenkérper und
Reduktionen modulo des von einem Kreisteilungspolynom ®. erzeugten pri-
men Hauptideals. Ziel der theoretischen wie auch praktischen Analyse muf3
es also sein, dieses generische ®.-modulare Zerlegungsverhalten genau zu
beschreiben.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, ®.-modulare Zerlegungszahlen fiir gene-
rische Iwahori-Hecke-Algebren von exzeptionellem Typ, das heifit, Iwahori-
Hecke-Algebren, die im Zusammenhang mit den oben erwidhnten exzeptio-
nellen Serien von Gruppen vom Lie-Typ auftreten, unter Einsatz rechner-
gestiitzter Methoden zu bestimmen.

Zur Untersuchung insbesondere der sporadischen einfachen Gruppen, was
deren Zerlegungstheorie, aber auch andere Aspekte angeht, wurden eine Rei-
he solcher Methoden entwickelt. Von ihrem Ansatzpunkt her unterscheidet
man charaktertheoretische und modultheoretische Methoden.

Die Aquivalenzklassen einfacher Darstellungen einer Algebra kann man als
ein freies Erzeugendensystem einer abstrakten frei-abelschen Gruppe—der
Grothendieck-Gruppe der Algebra—auffassen. In diesem Kontext kann die
Zerlegungsmatrix einer K-Algebra A als Matrix einer linearen Abbildung
zwischen den Grothendieck-Gruppen A und A aufgefafit werden. Damit
kann man zu einer Zerlegungsabbildung auch ihre duale Abbildung betrach-
ten. In den charaktertheoretischen Verfahren wird nun ausgenutzt, dafl die
zugrundeliegenden Strukturen frei-abelsche Gruppen sind, also Z-Gitter,
die rechnerisch gut zu behandeln sind. Aulerdem kann man mit der Zerle-
gungsabbildung selbst auch ihre duale Abbildung und ihrer beider Wechsel-
spiel ausnutzen.

Ebenfalls in diese Klasse von Methoden gehort der urspriinglich im Bereich
der Zahlentheorie entwickelte LLL-Algorithmus. Dieser Algorithmus dient
dazu, in einem gegebenen Z-Gitter, das in einen euklidischen Vektorraum
eingebettet ist, eine Basis aus Vektoren kurzer Léange zu finden. Wie sich
zeigt, 148t sich eine im Verlauf der vorliegenden Arbeit auftretende Pro-



blemstellung auf eine Frage reduzieren, zu deren Beantwortung der LLL-
Algorithmus benutzt werden kann. Und natiirlich ist es besonders reizvoll,
zu sehen, dafl eine Methode, die zunichst zu anderen Zwecken entwickelt
worden ist, eine ganz unerwartete Anwendung hat.

Komplementéar zu den charaktertheoretischen Methoden werden auch mo-
dultheoretische Methoden verwendet. Ziel hierbei ist es, explizit Darstellun-
gen, das heif3t, darstellende Matrizen, zu konstruieren. Zum einen ist das die
ebenfalls zur Untersuchung von sporadischen einfachen Gruppen entwickelte
MeatAxe zur Behandlung von Matrixdarstellungen iiber endlichen Kérpern.
Dieses Programmsystem umfafit Routinen, deren Aufgabenbereich von ein-
fachen Operationen in einem endlich-dimensionalen Vektorraum iiber einem
endlichen Korper, wie etwa Gauf-Elimination, bis hin zur expliziten Be-
stimmung von Teil- und Faktormoduln eines gegebenen Moduls und sogar
ganzer Untermodulverbénde reicht.

Zum anderen ist das der VectorEnumerator, der zur Konstruktion von Mo-
duln fiir endlich-prasentierte Algebren iiber endlichen Kérpern, aber auch
tiber algebraischen Zahlkorpern benutzt wird. Die grundlegende Idee hierbei
ist, dafl durch eine Prasentation die Arithmetik in dieser Algebra festgelegt
ist. Daraus kann man dann Informationen gewinnen, wie die Elemente die-
ser Algebra auf einem Modul operieren konnen. Es zeigt sich, daf§ Iwahori-
Hecke-Algebren eine natiirliche Prisentation besitzen, die im Sinne dieses
Algorithmus arithmetisch sehr gut konditioniert ist.

Wie bereits erwdhnt wurde, lebt die hier vorliegende Zerlegungstheorie von
Iwahori-Hecke-Algebren in Charakteristik 0. Damit tut eine in Charakteri-
stik 0 anwendbare rechnerische Methode not, die insofern {iber die im Bereich
der Zerlegungstheorie bisher benutzten Methoden hinausgeht. Es stellt sich
heraus, dafl der VectorEnumerator, der in der Tat iiber Korpern der Charak-
teristik O einsetzbar ist, in dieser Hinsicht ein &uflerst niitzliches Hilfsmittel
ist.

Der Verfasser sieht, neben der Darstellung der Ergebnisse und deren Be-
weise, eine wesentliche Aufgabe der vorliegenden Arbeit darin, zu beschrei-
ben, wie Methoden, die aus verschiedenen Gebieten der rechnergestiitzten
Algebra stammen, auf die hier auftretenden Probleme angewendet werden
konnen. Natiirlich mufl die Beschreibung der ausgefithrten Rechnungen so
genau sein—und der Verfasser hofft, dafl das gelungen ist—dafl es dem Leser
im Prinzip moglich ist, sie mit Hilfe eines eigenen Rechners nachzuvollziehen.
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Ergebnisse und Gliederung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, das Programm der Bestimmung aller
®.-modularen Zerlegungszahlen fiir die exzeptionellen generischen Iwahori-
Hecke-Algebren einem Abschlufl méglichst nahe zu bringen.

Dieses Programm wurde von M. Geck und K. Lux in [32] fiir die Algebra
H(F}y) mit gleichen Parametern, von K. Bremke in [7] fir H(F4) mit unglei-
chen Parametern und von M. Geck in [28] und [30] fiir H(Es) vollsténdig
und fiir H(E7) zum Teil durchgefiihrt. Ebenfalls von M. Geck wurden in
[27] die ®.-modularen Zerlegungszahlen fiir H(Eg) fiir die Fille bestimmt,
in denen das Kreisteilungspolynom ®. das Poincaré-Polynom von H(FEjg)
nur zur ersten Potenz teilt.

Damit ist das Programm der vorliegenden Arbeit abgesteckt. Im folgenden
werden die ®.-modularen Zerlegungszahlen der generischen Iwahori-Hecke-
Algebra H(Eg) fiir alle natiirlichen Zahlen e, fiir die das Kreisteilungspoly-
nom &, das Poincaré-Polynom von H(Eg) mindestens zur zweiten Potenz
teilt, moglichst weitgehend bestimmt. Damit sind also die Fille

e=12,10,8,6,5,4,3,2

zu betrachten. Bis auf wenige offene Fragen konnen mit den dem Verfasser
bisher zur Verfiigung stehenden Methoden alle Zerlegungszahlen bestimmt
werden.

AuBerdem wird die generische Iwahori-Hecke-Algebra H(E7) in den Féllen
e = 3 und e = 2 untersucht, fiir die in [30] noch einige Fragen offen sind.
Alle diese Fragen konnen abschlieBend behandelt werden, so dafl nun die
®.-modularen Zerlegungszahlen fiir H(E7) vollstindig bekannt sind.

Zusammen mit den oben erwdhnten Ergebnissen anderer Autoren kann man
also konstatieren: Ist H eine generische Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ Ga,
Fy, Eg, E7 oder Eg, so

e sind die Rénge aller ®.-modularen Zerlegungsmatrizen, also die An-
zahlen der ®.-modular irreduziblen Darstellungen, bekannt; fiir die
generische Iwahori-Hecke-Algebra H (FEg) und die oben genannten Mo-
duli hat man etwa:

e [[12|10| 8 |6|5[4][3]2
H(Eg) | 102|104 [ 100 | 75| 96 | 69 | 52 | 23

e haben alle Zerlegungsmatrizen Dreiecksgestalt;
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e sind mit Ausnahme des Typs Eg sogar alle Zerlegungszahlen explizit
bekannt.

Iwahori-Hecke-Algebren klassischen Typs werden in der vorliegenden Arbeit
nur insofern behandelt, als sie als parabolische Teilalgebren in exzeptionellen
Algebren auftreten. Die klassischen Algebren wurden und werden von ande-
ren Autoren untersucht, siche etwa die Arbeiten [20] und [21] von R. Dipper
und G. James.

In den Kapiteln 2. und 3. werden die fiir die vorliegende Arbeit notwendigen
Begriffe eingefiihrt und das theoretische Riistzeug bereitgestellt. Die in die-
sen Kapiteln niedergelegten Konzepte sind bereits frither von verschiedenen
Autoren erarbeitet worden. Deshalb werden hier vielfach deren Originalar-
beiten zitiert, explizite Beweise dagegen nur an Stellen angegeben, wo sich
Argumente anbieten, die von den dem Verfasser aus der Literatur bekannten
abweichen. Der mit der hier benutzten Theorie vertraute Leser wird keine
Probleme haben, die Lektiire der vorliegenden Arbeit in Kapitel 4. zu be-
ginnen.

In Kapitel 4. werden die rechnerischen Ideen und Methoden, die in die Be-
rechnung von Zerlegungszahlen Eingang gefunden haben, beschrieben. Ziel
ist es hier einerseits, die verwendeten Methoden in einer Weise zu beschrei-
ben, die es erlaubt, in den nachfolgenden Kapiteln darauf bezug zu nehmen,
und die es dem Leser erlaubt, die Rechnungen mit Hilfe eines eigenen Rech-
ners selbst nachzuvollziehen. Andererseits soll es dem vornehmlich an der
Methodik interessierten Leser einen Eindruck von der Art des rechnerischen
Zugangs vermitteln. Auflerdem wird, soweit das moglich ist, zu den einzel-
nen Ideen auf ein Beispiel weiter hinten verwiesen, so dafl der Leser auch
eine konkrete Anwendung an der Hand hat.

Beginnend mit Kapitel 5. werden die einzelnen Ergebnisse dargestellt. Die
Gliederung erfolgt nach dem betrachteten Modulus e. Fiir festes e werden
zunéichst die zur Untersuchung von H(Eg) bendtigten Ergebnisse iiber pa-
rabolische Teilalgebren zitiert oder berechnet. Dann werden die einzelnen
nichttrivialen Blocke untersucht. Am Ende der Betrachtungen zu einem fe-
sten Block wird, falls die Zerlegungsmatrix nicht vollstdndig bestimmt wer-
den konnte, eine Liste mit den offen gebliebenen Fragen angegeben.

Diese Gliederung stellt sicher, daf} einerseits die rechnerischen Ergebnisse
in logischer Reihenfolge présentiert werden, und dafl andererseits die ®.-
modularen Zerlegungszahlen fiir eine gegebene Algebra schnell aufzufinden
sind. Dem insbesondere an der Wirkungsweise der eingesetzten Methoden
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interessierten Leser wird empfohlen, die jeweiligen Abschnitte iiber paraboli-
sche Unteralgebren zu iiberschlagen und sein Augenmerk auf die Abschnitte
iiber die Berechnung der ®9- und ®3-modularen Zerlegungszahlen fiir H (E7)
und iiber die Berechnung der Zerlegungszahlen fiir H(Eg), vorzugsweise fiir
kleine Moduli e, zu richten.

In einem letzten Kapitel 13. wird, und damit schliefit sich der Kreis der
Betrachtungen in dieser Einleitung, anhand des Beispiels der 7-modularen
Zerlegungszahlen fiir die endliche Gruppe vom Lie-Typ 2Eg(22) gezeigt, wie
sich Ergebnisse iiber Iwahori-Hecke-Algebren bei der Bestimmung von Zer-
legungszahlen endlicher Gruppen nutzbar machen lassen.
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und Algebra’, zu dem die vorliegende Arbeit ein Beitrag ist, erhalten habe.
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2. Iwahori-Hecke-Algebren

In diesem Kapitel soll das Konzept der Iwahori-Hecke-Algebren in einer fiir
die Zwecke dieser Arbeit geeigneten Weise vorgestellt werden. Auflerdem soll
der Kontext beleuchtet werden, in dem Hecke-Algebren und Iwahori-Hecke-
Algebren in natiirlicher Weise vorkommen.

2.1. Coxeter-Gruppen

Zunichst sei hier das Konzept der Coxeter-Gruppen eingefiihrt. Dies wird
sehr schnell zum Begriff der Iwahori-Hecke-Algebra fithren. Die Darstellung
in diesem Abschnitt ist [3] entlehnt.

2.1.1. Definition.
a) Eine Gruppe W zusammen mit einem Erzeugendensystem S C W heifit
Cozeter-Gruppe, falls sie in der Form

Mmger Mgt
—— ——
W=(S||s?=1,s5's--- = &'ss'--- fiiralles,s’' €S, s+#5s)

endlich présentiert ist. Dabei soll
1 # mgy = mg,s € INU{c0}

gelten.
b) Die Matrix
M(VVa S) = [mss’]s,s’es

mit mgs := 1 fiir alle s € S heifit die (W, S) zugeordnete Cozeter-Matriz.
c) Der Cozeter-Graph I'(W, S) ist als gewichteter Graph wie folgt definiert:
i) Die Ecken von I'(W, S) stehen in Bijektion zu S.

ii) Die Ecken s,s’ € S, s # s’ sind in Abhéingigkeit von mgy geméf folgender
Tabelle verbunden.
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Mgyl s s’
2 ° °
3 —o
4 —eo
6 —
5, > 7, 00 @ lss' o

d) (W,S) heiit unzerlegbar, falls I'(W, S) ein zusammenhdngender Graph
ist.

Da (W, S) durch I'(W, S) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist, wird
im folgenden héufig die Schreibweise W (I') bzw. M (T") verwendet.

Der nachfolgende Satz gibt einen vollstindigen Uberblick iiber die endlichen
Coxeter-Gruppen, auf die sich die vorliegende Arbeit beschréinkt.

2.1.2. Satz. Es sei (W,S) eine endliche unzerlegbare Coxeter-Gruppe.
Dann ist I'(W, S) bis auf Isomorphie genau einer der im Anschlufl ange-
gebenen Graphen.

Beweis. Siehe [3], Satz VI.4.1.1. i

Die Graphen A,,, B, und D, werden als klassische Typen, die Graphen Fjg,
E;, Es, Fy und Go als exzeptionelle Typen und die Graphen Hs, H; und
I5(p) als nicht-kristallographische Typen bezeichnet. Zur Erklirung dieser
Bezeichnungsweisen sei ebenfalls auf [3] verwiesen. Allerdings wird hier eine
andere als dort angegebene Numerierung verwendet.
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Eg
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Hj

H,
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1 2 3 4
1 2 3 4
*—o—0—0
1 2 3 4
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1 2 3
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. e firn>1

. e firn>14
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Abschlieend noch eine fiir das folgende niitzliche Definition.

2.1.3. Definition.
a) Es sei w € (W, S). Eine Folge {s;}\_; C S mit

WwW=2581"...-5€W

heifit ein Ausdruck fir w.

b) Die Linge l(w) von w ist das Minimum {iiber die Léngen aller Ausdriicke
fiir w.

c) Ein Ausdruck {sy, ..., s/} fir w mit [ Termen heifit reduziert, falls | = I(w)
ist.

2.2. Iwahori-Hecke-Algebren

In Analogie zur oben angegebenen Definition 2.1.1. fiir Coxeter-Gruppen
kann jetzt der Begriff der Iwahori-Hecke-Algebra definiert werden. In der
Literatur, etwa in [54], Abschnitt 3.3., sind verschiedene, jedoch dquivalente
Definitionen zu finden. Hier wird die nachfolgende, sich fiir die vorliegende
Arbeit als besonders zweckméiflig erweisende Definition ausgewihlt, siehe
etwa 4.10.

2.2.1. Definition. Es seien R ein kommutativer Ring mit 1 und I' einer
der Coxeter-Graphen aus Satz 2.1.2. Eine R-Algebra Hr(T', {gs; s € S}) mit
Einselement 77 zusammen mit einem Erzeugendensystem {7Tg;s € S} heifit
Twahori-Hecke-Algebra zum Graphen T' mit Parametern {qs}, falls sie in der
Form

Hp(T,{gs;s € S}) :=

Mgl Mggr

(Ty;s € S||T? = qs-T1+(qs—1)- Ty, T Ty Ty - - -=TyTsTy ---,5,5 € S,5# 5

als assoziative R-Algebra endlich présentiert ist. Dabei seien M (I") = [my]
die I" zugeordnete Coxeter-Matrix und {gs; s € S} eine Menge von Einheiten
in R, fiir die ¢s = gy gilt, falls m,y ungerade ist.

In obiger Definition bedeutet endlich prisentiert das folgende: Die {T} sind
freie Erzeuger einer assoziativen Algebra. Dann ist H(T') die Faktoralgebra
dieser Algebra nach dem von den Relationen erzeugten Ideal.

Im folgenden wird héufig zur Vereinfachung der Schreibweise auf die Angabe
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des Grundrings R und der Parameter {qs} verzichtet und, wie soeben bereits
geschehen, die Bezeichnungsweise

H(T) = Hp(T,{gs;s € S})

verwendet.

Der folgende Satz setzt die Strukturen der Iwahori-Hecke-Algebra H (I") und
der Coxeter-Gruppe W (T') zueinander in Beziehung. Anschlieflend folgen
noch einige Bemerkungen, die sich direkt an die Definition 2.2.1. anschlieflen.

2.2.2. Satz.
a) Fiir jedes w € W(I') und einen reduzierten Ausdruck {si,..., s} fir w
ist

Ty =T, ... Ts, € H()

wohldefiniert, das heifft, unabhéingig vom gewéhlten reduzierten Ausdruck.
b) Die Menge {T,,;w € W(I')} ist eine R-Basis fiir H(T"). Insbesondere ist
also

Rangg(H(T)) = [W(I')[.

Beweis.
a) Siehe [3], Proposition IV.1.5.5.
b) Siehe [3], Aufgabe IV.2.23. i

2.2.3. Bemerkung. Aus der Definition und dem eben vorgestellten Satz
erhiilt man die folgenden Multiplikationsregeln fiir s € S und w € W:

TT — Tsw falls I(sw) > l(w),
e qs - Tsw + (qs — 1) -T, sonst,

T — Tws falls {(ws) > l(w),
e qs * Tws + (qs — 1) -T, sonst.

Daraus folgt auflerdem dafl die T fiir s € S und damit die T}, fiir w € W
invertierbare Elemente sind.

2.2.4. Bemerkung. Aus der Prisentation fiir H(I") folgt sofort, dafl

ind : Ts — gqs

sgn : Ty — —1
zu Algebrenhomomorphismen H(I') — R fortgesetzt werden konnen. Diese
werden als Indexdarstellung und als Signumsdarstellung bezeichnet.
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2.2.5. Definition. (Dualitit)
Ebenfalls aus der Prasentation fiir H(I") folgt, da§ die Abbildung

o : Ty — (=)™ . ind(T,,) - T;,ll

einen involutorischen R-Algebren-Automorphismus beschreibt. Dieser Au-
tomorphismus operiert auf den Darstellungen von H(I'), dabei wird einer
solchen Darstellung D die duale Darstellung

D* :hw— D(h?) fur h € H(I")

zugeordnet.

2.3. Hecke-Algebren

Wie sich zeigen wird, ist der Begriff der Iwahori-Hecke-Algebra ein Spezial-
fall eines allgemeineren Konzeptes, das hier zunéchst kurz vorgestellt werden
soll.

Es seien R ein kommutativer Ring mit 1, G eine nicht notwendig endliche
Gruppe und U < G eine Untergruppe.

Ferner sei (17)¢ der vom trivialen RU-Modul nach RG induzierte Modul.
Dieser ist R-frei mit einer kanonischen Basis, die durch die Rechtsneben-
klassen U|G von U in G indiziert ist, und damit kanonisch isomorph zum
Permutationsmodul von RG auf den Rechtsnebenklassen nach U.

Ziel der nun folgenden Betrachtungen ist die Beschreibung des Endomor-
phismenrings dieses Permutationsmoduls.

Fiir ¢ € G sei k. € INU{oco} definiert als
ke :=[U : (UNU°).
2.3.1. Definition. Der Kommensurator von U in G ist definiert als

Comg(U) :={c e G;k. < oo} CG.

Man beachte, dal die in [47], Abschnitt 1.3., angegebene Definition dieses
Begriffs etwas von der hier verwendeten abweicht. Es ist Comg(U) eine
multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von G, die U enthélt. Nun sei D ein
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Reprisentantensystem fiir die U-U-Doppelnebenklassen in Comg(U). Fiir
d € D sei Ay € Endpg((1y)%) definiert als

Ag:Ug— ZUdug,

wobei u {iber ein Reprisentantensystem der Rechtsnebenklassen von U¢NU
in U lauft.

2.3.2. Satz. (Schur)
Die Menge {A4;d € D} ist eine R-Basis fiir Endpg((1)%).

Beweis. Dieser Satz ist wohl zum ersten Mal in [64] bewiesen worden.
Einen Beweis findet man etwa auch in [49]; dieser 148t sich wortlich auf die
hier vorliegende Situation, dal G nicht notwendig endlich ist, iibertragen.

2.3.3. Definition. Die dem Paar (G,U) zugeordnete Hecke-Algebra ist
definiert als
Hg(Comg(U),U) := EndZ%((1y)%).

Nun werden zwei wichtige Situationen beschrieben, in denen Hecke-Algebren
in natiirlicher Weise auftreten.

2.3.4. (Siehe [47], Abschnitt IV.)

Es seien
G = GL3@) = {gc@?det(g) >0},
M = {9 € Z***;det(g) > 0},
U = SLy(Z) := {g€ Z*? det(g) =1}.
Dann gilt
Comg(U) =G

nach [47], Korollar IV.1.3., also ist Hz(G,U) im Sinne von Definition 2.3.3.
wohldefiniert. Auflerdem ist M eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
von G, die U enthélt. Nun betrachtet man die Unteralgebra

Hz(M,U):= ({As;d € DN M}>z—Algebra
von Hz(G,U). Dann ist mit [47], Lemma 1.4.9., {Ags;d € DN M} eine Z-
Basis fiir Hz (M, U).
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Die verallgemeinerte Hecke-Algebra Hz (M, U) operiert auf dem Raum der
ganzen elliptischen Modulformen und bewirkt dort die zum ersten Mal von
E. Hecke in [37] beschriebenen Endomorphismen. Diese werden heute in der
Literatur auch als Hecke-Operatoren bezeichnet und stellen im Rahmen der
Theorie der elliptischen Modulformen einen wichtigen Begriff dar. Diese In-
terpretation von Hecke-Algebren ist auflerdem die Erklirung fiir den zweiten
Teil des Namens ‘Iwahori- Hecke-Algebra’.

2.3.5. Es sei G eine endliche Gruppe, natiirlich ist dann Comg(U) = G.
Auflerdem sei k ein Korper, dessen Charakteristik nicht Teiler der Ordnung
|U| der Untergruppe ist. Dann kann Ay mit der Rechtsmultiplikation mit

U=t > vdu € kG
(u';u)

identifiziert werden. Dabei laufen « iiber alle Elemente von U und wu iiber
ein Reprisentantensystem der Rechtsnebenklassen von U¢N U in U.
Jetzt sei noch
ev = UI"" > g ekG.
geU
Dann ist (1y)¢ ein projektiver kG-Modul und es gilt nach [16], Beispiel
11.22.:

(1) = ey - kG und Endzlg’((lU)G) e, kG -ey.

2.3.6. Satz. (Fitting-Korrespondenz)

Wird sogar die Gruppenordnung G von der Charakteristik von k nicht ge-
teilt, so bewirkt die Restriktion von kG nach ey - kG - ey eine Bijektion zwi-
schen den irreduziblen Darstellungen von kG, die Konstituenten von (17)¢
sind, und den irreduziblen Darstellungen von ey - kG - egr.

Beweis. Siehe [16], Satz 11.25. il

Im n#chsten Abschnitt wird sich zeigen, dafl Iwahori-Hecke-Algebren gerade
als Hecke-Algebren fiir geeignet gewihlte endliche Gruppen auftreten.

2.3.7. Bemerkung. Im Rahmen der modularen Darstellungstheorie end-
licher Gruppen erweist sich die Betrachtung von Moduln fiir die Hecke-
Algebra Hy(G,U) als sehr hilfreich. Dabei ist iiblicherweise k ein Kérper
mit endlicher Charakteristik, die wohl die Gruppenordnung |G|, nicht aber
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die Ordnung |U| teilen darf. Unter geeigneten Voraussetzungen kann man
aus der Untersuchung der Modulkategorie von Hy (G, U) viele Informationen
iiber die Modulkategorie von kG gewinnen.

Wie sich zeigt, 148t sich die Operation von Hy (G, U) auf gewissen ihrer Mo-
duln unter Rechnereinsatz effizient berechnen, auch wenn die direkte Un-
tersuchung interessanter Moduln fiir kG nicht moglich ist. Mehr iiber die
Anwendungen dieser Kondensationsmethoden findet man etwa in den Ar-
beiten [57] oder [55].

2.4. Gruppen mit Tits-System

In diesem Abschnitt wird gezeigt werden, dafi Iwahori-Hecke-Algebren in
der Tat als Hecke-Algebren fiir eine grofle und wichtige Klasse von Gruppen
vorkommen. Hier richtet sich die Darstellung wieder nach [3].

2.4.1. Definition. Eine Gruppe G zusammen mit Untergruppen B und
N und einer Teilmenge S C N|(B N N) der Menge der Linksnebenklassen
von BN N in N heifit Gruppe mit Tits-System, falls folgendes erfiillt ist:

i) G=(B,N) und BNN <N,

ii) W:=N/(BNN)={(S)und s> =1 € W fiir alle s € S,

iii) sBw C BwB U BswB fiir alle s € S, w € W,

iv) sBs Z B fiir alle s € S.

Hierbei beachtet man, dafl die Elemente s € S und w € W nach Definition
Nebenklassen, also selbst Mengen sind. Das Produkt XY von Teilmengen
X und Y von G sei definiert als

XY ={z-y;zeX,ycY} CG.
W heif3t die der Gruppe G zugeordnete Weyl-Gruppe.

Der Zusammenhang zu den schon betrachteten Coxeter-Gruppen wird durch
den folgenden Satz gestiftet.

2.4.2. Satz.
a) (W,95) ist eine Coxeter-Gruppe.
b) Es ist
G =Uyew BuwB.
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Beweis. Siehe [3], Sidtze IV.2.4.2. und 1V.2.3.1. i

Im folgenden seien K ein Korper der Charakteristik 0 und G eine endliche
Gruppe mit Tits-System und Weyl-Gruppe W = W (I"). Man betrachtet den
KG-Modul (15)%. Fiir w € W setzt man noch

T,:=|B™" > geKG.
gEBwB

Dann ist {T},;w € W} eine K-Basis fiir End?%((15)%), wie die Sitze 2.3.2.
und 2.4.2. zeigen.

In dieser Situation hat man auflerdem noch eine weitere sehr schéne Be-
schreibung des Endomorphismenrings, womit endlich die versprochene In-
terpretation fiir Iwahori-Hecke-Algebren gegeben wird. Der nachfolgende

Satz ist {ibrigens der Grund fiir den ersten Teil des Namens ’Iwahori-Hecke-
Algebra’.

2.4.3. Satz. (Iwahori)
Es ist

Endy?%((15)%) = Hx (T, {gs})

mit den Indexparametern
gs := [B: (BN B?)]

fiir alle s € S. Dabei ist I' der der Weyl-Gruppe W zugeordnete Coxeter-
Graph.

Beweis. Siehe [42]. il

Die wichtigsten Beispiele fiir diese Situation, ja geradezu die Motivation fiir
Definition 2.4.1., sind die folgenden.

2.4.4. Es sei k = GF(p/) der Kérper mit p/ Elementen. Weiter sei G
eine endliche Gruppe vom Lie-Typ dber k, wie sie etwa in [9], Abschnitte
4. und 13., als Gruppe von Automorphismen einer gewissen Lie-Algebra
definiert wird. Im folgenden werden nur die zerfallenden Typen und die
Typen betrachtet, die von einem Graphenautomorphismus eines Coxeter-
Graphen mit einfachen Kanten herkommen. Dann existiert insbesondere zu
einem gegebenen Typ zu jeder Primzahl p eine Gruppe dieses Typs iiber
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einem endlichen Korper der Charakteristik p.

Dann ist G eine Gruppe mit Tits-System und Weyl-Gruppe W = W(I').
Die Zusammenhangskomponenten des zugehorigen Coxeter-Graphen I" sind
in der Liste nach Satz 2.1.2. zu finden; es kommen genau die klassischen und
exzeptionellen Typen vor.

Die Untergruppe T' := B N N wird auch als mazimaler Torus bezeichnet.
Fiir alle so vorkommenden Gruppen kann die Ordnung des maximalen Torus
explizit angegeben werden, siche etwa [9], Abschnitte 8.6. und 14.1.

Dy (q)" fiir die zerfallenden Typen,

1 ()2 1@y ()12 fiir 2 A (¢?),

IT|=1/d-{ ®1(q)" 1®2(q) fiir 2Dy, (q?),
®1(q)*®a(q)? fiir *Eg(q°),

(9)*®s3(q) fiir >Da(g®).

Dabei sei g := p/ die Méchtigkeit des Definitionskérpers von G fiir die zer-
fallenden Typen und ¢? := p/ respektive ¢° := p/ in den anderen Fillen.
Weiter bezeichne n jeweils die Méchtigkeit |S| von S, ®. das e-te Kreistei-
lungspolynom und [-] und |-] seien die obere und untere Gauf-Klammer-
Funktion. Der Vorfaktor d € IN wird in [9] fiir alle Falle explizit angegeben.
Das Produkt der Kreisteilungspolynome, die in den Ordnungsformeln oben
vorkommen, wird nach M. Broué und G. Malle, siehe [8], auch als das Ord-
nungspolynom von T bezeichnet.

Fiir alle solchen Gruppen G sind die Indexparameter explizit bekannt und
etwa in [10], Abschnitt 13.5. zu finden. Man stellt fest, dafl es sich immer
um Potenzen der oben definierten Zahl ¢ handelt. Man setzt deshalb:

Cs

qs = q°

mit geeigneten natiirlichen Zahlen c; fiir alle s € S.
Dies gibt nun Anlal zu der zentralen Definition der vorliegenden Arbeit
schlechthin:

2.4.5. Definition. Es seien K ein Korper der Charakterisitik 0 und v eine
Unbestimmte iiber K. Dann heifit

Hie() (T, {v*})

die G zugeordnete generische Iwahori-Hecke-Algebra.
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Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird von generischen Iwahori-Hecke-
Algebren nur in diesem Kontext gesprochen, das heif3t, zu einer generischen
Iwahori-Hecke-Algebra gibt es immer auch eine endliche Gruppe vom Lie-
Typ mit der jeweiligen Menge von Indexparametern. Eine erste Auskunft
iiber die neu gewonnenen generischen Algebren gibt der nichste Satz.

2.4.6. Satz.
a) @(v) ist Zerfallungskorper fiir Hy (T, {v**}).
b) Es sei Hy,)(T, {v?¢}) nicht vom Typ

Hg(v)(Bn, {v1, 0%, 0%, 0?)).

Dann sind alle irreduziblen Darstellungen von Hg, (T, {v***}) sogar schon
iiber Z[v,v~1] realisierbar, das heifit, sie kommen von Darstellungen von
HZ[U,U—l] (F, {1}263 }) her.

Beweis.

a) Das wird von C. Benson und C. Curtis in [2] gezeigt.

b) Der Fall gleicher Parameter ¢, wird von A. Gyoja in [36] behandelt.
Fiir die Typen Ga, B, und F4; kommen auch ungleiche Parameter vor, dies
wird in [17], Abschnitt 76C., von G. Lusztig in [53] mit Ausnahme des oben
explizit genannten Falls respektive von K. Bremke in [6] untersucht. i

Nach Kenntnisstand des Verfassers ist nicht bekannt, ob die Aussage des
zweiten Teils des obigen Satzes auch fiir den dort ausgeklammerten Fall
gilt.
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3. Zerlegungstheorie

Nachdem im Abschnitt 2. das Konzept der Iwahori-Hecke-Algebren vorge-
stellt wurde, soll es hier nun darum gehen, die notwendigen Begriffe der
Zerlegungstheorie zunichst in einem allgemeinen Kontext und beginnend
mit Abschnitt 3.6. im speziellen Rahmen fiir Iwahori-Hecke-Algebren zu
erlautern. Auf explizite Beweise wird weiterhin meistenteils verzichtet. Die
hier gewiihlte Darstellung ist der von M. Geck in [30] gegebenen entlehnt.

3.1. Symmetrische Algebren

Ausgangspunkt der Betrachtungen zur Zerlegungstheorie ist der folgende
Begriff.

3.1.1. Definition. Es seien R ein kommutativer Ring mit 1 und Hp eine
R-freie R-Algebra mit Basis {T;}. Hg, heifit symmetrische Algebra, falls eine
symmetrische R-Bilinearform (-,-) auf Hp existiert, fiir die folgendes gilt:
i) (Assoziativitit) (zy, z) = (x,yz) fir alle x,y,z € Hp,

ii) Die Gram-Matrix von (-, -) beziiglich {T;} ist iiber R invertierbar.

Im folgenden werde die zu {T;} beztiglich (-, -) duale Basis mit {77} bezeich-
net.

Fiir die Zerlegungstheorie wichtige Invarianten werden durch die nachfol-
gende Definition beschrieben. Eine erste wichtige Anwendung wird in dem
anschlieenden Satz gegeben.

Es seien k ein Korper der Charakteristik 0 und Hj, eine symmetrische Al-
gebra iiber k mit Basis {7T;}. Auflerdem sei k schon ein Zerfillungskérper
fir Hy. Weiter sei x ein irreduzibler Charakter von Hp, das heifit, y ist
Charakter einer irreduziblen Darstellung von Hy.

3.1.2. Definition. (Siche [16], Proposition 9.17.)
Das Schur-Element ¢, € k zum Charakter x ist definiert als

ec=x(1)7H YT (),

Dies ist wohldefiniert, das heifit, unabhéingig von der gewéhlten Basis fiir
Hy.
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3.1.3. Satz. Es sei y ein irreduzibler Charakter von Hj. Genau dann ist
die zu x gehoérende Darstellung projektiv, wenn ¢, # 0 ist. Insbesondere ist
Hj, genau dann halbeinfach, wenn ¢, # 0 fiir alle irreduziblen Charaktere
von Hj, ist.

Beweis. Siehe [30], Satz 1.2.6. il

3.2. Spezialisierung

Im Grunde genommen wird jede Zerlegungstheorie, wie sie etwa auch fiir
Gruppenalgebren schon lange Gegenstand von Untersuchungen ist, durch
das folgende formale Konzept beschrieben.

Es seien f : R — S ein Homomorphismus von Ringen mit 1, und Hp eine
symmetrische R-Algebra mit Basis {7;}. Ferner sei M die Gram-Matrix der
der Symmetrie von Hp zugrundeliegenden assoziativen Bilinearform.

Dann kann man S via f als R-Modul auffasssen. Damit wird

HS:Hf = Hr®pr S

zu einer symmetrischen S-Algebra mit Basis {7; ® 1} unter der via f ver-
erbten Bilinearform. Der Ubergang von Hg zu Hg wird als Spezialisierung
bezeichnet.

3.3. Zerlegungstheorie

In diesem Abschnitt sei K ein Korper der Charakteristik 0, R ein Bewer-
tungsring in K mit maximalem Ideal p und Restklassenkorper k := R/g.
Man beachte, dafl K als Korper der Charakteristik 0 perfekt ist. Im fol-
genden sei auflerdem vorausgesetzt, dafl k ein perfekter Korper ist. Alle in
der vorliegenden Arbeit betrachteten Moduln seien endlich erzeugt und frei
iiber dem jeweiligen Grundring.

Ist Hp eine symmetrische R-Algebra, so beschéftigt sich die Zerlegungs-
theorie mit dem Vergleich der irreduziblen Darstellungen von Hx und Hy.
Dabei bezeichnen Hx und Hy die aus Hgr durch Spezialisierung, wie in 3.2.
beschrieben, via der natiirlichen Injektion von R nach K respektive via des
kanonischen Epimorphismus von R nach k gewonnenen Algebren.

Im folgenden wird nun die fiir die erfolgreiche Durchfithrung dieses Pro-
gramms notwendige Theorie entwickelt. Zunéchst soll gezeigt werden, dafl
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die in den Voraussetzungen oben beschriebene Situation eine sehr natiirliche
ist.

3.3.1. Satz. Essei S C K ein Teilring mit 1 und I < .S ein Primideal in
S. Dann existiert ein Bewertungsring R dber S in K, das heifit, fiir das

maximale Ideal o < R gilt ¢ NS = I. Insbesondere ist der Integritétsring
S/I ein Teilring von R/g.

Beweis. Siehe [34], Satz 5.1. il

Die néchsten Sétze zeigen, dal man einen beliebigen H g-Modul bereits iiber
R realisieren kann, das heifit, da3 die darstellenden Matrizen fiir die Ba-
siselemente von Hp bereits Eintréige iiber R haben. Somit kann man diese
Matrixeintréige einer Konstantenreduktion, das heifit, dem kanonischen Epi-
morphismus von R nach k, unterwerfen und erhélt damit aus einer Darstel-
lung fiir Hg eine fiir H.

Beginnt man nun mit einer irreduziblen Darstellung fiir Hg und betrach-
tet verschiedene Realisierungen iiber R, so wird ferner gezeigt, dafl die in
der Konstantenreduktion dieser Realisierungen vorkommenden irreduziblen
Hy-Moduln nicht von der Wahl der Realisierung abhéngen.

3.3.2. Satz. Es sei Vi ein endlich erzeugter Hx-Modul. Dann existiert
ein Hpg-stabiler R-freier R-Teilmodul von Vi mit

Vi 2 Vrp K.

Beweis. Der in [34], Sdtze 5.2. und 5.3., angegebene Beweis 148t sich wort-
lich auf die hier vorliegende Sitiuation iibertragen. i

3.3.3. Satz. (Brauer, Nesbitt)
Es seien Vp, VI’% zwei Hp-stabile R-freie R-Teilmoduln von Vi mit

VKgVR(X)RKgV]/%@RK.
Dann haben die Hp-Moduln
Vi = Vr@pkund V) :=V,®rk

bis auf Reihenfolge die gleichen Konstituenten.
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Beweis. Dies geht fiir Moduln von Gruppenalgebren auf [5] zuriick. Die
allgemeine Situation wird von M. Geck in [30], Satz 1.3.4., behandelt. i

3.3.4. Es seien weiter K ein Korper der Charakteristik 0, R ein Bewer-
tungsring in K mit maximalem Ideal p und perfektem Restklassenkorper
k := R/gp. Diese Voraussetzungen werden in allen spiter untersuchten Fillen
erfiillt sein.

Wegen der vorangehenden Sitze ist klar, daBl unter diesen Voraussetzun-
gen iiber diesen Reduktionsprozefl jeder irreduziblen Darstellung von Hg
die Liste der Vielfachheiten, mit denen die irreduziblen Hj-Darstellungen
als Konstituenten in der Konstantenreduktion einer R-Realisierung vorkom-
men, eindeutig zugeordnet ist. Also hat man eine Abbildung

D : Gy(Hgk) — Go(Hy)

der jeweiligen Grothendieck-Gruppen, hier also der abstrakten freien abel-
schen Gruppen, die von den jeweiligen irreduziblen Darstellungen frei er-
zeugt werden, siehe [16], Abschnitt 16B.

3.3.5. Definition. Die Matrix von D beziiglich der natiirlichen Basen der
Grothendieck-Gruppen heifit die Zerleqgungsmatriz, deren Eintrége heiflen
Zerlegungszahlen.

3.4. Heben von Idempotenten

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der des Idempotents. Uber die Beziehungen
zwischen den Idempotenten in den Algebren Hgr und Hj gibt der néchste
Satz Auskunft.

Im folgenden sei der Bewertungsring R diskret. Ferner sei K* die Ver-
vollsténdigung von K beziiglich der von R induzierten Bewertung und R* C
K* der zugehorige Bewertungsring mit maximalem Ideal ©*. Dann ist R*
wieder diskret.

3.4.1. Satz. Es seien K ein Zerfillungskorper fiir Hx und f € Hj ein
Idempotent. Dann existiert ein Idempotent e € Hg mit

6®1k:f.
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Beweis. (Siehe auch [16], Aufgabe 6.16. Dort wird zusétzlich noch Hg als
halbeinfach vorausgesetzt.)
Esist R*/p* = R/p = k. Also existiert mit [58], Satz 10.17., ein Idempotent
€ € Hr« mit ¢ ® 1, = f. Da K Zerfallungskorper fiir Hg ist, folgert man
mit [15], Satz 29.21. und Korollar 29.22.; die Existenz eines Idempotents
e’ € Hyg mit

6” . HK* = 6/ : HK*

Es ist Hg+ eine endlich-dimensionale Algebra, also gilt auch
(1 — 6”) . HK* = (1 — 6/) . HK*.

Nun schliet man wie in [16], Aufgabe 6.14., dafl eine Einheit u € Hpg-
existiert mit

" —1 /
u-e -u =e€.

Jetzt benutzt man den Satz von Wedderburn-Malcev, siehe [48], Satz 2.8.,
demnach existiert eine Teilalgebra S mit 1 von Hg und ein Isomorphismus

wiHK HS@Rad(HK).

Ferner ist S als K-Algebra isomorph zu einer direkten Summe voller Ma-
trixringe tiber K. Nach [15], Korollar 29.22., ist

Rad(HK*) = Rad(HK) Rk K*.

Damit ist
P =1 R1: Hgr — (S @K K*) ® Rad(Hg+)

ein Isomorphismus und S ®x K* ist isomorph zu einer direkten Summe
voller Matrixringe tiber K*. Wie im Beweis zu [48], Satz 2.8., schliet man
jetzt, dal u von der Form

u=s-(1+z)fireins € S@g K*,x € Rad(Hg~)

ist. Die von der p*-adischen Metrik auf Hg+ induzierte Topologie wird via
P* auf (S ®@x K*) @ Rad(Hg~) tibertragen. Nun sei N € IN zunéchst be-
liebig. Es ist S dicht in S ® x K* und die Menge der Einheiten in einem
vollen Matrixring iiber K* ist als Urbild von K* \ {0} unter dem stetigen
Determinantenhomomorphismus offen. Also existiert eine Einheit s’ € S, so
daf

w*—l(s _ S,) c p>|<N 'HR*
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ist. Analog ist Rad(Hp) dicht in Rad(Hg~). Also existiert 2’ € Rad(Hg),
fiir das man
w*—1($ _ I'/) e @*N X HR*

hat. Jetzt setzt man

W =5 -(1+2)unde:=u'-¢e" -1

Ein Standardargument unter Benutzung der Stetigkeit von Addition, Mul-
tiplikation und Inversion zeigt jetzt, dafl fiir IV geniigend grof3

e—e € Hp:
gilt. Damit ist e® 1, = f und e € Hr+ N Hx = Hp. i

Damit kann man nun den néchsten Satz beweisen, der in gewissem Sinne eine
zur Definition duale Interpretation der Eintréige der Zerlegungsmatrix liefert.
Dieser bildet die entscheidende Grundlage fiir den rechnerischen Zugang zur
Bestimmung von Zerlegungsmatrizen, wie er in Abschnitt 4. beschrieben
wird.

3.4.2. Satz. (Brauer-Reziprozitét)
Es seien R diskret und Hg eine halbeinfache Algebra mit Zerfallungskorper
K. Ferner sei ¢ eine irreduzible Darstellung von Hj mit projektiver Hiille

Pgogfgo'Hkv

das heift, P,/Rad(P,) ist einfach und isomorph zu ¢. Dabei ist f, € Hj, ein
geeignetes primitives I[dempotent. Schliefflich sei noch e € Hg mit e 1 = f.
Dann kommt jede irreduzible Darstellung x von Hg mit der Vielfachheit

dye - dimg (Endg, (¢))

als Konstituent in e- Hx vor. Dabei bezeichnet d, ., die zu x und ¢ gehérende
Zerlegungszahl.

Beweis. Siehe [58], Satz 10.22. i

Da nach Satz 3.4.1. Idempotente von Hy nach Hg gehoben werden kénnen,
kann man jedem projektiven Hy-Modul einen Charakter von Hg zuord-
nen. Die so erhaltenen Charaktere werden auch als projektive Charaktere
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bezeichnet. Nimmt man nun zusétzlich noch an, dafl k£ ein Zerfallungskorper
fiir Hy ist, so besagt der obige Satz, dafl man die projektiv-unzerlegbaren
Charaktere gerade als die Spaltenvektoren der Zerlegungsmatrix erhélt.

Zunichst sei jetzt der folgende (un)wichtige Spezialfall untersucht. Fiir die
spéter zu beschreibenden Rechnungen ist dieser Fall unwichtig, weil er eine
triviale Zerlegungsabbildung nach sich zieht. Von theoretischer Wichtigkeit
ist er aber allemal. In der Literatur sind verschiedene Beweise zu finden,
siehe etwa [3], Aufgabe IV.2.26., [17], Satz 68.17., oder [30], Satz 1.3.8. Hier
wird ein Beweis angegeben, der in [17], Bemerkung 68A.(i), skizziert ist.

3.4.3. Satz. (Tits-Deformationssatz)

Es seien Hy eine Algebra mit Zerfallungskérper K und Hj halbeinfach.
Dann ist Hx halbeinfach und k ist Zerfallungskorper fiir Hy. Ferner in-
duziert die Zerlegungsabbildung eine Bijektion zwischen den irreduziblen
Darstellungen von Hg und denen von Hy.

Beweis. Es sei M ein R-freier Hr-Modul, so dal M ® K ein irreduzibler
Modul fiir Hg ist. Dann ist die Konstantenreduktion M /(g - M) ein projek-
tiver Hx-Modul. Mit [16], Satz 30.11., ist dann auch M projektiv, also von
der Form

M%e-HR

fiir ein primitives Idempotent e € Hg. Also ist M ® K projektiv und damit
Hy halbeinfach.

Aber mit e ist auch e ® 1, primitiv, aulerdem kommt jede irreduzible Dar-
stellung fiir Hy, in der Konstantenreduktion eines einfachen Hg-Moduls vor.
Daraus folgt mit Satz 3.4.2. die Behauptung. i

3.5. Blocke

In diesem Abschnitt seien Hx eine halbeinfache Algebra mit Zerfallungs-
korper K und Hj habe k als Zerfallungskorper und R sei diskret. Es sei
weiter

1:ZEi€HR

die Zerlegung der 1 in zentral-primitive Idempotente. Nach [22], Satz 1.12.9.,
ist die korrespondierende Zerlegung 1 = > € € Hj die Zerlegung der 1 in
zentral-primitive Idempotente dort.
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Man bemerkt zunéchst, dafl ¢; mit dem Lemma von Schur auf allen irredu-
ziblen Darstellungen von Hy entweder wie die Identitéit oder wie die Null
operiert. Eine analoge Aussage gilt natiirlich fir €.

Der i-te Block von Hj, ist die Menge aller irreduziblen Darstellungen von
Hy,, auf denen € die Identitét bewirkt. Der i-te Block von Hg ist die Menge
aller irreduziblen Darstellungen von Hg, auf denen ¢; die Identitét bewirkt.
Daraus folgt, dafl bei entsprechender Anordnung der irreduziblen Darstel-
lungen von Hyx und Hj, die Zerlegungsmatrix Blockdiagonalgestalt hat. Also
reicht es aus, die Zerlegungsmatrizen fiir die einzelnen Blocke anzugeben.

3.5.1. Satz. Zwei irreduzible Darstellungen ¢, ¢’ von Hj liegen genau
dann in einem Block, wenn eine Folge ¢ = ¢1,..., ¢, = ¢’ existiert, so daf3
fir alle 1 <7 <n —1 jeweils ; und ¢;11 Konstituenten eines Projektiven
sind.

Beweis. Siehe [58], Satz 7.55. i

Daraus folgt, dafl die Blocke die feinste Aufteilung der gesamten Zerlegungs-
matrix in Blockdiagonalform liefern.

3.5.2. Bemerkung. Ist z € Hp ein zentrales Element, so operiert z re-
spektive Z auf den irreduziblen Darstellungen von Hpg respektive Hjp wie
ein Skalar. Aus dem obigen Satz folgt, dafl dieser Skalar fiir ein festes z fiir
alle irreduziblen Darstellungen von Hj in einem Block der gleiche ist, und
aulerdem gleich der Reduktion des Skalars, mit dem z auf den irreduziblen
Darstellungen von Hg operiert.

Eine wichtige Invariante eines Blocks wird durch die néchste Definition be-
schrieben.

3.5.3. Definition. Es sei B ein Block von Hgx. Man betrachtet zu jeder
Darstellung x von Hy in B das Schur-Element c,. Ferner sei v die von R
induzierte Bewertung von K. Dann heifit

dp = max,ecp{r(cy)}

der Defekt des Blockes B.
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3.5.4. Ist fiir eine irreduzible Darstellung x im Block B die Bewertung
v(cy) <0, so folgt aus [16], Proposition 9.17., daf das Blockidempotent ep
zum Block B bereits durch das zentral-primitive Idempotent €, € Hg zur
Darstellung x gegeben ist. Also ist x die einzige irreduzible Darstellung von
Hg in B und Yy ist eine projektive Darstellung von Hp. Daraus folgt mit
[15], Satz 62.11., da8 x unter Konstantenreduktion irreduzibel bleibt.

Also liegt in diesem Fall eine triviale Zerlegungsabbildung vor. Solch ein
Block B wird auch als trivialer Block bezeichnet. Aus den soeben gemach-
ten Bemerkungen folgt also, dal nichttriviale Blocke immer echt positiven
Defekt haben.

3.6. Iwahori-Hecke-Algebren als symmetrische Algebren

Nun werden die oben eingefiihrten Begriffe auf ihre Bedeutung fiir Iwahori-
Hecke-Algebren hin untersucht, hierzu sei an Definition 2.2.1. erinnert. Es
stellt sich heraus, dafl Iwahori-Hecke-Algebren in der Tat symmetrische Al-
gebren sind. Die Betrachtung der Schur-Elemente fithrt direkt zu einer wei-
teren zentralen Definition.

3.6.1. Bemerkung. (Siche [17], Lemma 68.29.)
Die Iwahori-Hecke-Algebra Hg (T, {¢s}) mit der Basis {T,,;w € W(T')} ist

eine symmetrische R-Algebra unter

(Ty, Tow) = 6,1 4, - ind(Ts).

Es sei H := Hy(,) (T, {v***}) eine generische Iwahori-Hecke-Algebra im Sin-
ne von Definition 2.4.5. Dann ist mit Satz 2.4.6. schon K (v) ein Zerfillungs-
korper fiir H. Mit den Bemerkungen in Abschnitt 3.7.1. oder 3.7.7. sowie
Satz 3.4.3. folgt, dafl H auflerdem halbeinfach ist.

3.6.2. Definition. Das Poincaré-Polynom von H ist definiert durch:

Py = > ind(Ty).
weW (T)

Die Poincaré-Polynome sind fiir alle vorkommenden Typen explizit bekannt
und etwa in [9], Satz 10.2.3. und Propositionen 10.2.5. und 14.2.1, zu finden.
Die dort angegebenen Resultate implizieren auch, daf§ Py ein Produkt von
Kreisteilungspolynomen in der Unbestimmten u = v? ist.
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3.6.3. Definition. Zu einem irreduziblen Charakter y von H heifit
D, := Py - Cy 1

der generische Grad von .

3.6.4. Bemerkung. Diese Definition geht auf C. Benson und C. Cur-
tis [2] zuriick. Die generischen Grade sind von verschiedenen Autoren fiir
alle vorkommenden Typen explizit bestimmt worden und etwa in [10], Ab-
schnitte 13.5. und 13.8., wiedergegeben. In [17], Satz 68.31., wird gezeigt,
dafl fiir die in der vorliegenden Arbeit betrachteten generischen Iwahori-
Hecke-Algebren, sieche Definition 2.4.5., die D, sogar rationale Polynome in
der Unbestimmten u = v? sind. Aus der Definition der ¢, und der Realisier-
barkeit der irreduziblen Darstellungen von H {iber allen Bewertungsringen,
iiber denen die Unbestimmte v eine Einheit ist, folgt, dal die D, als Produkt
einer rationalen Zahl, eines Monoms in u und von Kreisteilungspolynomen
in w darstellbar sind.

Unter den in Abschnitt 3.7. betrachteten Spezialisierungsabbildungen kann
man also auch die generischen Grade D, abbilden. Unter der Abbildung
Dy, siehe 3.7.7., erhilt man dabei Charaktergrade der Weyl-Gruppe. Unter
der Abbildung D,, siehe 3.7.1., erhdlt man den Grad des zu x in Fitting-
Korrespondenz, siehe 2.3.6., stehenden Charakters der endlichen Gruppe mit
Tits-System G, siehe etwa [17], Proposition 68.30.

Die folgende Aussage ist schon langer bekannt, siehe etwa [10], Proposition
10.5.5., und dort fiir die unter der Abbildung D, sieche 3.7.1., spezialisier-
ten generische Grade formuliert. Dem Verfasser ist aus der Literatur kein
Beweis bekannt, der vollstéindig im Kontext von generischen Iwahori-Hecke-
Algebren formuliert ist.

Zu einer endlichen Coxeter-Gruppe W sei wg € W das eindeutig bestimmte
langste Element, siehe [3], Korollar VI.1.6.3. Es ist von der Ordnung 2.

3.6.5. Satz. Es sei H eine generische Iwahori-Hecke-Algebra, und y ein
irreduzibler Charakter von H. Mit x* werde der zu x duale irreduzible Cha-
rakter im Sinne von Definition 2.2.5. bezeichnet. Dann existiert ein Monom
x, in der Unbestimmten v mit positivem oder negativem Exponenten, so
daB fiir die Schur-Elemente c,, c,+ gilt:

Cy = xi ind(Tipe) ™ - ey

Dabei bezeichne ind die Indexdarstellung, siehe Definition 2.2.4.
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Beweis. Es ist nach Definition 3.1.2.
X(1) - ex = Z ind(Tw)il “X(Tw) - x(Ty-1).
weW
Da mit w € W auch wow iiber alle Elemente aus W lauft, hat man
x(1) - Cx = Z ind(Twow)_l 'X(Twow) : X(Turlwo)-
weWw
Da weiter [(wow) + l(w™!) = I(wp) fiir alle w € W gilt, hat man unter
Benutzung der Rechenregeln 2.2.3., dafl

Twow * Tyy—1 = Ty, und Ty, - T, = T,

71’[1}()
gilt. Das ergibt wegen ind(T),) = ind(7,-1):
xX(1) ey = Z ind(Ty) - ind(Two)_l 'X(Tonuj—ll) 'X(TUTIT’WO)'
weW

Es sei D die zu x gehorende Darstellung. M. Geck hat in [30], Satz 2.4.8.,
gezeigt, dal D(T,,) ohne Einschrankung als Matrix der Form z, - M ange-
nommen werden kann, wobei M eine Diagonalmatrix der Ordnung 1 oder 2
und z, ein Monom wie oben beschrieben ist. Damit ist fiir alle w € W

X(TioTw) = :ci X(Tw)-
Somit ist
X(1) ey =22 -ind(Tw,) ™'+ D ind(T) - x(Toy T 2a) - X (T ' To)-
weW
Nun verwendet man die Definition der Dualitét, siehe 2.2.5., damit hat man
X Ty L) = (~1)0H) L ind(T,,,) - ind(Ty) - (Tl Ty,
also folgt wieder mit ind(7y,) = ind(7),-1)
(1) oy = 22 - ind(Ty,) ™+ 3 ind(Tu) ™ * Ty To) - X (T T,
weWw

Nun bilden auch die Mengen
{TwyTw;w € W} und {ind(Ty,) ™" - T, 1 T s w € W)

wo !

zueinander duale Basen von H, also ist schliellich

X(1)-ex = 373( ind(Toe) ™ X (1) - ey
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3.7. Zerlegungstheorie generischer Iwahori-Hecke-Algebren

In diesem Abschnitt werden die fiir Iwahori-Hecke-Algebren interessanten
Spezialisierungen und Zerlegungsabbildungen angesprochen. Dazu sei an die
Bemerkungen in 3.3.4. erinnert.

Es sei Hyp,) (I, {v***}) eine generische Iwahori-Hecke-Algebra. Man beachte,
dafl mit Satz 2.4.6. Q(v) ein Zerfallungskorper fiir diese Algebra ist.

3.7.1. Es sei ¢ € IN. Dann ist das Polynom v? — ¢ € @[v] entweder ir-
reduzibel oder es existieren rationale Quadratwurzeln von ¢. Eine zunéchst
beliebige dieser Wurzeln werde mit ¢'/2 bezeichnet. Man betrachtet nun die
folgende Lokalisierung;:

R @[v](v2—g)s falls v2 — ¢ € @Q[v] irreduzibel,
- V](y_q1/2),  sonst.

Dies ist ein diskreter Bewertungsring in @(v). Also hat man eine zugehérige
Zerlegungsabbildung

Dy : Go(Hg(w) (T, {v***})) — Go(Hgip/2) (T, {a%})-

Nun ist aber mit den Bezeichnungen aus Satz 2.4.3.
Hapgrrs (T g }) 2 EndZ?%, . (1)),

also ist Hy,1/2(I', {¢°}) als Endomorphismenring eines halbeinfachen Mo-
duls halbeinfach und mit Satz 3.4.3. ist cum grano salis D, die Identitét.

3.7.2. Man betrachtet den algebraischen Zahlkérper @[ql/ 2. Falls ¢ €@
ein Quadrat ist, so sei dabei wieder ¢'/2 € @ eine beliebige Quadratwurzel
von ¢, in diesem Fall ist natiirlich @[ql/ 2] = @. Ist ¢ € @ kein Quadrat, so
liegt eine Erweiterung von ) vom Grad 2 vor.

Es seien [ € IN eine Primzahl, die ¢ nicht teilt, und R; die Lokalisierung des
Ganzheitsringes O im algebraischen Zahlkorper (.Q[ql/ 2] an einem zunichst
beliebigen Primideal iiber [ - O. Dann hat man die Zerlegungsabbildung

Dl : GO(HQ[QIM](F’ {qcs})) - GO(HGF(Z)WI/?](R {qcs}))'

Dabei bezeichnet § die Restklasse von ¢ modulo [.
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Dy ist wegen des folgenden Satzes von grofler Bedeutung fiir die Zerlegungs-
theorie der in 2.4.4. behandelten Gruppen G mit Tits-System. Im folgenden
sei [ kein Teiler der Ordnung |7|.

Dazu sei K > Qlq 1/ 2] ein algebraischer Zahlkorper, der Zerféllungskorper
fiir KG ist. Ferner seien S C K ein Bewertungsring iiber R mit Restklas-
senkdrper k> GF(1)[g"/?]. AuBerdem sei noch k ein Zerfillungskorper fiir
kG. Die Existenz solch eines Korpers K ist ein wohlbekanntes Ergebnis der
Zerlegungstheorie endlicher Gruppen, siehe etwa [16], Korollar 17.2.

Also hat man eine Zerlegungsabbildung

Dy : Go(H (T, {4**})) — Go(HE(T,{7*}))
von Iwahori-Hecke-Algebren und eine Zerlegungsabbildung
Dy : Go(KG) — Go(kG)

von Gruppenalgebren.

3.7.3. Satz. (Dipper)
Die Zerlegungsmatrix von Dj ist eine Teilmatrix der Zerlegungsmatrix von

D; ¢ von der Form
o DNZ *
Dl,G = [ 0 I+ ] .

Dabei stehen die Zeilen von D; ¢ und D; in Fitting-Korrespondenz, siche
2.3.6.

Beweis. Zum ersten Mal wurde das von R. Dipper in [19] beobachtet.
Einen anderen Beweis findet man bei G. Hiss [38], Abschnitt 5.1. Die Vor-
aussetzung, dafl [ kein Teiler von |T'| sei, wird nur benétigt, um zu zeigen,
daB unterhalb der Teilmatrix D; alle Eintriige verschwinden. i

3.7.4. Korollar. Die Algebra GF(l)[—1/2}(F, {g*}) hat GF(1)[g"/?] zum
Zerfallungskorper, also ist B
D, =D;.

Beweis. (Siehe [30], Satz 4.2.5.)

Mit D, ¢ ist auch D; surjektiv. Damit sind die Charaktere von H (I {*})
sogar schon iiber GF(1)[g"/?] realisierbar. Daraus folgt mit [22], Satz 1.19.3.,
die Behauptung. i
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Jetzt kann endlich die fiir die vorliegende Arbeit zentrale Zerlegungsabbil-
dung angesprochen werden.

3.7.5. Es sei
Re ::@[v](i’Qe)

die Lokalisierung von @Q[v] an dem vom 2e-ten Kreisteilungspolynom ®o,
erzeugten Ideal. Dies ist ein diskreter Bewertungsring in @(v). Man erhélt
die zugehorige Zerlegungsabbildung

De : Go(Hg() (T, {v**})) — Go(Hge,,) (T, {¢E°}))-

Dabei bezeichnet (. eine primitive e-te Einheitswurzel {iber @. Synonym zu
dieser Schreibweise wird in den spéteren Kapiteln die Abbildung D, auch
als ®.-modulare Zerlegungsabbildung bezeichnet.

Es wird die Aufgabe der ndchsten Abschnitte sein, fiir alle interessanten, bis-
her in der Literatur noch nicht oder nicht vollstédndig untersuchten Iwahori-
Hecke-Algebren vom exzeptionellen Typ die Zerlegungsmatrizen D, so weit
als moglich zu bestimmen.

Doch zunéchst seien noch kurz zwei Fragen beleuchtet. Zum einen kann die
Frage, fiir welche Werte e die spezialisierte Algebra Hgjc, (', {¢S*}) halb-
einfach ist, genau beantwortet werden. Zum anderen ist der Fall e = 1 ein
interessanter Spezialfall.

3.7.6. Satz. Esist Hy, (I, {(f*}) genau dann halbeinfach, wenn
¢y #Z0 mod ®o. - R,

fiir alle irreduziblen Charaktere x von Hg(,)(D(W, S), {v?*}) gilt.

Beweis. (Siehe [30], Satz 1.3.8.)

Man beachte, daf§ die Schur-Elemente ¢, fiir alle irreduziblen Charaktere x
von Hg(,) (L, {v?*}) bereits in R, liegen. Gilt ¢, # 0 fiir alle irreduziblen
Charaktere, so folgt aus den Bemerkungen in 3.5.4., daB} Hgyc,, (I, {¢5*})
halbeinfach ist. Ist umgekehrt Hgye,, (I, {¢¢°}) halbeinfach, so hat man eine
Bijektion zwischen den irreduziblen Darstellungen von Hg,) (I, {v?*}) und
den irreduziblen Darstellungen von Hgjc,. (T, {¢5}), wie Satz 3.4.3. zeigt.
Daraus folgt die Behauptung mit der Definition der c,. i
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3.7.7. Fiir den Fall e = 1 wird die Unbestimmte v zu —1 spezialisiert und
es ist

Hyje,) (T, {Ce7}) =@QW(T),

wobei QW (I") die Gruppenalgebra der Weyl-Gruppe W (I') bezeichnet. Da
@QW (I") halbeinfach ist, liegt hier eine triviale Zerlegungsabbildung vor, und
die irreduziblen Darstellungen von Heg,)(T', {v2¢s}) stehen in Bijektion zu
denen von QW (T).

Also kénnen die irreduziblen Charaktere von Hg,) (T, {v?}) genauso pa-
rametrisiert werden, wie das fiir die Charaktere von QW (T") iiblich ist, man
vergleiche etwa [10], Abschnitte 13.5. und 13.8. Von dieser Parametrisierung
wird auch im Verlaufe dieser Arbeit stéindig Gebrauch gemacht.

3.7.8. Bemerkung. Aus der Definition 2.2.5. des der Dualitéit zugrunde-
liegenden Automorphismus folgt, dafl das Dualisieren mit den hier betrach-
teten Spezialisierungsabbildungen vertauschbar ist. Das heifit, zwei zuein-
ander duale Darstellungen haben unter der Zerlegungsabbildung genau die
zueinander dualen Konstituenten. Damit wird auch die Blockstruktur der
Zerlegungsabbildung respektiert, das heifit, man kann von zueinander dua-
len Blécken sprechen und bei geeigneter Anordnung von Zeilen und Spalten
haben solche Blocke gleiche Zerlegungsmatrizen.

Auflerdem stellt man fest, dafl unter der Spezialisierungsabbildung D, mit
e = 1 der Dualitdt auf der Ebene der Weyl-Gruppen gerade das Tensorieren
mit der Signumsdarstellung entspricht.

3.8. Zusammenhang zwischen den Zerlegungsabbildungen

Die vorgenannten Zerlegungsabbildungen sind nicht unabhéngig voneinan-
der. Fiir die weiteren Rechnungen wird gerade dieser Zusammenhang von
grofler Bedeutung sein.

3.8.1. Es habe ¢ die multiplikative Ordnung e modulo I, es sei e > 1.
Zunéchst hat man

o, (v?) = o (v) fiir gerades e,
)TN B (0)Boe (v), Doe(v) = De(—v)  filr ungerades e.

3.8.2. Man betrachtet den algebraischen Zahlkérper @[q'/?], siehe 3.7.2.
Nun unterscheidet man wieder danach, ob ¢ € @ ein Quadrat ist oder nicht.
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Ist ¢ € @ ein Quadrat, dann kann also die Wurzel ¢'/2 so gewahlt werden,
daB ¢'/? die multiplikative Ordnung 2e modulo [ hat.

Ist ¢ € @ kein Quadrat, so liegen im algebraischen Zahlkérper @[q'/?] mogli-
cherweise zwei Primideale des Ganzheitsrings O {iber dem Ideal [ - O. Aus
der obigen Aussage iiber Kreisteilungspolynome folgt aber, dafl die Lokalisie-
rung R; mit maximalem Ideal g; so gewahlt werden kann, dal der gewéhlte
Erzeuger ¢/? die Ordnung 2e modulo g1 hat.

Nun setzt man die eben beschriebenen konsistenten Wahlen voraus und
betrachtet die Lokalisierung R; des Ganzheitsringes O im algebraischen
Zahlkorper @[C2¢] an einem beliebigen Primideal iiber [ - O. Es sei D; die
zugehorige Zerlegungsabbildung.

Auflerdem mufl man noch voraussetzen, dafl nicht der in Satz 2.4.6. genann-
te Ausnahmefall vorliegt. Das heifit, daf§ alle irreduziblen Darstellungen von
Hg (T, {v2¢}) schon iiber Z[v,v™!] realisierbar sind.

Dann gilt die zuerst von M. Geck in [27], [30] beobachtete Gleichheit

D,-D; =D, -D;.

Dabei ist D, eine triviale Zerlegungsabbildung, in diesem Sinne faktorisiert
also die Zerlegungsabbildung D; iiber D..

Unter Benutzung dieser Gleichung erhélt man den néichsten, wichtigen Satz.

3.8.3. Satz. (Siche [27] und [30], Satz 4.2.7.)

Es liege nicht der in Satz 2.4.6. genannte Ausnahmefall vor. Ferner seien
e > 1 und ®, kein Teiler des Ordnungspolynoms von 7'. Dann ist @[(2.] ein
Zerféllungskorper fiir Hyje,, (I, {¢£*}) und D, ist surjektiv.

Beweis. Man betrachtet eine Zerlegung der 1 in eine Summe von primiti-
ven orthogonalen Idempotenten in Hgpj, (T, {¢¢*}). Fiir alle Primzahlen [,
die grofler als eine bestimmte Schranke sind, ist diese Zerlegung schon iiber
R; realisiert.

Durch zweifache Anwendung des Dirichletschen Satzes iiber die Primzahlen
in arithmetischer Progression findet man, dal unendliche viele Primzahlen [
existierten, so dafl die multiplikative Gruppe modulo [ eine durch e teilbare
Ordnung hat, und dafl weiter unendlich viele Primzahlen ¢ existieren, die
fiir ein festes solches | die Ordnung e besitzen. Also existiert ein Paar (I, q),
so dafl die oben erwihnte Zerlegung der 1 schon iiber R; realisiert ist, und
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dafl ¢ die multiplikative Ordnung e modulo [ hat.

Auflerdem sei noch K > @[C2¢] ein Zerféllungskorper fiir Hyye,, (I, {5 }),
dieser existiert nach [16], Proposition 7.13. Weiter seien R, ein Bewertungs-
ring von K iiber R; und D; die von R} bewirkte Zerlegungsabbildung. Au-
Berdem sei D; die von der Einbettung @[(2.] — K bewirkte ‘Zerlegungsab-
bildung’.

Nach Satz 3.4.1. existiert eine Bijektion zwischen den Typen von Idempo-
tenten von

Hg (T, {¢c*}) und HGF(l)[qlﬂ] (I, {g*}).

Da nach 3.7.4. schon GF(1)[g"/?] ein Zerfillungskérper fiir die letztgenannte
Algebra ist, hat man damit

Dy =D, -D;-Dy

und die Bildbereiche von D; und D, - D; haben denselben Rang. Aber D; ist
surjektiv, damit ist auch D, - D; surjektiv. Schlielich kommt aber D; von
einer Skalarerweiterung her, also folgt aus der Surjektivitit von D, - D;, daf3
D; die Identitét ist, und damit die Behauptung. i

3.8.4. Korollar. Fiir Paare (I,q) wie oben ist D; sogar die Identitt.

Beweis. Dies folgt aus der Bijektion zwischen den Typen von Idempoten-
ten von Hp (T, {¢S*}) und ng([){ql/ﬂ(r‘v {@}). i

Abschlieflend noch zwei Bemerkungen, die im folgenden sehr niitzlich sein
werden.

3.8.5. Bemerkung. (Spezialisierung in einen endlichen Kdorper)

Die oben betrachtete Spezialisierungsabbildung D; wird bei den spéter be-
schriebenen expliziten Rechnungen eine wichtige Rolle spielen. Fiir ein festes
e > 1 wahlt man dabei eine zunéchst beliebige Primzahl [ und betrachtet
wieder die von der Lokalisierung R; des Ganzheitsringes O im algebraischen
Zahlkorper @Q[(2.] an einem beliebigen Primideal iiber I - O bewirkte Zerle-
gungsabbildung D;. Zur Untersuchung der Zerlegung einer Darstellung fiir
eine generische Algebra unter D, kann man die Verkettung D, - D; betrach-
ten. Die unter D, spezialisierte Darstellung wird also weiter spezialisiert in
einen endlichen Korper der Charakteristik [.

Wie Korollar 3.8.4. zeigt, kann man bei geeigneter Wahl von [ damit genau
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das von D, bewirkte Zerfallungsverhalten mit Hilfe von Moduln iiber einem
endlichen Korper studieren. Leider ist die dort angegebene Schranke fiir [
nicht effektiv, aber immerhin deutet die Aussage des Korollars darauf hin,
dafl das Spezialisieren in den endlichen Korper niitzliche Aussagen iiber D,
liefern konnte.

Die Standardanwendung der Verkettung D, - D; ist die folgende. Stellt man
fest, daf eine irreduzible Darstellung der generischen Algebra unter der von
dieser Verkettung bewirkten Zerlegungsabbildung irreduzibel bleibt, so gilt
dies auch unter der Zerlegungsabbildung D.. Damit kann man direkt aus
dem Zerlegungsverhalten {iber einem endlichen Korper auf das Zerlegungs-
verhalten modulo e zuriickschlieen. Ein ersten Beispiel dazu findet man
etwa in 5.2.5.

3.8.6. Bemerkung. Diese Beobachtung geht auf R. Rouquier zuriick, sie-
he [30], Beispiel 4.5.3.

Es sei e = " eine Primzahlpotenz. Dann ist [ ein Teiler von ®.(1). Die in
3.7.1. und 3.7.2. beschriebenen Spezialisierungen und Zerlegungsabildungen
D, und D; sind auch im Falle ¢ = 1 wohldefiniert. In dieser Situation ist die
unter D, spezialisierte Iwahori-Hecke-Algebra gerade die Gruppenalgebra
QW der Weyl-Gruppe W = W(I'), D, ist nach wie vor die Identitét und @
ist mit Satz 3.4.3. ein Zerfallungskorper fiir QW. Also geht die Zerlegungs-
abbildung D; in die [-modulare Zerlegungsabbildung D; yr der Weyl-Gruppe
iber. Also faktorisiert Dy tiber D,.
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4. Naéaheres zu den Rechnungen

In diesem Kapitel soll ndher auf die zur Behandlung der in dieser Arbeit
interessierenden Beispiele benutzten rechnerischen Ideen und Methoden ein-
gegangen werden.

Im folgenden wird eine generische Iwahori-Hecke-Algebra nur noch durch ihr
Diagramm identifiziert, der Grundkérper und die Parameter werden nicht
mehr explizit erwahnt. Da die vorliegende Arbeit sich im weiteren mit der
Algebra H(FEg) und gewissen parabolischen Teilabgebren beschiiftigt, kann
fiir die Parameter ohnehin ohne Einschrinkung ¢ = 1 angenommen werden.
Die zu den im folgenden vorkommenden Iwahori-Hecke-Algebren gehérenden
Coxeter-Matrizen stehen, was die Numerierung der Fcken des zugehorigen
Coxeter-Graphen angeht, im Einklang mit der nach Satz 2.1.2. angegebenen
Liste.

4.1. Benutzte Programme und Programmsysteme

Bei den zu beschreibenden Rechnungen wurden vom Verfasser mehrere Com-
puter-Algebra-Systeme, namentlich GAP, MAPLE, CHEVIE, die MeatAxe
und der VectorEnumerator eingesetzt. In Ermangelung geeigneter, iiblicher
deutscher Bezeichnungsweisen sollen auch hier die englischsprachigen ver-
wendet werden.

Eine Beschreibung der in der MeatAxe benutzten Ideen findet man in der
Originalarbeit von R. Parker [59]. Hier kommt die in Aachen von M. Rin-
ge entwickelte Implementation [62] zum Einsatz. Die im VectorEnumerator
verwendeten Ideen sind von S. Linton in [50], [51] beschrieben worden, der
auch die hier benutzte Implementation [52] geschrieben hat. Das System
MAPLE ist in [11] dokumentiert. Eine Dokumentation des ebenfalls in Aa-
chen von M. Schénert und vielen anderen entwickelten Systems GAP ist in
[63] zu finden. Das System CHEVIE wird von M. Geck, G. Hiss, F. Liibeck,
G. Malle und G. Pfeiffer [31] entwickelt. Vom Verfasser wurden einige der
darin enthaltenen vorhandenen Programme zum Rechnen mit endlichen
Weyl-Gruppen, Iwahori-Hecke-Algebren und deren Charaktertafeln, zur Be-
rechnung von Kazhdan-Lusztig-Polynomen und zur Konstruktion von Dar-
stellungen von Iwahori-Hecke-Algebren benutzt. Diese Programme sind von
GAP aus zugénglich und wurden dem Verfasser schon vor ihrer Versffentli-
chung zur Verfiigung gestellt. Am Rande sei bemerkt, dafl die in der Liste
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nach Satz 2.1.2. angegebene Numerierung von der in CHEVIE gewihlten
abweicht.

Wie in 3.7.7. bereits bemerkt wurde, stehen die irreduziblen Charaktere von
H(T) zu denen der zugehorigen Weyl-Gruppe in Bijektion. Im folgenden
werden diese also genauso parametrisiert, wie das von den Weyl-Gruppen
bekannt ist. Dazu sei nochmals auf [10], Abschnitte 13.5. und 13.8., ver-
wiesen. Dort werden zu den Charakteren einer Weyl-Gruppe auch jeweils
die generischen Grade, siehe 3.6.4., angegeben. Im Falle der unzerlegbaren
exzeptionellen Typen werden dort explizite Listen angegeben, die auch in
der Datenbank von CHEVIE enthalten sind. Fiir die unzerlegbaren klassi-
schen Typen werden dort Algorithmen beschrieben, die es ermdglichen, aus
der Parametrisierung eines Charakters den zugehorigen generischen Grad
zu bestimmen. Entsprechende MAPLE-Programme wurden von M. Geck ge-
schrieben und dem Verfasser ebenfalls zur Verfiigung gestellt.

Die gew6hnlichen Charaktertafeln der unzerlegbaren exzeptionellen Weyl-
Gruppen und der unzerlegbaren klassischen Weyl-Gruppen kleinen Rangs
sind ebenfalls unter CHEVIE verfiigbar. Die Numerierung der irreduziblen
Charaktere von H(I') wird von dort iibernommen. Diese stimmt {ibrigens
mit der in [13] angegebenen iiberein, soweit die Charaktertafeln von Weyl-
Gruppen dort vorkommen.

4.2. Charaktertafeln von Iwahori-Hecke-Algebren

In [33] haben M. Geck und G. Pfeiffer das Konzept der Charaktertafel ei-
ner generischen Iwahori-Hecke-Algebra Hg(,, entwickelt. M. Geck hat in [29]
und [30] die Charaktertafeln fiir die exzeptionellen Iwahori-Hecke-Algebren
H(Fy), H(Es) und H(E7) bestimmt. Alle diese Charaktertafeln sind auch
in CHEVIE verfiighar. Nach Kenntnisstand des Verfassers ist die Charakter-
tafel der Algebra H(Eg) (noch) nicht bekannt.

Fiir alle in der vorliegenden Arbeit vorkommenden Iwahori-Hecke-Algebren
vom klassischen Typ sind die Charaktertafeln explizit bekannt. Sie kénnen
im Prinzip aus den Ergebnissen von P. Hoefsmit [41], der sogar explizit dar-
stellende Matrizen berechnet, bestimmt werden. Auflerdem sind fiir diese
Algebren Rekursionsformeln fiir die Charakterwerte bekannt, siche die Ar-
beiten von A. Ram [61] und G. Pfeiffer [60]. Natiirlich sind auch alle diese
Tafeln in der Datenbank von CHEVIE enthalten.
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4.2.1. Bemerkung. Die Eintrdge einer solchen Charaktertafel sind Po-
lynome in der Unbestimmten v. Daher kénnen sie unter der Abbildung &,
spezialisiert werden. Aus der Surjektivitat der Zerlegungsabbildung ®., sie-
he 3.8.3., folgt, dafi der Rang der spezialisierten Charaktertafel von Hg/,)
gleich der Anzahl der ®.-modular irreduziblen Darstellungen von Hy|c,,) ist,
siehe auch [33], Abschnitt 4.1.

4.3. Bestimmung der Blécke

Der erste Schritt zur Berechnung von Zerlegungsmatrizen ist die Bestim-
mung der Blockeinteilung.

Es sei v die vom Bewertungsring R, C @(v) herkommende Bewertung, siehe
3.7.5. Wegen der speziellen Gestalt der Schur-Elemente ¢, fiir Iwahori-Hecke-
Algebren, siehe 3.6.4., hat man wegen 3.8.1. zur Bestimmung von v(c,) nur
die Vielfachheit des Kreisteilungspolynoms ®.(u) als Faktor von ¢, zu be-
stimmen. Insbesondere ist hier immer v(c,) > 0.

Von zentraler Bedeutung ist nun der folgende Satz.

4.3.1. Satz. (Geck)
Es sei B ein ®.-Block von Hg,y. Dann ist v(cy) fiir alle x € B konstant.

Beweis. Siehe [27]. i

Zur Bestimmung einer Partition aller irreduziblen Charaktere in Teilmen-
gen, die Vereinigungen von Blocken sind, benutzt man die nachfolgenden
Kriterien. Algorithmisch gesprochen beginnt man also mit der Partition,
die aus der Menge aller irreduziblen Charaktere besteht und fiithrt folgende
Schritte aus:

4.3.2. Eine erste Einteilung wird durch Satz 4.3.1. gegeben. Man bildet
also die Teilmengen von irreduziblen Charakteren y, fiir die der Defekt
v(cy) gleich ist. Aus den Ausfithrungen in 3.5.4. folgt, daf ein gewohnli-
cher Charakter vom Defekt v(c,) = 0 einen trivialen Block bildet, in dem er
der einzige irreduzible Charakter ist. Also teilt man die soeben gewonnene
Teilmenge der irreduziblen Charaktere mit Defekt 0 in lauter einelementige
Teilmengen auf.
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4.3.3. Ist e =™ eine Primzahlpotenz, so folgt aus Bemerkung 3.8.6., dafl
die [-modulare Zerlegungsabbildung der zur betrachteten Algebra gehoren-
den Weyl-Gruppe iiber ®, faktorisiert, also sind die [-Blocke der Weyl-
Gruppe Vereinigungen von e-Blocken der betrachteten Algebra. Man be-
trachtet nun die oben beschriebenen Teilmengen von irreduziblen Charak-
teren vom Defekt echt grofler als 0 und bildet aus ihnen jeweils Teilmengen
durch Schnittbildung mit den l-modularen Blocken der Weyl-Gruppe, falls
e =™ gilt, sonst 143t man die Mengen unveréndert.

4.3.4. Man kann auflerdem Bemerkung 3.5.2. in folgender Weise anwen-
den: Ist das lingste Element wy € W (I") zentral in der Weyl-Gruppe, so folgt
aus den Rechenregeln in Bemerkung 2.2.3., dafl das zugehorige Basiselement
Tw, € H(T") ebenfalls zentral ist. T. Springer hat in den ‘Corrections’ zu [2]
gezeigt, wie man aus der Charaktertafel der Weyl-Gruppe den Skalar fiir
die Operation von T}, auf den irreduziblen Darstellungen fiir die generische
Algebra bestimmen kann. Es ist jeweils ein Monom in der Unbestimmten v.
Dies kann nun fiir H(F7) und H(FEg) durchgefiihrt werden. In diesen Féllen
hat man

W(E;) =2 x Sg(2) und W(Eg) = 2-07(2) : 2,

wie man in [3], Aufgaben VI.4.1. und VI.4.3., nachlesen kann. Die Charak-
tertafeln dieser Gruppen wurden von J. Frame in [26] berechnet und sind
etwa in [13] wiedergegeben und auch in der Datenbank von GAP verfiigbar.
Zur Bestimmung der Blocke fiir diese beiden Algebren nimmt man also die
bisher bestimmte Partition der irreduziblen Charaktere her und bildet eine
verfeinerte Partition, indem man nur die irreduziblen Charaktere zusammen-
faBt, fiir die die oben bestimmten Skalare modulo ®9.(v) gleich sind. Fiir alle
anderen in der vorliegenden Arbeit betrachteten Algebren verdndert man in
diesem Schritt die Partition nicht.

4.3.5. Schlieflich betrachtet man noch diejenigen Teilmengen, die irredu-
zible Charaktere vom Defekt 1 enthalten. Man betrachtet die Reste der
generischen Grade dieser Charaktere unter Polynomdivision durch ®¢. Da-
bei bezeichnet ®¢ die maximale Potenz des e-ten Kreisteilungspolynoms,
die noch das Poincaré-Polynom der betrachteten Algebra teilt. Aus den von
M. Geck in [27] erzielten Ergebnissen folgt mit Satz 4.6.2. unten, dafl diese
Reste sich fiir irreduzible Charaktere in einem Block nur um ein Vorzeichen
unterscheiden konnen. Also kann man noch eine verfeinerte Partition erhal-
ten, indem man nur irreduzible Charaktere vom Defekt 1 zusammenfaf}t, fiir
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die sich die oben bestimmten Reste nur um ein Vorzeichen unterscheiden.

Am Rande sei vermerkt, dal ®¢ auch das Schur-Element zum Indexcharak-
ter teilt, wie man sofort nachrechnet. Also ist a auch der maximale Defekt
eines ®.-Blockes der betrachteten Algebra.

Damit hat man eine Partition der irreduziblen Charaktere der betrachte-
ten Algebra erhalten, die diese in Vereinigungen von Blécken einteilt. Diese
Partition wird fiir jeden Modulus e, fiir den Zerlegungszahlen fiir H(FEg) be-
stimmt werden, am Beginn der entsprechenden Betrachtungen in Form einer
Tabelle wiedergegeben, siehe etwa 5.2.1. Dabei werden die trivialen Blocke,
also die irreduziblen Charaktere vom Defekt 0 jeweils fortgelassen.

Wie sich herausstellt, ist die so gefundene Einteilung der irreduziblen Cha-
raktere in fast allen spéter untersuchten Fillen sogar genau die Blockzer-
legung. Dies folgt jeweils aus den weiteren zu einem Modulus e und einer
Algebra angegebenen Ergebnissen. Die einzige Ausnahme ist in 10.9.3. zu
finden.

4.4. Erzeugung von projektiven Charakteren

Die allgemeine Strategie zur Bestimmung von Zerlegungsmatrizen geht von
Satz 3.4.2. aus. Man versucht, die Spalten der Zerlegungsmatrix, die nach
diesem Satz als projektive Charaktere interpretiert werden konnen, zu ap-
proximieren. Dazu berechnet man zunéchst eine ganze Reihe von projektiven
Charakteren. Es ist das Ziel dieses Abschnitts, Methoden dafiir anzugeben.
In den néchsten Abschnitten wird dann erklirt, wie man daraus sukzessive
bessere Approximationen an die Zerlegungsmatrix erhélt.

Das wichtigste Hilfsmittel zur Erzeugung von projektiven Charakteren ist
die Induktion projektiver Charaktere von parabolischen Teilalgebren. Dazu
zunéchst einige Vorbemerkungen.

4.4.1. Definition. Es sei W = W(I') eine Coxeter-Gruppe mit Standard-
erzeugern S. Ferner sei J C S eine Teilmenge von S. Dann heifit

Wy=(selJ)<W

die von J erzeugte parabolische Untergruppe.
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Mit [3], Satz IV.1.8.2., ist dies wieder eine Coxeter-Gruppe mit Standarder-
zeugern J, deren Coxeter-Graph I'j gerade der von J erzeugte volle Unter-
graph von I ist.

Jetzt sei Hy = H(I';) die Iwahori-Hecke-Algebra zu diesem Untergraphen.
Aus der Gestalt der Prasentationen fiir H und Hj; folgt mit einem Rang-
argument, siehe Satz 2.2.2., dal H; isomorph zu der von den {Ts;s € J}
erzeugten parabolischen Unteralgebra von H ist.

In [9], Satz 2.5.8., wird die Existenz eines kanonischen Vetretersystems D
fiir die Rechtsnebenklassen W;|W gezeigt, das fiir alle w € Wy, d € D die
Bedingung

l(wd) = l(w) + 1(d)

erfiillt.

4.4.2. Bemerkung. Aus den Rechenregeln 2.2.3. folgt, dafl H als H ;-
Linksmodul und als H j-Rechtsmodul frei von endlichem Rang ist.

Nun kann man den folgenden allgemeinen Satz anwenden.

4.4.3. Satz. Es seien H eine Algebra iiber einem Korper und H' eine
Unteralgebra mit 1, so da H als H'-Rechtsmodul und als H’-Linksmodul
frei ist. Dann gilt:

Ist P ein projektiver H-Modul, so ist die Einschrinkung Py von P auf H'
ein projektiver H'-Modul. Ist umgekehrt @Q ein projektiver H'-Modul, so ist
der induzierte Modul

Q" =Qey H

ein projektiver H-Modul. Auflerdem kommt jeder projektive H-Modul als
direkter Summand eines von H' nach H induzierten projektiven H’-Moduls
VOr.

Beweis. Siehe [22], Lemma [.4.6. und Satz 1.4.8. i

4.4.4. Also erhilt man projektive Charaktere fiir eine Iwahori-Hecke-Alge-
bra H, indem man projektive Charaktere von parabolischen Unteralgebren
induziert. Wie bereits in Satz 3.4.2. bemerkt wurde, kann ein projektiver
Charakter als Spaltenvektor der Zerlegungsmatrix aufgefat werden, das
heiflt, man schreibt diesen Charakter als Z-Linearkombination der irredu-
ziblen Charaktere. Hat man einen projektiven Charakter einer parabolischen
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Teilalgebra H; gegeben, so ist man vor die Aufgabe gestellt, eine entspre-
chende Darstellung fiir den induzierten Charakter zu finden. Es ist nun klar,
daB es ausreicht, wenn man die Zerlegung eines induzierten irreduziblen
Charakters einer parabolischen Teilalgebra in die irreduziblen Charaktere
der betrachteten Algebra kennt.

Nun ist aber die Induktion - ® y, H mit der Spezialisierung D; vertausch-
bar. Auflerdem stehen die irreduziblen Charaktere einer generischen Iwahori-
Hecke-Algebra via Dj in Bijektion zu den irreduziblen Charakteren der je-
weiligen Weyl-Gruppe. Also reicht es aus, jeden irreduziblen Charakter von
W nach W zu induzieren und in die irreduziblen Charaktere dort zu zerle-
gen. Dies kann mit den charaktertheoretischen Algorithmen in GAP durch-
gefithrt werden. Fafit man die so gefundenen Zerlegungen in Form einer In-
duktionsmatrix zusammen, so ist die Induktion eines projektiven Charakters
auf eine Multiplikation eines Vektors mit einer Matrix zuriickgefiihrt.

Dieses Verfahren wird in den betrachteten Beispielen sehr hiufig angewen-
det und dort immer nur mit ‘Induktion’ bezeichnet, siehe etwa 5.2.3. Unter
Umstdnden mufl man dazu auch erst projektive Charaktere fiir eine parabo-
lische Teilalgebra bestimmen, falls diese nicht schon aus fritheren Arbeiten
bekannt sind. Dazu kann man dieses Verfahren natiirlich iterieren, siehe et-
wa Kapitel 10.

Am Rande sei vermerkt, dafl im allgemeinen das Tensorprodukt zweier Dar-
stellungen fiir eine Iwahori-Hecke-Algebra nicht wieder zu einer Darstellung
unter der Diagonaloperation wird. Eine Ausnahme bilden hier die antisym-
metrischen Potenzen der Spiegelungsdarstellung, siehe 4.8.2. Damit kann
diese Methode, die sich im Falle von Gruppenalgebren als sehr leistungsfihig
herausstellt hat, hier nur eingeschréankt benutzt werden.

4.4.5. Im Falle eines Blocks vom Defekt 1 kann dieselbe Idee, wie sie auch
schon zur Bestimmung von Bldcken in 4.3.5. verwendet wurde, zur Berech-
nung von projektiven Charakteren benutzt werden. Aus den Ergebnissen in
[27] folgt, daBl ein projektiv-unzerlegbarer Charakter die Summe von genau
zwei verschiedenen irreduziblen Charakteren ist. Betrachtet man die Reste
der generischen Grade der irreduziblen Charaktere im Block unter Polynom-
division durch ®¢, wobei ®¢ wieder die maximale Potenz des e-ten Kreis-
teilungspolynoms, die noch das Poincaré-Polynom der betrachteten Algebra
teilt, ist, so folgt mit Satz 4.6.2. unten, dafl diese Reste sich fiir irreduzi-
ble Charaktere, deren Summe ein projektiver Charakter ist, genau um ein
Vorzeichen unterscheiden miissen.
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Die genaue Kenntnis der Form der projektiv-unzerlegbaren Charaktere in
Blocken vom Defekt 1, zuweilen in Verbindung mit einigen induzierten pro-
jektiven Charakteren, legen in den meisten hier untersuchten Fallen die Zer-
legungsmatrix schon fest, siehe etwa 5.2.3. oder 8.4.2.

4.4.6. Fiir den Fall e = [" konnen mit Bemerkung 3.8.6. auch die -
modularen projektiven Charaktere einer Weyl-Gruppe als ®.-modulare pro-
jektive Charaktere fiir die zugehorige Iwahori-Hecke-Algebra aufgefafit wer-
den. Dabei betrachtet man die projektiven Charaktere wieder als zerlegt in
Summen von irreduziblen Charakteren und benutzt noch die von D ver-
mittelte Bijektion zwischen den irreduziblen Charakteren von Weyl-Gruppe
und Iwahori-Hecke-Algebra. Ein Beispiel ist etwa in 10.9.4. zu finden.

4.5. Der FindBasis-Algorithmus

4.5.1. Nach Anwendung der oben beschriebenen Methoden zur Generie-
rung von projektiven Charakteren hat man eine endliche Menge von projek-
tiven Charakteren, geschrieben als Linearkombinationen mit nichtnegativen
Koeffizienten in der kanonischen Basis der Grothendieck-Gruppe, den irredu-
ziblen Charakteren. Die projektiven Charaktere liegen also als Z-Vektoren
vor und spannen ein Untergitter des von allen irreduziblen Charakteren
aufgespannten Gitters, also des Z" auf, wobei n die Anzahl der irredu-
ziblen Charaktere bezeichnet. Die niichste Aufgabe besteht nun darin, eine
% -Basis fiir das von den projektiven Charakteren aufgespannte Gitter zu
finden, deren Elemente Summen der gegebenen Erzeuger, mithin projektive
Charaktere sind.

Aus der Literatur sind Algorithmen bekannt, wie etwa der weiter hinten
noch erwihnte LLL-Algorithmus, siehe 4.6.4., die eine Basis finden, deren
Elemente im allgemeinen Z-Linearkombinationen der gegebenen Erzeuger
sind. In [40], Abschnitt V., und [56], Abschnitt 3.10., wird ein von R. Par-
ker formulierter Algorithmus, dort FBA-Algorithmus genannt, angegeben,
der genau das hier Gewiinschte leistet. Fiir die hier untersuchten Beispiele
wurde vom Verfasser in GAP der unten beschriebene, verwandte Algorith-
mus implementiert und benutzt, der auf eine Idee von C. Jansen zuriickgeht.
Dieser Algorithmus ist in seiner Effizienz den anderen oben beschriebenen
unterlegen, reicht aber fiir die hier diskutierten Beispiele aus.

Es empfiehlt sich zunéchst, die Vektoren etwa nach euklidischer Norm zu
ordnen. Die gewihlte Reihenfolge ist fiir das folgende mathematisch nicht



50

wesentlich, hat aber Einflufl auf die Laufzeiten des Algorithmus.

Gegeben sei also eine endliche Menge von Z-Vektoren. Nun wird sukzes-
sive das von den gegebenen Vektoren erzeugte Z-Gitter aufgebaut. Man
beginnt mit dem trivialen Gitter bestehend aus dem Nullvektor, dessen Ba-
sis die leere Liste ist. Jetzt werden die Vektoren aus der gegebenen Liste
der Reihe nach zu der bereits gefundenen Basis hinzugenommen. Man be-
stimmt die Elementarteiler des so erhaltenen erweiterten Erzeugendensy-
stems, das heift, die Elementarteiler der Matrix, die von den entsprechenden
Z-Vektoren gebildet wird. Es kénnen folgende Fille eintreten:

i) Wird der letzte Elementarteiler zu 0, so liegt der neue Vektor bereits in
dem von der alten Basis erzeugten Gitter und kann vernachlissigt werden.
Die alte Basis bleibt unveréndert.

ii) Sind alle Elementarteiler betragsmifig gleich 1, so hat man eine Basis
fiir ein Gitter mit einem um 1 inkrementierten Rang. Als Basis nimmt man
nun die neue Basis.

iii) Ist der letzte Elementarteiler vom Betrage z > 1, so hat man wiederum
eine Basis fiir ein Gitter mit einem um 1 grofleren Rang, aber es gibt eine
Linearkombination in der neuen Basis mit nichtnegativen Koeffizienten, so
daf} der entsprechende Vektor nur Eintréige hat, die durch z dividierbar sind.
Aus der Surjektivitdt der Zerlegungsabbildung ., siehe Satz 3.8.3.; folgt,
daf} der aus diesem Vektor durch Division aller Eintrége durch z entstehende
Charakter wiederum projektiv ist. Dieser so entstandene Vektor wird nun
zu der alten Basis hinzugenommen und diese Basis wird weiterverwendet.
Damit hat man das von der Basis aufgespannte Gitter nochmals um einen
endlichen Index vergrofiert.

Solch eine Linearkombination findet man mit folgender Methode: Man wéhlt
eine Primzahl p, die den Elementarteiler z teilt, und reduziert die von den
% -Vektoren der aktuellen Basis gebildete Matrix eintrigeweise modulo p.
Die so gefundene Matrix kann als Matrix einer linearen Abbildung aufge-
fafit werden und hat als solche einen 1-dimensionalen Kern. Man bestimmt
eine Linearkombination der reduzierten Basisvektoren, die einen nichttrivia-
len Vektor des Kerns ergibt und hebt die so gefundene Linearkombination
beliebig, jedoch mit nichtnegativen Eintrigen zuriick zu Charakteristik 0.
Der von dieser Linearkombination beschriebene Vektor hat nur durch p di-
vidierbare Eintrige. Nun fiithrt Iteration zum Ziel.

Damit ist klar, daf§ dieser Algorithmus nicht nur eine linear unabhéingige
Menge aus projektiven Charakteren findet, sondern unter Umsténden sogar
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das von dem gegebenen Erzeugendensystem aufgespannte Gitter um einen
endlichen Index verbessert.

Auch dieses Verfahren wird bei den untersuchten Beispielen hiufig einge-
setzt, ohne dafl explizit der FindBasis-Algorithmus zitiert wird. Es wird aber
jeweils angegeben, welche Vektoren vom Algorithmus ausgewéhlt wurden.
Zum einen wird ihre Herkunft beschrieben, meistenteils als induzierte Cha-
raktere, zum anderen wird die Zerlegung dieser Vektoren in die irreduziblen
Charaktere als Spaltenvektoren angegeben. Damit nehmen die gefundenen
Basen optisch schon die Form von Approximationen an die Zerlegungsmatrix
an. Als Beispiel siehe etwa 5.2.5.

4.5.2. Hat man nun mit obiger Methode eine Basis mit den geforderten
Figenschaften gefunden, so kann man alle gefundenen projektiven Charak-
tere in dieser Basis ausdriicken. Dabei konnen auch negative Koeffizienten
auftreten, wenn die aktuelle Basis noch nicht aus projektiv-unzerlegbaren
Charakteren besteht. In diesem Fall kann gerade das Vorkommen von ne-
gativen Koeffizienten dazu benutzt werden, die bekannte Basis, die ja aus
Summen von projektiv-unzerlegbaren Charakteren besteht, zu verbessern.
Diese Ideen entstammen ebenfalls dem in [40], Abschnitte III. und V., be-
schriebenen Ideenkreis zur Bestimmung von Zerlegungszahlen fiir endliche
Gruppen. Als Beispiel fiir ihre Anwendung moége etwa 8.5.4. dienen.

4.6. Der Test auf Unzerlegbarkeit

Um die oben beschriebene Methode, sukzessive Basen fiir den Raum der
projektiven Charaktere zu konstruieren, voll auszunutzen, braucht man ein
Kriterium, einen gegebenen projektiven Charakter als unzerlegbar zu erken-
nen. Dazu einige Vorbemerkungen.

Die ®.-modularen Zerlegungszahlen eines irreduziblen Charakters x von
Hg,) seien mit dy, bezeichnet, wobei ¢ iiber die irreduziblen Charaktere
von He,, lauft.

4.6.1. Definition. Es sei P, der Charakter der projektiven Hiille des ir-
reduziblen Charakters ¢. Dann heifit

DP, := Z dyoDy € Qlu]
X

der generische Grad des projektiven Charakters P,.
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4.6.2. Satz. (Geck)
Es sei v die von R, induzierte Bewertung auf @(v). Ferner sei Py (u) das
Poincaré-Polynom zu H. Dann gilt

v(DPp(u)) = v(Pp(u)).
Beweis. Siehe [28]. 8

4.6.3. Es sei nun ein projektiver Charakter als Summe von irreduziblen
Charakteren, also als Z-Vektor gegeben. Da alle projektiven Summanden
dieses Charakters die im obigen Satz genannte Bedingung erfiillen miissen,
erhéilt man durch das folgende Verfahren, das auf eine Anregung von M. Geck
zuriickgeht, eine Liste von Charakteren, die alle projektiven Summanden
umfafit. Findet man hier nur den gegebenen Vektor, so folgt, dafl der ent-
sprechende Charakter projektiv-unzerlegbar ist.

Es sei ¢ die maximale Potenz des e-ten Kreisteilungspolynoms, die noch
das Poincaré-Polynom Pp teilt. Identifiziert man den Faktorring des Po-
lynomrings @Q[u] nach dem von ®%(u) erzeugten Ideal kanonisch mit dem
(@-Standardvektorraum, so kann jedem Charakter y der Rest der Divisi-
on seines generischen Grades D, durch ®¢, mit der Wahl einer Basis al-
so ein @-Vektor, zugeordnet werden. Man geht noch zu ganzzahligen Ein-
tragen iiber, indem komponentenweise mit einer geeigneten Konstanten mul-
tipliziert wird. Dann ist diese Resteabbildung a ein Homomorphismus der
Grothendieck-Gruppe in die freie abelsche Gruppe vom Rang Grad(®?). Die
Aussage in Satz 4.6.2. besagt jetzt gerade, dafl der generische Grad eines pro-
jektiven Charakters unter v auf den Nullvektor abgebildet wird, also liegen
projektive Charaktere im Kern von a.

Nun betrachtet man den als Z-Vektor gegebenen projektiven Charakter und
durchliuft alle Z-Vektoren mit nichtnegativen Eintridgen, die komponen-
tenweise nicht gréfer als der gegebene Vektor sind. Fiir alle diese Vektoren
untersucht man, ob sie im Kern von « liegen, und gibt die Liste derer, die
im Kern liegen, zuriick.

Ein entsprechendes GAP-Programm fiir die kleineren Beispiele und einfache
C-Programme fiir die Fille, in denen die GAP-Routine keine akzeptablen
Laufzeiten mehr geboten hat, wurden vom Verfasser entwickelt und einge-
setzt.

Als ein Beispiel fiir die Anwendung sei wieder 5.2.5. erwéhnt. Leider ist die
Laufzeit dieser Methode exponentiell in der Anzahl der Eintriage des gegebe-
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nen Vektors, so dafl sie zwar fiir die meisten der in der vorliegenden Arbeit
untersuchten Beispiele ausreicht, fiir einige aber an die Grenzen ihrer Ein-
satzfahigkeit stofit, was die Laufzeiten angeht.

Insbesondere stellt sich heraus, dafl dieses Verfahren zur Bestimmung der
®y-modularen Zerlegungszahlen fiir die Algebra H(Fjg) keinesfalls ausreicht.
Im folgenden soll nun eine verfeinerte Methode beschrieben werden, die auch
dieses Beispiel, siehe 12.2.5., angreifbar gemacht hat. Die Idee hierbei ist,
weitere notwendige Bedingungen an mutmafliche projektive Summanden
eines gegebenen projektiven Charakters zu stellen. Wie bereits in 4.4. aus-
gefithrt wurde, ist die Einschrankung eines projektiven Charakters auf eine
parabolische Teilalgebra H' wiederum projektiv. Ein projektiver Summand
muf also nicht nur im Kern der oben betrachteten Resteabildung « liegen,
sondern unter Einschrinkung auf eine parabolische Teilalgebra H' muf sich
ein Charakter ergeben, der in dem von den projektiv-unzerlegbaren Cha-
rakteren von H' aufgespannten Untergitter der Grothendieck-Gruppe liegt.
In der hier vorliegenden Situation H = H(FEg) wird es iibrigens ausreichend
sein, die parabolische Teilalgebra H' = H(FE7) zu betrachten.

4.6.4. Das verfeinerte Verfahren macht mafigeblich vom LLL-Algorithmus
und seinen Verfeinerungen und Anwendungen Gebrauch. Diese werden in
der vorliegenden Arbeit unter dem Begriff LLL-Algorithmus subsummiert,
obschon es sich im strengen Sinne um mehrere verwandte Verfahren handelt,
die von verschiedenen Autoren entwickelt wurden. Die notwendigen Details
findet man etwa in [12], Abschnitte 2.6. und 2.7. Der LLL-Algorithmus be-
stimmt fiir ein in einen euklidischen Raum eingebettetes Z-Gitter, das durch
ein Erzeugendensystem gegeben ist, eine Gitterbasis aus Vektoren kleiner
Norm. Auflerdem erhélt man eine Basis fiir den Raum der Relationen, die
zwischen den gegebenen erzeugenden Vektoren bestehen, und zu jedem der
neu gefundenen Basisvektoren wird eine Darstellung in den gegebenen er-
zeugenden Vektoren, die natiirlich nicht eindeutig sein muf}, angegeben. Die
hier benétigten allgemeinen LLL-Reduktionsroutinen sind bereits in GAP
implementiert. Die weiteren speziellen Programme, wie der unten erwéahn-
te Zassenhaus-Algorithmus, ein partieller Elementarteileralgorithmus, und
auch die die notigen Verkniipfungen zwischen den Datenstrukturen schaf-
fenden Routinen wurden vom Verfasser hinzugefiigt.

Es sei wieder ein projektiver Charakter als Z-Linearkombination der irre-
duziblen Charaktere mit nichtnegativen Koeffizienten gegeben.
Natiirlich betrachtet man bei den im folgenden beschriebenen Rechnungen
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nur diejenigen irreduziblen Charaktere, die in der Darstellung des gegebe-
nen projektiven Charakters auch vorkommen. Da im Falle der ®3-modularen
Zerlegungsabbildung zueinander duale nicht-exzeptionelle Charaktere glei-
che Zerlegungszahlen besitzen, wie aus der Definition 2.2.5. der Dualitdt und
[30], Satz 2.4.4., folgt, reicht es hier aus, statt der irreduziblen Charaktere
Bahnsummen von Charakteren unter der Dualitétsoperation zu betrachten.
Hierbei werden die Charaktere xe0 = X(512,12)> X59 = X(512,11) von H(Er)
und xe2 = X (4096,12)» X63 = X (4096,26)s X105 = X(4096,11)> X106 = X(4096,27) VO
H(FEjg) als exzeptionelle Charaktere bezeichnet.

Man hat zunéchst wieder die schon oben beschriebene Resteabbildung o ge-
geben als einen Homomorphismus freier abelscher Gruppen. Betrachtet man
die a-Bilder der Basisvektoren des Definitionsbereichs, also der irreduziblen
Charaktere von H, als erzeugende Vektoren eines Z-Gitters im Zielbereich,
so ergibt die vom LLL-Algorithmus bestimmte Basis des Relationenraums
durch Multiplikation mit den gegebenen erzeugenden Vektoren eine Basis fiir
den Kern von «. In dem in 4.6.3. beschriebenen Verfahren wurden nun alle
Vektoren gesucht, die komponentenweise durch den gegebenen Vektor ma-
jorisiert werden und im Kern von « liegen. Idee der nachfolgenden Schritte
ist es, den Suchraum auf ein Z-Untergitter dieses Kerns zu verkleinern.

Die Einschrinkungsabbildung r» von H zur Unteralgebra H' ist wie die In-
duktionsabbildung ein Homomorphismus der jeweiligen Grothendieck-Grup-
pen. Wie die Induktion ist auch die Restriktion von H nach H’ mit der
Spezialisierungsabbildung D; vertauschbar. Aulerdem sind Induktion und
Restriktion zueinander adjungierte Funktoren. Also wird die Restriktions-
matrix, das heifit, die Matrix der Abbildung r beziiglich der kanonischen
Basen bestehend aus den irreduziblen Charakteren, durch die Transponier-
te der schon in 4.4.4. betrachteten Induktionsmatrix gegeben.

Man bestimmt ein Erzeugendensystem des Schnittes S des Bildes von r
mit dem Gitter, das von den projektiv-unzerlegbaren Charakteren von H’
aufgespannt wird. Dazu benutzt man etwa den aus der linearen Algebra be-
kannten Zassenhaus-Algorithmus, der sich natiirlich wortlich vom Fall des
Vektorraums auf den eines Z-Gitters {ibertragen 1éft. Eine Basis fiir S fin-
det man wieder mittels des LLL-Algorithmus.

Jetzt bestimmt man, wieder mittels LLL-Algorithmus, eine Basis B fiir das
Bild von r und eine Darstellung der Basisvektoren in den gegebenen Erzeu-
gern, das heifft hier natiirlich den Bildern der irreduziblen Charaktere von H
unter r. Auflerdem erhilt man aus dem dabei gefundenen Relationenraum



Zu den Rechnungen 55

eine Basis C fiir den Kern von r, wie es oben schon im Falle der Abbildung
a erklart wurde. Nun schreibt man die Vektoren in der oben bestimmten
Basis fiir S als Z-Linearkombinationen in der soeben gefundenen Basis B.
Der letztgenannte Schritt erfolgt mit einem p-adischen Zerlegungsalgorith-
mus, der auf R. Parker und J. Dixon zuriickgeht und etwa in [40], Abschnitt
V., dort DEC-Algorithmus genannt, oder [56], Abschnitt 3.8., beschrieben
wird, inzwischen aber auch in GAP verfiigbar ist.

Nun hat man eine Basis fiir S als Z-Linearkombinationen in B und B wie-
derum als Z-Linearkombinationen in den r-Bildern der irreduziblen Cha-
raktere von H geschrieben. Nimmt man nun die entprechenden Z-Linear-
kombinationen der irreduziblen Charaktere von H, fiigt diese mit der oben
gefundenen Basis C' des Kerns von r zusammen, so erhdlt man mit dem
Homomorphiesatz eine Basis fiir das Urbild »~1(5).

Schliefflich bestimmt man noch mit Hilfe des Zassenhaus-Algorithmus ein
Erzeugendensystem und mittels LLL-Algorithmus eine Basis fiir den Schnitt
T von r~1(S) mit dem Kern der Resteabbildung . Damit ist der Suchraum
auf ein Untergitter des urspriinglich zu betrachtenden Gitters reduziert.

Um nun mogliche Summanden des gegebenen projektiven Charakters zu fin-
den, bieten sich zwei Moglichkeiten an. Zum einen kann man alle Vektoren
von 1" aufzdhlen, deren euklidische Norm kleiner als die des gegebenen Vek-
tors sind, und unter diesen dann diejenige heraussuchen, die nicht-negative
Eintrdge haben und komponentenweise von dem gegebenen Vektor majori-
siert werden.

Die Vektoren eines Gitters mit einer durch eine vorgegebene Schranke be-
schrinkten Norm kann man mit der Fincke-Pohst-Variante des LLL-Algo-
rithmus bestimmen, siehe [12], Abschnitt 2.7.7. Diese Variante ist bereits in
GAP implementiert. Leider ist dieser Algorithmus ebenfalls exponentiell in
der Normschranke, so dafi fiir einige Beispiele dieses Verfahren noch immer
nicht ausreichend gewesen ist.

Anstatt alle Vektoren kleiner Norm zu suchen, und unter diesen dann die
moglichen Summanden, die ja alle nichtnegative Vektoren sind, kann man
mit der folgenden Idee direkt alle Vektoren mit nichtnegativen Eintréigen,
die komponentenweise durch den gegebenen Vektor majorisiert werden, be-
stimmen.

In den folgenden Betrachtungen werden die behandelten Vektoren als Zei-
lenvektoren aufgefaflt. Zunéichst bringt man die gefundene Basis mittels ei-
nes partiellen Elementarteileralgorithmus mit Z-invertierbaren Zeilenum-
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formungen auf Dreiecksgestalt. Man kann dann alle Vektoren in dem von
der Basis aufgespannten Z-Gitter aufzéhlen, fiir die die Bedingung an die
Eintrége in den Pivot-Spalten gilt. Fiir diese mufi man dann noch die Be-
dingung in allen anderen Spalten nachweisen. Zur Umsetzung dieser Idee ist
ein geeignetes C-Programm vom Verfasser geschrieben und auch eingesetzt
worden.

Die oben beschriebenen Ideen zum Auffinden von projektiven Summanden
eines gegebenen projektiven Charakters haben sich fiir die in der vorlie-
genden Arbeit vorkommenden Beispiele als ausreichend erwiesen, die unten
dargestellten Ergebnisse zu erhalten.

4.7. Fongs Lemma

P. Fong hat in [23], Lemma 1.1., gezeigt, dal fiir endliche Gruppen das
von den projektiv-unzerlegbaren Charakteren aufgespannte Gitter bereits
von den projektiven Charakteren, die man durch Induzieren der projektiv-
unzerlegbaren Charaktere aller echten Untergruppen erhilt, erzeugt wird.
Dabei kann man sich natiirlich auf Induzierte von maximalen Untergrup-
pen beschrianken. Ein Ersatz dafiir in der hier vorliegende Situation wére
wiinschenswert fiir eine a priori Abschiatzung fiir den Rang der Zerlegungs-
matrix, das heift, fiir die Anzahl der projektiv-unzerlegbaren Charaktere.
Ohne Kenntnis der irreduziblen Charaktere, wie im Fall H(Eg), ist dieser
Rang nicht von vorneherein bekannt. Leider ist dem Verfasser, was Iwahori-
Hecke-Algebren angeht, nur ein schwacher Ersatz des Resultats aus [23]
bekannt, der hier trotzdem erwidhnt werden soll. Insbesondere liefert dieses
Kriterium fiir den schwierigen Fall der ®s-modularen Zerlegungsabbildung
fir H(Esg) (leider) keine Aussage. Ausgangspunkt ist der folgende Satz.

4.7.1. Satz. (Solomon)
Es seien (W, S) eine endliche Coxeter-Gruppe mit Signumsdarstellung sgn.

Dann gilt
sgn = Z(—D"" ().
JCS

Beweis. Siehe [65]. 8

Damit folgt fiir alle Charaktere x von W:

x®@sgn= > (=) (ew,)"
JCS
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Bezeichnet x* den zu x dualen Charakter, so hat man unter Verwendung
der Spezialisierung D, fiir die generische Iwahori-Hecke-Algebra H zu W:

X =3 (=DM (xm,)",

JCS

also

X = (=D = ST (=) ()"
JCS

4.7.2. Nun sei ® ein projektiver Charakter von H. Man unterscheidet die
Fille |S| ungerade und |S| gerade.

Im Fall, da8 | S| ungerade ist, ist dann ®+ ®* in dem von induzierten projek-
tiven Charakteren aufgespannten Gitter. Induziert man also alle projektiv-
unzerlegbaren Charaktere von allen maximalen parabolischen Teilalgebren
nach H und bildet fiir jeden von diesen die Bahnsumme unter der Dualitét,
so hat das so erhaltene Gitter einen Rang, der gleich der Summe der Anzahl
von Paaren nicht selbstdualer projektiv-unzerlegbarer Charaktere und der
Anzahl der selbstdualen projektiv-unzerlegbaren Charaktere ist.

Analog erhilt man im Fall, daB | S| gerade ist, durch Ubergang zu alternieren-
den Bahnsummen die Anzahl der nicht selbstdualen projektiv-unzerlegbaren
Charaktere.

4.8. Konstruktion von Darstellungen: Spiegelungsdarstellung

Zur vollstdndigen Bestimmung von Zerlegungsmatrizen reicht die Betrach-
tung von Charakteren im allgemeinen nicht aus. Daher werden in diesem und
den néchsten Abschnitten Methoden beschrieben, wie explizit Matrixdar-
stellungen fiir Iwahori-Hecke-Algebren bestimmt und untersucht werden koén-
nen.

Zunéchst sei noch einmal an die in Bemerkung 2.2.4. erwdhnten linearen
Darstellungen, die Signumsdarstellung und die Indexdarstellung, erinnert.

4.8.1. Spiegelungsdarstellung. Es sei (W,.S) eine klassische oder ex-
zeptionelle Coxeter-Gruppe. Aus den Betrachtungen in [3], Abschnitt V.4.,
folgt, daBB W eine @-Darstellung vom Grad |S| besitzt, fiir die eine W-
invariante symmetrische Bilinearform exisitiert, so dafl die Erzeuger s € S
von W beziiglich dieser Bilinearform wie Spiegelungen operieren. Auflerdem
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kann man fiir die Standarderzeuger s € S explizit darstellende Matrizen an-
geben. Diese Darstellung wird auch Spiegelungsdarstellung von W genannt.
Ist W eine unzerlegbare Coxeter-Gruppe, so ist ihre Spiegelungsdarstellung
sogar irreduzibel.

Die unter der Spezialisierungsabbildung D1, siehe 3.7.7., zu dieser Darstel-
lung korrespondierende Darstellung der generischen Iwahori-Hecke-Algebra
Hg () wird ebenfalls als Spiegelungsdarstellung bezeichnet. In [14], Propo-
sition 9.8., haben C. Curtis, N. Iwahori und R. Kilmoyer gezeigt, daf sich
die in [3] angegebene Konstruktion fiir Hg,) verallgemeinern 1&ft. Aufer-
dem lassen sich auch hier fiir die Erzeuger {Ts;s € S} von Hy(,) explizit
darstellende Matrizen angeben.

4.8.2. Antisymmetrische Potenzen. Das @ (v)-Tensorprodukt zweier
Darstellungen von Hg(,) ist im allgemeinen nicht wieder ein Darstellungs-
raum fiir Hgp(,) unter der Diagonaloperation der Erzeuger {7s}. Im Falle
der Spiegelungsdarstellung von Hg,) kann aber nach [14], Satz 9.13., jede
antisymmetrische Potenz wieder zu einer Darstellung von Hg,) gemacht
werden. Auch hier kénnen darstellende Matrizen fiir die Erzeuger {7} ex-
plizit angegeben werden.

In CHEVIE sind bereits Routinen vorhanden, die diese Konstruktion aus-
fithren. Aulerdem zeigen die Betrachtungen in [14], daf die Bildung der an-
tisymmetrischen Potenzen und die Spezialisierung 3.8.5. in einen endlichen
Korper miteinander vertauschbar sind. Damit kann diese Konstruktion iiber
einem endlichen Korper auch mit der MeatAxe durchgefiihrt werden.

Die so erhaltenen k-ten antisymmetrischen Potenzen ergeben fiir 0 < k < |S]|
paarweise verschiedene irreduzible Darstellungen von Hg,). Aulerdem zeigt
die Konstruktion in [14], daB der Ubergang zu einer antisymmetrischen Po-
tenz und die Spezialisierung D7 miteinander kommutieren. Also ist auch die
Parametrisierung der so gewonnenen neuen Darstellungen leicht zu bestim-
men.

Spiegelungsdarstellungen und ihre Potenzen spielen etwa in 12.1. eine Rolle.

4.9. Konstruktion von Darstellungen: Zelldarstellungen

4.9.1. Zelldarstellungen. In [45], Satz 1.3., haben D. Kazhdan und
G. Lusztig fiir den Fall gleicher Parameter {cs} eine Methode beschrieben,
weitere Darstellungen von Hg,) zu konstruieren. Die Idee hierbei ist, eine
kanonische Filtrierung der reguléren Darstellung von Hg(,) zu beschreiben.
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Diese beruht auf dem Konzept der Linkszellen, die zugehorigen Darstellun-
gen werden deshalb auch als Linkszelldarstellungen bezeichnet. Die Kon-
struktion von darstellenden Matrizen fiir die Erzeuger {75} wird algorith-
misch auf die Bestimmung von Kazhdan-Lusztig-Polynomen zuriickgefiihrt.
Deren Existenz wird in [45], Satz 1.1., gezeigt, wobei die Analyse des Be-
weises eine rekursive Methode zu ihrer Berechnung angibt.

Wie sich zeigt, werden die hierzu erforderlichen Rechnungen schnell sehr auf-
wendig, man vergleiche etwa die entsprechenden Bemerkungen in [7]. Eine
Anwendung von Zelldarstellungen fiir den Fall H(Ds) findet man in 12.1.

4.9.2. Zelldarstellungen fiir H(A,). Im Falle der Algebra H(A,) ist
die Bestimmung der Linkszellen besonders einfach, da sie auf einen kombina-
torischen Prozef} zuriickgefithrt werden kann. Eine Anwendung der nachfol-
gend beschriebenen Methoden auf die Algebra H(Ag) findet man in 8.4.4.
Die Coxeter-Gruppe W = W (A,,) ist isomorph zur symmetrischen Grup-
pe Sp+1 auf n 4+ 1 Punkten. Die Linkszellen von W koénnen mittels der
Robinson-Schensted-Abbildung beschrieben werden. Dabei wird jedem Ele-
ment von m € W, also jeder Permutation auf n 4+ 1 Punkten, durch ein
kombinatorisches Verfahren ein Standardtableau P(m) zugeordnet. Das ei-
nem Tableau zugrundeliegende Young-Diagramm beschreibt in natiirlicher
Weise eine Partition von n + 1. Die Details hierzu findet man etwa in [46],
Abschnitt 5.1.4.

4.9.3. Satz. (Barbasch, Vogan)
m, 7' € W sind genau dann Elemente derselben Linkszelle, falls

Beweis. Siehe [1]. i

Mit [46], Satz 5.1.4.A., kann man die Menge aller Permutationen, die unter
der Robinson-Schensted-Abbildung auf ein vorgegebenes Standardtableau
abgebildet werden, und damit die Linkszellen, ebenfalls durch ein kombina-
torisches Verfahren bestimmen. Der Verfasser dankt M. Schoénert, der ein
entsprechendes GAP-Programm zur Verfiigung gestellt hat.

AuBlerdem kann man fiir H(A,,) die von den Linkszellen getragenen Darstel-
lungen genau beschreiben. Zunéchst hat man den folgenden Satz.
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4.9.4. Satz. (Kazhdan, Lusztig)
Die Linkszelldarstellungen von Hg(,)(A;) sind irreduzibel und jede irredu-
zible Darstellung von Hg(,)(A,) kann so erhalten werden.

Beweis. [45], Satz 1.4. il

Die gewohnlichen irreduziblen Darstellungen £ von W stehen in Bijektion
zu den Partitionen 3 von n+1, wie die entsprechenden Ausfithrungen zu [43],
Satz 2.1.11., zeigen. Nun gibt der nichste Satz iiber die Parametrisierung
von Linkszelldarstellungen Auskunft.

4.9.5. Satz. Es sei L eine Linkszelle von W, auf der die Darstellung E(3)
lebt. Aulerdem sei 7 € L. Dann gehort das P(7) zugrundeliegende Young-
Diagramm zur Partition .

Beweis. In [54], Abschnitt 4.2., wird von G. Lusztig das Konzept der
Familien von irreduziblen Darstellungen beschrieben. Weiter wird dort in
Abschnitt 4.4. gezeigt, dafl im Falle des Typs A, zwei irreduzible Darstel-
lungen von W genau dann in einer Familie liegen, wenn sie isomorph sind.
Weiter haben D. Barbasch und D. Vogan in [1] gezeigt, dafl zwei irreduzible
Darstellungen genau dann in derselben Familie liegen, wenn sie auf dersel-
ben zweiseitigen Zelle leben, siehe auch die Bemerkungen in [54], Abschnitt
5.15. Schliefllich wird in [1] noch gezeigt, dafl zwei Elemente 7,7’ € W ge-
nau dann in derselben zweiseitigen Zelle liegen, wenn die Tableaux P(7) und
P(7') dasselbe zugrundeliegende Young-Diagramm besitzen. Also wird da-
durch jedem Isomorphietyp von Linkszelldarstellungen fiir H(A,,) eindeutig
eine Partition von n + 1 zugeordnet, die nicht von der gewéhlten Linkszelle
abhingt.

Nun wéhlt man ein geeignetes Element w. Dazu beachtet man zunéchst,
daf die irreduziblen Komponenten aller parabolischen Untergruppen wieder
vom Typ A,, sind. Die parabolischen Untergruppen stehen ebenfalls in Bi-
jektion zu den Partitionen von n + 1. Wie die Ausfithrungen zu [43], Satz
2.1.11., zeigen, kommt die Darstellung F(3) dabei als Konstituent in der
von der parabolischen Untergruppe W (3*) induzierten Signumsdarstellung
vor. Dabei bezeichnet 3* die zu 8 duale Partition.

Jetzt sei 7 das lingste Element der Untergruppe W (3*). Dann folgt aus den
Ausfithrungen in [54], Abschnitt 5.16., dafl die 7 enthaltende Linkszelle L ge-
rade die Darstellung F(/3) trigt. Nun wendet man die Robinson-Schensted-
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Abbildung auf 7 an und findet fiir das Young-Diagramm von P(7) gerade
(B*) =B i

4.10. Der VectorEnumerator

Der VectorEnumerator erweist sich als ein fiir diese Arbeit sehr wichtiges
Hilfsmittel zur Konstruktion und Untersuchung von Darstellungen, insbe-
sondere auch iiber Kérpern der Charakteristik 0. In diesem Abschnitt sollen
die formalen Ideen, die zu diesem Algorithmus fiithren, angesprochen werden.
AuBerdem wird beschrieben, wie der VectorEnumerator in der hier vorliegen-
den speziellen Situation eingesetzt werden kann.

Der Verfasser dankt W. Nickel fiir einige anregende Diskussionen zu Wesen
und Wirken des VectorEnumerator-Programms. Die hier gew&hlte Darstel-
lung ist der von S. Linton in [51] entlehnt.

4.10.1. Es seien F ein Korper und H eine F-Algebra mit Einselement 1,
die durch eine endliche Prisentation

H = (T| |R(T)>F—A1gebra

als assoziative Algebra mit 1 gegeben ist. Das heifit, die Elemente der end-
lichen Menge T sind freie Erzeuger einer assoziativen Algebra und R(T') ist
eine endliche Teilmenge der von T erzeugten freien Algebra. R(T') sind al-
so Summen von Produkten der Erzeuger T. Dann ist H die Faktoralgebra
dieser freien Algebra nach dem von R(T) erzeugten Ideal.

Weiter sei
M = (E||r(E)) g _Modul

ein endlich prasentierter H-Modul. Analog betrachtet man hier also den von
der endlichen Menge E erzeugten freien H-Rechtsmodul

F(E) := ®pep(b- H).

Dieser ist eine direkte Summe von Untermoduln b- H, die alle isomorph zum
Modul Hp sind, also der Menge H, auf der H durch Rechtsmultiplikation
operiert. Weiter ist 7(E) eine endliche Teilmenge von F'(E), also eine Menge
von Ausdriicken der Form

> b hy mit by € H.
bel
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Dann ist M der Faktormodul des freien H-Moduls F'(E) nach dem von r(E)
erzeugten H-Untermodul.

Die vom VectorEnumerator durchgefiihrte Aufgabe wird nun durch den fol-
genden Satz beschrieben.

4.10.2. Satz. (Linton)

Es seien H und M wie oben gegeben. Falls M eine endliche F-Dimension
hat, so terminiert der VectorEnumerator und gibt eine F-Basis fiir den H-
Modul M und darstellende Matrizen fiir die Erzeuger T' von H beziiglich
dieser Basis zuriick.

Beweis. Siehe [51], Abschnitt 1. i

Zunichst noch einige Bemerkungen zum Prinzip des Algorithmus, diese sind
[50], Abschnitt 2, entlehnt. Dort findet man auch mehr Details.

Wihrend des Algorithmus wird, beginnend mit den gegebenen Modulerzeu-
gern F, eine Menge B von Vektoren generiert, die, wenn der Algorithmus
terminiert, eine F-Basis von M bildet. Auf B werden nun die Algebrenre-
latoren R(T") angewendet. Dabei miissen sukzessive Produkte der Form b - ¢
fiir b€ Bund t € T, also die Anwendung von t auf b, gebildet werden. Ist so
ein Produkt noch nicht definiert, so wird zu B ein neuer formaler Erzeuger
b’ hinzugenommen, der durch

b :=0b-t

definiert wird. Ist schlieBlich die Wirkung eines Relators R € R(T) auf ein
b € B definiert, so setzt man b- R = 0, da ja R = 0 € H gelten soll. Dies
erzwingt eine lineare Abh#ngigkeit zwischen den Elementen von B. Also
kann man eines dieser Elemente durch andere F-linear ausdriicken; dieses
kann somit aus B gestrichen werden. Ahnliche Relationen werden durch die
Modulrelatoren r(E) erzeugt. Dies wird nun solange durchgefiihrt, bis die
Wirkung aller Erzeuger in T auf alle Basiselemente in B definiert ist und
alle Relationen erfiillt sind.

Damit ist die Grundidee dieses Verfahrens beschrieben. Es folgen nun einige
Bemerkungen, wie sich der VectorEnumerator fiir die Zwecke der vorliegenden
Arbeit einsetzen liBt. Ubrigens wurde die Definition einer Iwahori-Hecke-
Algebra in 2.2.1. mit Bedacht so gewihlt, daf sie direkt als Eingabe fiir den
VectorEnumerator geeignet ist. Als Beispiel fiir die nachfolgend diskutierten
Anwendungen des VectorEnumerator moge etwa 12.1. dienen.
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4.10.3. Weder in der Formulierung der grundlegenden Idee des VectorEnu-
merator oben noch im expliziten Algorithmus wird eine Voraussetzung iiber
die Charakteristik des Grundkoérpers F' gemacht. Deshalb ist diese Methode
sowohl in endlicher, aber insbesondere auch in Charakteristik 0 anwendbar.
Insofern geht ihr Anwendungsbereich iiber den etwa der MeatAxe hinaus. In
den behandelten Beispielen werden sowohl endliche Grundkoérper als auch
Rechnungen iiber @ vorkommen.

Zum Rechnen iiber einem algebraischen Zahlkorper L als Grundkorper kann
die folgende Idee benutzt werden, mit deren Hilfe man die Rechnungen iiber
L auf Rechnungen iiber den rationalen Zahlen zuriickfithren kann. Aus den
nachfolgenden Bemerkungen wird unmittelbar klar, wie man dazu die Ein-
gaben in den VectorEnumerator modifizieren muf.

Es sei L > K eine endliche separable Korpererweiterung. Mit dem Satz vom
primitiven Element wird diese durch ein irreduzibles Polynom p(z) € K]|z]
beschrieben. Das heifit, alle Elemente von L sind als K-Polynome in der
erzeugenden Wurzel ¢ von p(z) darstellbar.

Weiter sei Hy, := (T||R(T)) eine endlich présentierte L-Algebra. Man be-
trachtet die um einen weiteren formalen Erzeuger ergéinzte Menge

T:=TU {z}.

Die in den Relatoren in R(7T) vorkommenden Koérperelemente, also Poly-
nome in (, werden durch die entsprechenden Polynome in z ersetzt, damit
erhélt man einen Satz von Relatoren R(T', z) und setzt noch:

R(T) := R(T,2) U{p(2); 2t — tz fiir alle t € T}.

Damit gilt der folgende Satz.

4.10.4. Satz. Es seien Hy die durch die folgende Priisentation
Hy = (T||R(T))

gegebene K-Algebra und (Hp)g die durch Einschrinken des Skalarbereichs
als K-Algebra aufgefafite Algebra Hy. Dann gilt:

(Hp)g = Hy als K-Algebren.
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Beweis. Es sei Hr(T) die von der Menge T' erzeugte freie assoziative L-
Algebra. Diese kann als K-Algebra (H(T'))x aufgefalt werden. Dann wird
durch

t—tund 2z — ¢

ein K-Algebren-Isomorphismus
Y (T||p(2), 2t — tz fiir alle t € T) — (Hp(T))x

definiert. Weiter wird das Ideal (R(T')) < Hr(T) in (H(T))k erzeugt unter
der Wirkung von (Hr(T'))x zusammen mit der Skalaroperation der Primi-
tivwurzel . Dieses Ideal entspricht also via 1~! dem Idealerzeugnis von
R(T, z) im Urbildbereich von . il

4.10.5. Korollar. Ist auflerdem M := (E||r(E)) ein endlich prisentierter
Hp-Modul, so sei analog zu oben r(E, z) die durch Ersetzen der Primitivwur-
zel ¢ durch z entstehende Menge. Unter dem in obigem Beweis angegebenen
Isomorphismus erhélt man also

My := (El[r(E, 2))

als Priisentation des Moduls M, aufgefait als Modul fiir Hyx = (Hp)k.

4.10.6. Es sei M := (E||r(E)) ein endlich prisentierter Modul fiir die F-
Algebra H. Es ist klar, dal durch Hinzufiigen zusétzlicher Relatoren zu der
Menge r(FE) ein Faktormodul von M definiert wird.

Jetzt seien R(T) eine Menge von F-Algebren-Relatoren und

i = H/(R(T))

die zu dem von R(T) erzeugten Ideal gehdrende Faktoralgebra. Auerdem
wihlt man eine Menge E von freien H-Modulerzeugern, die in Bijektion zu
E steht. Dann erhélt man aus r(E) in natiirlicher Weise H-Modulrelatoren

7(E) und die H-Modulprisentation
M := (E[|F(E)).

Da H ein epimorphes Bild von H ist, kann man M wieder als H-Modul
auffassen. Damit gilt:

4.10.7. Satz. Der als H-Modul aufgefaite Modul M ist ein epimorphes
Bild des H-Moduls M.
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Beweis. Der endlich prasentierte H-Modul M ist der Faktormodul des
freien H-Moduls
F(E) = @&pep(b- H)

nach dem von den Relatoren r(E) erzeugten Teilmodul. Nun betrachtet man
noch
N :=r(E)y + @perb- (R(T)) < F(E),

wobei r(E)g den von den Modulrelatoren erzeugten Teilmodul von F(FE)
und (R(T')) das von R(T) in H erzeugte Ideal bezeichnet. Nun ist F(E)/N
ein Faktormodul von M und kann als H-Modul aufgefafit werden. Anderer-
seits ist

F(E)/ @erb- (R(T)) < F(E)

gerade der von E erzeugte freie H-Modul. Also ist F (E)/N der Faktormodul
dieses freien Moduls nach dem von #(E) erzeugten H-Teilmodul. i

Ist also die Algebra H durch eine endliche Prisentation gegeben, so kann
man Faktormoduln eines endlich prasentierten H-Moduls M dadurch defi-
nieren, und mittels des VectorEnumerator auch bestimmen, indem man zu der
gegebenen Prisentation fiir H weitere Algebren-Relatoren hinzufiigt. Dies
wird sich spéter als niitzlich zum Beweise der Existenz oder Nichtexistenz
von gewissen Teilmoduln erweisen.

4.10.8. Im Falle von Iwahori-Hecke-Algebren ist eine Prisentation fiir die
untersuchte Algebra per definitionem gegeben. Damit stellt sich natiirlich
die Frage, wie man geeignete Modulprésentationen erhalten kann. Die Stan-
dardbeispiele sind die folgenden.

Es seien fiir einen H-Modul M eine F-Basis B = {b1,...,b,} und darstel-
lende Matrizen D(t) = [d;;(t)] fiir die Erzeuger ¢t € T' beziiglich dieser Basis
bekannt. Es werde Zeilenkonvention vorausgesetzt. Nun betrachtet man die
Teilmenge

r(B) := {b; - Zb dij(t); firallei=1,...,nund t € T} C F(B)
des von B erzeugten freien H-Moduls.

4.10.9. Satz. Esist M als H-Modul endlich préisentiert durch
M = (B||r(B))-
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Beweis. Da M von B sogar als F'-Vektorraum erzeugt wird, und die Rela-
toren per Konstruktion in M verschwinden, ist M ein epimorphes Bild von
(B||r(B)). AuBerdem folgt aus der Gestalt der Relatoren, daf (B||r(B)) eine
durch n beschrinkte F-Dimension hat, und damit die Behauptung. f

4.10.10. Schliefllich sei noch beschrieben, wie man den VectorEnumera-
tor zur Induktion von Darstellungen einsetzen kann. Auch hier wird aus
den nachfolgenden Bemerkungen sofort klar, welche Eingangsdaten dazu
zur Verfiigung gestellt werden miissen. Zunéchst einige Vorbemerkungen.

Es sei H eine F-Algebra, die durch eine endliche Priasentation gegeben ist.
Ferner seien H' < H eine Unteralgebra mit 1, deren Erzeuger 7" als Worter
in den Erzeugern T von H gegeben sind, und N ein H'-Modul gegeben durch
eine endliche H'-Modulpriisentation:

N = (E'|lr'(E")).

Wie oben beschrieben kann so eine Présentation etwa aus darstellenden Ma-
trizen fiir die Erzeuger T’ gewonnen werden. Nun mochte man die Operation
von H' auf N zu einer von H ‘ausweiten’. Die formale Konstruktion, die dies
bewirkt, ist die Bildung des Tensorprodukts N ®p H. Der so entstehende
H-Modul wird auch als der induzierte Modul bezeichnet.

Nun betrachtet man eine Menge E freier H-Modulerzeuger, die in Bijek-
tion zu den freien H'-Modulerzeugern E’ steht. Identifiziert man nun H’
mit einer Teilmenge von H, so erhilt man in natiirlicher Weise aus den
H'-Modulrelatoren r’/(E’) eine Menge r(FE) von H-Modulrelatoren. Damit
gilt:

4.10.11. Satz. Der induzierte Modul N ® g H besitzt die folgende Présen-
tation:
N @y H = (E||r(E)).

Beweis. Nach Voraussetzung ist N als H'-Modul isomorph zum Faktor-
modul des von E’ erzeugten freien H'-Moduls
FI(E') = @pepr (b- H')

nach dem von den Relatoren ' (E’) erzeugten H'-Teilmodul (r'(E"))g. Also
hat man
N ®H/ H= {F/(El)/<T/(El)>H/} ®Hl H.
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Nun ist der Tensorfunktor ? ® g H ein rechtsexakter Funktor, siehe etwa
[35], Proposition I11.7.3. Also ist das Tensorieren mit der Bildung des Fak-
tormoduls vertauschbar:

N @y H={F(E) @y H}/{(r'(E")n @n H}.

Offenbar ist F'(E') @ g H gerade der von E erzeugte freie H-Modul F(E)
und (r'(E")) g ®@pg H ist der von r(E) erzeugte H-Teilmodul von F(F).
Damit hat man also

N @ H=F(E)/(r(E))u.
f

4.10.12. Bemerkung. Ist H als H'-Linksmodul sogar frei von endlichem
Rang und hat N eine endliche F-Dimension, so gilt

dimp(N ®@g H) = Rangy/ (H) - dimp(N).

In den in der vorliegenden Arbeit vorkommenden Anwendungen wird H
eine Iwahori-Hecke-Algebra und H' eine parabolische Teilalgebra sein. Nach
Bemerkung 4.4.2. ist in diesem Fall H als H'-Linksmodul frei von endlichem
Rang.

4.11. Der Satz von Zassenhaus

Die Aufgabe wird spéter darin bestehen, die mit den oben beschriebenen Me-
thoden gewonnenen expliziten Darstellungen zu untersuchen, um etwa die
Existenz oder Nichtexistenz von gewissen Teilmoduln oder Faktormoduln
nachzuweisen. Besonders in Charakteristik 0 stellt sich dabei als schwie-
rig heraus, Unterstrukturen von Moduln in den Griff zu bekommen. Das
nachfolgend angegebene Kriterium erweist sich in dieser Hinsicht als sehr
niitzlich. Als Beispiel fiir seine Anwendung moge wieder 12.1. dienen.

Es sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkérper K und maxi-
malem Ideal . Ferner sei M ein R-freier R-Modul.

4.11.1. Definition. Ein R-Teilmodul N von M heifit R-rein, falls
Npop=NnNMgp

gilt.
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4.11.2. Bemerkung. Aus der Definition folgt wegen
(N+Mp)/Mp=N/(NNMgp)= N/Ngp,

da die Reduktion von N modulo g als Teilmodul in der Reduktion von
M vorkommt. Da zwar allgemein Np C N N Mg, aber nicht notwendig
Gleichheit gilt, kommt im allgemeinen nur ein gewisser Faktormodul der
Reduktion von N in der Reduktion von M vor.

Nun sei Hgr eine R-freie R-Algebra. An dieser Stelle wird iibrigens nicht
vorausgesetzt, dafl Hx := Hr ®gr K halbeinfach ist.

4.11.3. Satz. (Zassenhaus)
Es seien M ein R-freier Hpr-Modul und U ein Hg-Teilmodul von M ®p K.
Dann existiert ein R-reiner Hgr-Teilmodul N von M mit

NorK=U

Beweis. Der in [49], Satz 1.17.3., angegebene Beweis 148t sich wortlich auf
die hier vorliegende Situation iibertragen, da dort keine Voraussetzung iiber
die Halbeinfachheit von M @z K eingeht. i
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5. ®5-modulare Zerlegungszahlen

Mit diesem Kapitel beginnt die Beschreibung der expliziten Ergebnisse zur
Bestimmung von Zerlegungszahlen. Der Abschnitt 5.2. ist etwas ausfiihrli-
cher kommentiert als es die spéteren Abschnitte sind, hier werden auch die
im folgenden verwendeten Notationen erklirt. Da sich gewisse Schlufiweisen
in spateren Abschnitten analog wiederholen, sollte dies zum Verstdndnis
auch der spéateren Abschnitte ausreichen. Zu Details beziiglich der benutz-
ten Methoden sei auf Kapitel 4. verwiesen.

5.1. Die ®5-modularen Zerlegungszahlen fiir H(E;)

Da @15 das Poincaré-Polynom von H(FE7) nur zur ersten Potenz teilt, sind
alle nichttrivialen Blocke vom Defekt 1. Dieser Fall wurde in [27] untersucht,
dort sind auch die folgenden Zerlegungsmatrizen bestimmt worden. Sie wer-
den hier wiedergegeben, um die Reihenfolge der projektiv-unzerlegbaren
Charaktere festzulegen.

Man findet zwei zueinander duale nichttriviale Blocke, alle hier nicht vor-
kommenden Charaktere sind vom Defekt 0. Beziiglich der hier verwendeten
Numerierung und Paramterisierung der Charaktere beachte man Abschnitt
5.2.1. Verschwindende Eintrége werden durch einen Punkt ‘.” bezeichnet.

U, W, U, U, U, U,
1 (1,0)| 1 .
18| (56,3)| 1 1
39| (210,6)| . 1 1 .
52(336,11) | . . 1 1
45 | (280, 18) 11
30 | (120, 25) 11
9| (21,36) 1

21 (1,63)] 1

17| (56,30)| 1 1

40| (210,21)| . 1 1 .
51((336,14)| . . 1 1

46 | (280,9) 11

29 | (120,4) 11
10| (21,3) 1
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5.2. ®j9-modulare Zerlegungszahlen fiir H(FEj)

5.2.1. Bloécke. Zur Bestimmung einer Partition der irreduziblen Cha-
raktere in Teilmengen, die Vereinigungen von Blocken sind, verwendet man
den in 4.3. beschriebenen ‘Algorithmus’. Fiir die weiteren Rechnungen zu ei-
nem ‘Block’ wird nicht vorausgesetzt, dafl die genaue Blockeinteilung schon
bekannt ist. Aus den explizit bestimmten projektiven Charakteren und den
daraus gebildeten Zerlegungsmatrizen folgt dann mit der Charakterisierung
der Charaktere, die zu einem festen Block gehoren, in Satz 3.5.1., daf} die
so gefundene Partition schon genau die Blockeinteilung ist.

Auch in fast allen spéter behandelten Beispielen wird es so sein, dafl die mit
den notwendigen Bedingungen gefundene Einteilung der Charaktere schon
mit der Blockeinteilung identisch ist, ohne daf} jedoch explizit darauf hin-
gewiesen wird. Dies kann dann jeweils mit einem zu dem obigen Argument
analogen nachgepriift werden. Einzige Ausnahme ist der in 10.9.3. betrach-
tete Fall. Es sei noch angemerkt, dafl in den Féllen, in denen die Zerlegungs-
matrix nicht vollstdndig bestimmt wird, die moglichen Fille so gering an der
Zahl sind, dal diese durch Fallunterscheidung abgehandelt werden kénnen.
Im folgenden werden nur die nichtrivialen Blocke, das heif3t, die Blocke von
echt positivem Defekt, in Form einer Tabelle beschrieben. In dieser Tabelle
werden zu jedem Block der Defekt d, siehe Definition 3.5.3., zu nicht selbst-
dualen Blocken, siche Bemerkung 3.7.8., in der Spalte ‘dl’ der jeweilige duale
Partner und die Nummern der jeweiligen irreduziblen Charaktere angegeben.
Beziiglich der Numerierung beachte man die entsprechenden Bemerkungen
in Abschnitt 4.1. Im Sinne der Bemerkungen in 3.7.7. werden die irredu-
ziblen Charaktere einer Iwahori-Hecke-Algebra genauso parametrisiert wie
es von den Charakteren der zugehorigen Weyl-Gruppe bekannt ist. In den
unten stehenden Zerlegungsmatrizen ist zu der Nummer eines Charakters
auch jeweils diese Parametrisierung angegeben.

Nr. | d | dl | Charaktere

1 |2 1,2,5,6,8,9,15, 16,22, 23,31, 37, 38, 39,42,
43,44,56,72,73,77,78,97,98,102, 103
3,4,18,19,32,33,74,75, 83
10,11, 29, 30, 64, 65, 104
5 | 40,52, 60, 68, 80,81, 108
4 |41,51,61,69,79,82,107

QU s W N
— = =

Nun werden die einzelnen Blocke in der Reihenfolge aufsteigenden Defekts
untersucht.
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5.2.2. Block 2. Man induziert die Defekt-0-Charaktere

X4, X245, X31, X21, X22, X32, X23, X3

von H(E7), siehe 4.4., und findet nach Einschrinken auf Block 2 direkt
die folgenden projektiven Charaktere. In der nachfolgenden Matrix werden
die so gefundenen projektiven Charaktere mit Aq,..., Ag bezeichnet und
wiedergegeben als Summe von irreduziblen Charakteren. In diesem Sinne
kann man die Spaltenvektoren der nachfolgenden Matrix mit den projektiven
Charakteren identifizieren. Verschwindende Eintrige werden weiterhin durch
einen Punkt ‘.” bezeichnet.

Die hier gefundenen projektiven Charaktere sind offenbar schon unzerlegbar,
damit ist die folgende Matrix bereits die Zerlegungsmatrix.

Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8
3] @88 v . . . . .
74| (160,7)| 1 1
18| (300,8) 11
32| (840,14)| . . 1 1
83| (1344,19)| . . . 1 .
33| (840,26) 11
19| (300,44) 11
75| (160,55) 11
4] (28,68) 1

5.2.3. Block 3. Durch Induzieren der projektiv-unzerlegbaren Charak-
tere Uq,...,¥s von H(E7) und Einschrinken auf Block 3 erhélt man die
folgenden projektiven Charaktere, die auflerdem offenbar projektiv-unzer-
legbar sind.

Ay Ay Ay Ay A Ag
0] @44 1 .
29 | (700, 6)
64 | (4200,12) | . .
104 | (7168,17) | . . 1 1
65 | (4200, 24)
30 | (700,42)
11| (84,64)
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5.2.4.

Blécke 4 und 5.
findet man unter Induktion von W, ...

Analog zu den oben gemachten Bemerkungen

, Vg von H(E7) die folgende Zerle-

gungsmatrix fiir Block 3 und durch Dualisieren die fiir Block 4.

Ay Ay Ay Ay As A
68 8,1)| 1
81| (560,5)| 1 1
40 | (1344,8) 11
60 | (3200, 16) 11
108 | (4200, 21) 11
52 | (2240, 28) 11
80| (448,39) 1
A Ay Ay Ay Ay Ag
69 (8,91) .
82| (560,47)| 1 1
41 | (1344, 38) 11
61 | (3200,22) 11
107 | (4200, 15) 11
51| (2240, 10) 11
79| (448,9) 1
5.2.5. Block 1. Man induziert alle projektiven Charaktere von H(E7),

schrinkt auf Block 1 ein und findet mit der in 4.5. beschriebenen Methode,
dafl das von diesen aufgespannte Z-Gitter im Raum aller verallgemeinerten
projektiven Charaktere dieses Blocks bereits von den linear unabhéngigen
Induzierten {A}}29, der folgenden Charaktere erzeugt wird:

W1, W7, X4, X3, X65 X5, Y12, V11, Ve, Us,

X275 X285 X575 X445 X255, X435 X265 X595 X505 X49-

Dabei werden mit ¥ die in 5.1. angegebenen projektiven Charaktere und mit
x die irreduziblen Charaktere von H(E7) bezeichnet. Die hier aufgefiihrten
Charaktere von H(FE7) sind vom Defekt 0.
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(A2,
1 Loy [ 1 .
2| (1,1200] . 1 .
5 (35,2) |1 . 1 .
6| (35,74 . 1 . 1 .
8 (50,8) | . . . . 1 .
9| (0,56 | . . . . . 1 . .
15 (210,4) |1 . 1 . . . 1 1 . .
16| (210,52) | . 1 . 1 . . . . 1 1 .
2| (525,12) | . . . . . . 1 . . . 1 .
23| (525,36) | . . . . . . . . 1 . . 1 .
31| (400,200 | . . . . . . .1 . 1 . . 1 . .
37| (1050,10) | . . . . 1 . . . . . . . .1 1 . .
38| (1050,34) | . . . . . 1 . . . . . . . . .11
39| (2100,20) | . . . . . . . . . . 1 1 1 . . . . .
42 | (2688,20) | . . . . . . . . . . . . .1 .1 .1 .
43 | (1400,8) |1 . . . . . 1 1 . . . . . .1 . . .1 .
44 | (1400,32) | . 1 . . . . . . 1 1 . . . . . .1 . .1
56 | (4536,18) | . . . . . . .1 . 1 . . 1 . . . . 111
72 @123 ]2 .1 . . .1 . .
73 @12,63) | . o2 .1 . . . .1 . ...
77| @007y |1 . . .1 . .. ...
78| (400,43) | . 1 . . .1 . . . . . . ... o.1 ..
97 (2800,13) | . . . . . . 1 2 . . 1 . 1 . . . . .1 .
98| (2800,25) | . . . . . . . .1 2 . 1 1 . . . . . .1
102](3360,13) | . . . . . . .1 . . . . .11 . .11 .
103](3360,25) | . . . . . . . . .1 . . . . . 111 .1

Mit der in 4.6.3. angegebenen Methode findet man, dafl die obigen projek-
tiven Charaktere mit Ausnahme von Af, A}, AL, A}, projektiv-unzerlegbar
sind. Aufierdem stellt man mit derselben Methode fest, daf§ entweder A}
projektiv-unzerlegbar oder A} — A} projektiv und dann auch unzerlegbar
ist. Benutzung der Dualit#t zieht die analoge Aussage iiber A} und A} nach
sich.

Zur Beantwortung dieser Frage konstruiert man durch explizites Induzieren,
siche 4.10., der Indexdarstellung von H(E7) einen Modul der Dimension
240 fiir H(Eg). Dabei wird die Unbestimmte u zu einer primitiven 12-ten
Einheitswurzel iiber GF(13) spezialisiert, siche Bemerkung 3.8.5. Da die
Indexdarstellung zur generischen Iwahori-Hecke-Algebra hebbar ist, kann
man dem induzierten Modul einen Charakter von H (Es) zuordnen, hier hat
man:

X(1,0) T X(35,2) T X(112,3) T X(84,4) T X(8,1)-

Es ist bereits bekannt, da x(1,0), X(84,4) und x(g,1) unter ®;2-modularer
Reduktion irreduzibel bleiben. Fiir x (35 2) bleiben zwei mogliche Félle:
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Entweder ist x(35,2) irreduzibel, dann zerfllt
X(112,3) = 1 + 35 + 76,
oder x(35,2) ist reduzibel, dann zerfallen
X(35,2) = 1 + 34 und x(112,3) = 12 + 34 4 76.

Dabei geben Hochzahlen jeweils die Vielfachheit an, mit der ein Konstituent
in der Zerlegung vorkommmt.

Nun kann man mit der MeatAxe die Konstituenten dieses induzierten Moduls
explizit bestimmen. Man findet:

1a?, 8a, 354, 76a, 84a.

Die in 3.8.5. beschriebene Standardanwendung der Spezialisierung in einen
endlichen Korper ergibt durch Vergleich der Dimensionen der Konstituenten,
dafl x(35,2) ein P1a-modular irreduzibler Charakter ist. Somit sind

A?:= A} — A} und A3 := A — A}

projektiv. Alle anderen Basisvektoren bleiben unverindert, damit hat man
eine neue Basis wie folgt:

(A7,
1 (1,0) [ 1 .
2| (1,120) | . 1 .
5 35,2) | . . 1 .
6| @574 (. . . 1 .
8 (50,8) | . . . . 1 .
9| (0,56) | . . . . . 1 . .
5 (04| . . 1 . . .1 1 . .
16| (210,52) | . . . 1 . . . . 1 1 .
22| (325,12) | . . . . . .1 . . . 1 .
23| (525,36) | . . . . . . . .1 . . 1 .
31| (1400,20) | . . . . . . . 1 . 1 . . 1 . .
37| (050,10 | . . . .1 . . . . . . . .11 . .
38| (1050,34) | . . . . . 1 . . . . . . . . .11
39| (2100,20) | . . . . . . . . . . 1 1 1
42 | (2688,20) | . . . . . . . . . . . . .1 .1 . 1 .
43 | (1400,8) |1 . . . . . 1 1 . . . . . .1 . . .1 .
44| (1400,32) | . 1 . . . . . .11 . . . . . .1 . .1
56| (4536,18) | . . . . . . . 1 . 1 . . 1 . . . . 111
2| @231 .1 . . .1 ..
73| (12,63 | . 1 . 1 . . . .1 . ..
77| @oo,Ty | 1. . .1 ... .1
78| (400,43) | . 1 . . .1 . . . . ... . o.o.1 ..
97 | (2800,13) | . . . . . . 1 2 . . 1 . 1 . . . . .1 .
98| (2800,25) | . . . . . . . . 1 2 . 1 1 . . . . . .1
102](3360,13) | . . . . . . . 1 . . . . .11 . .11 .
103](3360,25) | . . . . . . . . .1 . . . . . 111 .1
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Nun sind A? und A% sogar unzerlegbar.

Mit Hilfe der oben gemachten Bemerkungen findet man, dafl alle moglichen
projektiven Summanden der noch nicht als unzerlegbar erkannten projekti-
ven Charaktere in dem von den bekannten projektiven Charakteren aufge-
spannten Gitter liegen. Daraus folgt, dal der Rang der Zerlegungsmatrix,
also damit die Anzahl der modular irreduziblen Darstellungen in diesem
Block, bekannt ist. Auflerdem folgt, dafl die Zerlegungsmatrix Dreiecksge-
stalt hat. Auch in allen spéiter behandelten Beispielen wird es moéglich sein,
den Rang der Zerlegungsmatrix zu bestimmen und zu zeigen, dafl Dreiecks-
gestalt vorliegt, auch ohne daf} dieses weiterhin explizit erwdhnt wird.
Damit bleiben hier die folgenden, auch fiir die spateren Beispiele typischen,

5.2.6. Offene Fragen. Analog zu den oben gemachten Bemerkungen
findet man fiir den projektiven Charakter AZ: Entweder ist A2 projektiv-
unzerlegbar oder A% — A2, ist projektiv-unzerlegbar. Die dazu duale Aussage
gilt fiir A2, und A%,.

Dieses Problem erweist sich mit den heute zur Verfiigung stehenden Ideen
und Methoden als nicht l6sbar und bleibt einer zukiinftigen Untersuchung
vorbehalten.
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6. &;p-modulare Zerlegungszahlen
6.1. Die ®jp-modularen Zerlegungszahlen fiir H(E)

Da @,y das Poincaré-Polynom von H(E7) nur zur ersten Potenz teilt, sind
alle nichttrivialen Blocke vom Defekt 1. Die folgenden Zerlegungsmatrizen
wurden ebenfalls in [27] bestimmt. Die ersten beiden der nun folgenden
Blécke sind zueinander dual.

U, W, U, U, U, U,
1 (1,0)| 1 .
0] @13 1 1
380 (189,7) . 1 1 .
57| (420,100 . . 1 1
56 | (405,15) 11
35 | (189,22) 11
16 | (35,31) 1
\117 \IJS \119 \Ijl(] \:[111 \1112
2| (1,63)] 1 .
9| (21,36)| 1 1
37|(189,20)| . 1 1 .
58 | (420,13)| . . 1 1
55| (405,8) 11
36 | (189,5) 11
15| (35,4) 1

Ay 1
1| @n2| 1 1
31| (168,6)| . 1 1 .
540 (3718,9) . . 1 1 .
53 | (378,14) 1
32 | (168,21) 11
12| (27,37) 11
3| (7,46) 1
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6.2. Die ®jp-modularen Zerlegungszahlen fiir H(Eg)

6.2.1. Blocke. Man findet wiederum mit der in 4.3. beschriebenen Me-
thode folgende Einteilung der gewohnlichen Charaktere echt positiven De-
fekts in Blocke.

Nr. ‘ d ’ dl ‘ Charaktere

1|2 1,2,3,4,10, 11, 24, 25, 31, 35, 36, 47, 50, 53,
54,55, 68,69, 79, 80, 86, 87, 93, 94, 109, 110

2 |11 3]5,9,58,64,81,92,100

3 11| 2]6,8,57,65,82,91,101

6.2.2. Blocke 2 und 3. Durch Induzieren der projektiv unzerlegbaren
Charaktere {¥,...,¥s} von H(E7) und Einschrianken auf Block 2 erhélt
man die folgenden projektiven Charaktere. Diese sind offenbar projektiv un-
zerlegbar. Es sei noch einmal an die Ergebnisse in [27] erinnert. Dualisieren
ergibt die Zerlegungsmatrix fiir Block 3.

A Ay Ay Ay Ay A
5 (35,2) | 1
s1| (5605 1 1 .
00| (3240,9)| . 1 1 .
64 | (4200,12) 11
58 | (2835,22) 11 .
92 | (1400, 29) 11
9| (50,56) 1
Ay Ay Ay Ay A5 Ag
6] (35,74 1 .
82| (560,47)| 1 1 .
101 | (3240, 31) 1 1.
65 | (4200, 24) 11
57 | (2835, 14) 11 .
91 | (1400,11) 11
8 (50, 8) 1
6.2.3. Block 1. Man induziert alle projektiven Charaktere von H (E7)

und findet mit der in 4.5. beschriebenen Methode eine Basis {A}}2°

den Induzierten von

~, aus

W, Wy, Vi3, x7, Y19, X85 Y12, Y, X18, X17;
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Wy, X465 X455 X215 X225 X415 X205 X195 X50, X49-

Wiederum bezeichnen ¥ die in 6.1. angegebenen projektiven Charaktere und
X irreduzible Charaktere von H(E7).

(A3,
1 (Lo [ 1 . .
2| @120 | . 1 . . .
3 28,8 . . 1 1 . . )
4| (2868 | . . . . 1 1 . .
10 ‘4,42 . 1 . . . 1 . .
| 464 | . 2 . .1 . .1 . .
24| (67,6) |1 . 2 1 . . . . 1 . .
25| (567,46) | . 1 . . 2 1 . . . 1 . . . )
31| (1400,20) | . . . . . . . . . .1 1 1 . .
35| (972,12) | . . . . . .1 . . . . . .1 . )
36| (972,32) | . . . . . . .1 . . . . . .1 .
47 | (3150, 18) 1. o111
50 | (4200, 18) 1. 111 .
53 | (4480, 16) 2 . o1 11
54| (2268,10) | . . . . . . . . 1 . 1 1 o 1
55 | (2268,30) | . . . . . . . . . 1 1 . 1 o 1
68 Gnl1r .1 . . . oo
69 (8,91) | . 1 . .1 ..
79 (48,9 |1 . . . . .1 . . . . . . . . .1
80| (448,39 | . 1 . . . . .1 . . . . . . . . .1
86| (1008,9) | . . 1 1 . . . . 1 . . 1 .
87 | (1008,39) | . . . . 1 1 . . . 1 . . 1 . . . . . .
93| (1400,7) |1 . 1 . . . 1 . 1 . . . . . . . . .1 .
94 | (1400,37) | . 1 . . 1 . . 1 . 1 . . . . . . . . .1
109 | (4536,13) | . . . . . . 1 . . . 1 . .1 .11 .1 .
110 | (4536,23) | . . . . . . . 1 . . 1 . . .11 .1 .1

Mit Ausnahme von Ai, A}, Al Al Al stellen sich diese Charaktere als
projektiv-unzerlegbar heraus. Dabei wird wiederum die Methode aus 4.6.3.
benutzt.

Zur Untersuchung dieser projektiven Charaktere auf Unzerlegbarkeit kon-
struiert man die Spiegelungsdarstellung von H(Eg), siehe 4.8., und wihlt
eine Spezialisierung, die die Unbestimmte u auf eine primitive 10-te Ein-
heitswurzel iiber GF(11) abbildet. Die MeatAxe zeigt dann, daf8 die so er-
haltene Darstellung irreduzibel iiber GF(11) ist.

Daraus folgt, daB Al und A} einen gemeinsamen projektiven Summanden
enthalten. Mit der Methode aus 4.6.3. stellt man fest, dafl dieser gleich

AZ = AL Al

sein muf}, auflerdem ist

AZ:= AL A2
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projektiv. Mittels Dualitdt hat man noch:
A% = AL — A und A3 := A} — A2

Jetzt betrachtet man die parabolische Teilalgebra H(Agz) x H(A4), siche
die Bemerkungen in 4.4., deren Standarderzeuger zu den Standarderzeugern
{1,2,3,6,5,7,8} von H(Es) korrespondieren. Zur Numerierung der Stan-
darderzeuger von H(Ejg) siehe die Tabelle in Satz 2.1.2.

Da &1 das Poincaré-Polynom von H(As3) x H(A4) nicht teilt, sind deren
irreduzible Charaktere vom Defekt 0, nach 3.5.4. also schon projektiv. Man
betrachtet das Tensorprodukt des Signumscharakters von H(As) und des
Indexcharakters von H(A4). Induktion nach H(Eg) und Einschrinken auf
Block 1 ergibt einen projektiven Charakter, der sich wie folgt in die bisher
gefundene Basis zerlegt:

A§+ A+ ALy — Al

Das zeigt, dafl
A = Aqy - A

projektiv ist. Damit sind alle projektiv-unzerlegbaren Charaktere gefunden.

(A7,
1 1,0y [ 1 .
2| (1,1200 ] . 1 .
3 (28,8) | . . 1 .
4| (28,68) | . . . 1 . .
10 ‘4,41 . . .1 1 . .
1] ®4,64) . 1 . . . . 1 1 .
24| (67,6) | . . 1 . 1 . . . 1 .
25| (567,46) | . . . 1 . . 1 . . 1 . . .
31| (1400,20) | . . . . . . . . . . 1 1 1 .
35| (972,12) | . . . . .1 . . . . . . .1 .
36| (972,32 | . . . . . . .1 . . . . . .1 . . .
47 | (3150,18) | . . . . . . . . . . . . . . .1 11
50 | (4200,18) | . . . . . . . . . . . . .1 1 1 . . . .
53| (4480,16) | . . . . . . . . . .1 . . . .1 . .11
54| (2268,10) | . . . . . . . . 1 . 1 1 . . . . . .1 .
55| (2268,30) | . . . . . . . . .11 . 1 . . . . . .1
68 G| . . . .1 ..
69 (8,91) | . . . .1
79| (448,9) |1 . . . .1 . . . . . . .. . 1.
80| (448,39) | . 1 . . . . .1 . . . . . . . . .1
8 | (1008,9) | . . 1 . . . . . 1 . . 1 .
87| (1008,39) | . . . 1 . . . . .1 . .1 . . . . ..
93 | (1400,7) | . . . . 1 1 . . 1 . . . . . . . . .1 .
94 | (1400,37) | . . . . . . 1 1 . 1 . . . . . . . . .1
109 | (4536,13) | . . . . . 1 . . . . . . .1 .11 .1 .
110 | (4536,23) | . . . . . . . 1 . . . . . .11 .1 .1
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7. ®g-modulare Zerlegungszahlen
7.1. Die ®g-modularen Zerlegungszahlen fiir H(E;)

Da ®g das Poincaré-Polynom von H(E7) wiederum nur zur ersten Potenz
teilt, kann auch hier auf [27] zuriickgegriffen werden. Der erste und zweite
sowie der dritte und vierte der nachfolgenden Blécke sind zueinander dual.

U,U, U, U, U,
1 (1,0)] 1 .
25| (105,6)| 1 1
4] (216,9)| . 1 1 .
481 (280,17)| . . 1 1 .
35 | (189,22) 11
9| (21,36) 1
Vg W7 Wg Wy Wy
21 (1,63)] 1 .
26 | (105,21) | 1 1
431 (216,16) | . 1 1 .
471 (280,8)| . . 1 1
36 | (189,5) 11
10| (21,3) 1
\Ijll \1112 \1113 \1114 \Ij15
4 (7] 1
29| (120,4)| 1 1 .
38 (189,7)| . 1 1
28 | (105, 15) 11
17| (56,30) 11
12| (27,37) 1

\I/16 \1117 \1118 \1119 \I/20

)
30 | (120,25)
37| (189,20) | . .
27 | (105,12)| . . 1 1
18| (56,3)
11| (27,2)
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7.2. Die ®g-modularen Zerlegungszahlen fiir H(Es)

7.2.1. Blécke. Man findet die folgende Einteilung der irreduziblen Cha-
raktere, die nicht vom Defekt 0 sind.

Nr. | d | dl | Charaktere

1 |2 1,2,5,6,13,14,22, 23,24, 25,43, 44,
45,46, 57,58, 66,67, 74, 75,88,99, 104
3,19,48, 55,89, 98
4, 18,49, 54, 90,97
10,27,30,36,73,77
11,28,29,35,72,78
40, 52,69, 100,107,110
41,51,68,101, 108, 109

N O T i W N
= T e T S =
SN Ot W

7.2.2. Blécke 2 und 3. Durch Induzieren der folgenden projektiv-un-
zerlegbaren Charaktere

Wiy, W12, W13, X405 X23

von H(E7) erhilt man direkt die nachfolgenden projektiven Charaktere fiir
Block 2. Dualisieren liefert die Zerlegungsmatrix fiir Block 3.

Al A2 A3 A4 A5
3 (28,8) | 1 .
89| (1296,13) | 1 1
48 | (2100,16) | . 1 1 .
98 | (2800,25)| . . 1 1
55 | (2268, 30) 1 1
19| (300,44) 1
A1 A2 AS A4 A5
4] (28,63)| 1 .
90 | (1296,33) | 1 1
49 | (2100, 28) 11
97 | (2800, 13) 11
54 | (2268, 10) 1 1
18| (300,8) 1
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7.2.3. Blocke 4 und 5. Durch Induzieren der folgenden projektiv-un-
zerlegbaren Charaktere
\Ijla \1127 \:[137 \Ij47 \Ij5

von H (Ey;) erhélt man direkt die Zerlegungsmatrix fiir Block 4. Dualisieren
liefert das Ergebnis fiir Block 5.

Al A2 A3 A4 A5
10 (84,4)] 1
77| (400,7)| 1 1
27 | (700, 16) 11
36 | (972, 32) 11
30 | (700,42) 11
73 | (112,63) 1
Al A2 A3 A4 A5
11| (34,64) | 1
78| (400,43) | 1 1
28| (700,28) | . 1 1 .
350 (972,12) | . . 1 1
29 | (700,6) 11
72| (112,3) 1

7.2.4. Blocke 6 und 7. Analog erhilt man aus den projektiv-unzerleg-
baren Charakteren
Wy, Wy, Was, U5, We

von H(Er) die folgenden Zerlegungsmatrizen.

Ay Ay Ay A, A
0| (1344,8) [ 1 .
100 | (3240,9)| 1 1
107 | (4200,15) | . 1
110 | (4536, 23) 11
52 | (2240, 28) 11
69|  (8,91) 1
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7.2.5.

Block 1.

Ay Ay Ay Ay A
41 (1344,38) | 1
101 | (3240,31) | 1 1
108 | (4200,21) 11
109 | (4536,13) A
51 | (2240, 10) 11
68 (8,1) 1
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Mittels der nun schon mehrfach benutzten Methode
findet man nach Induzieren aller projektiv-unzerlegbaren Charaktere von
H(E7) aus den Induzierten von

Vi, e, V11, Y15, X205 X19, Y13, Y10, ¥s5,

X7, X85 X505 X495 X335 X345 X415 X51

die nachfolgende Basis:

{Al}Z
1 1, ) 1.

2| (1,120)] . 1 .

5 (35,2) | 1 1.

6| (35,74)| . 1 1.

13| (175,12) | 1 o1

14| (175,36) 1 . 1. .

22 | (525,12) 11

23 | (525,36) 1.1

24 | (567,6) 2 1.1

25 | (567,46) | . 2 .. 1 1.
43 | (1400,8) | 1 1. 1 1
44 | (1400, 32) 1 1 o1

45 | (1575, 10) 1 1.1

46 | (1575,34) | . 1. 1 1.
57 | (2835,14) | 1 o1 1
58 | (2835,22) 1 . 1. .
66 | (6075, 14) 11 1
67 | (6075,22) o1 1

74| (160,7) 1 S 1

75 | (160,55) 1. o 1

88 | (2016,19) 11

99 | (5600, 19) .
104 | (7168,17) 1
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Mit Ausnahme der projektiven Charaktere A und A} sind diese sogar
unzerlegbar. Es bleiben zwei mogliche Fille: Entweder A} ist projektiv-
unzerlegbar oder A} — Al ist projektiv und dann auch unzerlegbar. Unter
Benutzung der Dualit#t folgt die analoge Aussage fiir A} und Al

Zur Kldrung dieser Frage sei zunéichst an die Bemerkungen in 3.8.6. erinnert.
Es ist W(Es) = 2- 0§ (2) : 2. Die 2-modulare Zerlegungsmatrix dieser
Gruppe kann leicht aus den Ergebnissen in [13] und [44] bestimmt werden.
Man findet, dafl x(160,7) irreduzibel modulo 2 bleibt. Also hat man mit

alle projektiv-unzerlegbaren Charaktere gefunden.

{A2}T

1 (1, ) .

2| (1,120) 1.

5 (35,2) | 1 1.

6| (35,74)|. 1 1

13| (175,12) | 1 o1

14 | (175,36) 1 . 1.

22 | (525,12) 11

23 | (525, 36) 1.1

24 | (567,6) 1 1.1

25 | (567, 46) 1. 1 1

43| (1400,8) |1 . 1 . . . .1 . . .1 .

441 (1400,32) | . 1 .1 . . . .1 . . .1

45| (1575,10) | . . . . . . .1 .1 . . .1

46 | (1575, 34) 1 1. 1

57 | (2835,14) | 1 1 o 1 1

58 | (2835,22) 1 1 o o1 1

66 | (6075, 14) 11 1.1 1
67 | (6075,22) 1 1. 1 1 1
74| (160,7) 1.

75 | (160,55) . 1

88 | (2016,19) 11 o1

99 | (5600, 19) 11 1
104 | (7168,17) 11 . .11
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8. ®g-modulare Zerlegungszahlen
8.1. Die ®g-modularen Zerlegungszahlen fiir H(E7)

Die Zerlegungsmatrizen fir H(E7) wurden in [30] bestimmt. Die projektiv-
unzerlegbaren Charaktere werden fiir die Blocke 2, 3, 4 und 1 in fortlaufender
Reihenfolge wie dort angegeben durchnumeriert.

8.2. Die ®g-modularen Zerlegungszahlen fiir H(A;) x H(Eg)

Die Zerlegungsmatrix fiir H(Eg) wurde ebenfalls in [30] bestimmt. Die pro-
jektiv-unzerlegbaren Charaktere werden forlaufend in der Reihenfolge wie
dort angegeben durchnumeriert. Die projektiv-unzerlegbaren Charaktere fiir
H(A1) x H(Eg) erhélt man also aus denen von H(Fs) durch Tensorieren
mit den gewohnlichen Charakteren x(; 1) und X9 von H(A;).

8.3. Die ®g-modularen Zerlegungszahlen fiir H (D)

Da das Poincaré-Polynom von H(Dj) von ®g nur zur ersten Potenz geteilt
wird, sind alle nichttrivialen Blocke vom Defekt 1.

Nun induziert man den Charakter x4} von H(A4) nach H(Ds) und erhélt
einen projektiven Charakter, der zusammen mit der Dualitétsoperation die
Zerlegungsmatrizen wie folgt festlegt:

\Ijl \112 \113 \II4
3 (0L, LL,L1) | 1 .
L (L1, 11
50 ([1,1],[2,1)) 11
12 ([1],[3,1]) 11
17 (0, [4,1]) 1
U, U, U, W
18 (06| 1 :
14 (2,B)| 1 1
91 ([2,12,1) 11
6| ([1],12,1,1)) 11
71 (0,12,1,1,1)) 1
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8.4. Die ®g-modularen Zerlegungszahlen fiir H(D7)
8.4.1. Blocke. Man findet:

Nr. | d | dl | Charaktere

1 |2 1,3,4,8,9,12,16,17, 24,29, 31,
33,40,41, 44,45, 46, 49, 52, 53,55
5,6,11,35,47

18,20, 32,42, 48

7,10,13, 30,50

23,25, 28, 36, 54

U = W N
= =
= ot DN W

8.4.2. Blécke 4 und 5. Man benutzt 4.4.5. und den von H (A3) x H(As)
induzierten projektiven Charakter x[y2)[12)- Daraus folgt sofort die Zerle-
gungsmatrix fiir Block 4 und dual fiir Block 5. Zum Zwecke spéiteren Ge-
brauchs werden hier und im néchsten Abschnitt die Grade der irreduziblen
Charaktere zusétzlich angegeben.

Wos Woy Vo Wy
0[(>2LLL1,1)] 6] 1 . .
70 (1,1,1),[2,1,1) 105 1 1 .
130 (2,1,[2,1,1) |20 . 1 1 .
30 (2,3, 1,1) 126 . . 1 1
50 M.5u1)| ) . . .1
\1127 \1’28 ‘1129 \1]30
25 [ ([,3.L,L,L,1) | 15| 1 . . .
23| (1,1,[3,1,1) 126 1 1 .
28 (2,1),[3,1) |20 . 1 1 .
36 ([@B,3,1) 05 . . 1 1
54 (l.16,1]) | 6 1

8.4.3. Blocke 2 und 3. Induziert man die folgenden Charaktere

X[14],[14]5 X[3,1],[22]» X[22],[4]» X[2,12],[4]» X[14],[3,1]> X[14],[22]> X[2,12],][22]5 X[4],[4]

von H(As) x H(A3) nach H(D7), so findet man direkt die nachfolgend ge-
nannten projektiven Charaktere.
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Vis Wi Yyp Vg
20 | (],[2,2,2,1]) | 14 1 . . .
18| ([1],12,2,2]) | 35 1 1 .
32 (12,2],[3]) | 70 1 1 .
42 (12,1],[4]) | 70 1 1
48 ([1,1],[5]) | 21 1
Vg Wy Wy Wy
51 ([1,1,1,1,1],]2]) | 21 1 .
6| ([1,1,1,1],[2,1]) | 70 1 1 .
11 ([1,1,1],[2,2]) | 70 1 1 .
35 (11],13,3]) | 35 1 1
47 (1,14,3]) | 14 1
8.4.4. Block 1. Man induziert alle projektiv-unzerlegbaren Charaktere

der parabolischen Teilalgebren H (D) und H(A3) x H(A3). Die von

(X[4],14) H (As) x H (A3)>

(X2) 1 (Ds)>
(X[212,[22]) H(A3) x H(As3)
(X[310,114]) H (A3) x H (As5)
(X[212,[31)) H(A3) x H(A3)
(X10) 1(Ds)
(X[22],[31]) H (A3) x H (A3)>
(X[31],[4]) H(A3) x H(As)
(X[14],14)) H(A3) x H(A3)
(X15)H(D5)7
(X[22],14]) H(A3) x H(A3)
(X[41,147) H (As) x H (A3)
(X16) 1 (Ds)

(X[212],[4})H(A3)xH(A3)
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induzierten Charaktere bilden die nachfolgend angegebene Basis.
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Mit der generischen Charaktertafel fiir H (D7) bestimmt man den Rang der
Zerlegungsmatrix fiir Block 1 zu 14. Auflerdem findet man nach einer of-
fensichtlichen Zeilenpermutation, dafl die Zerlegungsmatrix Dreiecksgestalt
besitzt. Damit kann man allgemeine Prinzipien iiber Dreiecksmatrizen be-
nutzen, um die Unzerlegbarkeit von projektiven Charakteren zu beweisen.
Es stellen sich A}, Aj, A}, als unzerlegbar heraus. Die projektiv-unzerlegba-
ren Charaktere
©1:= (Y1) m(ps): O2 := (Y5) m(Ds)

O3 = (V7) 1(Ds), O1 = (X[14],212]) H(A3) x H(A3)

zerlegen sich nach Induktion und Einschranken auf Block 1 in die gefundene
Basis wie oben angegeben. Daraus folgt, dafl

A% = A% - Allla A%l = A%l - A%47
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Aly = Ay — Al AZ = A — Ag — Ay

projektive Charaktere sind. Also hat man als neue Basis:

{A?}2,
1 ([1,1,1,[1,1,,1) |2 1 1
31 (,[,1,1,1,1,1)) |1 1
41 (,[1,1,1,1,1,1,1]) | 1
8 ([L,1],[2,1,1,1) |1 1 1 1 1
9 (1, [2,1,1,1,1) |1 1 1 .
12 ([1,1],[2,2,1]) | 1 2 1 1 1
16 1,12,2,1,1,1]) | 1 1 .
17 (12,1],[2,2]) 2 2 11
24 ([1],13,1,1,1)) 11 . 1
29 (1], 13,2,1]) | - 1 1 2 3 2 1
31 (,[3:2,1,1]) | . 2 1 . 1
33 (12],13,2]) | - 1 1 2 1 . 1 1 1
40 (n],4,1,1]) | . 1 1 1
41 1,4,1,1,1]) | . 1 .
44 ([2,[4,1]) | . 1 .2 1 1 1
45 (0.[4,2,1]) | . 12 . 2 1 . .
46 ((3],[4]) | - 2 2 1 .
49 ([1]7[57”) . 1 1 1 1
52 ([]’[572}) . 1 . 1 1 1 .
53 ({1, [6]) | - 1 1 1
55 ol .
O5 .. . . . .11 . -1 .. =1 .
(CH . | 1 -1 . 1

Es stellen sich nun A%, A}, A2; als unzerlegbar heraus. Oben ist auBerdem
die Zerlegung der durch Induzieren aus

O5 1= (X[31),[22]) H(As)x H(As)> ©6 = (X[41,1212]) H(A3) x H(A3)

erhaltenen projektiven Charaktere in die neue Basis angegeben. Also sind
auch
A= A2 — A% und A3, = A2y — A3,

projektiv und man hat:
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6 -

(X[22],114)) H (A5) x H (A3), ©Os
4

O9

07
Nun sind A3, A%, unzerlegbar. Aus der Zerlegung der Induzierten von

findet man noch die projektiven Charaktere

Dies ergibt:

O7 :
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{AT}2,
1] (LL1,[L,1,5,1) ] 352 1 1
30 (),[1,1,1,1,1,1) | 7|1 1
40 (0L Ln1) | 1)1
8|  (L1,2L,1,1)| 841 1 1 1 1
9O (U,211,1,1)| 351 1 . 1 . .
12 ([1,1],[2,2,1]) | 105 | 1 1 11 1
16 0,2,2,1,1,1]) | 141 . . . .1 . .
17 (2,1,)2.2) 140 . . 1 . 2 .11 .
24 (,B,1,L,1) | 70| . . .11 . . .1 . .
29 (,3,2,1) (112 . . . .1 11 . . 11
31 O.B.211) | 35| . . . . .1 . .. o
33 (2,3.2)|105. . . .1 .11 . .11 . .
40 (W, 4,1,1) | 70 . . . .1 . . .1 . . . .1
41 (4L 200 . . . . . . 1 .
44 (2,4,1) | 8|. . . .1 . .1 . . . 111
45 (421)| 3. . . . . . . . .11 . .
46 @BLEy | 35 . . . . . . 1 2 1
49 (.51 | 35 . . . . . . . . . . . 111
52 IR R T T T
53 (.. | 7 11
55 (L 1 1

Jetzt sind A3, A2, A% projektiv-unzerlegbar.

Mittels der MeatAxe stellt man fest, dafl die Spiegelungsdarstellung von
H(D7) nach Reduktion in den Koérper GF(7), wobei die Unbestimmte u zu
einer primitiven 6-ten Einheitswurzel iiber GF(7) spezialisiert wird, irredu-
zibel bleibt. Daraus folgt unter Beachtung der Dualitét, dafl

Aj := A — A3 und AS, == A}, — Al

projektiv sind.

Nun konstruiert man die Zelldarstellung der Dimension 14 von H(Ag), die
zur Partition [2213] gehort, siehe 4.9.2. Der nach H (D7) induzierte Modul
hat den gewohnlichen Charakter

(x1+ xs + x9 + x12 + x16) + (X6 + X7 + x11 + Xx13) + (X2 + X14 + X15)-

Der erste Term besteht aus Charakteren aus Block 1, der zweite aus Cha-
rakteren vom Defekt 1 und der dritte aus Defekt-0-Charakteren. Die Grade
der Defekt-0-Charaktere sind

xa2(1) = 21, x14(1) = 63, x15(1) = 84.



92

Die Grade der anderen in obigem Charakter vorkommenden irreduziblen
Konstituenten sind oben bei der vierten Basis respektive in den Abschnit-
ten 8.4.3. und 8.4.2. angegeben.

Mit der MeatAxe bestimmt man die Konstituenten des nach GF(7) redu-

zierten Moduls und findet:

Aus den schon bekannten Zerlegungszahlen fiir die hier vorkommenden Cha-
raktere folgt, dal 64a Konstituent der Reduktion des Charakters y12 in den
endlichen Korper ist. Damit ist

projektiv. Nun sind alle projektiv-unzerlegbaren Charaktere gefunden und

111a, 9942, 84a, 64 und weitere kleinerer Dimension.

die Zerlegungsmatrix lautet:

{wi}i2, = (A1,

Q0 > W

16
17
24
29
31
33
40
41
44
45
46
49
52
53
55

N R R WERNROR N

e e T e T N T S N T O S e

A2 = A2 — A2



®g-modulare Zerlegungszahlen

93

8.5. ®g-modulare Zerlegungszahlen fiir H(FEjg)
8.5.1. Blocke. Man findet:
Nr. | d | dl | Charaktere
1 |4 1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,14,15,16, 17,18, 19,
20,21, 22,23, 27,28, 29,30, 32,33, 34, 37, 38, 39, 43,
44,48,49, 50, 53, 56, 59, 64, 65, 68,69, 70, 71, 79, 80,
81,82,84,85,91,92,93,94,95,96,107,108, 111,112
2 11| 3] 24,36,58,100,109
3 |1|2]25,35,57,101,110
4 |1 26,45, 46, 86, 87
5 12 40,41,51,52,60,61,72,73,74,75,77,78,83,102, 103, 104
8.5.2. Bloécke 2 und 3. Durch Induzieren der projektiv-unzerlegbaren

Charaktere {W12, U7, x50, ¥4} von H(FE7) erhélt man direkt die folgenden
projektiven Charaktere fiir Block 2. Dualitdt ergibt das Resultat fiir Block

3.

A1 A2 A3 A4
24| (567,6) | 1
100 | (3240,9) | 1 1
109 | (4536, 13) 11 .
58 | (2835,22) 11
36 | (972,32) 1
Al A2 A3 A4
25 | (567,46) | 1
101 | (3240,31) | 1 1
110 | (4536,23) 11
57 | (2835, 14) 11
35| (972,12) 1
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8.5.3. Block 4. Aus den projektiven Charakteren {Wy, W3, Uy, U1} von
H(E7) erhilt man analog:

Ay Ay Ay Ay
87 | (1008,39) | 1 .
46 | (1575,34) | 1 1 .
26| (1134,20)| . 1 1
45 | (1575,10) 11
86 | (1008,9) 1

8.5.4. Block 5. Man induziert alle projektiv-unzerlegbaren Charaktere
von H(Er7), schrinkt auf Block 5 ein und findet aus den Induzierten von

1 1
— Uy, W — U
5 17, ¥'85 X13, 5 32,

1
Uy, Uy, 3 (P19 + Xx44),

1
Uy, 3 (Yo7 + X43), X43, X44

die folgende Basis. Die obigen Schreibweisen sind dabei etwas miflbrauch-
lich, da % - Uy7 natiirlich kein projektiver Charakter von H(E7) ist. Der in
4.5. beschriebene Algorithmus wéhlt als ersten Basisvektor den durch 2 di-
vidierten von ¥;7 induzierten projektiven Charakter von H(Fjg). L8t man
auch rationale Linearkombinationen von irreduziblen Charakteren als ver-
allgemeinerte Charaktere zu, so ist das ein Charakter, der aus % -Wy7 durch
Induzieren entsteht.
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Al Ay Ay AL AL AR AL AL A§ A Af
0] (1344,8) 1 1 . . . .
41| (1344, 38) 1 1 1
51 | (2240, 10) 1 1 .11
52 | (2240, 28) 11 1.
60 | (3200, 16) 1 . . R B
61 | (3200,22) . 1 11 1
72| (112,3) 1 .
73| (112,63) 1
74| (160,7)| 1 .
75| (160,55) o1
77| (400,7) 1 o1
78 | (400,43) 1 o1
83 | (1344,19) . 1 1 1 .
102 | (3360,13) | 1 1 . 11 C1
103 | (3360, 25) 1 1 . 11 .
104 | (7168,17) 1 1 1 2 1 1 1
T, 1 1. S -1
U, .1 .1 -1
W 1 .. .1 -1
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Man stellt fest, daf diese mit Ausnahme von A}, Al A§ unzerlegbar sind.
AuBerdem ist oben die Zerlegung der Induzierten von o, W3, ¥g von H(E7)
in die Basis wiedergegeben. Daraus folgt, dafl

A7 = A7 — Ay Af = Ag — Ajy A = Ag — A

projektiv sind. Damit sind alle projektiv-unzerlegbaren Charaktere gefun-

den.
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AT A3 AR AT AR AR AR AR AF AR, A%
0] 1344,8) 1+ 1 1 . . . . .
41 | (1344, 38) 1011
51 | (2240, 10) 1 1 o1
52 | (2240, 28) 11 11
60 | (3200, 16) 1 . . 1
61 | (3200,22) . 1 . 1
72| (112,3) 1 .
73| (112,63) | . 1
74| (160,7) | 1 .
75| (160,55) | . 1.
77| (400,7) 1 . 1
78 | (400,43) /|
83 | (1344,19) . 11 1
102 | (3360,13) | 1 1 . 1
103 | (3360, 25) 11 . 1
104 | (7168,17) 1 1 1 11

8.5.5. Block 1. Man induziert alle projektiv-unzerlegbaren Charaktere
von H(E7) und findet analog zu oben aus

W14, W30, V15, W17, V33, W30, U1, U5, Wig, Va7, W16, Yog,
1 3
5(‘1/21 FWor+Wou+Woo+Ws3y +X44+X43+‘I’3+‘I’7)+§(X33+X34+‘I’s+‘1/4+\1’2+‘1/6)7

1 1
Wag, Wayg, W19, ¥y, 5(‘1120 + x33 + Ug + V), 5(‘If31 + x34 + ¥4 + V),

1
X33, X14, X34, X13, Y8, W4, X44, X43, Y2, Vs, V3, U7, 5‘1/117 X59

die erste Basis. Diese und die im folgenden sukzessive bestimmten Basen
werden am Ende dieses Abschnitts in 8.5.7. angegeben.

Die projektiven Charaktere
T A1 A1l A1l Al A1 AT A1 A1l Al Al Al
AQOa A217 A227 A237 A247 A257 A267 A27a A287 A297 A327 A33

sind bereits unzerlegbar. Die Induzierten von Wy, Wqg, Woy zerlegen sich in
der ersten Basis wie dort angegeben. Damit und mittels Dualitét erhélt man
die folgenden neuen projektiven Charaktere:

A§ =Ny —2- Myg, Mg = A — 2 Agp, ATy = ALy — 2 Ay — Ags,
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2 ._ Al 1 1 A2 . gl 1 a2 gl 1
Ay = Ajg = Agy — 2 Ao, Afg i= Ajg — Azg, Ay := Az — Agy,
2 . Al 1 1 1 A2 . gl 1 1 1
Afg = Mg — Agp — Mgy — Agg; Afg i= Ajg — Agp — Aoz — Agg.
Von diesen sind A2, A2, A%, A2, A%, A2y bereits unzerlegbar. Benutzt man

diese neue projektiven Charaktere, so findet man, dafl der Induzierte von
Wq; von H(E7) sich wie folgt zerlegt:

1 1 1 2 2 1 1 1
2- M3 — Ay — Ay — Mg — Mg —2-Ayp —2- Ay —2- Ayy
1 1 1 1 1 1 1
=2 A5 — Agg — Aoy — 2+ Ayg — 2 Ayg — Az — Ay
Somit ist
A%a = A%3 - A%s - Afg - A%O - A%2 - A%4 - A%5 - A%ﬁ - A%7 - A%s - A%Q
projektiv und insgesamt erhélt man die zweite Basis.

Nun zerlegt sich der Induzierte von ¥s; in die zweite Basis wie dort angege-
ben. Weiter stellt man fest, dal A%, entweder unzerlegbar ist oder als Sum-
me zweier zueinander dualer projektiv-unzerlegbarer Charaktere zerféllt. Da
A2, invariant unter Dualisierung ist, folgt, dal AZ; — A3; projektiv ist.
Jetzt betrachtet man die Zerlegung von Ws; in die abgewandelte Basis, in
der A2, durch A2; — A3, ersetzt ist, und den Summanden von A%, der den
Eintrag 1 an der Stelle x(16324) hat. Dieser Summand ist notwendig Sum-
mand von A}; — A};. Daraus folgt aber, dafi er den Eintrag 0 an der Stelle
X(175,36) hat. Also existiert ein weiterer Summand von A2, dieser ist dann
notwendig Summand von A3;. Also zerfillt A3;. Damit erhélt man eine neue
Basis, indem man A}; := A2, setzt und fiir A3, und A3; die beiden unzer-
legbaren Summanden von A% einsetzt.

Jetzt zerlegt sich Wq; wie folgt:

T3+ A3 — A5 — Afg + Afg + Ajg — A3, — AJy + A3

Man findet auerdem, daf entweder A%, unzerlegbar ist oder als Summanden
nur noch A3, enthélt. Somit ist

3 3 2 2 2 2
Afg == Ay — Af5 — Afg — Mgy — A5y + Ajg
projektiv und man erhélt die dritte Basis.
Nun betrachtet man die projektiv-unzerlegbaren Charaktere

O1 := x[1,1] ® ¥1,02 := x[1,1] ® Vs,
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O3 := X[1,1] @ V22,04 := X[g] ® V2

von H (A1) x H(Eg) und ¥, Vo von H (D7) und findet projektive Charak-
tere, die sich in die dritte Basis wie dort angegeben zerlegen. Damit erhélt
man:

Aj = Af — Afg, AL = AT — A, A5 = A2 — Ay, Ag := A — Ay,
A§0 = A§0 - A§3>A§1 = Agl - A§3-

Dies ergibt die vierte Basis.

Man findet, dafl A3, und A3; projektiv-unzerlegbar sind und daf alle mogli-
chen Summanden der noch nicht als unzerlegbar erkannten projektiven Cha-
raktere

Azlla A%a A§7 Ajlla Aga Aéa A$> Aga Aélllv A%Q? Azll?)

bereits in dem von der vierten Basis aufgespannten Gitter liegen. Auflerdem
sieht man, dafl die Zerlegungsmatrix nach einer offensichtlichen Zeilenper-
mutation Dreiecksgestalt hat.

Jetzt betrachtet man die Reduktion der Spiegelungsdarstellung von H(Er7)
in den endlichen Kérper GF(7), wobei die Unbestimmte u zu einer primiti-
ven 6-ten Einheitswurzel iiber GF(7) spezialisiert wird, und induziert diese
nach H(Eg). Als Charakter dieser Darstellung hat man:

X (28,68) T X(35,74) T X(210,52) T X(567,46) T X(8,91) T X(112,63) T X(160,55) T X (560,47) -
Mittels MeatAxe findet man die folgenden Konstituenten:

8a?,28a?, 35a%,112a, 160a?, 210a%, 279a, 567a.

Anhand der Dimensionen und Vielfachheiten der gefundenen Konstituenten
kann man diese den irreduziblen Charakteren als ihre Reduktionen in den
endlichen Kérper zuordnen. Man findet nacheinander, dafl 567a zu X (567,46)
112a zu Xx(112,63), 160a zu Xx(160,55) und 210a zu X(21052) korrespondiert.
Weiter korrespondiert 35a zu X (35,74), 28a zu X (28 68) und 8a zu x (g g1)-
Also ist x(210,52) auch bei ®g-modularer Reduktion irreduzibel. Daraus folgt
unter Beachtung der Dualitét, dafl

A7 = A7 — Mg, A = Ag — A,

/. A4 4 I . A4 4
3'_A3_A167 5'_A5_A17
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projektiv sind. Weiter ist x(3574) irreduzibel, also sind sogar
— 5 _ A4 4 Y 4
5i=A, — A2 = A5 — A7 AL = A; — Ag,
A4 5 A4 5
,1'_A1_Aa ,2'_A2_A8

projektiv. Nun ist auch x(og6s8) bel ®g-modularer Reduktion irreduzibel.
Daraus folgt, dafl ein gemeinsamer projektiv-unzerlegbarer Summand von
A4 und A} existiert. Damit ist A} zerlegbar und die Analyse moglicher Sum-
manden zeigt, dafl

AT 1= A3 — A% AT = A% - AT,
AS = Ad — A3, A2 := AY — A]
ebenfalls projektiv sind. SchlieBlich ist x(gg1) bei ®g-modularer Reduktion
irreduzibel. Daraus folgt, dafl
AT = A% AT AD AT = A AT A
projektiv sind, so dafl man die unten angegebene fiinfte Basis hat.

Damit sind auch A3, A3, A3, A2, A3, A3 projektiv-unzerlegbar.

Zur Untersuchung der verbleibenden Fragen induziert man zunéchst die Dar-
stellung x[6) von H(Ag) iiber GF(7) wie oben nach H(E7). Diese hat Kon-
stituenten

la,7a,13a,14a und weitere groflerer Dimension,

wie man sich mit Hilfe der MeatAxe iiberzeugt. Da der zu dieser Darstellung
gehorende Charakter von H(E7) die Konstituenten

X(1,63)» X(7,46)> X(15,28)» X (21,36) und weitere gréfierer Dimension

enthélt, folgt aus den in [30] angegegebenen Ergebnissen iiber die ®¢-mo-
dularen Zerlegungszahlen fiir H(E7), dal die oben aufgefithrten Konsti-
tuenten iiber dem endlichen Korper die Reduktionen ®g-modular irredu-
zibler Darstellungen von H(FE7) sind. Insbesondere ist 14a die Reduktion
der ®g-modular irreduziblen Darstellung, deren Charakter als Reduktion
von X(15,28) — X(1,63) geschrieben werden kann.
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Nun kann man die so gewonnene Darstellung 14a von H(E7) nach H(Es) in-
duzieren. Den zu dieser induzierten Darstellung gehérenden Charakter erhélt
man als $g-modulare Reduktion von

X(50,56) T X(700,28) T X(1050,34) T X(1400,29) T X(400,43)

—X(1,120) — X(35,74) — X(84,64) — X(8,91) — X(112,63)-

Nun enthélt x (700,2¢) den bisher unbekannten Konstituenten ¢z7. Dabei be-
zeichnet o7 die zu A3; gehérenden ®g-modular irreduzible Darstellung.
Diese hat, wie aus den bekannten projektiven Charakteren zu ersehen ist,
entweder die Dimension 660 oder 659 und alle anderen ®g-modularen Kon-
stituenten dieser induzierten Darstellung haben eine Dimension kleiner als
659. Die MeatAxe zeigt, daf der induzierte Modul iiber GF(7) einen Kon-
stituenten der Dimension 660 hat.
Analog enthélt X (1050,34) den bisher unbekannten Konstituenten ya9, der die
Dimension 279 oder 239 hat. Die MeatAxe zeigt weiter die Existenz eines
Konstituenten 288a und eines Konstituenten 279a, neben weiteren kleinerer
Dimension. Also ist 288a Reduktion des ®g-modular irreduziblen Konsti-
tuenten der Dimension 288, der im gewdhnlichen Charakter X (400,43) vor-
kommt. Somit korrespondiert 279a zu pag.
Damit hat man

AT = A} = ASg, AT == AJ — A3y,

6 ._ AD 5 6 ._ A 5
ATy i= A7y — Adg, ATy i= Afy — Agg
als neue projektive Charaktere und damit die sechste Basis.
Man erkennt nun A$, AS, AS;, AY, als unzerlegbar.
Angenommen, AS; —2-A$; sei projektiv. Schrinkt man diesen Charakter auf

Block 1 von H(E7) ein, so findet man folgende Zerlegung in die projektiven
Charaktere dort:

Wi + Wig + Wig + Wog — Wos + Wog + Wor + Wog + W3y,

Widerspruch. Man beachte, dal in der gewdhlten Numerierung, siehe 8.1.,
gerade W1y, ..., Va3 die projektiv-unzerlegbaren Charaktere von Block 1 fiir
H(E7) sind.

8.5.6. Offene Fragen. Damit bleibt als einzige Frage offen, ob A,
projektiv-unzerlegbar oder A$; — AS; projektiv und dann unzerlegbar ist.
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8.5.7. Auf den nachfolgenden Seiten werden die oben sukzessive bestimm-
ten Basen fiir Block 1 wiedergegeben.



102

16 | (210,52)
17 | (420, 20)
18 (300, 8)
19 | (300, 44)
20 | (350,14)
21 | (350, 38)
22 | (525,12)
23 | (525,36)
27 | (700, 16)
28 | (700, 28)
29 (700, 6)
30 | (700, 42)
32 | (840,14)
33 | (840, 26)
34 | (1680, 22)
37 | (1050, 10)
38 | (1050, 34)
39 | (2100, 20)
43 | (1400, 8)
44 | (1400, 32)
48 | (2100, 16)
49 | (2100, 28)
50 | (4200, 18)
53 | (4480, 16)
56 | (4536,18)
59 | (5670, 18)
64 | (4200,12)
65 | (4200, 24)

68 (8,1)
69 (8,91)
70 (56, 19)
71 (56, 49)
79 (448, 9)
80 | (448,39)
81 (560, 5)

82 | (560,47)
84 | (840,13)
85 | (840,31)
91 | (1400, 11)
92 | (1400, 29)
93 | (1400, 7)
94 | (1400, 37)
95 | (2400, 17)
96 | (2400, 23)
107 | (4200, 15)
108 | (4200, 21)
111 | (5600, 15)
112 | (5600, 21)

==

[N
-
ol Ve [
[N
w .
W N .

.

—
QORI NOWWHRARWNNNAERNNRERRRRRRR®.

=W N N
e e

N
PN A AW W WN -

WO R UTW RN - WW.
W W W Tt
N N
e N
[

I

.

B WA N R W
A A WN R R W
=
CO©ORRRRUUWWEFFNDN -
N CIN H . HNWN .
NN
— =
[N I S U
Ol N =N =W
NN
N == N
[ I .

=




®g-modulare Zerlegungszahlen

103

w2,
T 1,0)
2 (1,120) .
3 (28, 8) 1
4 (28, 68) .
5 (35,2) 1
6 (35,74) .
8 (50, 8) 1 .
9 (50, 56) . 1.
10 (84, 4) 2 1.
11 (84, 64) . T .
12 | (168,24) . 1. 1 1 .
13 | (175,12) 1 o1 1 . 1
14 | (175,36) . 1 101 1 1
15 (210, 4) 1
16 | (210,52) L . .
17 | (420,20) . 11 1 3 2 2
18 (300, 8) 2 1. 1
19 | (300, 44) . 1 .
20 | (350,14) 1 1.
21 | (350, 38) . 1 .
22 | (525,12) 2 1
23 | (525,36) .
27 | (700, 16) .1 .
28 | (700,28) . 1 . 1 .
29 (700, 6) 3 L2 L 1 1
30 | (700,42) . 1. 2 1 1 . . .
32 | (840,14) 1 12 . 3 3 1 1 1 .
33 | (840, 26) 1 2 3 1 1 1
34 | (1680, 22) . . 101 .
37 | (1050, 10) 3 2 . . 1
38 | (1050, 34) 2. 1 .
39 | (2100, 20) . . 1 1 1 . .
43 | (1400, 8) 3 T 1 1 1 . 1
44 | (1400, 32) . 1 12 2 . . 1
48 | (2100, 16) 2 1 1. 1
49 | (2100, 28) R . . 1 . . . .
50 | (4200, 18) . . 3 3 5 4 2 . 1 1 1 1
53 | (4480, 16) 1 1 2 2 8 5 2 1 1 2 2 1
56 | (4536,18) 1 11 3 3 . 1 . 1 1 1
59 | (5670, 18) 1 11 5 3 . 1 1 1 2 2 1
64 | (4200,12) 4 4 1 4 4 1 1 2 1 1 1
65 | (4200,24) . 1 4 4 3 1 1 1 1
68 (8,1) 1
69 (8,91) .
70 (56, 19) 1
71 (56, 49) . . . . . .
79 (448, 9) 2 2 .1 1 1 1
80 | (448,39) . o201 1 .
81 (560, 5) 4 1. 1
82 | (560,47) . L1 . . .
84 | (840,13) 2 1.1 1 . 1 1 .
85 | (840,31) . 11 . . 1 . 1
91 | (1400, 11) 2 . 3 1 3 2 2 1
92 | (1400, 29) . 11 3 3 3 2 . .
93 | (1400, 7) 5 2 .1 2 1 1
94 | (1400, 37) . 2 1 1 . .
95 | (2400, 17) 1 1 . 101 1 . 1
96 | (2400, 23) . | 1 . 1 . . 1 . .
107 | (4200, 15) 2 .2 2 5 2 1 1 1 1 2 1
108 | (4200, 21) . 1 2 2 5 5 1 . 1 2 1 1
111 | (5600, 15) 3 2 . 4 4 . 2 1 2 1 1
112 | (5600, 21) 2 4 2 . 1 1 1 2 1
To1 2 T -1 T T
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(210, 52)
(420, 20)
(300, 8)
(300, 44)
(350, 14)
(350, 38)
(525, 12)
(525, 36)
(700, 16)
(700, 28)
(700, 6)
(700, 42)
(840, 14)
(840, 26)
(1680, 22)
(1050, 10)
(1050, 34)
(2100, 20)
(1400, 8)
(1400, 32)
(2100, 16)
(2100, 28)
(4200, 18)
(4480, 16)
(4536, 18)
(5670, 18)
(4200, 12)
(4200, 24)
(8,1)
(8,91)
(56, 19)
(56, 49)
(448, 9)
(448, 39)
(560, 5)
(560, 47)
(840, 13)
(840, 31)
(1400, 11)
(1400, 29)
(1400, 7)
(1400, 37)
(2400, 17)
(2400, 23)
(4200, 15)
(4200, 21)
(5600, 15)
(5600, 21)
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(210, 52)
(420, 20)
(300, 8)
(300, 44)
(350, 14)
(350, 38)
(525, 12)
(525, 36)
(700, 16)
(700, 28)
(700, 6)
(700, 42)
(840, 14)
(840, 26)
(1680, 22)
(1050, 10)
(1050, 34)
(2100, 20)
(1400, 8)
(1400, 32)
(2100, 16)
(2100, 28)
(4200, 18)
(4480, 16)
(4536, 18)
(5670, 18)
(4200, 12)
(4200, 24)
(8,1)
(8,91)
(56, 19)
(56, 49)
(448, 9)
(448, 39)
(560, 5)
(560, 47)
(840, 13)
(840, 31)
(1400, 11)
(1400, 29)
(1400, 7)
(1400, 37)
(2400, 17)
(2400, 23)
(4200, 15)
(4200, 21)
(5600, 15)
(5600, 21)
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(210, 52)
(420, 20)
(300, 8)
(300, 44)
(350, 14)
(350, 38)
(525, 12)
(525, 36)
(700, 16)
(700, 28)
(700, 6)
(700, 42)
(840, 14)
(840, 26)
(1680, 22)
(1050, 10)
(1050, 34)
(2100, 20)
(1400, 8)
(1400, 32)
(2100, 16)
(2100, 28)
(4200, 18)
(4480, 16)
(4536, 18)
(5670, 18)
(4200, 12)
(4200, 24)
(8,1)
(8,91)
(56, 19)
(56, 49)
(448, 9)
(448, 39)
(560, 5)
(560, 47)
(840, 13)
(840, 31)
(1400, 11)
(1400, 29)
(1400, 7)
(1400, 37)
(2400, 17)
(2400, 23)
(4200, 15)
(4200, 21)
(5600, 15)
(5600, 21)
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(210, 52)
(420, 20)
(300, 8)
(300, 44)
(350, 14)
(350, 38)
(525, 12)
(525, 36)
(700, 16)
(700, 28)
(700, 6)
(700, 42)
(840, 14)
(840, 26)
(1680, 22)
(1050, 10)
(1050, 34)
(2100, 20)
(1400, 8)
(1400, 32)
(2100, 16)
(2100, 28)
(4200, 18)
(4480, 16)
(4536, 18)
(5670, 18)
(4200, 12)
(4200, 24)
(8,1)
(8,91)
(56, 19)
(56, 49)
(448, 9)
(448, 39)
(560, 5)
(560, 47)
(840, 13)
(840, 31)
(1400, 11)
(1400, 29)
(1400, 7)
(1400, 37)
(2400, 17)
(2400, 23)
(4200, 15)
(4200, 21)
(5600, 15)
(5600, 21)
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9. &5-modulare Zerlegungszahlen
9.1. Die ®5-modularen Zerlegungszahlen fiir H(E7)

Da &5 das Poincaré-Polynom von H(E7) nur zur ersten Potenz teilt, sind
alle nichttrivialen Blocke vom Defekt 1. Die Zerlegungsmatrizen wurden in
[27] bestimmt. Die nachfolgenden Blocke 1 und 2, 3 und 4 sowie 5 und 6
sind zueinander dual.

\Ill ‘112 \113 \114
1 (1,o)| 1 o
21| (84,12)| 1 1 .
431 (216,16) | . 1 1 .
35 | (189,22) 11
17| (56,30) 1
\115 \IJG \IIY \IIS
2 (1,63 1 . .
22 (84,15)| 1 1 .
441 (216,9)| . 1 1
36 | (189,5) 11
18| (56,3) 1
\IJQ \IJIO \Illl \Ij12
R GV T
54| (378,9)| 1 1 .
60 | (512,11)| . 1 1
32 | (168,21) 11
12| (27,37) 1
\Ij13 \:[114 ‘1115 \Ij16
3 (7,46)| 1 .
53 (378,14)| 1 1 .
59| (512,12)| . 1 1 .
31| (168,6) 11
11| (27,2) 1
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Uiz Wig Wi Wy
0] L3 . ..
38| (189,7)| 1 1
52 | (336,11) 11
34 | (189,17) 11
8| (21,33) 1
\1121 \1122 \1123 \I/24
ol 21,36)] 1 . . .
371(189,20)| 1 1
51 | (336,14) 11
33 | (189,10) 11
7| (21,6) 1

9.2. Die ®5-modularen Zerlegungszahlen fiir H(Ejg)

9.2.1. Blocke. Man findet:

Nr. | d | dl | Charaktere

1 ]2 1,2,3,4,10,11, 12, 24, 25, 26, 35,
36, 40,41, 42,54, 55, 56,62, 63

2 |1|315,16,32,52,58

3 |1|2]6,15,33,51,57

4 68,69, 70,71,72,73,76,79, 80, 83, 86,
87, 88,89, 90,104, 105,106, 109, 110

5 | 1|6 |74,82,84,101,103

6 [1|5]75,81,85,100,102

9.2.2. Bloécke 2 und 3. Durch Induzieren der folgenden projektiv-unzer-
legbaren Charaktere W, Wy, W3, Wy von H(E7) erhilt man direkt die nach-
folgende Zerlegungsmatrix fiir Block 2. Dualisieren ergibt das Ergebnis fiir

Block 3.

32
58
52
16

Ay Ay Ay A,

(35,2) | 1
(840,14) | 1 1 .
(2835,22) | . 1 1 .
(2240, 28) 1 1
(210, 52) 1
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Ay Ay Ay Ay
6 (35,74 1 . .
33| (840,26)| 1 1 .
57 | (2835, 14) 11 .
51 | (2240, 10) 11
15| (210,4) 1

9.2.3. Blocke 5 und 6.
die Ergebnisse fiir die Blocke 5 und 6.

Analog erhilt man aus Wg, ¥1g, V11, ¥12 sofort

Al A2 A3 A4
4] (60,7 1 . . .
84| (840,13)| 1 1 .
103 | (3360, 25) 1 1.
101 | (3240, 31) 11
82| (560,47) 1

Ay Ay Ay A
75| (160,55)| 1 . .
85| (840,31)| 1 1 .
102 | (3360, 13) S
100 | (3240,9) 11
81| (560,5) 1




®5-modulare Zerlegungszahlen 111

9.2.4. Block 1. Man induziert alle projektiv-unzerlegbaren Charaktere
von H(Ey), schrinkt auf Block 1 ein und findet eine Basis, die aus den von
den folgenden Charakteren Induzierten besteht.

Wy, U5, Wy, W13, X15, X165 Y2, Vs, Wa, V10, Y7, W3, X6, X45-

Man stellt sofort fest, dafl alle diese bereits unzerlegbar sind. Damit ist die
Zerlegungsmatrix bestimmt.

{A }14
1 (o)1 .
21 (1,120) 1.
3 (28,8) 1.
4] (28,68) o1
10 (84,4) | 1 R |
11| (84,64) 1 . 1
12| (168,24) |1 1 |
24| (567,6) 1 |
25| (567,46) [ . . . 1 . . . .1 .
26 | (1134,20)| . . 1 1 . . . . .1
35| (972,12) |1 . . .1 .1 . . .1
36 | (972,32) 1 11 . 1
40 | (1344,8) 1 1. 1
41 | (1344, 38) 1 1 o1
42 | (2688, 20) 1 111
54 | (2268,10) 1 .o 1.
55 | (2268, 30) 1. o1
56 | (4536, 18) . 1 11
62 | (4096, 12) 1 1 11 1
63 | (4096, 26) 1 11 1 1
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9.2.5. Block 4. Vollig analog zu Block 1 erhélt man hier aus den pro-
jektiv-unzerlegbaren Charakteren

W1, Us, x14, X135 V8, Y4, W19, X20, X19, W2, X24, X235 X475 X48

von H(E7) die vollstindige Zerlegungsmatrix.

{A;})

68 ( ) 1.

69 (891). 1 .

70| (56,19) 1.

71| (56,49) o1

72| (112,3) |1 o1

73| (112,63)| . 1 o1

76 | (448,25) 11 o1

79| (448,9) 1. .1

80 | (448,39) . 1. .1

83| (1344,19) |1 1 . . . . . . .1 .

86| (1008,9)|. . . . 1 . . . . .1

871 (1008,39) | . . . . . 1 . L1

88 | (2016, 19) . 111 .

89 | (1296, 13) 1. 1 1.

90 | (1296, 33) 1 1 1

104 | (7168,17) o1 1 11
105 | (4096, 11) 1 .1 1.1
106 | (4096, 27) 11 . 1.1
109 | (4536,13) | 1 1 1.1 1
110 | (4536,23) | . 1 1 11 1
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10. &, ,-modulare Zerlegungszahlen
10.1. Die ®4;-modularen Zerlegungszahlen fiir H(E7)

Diese Zerlegungsmatrizen wurden in [30] bestimmt. Die projektiv-unzerleg-
baren Charaktere werden fiir die Blocke 1, 2, 3 und 4 in fortlaufender Rei-
henfolge wie dort angegeben durchnumeriert.

10.2. Die ®;-modularen Zerlegungszahlen fiir H(As3)

Hier findet man genau einen nichttrivialen Block, dieser ist vom Defekt 1. Die
Zerlegungszahlen fiir Blocke vom Defekt 1 von generischen Iwahori-Hecke-
Algebren vom Typ H(A,,) kénnen aus den von P. Fong und B. Srinivasan
in [24] erzielten Ergebnissen gewonnen werden. Dabei wendet man den Satz
von Dipper, siehe 3.7.3., an und beachtet noch, dafi mit Korollar 3.8.4. fiir
geniigend grofie Primzahlen [ die Zerlegungsabbildungen D, und D; iiber-
einstimmen.

\ (U W, Uy
1[(1,L1,1)] 1
2| (2,1, 1 1
4 (3,1) 11
5 (4) 1

10.3. Die ®;-modularen Zerlegungszahlen fiir H(As)

Hier findet man zwei zueinander duale Blocke, ebenfalls vom Defekt 1. Mit
den in 10.2. gemachten Bemerkungen findet man:

| RIEA P 2
1] (1,1,1,1,1,1) | 1
4 (2,2,2)| 1 1
9 (4,2) 11
10 (5,1) 1
| RZ P 2
21 (2,1,1,1,1) | 1 .
30 @21, 1 1 .
7 (3,3) 11
11 (6) 1
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10.4. Die ®;-modularen Zerlegungszahlen fiir H(D,)

Man findet, dafl die Charaktere von nichtverschwindendem Defekt einen
Block vom Defekt 2 bilden. Aus der generischen Charaktertafel findet man,
daf} in diesem Block fiinf ®,-modular irreduzible Darstellungen liegen.
Nun induziert man die folgenden projektiven Charaktere von H(As) nach
H(Dy):

LARIPC RS C

Dabei verwendet man drei verschiedene jeweils zu H(Ag) isomorphe para-
bolische Teilalgebren von H(Dy), indem jeweils ein anderer Endpunkt des
Coxeter-Graphen vom Typ D4 weggelassen wird, siehe die Tabelle nach Satz
2.1.2. Die oberen Indizes beziehen sich auf die verschiedenen Teilalgebren.
Man stellt fest, daf3 die so erhaltenen projektiven Charaktere bereits unzer-
legbar sind.

U0, U, U, U

1 (I, 1, 1) I
2 (1,1],-) | 1 1
410, L1,1,1) | 1 :
6| (U,21)] 1 1 1 1
7 (211 1. .
8 (12],+) 1 ) 1
9 (12], -) 1 1
12 (0,13, 1)) 11
13 (0,14 1

10.5. Die ®;-modularen Zerlegungszahlen fiir H(A;) x H(Dy)

Hier erhilt man die projektiv-unzerlegbaren Charaktere als Tensorprodukte
der projektiv-unzerlegbaren Charaktere von H(D4) mit den gewthnlichen
Charakteren x[g und x[j2] von H(Ay).

10.6. Die ®;-modularen Zerlegungszahlen fiir H(Ds)
10.6.1. Blocke. Man findet

Nr. ‘ d ‘ dl ‘ Charaktere
1 |1 5,7,9,17
2 |2 1,2,3,6,8,10,12,13,14, 15,16, 18
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10.6.2. Block 1. Man betrachtet die Grade der in diesem Block vor-
kommenden Darstellungen und beachtet die Bemerkung 4.4.5. Dies legt die
Zerlegungszahlen fest.

| RINR7 7
TTRLL) | 1 .
50 (L1021 1 1
9 (12,12, 1]) 1 1
17 (I, 14,1]) 1

10.6.3. Block 2. Nach Induzieren aller projektiv-unzerlegbaren Charak-
tere von H(D,) erhélt man die folgende Basis aus den Induzierten von

Uy, x3, W2,1/2- (¥4 + x10), ¥s, X10, X11-

AL AL AL AL AL AL AL
1 (LI, L) 2 1 1
2 (1,[1,1,L,1) ] 1 1
30,1, 1,L,L1) | 1 . o
6| (L2L1)| 2 1 1 1 1
8 (1,12,2) | 1 1 1 1 1
10 (,12,.2,1) | 1 o1 .1
12 (1],13,1]) | 1 1 1 2 1
13 (0,13, 1,1) | 1 11
14 (12],13]) 1. 2 .1
15 (,13,2)) 1 1 1 .
16 ((1], [4D) 1 1
18 (I, [5) .1

2 . -1

Mittels der generischen Charaktertafel stellt man fest, dal der Rang der Zer-
legungsmatrix in der Tat 7 ist. Daraus folgt, dal A, A}, A}, A} unzerlegbar
sind.

Fiir den von ¥4 von H(Dy) induzierten projektiven Charakter findet man
die oben angegebene Zerlegung in die Basis, also ist auch

AZi= AL A}

projektiv.
Weiter ist die Reduktion von yo, der Spiegelungsdarstellung, in den end-
lichen Korper GF(5) irreduzibel. Dabei wird die Unbestimmte u zu einer
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primitiven 4-ten Einheitswurzel iiber GF'(5) spezialisiert. Also sind unter
Beachtung der Dualitéit auch

A} := A} — A} und A2 := AL — Al

projektiv und man hat:

A2 A2 A2 A2 A2 A2 A2
1 (LA, L) 1 1 1
2 (,01,1,1,1) | . 1
30(0,0,1,1,1,1]) | 1
6 (1,[21,1)] 1 1 1 1 1
8 (1,12,2) | 1 1 11
10 (0,2,2,1) | 1 T
12 (1,13,1) | 1 1 1 1 1
13 (0,13,1,1) | 1 11 .
14 (12],13]) 1 1.1
15 (1, 13,2]) 11 .
16 BRI 1
18 ashl . . . .1

Man stellt fest, dal A% unzerlegbar ist.
Nun beobachtet man noch, dafl y13 auf einen Defekt-0-Charakter von H(Ay)
einschriankt. Also ist 13 irreduzibel, und damit sind

A3 = A% — A% und A2 := AZ — A?

projektiv. Jetzt sind alle projektiv-unzerlegbaren Charaktere gefunden. Die
Zerlegungsmatrix lautet also wie folgt.

(w0 [AT A3 A3 AT A3 AR A%
1 (i, + 1 1 . . .
2 (U,[,1,,1) | . 1
30(),01,1,1,1,1) | 1 ,
6 ([1],[2,1,1)) 1 1 1
8 (1,12,2) | 1 1.1 1
10 (0,12,2,1) | 1 . 1
12 ([1],13,1]) 11 1
13 (0,13,1,1]) 1.
14 (121, 13)) 1 1.1
15 (1, 13,2]) 1 1 .
16 (1], [4) . 1
18 (I, 151) 1
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10.7. Die ®s,-modularen Zerlegungszahlen fiir H(Dg)

Von den 37 irreduziblen Charakteren von H(Dg) liegen mit Ausnahme von
X125 X13, X19, X21 alle in einem Block vom Defekt 2. Die generische Charak-
tertafel ergibt, daf} in diesem Block 19 ®4-modular irreduzible Darstellungen
liegen.

Nach dem Induzieren projektiver Charaktere von den maximalen paraboli-
schen Teilalgebren H(As), H(Ds) und H (A1) x H(Dy) findet man aus

(‘I’gl))H(As),

(O H(As)>

) ),

(X121 ® X11) (AL x H(Da)s
(X[12} ® X3)H(A1)><H(D4)7

(\I/gl))H(As)a

(‘1’511))H(A5),
(YD) mom

)
(V3) i (Ds)

)i H(As)>

(X[12] ©® X5) H (A1) x H(D1)>
(X[2] ® X5) H(AL)x H(Da)s
&)

(X[2] ® X3) H(A1)x H(Da)s
(X[2] ® X10) H(A))x H(Da)>
(X[12] ® X10) H(A1)x H(Da)s
(X[12) ® X11) H(A1)x H(Ds)»

( X11)H(Ds)>

)
X4)H(Ds
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die nachfolgende Basis. Die oberen Indizes beziehen sich auf die zwei ver-
schiedenen parabolischen Teilalgebren vom Typ H(As), die sich in der weg-
gelassenen Ecke des Coxeter-Graphen unterscheiden.

(132
T mwLi,+H |1 . . 1 - . ; -
2 (,1,1,=) | . 1 . 1 1. . . .
3 (@1, [,1,1,1) [ 11 . 1 1. . 1 . .
4| (], 0,1,1,1,1]) . 1 1. . . . .
5 | (0,[1,1,1,1,1,1]) . . 1. . . . .
6 ([1,1,1,1], [2]) . 1 . 101 1 . 1
7 ([1,1,1], [2,1]) 1 1 1 11 1 1 . 1
8 (1,1],[2,1,1) |1 1 1 1 101 101 1 . .
9 (), [2,1,1,1) |1 1 . 1 1 1. 1 .
10 M2 1,1,1,1) | . . . . 1 . . .
11 (1,1],(2,2) |2 2 1 . 1 1 L1 1
14 (,[2,2,1) [ 1 1 1 1 1. . 101
15 (2,[2,1,1)) |1 1 1 1 11 1 1 1 1 . 1
16 0, [2,2,,1) |1 1 . 1. . 1
17 (121, 12,2]) | - 1 1 1 1 1.
18 (,12,2,2]) | - 1 . 1
20 (1,17, [3,1]) | - 101 1.1 1 11 . 1 1
22 0,03, 1,1,1]) | - . 1.1 . .
23 (12,11, [3]) | - 101 1 11 1 . 1 1
24 L 3,2) |1 1 1 1 1 . 101
25 (2,[3,1) |1 1 1 1 1 1 | A |
26 0, 3,2, 1]) 1. . . 101
27 BL,+) |1 .1 1 . . .
28 ([3], —) 1 1 1 . .
29 M B.3) |1 1 . 1 . . 1
30 ([1, 1], [4]) 1 . 11 1 1
31 ([1],[4, 1]) 1 . 1 . 1 1
32 (1, [4,1,1]) - 1 . 1
33 ([21, [4]) 1 1 . . 1
34 (1], [4,2]) - 1 1
35 ([11, [5]) 1 1 .
36 ({15, 1]) . 1
37 w,mey | - . .. . .
CH |

Ein geeignetes GAP-Programm findet fiir die oben angegebene Matrix ei-
ne Zeilenpermutation und eine Spaltenpermutation, so dafl die entstehende
Matrix Dreiecksgestalt hat. Diese Form wird etwa erreicht, wenn man die
irreduziblen Charaktere in der Reihenfolge

5,4,1,2,3,10,16, 18,14,9,8,6,7, 11, 17, 15,
24,25,20,22,23,26,27,28,29, 30,31, 32, 33, 34, 35, 36, 37
und die A; in der Reihenfolge
1,2,3,4,5,9,12,14,11,6,7,8, 10,13, 15,16, 17, 18, 19

anordnet. Damit stellt man dann sofort fest, daB Alg und Al unzerlegbar
sind.
Weiter zerlegt sich der vom projektiven Charakter

01 := (Y2) 1 (Ds)
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Induzierte in die Basis wie oben angegeben. Damit sind
A%l = Ah - A%s und A%z = A%z - A%9

projektiv. Man erhélt als neue Basis:
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Nun sind A%, und A%, unzerlegbar. Die projektiven Charaktere

02 = (Ws) (D), O3 = (5 pr(ay), On 1= (U) r(ay)

ergeben nach dem Induzieren Charaktere, die sich in die Basis wie oben
angegeben zerlegen. Also sind

Af = A3 — ATy — Afy, Afy == Mg — Afg, Afs i= Al — Ay,
A7 = ATy — Ay, AS = A3 — Ay, AT == AT — AT,

projektiv und man erhélt als neue Basis:

—1

-1
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A% als unzerlegbar heraus. Und die projekti-
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ergeben Charaktere mit Zerlegung in die Basis wie oben angegeben. Somit

sind

3
18

3
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3 4 .
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projektiv und man erhilt als neue Basis:
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Die neuen projektiven Charaktere A3, A3, A}, sind unzerlegbar. Man be-
trachtet nun die Zerlegung der Induzierten von

Og := (X[Z] X ‘Ils)H(A1)><H(D4)v Oy = (\Ijgl))H(AS)’

010 := (5) (a5 O11 = (X(12) © U3) () (D)
in die Basis und folgert, dafl
AZ = A5 — AQg, A3 o= Aj — Afy, AT o= A — Afy, AT = Af — A,

projektiv sind. Dies ergibt die néchste Basis:
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(A2312,

T L1, +) | 1T . T . 1 A ;

2 ([1,1,1],-) 1 1.1 . .

3| ([1,1],[1,1,1,1]) . R | .o 1 .

4| (,[1,1,1,1,1]) 1.1 . .

5 | (0,01,1,1,1,1,1]) R . .

6 (11,1,1,1], [2]) .. .o 1

7 ([1,1,1], [2,1]) 1. .. 1 1

8 ([1,1], [2,1,1]) R T T 1

9 (1, 2,1,1,1]) . | 1

10 0, [2,1,1,1,1]) . .. .

11 (,1,2,2) |1 1 1 .. 1 1

14 nne,21) |1 1 1 1.1 .o 1 1

15 (12, [2,1,1]) . 1 . 11 1

16 0, [2,2,1,1) |1 1 .. . 1

17 (121, 12, 2]) . 1 1.1 . 1

18 (0, [2,2,2]) 1 .o . 1

20 (11,11, 3, 1)) 1 . 11 . 1

22 (0, 13,1,1,1]) -1 .

23 (12,11, 13]) 1 1 1 . 1

24 L,B,2) |1 1 1 1 1 . . 1 1

25 (2], 3, 1]) . 1 11 . 1

26 0, 13,2, 1)) 1. o 1 1

27 BL,4) |1 1 1 . .

28 (3], =) 1 1 1 .

29 M03,3) |1 1 . 1 . 1

30 ([1, 1], [4]) 1 . 1

31 ([11, [4, 1]) 1 1

32 (0, [4,1,1]) 1

33 (121, 14]) 1 . 1

34 (0, [4,2]) . 1 . 1

35 (1, 15)) 1 1 . .

36 0, [5, 1) . 1

37 (RO .
12 1 . . . . . . . 1 . 1 -1 1
13 O P S |

Nun zerlegen sich die Induzierten von

O12 = (W) rr(ag), O13 = (U ) )

in die Basis wie oben angegeben. Damit fiihrt die Annahme, Ajq sei unzer-
legbar, sofort zum Widerspruch. Daraus folgt, das

Afg = Al — A3
projektiv und sogar unzerlegbar ist. Damit schlieft man weiter, dafl
A(f5 = A?5 - Ag
ebenfalls projektiv und damit unzerlegbar ist. Schliefflich folgt noch, dafl
AS = A5 — AS; und AS := AT — A%

projektiv und unzerlegbar sind. Man hat nun folgende Basis:
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Jetzt betrachtet man noch x4 = X[1),1,1,1,1,1], die zur Spiegelungsdarstellung
duale Darstellung von H(Dg). Man stellt fest, dafl deren Reduktion in den
endlichen Korper GF(5) irreduzibel ist. Also haben A$ und AS einen ge-
meinsamen projektiven Summanden. Damit hat man unter Beachtung der
Dualitét

AT = A§ — Mg, AT = A§ — AL AL = A§ — Ay, A] = A§ — A]

als neue projektive Charaktere. Damit sind alle projektiv-unzerlegbaren
Charaktere gefunden und die vollstdndige Zerlegungsmatrix lautet:
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{2, ={A7};2,
1 (1, 1,1, ) [ 1 . . .1 . R .
2 ([1,1,1],-) L1 A | . . .
3 ([1,1],[1,1,1,1]) . 1 . L1 .
4 ([1],[1,1,1,1,1]) 1 . . . .
5 [, [1,1,1,1,1,1]) . 1 . . .
6 (11,1, 1,1], [2]) . o 1
7 ([1,1,1],[2,1]) 1 1 . 1
8 ([1,1],[2,1,1]) 1 . 1 1 . .1
9 ([1], [2,1,1,1]) . 1 A |
10 ([, [2,1,1,1,1]) 1 . . .
11 (11, 1], [2,2]) 1 1 . 1. 1
14 (1],[2,2,1]) | 1 1 1 1 . .
15 ([2], [2, 1, 1]) . 11 1
16 ([, [2,2,1,1]) 1 . . 1
17 (121, [2,2]) 1 1.1 . 1
18 ([, 2,2, 2]) 1 S 1
20 ([1,1], [3,1]) 11 . . 1
22 ([, [3,1,1,1]) 1. . .
23 ([2, 1], [3]) T . 1 . . 1
24 (1,8,2)) [t 1 1 1 . . .
25 ([2], [3, 1]) . 1 1 1 . 1 .
26 (11, 13,2, 1]) o1 . . . .
27 (3,+) |+ . . 1 . . .
28 ([3], =) 1 .1 . . .
29 (0,13, 3]) S 1 | .
30 (11, 1], [4]) . . . 1
31 ([1], [4, 1]) . 1 . 1 .
32 ([, [4,1,1]) . 1 .
33 ([2], [4]) . 1 . . . 1
34 (1, [4, 2]) . 1 1
35 (11, [5]) 1 . .
36 ([, [5,1]) . . 1
37 (0. 16]) 1 .

10.8. Die ®;,-modularen Zerlegungszahlen fiir H (D7)

10.8.1. Blocke. Man findet

Nr. | d | dl | Charaktere

1 11,16, 30, 40

1|1 |23,24,32,52

2 6,10,13,15,17,20,28,39,41,42,47,54

3 1,2,3,4,5,7,9,12,14,18,19, 21, 22, 25, 26, 27, 31,
33,34, 35,36,37,38,43, 45,46, 48,49, 50, 51, 53, 55

B~ W N =

10.8.2. Bloécke 1 und 2. Man induziert die projektiven Charaktere
Ui, Wig, Uiz, Wig, U7, U35
von H(Dg) und findet direkt die Zerlegungsmatrizen.

| vy Ty Wy
6] ([ 22LL10) 1
1| (Lui,22)| 1 1
30| (12,[3,1,1]) 11
40| ([1],[4,1,1]) 1
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| RIS
24 (O, B, L,L,1) | 1 .
23 | ([1,1],[3,1,1]) 1 1
32| (12,2],[3)) 11
52 (0[5, 2]) 1

10.8.3. Block 3. Mit der generischen Charaktertafel stellt man fest, dafl
in diesem Block 7 ®4-modular irreduzible Darstellungen existieren. Durch
Induzieren der Charaktere

W17, We, V16, W12, V10, W14, U7

von H(Dg) findet man die folgende Basis, von der man feststellt, daf§ sie
bereits aus unzerlegbaren Charakteren besteht.

Uy Wy Wy Wy Uy Wy Vg
6| (LLLi,21p| + 1 . . . . .
10| ([,[2,1,1,1,1,1]) | 1 .
13 (21,211)] 1 1 1 1
15| ([2],]2,1,1,1]) 11
17 (12,1],[2,2) | 1 11 1
20 (0,12,2,2,1]) | 1 1
28 (12,1],[3,1)) 11 . 1 1
39 (11,1], [4,1]) 1 . 1
41 (0,4,1,1,1]) 1
42 (12,1], [4]) 11
47 ([J.[4,3)) 11
54 ([, 16, 1)) 1

10.8.4. Block 4. Man induziert alle projektiv-unzerlegbaren Charaktere
von H(Dg) und erhilt aus

x12, V7, Wig, V1, Vig, Vs, V11, V16, Y6, Y15, Yo, X19, Y19, V4, V17

die folgende Basis.
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Von diesen erkennt man bis auf A} und Al, alle als unzerlegbar.

Nun induziert man die zur Spiegelungsdarstellung duale Darstellung von

H(Dg) nach H(D7). Der Charakter dieser Darstellung ist gleich

X2 + X3+ X5 + Xo.
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Diese irreduziblen Charaktere haben die Grade 21, 7, 21 respektive 35. Au-
Berdem ist x4 gerade die Signumsdarstellung, also vom Grade 1.

Mit der MeatAxe stellt man fest, dafl die Reduktion der induzierten Darstel-
lung in den endlichen Kérper GF(5) einen Konstituenten der Dimension 20
hat.

Die Untersuchung der moglichen echten Summanden von Al ergibt unter
Benutzung der oben gennanten Charaktergrade und Beachtung der Dua-
litét

A2 := Al — Al und A2, := Al, — AL,

als neue projektive Charaktere. Die vollstdndige Zerlegungsmatrix lautet
also:
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10.9. ®4-modulare Zerlegungszahlen fiir H(FEjs)

10.9.1. Blécke. Mit dem in 4.3. beschriebenen ‘Algorithmus’ findet man
die Einteilung der irreduziblen Charaktere in die unten spezifizierten Mengen
1, {2a, 2b}, 3 und 4. Diese sind jeweils Vereinigungen von Blocken. Wie die
unten berechneten Ergebnisse zeigen, bestehen die Mengen 1, 3 und 4 aus

jeweils genau einem Block, aber {2a,2b} ist Vereinigung zweier Blocke 2a
und 20.

Nr. | d | dl | Charaktere
1 |4 1,2,5,6,7,8,9,13,14, 15,16, 17,20, 21, 22, 23,
24,25,26,37,38,39,42,45,46,47,53,57, 58,
59,66,67,72,73,77,78,89,90,97,98,102, 103
2a | 2 3,4,18,19,27,28, 32,33, 35,36, 74,75,83
2b | 2 10,11, 29, 30, 48, 49, 54, 55, 64, 65, 76, 88, 99
3 2| 4 |40,52,60,68,71,81,84,87,91,94,101, 108, 109
4 |21 3]41,51,61,69,70,82,85,86,92,93,100,107,110

10.9.2. Bloécke 3 und 4. Nach Induzieren aller projektiv-unzerlegbaren
Charaktere von H(FE7) findet man aus

x31, V18, V1, V19, X32, ¥3, X21, X45

eine Basis fiir Block 3. Die so gefundenen projektiven Charaktere sind bereits
unzerlegbar. Damit hat man die Zerlegungsmatrizen fiir Block 3 und seinen
dualen Partner bestimmt.

Ay Ay Ay Ay Ay Ay A, Ag
0] (1344,8) 1 1 . . . ..
52 | (2240, 28) 1 1 1 .
60 | (3200,16) | 1 . 11
68 (8,1) 1 .
71| (56,49) . 1
81| (560,5)| . 1 . . . .
84| (840,13)| 1 . . . . 1 .
87 ((1008,39) | . . . . . . 1
91 | (1400, 11) 1 1 1 .
94 | (1400, 37) 1
101 | (3240, 31) 11 o1
108 | (4200,21) o1 11
109 | (4536,13)| 1 1 . 1 1
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Ay Ay Ay Ay Ay A A, Ag
A1 (1344,38) | 1 1 .
51 | (2240, 10) 1 1 1 .
61 | (3200,22) | 1 . 1 1
69|  (8,91) 1 .
70| (56,19) . 1
82 | (560,47) 1
85| (840,31)| 1 1 .
86 | (1008,9) . 1
92 | (1400, 29) 1 1 1 .
93 | (1400, 7) 1
100 | (3240,9) 11 o1
107 | (4200, 15) o1 11
110 | (4536,23)| 1 1 . 1 1

10.9.3. Block 2. Nach Induzieren aller projektiv-unzerlegbaren Charak-
tere von H(FE7) rekrutiert sich die erste Basis aus

\11247 \1126a ‘1,17 \1197
Wag, X31, Yo1, X32,

X22, X21, ¥13,1/2 - U,
W15, X465 X585 X59-
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{AL}S,
3 (28,8) [ 1 .
4] (28,68) | . 1 .
10 (84,4) | . 1.
11| (84,64) | . 1 .
18 | (300,8) | . 11 .
19 | (300,44) | . . 11
27 | (700,16) | 2 1 . 1
28 | (700,28) | . 2 o1 1
29 | (700,6) | . 1 1 . 1
30 | (700,42) | . 1 . 1 11
32| (840,14) | . 1 11 . 1
33| (840,26) | 1 111
35| (972,12) | 1 2 1 . 1
36| (972,32) | . 1 2 1 1 .
48 | (2100,16) | . 2 11
49 | (2100,28) | . . 2 . 3.1
54 | (2268,10) | . 2 1 . 1 o1
55 | (2268,30) | . 2 1 112 1
64| (4200,12) [1 1 1 . 2 1 2 o1 1
65| (4200,24) [1 1 . 1 2 1 2 1 2 11
74| (160,7) | 1 |
75| (160,55) | . 1 o 1 .
76 | (448,25) | . . 1
83| (1344,19) [1 1 . . 1 1 11
88| (2016,19) [1 1 1 1 1 . 1
99 | (5600,19) [1 1 . . o2 . . .1 .3 1 1 1
Tso .2 .1 . . .=
Uyr A PR SR
Uy L2 =2 22
Uy, R -

Wie man feststellt, sind A}, A}, AL, ALy, ALy, A1y, Al Adg bereits unzerleg-
bar. Weiter findet man fiir die Induzierten von den projektiven Charakteren
Wog, Yoz, W14, W11 von H(E;) die oben angegebene Zerlegung in die Basis.
Damit hat man

A%3 = A13—2-A15,A%1 = A11—A12—A16,A$ = A7—2'A157 Ag = A5—2-A14.

als neue projektive Charaktere und damit:
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{A7}S,

3 (28,8) |1 .

4 (28,68)] . 1 .

10 (84,4) 1.

11| (84,64) 1. .

18| (300,8) 11 .

19| (300,44) .11
27 | (700,16) | 2 1 Lo
28 | (700,28) | . 2 o1 1
29 | (700, 6) 1 1 . 1
30 | (700,42) R | 1
32| (840,14)| . 1 11 . . .1
33| (840,26)(1 . . . . .1 1 1 .
350 (972,12) |1 . . .21 . . .1

36| (972,32) . 1 . . . .21 1 . o
48 | (2100, 16) 11
49 | (2100, 28) R T |

54 | (2268, 10) 1 1. .1

55 | (2268, 30) L1 1 1
64 | (4200,12) |1 1 1 1 . 1 1.1
65| (4200,24) |1 1 . 1 1 1 11
74| (160,7) | 1 | .

75| (160,55) | . 1 1 .

76| (448,25) | . . . . . . . . .. 1

83| (1344,19) |1 1 . . 1 . 1 . 1 1 . . . . . .
881(2016,19) |1 1 1 1 . . . . . . . . . . .1
99 | (5600,19) |1 1 . . . . . . . . . .1111

Man stellt fest, dafl A7; und A%, schon unzerlegbar sind.

Nun untersucht man die noch nicht als unzerlegbar erkannten projektiven
Charaktere wie immer mit der in 4.6.3. beschriebenen Methode auf mogli-
che Summanden. Man findet unter anderen einen méglichen unzerlegbaren
Summanden von A%, das heifit, eine Summe von Charakteren, die die in
4.6.3. beschriebenen Bedingungen erfiillt, wie folgt:

A = x3+ X33 + X35 + X64 + Xss-

Angenommen, A ist projektiv. Dann folgt, dal A? — A projektiv-unzerlegbar
ist.
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Die 2-modulare Zerlegungsmatrix der Weyl-Gruppe W (Eg) = 2 - OF (2) : 2,
wie sie aus den Informationen in [13] und [44] gewonnen werden kann, zeigt,
dafl der Charakter x74 unter 2-modularer Reduktion, also auch unter ®y4-
modularer Reduktion irreduzibel bleibt. Also gibt es genau einen projek-
tiv-unzerlegbaren Charakter, in dem der Summand y74 vorkommt. Dieser
projektiv-unzerlegbare Charakter ist somit Summand von A% und A2. Damit
kann er aber nicht gleich A% — A sein, Widerspruch.
Also ist A nicht projektiv. Analog schlieffit man fiir den dualen projektiven
Charakter A%. Dann findet man, da8 alle anderen moglichen Summanden
bereits in dem von der jetzigen Basis aufgespannten Gitter liegen. Also ist
der Rang der Zerlegungsmatrix gleich 16 und die Zerlegungsmatrix hat Drei-
ecksgestalt.
Da A2 zerlegbar ist, sind die folgenden Charaktere unter Benutzung der
Dualitéat projektiv.

AP = A2 A2,

A2 = AZ — A,
A3 = A2 — A
AR = Af — ARy,
A3 = A2 AL
A3 = AZ - A2

Damit erhélt man die folgende Basis.
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(A%,
3 (28,8) |1 .

A (28,68)] . 1 .

10 (84,4)| . . 1 .

11| (84,64) | . 1 .

18| (300,8) | . 1 .

19| (300,44) | . . 1

27 | (700,16) | 1 1 o1

28 | (700,28) | . 1 1 1

29 | (700,6) | . . 1 . 1

30 | (700,42) | . 1 . . 1

32| (840,14) | . 1 1 Co 1

33| (840,26) | 1 .11

35| (972,12) | . 11 1

36| (972,32) | . 11 1 o

48 | (2100,16) | . 11

49 | (2100,28) | . 1.1

54 | (2268,10) | . 1. .1

55 | (2268,30) | . . 1. .1

64 | (4200,12) |1 1 1 . 1 1 1
65| (4200,24) |1 1 . 1 . . 1 11
74| (160,7) | . 1 .

75| (160,55) | . 1 .

76 | (448,25) | . . 1

83 | (1344,19) | . .1 .1 11

88| (2016,19) |1 1 1 1 . 1
99| (5600,19) |1 1 . . . . . . . . . . 111 1
U1 2 .2 . .2 . . 2 24
Do 2 .02 .2 . . . . .2 . .2 .-

Nun sind A2, A3, A2, A} unzerlegbar.
Man induziert die projektiven Charaktere W4, Wo7 von H (D7) und erhélt
Zerlegungen in die Basis wie oben angegeben. Daraus folgt, daf3

A= A3 — A3 und AS = A3 — A3

projektiv und unzerlegbar sind.
Jetzt stellt man fest, siehe Satz 3.5.1., daf3 die hier betrachtete Menge von
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irreduziblen Charakteren Vereinigung von zwei Blocken ist. Man findet die
schon oben genannten Teilmengen 2a und 2b sowie die entsprechenden Zer-

legungsmatriz

en.

AL AL AL AL AS AL A MY

w

18
19
27
28
32
33
35
36
74
75
83

1 .
1

10
11
29
30
48
49
o4
95
64
65
76
88
99

(84, 4)
(84, 64

)
,6)
(700, 42)
(2100, 16)
(2100, 28)
(2268, 10)
(2268, 30)
( )
(4200, 24)
(448, 25)

)

)

(2016, 19
(5600, 19

4 4 4 4 4 4 4 4
3 A4 All A12 A13 A14 A15 A16
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10.9.4. Block 1. Nach Induzieren aller projektiv-unzerlegbaren Charak-
tere von H(FE7) findet man eine Basis bestehend aus den Induzierten von:

W1, Woy, Wag, Wig, Vis, W4, Wo5, V14, Y5, X31,
W7, Wag, Wy, W3g, Ui, Wo3, Us, Wag, X21.

132
1 1,0 [ 1.
2 (1,120) | . 1 .
5 352 |1 . 1 .
6 @35,74) | . 1 . 1 .
7 (70,32) | . . . . 1 .
8 50,8 | . . 1 . . 1
9 (50,56) | . . . 1 . 1 . .
13| (175,12) |1 1 . . . . 1 1 .
14| (175,36) |1 1 . . . . 1 . 1 .
15 (210,4) | . . 1 ... . .1 .
16 | (210,52) | . . . 1 . . . . . .1 .
17| (420,20) | . . 1 1 . 1 . . . . . o1 .
20 | (350,14) | . . . . 1 . . . . . . . 1 .
21 | (350,38) | . . . . 1 . . . . . . . .1 .
22 | (525,12) | . . . . . . . 1 . . . . 1 . 1
23| (525,36) | . . . . . . . . 1 . . . . 1 1
24 (567,6) | . . 1 . . . . 1 . 1 . . 1 . .
25 | (567,46) | . . . 1 . . . . 1 . 1 . . 1 |
26 | (1134,20) | . . . . 1 . . . . . . 1 1 1 1
37 | (1050,10) |1 . 2 . . 1 1 1 . 1 . 1 1 . |
38| (1050,34) | . 1 . 2 . 1 1 . 1 . 1 1 . 1 | .
39 | (2100,20) | . . . . 1 . . . . . . . 1 1 2 1 .
42 | (2688,20) | . . 1 1 1 . . . . . . 2 1 1 | . 1
45 | (1875,10) | . . . . . . 1 1 2 . .1 . 1
46 | (1575,34) | . . . . 1 . 1 . 1 . 2 . 1 . 1
a7 | (3150,18) [ 1 1 1 1 . 1 2 1 1 .2 1 1 1 1 .
53 | (4480,16) | . . 1 1 102 11 2 1 1 1 1 1 .
57 | (2835,14) |1 1 2 1 12 1 1 2 1 .. . 1 .
58 | (2835,22) |1 1 1 2 . 1 2 1 12 .1 . 1 .
59 | (5670,18) | . . . . 2 . 2 11 1 1 1 1 1 1 1 1
66 | (6075,14) | . . 1 . 1 2 1 2 . 2 3 1 2 1 1 1 .
67 | (6075,22) | . . . 1 2 . 2 . 1 . 2 2 1 3 2 1 1 . 1
72 (112,3) [ 1 . 1 . . . .1 . . . . .
73| (12,63) | . 1 . 1 . . . . 1
77 400,7) [ 1 . 1 . . 1 1 1 . 1 .
78 | (400,43) | . 1 . 1 . 1 1 . 1 . 1 . . . . . . .
89 | (1296,13) | . . . . 1 . . . . 1 . . 1 . . . . 1 .
90 | (1296,33) | . . . . 2 . . . . . 1 . . 1 . . . 1
97 | (2800,13) | . . . . . 1. 2 . 1 1 1 1 .
98 | (2800,25) | . . . . 1 1. 2 101 1 1
102 | (3360,13) | 1 . 1 . . 2 1 2 11 . 1 1
103 | (3360,25) | . 1 . 1 1 2 .1 2 1 1 1 1
T3 . . . i . . . . : T —1
Ty - T 2 —1 - ;
v S 2 Lo-1 -1
v, 11 .2 3 3 . L4 =2 2 4 2

Es sind AL, AL AL AL AL AL AL A, Adg, Al-, Alg, Al schon unzerlegbar.
Nun betrachtet man den von H(FE7) induzierten projektiven Charakter W3
und die 2-modularen projektiven Charaktere g, Wy, ¥ der Weyl-Gruppe
W (FEs) = 2-0F (2) : 2, deren Zerlegung in die Basis oben angegeben ist. Da-
bei werden die projektiven Charaktere der Weyl-Gruppe so durchnumeriert
wie die Reihenfolge der 2-modular irreduziblen Charaktere in [44] angibt.
Aus diesen Zerlegungen folgt, daf3

2, a1 1 2 a1 1 2 a1l 1
A5 T A5 - A197 A12 T A12 - A177A10 T AIO - A187
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2 . Al 1 2 Al 1
All T A11 - A197A15 T A15 - A16

projektiv sind. Also hat man nun folgende Basis.

(AF1;2)

1 (1,0) [ 1T .

2 (1,120) | . 1 .

5 35,2) |1 . 1 .

6 (35,74) | . 1 . 1 .

7 (70,32) | . . . . 1 .

8 50,8 | . . 1 . . 1

9 (50,56) | . . . 1 . 1 . .
13 (175,12) |1 1 . . . . 1 1 .
14 (175,36) |1 1 . . . . 1 . 1 .
15 (210,4) | . . 1 . . . . . .1 .
16 (210,52) | . . . 1 . . . . . .1 .
17 (420,20) | . . 1 1 . 1 . . . . . 1 .
20 (350,14) | .. . . 1 . . . . . . .1 .
21 (350,388) | . . . . 1 . . . . . . . .1 .
22 (525,12) | . . . . . . . 1 . . . . 1 . 1
23 (525,36) | . . . . . . . . 1 . . . . 1 1
24 (67,6) [ . . 1 . . . . 1 . 1 . . 1 . .
25 (567,46) | . . . 1 . . . . 1 . 1 . . 1 .
26 | (1134,20) | . . . . 1 . . . . . . 1 1 1 1
37 | (1050,10) |1 . 2 . . 1 1 1 . 1 . 1 1 . .
38 | (1050,34) | . 1 o2 .1 1 L1 .11 .1 .
39 (2100, 20) . . . . 1 . . . . . . . 1 1 1 1 .
42 (2688, 20) . . 1 1 1 . . . . . . 1 1 1 . . 1
45 (1575, 10) . . . 1 1 1 . 1 . 1
46 (1575, 34) . . . . 1 . 1 . 1 . 1 . 1
47 (3150, 18) 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 .
53 (44807 16) . . 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 .
57 (28357 14) 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 . . 1 .
58 (28357 22) 1 1 1 2 . 1 2 1 . 1 1 . 1 . 1 .
59 | (5670,18) | . . . . 1 . 2 A A | 11 1 1
66 | (6075,14) | . . 1 . 1 2 1 1. 1 3 1 1 1 1 1 .
67 | (6075,22) | . . . 1 1 . 2 . 1 i1 1 3 1 1 1 . 1
72 (112,3) {1 . 1 . . . . 1 . . A . .
73 (1127 63) . 1 . 1 . . . . 1
77 (400,7) |1 . 1 . .11 1 .1 .
78 (400,43) | . 1 . 1 . 1 1 . 1 . 1 . . . . ..
89 | (1296,13) | . . . . 1 . . . . . . . 1 . . . . 1 .
90 | (1296,33) | . . . . 1 . . . . . . . . 1 . . . .1
97 (2800, 13) . 1 . 1 1 . 1 1 .
98 (2800, 25) . . . 1 . 1 . 1 . 1 1

102 (3360, 13) 1 . 1 . 2 1 1 1 . . 1 1
103 (3360, 25) . 1 . 1 2 . 1 1 1 1 1

Die projektiven Charaktere A2, A2, A2, A%,, A3, sind sogar unzerlegbar.

10.9.5. Offene Fragen. Damit bleibt nur noch zu entscheiden, ob A2, —
A2¢ und dual dazu A3, — A3y projektiv sind.
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11. ®3-modulare Zerlegungszahlen
11.1. Die ®3-modularen Zerlegungszahlen fiir H(FE7)

In [30] werden die Zerlegungszahlen fiir die Blocke von H(FE7) von nicht-
maximalem Defekt angegeben. Fiir die beiden zueinander dualen Blocke
von maximalem Defekt ist nur eine Basis fiir den von den projektiven Cha-
rakteren aufgespannten Raum angegeben. Diese soll hier fiir Block 1 wieder-
gegeben werden. Die in [30] genannten projektiven Charaktere werden hier
in der Reihenfolge der Blocke fortlaufend durchnumeriert.

\Ill \:[12 \Ij?) \I/4 \IIES \IIG \117 \IIS \119 \Ill(]
1 wo| + . . . . .
3| (7,46) 1
50 (15,28) | 1 . 1 .
7| (21,6) . 1
9| (21,36) 11 .
13| (35,22) . 1
15| (35,4)] 1 R |
17| (56,30) 1 o 1
19| (70,18) o1 1
21| (84,12)| 1 1 1 1
23((105,26)| . 1 1 . 1 . 1 .
25| (105,6)| . 1 . . . . . 1
27 [(105,12) | . . 1 . . . . . 1
29| (120,4)| 1 . 1. 1
31| (168,6)| 1 11 1.
39 | (210,6) 1. 11
41 | (210, 10) 1.1 1 11
45 | (280,18) . 1 1 o1
471 (280,8)| 1 1 1 1 1 . 1 1 .
51 | (336,14) 1 1 11
570 (420,10) | . . . . 1 1 11
59((512,12)| 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Genauer bleiben in [30] fiir die Blocke 1 und 2 die folgenden Fragen offen:
Ist U1 — ¥y und damit dual Wiy — Wyg projektiv?

Ist \1’5 — \Iflo und damit dual \1’15 — \1’20 projektiv?

Mit den Ergebnissen fiir H(Es) wird es moglich sein, die Unzerlegbarkeit
von {Uq, U5, Uy, U5} zu beweisen, siehe 11.2.7. und 11.2.10. Also ist die
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in [30] angegebene und hier wiedergegebene Matrix die vollstéindige Zerle-
gungsmatrix fiir Block 1 von H(Er).

11.2. ®3-modulare Zerlegungszahlen fiir H(FEj3)
11.2.1. Bloécke. Man findet:

Nr. | d | dl | Charaktere

1 |4 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, 18, 19,
20,21, 22,23,27,28,29, 30,31, 32, 33, 34, 37, 38, 39, 40,
41,42,43,44, 48, 49, 50, 51, 52,53, 60,61, 62, 63, 64, 65

2 | 1|3 |24,55,58

3 |1]2]25,54,57

4 |1 45, 46,47

5 |4 68,69, 70,71,72,73,74, 75,76, 77,78, 79, 80
81,82, 83,84,85,91,92,93, 94,95, 96, 97, 98,
99,102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 111, 112

6 |1 86, 87, 88

7 | 1] 889,101,110

8 | 1|7 190,100,109

11.2.2. Blécke 2 und 3. Durch Betrachten der Charaktergrade findet
man sofort die Zerlegungsmatrix.

Ay Ay
24 (567,6) | 1 .
58 |(2835,22) | 1 1
55| (2268,30) | . 1

25| (567,46)| 1 .
57| (2835,14) | 1 1
54| (2268,10) | . 1

11.2.3. Block 4. Wie oben erhilt man sofort:

AL Ay
45 [ (1575,10) | 1
47 | (3150,18) | 1 1
46 | (1575,34) | . 1
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11.2.4. Block 6. Ebenso:

AL Ay
86| (1008,9)| 1
88|(2016,19) | 1 1
87 |(1008,39) | . 1

11.2.5. Blocke 7 und 8. Schlie3lich:

89 [ (1296,13) | 1 .
110 | (4536,23) | 1 1
101 | (3240,31) | . 1

90 [ (1296,33) | 1 .
109 | (4536,13) | 1 1
100 | (3240,9)| . 1

11.2.6. Block 5. Nach Induzieren aller bekannten projektiven Charak-
tere von H(FE7) erhidlt man die erste Basis, bestehend aus den Induzierten
von

W, Wi, Wy, Wiy, Wor, Yoz, Wos, W, Wig, Yoy, Woo, X55, X56-

Die hier ermittelten Basen werden am Ende dieses Abschnitts in 11.2.11.
angegeben.

Man erkennt AL, Af, AL AL AS, Afy, ALy, ALy, ALy als unzerlegbar. Weiter ha-
ben die von U5, W15, U, W19 von H(FE;) induzierten projektiven Charakter
die angegebene Zerlegung in die erste Basis. Also sind

AT = Af— AL, A3 = AL — Af, AS = AL — Afy, AT = A — A
projektiv. Damit hat man die zweite Basis.

Man findet, daB8 A? und A2 projektiv-unzerlegbar sind.

Man zeigt nun noch, dafl auch A% und A% projektiv-unzerlegbar sind, womit
dann alle projektiv-unzerlegbaren Charaktere gefunden sind. Dazu sei ange-
nommen, A% — A%, sei projektiv. Die Einschriinkung dieses Charakters auf
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Block 1 von H(E7) ergibt aber folgende Zerlegung in die in 11.1. angegebene
Basis:
Uy +2 - Uy 4+ Vg—Tg+3-Tyg.

Alle diese projektiven Charaktere sind aber schon als unzerlegbar erkannt,
Widerspruch. Somit ist A3 — A%, und wegen der Dualitiit dann auch A% — A%,
nicht projektiv. Also ist die Zerlegungsmatrix nun vollstdndig bestimmt.

11.2.7. Zuriick zu H(FE7). Angenommen, ¥, fiir H(FE7) ist zerlegbar.
Dann ist nach den in 11.1. gemachten Bemerkungen ¥; — Wg projektiv.
Induziert man diesen Charakter nach H(FEjg), so erhélt man die folgende
Zerlegung in die zweite Basis:

A% - A% + A%Ov
Widerspruch. Also ist U1 unzerlegbar und wegen der Dualitdt auch Wqy.
11.2.8. Block 1. Nach Induzieren aller bekannten projektiven Charak-

tere von H (Er7) erhiilt man die folgende Basis bestehend aus den Induzierten
von:

W, Wi, Wy, Wiy, oy, Wo3, Uy, Ve, Wi, Us,
U1g, Wos, Wor, Wag, Wao, Wog, Wog, 1/2 - o, X50, X56-

Auch hier werden die nun sukzessive bestimmten Basen am Ende dieses
Abschnitts in 11.2.12. wiedergegeben.

Man erkennt bereits Al, Ad, Aly, AL, ALy, Als, Alg, Alg, Al als unzerlegbar.
Der projektive Charaktere W15 von H (E7) ergibt nach dem Induzieren einen
Charakter, der sich in die erste Basis wie dort angegeben zerlegt. Damit sind

2 1 1 A2 . pl 1
A7 = Ajr — Agp, Ajg = Ajg — Ay
projektiv. Man hat also die zweite Basis.

Nun sind A2, A2, unzerlegbar. Die Charaktere W19, U5, U3, U7 von H(E7)
ergeben Induzierte wie bei der zweiten Basis angegeben. Also erhilt man
unter zusétzlicher Ausnutzung der Dualitit die folgenden neuen projektiven
Charaktere:

Af = A3 — Afg — Ay, Af == AT — Al — A, A7 i= A7 — 2 A3 — A,
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AS = A2 —2 A2 A3 :=A3—2 A2,
Ai’o = A%o _A%4 _Q'A?(s _Q'A%97A:f1 = A%l —A%5 —2~A%7—2-A§0.
Dies ergibt die dritte Basis.

Nun sind auch A3, A3, A3, A3 unzerlegbar.

Die 3-modulare Zerlegungsmatrix fiir die Weyl-Gruppe W (FEs) 22 2-Og (2) :
2 kann aus den in [13] und [44] angegebenen Ergebnissen leicht gewon-
nen werden. Unter Beibehaltung der dort vorgegebenen Reihenfolge der 3-
modular irreduziblen Charaktere findet man fiir die projektiv-unzerlegbaren
Charaktere W1, Wy, W7 von W (Es) die bei der dritten Basis angegebene Zer-
legung. Daraus folgt, dafl

AT =AY — A5 =20 Afg — Mg, A3 == AS — AG — 2 Ay — Ay, A7 == A7 — Ay
projektiv sind. Dies ergibt schliellich die vierte Basis.

Nun sind auch noch A}, A3, A? unzerlegbar.

11.2.9. Offene Fragen. Es bleibt nur noch zu iiberpriifen, ob Af, — Ay
und damit wegen Dualitit auch A, — A3, projektiv ist.

11.2.10. Zuriick zu H(E;). Angenommen, VU5 fiir H(E7) ist zerlegbar.
Dann ist nach den in 11.1. gemachten Bemerkungen V5 — Wiy projektiv.
Induziert man diesen Charakter nach H(FEg), so erhiilt man die Zerlegung

A+ 2. AL+ Al — Alg

in die vierte Basis. Da A%, Afy, A, A‘llg aber schon als unzerlegbar erkannt
sind, ist das ein Widerspruch. Also ist U5 unzerlegbar und wegen der Dua-
litat auch \:[115.

11.2.11. Auf den nachfolgenden Seiten werden die oben sukzessive ermit-
telten Basen fiir Block 5 wiedergegeben.
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(AL},

63 (8, ) T .

69 (8,91) 1.

70| (56,19) 1.

71| (56,49) | . 1

72| (112,3) |1 .

73| (112,63) 1.

74| (160,7) 1.

75 | (160,55) 1 .

76 | (448,25) | . . 1

77| (400,7) |1 1

78 | (400,43) |1 1 .

79| (448,9) |1 . 1

80 | (448,39) | . 1 1

81| (560,5) | 2 1.

82| (560,47) | . 2 . 1 .

83| (1344,19) |1 1 1 1 1

84| (840,13) |1 . 1

85 | (840,31) | . 1 . 1 .

91 | (1400,11) |1 1 1 1 1.

92 | (1400,29) |1 1 1 1 |

93 | (1400,7) |2 . 2 . 1.

94 | (1400, 37) 2 . 2 . 1

95 | (2400, 17) 1. 1 .
96 | (2400,23) | . o1 1 . 1
97 | (2800,13) |1 . 2 . 1. .
98 | (2800,25) | . 1 . 2 . 1 1
99 | (5600,19) |2 2 1 1 2 . 1
102 | (3360,13) |2 1 2 1 1. .
103 | (3360,25) [1 2 1 2 . | 1
104 | (7168,17) |3 3 3 3 1 11 1
105 | (4096,11) |3 1 2 1 1 1. .
106 | (4096,27) [1 3 1 2 1 o1 1
107 | (4200,15) |2 2 2 1 1 1. .
108 | (4200,21) [2 2 1 2 1 | 1
111 | (5600,15) [2 1 2 1 1 1. 1
112 | (5600,21) [1 2 1 2 1 | 1
T 1 1 1 —1 2
U5 o1 1 -1 1

Wy o1 |
Ty, 1 ~1

143
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{AZ}13
68 (8, ) T .
69 (8,91) 1.
70 | (56,19) 1.
71| (56,49) o1
72| (112,3) | 1 . 1.
73| (112,63) 1 o1
74| (160,7) 1 .1
75 | (160,55) 1 1.
76 | (448, 25) . 1
77| (400,7) |1 1 1
78 | (400,43) |1 1 . 1
79| (448,9) | 1 o1 1
80 | (448,39) 11 . 1
81| (560,5) | 2 1 1. 1
82 | (560,47) 1 1 1
83| (1344,19) |1 1 1 1 111
84| (840,13) |1 . . . . . 1 1 .
85| (840,31) | . 1 . . . . 1 . 1
91 | (1400,11) | . 1 . 1 . 1 . 1 . 1
92 | (1400,29) | 1 1 1 1 1
93 | (1400,7) | 1 1 1. 1 1
94 | (1400, 37) 1 1 1. 1 1
95 | (2400,17) 1 1 1
96 | (2400, 23) 1 1 . 1
97 | (2800,13) 1. 1 1
98 | (2800,25) | . . . 1 . 1.1
99 | (5600,19) |2 2 1 1 2 1 1 11
102 | (3360,13) |1 1 1 1 1 1 1.1
103 (3360,25) |1 1 1 1 1 . . 1 1 1
104 (7168,17) |2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
105 | (4096,11) |2 1 1 1 1 1.1 .
106 | (4096,27) |1 2 1 1 1 1 1
107 (4200,15) |1 2 1 1 . 1 1 1 1 1 1
108 | (4200,21) |2 1 1 1 1 111 .1 .1
111 | (5600,15) |1 1 1 1 11 1 .11
112 | (5600,21) |1 1 1 1 1 1 11 1

11.2.12. Auf den nachfolgenden Seiten werden die oben sukzessive ermit-
telten Basen fiir Block 1 wiedergegeben.
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(A2,
T o [ 1 -
2 (1,120) | . 1
3 (28,8) 1
4 (28, 68) 1
5 (35,2) | 1 1
6 (35, 74) 1 1
7 (70, 32) 1
8 (50,8) | 1 1 1
9 (50,56) | 1 1 1
10 (84,4) | 2 1 1
11 (84, 64) 2 1 1
12 | (168,24) | 1 1 11 1
13 | (175,12) 1 1
14 | (175, 36) 1 1
15 (210,4) | 1 1 1 1
16 | (210,52) 1 1 1 1
17 | (420, 20) 11 1 11
18 (300,8) | 1 1 11 1
19 | (300, 44) 1 101 1 1
20 | (350,14) | . . 1 . . . . . . . .1 .
21 | (350,38) | . . . 1 . . 2 . . . .. 1.
22 | (525,12) | . . 1 . . . . . . 1 . . o1
23 | (525,36) | . . . 1 . . . . . . 1 . .1
27 | (700,16) |1 2 . . . 1 1 1 1 1 . 1.
28 | (700,28) [2 1 . . 1 . 1 1 1 . 1 . | .
29 (r00,6) |3 . 1 . 1 . 1 2 . 3 . . o 1.
30 | (700,42) | . 3 . 1 . 1 . . 2 . 3 . o 1
31 | (1400,20) | . . . . .2 o1 L1
32 | (840,14) |2 . 1 . . . 3 2 . 2 . . .. 1.
33| (840,26) | . 2 . 1 . . . . 2 . 2 1 o o1
34 | (1680,22) | . . . . . . 3 . . . .1 .. |
37 | (1050,10) |2 1 1 . . 1 1 2 . 3 . . o1 1.
38 | (1050,34) |1 2 . 1 1 . . . 2 . 3 . L1 .1
39 | (2100,20) | . . . . . 2 11 11 L1
40 | (1344,8) |4 . 2 . 1 . 2 3 4 . 1 1
41 | (1344,38) | . 4 . 2 . 1 1 3 4 1 1
42 | (2688,20) |2 2 1 1 1 1 3 1 1 2 2 . 11 T T
43 | (1400,8) |1 . 2 . . . . . . 3 . . L 1. .1
44 | (1400,32) | . 1 . 2 . 3. 1 1
48 | (2100, 16) 1. 2 2 1 1 1
49 | (2100,28) | . . . 1 4 1 1 1
50 | (4200,18) [ 3 3 2 2 1 1 5 2 2 4 1 101 1 101 1
51 | (2240,10) | 3 . 2 1 3 2 5 . 1 2 . 1
52 | (2240,28) | . 3 1 2 . 2 . 5 1 2 . 1
53 | (4480,16) | 1 1 2 2 . 3 3 3 1 . 11 1 1 1
60 | (3200,16) |4 1 1 1 1 . 5 3 . 4 1 111 1 1
61 | (3200,22) |1 4 1 1 12 3 1 4 1 101 11
62 | (4096,12) | 4 . 3 . 4 2 6 1 11 2 101 .
63 | (4096, 26) 4 3 3 . 2 6 1 .1 2 1. 1
64 | (4200,12) |3 1 3 1 . 1 5 2 1 11 2 101
65 | (4200,24) |1 3 1 3 1 2 2 1 7 1 1 o2 1
U5 T 2 —2 -1 1 T =
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(a2)20,
T o [ 1 .
2 (1, 120) 1.
3 (28,8) 1.
4 (28,68) | . 1
5 (35,2) | 1 .
6 (35, 74) 1 .
7 (70,32) | . . 1.
8 (50,8) | 1 1 1.
9 (50,56) | 1 1 .1
10 (84,4) | 2 . .
11 (84,64) | . 2 |
12 | (168,24) [ 1 1 . 11
13 | (175,12) .1 1.
14 | (175,36) | . 1 Sl
15 (210,4) [ 1 . 1 . 1.
16 | (210,52) 1.1 . L1
17 | (420,20) | . 11 1. 101
18 (300,8) | 1 . S T T
19 | (300, 44) 1. 1 1 1
20 | (350,14) 1. . .
21 | (350, 38) 1 2 . 1 .
22 | (525,12) 1. 1. 1
23 | (525,36) | . . 1 | .
27 | (700,16) | 1 2 11 1 1 . 1
28 | (700,28) | 2 1 . 11 1 .1 .
29 (700,6) | 3 . 1 . 12 . 3 . 1
30 | (700, 42) 3 1 . 2 . 3 .
31 | (1400,20) | . . 2 . 101 . . 1
32 | (840,14) |2 . 1 . 3 2 .2 . 1 1
33 | (840, 26) 2 1 2 2 . .
34 | (1680,22) | . . . 3. . 1 . . 1
37 | (1050,10) |2 1 1 . 12 . 3 . 1 1
38 | (1050,34) | 1 2 1 . 2 . 3 . .
39 | (2100,20) | . . 2. 101 1 . 1
40 | (1344,8) |4 . 2 . 2 3 . 4 . 1 1
41 | (1344,38) | . 4 . 2 1. 3 . 4 . .
42 | (2688,20) |2 2 1 1 3 1 1 2 2 1 1 .
43 | (1400,8) |1 . 2 . 3. 1
44 | (1400, 32) 1.2 . .3 . .
48 | (2100, 16) 1. 2 2 . 1 1
49 | (2100,28) | . . . 1 4 . . .2 1 . . 1
50 | (4200,18) |3 3 2 2 5 2 2 4 4 1 1 1 1 .
51 | (2240,10) |3 . 2 1 3 2 . 5 . 1 1 1
52 | (2240,28) | . 3 1 2 . 2 . 5 . . .
53 | (4480,16) | 1 1 2 2 3. 3 3 1 . . 1 1
60 | (3200,16) |4 1 1 1 5 3 . 4 1 1 1 1 1
61 | (3200,22) |1 4 1 1 2 . 3 1 4 . 1 . 1 .
62 | (4096,12) | 4 . 3 4 2 . 6 1 1 1 1 1
63 | (4096,26) | . 4 . 3 3 . 2 6 1 . . 1 .
64 | (4200,12) |3 1 3 1 5 2 . 7 1 1 1 1 1 1
65 | (4200,24) |1 3 1 3 2 2 1 7 . 1 .
T 1 ; ; —T1 =)
Uy 1. —2 . -1
Uy 1 . 1 —2 .
Uy 1 —1 —2 —2
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{A3320
1 1,0 [ 1 -
2 (1,120) 1
3 (28, 8)
4 (28,68) | . .
5 (35,2) | 1 . 1 .
6 (35, 74) 1 1.
7 (70,32) | . . 1
8 (50,8) | 1 1
9 (50, 56) 1 1 .
10 (84,4) | 2 . 1 .
11 (84,64) | . 2 1.
12 | (168,24) | 1 1 1
13 | (175,12)
14 | (175,36) | . .
15 (210,4) | 1 . 1 .
16 | (210,52) 1 1.
17 | (420,20) | . . 1
18 (300,8) | 1 . 1 1
19 | (300, 44) 1 101
20 | (350, 14)
21 (350, 38)
22 (525,12)
23 | (525,36) | . . L
27 | (700,16) | 1 2 . 101
28 | (700,28) | 2 1 1 1 .
29 (700, 6) 3 . 1 . 1 .
30 | (700, 42) 3 1. 1 .
31 | (1400,20) | . 2 . 1
32 | (840,14) | 2 . 1 .
33 | (840, 26) 2 . 1 .
34 | (1680,22) | . . L1 . 1
37 | (1050,10) | 2 1 . 1 1 .
38 | (1050,34) | 1 2 1 . 1 .
39 | (2100,20) | . . 2 . 1
40 | (1344,8) | 4 . 1 1 1 .
41 | (1344,38) | . 4 . 11 1 .
42 | (2688,20) | 2 2 1 1 3 1 .
43 (1400,8) | 1 . 1 .
44 | (1400, 32) 1 . . 1
48 | (2100, 16) 2 1
49 | (2100,28) | . . . .2 . . 1
50 | (4200,18) | 3 3 1 1 2 1 1 1 .
51 | (2240,10) | 3 . 1 . 1 .
52 (2240, 28) . 3 . 1 . . 1
53 (4480, 16) 1 1 . 1 . 1 1 1
60 (3200, 16) 4 1 1 . 2 1 . 1
61 (3200, 22) 1 4 1 2 . 1 1 .
62 (4096, 12) 4 . 1 1 . 1 1 .
63 (4096, 26) . 4 . 1 . 1 1 . 1
64 (4200, 12) 3 1 1 2 1 . 1 1 .
65 (4200, 24) 1 3 1 2 . 1 1 . 1
2 T . —1 ; —2 ; —1 ;
U, 1 -1 . -2 . -1
s 1 -1
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© 00D U W=

(300, 44)
(350, 14)
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12. ®y-modulare Zerlegungszahlen
12.1. Die ®3-modularen Zerlegungszahlen fiir H(FE7)

Fiir den Block von nicht-maximalem Defekt sind diese in [30] angegeben. Fiir
den Block von maximalem Defekt wird nur eine Basis aus projektiven Cha-
rakteren angegeben. Bekannt ist allerdings, dal der Rang der Zerlegungsma-
trix dieses Blocks gleich 7 ist und dafl die Zerlegungsmatrix Dreiecksgestalt
hat. Damit konnen allgemeine Schlufiweisen iiber Dreiecksmatrizen ange-
wendet werden.

Die in [30] angegebenen projektiven Charaktere werden in der Reihenfolge
der Blocke wie dort fortlaufend numeriert. Die projektiven Charaktere fiir
den Block von maximalem Defekt werden am Ende dieses Abschnitts wieder-
gegeben. Im folgenden wird gezeigt werden, dafl diese Charaktere in der Tat
projektiv-unzerlegbar sind. Also handelt es sich bei den unten abgedruckten
bis auf die Unterstreichungen identischen Matrizen um die Zerlegungsmatrix
dieses Blocks.

Aus den Betrachtungen in [30] folgt bereits, daf§ die in der in 12.1.2. mit
‘Schritt 1’ bezeichneten Zerlegungsmatrix unterstrichenen Werte korrekte
Zerlegungszahlen sind.

Im Falle der ®o-modularen Reduktion folgt aus der Definition der Dua-
litdt, siehe Definition 2.2.5., dafl zueinander duale irreduzible Charaktere
die gleichen modularen Konstituenten haben. Die ®3-modulare Reduktion
der beiden 1-dimensionalen irreduziblen Darstellungen von H(E7) wird in
Ubernahme der Bezeichnungen aus [30] mit la bezeichnet.

Jetzt betrachtet man die ®2-modulare Reduktion der Spiegelungsdarstellung
X(7,1) von H(FE7), wobei also die Unbestimmte u zu —1 spezialisiert wird.
Nun bestimmt man fiir die Standarderzeuger den Raum der simultanen Ei-
genvektoren zum Eigenwert —1. Man stellt fest, dafl dieser 1-dimensional
ist. Nun setzt man die MeatAxe ein, um den Quotientenmodul 6a nach die-
sem Teilmodul zu bestimmen. Eine entsprechende Implementation fiir den
Fall der Charakteristik 0 ist im VectorEnumerator-Paket enthalten. Fiir ein
Coxeter-Element von H (E7) stellt man fest, dafi dieses auf 6a ein irreduzibles
charakteristisches Polynom, ndmlich das Kreisteilungspolynom ®;g hat. Al-
so ist 6a irreduzibel und x(7,1) zerfillt unter ®o-modularer Reduktion als
la + 6a.

Die Darstellung X (21,6) erhélt man als antisymmetrisches Quadrat von x (7 1).
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Thre ®5-modulare Reduktion sei mit My bezeichnet. Fiir das Basiselement
Ty =T, Ty Ty, - Ty - Tog - Ty
findet man auf Ms; das folgende charakteristische Polynom:
O3 . D5 - Bg - Prg - Pys.

Fiir das gleiche Element findet man fiir 1a und 6a die charakteristischen Po-
lynome ® - ®g sowie 1. Dabei bezeichnen die ®,, wie immer Kreisteilungs-
polynome. Jetzt bestimmt man mittels VectorEnumerator den Faktormodul
von Moy, der durch Hinzufiigen der Relation

(B3 - D5 - 15)(Ty) = 0

definiert wird. Man findet, dal er @-Dimension 15 hat. Fiir diesen Fak-
tormodul findet man mit derselben Schlulweise wie oben einen Teilmodul
isomorph zu la mit einem Quotienten 14b, wobei die Bezeichnung wie in [30]
gewdhlt wird. Also enthélt Ms; einen Konstituenten der Dimension maxi-
mal 6, einen der Dimension maximal 14 sowie einen der Dimension 1. Damit
sind die oben angegebenen approximierten Zerlegungszahlen fiir x(2; ) schon
korrekt, und der oben gefundene Quotient 14b ist irreduzibel.

Das ldngste Element wy € W(E7) = 2 x Sg(2) ist zentral in der Weyl-
Gruppe. Also operiert mit 3.5.2. auch T),,, das zugehorige Basiselement der
Iwahori-Hecke-Algebra, wie ein Skalar auf allen modular irreduziblen Dar-
stellungen. Fiir den hier vorliegenden Block findet man, dafl er gleich —1 ist.
Nun induziert man mittels VectorEnumerator die modulo ®5 reduzierte Spie-
gelungsdarstellung von H(Eg) nach H(E7). Der induzierte Modul hat die
(@-Dimension 336. Nun fiigt man noch die Relation

Ty = —1

zu den definierenden Relationen der Iwahori-Hecke-Algebra hinzu und erhélt
einen 106-dimensionalen Faktormodul Mg des Induzierten. Der Satz von
Zassenhaus, siehe 4.11.3., stellt sicher, dafl die ®s-modulare Reduktion jedes
irreduziblen Konstituenten des Induzierten, der in dem hier betrachteten
Block liegt, in dem so bestimmten Faktormodul vorkommt.

Also kommen in Mg die Reduktionen von

X(7,1) X(21,6)s X(27,2)» X(105,5)
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vor. Aus dem schon bekannten Zerféllungsverhalten von x(7.1), x(21,6) und
X(27,2) folgt, daB in der ®o-modularen Reduktion von Xx(i055) der Konsti-
tuent 6a mindestens zweimal und der Konstituent 140 mindenstens einmal
vorkommen mufl. Damit hat der in X (105,5) vorkommende noch nicht identifi-
zierte Konstituent eine Dimension von hochstens 79. Aber Wg ist unzerlegbar
und kann nicht von ¥y abgezogen werden. Also sind auch die angegebenen
Zerlegungszahlen von X(105,5) korrekt und der neu hinzukommende Konsti-
tuent 78a hat die Dimension 78.

Damit hat man nun die in der mit ‘Schritt 2’ bezeichneten Zerlegungsmatrix
unterstrichenen Eintréige als korrekt erkannt.

Fiir die weiteren Untersuchungen wird die ®3-modulare Reduktion der Dar-
stellung x(10,9) von H (Eg) bendtigt. Darstellende Matrizen fiir die Darstel-
lung x(10,9) der generischen Algebra sind in [29] explizit angegeben. Hier soll
eine andere Konstruktion beschrieben werden.
Die Darstellung x(10,9) schrénkt irreduzibel auf die Darstellung x(1},j22)) der
von

{Tsy, Ty Ty T T }

erzeugten parabolische Teilalgebra H(Ds) von H(Eg) ein, wie man anhand
der Charaktertafeln der zugehorigen Weyl-Gruppen erkennt.

Nun bestimmt man die Zellen und die zugehorigen Zelldarstellungen von
H(Ds), siehe 4.9. Die Betrachtung von Charakteren zeigt dann, welche Zell-
darstellungen dquivalent zu x((1},;22]) sind. Man beachte, daf} eine so gewon-
nene Darstellung fiir die Hecke-Algebra H(Ds) mit einer zu —1 spezialisier-
ten Unbestimmten u iiber @[i] realisiert ist und eine Darstellung fiir die mit
diesem Korper tensorierte Iwahori-Hecke-Algebra ist.

Der VectorEnumerator wird nun benutzt, um diese Darstellung nach H (Eg)
zu induzieren. Die Frobenius-Reziprozitét, also die Adjunktion von Induk-
tion und Restriktion, ergibt, dafl x(10,9) als epimorphes Bild der induzierten
Darstellung vorkommt. Um dieses epimorphe Bild zu bestimmen, und damit
eine Fortsetzung von X 22)) von H(Ds) nach H(FEs), geht man wie folgt
vor: Fiir das zu einem Coxeter-Element w € W(Ds) gehérende Basiselement
Ty von H(Ds) findet man auf x 22y das Minimalpolynom &4 - ®s. Gibt
man nun zu den definierenden Relationen noch die Relation

(Py- P3)(Tw) =0

hinzu, so liefert der VectorEnumerator einen Modul der @-Dimension 20, also
der @Q[i]-Dimension 10. Damit ist x(;0,9) konstruiert.
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Induziert man x(19,9) von H(Eg) nach H(E7), so erhilt man aus dem Vec-
torEnumerator einen Modul der )-Dimension 1120, also der @[i]-Dimension
560, dessen Charakter durch

X(70,18) T X(70,9) T X(210,10) T X(210,13)

gegeben ist. Verlangt man fiir das dem lidngsten Element wy € W (E7)
der Weyl-Gruppe zugeordnete Basiselement T,,, der Iwahori-Hecke-Algebra
H(E7) noch die Relation T,,, = —1, so erhilt man einen Faktormodul Magy
der @[i]-Dimension 224. Zur spéteren Verwendung sei hier schon vermerkt,
daf} daraus folgt, dafl Mooy einen Teilmodul der Dimension 14 hat.

Eine Dimensionsbetrachtung zeigt weiter, dal x 79,9y und x(210,10) unter -
modularer Reduktion gemeinsame Konstituenten der kumulierten Dimensi-
on mindestens 56 haben. Daraus folgt durch Kontraposition, dafl U5 — Uy
nicht projektiv und damit ¥y projektiv-unzerlegbar ist.

Durch Inspektion der darstellenden Matrizen stellt man fest, dafl Mooy, als
Modul iiber dem Grundkérper @ aufgefaft, bereits {iber Zq3), der Loka-
lisierung von Z am Primideal (13) < Z, realisiert ist. Also kann man die
Reduktion dieses Moduls in den endlichen Kérper GF(13) betrachten, wo-
bei i € @[i] auf eine primitive 4-te Einheitswurzel iiber GF'(13) spezialisiert
wird. Mit der MeatAxe und den in [55] beschriebenen Methoden kann der
Untermodulverband des spezialisierten Moduls bestimmt werden.

Nun sei daran erinnert, wie die Arithmetik iiber @[i] zur Anwendung des
VectorEnumerator iiber @ simuliert wird, siehe 4.10.: Man fiihrt einen neu-
en Algebrenerzeuger z ein, der mit den anderen Erzeugern kommutiert und
als Relation noch ®4(z) = 0 erfiillt. Da das Kreisteilungspolynom ®, iiber
GF(13) in zwei Faktoren zerfiillt, ist die Reduktion von Maa4 in den endli-
chen Korper die direkte Summe zweier Untermoduln Vagy & Vi, von jeweils
der Dimension 224 iiber GF(13), auf denen der Erzeuger z gerade wie je
eine der beiden primitiven 4-ten Einheitswurzeln in GF(13) operiert.

Man findet, da8 jeder dieser Summanden einen einfachen Sockel hat, der
isomorph zur Reduktion der schon frither gefundenen Darstellung 14b ist.
Mit dem Satz von Zassenhaus folgt, da3 der 14-dimensionale Teilmodul von
Mooy, dessen Existenz schon oben beobachtet wurde, isomorph zu 14b ist. Al-
so kommt in x(70,9) 0der x(210,10) der Konstituent 145 vor, damit ist Wq — U5
nicht projektiv.

Damit hat man nun die in der mit ‘Schritt 3’ bezeichneten Zerlegungsmatrix
unterstrichenen Eintréige als korrekt erkannt.
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Fiigt man die Relation
(Q)% ’ (I)Z ’ (I)% ’ c1)14)(TS1 ’ TS2 ’ T53 ’ TS4 ’ TS6 ’ TS?)

zum Relationensatz der Iwahori-Hecke-Algebra hinzu, so findet man einen
Faktormodul von Magy der @[i]-Dimension 70. Hinzufiigen von

((I)% ' (I)% ' (I)% ’ (I)%4)(TS1 ' TSz ' TSS : TS4 : TS6 ’ TS7)

ergibt einen Faktormodul von Magy der @[i]-Dimension 84.

Nun betrachtet man wieder V594. Man findet, dafl dieser Modul einen ein-
deutigen Faktormodul der Dimension 84 besitzt. Dieser besitzt einen einfa-
chen Sockel der Dimension 14, der nicht isomorph zur Reduktion von 14b
in den endlichen Koérper GF(13) ist. Aus dem Satz von Zassenhaus folgt
damit, dal Moy einen Konstituenten 14a der Dimension 14 enthilt, der
nicht isomorph zu 14b ist. Damit ist W3 — W7 nicht projektiv, also ist W3
projektiv-unzerlegbar.

Auflerdem folgt daraus wieder mit dem Satz von Zassenhaus, dafl der Faktor-
modul von Msoy der Dimension 84 einen einfachen Sockel hat, der isomorph
zu 14a ist, und dafl er einen Konstituenten 14b enthéilt. Damit folgt aus
allgemeinen Prinzipien iiber modulare Verbénde endlicher Linge, siche et-
wa [55], daB dieser Faktormodul epimorphes Bild jedes Faktormoduls von
Mpazy ist, der 14a als Konstituenten enthélt. Nun hat aber x(s10,10) einen
Po-modularen Konstituenten 14a und die Reduktion von x(210,10) kommt
nochmals mit dem Satz von Zassenhaus als Faktormodul von Mayos vor.
Daraus folgt, dafl x(210,10) einen Konstituenten 14b enthilt, also ist Uy — W7
nicht projektiv und damit ¥, projektiv-unzerlegbar.

Somit sind alle oben angegebenen projektiven Charaktere als unzerlegbar
erkannt und es ist gezeigt, daf die in den Schritten 1 bis 3 wiedergegebenen
Matrizen, die ja ohnehin identische Eintrdge haben, die Zerlegungsmatrix
dieses Blocks darstellen.

12.1.1. Bemerkung. Die Nicht-Projektivitidt von W3 — ¥y kann auch mit
den Ergebnissen fiir H(Eg) gezeigt werden. Dies wird in 12.2.4. ausgefiihrt.

12.1.2. Auf den nachfolgenden Seiten werden nun die oben mit ‘Schritt 1’
‘Schritt 2’ und ‘Schritt 3’ bezeichneten Zerlegungsmatrizen wiedergegeben.
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Schritt 2 | W, W, W, W, W, W, W
1 1o | 1 .

2] (@63 | 1 .

3| (146)| 1 1

4 | 1 1 .

50 (15,28)| 1 . 1

6| @57 1 . 1 .

7| (@ue| 1 1 . 1

8| (1,33) | 1 1 1

9| (21,36) | 1 1 1

0| @L3)| 1 1 1

n| @ny| 1 2 1

12| @3n| 1 2 . 1

13| (3,22)| 1 1 1 1

M| (35,13 1 1 1 1

15 (354 1 1 1 1

6] (353 1 1 1 1 .

9] (0,18 | . . . 1 1
20 | (70,9) .11
21 | (84,12) 101 1
22| (84,15 . . 1 1 1 .
23| (105,26) | 1 2 . 1 . 1
24| (055 | 1 2 . 1 . 1
25| (05,6)| 1 1 1 2 1 .
26| (105,21) | 1 1 1 2 1
27| (105,12) | 1 1 1 2 1
28| (105,15) | 1 1 1 2 1 .
31| (168,6) 1 . 2 1 1
32| (68,21)| . 1 . 2 1 1
33| (189,100 1 2 1 2 1 1
34| (189,17 | 1 2 1 2 1 1
35| (189,22) | 1 2 1 2 1 1
36| (1895 1 2 1 2 1 1
37| (189,200 | 1L 2 1 2 1 1
38| (1897 1 2 1 2 1 1
39| (21006)| 2 3 1 3 1 1
40| (210021) | 2 3 1 3 1 1 .
41| (210,100 | . . 1 1 1 . 1
42| (210,13) | . . 1 1 1 . 1
45| (280,18) | 2 3 1 4 2 1 .
46| (280,9)| 2 3 1 4 2 1 .
49| (315,16) | 1 2 1 2 1 1 1
50 15,7 1 2 1 2 1 1 1
53| (378,14) | . 1 1 3 2 1 1
54| (3789 . 1 1 3 2 1 1
55| (405,8) | 1 3 1 4 2 1 1
56 | (405,15) | 1 3 1 4 2 1 1
57| (420,100 | 2 3 2 4 2 1 1
58| (420,13) | 2 3 2 4 2 1 1
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Schritt 3 1 Y, 3 Yy s Vg 7
1 wo | . . . .
2| (@63 | 1 .
3| (r46)| 1 1
4l @yl 1 o1 .

5 (15,28) 1 . 1

6 (15,7) 1 . 1 .

7| @Le| 1 1 . 1

8| (21,33) | 1 1 1

9| (21.36) | 1 1 1

10 (,3)| 1 1 1

1| @2 1 2 1

12| @3 | 12z . 1

13| (35,22 1 1 1 1

4| (35,13 1 1 1 1

15 (354 1 1 1 1

16 (35,31) 1 1 1 1 .

19 (70, 18) . . . 1 1

20 (70,9) . 1 1

21 | (84,12) 111

22| (84,15 . . 1 1 1 .
23 | (105,26) 1 2 . 1 . 1
24| (055 | 1 2 . 1 . 1
25| (105,6) 1 1 1 2 1 .
26| (105,21) | 1 1 1 2 1

27| (105,12) | 1 1 1 2 1

28| (10515) | 1 1 1 2 1 .
31| (168,6) 1. 2 1 1
32 | (168,21) . 1 . 2 1 1
33 (189,100 1 2 1 2 1 1
sa| (807 | 1 2 1 2 1 1
35((189,22) | 1 2 1 2 1 1
36| (189,5) | 1 2 1 2 1 1
37 (189,200 1 2 1 2 1 1
38 (18,7 1 2 1 2 1 1
30| (2106)| 2 3 1 3 1 1
40|02y 2 3 1 3 1 1 .
41 | (210,10) . . 1 1 1 . 1
42 | (210,13) | . . 1 1 1 . 1
45| (280,18) | 2 3 1 4 2 1 .
46| (09| 2 3 1 4 2 1 .
49 | (31516)| 1 2 1 2 1 1 1
50 (357 1 2 1 2 1 1 1
53 | (378,14) . 1 1 3 2 1 1
54 (378,9) . 1 1 3 2 1 1
55| (05,8)| 1 3 1 4 2 1 1
56 | (405, 15) 1 3 1 4 2 1 1
57| (420,100 2 3 2 4 2 1 1
58 (420,13) | 2 3 2 4 2 1 1
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12.2. ®y-modulare Zerlegungszahlen fiir H(FEjs)
12.2.1. Bldcke. Man findet:

Nr. | d | dl | Charaktere

1 |8 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20
21,22, 23,24, 25,26,27,28,29, 30,31, 32, 33, 34, 35, 36, 37,
38,39,43,44,45,46,47, 48,49, 50, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 64,
65, 66,67, 68,69, 70,71, 79, 80,81, 82,84, 85, 86, 87,91, 92,
93,94, 95, 96,100, 101,107,108,109,110,111,112

2 |4 40,41,51,52,60,61,72,73,74,75, 76,
77,78,83,88,89,90,97,98,99,102,103

62, 106

4 |11] 363,105

w
—_
W

12.2.2. Blécke 3 und 4. Offenbar lauten die Zerlegungsmatrizen:

Ay

62 | (4096, 12)
106 | (4096,27) | 1

Al
63 | (4096,26) | 1
105 | (4096, 11)

12.2.3. Block 2. Nach Induzieren aller projektiv-unzerlegbaren projek-
tiven Charaktere von H(Er) erdlt man aus den Induzierten von

Ue,1/4- W3+ 1/8- W7+ 1/4- x59, Y10, Vs, 1/4- W7 +1/2 - x59, X509

die erste Basis:
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AL AL AL AL AL AL
40 (1344,8) 5 1 1 1
41| (1344,38)| 5 1 1 1 .
510 (2240,10)| 5 2 1 1 1
52| (2240,28) | 5 2 1 1 1 .
60 | (3200,16) | 4 2 3 1 1 1
61(3200,22)| 4 2 3 1 1 1
72| (112,3) 1
73| (112,63) | . 1
74| (160,7)| 1
75| (160,55) | 1 .
76 | (448,25) | 2 1 .
770 (400,7) ] 1 1 1
78 | (400,43) | 1 1 1.
83 ] (1344,19) | 2 2 . 1
88](2016,19)| . 1 2 . 1 1
891(1296,13) | 4 1 1 2
90 | (1296,33)| 4 1 1 2 .
97| (2800,13)| 7 3 1 2 1
98| (2800,25)| 7 3 1 2 1 .
99 | (5600,19) | 10 4 4 2 2 1
102](3360,13) | 5 2 3 1 1 1
103](3360,25)| 5 2 3 1 1 1
Wy . 2 —4
X60 . . . . 4 -2

Man erkennt A} als unzerlegbar. AuBerdem findet man fiir die Induzierten
von den projektiven Charakteren Wg, xgo die oben angegebene Zerlegung in
die Basis. Also sind

AZ = AL— A und A2 := AL — 2. Al

projektiv und man hat als zweite Basis:



®y-modulare Zerlegungszahlen 159

A2 A2 A2 A2 A2 A2
0] (1344,8)] 5 1 1 1
41](1344,38)| 5 1 1 1 .
510(2240,10)| 5 2 1 1 1
52 | (2240,28) | 5 2 1 1 1
60 | (3200,16) | 4 2 1 1 1
61](3200,22)| 4 2 1 1 1
72| (112,3) 1
73| (112,63) | . 1
74| (160,7)| 1
75| (160,55)| 1 .
76| (448,25)| 2 1 .
77 (400,7)| 1 1 1
78| (400,43)| 1 1 1.
83| (1344,19) | 2 2 1.
88 |(2016,19)| . 1 . . 1
89 ](1296,13)| 4 1 1 2
90 | (1296,33)| 4 1 1 2 .
97 | (2800,13)| 7 3 1 2 1
98 [ (2800,25)| 7 3 1 2 1 .
99 | (5600,19) | 10 4 2 2 1 1
102 |(3360,13) | 5 2 1 1 1
103 |(3360,25)| 5 2 1 1 1
T, i —2 -2
O, 1 -1 1
O, 1 —4
03 -1 1 2 2

Jetzt sind auch AZ und A3 unzerlegbar.
Fiir die folgenden projektiven Charaktere fiir die Weyl-Gruppe W (Eg) =
2-07(2):2,

O1 = (Y6)w (rs)> O2 := (Y7)w(ps), O3 := (¥5)w (k)

findet man die oben angegebene Zerlegung in die Basis. Dabei beziehen sich
die projektiven Charaktere von W (Eg) auf die 2-modulare Zerlegungsmatrix
dieser Gruppe, wie sie aus den Resultaten in [13] und [44] gewonnen werden
kann.
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Daraus folgt, dafl
AS:=A2— A2 — A2 A2 A3 =A% —4-A2 A3 :=AF— A2

projektiv sind. Dies ergibt:

A3 A3 A A3 AR A3
40| (1344,8) | 1 1

41| (1344,38) | 1 1 .
51 | (2240,10) | 1 1.1
52 | (2240,28) | 1 1 .1
60 | (3200, 16) 1 1
61 | (3200,22) 1. 1
72| (112,3) 1

73| (112,63)| . 1

74| (160,7)| 1

75| (160,55)| 1 .

76| (448,25)| 2 1 .

77| (400,7)| 1 1 1

78 | (400,43)| 1 1 1.

83| (1344,19)| 2 1 1.
88 | (2016,19) o 1
89 | (1296,13) 11

90 | (1296,33)| . . 1 1

97 [ (2800,13)| 3 1 1 1 1

98 [ (2800,25)| 3 1 1 1 1

99 | (5600,19) | 2 2 11
102 | (3360,13) | 1 1 1
1031(3360,25)| 1 . 1 . . 1
U, 4 -4 4 4 -4

Man erkennt nun Aj und A3} als unzerlegbar. Mit der Zerlegung des Indu-
zierten von W, fiir H(E7) in die Basis folgt noch, dafl

Af = AT - A3 A2

projektiv und damit unzerlegbar ist. Also lautet die vollstindige Zerlegungs-
matrix:
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AP AL AL AT AL AZ
40 | (1344,8) ] 1 1

41| (1344,38) | 1 1 .

51 | (2240, 10) 1 1

52 | (2240, 28) 1 1.
60 | (3200, 16) 1 1
61 | (3200,22) 1. 1
72| (112,3) 1

73| (112,63) | . 1

74| (160,7)| 1

75| (160,55)| 1 .

76| (448,25)| 1 1 .

77| (400,7) 1 1

78 | (400,43) 1 1.
83 | (1344,19) 1 1.
88 | (2016,19) o 1
89 | (1296,13) 11

90 | (1296,33)| . . 1 1 .

97 (2800,13)| 1 1 1 1 1

98 (2800,25)| 1 1 1 1 1 .
99 | (5600,19) | 1 2 11
102 | (3360,13) | 1 1 1
103 | (3360,25) | 1 1 1

12.2.4. Zuriick zu H(E;). Angenommen, ¥3—W7; wiire projektiv. Dann
zerlegt sich die in Block 2 liegende Komponente dieses induzierten projek-
tiven Charakters wie folgt:

4-A5+4-A3—2- A3,

Widerspruch. Also folgt unabhéngig auch aus den Ergebnissen fiir H(Ejg)
die Unzerlegbarkeit von W3 fir H(Ey).
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12.2.5. Block 1. Nach Induzieren aller projektiv-unzerlegbaren Charak-
tere von H(F7) und Benutzung von 2-modularen projektiven Charakteren
der Weyl-Gruppe W (Eg) =2 - Og (2) : 2 findet man aus

(YD) w(me) (Ya)w(ss) (Y2)w (ks> (¥3)w () (Ys)w(Es) (Y6)w (k)

(Yo) (Er)s (Y8)w (ms)s (Yo)w(zs): (1/2 - Vi0) m(Er)s (Y10)w (Es)s (X59) H(Er)

die erste Basis. Dabei werden mit Bemerkung 3.8.6. die projektiv-unzer-
legbaren Charaktere der Weyl-Gruppe direkt als projektive Charaktere der
generischen Algebra aufgefafit. Diese und die im weiteren bestimmten Basen
werden am Ende dieses Abschnitts in 12.2.7. angegeben.

Im Falle der ®3-modularen Zerlegungsabbildung haben zueinander duale
irreduzible Charaktere die gleichen modularen Konstituenten. Dies kann und
wird natiirlich bei allen Rechnungen zum Auffinden von Summanden, wie
sie in 4.6.3. beschrieben sind, benutzt. Man findet damit, dafi A}, A1y, Ad,
projektiv-unzerlegbar sind.

Die projektiven Charaktere Wg, Uy von H(E7) ergeben durch Induzieren
Charaktere, die sich in die erste Basis wie dort angegeben zerlegen. Also
sind

AZ:= Al — Aljund AZ .= AL — A,

projektiv und man hat die am Ende des Abschnitts angegebene zweite Basis.

Nun sind A2, AZ auch unzerlegbar. Jetzt zerlegt sich noch der Induzierte von
U3 von H(FE7) wie angegeben in die zweite Basis. Beachtet man, dafl sowohl
A2, als auch A2, hochstens einmal von A2 abgezogen werden kénnen, so
folgt, daf3

A3 =A% — A2 - AZ— A3, —2-A%,

projektiv ist. Somit hat man die dritte Basis.

Weiter zerlegen sich noch die Induzierten von ¥y und Ve von H(E7) wie
angegeben in die dritte Basis. Es folgt, daf

Af:=A3 —2- A3 und A := A3 — A}
projektiv sind. Also erhilt man nun die vierte Basis.

In dieser Situation kommen nun die verfeinerten Testroutinen zum Auffin-
den von moglichen Zerlegungen der obigen Projektiven zum Tragen, siehe
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4.6.4. Unter Benutzung der nun bekannten projektiv-unzerlegbaren Cha-
raktere von H(FE7) zeigen diese, dal A}, A2, Ag, A§ nur Summanden haben
koénnen, die bereits in dem von den {A}} aufgespannten Gitter liegen. Da
die vierte Basis Dreiecksgestalt hat, kann man die moglichen Summanden
direkt ablesen.

Nun betrachtet man die ebenfalls angegebene Zerlegung der Induzierten von
Uy, Uy von H(E7) in die vierte Basis.

Mit der ersten Relation kann man wie folgt schliefen. Ag hat einen eindeu-
tigen Summanden, der an der Stelle X(16824) €inen nichtverschwindenden
Eintrag hat. Dieser Summand kommt mit Vielfachheit 4 in A} vor. Dann
zeigt aber die Zeile zu x(700,16), daBl

A= M- Ay

projektiv ist. Daraus folgt aber weiter, dal Af, mit Vielfachheit 4 in A{-+2-A3
vorkommt, aber hochstens mit Vielfachheit 2 in Af. Damit ist auch

A} = Aj — Ay

projektiv.
AuBerdem hat auch A} einen eindeutigen Summanden, der an der Stelle
X(70,32) einen nichtverschwindenden Eintrag hat. Aus der zweiten Relation
folgt unter Beriicksichtigung der moglichen anderen Summanden von A} und
A}, daB

Aj = A3 — AT — AG+AL+2-Af)+3-Af,

projektiv ist. Dabei entsteht obiger Ausdruck mittels folgender Uberlegung:
Da A} und A2 noch nicht als unzerlegbar erkannt sind, miissen nach Abzug
dieser Terme mogliche zuviel abgezogene Summanden wieder addiert wer-
den.

Somit erhilt man die fiinfte Basis.

Mit den verfeinerten Testroutinen zum Auffinden von moglichen projektiven
Summanden findet man analog zu oben, dafi A3 ebenfalls nur Summanden
haben kann, die bereits in dem von den {A?} aufgespannten Gitter liegen.
Dagegen kann A3 neben Summanden aus diesem Gitter auch noch Summan-
den enthalten, die sich als Summe des bei der fiinften Basis angegebenen
Charakters A mit bereits bekannten projektiven Charakteren schreiben las-
sen.

Nun untersucht man mit der MeatAxe die Reduktionen einiger Darstellun-
gen in den endlichen Kérper GF(13). Dabei wird die Unbestimte u zu einer



164

primitiven 2-ten Einheitswurzel, das heifit natiirlich zu —1, spezialisiert.
Man erhélt eine Darstellung zum Charakter x (28 als antisymmetrisches
Quadrat der Spiegelungsdarstellung. Die MeatAxe zeigt, dafl diese Darstel-
lung iiber GF(13) als la + 27a zerfallt. Weiter erhilt man eine Darstellung
zum Charakter x(70,32) als antisymmetrische vierte Potenz der Spiegelungs-
darstellung. Man findet, daf diese Darstellung iiber GF(13) in la+27a+42a
zerfallt, wobei die beiden vorkommenden Darstellungen der Dimension 27
isomorph sind.

Daraus folgt, dafl sowohl der Summand von Ag mit nichtverschwindendem
Eintrag an der Stelle x(28g) als auch der mit nichtverschwindendem Eintrag
an der Stelle x (79 32) von A3 abgezogen werden kann. Durch Betrachtung der
Stellen x(210,4) und X 420,20y folgt, dafl

A = A3 — A3 — A

projektiv ist. Damit folgt schlieBlich mit einer Uberlegung wie oben, indem
mogliche zuviel abgezogene Terme wieder addiert werden:

A=A — AS+ A3, +8-A3,

ist projektiv. Man beachte, dafl der projektiv-unzerlegbare Summand von
A3, der an der Stelle X(300,8) €inen nichtverschwindenden Eintrag hat, an der
Stelle x(g40,14) ebenfalls einen nichtverschwindenden Eintrag hat, also nicht
Summand von A$ ist. Somit hat man die sechste Basis.

AuBlerdem ist wieder die Zerlegung der Induzierten von ¥; und W5 von
H(FE7) in die sechste Basis angegeben. Diese Relationen zeigen jetzt, dafl

AT :=AS —4- A+ 4. A% und AT := A — A,
projektiv sind, dies ergibt die siebte Basis.

Weiter folgt aus den Relationen fiir dieselben projektiven Charaktere, jetzt
in der siebten Basis, dafl

projektiv sind und man hat die achte Basis.

Jetzt sei nochmals der mogliche Summand A von A§ betrachtet, der bei
der fiinften Basis angegeben ist. Schrinkt man A§ — A auf H(E;) ein und
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betrachtet die Komponente in Block 1 von H(Er), so findet man die folgende
Zerlegung in die Basis:

2. U142 Wy —U3+2-Uy+3-U5+6-Vg5+9- Vs,

Dieser Widerspruch zeigt, da8 A5 — A nicht projektiv ist. Also liegen alle
moglichen Summanden von A§ schon in dem von {A%$} aufgespannten Gitter.
Ebenso zeigt man mit der Zerlegung

2. U1 4+4-Uy4+U3+4-Uy—U5+10- Vg4 3- Uy,

daB A§ — 2. A, nicht projektiv ist.
Dann folgt aus der ersten der bei der achten Basis angegebenen Relationen,
die sich natiirlich wieder auf dieselben projektiven Charaktere beziehen, dafl

D= A — A%, und A = A — A,
projektiv sind.

Nun konstruiert man die Reduktion der Darstellung 14b fiir H(FE7), die be-
reits in 12.1. betrachtet wurde, in den endlichen Kérper GF(13), indem
man die gewdhnliche Darstellung zu x(216), die man als antisymmetrisches
Quadrat der Spiegelungsdarstellung erhélt, mittels MeatAxe ausreduziert.
Der Charakter von 14b ist gegeben als die ®3-modulare Reduktion von

X(21,6) — X(7,1)- Wegen

(X(21,6))H(E8) (X(28,8) T X(350,14) + X(567,6)
+X(1575,10) T X(56,19) T X(1008,9))
+(X(160,7) t X(1296,13))
und
(X(7,1))H(E8) = (X(288) t X(35,2) T X(210,4)

+X(567,6) T X(8,1) T X(560,5))
+(X(112,3) + X(160,7))5

wobei jeweils der erste Term aus Charakteren aus Block 1 und der zweite
aus solchen aus Block 2 besteht, kommt die bisher unbekannte Darstellung
¢11 in der von H(FE7) nach H(Eg) induzierten Darstellung 14b vor. Dabei
bezeichnet @11 die zum projektiv-unzerlegbaren Charakter A$; gehorende
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Darstellung.

Die Induktion wird mit dem VectorEnumerator durchgefiihrt. Die MeatAxe
findet als grofiten Konstituenten einen der Dimension 1184, dieser ist die
Reduktion einer irreduziblen Darstellung aus Block 2. Weiter kommt ein
Konstituent der Dimension 792 vor. Aus Dimensiongriinden ist dieser ein
Subquotient der Reduktion von ¢1; in den endlichen Kérper GF'(13). Daraus
folgt, daf3

A = A5 — A%,

projektiv ist.

Aus der antisymmetrischen dritten Potenz der Spiegelungsdarstellung von
H(E7) erhilt man analog zu oben die Darstellung 14a, deren Charakter als
Reduktion von x(157) — X(1,0) geschrieben werden kann. Wegen

(X(15,7))H(E8) = (X(50,8) T X(700,16) + X(1050,10) T X(1400,11)) + X(400,7)

und

(X(l,o))H(ES) = (X(1,0) T X(35,2) T X(84.4) T X(8,1)) T X(112,3)

kommt in der Reduktion der nach H(Eg) induzierten Darstellung 14a die
Reduktion der bisher unbekannten irreduziblen Darstellung @19 vor. Mittels
VectorEnumerator und MeatAxe findet man einen Konstituenten der Dimen-
sion 651. Daraus folgt, dafl weiter

AY := A — A%, und A := A — A%,

projektiv sind.
Damit hat man die unten angegebene neunte Basis gefunden.

Nun untersucht man noch die Untermodulstruktur der von H(E7) nach
H(Eg) induzierten Spiegelungsdarstellung iiber GF'(13). Dieser Modul wer-
de mit V' bezeichnet. Die Zerlegung von (X(771))H(E3) in irreduzible Charak-
tere wurde oben bereits angegeben. Mittels MeatAxe findet man, daf x (2104
iiber GF(13) in 8a+202a zerfillt. Dabei ist der hier auftretende Konstituent
8a isomorph zu der Reduktion der Spiegelungsdarstellung von H(Eg) in den
endlichen Koérper GF(13).

Nun sei angenommen, dafl X (2104) unter ®2-modularer Reduktion irreduzi-
bel bleibt, und erst unter Reduktion in den endlichen Korper zerfallt. Da die
hier betrachtete Darstellung die Reduktion einer Darstellung der halbeinfa-
chen generischen Algebra ist, folgt aus dem Satz von Zassenhaus, dafl die
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®y-modulare Reduktion dieses Moduls in den Zahlkérper @[i] einen Teilm-
odul 8 @ 210 im Sockel enthilt. Nochmalige Anwendung des Satzes von
Zassenhaus zeigt, dal die 13-modulare Reduktion in den endlichen Korper
GF(13), V, einen Teilmodul mit den Konstituenten 8a?,202a enthilt.

Das kann nun mit der MeatAxe {iberpriift werden. Hierbei erweisen sich die
in [55] entwickelten Ideen als hilfreich: Man bestimmt zunéchst Peakworte
Wag, W2, fir die Konstituenten 8a und 202a von V. Ein Peakwort fiir den
Konstituenten 8a ist ein Element wsg, in der operierenden Algebra, das auf
allen Konstituenten des betrachteten Moduls mit Ausnahme von 8a selbst
regulér operiert, auf dem Konstituenten 8a jedoch singulér operiert, so daf3
wg, und w2, dort einen Kern der Dimension 1 haben.

Dann bestimmt man darstellende Matrizen fiir diese Peakworte und die Ker-
ne der Operationen von wga und wopa, auf V. Da der gesuchte Teilmodul
den Konstituenten 8a mit der Vielfachheit 2 enthilt, betrachtet man den
Kern des quadrierten Peakworts. Fiir 202a reicht hingegen der Kern des
Peakworts selbst aus. Nun zeigen die Uberlegungen in [55], daB ein Teilmo-
dul von V mit den Konstituenten 8a?,202a sowohl mit dem Kern von w3,
als auch mit dem Kern von wsgg, einen nichttrivialen Schnitt hat. Also be-
stimmt man die von den einzelnen Vektoren in diesen Kernen aufgespannten
Untermoduln unter der Operation der ganzen Algebra. Eine Dimensionsbe-
trachtung der so gewonnenen Teilmoduln zeigt, dafl V' keinen Teilmodul mit
der verlangten Eigenschaft enthélt, im Widerspruch zur Annahme.

Also zerfdllt x(210,4) bereits unter ®o-modularer Reduktion und

A — A2

ist nicht projektiv. Nun zeigt die Untersuchung moéglicher Summanden, daf3
A3 damit unzerlegbar ist.

Die Einschrénkung auf H(E7) zeigt, dafl
AZ — AJ und A] — A — AY,

nicht projektiv sind, da man fiir den Block 1 von H(E7) die folgenden Zer-
legungen erhilt:

2. — U3 4+4- Uy +V54+6-Vg+5- ¥y,
Uo+2 - U3 4+2-Uy—Us5+4-Ug+ Uy,

Auflerdem kann man nun mit den schon mehrfach angewendeten verfeiner-
ten Testmethoden aus 4.6.4. die moglichen Summanden von A bestimmen.
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Damit sind alle iiberhaupt moéglichen Summanden bekannt und es bleiben
als

12.2.6. Offene Fragen.

i) Ist A — AY, projektiv?

i) Ist A — AY, projektiv?

iii) Ist A — AQ projektiv? Ist A — AY, projektiv?

iv) Ist A2—AY, projektiv? Ist A2—A{, projektiv? Oder ist sogar A3—Af; —AY,
projektiv?

v) Ist A — A}, projektiv?

vi) Ist AJ — AY, projektiv?

Die bei der neunten Basis angegebene Relation, die auf ¥; von H(E7)
zuriickgeht, zeigt, dal noch nicht alle projektiv-unzerlegbaren Charaktere
gefunden sind. Aus dieser Relation folgt, dal A — AJ, oder AJ — A, pro-
jektiv ist. Damit bleiben jetzt (nur) noch 144 mogliche Félle.

12.2.7. Auf den nachfolgenden Seiten sind die oben sukzessive bestimmten
Basen fiir Block 1 wiedergegeben.
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Af A3 AR AT AT OAD A7 AR A A AR A,
170 1 (1,0) 1 . . . . . . . .
2 (1,120) 1 .
3 (28, 8) 2 1
4 (28, 68) 2 1 .
5 (35,2) 1 1 1
6 (35,74) 1 1 1 .
7 (70,32) 2 2 . 1
8 (50, 8) 1 1 1
9 (50, 56) 1 1 1 .
10 (84, 4) 2 1 1 1
11 (84, 64) 2 1 1 . 1
12 | (168,24) 4 2 1 1
13 | (175,12) 5 1 1 1
14 | (175,36) 5 1 . 1 1
15 (210, 4) 1 1 1 1
16 | (210,52) 1 1 1 1
17 | (420,20) . 2 2 2 1 .
18 (300, 8) 2 2 1
19 | (300,44) 2 2 . . 1
20 | (350, 14) 2 3 1 1 1
21 | (350, 38) 2 3 1 1 . 1
22 | (525,12) 74 1 1 1 1 1
23 | (525, 36) 74 1 1 1 1 . 1
24 (567, 6) 3 3 2 1 1 1 1
25 | (567, 46) 3 3 2 1 1 . 1 . 1
26 | (1134, 20) 6 6 2 3 . 1 12 .
27 | (700, 16) 2 102 2 1 1 1
28 | (700, 28) 2 102 2 1 1 . . 1
29 (700, 6) 6 4 1 2 1 1 1 1
30 | (700, 42) 6 4 1 2 1 1 1 . 1
31 | (1400,20) | 12 8 4 3 2 2 102
32 | (840, 14) 4 3 2 2 1 1 1 1
33 | (840, 26) 4 3 2 2 1 1 . 1 1 .
34 | (1680, 22) 8 6 4 4 2 2 1 2 1
35 | (972,12) 2 2 2 2 1 1 1 1
36 | (972,32) 2 2 2 2 1 1 1 1
37 | (1050, 10) 4 4 3 3 1 1 1 1
38 | (1050, 34) 4 4 3 3 1 1 . . 1 1
39 | (2100, 20) 8 8 6 6 2 2 1 12 1
43 | (1400, 8) 6 7T 4 4 1 1 1 12
44 | (1400, 32) 6 7T 4 4 1 1 1 12 .
45 | (1575, 10) 7 5 3 2 2 1 1 1 1
46 | (1575,34) 7 5 3 2 2 1 1 1 1
47 | (3150,18) | 14 10 4 5 2 3 . 12 .
48 | (2100, 16) 4 5 5 4 2 1 1 1 1 1
49 | (2100, 28) 4 5 5 4 2 1 1 . 1 1 1
50 | (4200, 18) 8 10 8 9 2 3 102 2 .
54 | (2268, 10) 8 8 5 4 2 1 1 102 1
55 | (2268, 30) 8 8 5 4 2 1 1 1 2 . 1 .
56 | (4536,18) | 16 16 8 9 2 3 1 14 1 1
57 | (2835, 14) 7T 7 4 5 1 2 1 1 1
58 | (2835,22) 7T 7T 4 5 1 2 . 1 1 : 1
59 | (5670,18) | 14 14 10 9 4 3 1 12 1 2 1
64 | (4200,12) | 14 11 6 6 3 3 2 1 1 1
65 | (4200,24) | 14 11 6 6 3 3 . 2 1 1 1
66 | (6075,14) | 17 17 11 11 4 4 1 1 4 2 1 1
67 | (6075,22) | 17 17 11 11 4 4 1 1 4 2 1 1
68 (8,1) 1
69 (8,91) 1 .
70 (56,19) 1 1
71 (56, 49) . 1 1 .
79 (448, 9) 6 2 1 1 1
80 | (448, 39) 6 2 . 1 1 . 1
81 (560, 5) 2 4 2 2 1 1
82 | (560,47) 2 4 2 2 . 1 1 .
84 | (840,13) 1 1 1
85 | (840,31) 1 . 1 . . . 1
86 | (1008,9) 8 6 2 2 1 1 1 2
87 | (1008, 39) 8 6 2 2 1 1 1 . 2 .
91 | (1400, 11) 2 4 5 4 1 1 1 1 1
92 | (1400, 29) 2 4 5 4 1 1 . 1 1 1 :
93 | (1400,7) 2 4 3 2 1 1 1 1
94 | (1400, 37) 2 4 3 2 1 . 1 . 1 . 1
95 | (2400,17) | 10 10 6 6 2 2 1 103 1
96 | (2400,23) | 10 10 6 6 2 2 1 103 1 .
100 | (3240,9) | 10 10 7 6 3 2 1 103 1 1
101 | (3240,31) | 10 10 7 6 3 2 1 103 1 1 .
107 | (4200,15) | 18 14 7 8 3 4 103 1 1
108 | (4200,21) | 18 14 7 8 3 4 103 1 . 1
109 | (4536,13) | 12 12 7 8 2 3 102 1 1 1
110 | (4536,23) | 12 12 7 8 2 3 . 102 1 1 1
111 | (5600,15) | 20 18 10 10 4 4 1 1 4 1 1 1
112 | (5600,21) | 20 18 10 10 4 4 1 1 4 1 1 1
T3 . . 2 1 —2 2 —2 R



A A5 AT AT AR AZ A AR AG A%, AT AR
1 (T, 0) 1 . . . . . ; . . . ; )
2 (1,120) 1 .
3 (28,8) 2 1
4 (28, 68) 2 1 .
5 (35,2) 1 1 1
6 (35,74) 1 1 1 .
7 (70, 32) 2 2 . 1
8 (50, 8) 1 1 1
9 (50, 56) . 1 1 1 .
10 (84, 4) 2 1 1 1
11 (84, 64) 2 1 1 . 1 .
12 | (168,24) 4 2 1 . 1
13 | (175,12) 5 1 1 1
14 | (175,36) 5 1 . 1 1 .
15 (210, 4) 1 1 1
16 | (210,52) 1 1 . 1 .
17 | (420, 20) . 2 2 1 1 .
18 (300, 8) 2 2 1
19 | (300, 44) 2 2 . . 1
20 | (350,14) 2 3 1 1 1
21 | (350, 38) 2 3 1 1 . . 1
22 | (525,12) 7 4 1 1 1 1 1
23 | (525, 36) 7 4 1 1 1 1 . 1
24 (567, 6) 3 3 2 1 1 1
25 | (567,46) 3 3 2 . 1 . 1 . 1
26 | (1134, 20) 6 6 2 2 . 1 1 2 .
27 | (700, 16) 2 1 2 1 1 1 1
28 | (700, 28) 2 1 2 1 1 1 . . 1
29 (700, 6) 6 4 1 1 1 1 1 1
30 | (700,42) 6 4 1 1 1 1 1 . 1
31 | (1400,20) | 12 8 4 2 2 2 1 2
32 | (840, 14) 4 3 2 1 1 1 1 1
33 | (840, 26) 4 3 2 1 1 1 . 1 1 .
34 | (1680, 22) 8 6 4 2 2 2 1 2 1
35 | (972,12) 2 2 2 1 1 1 1 1
36 | (972,32) 2 2 2 1 1 1 1 1
37 | (1050, 10) 4 4 3 2 1 1 1 1
38 | (1050, 34) 4 4 3 2 1 1 . . 1 1
39 | (2100, 20) 8 8 6 3 2 2 1 1 2 1
43 | (1400, 8) 6 7 4 2 1 1 1 1 2
44 | (1400, 32) 6 7 4 2 1 1 1 1 2 .
45 | (1575,10) 7 5 3 1 2 1 1 1 1
46 | (1575, 34) 7 5 3 1 2 1 1 . 1 1 .
47 | (3150,18) | 14 10 4 2 2 3 . 1 2 . . 1
48 | (2100, 16) 4 5 5 2 2 1 1 1 1 1
49 | (2100, 28) 4 5 5 2 2 1 1 . 1 1 1 .
50 | (4200, 18) 8 10 8 4 2 3 . 1 2 2 . 1
54 | (2268,10) 8 8 5 2 2 1 1 1 2 1
55 | (2268, 30) 8 8 5 2 2 1 1 1 2 . 1 .
56 | (4536,18) | 16 16 8 4 2 3 1 1 4 1 1
57 | (2835, 14) 7 7 4 2 1 2 1 1 1
58 | (2835, 22) 7 7 4 2 1 2 . . 1 1 . 1
59 | (5670,18) | 14 14 10 4 4 3 1 1 2 1 2 1
64 | (4200,12) | 14 11 6 3 3 3 2 1 1 1
65 | (4200,24) | 14 11 6 3 3 3 . . 2 1 1 1
66 | (6075,14) | 17 17 11 5 4 4 1 1 4 2 1 1
67 | (6075,22) | 17 17 11 5 4 4 1 1 4 2 1 1
68 (8,1) 1
69 (8,91) 1 .
70 (56, 19) 1 1
71 (56, 49) . . 1 1 . .
79 (448, 9) 6 2 1 1 1
80 | (448,39) 6 2 . . 1 1 . 1
81 (560, 5) 2 4 2 1 1 1
82 | (560,47) 2 4 2 1 . 1 1 .
84 | (840,13) 1 1 1
85 | (840,31) . . 1 . 1 . . . 1
86 | (1008,9) 8 6 2 1 1 1 1 2
87 | (1008, 39) 8 6 2 1 1 1 1 . 2 .
91 | (1400,11) 2 4 5 2 1 1 1 1 1
92 | (1400, 29) 2 4 5 2 1 1 . 1 1 1 .
93 | (1400, 7) 2 4 3 1 1 1 1 1
94 | (1400, 37) 2 4 3 1 1 . 1 . 1 . 1
95 | (2400,17) | 10 10 6 3 2 2 1 1 3 1
96 | (2400,23) | 10 10 6 3 2 2 1 1 3 1 .
100 | (3240,9) | 10 10 7 3 3 2 1 1 3 1 1
101 | (3240,31) | 10 10 7 3 3 2 1 1 3 1 1 .
107 | (4200,15) | 18 14 7 4 3 4 1 3 1 1
108 | (4200,21) | 18 14 7 4 3 4 1 3 1 . 1
109 | (4536,13) | 12 12 7 4 2 3 1 2 1 1 1
110 | (4536,23) | 12 12 7 4 2 3 . 1 2 1 1 1
111 | (5600,15) | 20 18 10 5 4 4 1 1 4 1 1 1
112 | (5600,21) | 20 18 10 5 4 4 1 1 4 1 1 1
T 1 ; 2 ; Y —1 ; -4
Wy 2 1 -2 1 -2 —4 1 4 -6
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AT A3 AT A] AL AG A7 AFAJ A‘l‘o A Af,
1 (1,0) 1 . . . . . ; . .
2 (1,120) 1 .
3 (28,8) 2 1
4 (28, 68) 2 1 .
5 (35,2) 1 1 1
6 (35, 74) 1 1 1 .
7 (70, 32) 2 2 . 1
8 (50, 8) 1 1 1
9 (50, 56) . 1 1 1 .
10 (84, 4) 2 1 1 1
11 (84, 64) 2 1 1 . 1 .
12 | (168,24) 4 2 1 . 1
13 | (175,12) 5 1 1 1
14 | (175, 36) 5 1 . 1 1 .
15 (210, 4) 1 1 1
16 | (210,52) 1 1 . 1 .
17 | (420, 20) . 1 1 1 .
18 (300, 8) 2 2 1
19 | (300, 44) 2 2 . . 1
20 | (350, 14) 2 3 1 1 1
21 | (350, 38) 2 3 1 1 . . 1
22 | (525,12) 7 4 1 1 1 1 1
23 | (525, 36) 7 4 1 1 1 1 . 1
24 (567, 6) 3 3 2 1 1 1
25 | (567, 46) 3 3 2 . 1 . 1 . 1
26 | (1134, 20) 6 5 . 2 . 1 1 2 .
27 | (700, 16) 2 1 2 1 1 1 1
28 | (700, 28) 2 1 2 1 1 1 . . 1
29 (700, 6) 6 4 1 1 1 1 1 1
30 | (700,42) 6 4 1 1 1 1 1 . 1
31 | (1400,20) | 12 7 2 2 2 2 1 2
32 | (840, 14) 4 2 1 1 1 1 1
33 | (840, 26) 4 2 . 1 1 1 . 1 1 .
34 | (1680, 22) 8 6 4 2 2 2 1 2 1
35 | (972,12) 2 2 2 1 1 1 1 1
36 | (972,32) 2 2 2 1 1 1 1 1
37 | (1050, 10) 4 4 3 2 1 1 1 1
38 | (1050, 34) 4 4 3 2 1 1 . . 1 1
39 | (2100, 20) 8 7 4 3 2 2 1 1 2 1
43 | (1400, 8) 6 6 2 2 1 1 1 1 2
44 | (1400, 32) 6 6 2 2 1 1 1 1 2 .
45 | (1575, 10) 7 5 3 1 2 1 1 1 1
46 | (1575, 34) 7 5 3 1 2 1 1 . 1 1 .
47 | (3150,18) | 14 9 2 2 2 3 . 1 2 . . 1
48 | (2100, 16) 4 5 5 2 2 1 1 1 1 1
49 | (2100, 28) 4 5 5 2 2 1 1 . 1 1 1 .
50 | (4200, 18) 8 9 6 4 2 3 . 1 2 2 . 1
54 | (2268,10) 8 7 3 2 2 1 1 1 2 1
55 | (2268, 30) 8 7 3 2 2 1 1 1 2 . 1 .
56 | (4536,18) | 16 15 6 4 2 3 1 1 4 1 1
57 | (2835, 14) 7 7 4 2 1 2 1 1 1
58 | (2835, 22) 7 7 4 2 1 2 . . 1 1 . 1
59 | (5670,18) | 14 13 8 4 4 3 1 1 2 1 2 1
64 | (4200,12) | 14 11 6 3 3 3 2 1 1 1
65 | (4200,24) | 14 11 6 3 3 3 . . 2 1 1 1
66 | (6075,14) | 17 16 9 5 4 4 1 1 4 2 1 1
67 | (6075,22) | 17 16 9 5 4 4 1 1 4 2 1 1
68 (8,1) 1
69 (8,91) 1 .
70 (56, 19) 1 1
71 (56, 49) . . 1 1 . .
79 (448, 9) 6 2 1 1 1
80 | (448,39) 6 2 . . 1 1 . 1
81 (560, 5) 2 4 2 1 1 1
82 | (560,47) 2 4 2 1 . 1 1 .
84 | (840,13) 1 1 1
85 | (840,31) . . 1 . 1 . . . 1
86 | (1008,9) 8 6 2 1 1 1 1 2
87 | (1008, 39) 8 6 2 1 1 1 1 . 2 .
91 | (1400,11) 2 3 3 2 1 1 1 1 1
92 | (1400, 29) 2 3 3 2 1 1 . 1 1 1 .
93 | (1400,7) 2 4 3 1 1 1 1 1
94 | (1400, 37) 2 4 3 1 1 . 1 . 1 . 1
95 | (2400,17) | 10 9 4 3 2 2 1 1 3 1
96 | (2400,23) | 10 9 4 3 2 2 1 1 3 1 .
100 | (3240,9) | 10 9 5 3 3 2 1 1 3 1 1
101 | (3240,31) | 10 9 5 3 3 2 1 1 3 1 1 .
107 | (4200,15) | 18 13 5 4 3 4 1 3 1 1
108 | (4200,21) | 18 13 5 4 3 4 1 3 1 . 1
109 | (4536,13) | 12 11 5 4 2 3 1 2 1 1 1
110 | (4536,23) | 12 11 5 4 2 3 . 1 2 1 1 1
111 | (5600,15) | 20 17 8 5 4 4 1 1 4 1 1 1
112 | (5600,21) | 20 17 8 5 4 4 1 1 4 1 1 1
T 1 ; 2 ; R ; T —4
2 2 1 -2 1 -2 1 4 -6



A A3 A] AF A AZ A Ag o Alg Ay A | A
1 (1,0) T . . . . . . .
2 (1,120) 1 .
3 (28, 8) 2 1
4 (28, 68) 2 1 .
5 (35,2) 1 1 1
6 (35,74) 1 1 1 . .
7 (70, 32) 2 1 . 1 1
8 (50, 8) 1 1
9 (50, 56) . . 1 1 .
10 (84, 4) 2 1 1 1
11 (84, 64) 2 1 1 . 1 .
12 | (168,24) 4 1 . 1
13 | (175,12) 5 1 1
14 | (175, 36) 5 . . 1 1 .
15 (210, 4) 1 1 1
16 | (210,52) 1 1 . 1 .
17 | (420, 20) . 1 1 1 . .
18 (300, 8) 2 2 1 1
19 | (300, 44) 2 2 . . 1 1
20 | (350, 14) 2 2 1 1 1
21 | (350,38) 2 2 1 1 . . 1 .
22 | (525,12) 7 2 1 1 1 1 1 1
23 | (525,36) 7 2 1 1 1 1 . 1 1
24 (567, 6) 3 3 2 1 1 1 1
25 | (567,46) 3 3 2 . 1 . 1 . 1 1
26 | (1134,20) 6 3 . 2 . 1 1 2 . 1
27 | (700, 16) 2 1 1 1 1 1
28 | (700,28) 2 1 1 1 1 . . . 1 .
29 (700, 6) 6 2 1 1 1 1 1 1 1
30 | (700,42) 6 2 1 1 1 1 1 . 1 1
31 | (1400,20) | 12 4 2 2 2 2 1 2
32 | (840,14) 4 1 1 1 1 1 1
33 | (840,26) 4 1 . 1 1 1 . 1 1 . .
34 | (1680, 22) 8 4 3 2 2 1 1 2 1 2
35 | (972,12) 2 2 1 1 1 1 1 1
36 | (972,32) 2 2 1 1 1 1 1 1
37 | (1050, 10) 4 3 2 2 1 1 1 1
38 | (1050, 34) 4 3 2 2 1 . . . 1 1 1
39 | (2100, 20) 8 5 3 3 2 1 1 1 2 1 1
43 | (1400, 8) 6 4 2 2 1 1 1 1 2 1
44 | (1400, 32) 6 4 2 2 1 1 1 1 2 . 1
45 | (1575,10) 7 3 3 1 2 1 1 1 1 1
46 | (1575,34) 7 3 3 1 2 1 1 . 1 1 S
a7 | (3150,18) | 14 8 2 2 2 3 . 1 2 . . 1.
48 | (2100, 16) 4 4 4 2 2 1 1 1 1 1
49 | (2100, 28) 4 4 4 2 2 . 1 . 1 1 1 o
50 | (4200, 18) 8 10 4 4 2 1 . 1 2 2 . 1] 2
54 | (2268,10) 8 5 3 2 2 1 1 1 2 1 1
55 | (2268, 30) 8 5 3 2 2 1 1 1 2 . 1 o
56 | (4536,18) | 16 14 5 4 2 2 1 1 4 1 1| 3
57 | (2835,14) 7 8 3 2 1 1 1 1 1] 1
58 | (2835,22) 7 8 3 2 1 1 . . 1 1 . 1] 1
59 | (5670,18) | 14 12 7 4 4 2 1 1 2 1 2 1] 1
64 | (4200,12) | 14 10 5 3 3 2 2 1 1 1] 1
65 | (4200,24) | 14 10 5 3 3 2 . . 2 1 1 1|1
66 | (6075,14) | 17 15 7 5 4 2 1 1 4 2 1 1| 3
67 | (6075,22) | 17 15 7 5 4 2 1 1 4 2 1 1| 3
68 (8,1) 1
69 (8,91) 1 .
70 (56, 19) 1 1
71 (56, 49) . . 1 1 . . .
79 (448, 9) 6 1 1 1 1 1
80 | (448,39) 6 1 . . 1 1 . 1 1
81 (560, 5) 2 3 2 1 1 1 1
82 | (560,47) 2 3 2 1 . 1 1 . 1
84 | (840,13) 1 1 1
85 | (840,31) . . 1 . 1 . . . 1 .
86 | (1008,9) 8 4 2 1 1 1 1 2 2
87 | (1008, 39) 8 4 2 1 1 1 1 . 2 . 2
91 | (1400, 11) 2 3 2 2 1 1 1 1 1
92 | (1400, 29) 2 3 2 2 1 . 1 1 1 . 1
93 | (1400, 7) 2 3 3 1 1 1 1 1
94 | (1400, 37) 2 3 3 1 1 . 1 . 1 . 1 .
95 | (2400,17) | 10 7 3 3 2 1 1 1 3 1 2
96 | (2400,23) | 10 7 3 3 2 1 1 1 3 1 . 2
100 | (3240,9) | 10 7 4 3 3 1 1 1 3 1 1 2
101 | (3240,31) | 10 7 4 3 3 1 1 1 3 1 1 )
107 | (4200,15) | 18 11 4 4 3 3 1 3 1 1| 2
108 | (4200,21) | 18 11 4 4 3 3 1 3 1 . 1| 2
109 | (4536,13) | 12 10 4 4 2 2 1 2 1 1 1] 1
110 | (4536,23) | 12 10 4 4 2 2 . 1 2 1 1 1] 1
111 | (5600,15) | 20 14 7 5 4 3 1 1 4 1 1 1| 3
112 | (5600,21) | 20 14 7 5 4 3 1 1 4 1 1 1| 3
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A? A5 AS AS AR A AP AR AG A%, AP AY
T T,0) T . . . . . ; . . . ; .
2 (1,120) 1 .
3 (28,8) 1 1
4 (28, 68) 1 1 .
5 (35,2) 1 1
6 (35, 74) . 1 1 .
7 (70, 32) 1 1 . 1
8 (50, 8) 1 1
9 (50, 56) . 1 1 .
10 (84, 4) 1 1 1 1
11 (84, 64) 1 1 1 . 1 .
12 | (168, 24) 4 1 . 1
13 | (175,12) 5 1 1
14 | (175,36) 5 . 1 1 .
15 (210, 4) 1 1
16 | (210,52) 1 . 1 .
17 | (420, 20) . 1 1 .
18 (300, 8) 2 1
19 | (300, 44) 2 . . 1
20 | (350, 14) 2 1 1 1
21 | (350, 38) . 2 1 1 . . 1
22 | (525,12) 5 2 1 1 1 1 1
23 | (525, 36) 5 2 1 1 1 1 . 1
24 (567, 6) 1 2 2 1 1 1
25 | (567,46) 1 2 2 . 1 . 1 . 1
26 | (1134,20) 4 2 . 2 . 1 1 2 .
27 | (700, 16) 2 1 1 1 1 1
28 | (700, 28) 2 1 1 1 1 . . . 1
29 (700, 6) 5 1 1 1 1 1 1 1
30 | (700,42) 5 1 1 1 1 1 1 . 1
31 | (1400, 20) 9 3 2 2 2 2 1 2
32 | (840,14) 4 1 1 1 1 1
33 | (840, 26) 4 . . 1 1 1 . 1 1 .
34 | (1680, 22) 6 3 3 2 2 1 1 2 1
35 | (972,12) 1 2 1 1 1 1 1
36 | (972,32) 1 2 1 1 1 1 1
37 | (1050, 10) 2 3 2 2 1 1 1
38 | (1050, 34) 2 3 2 2 1 . . . 1 1
39 | (2100, 20) 6 3 3 3 2 1 1 1 2 1
43 | (1400, 8) 4 2 2 2 1 1 1 1 2
44 | (1400, 32) 4 2 2 2 1 1 1 1 2 .
45 | (1575,10) 5 2 3 1 2 1 1 1 1
46 | (1575,34) 5 2 3 1 2 1 1 . 1 1 .
47 | (3150,18) | 15 7 2 2 2 3 . 1 2 . . 1
48 | (2100, 16) 2 3 4 2 2 1 1 1 1
49 | (2100, 28) 2 3 4 2 2 . 1 . 1 1 1 .
50 | (4200, 18) 9 9 4 4 2 1 . 1 2 2 . 1
54 | (2268,10) 5 3 3 2 2 1 1 1 2 1
55 | (2268, 30) 5 3 3 2 2 1 1 1 2 . 1 .
56 | (4536,18) | 13 12 5 4 2 2 1 1 4 1 1
57 | (2835,14) 8 8 3 2 1 1 1 1 1
58 | (2835, 22) 8 8 3 2 1 1 . . 1 1 . 1
59 | (5670,18) | 13 10 7 4 4 2 1 1 2 1 2 1
64 | (4200,12) | 13 10 5 3 3 2 2 1 1 1
65 | (4200,24) | 13 10 5 3 3 2 . . 2 1 1 1
66 | (6075,14) | 14 13 7 5 4 2 1 1 4 2 1 1
67 | (6075,22) | 14 13 7 5 4 2 1 1 4 2 1 1
68 (8,1) 1
69 (8,91) 1 .
70 (56, 19) 1 1
71 (56, 49) . . 1 1 . .
79 (448, 9) 5 1 1 1 1
80 | (448,39) 5 1 . . 1 1 . 1
81 (560, 5) 2 2 1 1 1
82 | (560,47) 2 2 1 . 1 1 .
84 | (840,13) 1 1 1
85 | (840,31) . . 1 . 1 . . . 1
86 | (1008,9) 5 3 2 1 1 1 1 2
87 | (1008, 39) 5 3 2 1 1 1 1 . 2 .
91 | (1400,11) 1 2 2 2 1 1 1 1
92 | (1400, 29) 1 2 2 2 1 . 1 1 1 .
93 | (1400,7) 2 3 1 1 1 1 1
94 | (1400, 37) . 2 3 1 1 . 1 . 1 . 1
95 | (2400, 17) 6 5 3 3 2 1 1 1 3 1
96 | (2400, 23) 6 5 3 3 2 1 1 1 3 1 .
100 | (3240,9) 6 5 4 3 3 1 1 1 3 1 1
101 | (3240, 31) 6 5 4 3 3 1 1 1 3 1 1 .
107 | (4200,15) | 17 10 4 4 3 3 1 3 1 1
108 | (4200,21) | 17 10 4 4 3 3 1 3 1 . 1
109 | (4536,13) | 12 9 4 4 2 2 1 2 1 1 1
110 | (4536,23) | 12 9 4 4 2 2 . 1 2 1 1 1
111 | (5600,15) | 17 12 7 5 4 3 1 1 4 1 1 1
112 | (5600,21) | 17 12 7 5 4 3 1 1 4 1 1 1
L7 T 1 2 R ; -3 -2
Wy 2 1 1 2 1 -3 4 —12



Af AZ AT AL AL AF AT AL AG Ay AT, AT,
1 T, 0) T . . . . . ; . . . ; .
2 (1,120) 1 .
3 (28,8) 1 1
4 (28, 68) 1 1 .
5 (35,2) 1 1
6 (35, 74) . 1 1 .
7 (70, 32) 1 1 . 1
8 (50, 8) 1 1
9 (50, 56) . 1 1 .
10 (84, 4) 1 1 1 1
11 (84, 64) 1 1 1 . 1 .
12 | (168, 24) . 1 . 1
13 | (175,12) 1 1 1
14 | (175,36) 1 . 1 1 .
15 (210, 4) 1 1
16 | (210,52) 1 . 1 .
17 | (420, 20) . 1 1 .
18 (300, 8) 2 1
19 | (300, 44) 2 . . 1
20 | (350, 14) 2 1 1 1
21 | (350, 38) . 2 1 1 . . 1
22 | (525,12) 1 2 1 1 1 1 1
23 | (525, 36) 1 2 1 1 1 1 . 1
24 (567, 6) 1 2 2 1 1 1
25 | (567, 46) 1 2 2 . 1 . 1 . 1
26 | (1134, 20) . 2 . 2 . 1 1 2 .
27 | (700, 16) 2 1 1 1 1
28 | (700, 28) 2 . 1 1 1 . . . 1
29 (700, 6) 1 1 1 1 1 1 1 1
30 | (700,42) 1 1 1 1 1 1 1 . 1
31 | (1400, 20) 1 3 2 2 2 2 1 2
32 | (840,14) 1 1 1 1 1
33 | (840, 26) . . . 1 1 1 . 1 1 .
34 | (1680, 22) 2 2 3 2 2 1 1 2 1
35 | (972,12) 1 1 1 1 1 1 1
36 | (972,32) 1 1 1 1 1 1 1
37 | (1050, 10) 2 2 2 2 1 1 1
38 | (1050, 34) 2 2 2 2 1 . . . 1 1
39 | (2100, 20) 2 2 3 3 2 1 1 1 2 1
43 | (1400, 8) 2 2 2 1 1 1 1 2
44 | (1400, 32) . 2 2 2 1 1 1 1 2 .
45 | (1575,10) 1 2 3 1 2 1 1 1 1
46 | (1575,34) 1 2 3 1 2 1 1 . 1 1 .
47 | (3150,18) 7 7 2 2 2 3 . 1 2 . . 1
48 | (2100, 16) 2 2 4 2 2 1 1 1 1
49 | (2100, 28) 2 2 4 2 2 . 1 . 1 1 1 .
50 | (4200, 18) 9 7 4 4 2 1 . 1 2 2 . 1
54 | (2268,10) 1 3 3 2 2 1 1 1 2 1
55 | (2268, 30) 1 3 3 2 2 1 1 1 2 . 1 .
56 | (4536, 18) 9 11 5 4 2 2 1 1 4 1 1
57 | (2835,14) 8 7 3 2 1 1 1 1 1
58 | (2835, 22) 8 7 3 2 1 1 . . 1 1 . 1
59 | (5670, 18) 9 9 7 4 4 2 1 1 2 1 2 1
64 | (4200,12) 9 9 5 3 3 2 2 1 1 1
65 | (4200, 24) 9 9 5 3 3 2 . . 2 1 1 1
66 | (6075,14) | 10 11 7 5 4 2 1 1 4 2 1 1
67 | (6075,22) | 10 11 7 5 4 2 1 1 4 2 1 1
68 (8,1) 1
69 (8,91) 1 .
70 (56, 19) 1 1
71 (56, 49) . . 1 1 . .
79 (448, 9) 1 1 1 1 1
80 | (448,39) 1 1 . . 1 1 . 1
81 (560, 5) 2 2 1 1 1
82 | (560,47) 2 2 1 . 1 1 .
84 | (840,13) 1 1 1
85 | (840,31) . . 1 . 1 . . . 1
86 | (1008,9) 1 3 2 1 1 1 1 2
87 | (1008, 39) 1 3 2 1 1 1 1 . 2 .
91 | (1400,11) 1 1 2 2 1 1 1 1
92 | (1400, 29) 1 1 2 2 1 . 1 1 1 .
93 | (1400,7) 2 3 1 1 1 1 1
94 | (1400, 37) . 2 3 1 1 . 1 . 1 . 1
95 | (2400, 17) 2 4 3 3 2 1 1 1 3 1
96 | (2400, 23) 2 4 3 3 2 1 1 1 3 1 .
100 | (3240,9) 2 4 4 3 3 1 1 1 3 1 1
101 | (3240, 31) 2 4 4 3 3 1 1 1 3 1 1 .
107 | (4200, 15) 9 9 4 4 3 3 1 3 1 1
108 | (4200, 21) 9 9 4 4 3 3 1 3 1 . 1
109 | (4536,13) 8 8 4 4 2 2 1 2 1 1 1
110 | (4536, 23) 8 8 4 4 2 2 . 1 2 1 1 1
111 | (5600, 15) 9 11 7 5 4 3 1 1 4 1 1 1
112 | (5600, 21) 9 11 7 5 4 3 1 1 4 1 1 1
N7 T 1 2 ; ; T —2  —16
Wy 2 1 1 2 1 -1 4 —12

175



176

AY A5 AT AR AR AR AT AR AS AP, AT AT,
T 1,0) T . . . . . - . . ; .
2 (1,120) 1 .
3 (28,8) 1 1
4 (28, 68) 1 1 .
5 (35,2) 1 1
6 (35, 74) . 1 1 .
7 (70, 32) 1 1 . 1
8 (50, 8) 1 1
9 (50, 56) . . 1 1 .
10 (84, 4) 1 1 1 1
11 (84, 64) 1 1 1 . 1 .
12 | (168,24) . 1 . 1
13 | (175,12) 1 1 1
14 | (175, 36) 1 . 1 1 .
15 (210, 4) 1 1
16 | (210,52) 1 . 1 .
17 | (420, 20) . 1 1 .
18 (300, 8) 2 1
19 | (300, 44) 2 . . 1
20 | (350, 14) 2 1 1 1
21 | (350, 38) . 2 1 1 . . 1
22 | (525,12) 1 2 1 1 1 1 1
23 | (525, 36) 1 2 1 1 1 1 . 1
24 (567, 6) 1 2 2 1 1 1
25 | (567, 46) 1 2 2 . 1 . 1 . 1
26 | (1134,20) . 2 2 . 1 1 2 .
27 | (700, 16) 2 1 1 1
28 | (700, 28) 2 . . 1 1 . . . 1
29 (700, 6) 1 1 1 1 1 1 1 1
30 | (700,42) 1 1 1 1 1 1 1 . 1
31 | (1400, 20) 1 3 2 2 2 2 1 2
32 | (840,14) 1 1 1 1 1
33 | (840, 26) . . . 1 1 1 . 1 1 .
34 | (1680, 22) 2 2 2 2 2 1 1 2 1
35 | (972,12) 1 1 1 1 1 1
36 | (972,32) 1 1 . 1 1 1 1
37 | (1050, 10) 2 2 1 2 1 1 1
38 | (1050, 34) 2 2 1 2 1 . . . 1 1
39 | (2100, 20) 2 2 2 3 2 1 1 1 2 1
43 | (1400, 8) 2 2 2 1 1 1 1 2
44 | (1400, 32) . 2 2 2 1 1 1 1 2 .
45 | (1575,10) 1 2 3 1 2 1 1 1 1
46 | (1575,34) 1 2 3 1 2 1 1 . 1 1 .
47 | (3150, 18) 2 2 1 2 2 3 . 1 2 . . 1
48 | (2100, 16) 2 2 3 2 2 1 1 1 1
49 | (2100, 28) 2 2 3 2 2 . 1 . 1 1 1 .
50 | (4200, 18) 4 2 1 4 2 1 . 1 2 2 . 1
54 | (2268, 10) 1 3 3 2 2 1 1 1 2 1
55 | (2268, 30) 1 3 3 2 2 1 1 1 2 . 1 .
56 | (4536, 18) 4 6 3 4 2 2 1 1 4 1 1
57 | (2835,14) 3 2 1 2 1 1 1 1 1
58 | (2835,22) 3 2 1 2 1 1 . . 1 1 . 1
59 | (5670, 18) 4 4 5 4 4 2 1 1 2 1 2 1
64 | (4200,12) 4 4 3 3 3 2 2 1 1 1
65 | (4200,24) 4 4 3 3 3 2 . . 2 1 1 1
66 | (6075,14) 5 6 4 5 4 2 1 1 4 2 1 1
67 | (6075,22) 5 6 4 5 4 2 1 1 4 2 1 1
68 (8,1) 1
69 (8,91) 1 .
70 (56, 19) 1 1
71 (56, 49) . . 1 1 . .
79 (448, 9) 1 1 1 1 1
80 | (448,39) 1 1 . . 1 1 . 1
81 (560, 5) 2 2 1 1 1
82 | (560,47) 2 2 1 . 1 1 .
84 | (840,13) 1 1 1
85 | (840,31) . . 1 . 1 . . . 1
86 | (1008,9) 1 3 2 1 1 1 1 2
87 | (1008, 39) 1 3 2 1 1 1 1 . 2 .
91 | (1400,11) 1 1 1 2 1 1 1 1
92 | (1400, 29) 1 1 1 2 1 . 1 1 1 .
93 | (1400,7) 2 3 1 1 1 1 1
94 | (1400, 37) . 2 3 1 1 . 1 . 1 . 1
95 | (2400,17) 2 4 2 3 2 1 1 1 3 1
96 | (2400, 23) 2 4 2 3 2 1 1 1 3 1 .
100 | (3240,9) 2 4 3 3 3 1 1 1 3 1 1
101 | (3240,31) 2 4 3 3 3 1 1 1 3 1 1 .
107 | (4200, 15) 4 4 2 4 3 3 1 3 1 1
108 | (4200, 21) 4 4 2 4 3 3 1 3 1 . 1
109 | (4536,13) 3 3 2 4 2 2 1 2 1 1 1
110 | (4536, 23) 3 3 2 4 2 2 . 1 2 1 1 1
111 | (5600, 15) 4 6 5 5 4 3 1 1 4 1 1 1
112 | (5600, 21) 4 6 5 5 4 3 1 1 4 1 1 1
T T T 2 ; ; ; T 4
Wy 2 1 1 2 1 4 -1



A A5 AS A AR AR AY AR AY AY, A} AY,
T 1,0 T . . . . . - . . ; .
2 (1,120) 1 .
3 (28,8) 1 1
4 (28, 68) 1 1 .
5 (35,2) 1 1
6 (35, 74) . 1 1 .
7 (70, 32) 1 1 . 1
8 (50, 8) 1 1
9 (50, 56) . . 1 1 .
10 (84, 4) 1 1 1 1
11 (84, 64) 1 1 1 . 1 .
12 | (168,24) . 1 . 1
13 | (175,12) 1 1 1
14 | (175, 36) 1 . 1 1 .
15 (210, 4) 1 1
16 | (210,52) 1 . 1 .
17 | (420, 20) . 1 1 .
18 (300, 8) 2 1
19 | (300, 44) 2 . . 1
20 | (350, 14) 2 1 1 1
21 | (350, 38) . 2 1 1 . . 1
22 | (525,12) 1 2 1 1 1 1 1
23 | (525, 36) 1 2 1 1 1 1 . 1
24 (567, 6) 1 2 2 1 1 1
25 | (567, 46) 1 2 2 . 1 . 1 . 1
26 | (1134,20) . 2 2 . 1 1 2 .
27 | (700, 16) 1 1 1
28 | (700, 28) 1 . . . 1 . . . 1
29 (700, 6) 1 1 1 1 1 1 1 1
30 | (700,42) 1 1 1 1 1 1 1 . 1
31 | (1400, 20) 1 3 2 2 2 2 1 2
32 | (840,14) 1 1 1 1 1
33 | (840, 26) . . . 1 1 1 . 1 1 .
34 | (1680, 22) 1 2 2 1 2 1 1 2 1
35 | (972,12) 1 1 1 1
36 | (972,32) . 1 . . 1 1 1
37 | (1050, 10) 1 2 1 1 1 1 1
38 | (1050, 34) 1 2 1 1 1 . . . 1 1
39 | (2100, 20) 1 2 2 2 2 1 1 1 2 1
43 | (1400, 8) 2 2 2 1 1 1 1 2
44 | (1400, 32) . 2 2 2 1 1 1 1 2 .
45 | (1575,10) 1 2 2 1 2 1 1 1 1
46 | (1575,34) 1 2 2 1 2 1 1 . 1 1 .
47 | (3150, 18) 1 2 . 2 2 3 . 1 2 . . 1
48 | (2100, 16) 1 2 2 1 2 1 1 1 1
49 | (2100, 28) 1 2 2 1 2 . 1 . 1 1 1 .
50 | (4200, 18) 1 2 . 2 2 1 . 1 2 2 . 1
54 | (2268, 10) 1 3 2 2 2 1 1 1 2 1
55 | (2268, 30) 1 3 2 2 2 1 1 1 2 . 1 .
56 | (4536, 18) 2 6 2 3 2 2 1 1 4 1 1
57 | (2835,14) 1 2 1 1 1 1 1 1
58 | (2835,22) 1 2 . 1 1 1 . . 1 1 . 1
59 | (5670, 18) 2 4 2 3 4 2 1 1 2 1 2 1
64 | (4200,12) 2 4 1 2 3 2 2 1 1 1
65 | (4200,24) 2 4 1 2 3 2 . . 2 1 1 1
66 | (6075,14) 2 6 2 3 4 2 1 1 4 2 1 1
67 | (6075,22) 2 6 2 3 4 2 1 1 4 2 1 1
68 (8,1) 1
69 (8,91) 1 .
70 (56, 19) 1 1
71 (56, 49) . . 1 1 . .
79 (448, 9) 1 1 1 1 1
80 | (448,39) 1 1 . . 1 1 . 1
81 (560, 5) 2 2 1 1 1
82 | (560,47) 2 2 1 . 1 1 .
84 | (840,13) 1 1
85 | (840,31) . . . . 1 . . . 1
86 | (1008,9) 1 3 2 1 1 1 1 2
87 | (1008, 39) 1 3 2 1 1 1 1 . 2 .
91 | (1400,11) 1 1 1 1 1 1 1
92 | (1400, 29) 1 1 1 1 . 1 1 1 .
93 | (1400,7) 2 2 1 1 1 1 1
94 | (1400, 37) . 2 2 1 1 . 1 . 1 . 1
95 | (2400,17) 1 4 2 2 2 1 1 1 3 1
96 | (2400, 23) 1 4 2 2 2 1 1 1 3 1 .
100 | (3240,9) 1 4 2 2 3 1 1 1 3 1 1
101 | (3240,31) 1 4 2 2 3 1 1 1 3 1 1 .
107 | (4200, 15) 2 4 1 3 3 3 1 3 1 1
108 | (4200, 21) 2 4 1 3 3 3 1 3 1 . 1
109 | (4536,13) 1 3 3 2 2 1 2 1 1 1
110 | (4536, 23) 1 3 . 3 2 2 . 1 2 1 1 1
111 | (5600, 15) 2 6 3 4 4 3 1 1 4 1 1 1
112 | (5600, 21) 2 6 3 4 4 3 1 1 4 1 1 1
T T T 2 T 2 -1

177
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13. 7-modulare Zerlegungszahlen fiir *Fs(2?)

Die [-modulare Zerlegungstheorie endlicher Gruppen fiir eine Primzahl [
fiigt sich nahtlos in die in Kapitel 3. entwickelte Theorie ein. Voraussetzung
hier ist ein diskreter Bewertungsring R in einem algebraischen Zahlkorper
K, dessen maximales Ideal p < R iiber dem Ideal [ - R < R liegt. Mit [16],
Korollar 17.2., kann man annehmen, dafl sowohl K als auch der Restklas-
senkorper k := R/p Zerfillungskorper fiir die Gruppenalgebren KG und
kG sind. Auch die oben gemachten Bemerkungen zum Induzieren projekti-
ver Charaktere, jetzt von Untergruppen, bleiben weiterhin giiltig.

In diesem Kapitel werden Zerlegungszahlen fiir die endliche Gruppe 2 Eg(22),
die fiirderhin G heiflen soll, berechnet. Hierbei stellt sich der Satz von Dip-
per, siehe 3.7.3., als ein wichtiges Hilfsmittel heraus. Auflerdem wird hier
das Programmsystem MOC, siehe [40], eingesetzt, das von G. Hiss, K. Lux
und R. Parker zur Berechnung von Zerlegungszahlen endlicher Gruppen ent-
wickelt worden ist.

Die gewohnlichen Charaktertafeln der in diesem Kapitel vorkommenden
Gruppen sind in [13] zu finden und auch in der Datenbank von GAP verfiig-
bar. Die hier vorgenommene Numerierung der gewthnlichen Charaktere ist
identisch mir der in den beiden eben genannten Referenzen.

13.1. Die ®3-modularen Zerlegungszahlen fiir H(Fy)
Man betrachtet die G zugeordnete Iwahori-Hecke-Algebra

H =~ H(Fy,{2%,22,2,2})),

also die Spezialisierung der generischen Algebra H(Fy, {u?, u? u,u}) unter
der Abbildung D, mit ¢ = 2, sieche 3.7.1. In der vorliegenden Situation ist
der Satz 3.7.3. von Dipper mit ¢ = 2 und [ = 7 anwendbar. Also erhélt man
mittels der Fitting-Korrespondenz, siehe 2.3.6., aus den [-modularen pro-
jektiven Charakteren fiir H solche fiir G. Auflerdem macht man sich die in
3.8. gemachten Beobachtungen zunutze, indem man die ®.-modulare Zerle-
gungsabbildung der generischen Algebra fiir e = 3 betrachtet. Im folgenden
seialsogq=2,l=7und e =3.

K. Bremke hat in [7], Sétze 3.10. und 3.11., die ®.-modularen Zerlegungs-
zahlen fiir die oben genannte generische Iwahori-Hecke-Algebra berechnet
und aulerdem gezeigt, dafl die ®.-modulare Zerlegungsabbildung der gene-
rischen Algebra schon mit der I-modularen Zerlegungsabbildung von H iiber-
einstimmt. Damit erh&lt man also aus den beziiglich ®.-modularer Reduk-
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tion projektiv-unzerlegbaren Charakteren der generischen Iwahori-Hecke-
Algebra direkt projektiv-unzerlegbare Charaktere von G.

Die in [7] genannten projektiv-unzerlegbaren Charaktere werden in der Rei-
henfolge der dort behandelten nichttrivialen Blocke fortlaufend numeriert.
Wie sich herausstellt, sind die irreduziblen Charaktere von echt positivem
e-Defekt genau diejenigen, deren Fitting-Korrespondenten im /-modularen
Hauptblock von G liegen.

Nun werden die Fitting-Korrespondenten der irreduziblen Charaktere von
H bestimmt. Im Zusammenhang mit den nachfolgenden Aussagen sei auf
Bemerkung 3.6.4. hingewiesen.

Im System CHEVIE sind die generischen Grade der hier betrachteten Alge-
bra enthalten. Als Reihenfolge der irreduziblen Charaktere der generischen
Algebra wihlt man die dort und in GAP angegebene Reihenfolge der ir-
reduziblen Charaktere der Weyl-Gruppe W (F}). Die zu den irreduziblen
Charakteren der generischen Algebra in Fitting-Korrespondenz stehenden
irreduziblen Charaktere des Hauptblocks von G kénnen in dem hier vorlie-
genden Fall schon durch ihre Charaktergrade, die sich ja gerade als Spe-
zialisierungen der generischen Grade ergeben, identifiziert werden. In der
nachfolgenden Liste sind in der ersten Spalte die Nummern der so vorkom-
menden irreduziblen Charaktere im [-modularen Hauptblock von G, in der
zweiten Spalte deren Grade, in der dritten Spalte die Nummern der dazu in
Fitting-Korrespondenz stehenden irreduziblen Charaktere der generischen
Algebra und in der vierten Spalte die Parametrisierung, wie man sie etwa
in [10], Abschnitt 13.8., findet, angegeben.
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G Grad | H

1 1] 1](1,0)
2 1938 | 7| (2,4)
3 48620 | 17 | (4,1)
4 554268 | 3| (1,12)
5 815100 | 5 (2,4)"
7 1828332 | 23 | (8,3)’
14 20155200 | 21 | (8,3)”
15 22170720 | 19 | (4,7)’
30 221707200 | 91 (4,8

38 497306304 | 25
50 | 1289932800 | 22
52 | 1418926080 | 18
57 | 2270281728 | 2
63 | 3338649600 | 6
68 | 7488847872 | 24
82 | 12745441280 | 20
106 | 32514244608 | 8
125 | 68719476736 | 4

NS
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13.2. T7-modulare Zerlegungszahlen fiir F(2)

Diese Zerlegungszahlen wurden von G. Hiss [39] bestimmt und dem Verfas-
ser schon vor ihrer Verdffentlichung zur Verfiigung gestellt. Fiir den ersten
der unten wiedergegebenen Blocke ist noch nicht bewiesen, dafl die dort
angegebenen projektiven Charaktere, also cum grano salis die Spalten der
entsprechenden Matrix, auch unzerlegbar sind. Immerhin erhélt man aber
aus ihnen per Induktion projektive Charaktere von G.

Da in [39] eine andere Numerierung der gewohnlichen Charaktere als die
hier verwendete benutzt wird, ergibt sich eine unkanonische Numerierung
der Blocke und der Zeilen der Zerlegungsmatrizen. Die unten angegebnen
projektiven Charaktere des Hauptblocks werden absteigend mit Woy, ..., ¥y
bezeichnet.
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{W:}
1 11 .
3 1106 |1 1 .
4 1105 | 1 1 .
5 1326 1
6 1377 .
11 44200 1 .
12 44200 . 1 .
14 99450 1 . 1 .
15 99450 1 1 .
20 183600 1 .
21 183600 | . . . 1
27 322218 |1 1 1 . .
31 358020 .1 1
30 358020 1 . .
44 947700 . 1 1 . 1
48 | 1342575 1 1 .
49 | 1342575 1 . 1 . . . .
57 | 2828800 .1 1 1 1 1
56 | 2828800 . 1 . 1 1 1
67 | 4526080 1 . 1 . .
68 | 4526080 1 . 1 . . . 1
71| 5640192 1 101 . 1 .
79 | 8055450 1101 1 1
78 | 8055450 1 1 1 .
84 | 10740600 3 3 . . 1
85 | 10740600 3 3 1 1 1
94 | 16777216 3 3 1 1
Wor Wos Wos Wy Wy Wy
10 23205 1 .
29 348075 . 1 .
39 626535 1 1 .
55 | 2784600 . 1 1 .
70 | 5012280 1 . 1 .
82 | 9398025 1 . 1
88 | 11880960 1 1
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Wag Wgo Wy Wy Wog Wy
9 23205 1 .

28 348075 . 1 .
38| 626535 1 . 1 .
54 | 2784600 . . 1 1 .
69 | 5012280 . 1 . . 1 .
83 | 9398025 . . . 1 . 1
89 | 11880960 . . . . 1 1

13.3. Die 7-modularen Zerlegungszahlen fiir O;,(2)

Diese Zerlegungszahlen sind von P. Fong und B. Srinivasan in [25] bestimmt
worden. Zum Zwecke leichterer Referenzierbarkeit werden die nichttrivialen
Blocke hier reproduziert.

Uy U, U, W, U, U,
1 i .
748 1 1.
19| 14960 | . . 1 .
28| 35904 . 1 . 1 .
56| 171072 . . 1 . 1 .
62227205 . . . 1 . 1
75348160 . . . . 1 1
\1112 \Illl ‘IJlO \IJQ \IJS \117
3 87 1 . . ..
16 930 . 1 .
32| 561000 1 . 1 .
57| 181764 . 1 . 1 .
92| 598400 . . . 1 1 .
104 765952 . . 1 . . 1
1121136025 | . . . . 1 1
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Wig Wir Vg W5 Wy Wiy
4 340 1 . . .
8 2244 . 1 .
17 10692 1 . 1 .
33 59840 . . 1 1 .
60 | 191488 . 1 . . 1 .
107 | 908820 . . . 1 . 1
110 | 1048576 . . . . 1 1

20 | 15147 1 .
73 | 302940 1 1 .
96 | 681615 . . 1

97 | 681615 . . 1
108 | 969408 . 1 1

13.4. 7-modulare Zerlegungszahlen fiir ?F4(2?)

13.4.1. Blocke. Mittels der Charaktertafel von G := 2 Eg(22) findet man
die folgende Aufteilung der irreduziblen Charaktere in Blocke. In der zweiten
Spalte wird wieder der Defekt angegeben, in der dritten Spalte die Nummern
der im jeweiligen Block liegenden Charaktere. Die Grade der entsprechenden
Charaktere sind in den unten angegebenen Zerlegungsmatrizen wiedergege-
ben.

Nr. | d | Charaktere

1 1,2,3,4,5,7,12,14, 15, 25, 26, 30, 38, 39, 50,
52,57,63, 68,69, 75,82,105,106, 114, 120, 125
6,16,40,64,88,112,116
9,27,46,60,71,79,89
10,28,47,61,72,80,90
11,29,48,62,73,81,91
42,87,103,104,113

\]

S T = W N
S G e g

13.4.2. Block 2. Man induziert die folgenden projektiv-unzerlegbaren
Charaktere von maximalen Untergruppen nach G,

(x18) Fy(2)r (X2) a2 (Xz)gl—o@a (x23) Fa2)» (X32) By ()0 (X17) By )
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und schriankt auf den zweiten Block ein. Dies ergibt die nachfolgend ange-
gebenen projektiven Charaktere. Diese bilden eine Basis fiir den von den
projektiven Charakteren dieses Blocks aufgespannten Raum.

6 1322685 | 1 .

16 29099070 . 1 .
40 581981400 |1 . 1 .
64| 4655851200 | . 1 . 1
88 | 14898723840 | . . 1 .
112 | 43341742080 | . . . 3
116 | 53033055075 2

Aus der Brauer-Dade-Theorie der Blocke von zyklischem Defekt, siehe [4]
und [18], folgt damit die Gestalt der Zerlegungsmatrix:

N — = .

1
1

Ay Ay Ay Ay Ay Ag

6 1322685 | 1 . . . . .
16| 20099070 | . 1 .

40| 581981400 1 . 1 .

64| 4655851200 . 1 . 1 .

88| 14808723840 . . 1 . 1 .
112 | 43341742080 . . . 1 . 1
116 | 53033055075 | . . . . 1 1

13.4.3. Bloécke 3, 4 und 5. Diese Blocke sind unter dem dufleren Au-
tomorphismus der Ordnung 3 von G konjugiert, siehe [13]. Daher reicht es
aus, die Zerlegungsmatrix fiir Block 4 zu berechnen.
Man induziert die folgenden projektiv-unzerlegbaren Charaktere von maxi-
malen Untergruppen nach G,
G G G G G G

(¥6) 5= (20 (X&) Fu2): (X5) 5= (2 (X2) 5= (2 (X18) By )0 (XT)Fo2)-
Finschrinken auf Block 4 ergibt die nachfolgend angegebenen projektiven
Charaktere.

10 2909907 | 1 .

28 145495350 | . 1 .

47 872972100 |1 . 1 .

61| 2828429604 |1 1 . 1 .
72| 931170240012 . . 1 1 .
80 | 11918979072 | . . 2 . . 1
90 | 17677685025 (1 . 1 . 1 1
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Wiederum folgt daraus die Zerlegungsmatrix mittels Brauer-Dade-Theorie.

A, Ay Ay Ay A A
10 2009907 | 1 . . . . .
28| 145495350 | . 1 .
47| 872972100 | 1 1.
61 | 2828429604 1 1
72 | 9311702400 11
80 | 11918979072 A |
90 | 17677685025 11

13.4.4. Block 6. Analog findet man aus (Xg)g4(2), (X17)§4(2) die nach-
folgenden projektiven Charaktere.

42
87
103
104
113

707107401 | 1
14142148020 | 1
31819833045 | . 1
31819833045 | . 1
45254873664 | . 1

AuBlerdem schrinken die irreduziblen Charaktere x103, X104 gleich auf die
7-reguldren Klassen ein, wie man der gewohnlichen Charaktertafel von G
entnimmt. Damit erhélt man als Zerlegungsmatrix:

13.4.5. Block 1.

Liste beschrieben:

42
87
103
104
113

707107401
14142148020
31819833045
31819833045
45254873664

A1 A2 A3
T ..
11 .
1

o1
11

Man gewinnt projektive Charaktere durch Induktion
projektiver Charaktere von den oben erwédhnten maximalen Untergruppen
und durch Tensorieren von gewthnlichen mit Defekt-O-Charakteren von G.
AuBlerdem verwendet man die von der Algebra H, siehe 13.1., herkommen-
den projektiven Charaktere. Damit erhédlt man die am Ende dieses Ab-
schnitts in 13.4.7. angegebene Menge {A}}2L; von linear unabhingigen pro-
jektiven Charakteren des ersten Blocks. Thre Herkunft wird in der folgenden
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(W) a, (U3) i, (Us) i, (X7) % 2)» (P2) 15 (B7) 1, X2 © X,

(W), (X23) T 2)> (V11) B2 X2 @ Xo7s (Wa) 11, (Ws) 11, Xa @ X3a,
(X46) Fy (2> X5 © X13, X4 © X135 X8 ® X135 X2 © Xad, X2 @ X565 (X17) Fy (2)
Aus der Charaktertafel von G findet man, dafi der Rang der Zerlegungs-
matrix dieses Blocks gleich 21 ist. Allerdings hat die von {A}}?1, gebildete

Matrix einen Elementarteiler verschieden von 1. Der FindBasis-Algorithmus,
siehe 4.5., zeigt dann, dal man A}, durch den Vektor

Ao :=1/2- (Ao + Ay + Afy + Afg + Ay + Ajg + Agg),

der ebenfalls unten angegeben ist, ersetzen kann, um eine erste Basis fiir
den von den projektiv-unzerleghbaren Charakteren aufgespannten Raum zu
erhalten.

Per Konstruktion ist nun klar, dafl die von der Iwahori-Hecke-Algebra her-
kommenden projektiven Charaktere

A%: A%7 Ail’n Aéa Aév AflSﬂ A%Q? A%d
projektiv-unzerlegbar sind. Auflerdem findet man, daf3
Aélla Alv A%?? A%Qv A%l

projektiv-unzerlegbar sind, da keine Teilsumme der darin jeweils vorkom-
menden gewdhnlichen irreduziblen Charaktere einen Grad hat, der durch
72, also die maximale 7-Potenz, die noch die Gruppenordnung |G| teilt, di-
vidierbar ist.

Auflerdem ist bei der ersten Basis die Zerlegung der folgenden projektiven
Charaktere angegeben:

0, := (\1’16)%(2),92 = (‘1’21)%(2)7@3 = (Xlg)%(g),

B4 := X5 @ X17, O5 1= X2 ® X66, O6 := X1 @ Xs-
Daraus folgt, dafl die folgenden Charaktere projektiv sind:

2 . Al 1 2 . Al 2 . Al 1 1
A21 T A20 - A217 AQO T A217 A15 T A15 -2 A19 - A217
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A%zx = Ah - A%17A%1 = A%l -2 A%LAS = Asla - A%% —3- A%l'

Dies ergibt die unten angegebene zweite Basis. Alle anderen Basisvektoren
bleiben wie {iblich unverandert.

Mit einem Argument analog zu dem oben benutzten folgert man jetzt, dafl
auch AZ,A2,, A3, projektiv-unzerlegbar sind. Man beachte, dal gegeniiber
der ersten Basis die beiden letzten Spalten vertauscht sind.

Weiter sind bei der zweiten Basis die Zerlegungen der wie folgt gegebenen
projektiven Charaktere wiedergegeben:

O7 := (X8)Fu(2)» O = X2 ® (A1) Block 3,

- - G
O := X5 @ X17, 010 := (X15) 5= (2)-
Damit erhélt man die folgenden projektiven Charaktere,
3 2 2 2 A3 2 2
Afg = Ajg — Ajg — 3 A5y, Afg := Afg — Agy,
A:155 = A%5 - Ago —4- A3, Ay = AL - Afg’
und damit die dritte Basis.

Nun findet man, dafl A%g, A3 projektiv-unzerlegbar sind.
Auflerdem sind bei der dritten Basis noch die Zerlegungen der folgenden
projektiven Charaktere angegeben:

O11 1= X3 ® X32,O12 := X2 ® X32, O13 = X5 @ X17-
Damit sind nun auch
4 3 3 3 3 3
Aps = Ajs =10 Ajg — 6- Afg — Ayg — 14 - Ay,

At :A?l_A?6—2‘A?8—2‘A§0—7‘A§1

projektiv und man erhélt die vierte Basis.

Nun beachtet man, dafl die gewdhnlichen irreduziblen Charaktere yos, x26
unter komplexer Konjugation ineinander iibergehen und auf die 7-reguléren
Konjugiertenklassen von G verschieden einschrinken, wie man anhand der
Charaktertafel von G feststellt. Also gibt es mindestens ein Paar von zuein-
ander konjugiert komplexen Brauercharakteren, somit auch mindestens ein
Paar zueinander konjugiert komplexer projektiv-unzerlegbarer Charaktere.
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Angenommen, diese bisher unbekannten projektiv-unzerlegbaren Charak-
tere, die an den Stellen y25 oder xo¢ nichtverschwindende Eintrage ha-
ben, kommen nicht als Summanden in A}; vor. Dann folgt aber, dal der
Raum, der von den unter komplexer Konjugation invarianten projektiv-
unzerlegbaren Charakteren aufgespannt wird, mindestens den Rang 20 hat,
Widerspruch.

Also kommen diese projektiv-unzerlegbaren Charaktere in A3, vor. Da alle
gewohnlichen Charaktere bis auf xos, x26 invariant unter komplexer Konju-
gation sind, findet man die ebenfalls bei der vierten Basis angegebenen neuen
projektiven Charaktere. Man beachte dabei, dal A}, noch weitere projekti-
ve Summanden enthélt, die unter komplexer Konjugation fest bleiben. Dies
ergibt die fiinfte Basis, in der Aj;, und A9, gerade die soeben gefundenen
projektiven Charaktere sind.

Damit bleibt noch zu klaren:

13.4.6. Offene Fragen.

i) Ist A9 — A3, projektiv?

ii) Ist A9, — = - A3, projektiv? Dabei ist 0 < z < 6.

iii) Ist AJ, — v - A3, projektiv? Dabei ist 0 < y < 10.

iv) Ist A3y — z - AJy projektiv? Dabei ist 0 < z < 2.

Unter komplexer Konjugation erhdlt man jeweils die zu ii), iii) und iv) ana-
loge Aussage fiir A9;.

13.4.7. Auf den nachfolgenden Seiten sind die oben sukzessive bestimmten
Basen fiir Block 1 wiedergegeben.
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(A2 Aly
1 1
2 1938
3 48620
4 554268
5 815100
7 1828332
12 2956096 . .
14 20155200 2 1
15 22170720 . .
25 145411200 7 1 4
26 145411200 9 1 5
30 221707200 1 1
38 497306304 18 . 9
39 505076715 22 . 1 11
50 | 1289932800 54 2 R 28
52 | 1418926080 76 . 1 . 38
57| 2270281728 106 1 10 1 . 54
63 | 3338649600 117 1 : 1 . 60
68 | 7488847872 364 4 7 . 1 184
69 | 7576150725 362 3 . 16 1 .1 . 183
75| 10101534300 401 7 1 2 1 .1 205
82 | 12745441280 557 8 1 8 A .| 283
105 | 32324909760 1387 25 1 3 .11 1 1] 707
106 | 32514244608 1444 20 29 2 3 1 734
114 | 45456904350 2036 28 . 38 2 4 11 .1 1034
120 | 60609205800 2682 43 1 23 1 .4 .2 111364
125 | 68719476736 2972 48 1 24 11 4 1 2 11513
6, 6 —33 -5 -8 1 -3
O9 . 1 . 2 2 -1
O3 . 1 .2 . . -1
Oy 1 1 -1 4 -2 -1 . -3
O3 1 -1 2 2 -1
Og 2 -5
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(AT},
1 1
2 1938
3 48620
4 554268
5 815100
7 1828332
12 2956096 .
14 20155200 1
15 22170720 .
25 145411200 4 1
26 145411200 5 1
30 221707200 1
38 497306304 9 .
39 505076715 11 . 1
50 | 1289932800 28 2 1 .
52 | 1418926080 38 . 1 .
57 | 2270281728 54 1 10 1 .
63 | 3338649600 60 1 . 1 .
68 | 7488847872 184 4 7 . 1
69 | 7576150725 183 3 . 16 1 . 1 .
75 | 10101534300 206 7 1 . 1 . 1
82 | 12745441280 283 8 1 6 . 1 1 .
105 | 32324909760 707 23 2 1 1 1 .
106 | 32514244608 734 20 29 2 3 . 1
114 | 45456904350 1034 28 36 2 4 1 . 1
120 | 60609205800 1364 41 22 1 . 4 . 1 1
125 | 68719476736 1513 46 21 11 4 1 1 1
O7 . 1 1 .. -1 -4
O3 . 1 .o 1 1 -3
Og 1 1. -1 4 -2 -1 .
O10 1 3 -21 -3 2 -1 -11
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{AT}E

1 1

2 1938

3 48620

4 554268

5 815100

7 1828332

12 2956096 .

14 20155200 1

15 22170720 .

25 145411200 4 1

26 145411200 5 1

30 221707200 1

38 497306304 9 .

39 505076715 11 . 1

50 | 1289932800 28 2 1 .

52 | 1418926080 38 . 1 .

57 | 2270281728 54 1 10 1

63 | 3338649600 60 1 . .

68 | 7488847872 184 4 7 1

69 | 7576150725 183 3 . 16 1 1

75 | 10101534300 205 6 1 .

82 | 12745441280 283 7 1 6 1 .

105 | 32324909760 707 23 1 . 1 .
106 | 32514244608 734 20 25 1 . 1
114 | 45456904350 1034 27 32 1 1 . 1
120 | 60609205800 1364 41 17 1 1
125 | 68719476736 1513 45 16 . . 1 1
O11 .3 =30 —18 7T —42
O12 . 1 4 =25 -7 -1 =37
O13 1 1 -1 -2 -2 =7
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(A, Aty A

1 1 . .

2 1938

3 48620

4 554268

b} 815100

7 1828332

12 2956096 .

14 20155200 1

15 22170720 . .

25 145411200 4 1 1 .
26 145411200 5 1 1
30 221707200 1

38 497306304 9

39 505076715 11 . . .
50 | 1289932800 28 2 . 1 1
52 | 1418926080 38 1

o7 | 2270281728 54 .

63 | 3338649600 60 1 . . .
68 | 7488847872 184 2 1 1 1
69 | 7576150725 183 . . .
75 | 10101534300 206 6 2 2
82 | 12745441280 283 5 2 2
105 | 32324909760 707 21 . .| 10 10
106 | 32514244608 734 12 1 1 6 6
114 | 45456904350 1034 17 2 1 8 8
120 | 60609205800 1364 32 2 1] 16 16
125 | 68719476736 1513 36 1 1 17 17



7-modulare Zerlegungszahlen

(A2

193

105
106
114
120
125

1

1938

48620
554268
815100
1828332
2956096
20155200
22170720
145411200
145411200
221707200
497306304
505076715
1289932800
1418926080
2270281728
3338649600
7488847872
7576150725
10101534300
12745441280
32324909760
32514244608
45456904350
60609205800
68719476736

17

NN =

= = e,
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