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Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

1. Motivation:
 Finite Differenzen, Leapfrog Schemata

« Shallow Water Modell-Gleichungen
« Tranformation zu N-dimensionalen Zeit-abhangigen Systemen
» Kosten-Funktionen und Adjoints

* AD, Leapfrog-Schema und ,Pseudo-Adjoints*

2. Theory:

« Parallele Berechnung von den dunnbesetzten ,Timestep“-Jacobimatrizen

e Die Hoch-Niveau Adjungierte Rekursion:

1. Leapfrog-Schema
2. ,,0ne Step“-Schema
» Generalisierung des ,Time-Stepping“ Operators

» Generalisierung der Kosten-Funktion



Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Finite Differenzen, Leapfrog Schemata:
Beispiel 1. ODEs:

Erste Ordnung: z € Rl y = (y1,...,yn), y = y(2).

dy
= f _
dx (y;2)

Beispiel 2. ODEs:
Zweite Ordnung: t € Rl x = (z1,...,zn), x = x(2).
d?x dx
—=f (x, —,t) .
dt?2 dt

Alle ODEs k-ter Ordnung konnen in ein System der ODEs erster Ordnung umgewandelt werden,
dabei steigt die Dimension des Systems:

Beispiel 3. ODEs:

d?x dx
—_— = —.1t).
f(m’ dt’ )

dt?
_ _ ~ dx
Yy . — x,Yp .— E
{ =y,
W2 = f(y1,ya,t).



Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Finite Differenzen, Leapfrog Schemata:

Vorherige Behauptung kann auf PDGs umgesetzt werden:
PDGs k-ter Ordnung werden in ein System der ODEs erster Ordnung umgewandelt, dabei steigt
die Dimension des Systems.

Beispiel 4. Finite Differenze flur die erste Ableitung:
o =wulx);h < 1.

Approximation der ersten Ordnung von h:

u(zg + h) — u(zo) .

h 1
__u(zg) —u(zg — h)

0) = 5 -

%(QJO) ~ D_|_u(ac0) =

Bt DL aili
dxz

Approximation der zweiten Ordnung (zentrierte Differenzen, werden fiir Leapfrog benutzt):

du 1 u(zg+ h) —ulzg — h
@(mo) ~ Dou(zg) := §(D+U($O) + D_u(zg)) := (zo )2h (zo );
das Problem des ersten Schrittes.

Approximation der dritten Ordnung:

2 (20) ~ Dau(ao) = o-[2u(ao + h) + 3u(zo) ~ ulzo — h) + ulzo — 2h)}

das Problem ersten zwei Schritten.

Dies lasst sich auf Ableitunge hoherer Ordnung umsetzen (Superposition).
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Finite Differenzen, Leapfrog Schemata:

ODES:
du
a = f(u).

Finite Differenze auf gleichmaBiger Gitter mit dem Schritt At.

Startbedingungen (Anfangswerte):

AB1 - ein Schritt fur den Start, die erste Ordnung der
Approximation (nicht gut, es gibt Modifikationen):

ug = u(0),
Up41 = un + Atf(un).

AB2 - zwei Schritte fur den Start:

u_q1 = u(—At),
ug = u(0),

Up41 = un + At @f(un) - %f(u—l)) -

Usw.



Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Finite Differenzen, Leapfrog Schemata:

Motivieren von AB1:
tn+1 ]
ultpg1) = ultn)+ / Flu(t))dt ~ u(tn)+ / Ipf(u(t))dt = upyq = untAtf(un).
tn tn

Motivieren von Leapfrog:

tn+1

u(ty41) = u(tp—1)+ f fu(t))dt ~ u(ty_1)+2Atf (u(tn)) = upy1 = up—1+2A¢f(un).
tn—1

Z(0) :=wu(to), Z(1) := Z(0) + Atf(Z(0)).
Z(k) = u(ty);
H(Z(k), Z(k — 1), At) := Z(k — 1) + 2Atf(Z(k)) :

Z(k+1) = H(Z(k), Z(k — 1), At).

Bemerkung:
1. Dies kann direkt auf Syteme von ODEs, u = (uq,...,uy), umgesetzt werden.
2. Weitere Umsetzung folgt auf System von PDEs.

3. Leapfrog ist relativ gut fur hyperbolische Gleichungen, instabil flir parabolische Gleichungen.
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Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

<>
At t

Bemerkung:

1. Ein Problem des Leapfrog-Schemas (und anderen Drei-Zeitniveau Schemas) ist, dass zwei

Anfangswerte von u werden gebraucht.
Zusatzlich zum physischen Anfagswert 49 braucht man auch Berechnungsanfangswert ul.

2. Der Anfangswert ul kann aus des Leapfrog nicht bekommen werden, deshalb wird normaler-
weise ein einfaches nichtzentriertes Schritt benutzt:
ul = w0 + Atf(0).
Aber dabei wird der Fehler der ersten Ordnung.

3. Eine Alternative ist den ersten Halbschritt zu benutzen, um den Fehler zu reduzieren:




Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Leapfrog Schemata von finiten Differenzen:

Beispiel 5. Leapfrog Schema flr die hyperbolische Gleichung.

Ou _ _8J(u)
ot or
W =T = L — T
U7
Z(k) “2 1w = (At A,
uly
Zi(k+1) =

Zi(k — 1) + % [T (Zig1(R)) = J(Zia(R))| =: Hi(Z(k), Z(k — 1), At, Az),

O<i< N,N>1.

Bemerkung:

1. Die diinnbesetzte Jacobimatrix: [32&) az?f Iy 5—} hat maximal 5 Elemente in jeder Zeile.

2. Weitere Verscharfung ist das staggered Leapfrog (staggered Gitter) fiir vektorielles wu.
Dies kann auch in diese Form gebracht werden.
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Shallow Water Modell-Gleichungen in den Karthesischen Koordinaten:
(inkompresible Fliissigkeit; die Tiefe ist, relativ dem horisontalen Durchmesser, gering)

( Ou __ ou
m“-ﬂ%m—%m+f”—mb

ov __ ov
\ ot — _uam_vﬁy Jo— 8y’

0o _ _0(ug) _ 9(vo)
(Ot ox oy

e u,v - Komponente der horisontalen Geschwindigkeit.
e ¢ = gh - das Geopotentialfeld.

e f - ein Zeit-unabhangiger Modellparameter (der Coriolisfaktor).
f=Ff+8(y—%).0<z<L 0<y<D.

o U := (u,v,0)T - der Zustandsvektor.

Benutze Leapfrog-Schema fur die Zeit-Schritte, fur raumliche Ableitunge werden zentrierte

Differenzen benutzt:
9



Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Transformation zum Zeit-abhangigen N-dimensionalen System:

( k-l—l k—1 Atk k Atk k k k Atk k
{ ij o Wi A—xu%,j(ut-]—l,j i1 j) - A—yvz,j(ui J+1 ui}j—l) + QAtfi,j'%',j - A—(¢5¢+1,j - ¢a’—1,j) )
k-{-l k—1 Atk k: k k
Vvt =t = Rl — ol 13) — Ryvb;(f J+1 of 1) = 20t 0F; — Ry (@F 41 — o8 1)
k—l—l _ k-1 k k
et =l - ArCuby ok ey o1 ) — Ry F a8 —vo1dl 1) -
,j=1,....n; k=1,...,T -1 fij = const = f W = (f, Az, Ay, At)

Y

e Bilde aus {u it {'u ib {qﬁ ;} einen langen Zustandsvektor Z(k) mit #Z(k) =3 xn X n.

N =3 xnxn, p.=#FW, typisch: N > p.

e Gleichungen ergeben uns einen nichtlinearen " Time-Stepping” -Operator:

Z(k+1) = H(Z(k),Z(k—1),W) firk=1,...,T — 1.

e Die |I-te Komponente H;(Z(k),Z(k — 1), W) hangt maximal von:

1 Element von Z(k — 1), 8 Elementen von Z(k) und 4 Elementen von W;
insgesamt 13 Variablen ab.
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Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

OH OH  OH
9Z(k)’ 0Z(k—1)’ OW

1. Die dunnbestzte " Timestep' -Jakobimatrix: [ ] maximal 13 Elemente in jeder Zeile.

2. [g%] ist i.a. Fall dicht (p Elemente in jeder Zeile). Aber fiir N > p wird der Einfllss gering.

Schematische Darstellung des " Leapfrog" -Schema:

Initialize Z(0) and W.

Compute Z(1) (" One-Step”-Schema).

for k=1to T -1 do
Z(k+1)=H(Z(k),Z(k-1),W)

end do
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Kosten-Funktion und Adjoints:

Steurungsproblem in der Metheorologie und Okeanologie:
e Zwecks Variational Data Assimilation (VDA), [0,T] - Assimilationsfenster;

e Sensitivitatsanalyse: wie wird die Veranderung der Anfangswerten (bzw. Modellparametern) eine
Modellfunktion (Kosten-Funktion) r : U(T) — r(U(T)) bzw. Z(T) — r(Z(T)) € R beeinfliissen.

Typische Kosten-Funktionen:
P(U(T)) = JW (), W) =3 [w(@) [U(T) ~ U(T)ops)? do:
Q

r(Z(T)) = J(Z(0),W) = %(tﬁ(CZ(T) — Z(T)obs), CZ(T) — Z(T)obs);
Z(T) e RN, Z(T)ops € RM,C : RN — RM;
T

J(2©0), W) =3 [{8(07(t) ~ Z(t)obs), OZ(1) ~ Z(ope)it;
0

T
J(Z(0),W) = = > (@(k)(CZ(k) — Z(k)obs), CZ(k) — Z(k)obs)dt;
k=0

T
i T 2 P
J(Z(0),W) = 5/ | BX — Xops|” dt, A - observation matrix.
12
0



Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Ziel: minimiere J(U(0),W) bzw. J(Z(0),W)
I}
dr _dJ(Z(0),W)
d[Z(0),W]  d[Z(0),W]

Sensitivitat, Adjoint, " Long Gradient” .

Adjoint-Ansatze werden angewendet (echte Adjoints):

e Stetige Adjoints:
werden mathematisch (analytisch) aus der Definition des entsprechenden Operators bekommen.

e Diskrete Adjoints:
werden durch den Ansatz des reversen Modes von AD auf den Computer-Code bekommen.

/ Siite ol \

Finite Differenze von den Adjoints: Adjoints der finiten Differenzen:
Adjoint-Gleichung wird fur Finite Differenzen der Adjoint-
linearisierte stetige Modell- Gleichung werden direkt aus dem

finiten Differenzen Schema der
Modell-PDGs hergeleitet.

Dies kann stark von unphysischen
Faktoren (numerische Schema)
beeintrachtigt werden.

Gleichungen geschrieben und dann
diskretisiert.

13
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Beispiel 8. Adjoint Newton Algorithm (for distributed parameter systems):
dZ(t)

dt
Z(0) = U.

= F(Z(t)),

Z—Z+Z2U—U+U.

U
dZ(t) _ 8F(Z)Z
dt ~ 8z
Z(0)=U"

(1),

: 1T
min JWU) = min {5]6 (W(CZ — Zops), CZ — Zobs)dt} :

U

T
5J = [VyJ,U'] = /(fa(oz — Zops), CZ)dt.
0

Um die lineare Abhangigkeit von U’ zu benutzen und Vi J zu berechnen wird
die adjungierte Variable P eingefuhrt.

U
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T

(—P(T), Z(T)) + (P(0), Z(0)) = f <Z —C;—I; — (g—g)*P> dt.
0

Gleichungssystem ist unvollstandig. Fulre zusatzliche Einschrankung auf P ein
(adjoint Gleichung):

dP OF\* .
= (a_z) P+ C*w(CZ — Zgps),
P(T) = 0.
J

§J(U,U") = (VyJ,U"y = (U', P(0)),
vy J = P(0).

15



Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Schematische Darstellung des " Leapfrog”-Schema:

Initialize Z(0) and W.
Compute Z(1) (" One-Step”-Schema).
fork=1to7—-1do

Z(k+1) = H(Z(k), Z(k — 1),W)
end do

« 0. dr(Z(T
Ziel: d[Z((O()J%/)].

Der neue Ansatz: Pseudo-Adjoints.

Ingredienzien:

e Nutzung der Diinnbesetzung (fiir "stencil-based” Berechnungen) der Jacobimatrizen:

[ OH OH 8H]
9Z(k)’ 9Z(k—1)’ OW |

e Gleichzeitige (parallele) Berechnung der Ableitungen von H fiir verschiedene k.

e "Reverse-Mode Harness"”, die effektiv akkumuliert Ableitunge von verschiedenen
Zeit-Schritten.

16



Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Parallele Berechnung der dunnbesetzten ” Timestep' -Jacobimatrizen:

dZ(k+1) 0H(Z(k),Z(k—1),W) . dZ (k) OH(Z(k),Z(k—1),W) . dZ(k —1)

d[Z(0),W] 07 (k) d[Z(0), W] 8Z(k —1) d[Z(0), W]Jr
OH(Z(k), Z(k—1),W)  dW e peT_1
oW d[Zz(0), W]~ =" — '

a. Fir die 2-D shallow water Modell, n = 11, N = 3 x n x n = 363, sind % und 3ﬁ—523;f_1

dinn besetzte N x N Matrize.

b. Die N x p Matrix 9IL ist dicht besetzt.

c. Jede Zeile der Matrix [82&),82?51),83%] besitzt maximal 13 (nicht Null) Elemente.

d. % == [OpraIpxp]-

17



Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Idee:

Benutze die Dunnbesetzung von aaH und -2 __ zwecks Effektivitit bei der Berechnung

Z(k) 0Z(k—1)
dz(T .
von d[Z(0).W mit der AD-Tool.

Benutze Zeit-parallele Berechnung der dunnnbesetzten "timestep” -Jacobimatrizen mit dem

forward-mode basierten AD-Tool, weil um [82156), 82?;51), g{ﬂ zu berechnen werden Ableitunge

E[%Zﬁ()%)W] nicht gebraucht.

Benutze riickwarts Rekursion (Multiplizieren der Vektoren auf diinnbesetzte Matrize),

dr — dr dz(T
um AZOV W] = Z(T) d[Z(c()),%V] zu berechnen.

18



Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Neues Schema, " Pseudo Adjoints":

Schematic for computing timestep Jacobians using P processors:

Initialize Z(0) and W.
Compute and save Z(1).

fork=1to7-1do
Z(k+1)=H(Z(k),Z(k —1),W)
Save Z(k+1).
end do
for k=0to T -1 do
if (mod(k, P) = my_id) then

if (k=1) then
Compute and store {ggég, di&})} .

else

Compute Z(k+ 1) as well as [aggc),az?il), gg, via

OH OH  OH
Store (k= 9Z(k)’ 0Z(k—1)’ aw)-
end if
end if
end do

Die Komplexitat
ist proportional
der Komplexitat
fur H,
die ist von N
unabhangig.

an invocation of H geared toward exploiting sparsity.

19




Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Die Hoch-Niveau Adjoint Rekursion.
Nun wurden alle timestep Jakobians berechnet, dann werden Adjoints rekursiv berechnet.

Leapfrog Schema.

dr _dr dZ(T)
d[Z(0),W]  dz(T) d[Z(0),W]

dr dz(T) ) dZ(T — 1)
dz(T) d[z(0),w] _ - PN 4[z(0), W]
T dZ(T — 2)
+(y )1><N ’ d[Z(O),W]
+ (W) 1 (Ngp) T > 2;
(oT), = dr  OH(Z(T-1),2(T -2),W)
DN AZ(T) 1 v Z(T — 1) Nun ’
(Y = dr OH(Z(T —1),Z(T — 2),W)
8 dZ(T)1xN OZ(T —2)NxN ’
d OH(Z(T — 1), Z(T — 2),W)
(’wT)lx(N+p) = dZ(TglxN ’ OWNp  [Opx N5 Ipxpl-




Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

T—1 _dr_ . _dZ(1) _ dr _[dZ(l) dZ(l)]
— © dz@) " d[z(0),W] — dz(1) ' ldz(0)’ dw |> T

d[Z(0), W]

= [Opr:Ipxp]-

—n. dr dZ (0 — dr [
I'=0: dZ(0) d[Z(O(),%V] — dz(0) _INxN’ ONXP] ’

dr dr
= leapfrog_adjoint AN
d[Z(0), W] prrog-—adl (dZ(T) )
® Kombinatorischer Fehler!

Der bindre Baum ist fur sparse Matrize auch schief.
Es gibt mehrere Multiplikationen verschiedener Vek-
toren auf gleiche Matrize.

"One Step” Schema besser sammelt diese Vektore
und reduziert die Anzahl der Multiplikationen.

T — 1 Rekursionenniveau.
~ 2T — 2 linken Multiplikationen der 1 x N-Vektoren auf diinnbesetzte N x N-Matrize.

~ 27=1 _ 1 linken Multiplikationen der 1 x N-Vektoren auf dichte N x p Matrize,

Submatrize der N x (N + p) Matrizen.

N > p = Kosten von den Multiplikationen (und Berechnungen) auf g—g, sind relativ gering.
21



Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

dr L dr
dZ(0). W] = leapfrog_adjoint (dZ(T)’T) )
T ur
21 2
3| 4
4| 8
5114
6| 24
7 |40

up =2+ upr_1+up_o

T — 1 Rekursionenniveau.

T > 1 =~ 271 |inken Multiplikationen der 1 x N-Vektoren auf sparse
N x N-Matrize.
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Recursive evaluation of adjoint for a leapfrog scheme:

u = function leapfrog_adjoint (v,k)
if (k> 2) then

T _ OH
T =V 5Z(k—-1)

T _ oH
¥ =Y 8Z%k—2)

— OH

u = leapfrog_adjoint (z!',k — 1)+leapfrog_adjoint (y© ,k — 2)4+w?

else

dzZ(1) dZ(1 -
u=u- [dzgog’ dév)} if (k=1)

u="v"[INxN,Onxp] If (k=0)

end if

return (u)
end function




Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

""One-Step” Schema:
(weniger Matrix-Vektor Multiplikationen bzw. Zweigen, aber hohere Dimension)

Z(k) = [Z2(k)T, Zz(k — 1)T)T ¢ R?YN.  Der erweiterte Zustandsvektor

Z(k+1)=H(Z(k),W),1 <k<T-1,

H(Z(k),W) = Z(k) Der " neue” update Operator

dmz oH _ dm 817. aw k>1 Rekursion
d[Z(0),W] ~ 9Z(k) d[Z(0),W] oW d[z(0),W]" "~

7R3N RN, r.:Z(T)—r(Z(T)). Kosten-Funktion des erweiterten Zustandes

dr _dr dZ(T)
d[Z(0),W] dz(T) d[Z(0),W]

24




Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

dr dZ(D) g dZ2(T—-1) |, ¢
[dZ(T),leNLXQN 20 W] (Z7 )1x2N AORG + (0 )1 (N4p)y T 22,
z1) _dr 8Z?’11j 1) az?'_z{{ 2)
T )1x2N = [dZ(T)’ 1XNL><2N. N ]2N><2N’
i - dr g% _
('w )1><(N+p) — [dZ(T)’OlXN]bQN lopr N [OpraIpX'p]-

- " dZ(1) dZ(1) T

dZ(1) _ | az(0) aw | _ jg%% dZ(1)

dlz(0),w] | &g 2 INxN ONxp

Der " neue” sparse timestep Jakobian wird wie der " Alte” ,

nach demselben Algorithmus berech-

net. Die Komplexitat ist zu der Komplexitat fur H proportional und von N unabhangig.

Dank der linearen Rekursion (und dem Vektorsammeln) wird es nur 2(7 — 1) multiplikationen

mit sparsen N x N-Matrizen durchgefiuhrt.
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Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

dr
d[Z(0), W]

dr
= one_step_adjoint , 0 AN
P (Lzzm “N] )

Recursive evaluation of adjoint for a one-step scheme:

if (k> 2) then

u = function one_step_adjoint (v,k)

oH

OH OH
' =7. 0Z(k—1) 0Z(k—2) ]
Inyn  OnxnN

opr] Opeats Lyl

u = one_step_adjoint (z1,k — 1) 47

end function

else
dz(1) dz(1)
1=71v-.| dZ(0) ~dw
INxN Onxp
end if
return (u)




Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Generalisierung des " Time-Stepping” Operators:
Z(k+1)=HZ®k),Z(k-1),....Z2(k—1+1),W), k>1—1.
Alte Kosten-Funktion:

dr _dr . dZ(T)
d[Z(0),W]  dZ(T) d[Z(0),W]

Rekursion:
dz(T) Til OH(Z(T —1),...,Z(T —1),W)  dZ(r)
d[z(0),W] 4, 0Z(7) d[Z(0), W]
OH(Z(T —1),...,Z(T —1),W) AW
+ oW azoowr 2"
dr dZ(T) =, dZ(7) T
Z(TY 1y dZ00) Wiy vt TzzT_E(xr)lxN " AZ(0). W] + (W )1 (Ntp)y T 21
(27 B dr  OH(Z(T—1),...,2(T —1),W)
N T 42T 1w 0Z(TI NN ’
d OH(Z(T —1),...,Z2(T =1),W)
W1V = dz(T;uN | AW N p Opv Tpxpl
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Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

[ Anfangsbedingungen:

dr dZ(r) _ dr .[dZ(T) dZ(T)] 1 5 1
dZ(r) d[Z(0),W] dZ(r) |dZ(0)" dw |’ AR i
dr  dz(0) _ dr -[IN . On ] l .
dZ(0) d[Z(0),W] dz(0) XA PP

Transformation in die " One Step” Schema (lineare Rekursion):

700 = 1Z2(k)7, 2k - )T, ..., Z(k — 1+ 1)T] e RV

7T+ D) ="H(ZkW), k>1—1.

| H(Z(k), Z(k—1),...,Z(k—14+1),W) |
Z (k)
H(Z(R), W) = Z(k—1)
Z(k —:l+2)

RN SR N Z(T) = r(Z(T)).
28



Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Rekursion:
N
l dr 0 0 ] . dZ(T) _
dz(T) VN TN dIZ(0), Wi (V) (T -1+ 1).
dZ(T —1) T
(@) 1w - + (w) T > 1,
AN 41Z(0), WIin x N4 L3 (N+p)
- dr OH OH OH
(7 )1 N = [dZ(T) ,leNa---,leN] : 82(1;_1) 62(T-2) Oaz(T_l)
1xN 1xIN (I-1)Nx(1-1)N (I-1)NxN
- oH -
EWpr
(wT)].X(N-I- )= [ dT 01><N PR leN“ * ONXp ’[0 XN Ip}(p].
P dZ(T)1xN 1xIN : p
L ONXP JINXp

Anfangsbedingung:

- dZ(1-1) dZ(1—1) T
—— dZ(0) dW
dr_ 0 ] dZ({ —1) { dr . : :
y Y1 N+ VIxN : = | 5777 v VY1IxNs---»VIxN]| "~ dZ (1 dZ(1
(T Lan d1Z(0), W] T az@ - 1) At A
L INxN  Onxp
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Time-parallel computation of pseudo-adjoints for a leapfrog scheme

Generalisierung der Kosten-Funktion fur die Leapfrog Schema:
Z(k) eRN, Z(k+1)=H(Z(k),Z(k—1),W), firk=1,...,T — 1.

FiR2N SR, 72T, 2T - 1)DT = F(2Z(T), Z(T - 1)).

Rekursion:

dF _OF dZ(T) + oF  dz(T-1)
d[Z(0),W] 8z(T) d[Z(0),W] 8Z(T —1) d[Z(0), W]

B oF o
—I\ozryozir—1y" )’

g(p,q,T) = g(w!, 2, T — 1) 4+ gy’ 21, T —2) + 01, T >2.

(P)1xN: (@1xN,
(’wT)ler (fﬁT)lxNa (yT)lxN,
('UT)lx(N—I—p)

~ 4T=1 pinire Rekursion.
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Reduziere die Anzahl sparser Matrix-Vektor Multiplikationen (" One Step” Schema):

Z(k) = [z()T, 2(k — 11T e RN,

oF oF ‘ dZ(T) _

laZ(T)’ 0Z(T — 1)] 1x2N d[Z(0), W]QNX(N-HO) -
dZ(T — 1)

d[Z(0), WlaNx N+p

(") 12N - + ()1 (Ngpy T > 2,

OH OH
0Z(T—1) 0Z(T—2)

or or ]
INxN OnxN INx2N

0Z(T) 8Z(T — 1)] 1x9N

?

(1) 1xon = [

or or OH
(wT) :|: ) ] [ ow ] [0 :I ]
PNFP) ™ 0Z(T) 0Z(T = 1) | 150n L ONxp Jonsy L PFF

~2(T = 1)
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