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Voraussetzungen

@ Eine vektorwertige Funktion:
F:R"—>R":z—y=F(x)
@ Implementation — elementare Zuweisungen:
vj = @j(vi)izj J=1,...,p+m
@ Partialordnung:

D 20

vy RV =
’ / (")vi

(vj hangt direkt von v; ab)
@ transitiver Abschlu3: <*
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Computational Graph

@ Computational Graph: gerichteter, azyklischer Graph

G =(V.B)
V = XUZUY Ecken
F = {(vi,vj)]vi<vj} Kanten
° X:{Ul—n—xlw-va:In}y
o Z={v1,...,vp},
o Y ={vp41 =Y1,-- -, Uptm = Ym}-

@ Linearisierter Graph:
Versehe die Kante (v;, v;) mit der lokalen partiellen

Ableitung
dp;
Cjﬂ‘ = 8—7;(1%)



Beispiel

Die Funktion:

y = F(x1,22) = x1 sin(z1)/x2

Die Implementation:

v-1 = I
vo = I2
vy = sin(v_1)
vy = v_1v

y=wv3 = v/



Beispiel

Die Funktion:
y = F(x1,22) = x1 sin(z1)/x2
Die Implementation: Computational Graph:
v3
V-1 = X1 /
Vg = X2

U2
vy = sin(v_1) \
Vo = V111
Yy=v3 = ’Uz/vo /

V-1 Vo

U1



Beispiel

Die Funktion:

y = F(x1,22) = x1 sin(z1)/x2

lokale Ableitungen:

C1,-1
C2,-1
€21
€3,0

C3,2

cos(v_1)
U1

U1
—v2/v%
1/vo

Linearisierter Graph:
V3

‘Yl 30
)

V-1 Vo
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Ziel: Jacobimatrix

@ Berechne die Jacobimatrix

DR TR DI | R

Pfade Ti—Yj (k,l)ePfad

@ Transformiere Gy;, in einen bipartiten Graphen
G'=(XUQPUY,E

@ Eliminiere Ecken/Kanten
@ Kosten:

o # Multiplikationen
e # Additionen
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Berechne die Jacobimatrix:

@ Optimale Lésung:

ap = ¢21°C1—1+C2—1
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Beispiel

Berechne die Jacobimatrix:

@ Optimale Lésung:

ap = ¢21°C1—1+C2—1

a2 C32 - a1

az

v_1

VU3

0



Beispiel

Berechne die Jacobimatrix:

@ Optimale Lésung:

ap = ¢21°C1—1+C2—1
az = c3p2-a1
(a3 = c¢3p0)

az

v_1

VU3

0



Beispiel

Berechne die Jacobimatrix:

@ Optimale Lésung:

ap = ¢21°C1—1+C2—1
az = c3p2-a1
(a3 = c¢3p0)

@ schlechtere Lésung:

‘Yl c30

C2,—1 (%

//41_1

v_1 V0



Beispiel

Berechne die Jacobimatrix:

@ Optimale Lésung:

ap = ¢21°C1—1+C2—1
az = c3p2-a1
(a3 = c¢3p0)

@ schlechtere Lésung:

by = c32-c21

by = c32-c21

v_1

0



Beispiel

Berechne die Jacobimatrix:

@ Optimale Lésung: vs
ap = ¢21°C1—1+C2—1
a2 = C€32°a1
(a3 — 0310) b3 C3,0
@ schlechtere Lésung:
b = c32-02-1 v_1 V0

by = c32-c21
b3 = by-c1—1+0b1
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Sei v; € V ein Vertex.

@ P;: direkte Vorganger
von v,

@ |P;|: Innengrad
@ S;: direkte Nachfolger
@ |S;|: AuBengrad

V3

/

U2

AN
/
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Graphentheorie

Sei v; € V ein Vertex.

@ P;: direkte Vorganger v3
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@ |P;|: Innengrad s
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Graphentheorie

Sei v; € V ein Vertex.

@ P;: direkte Vorganger
von v,

@ |P;|: Innengrad
@ S;: direkte Nachfolger
@ |S;|: AuBengrad

@ P;, minimale
Vorganger Uber alle
Vertexeliminationen

@ S;, minimale
Nachfolger Uber alle
Vertexeliminationen



SEU-Graphen

Definition
Ein Single-Expression-Use-Graph (SEU-Graph) ist ein
linearisierter Graph Gj;,, = (X UZ UY, E) mit:

@ |S,|=1Vze Z,

@ ¢; ;(x) algebraisch unabhangig.



SEU-Graphen

Definition
Ein Single-Expression-Use-Graph (SEU-Graph) ist ein
linearisierter Graph Gj;,, = (X UZ UY, E) mit:

@ |S,|=1Vze Z,

@ ¢; ;(x) algebraisch unabhangig.

Beispiel 3

/

U2

N

U1

/

v_1 0
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Eigenschaften

SEU-Graph: G, = (X UZUY,E), |S,|=1Vz€ Z

@ Bijektion:
Pfade X — Y «— Sx

@ Wenn vorhanden, ist (z — j) eindeutig.

@ X-j-Schnitt:
° SCV\{j}
e Jeder Weg (z — j) enthéltein s € S.

@ P, ist ein minimaler X-j-Schnitt.
@ Es gibt immer minimale X-j-Schnitte

C, C XU P
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Minimale Kosten — Additionen

Lemma
Alle Eliminationssequenzen fiir SEU-Graphen bendtigen
> icx |Si| — p Additionen.

1 = # Jacobimatrixeintrage # 0

Beweis.
@ 0F;/0x; #0: # (Pfade i — j) — 1 Additionen
@ Eine Summe kommt in zwei Matrixeintragen vor:
§= H Cjryin T H Cia i
(i1,51)€(i—ih (i2,52)€(i—74)2
—1eX
@ j oder k <* j hat zwei Nachfolger. 4
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minimal |P ;| |S ;| Multiplikationen.
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Lemma

Die Elimination von v; in G durch Kanteneliminination kostet
minimal |P ;| |S ;| Multiplikationen.

Beweis.
@ |P | = Anzahl disjunkter Pfade X — v;
@ |S | = Anzahl disjunkter Pfade v; — Y’




Minimale Kosten — Multiplikationen

Lemma

Die Elimination von v; in G durch Kanteneliminination kostet
minimal |P ;| |S ;| Multiplikationen.

Beweis.
@ |P | = Anzahl disjunkter Pfade X — v;
@ |S | = Anzahl disjunkter Pfade v; — Y’

Folgerung

Die Transformation G — G’ Kostet minimal ;. | P ;| |S ;|
Multiplikationen.




Ruckwartselimination

Lemma
Far SEU-Graphen mit minimalem Innengrad, d. h.

Vi€ Z:|Pj| =P,

ist die Ruckwaértselimination optimal:

Eliminiere j vori, falls i <* j.




Ruckwartselimination

Lemma
Far SEU-Graphen mit minimalem Innengrad, d. h.

VjeZ: |P| =P,
ist die Ruckwaértselimination optimal:
Eliminiere j vori, falls i <* j.

Beweis.
Rackwartselimination 1Bt | ;| und |S;| der Vorganger
konstant.




Optimale Vertexelimination

Theorem
Der folgende Algorithmus ist optimal fiir SEU-Graphen:

forj=1,...pdo
if [P;| < |P;| then
eliminiere alle P; <* vy, <* v; rdckwarts;
end
end
Rickwadrtselimination;
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Optimale Vertexelimination

Theorem
Der folgende Algorithmus ist optimal fiir SEU-Graphen:
forj=1,...pdo
if [P;| < |P;| then
eliminiere alle P; <* vy, <* v; rdckwarts;
end

end
Rlickwdrtselimination;

Beweis.
@ Ruckwartselimination fir X-j ist optimal.
® — [P = [P;|Vj




Optimale Vertexelimination

Theorem
Der folgende Algorithmus ist optimal fiir SEU-Graphen:
forj=1,...pdo
if [P;| < |P;| then
eliminiere alle P; <* vy, <* v; rdckwarts;
end

end
Rlickwdrtselimination;

Beweis.
@ Ruckwartselimination fir X-j ist optimal.
o = [P =|P;|Vj
@ Ruckwartselimination ist optimal.
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Minimale Schnitte
Berechne |P;| und ein P;:

@ Betrachte Netzwerke:
Vi = VajU{s}

Ej = EojU{(s,2;)Vz; € V}}
¢ = 1 Kapazitat
U3 ()
V2 \Ul
U1 V_1

V-1 (%] S
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@ Betrachte Netzwerke:
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Minimale Schnitte

Berechne y£j| und ein P;:
@ Betrachte Netzwerke:
Vj = VijU{s}

E-'j = E<*jU{(s,:zi)Vx,-EV}}
¢ = 1 Kapazitat

minimaler Schnitt = maximaler FluB &

Ford-Fulkerson: O(|E;| - ®)
@ Verbesserung: Edmonds & Karp: O(|E;| [V;]?)

SEU-Graphen: & < |P;| < |V}

— Ford-Fulkerson: O(|E;||V;])



Minimale Schnitte Il
@ Es gibt immer minimale X-j-Schnitte C, C X U P;
@ Betrachte bipartiten Graphen:

—_—

Vb o= PjUPj PjZPjﬂXj

J
EY = {(i,k)]i <"k} U{(2i,8)|ai € PN X;)
V3 U2
/ Aw
) 17_1“ “ V1
V1 v_1

/

V-1 Vo s



Minimale Schnitte Il
@ Es gibt immer minimale X-j-Schnitte C,, C X U P;

@ Betrachte bipartiten Graphen:

b ~ ~ —_ —
Vi = pjup P=PhinX;
Ej = {(i,k)li <* K} U{(2i, &)le: € PN X5}

@ C, Schnitt « alle Kanten sind mit C,, verbunden

U_1 U1
v_1



Minimale Schnitte I

@ Es gibt immer minimale X-j-Schnitte C,, C X U P;

@ Betrachte bipartiten Graphen:

—_—

Vb o= P; U ﬁj p] =PNX;
Eb = {6, k)i <" k} U {(z4,%)|zi € Pj N X}
@ (C, Schnitt « alle Kanten sind mit C,, verbunden

@ minimaler Schnitt = minimale Uberdeckung



Minimale Schnitte I

@ Es gibt immer minimale X-j-Schnitte C,, C X U P;

@ Betrachte bipartiten Graphen:

—_—

Vb o= PjUﬁj Pj:PjﬂXj

EY = {(i,k)|i <" kYU {(x, &)|z;s € PN X;}
@ (C, Schnitt « alle Kanten sind mit C,, verbunden

@ minimaler Schnitt = minimale Uberdeckung

@ Konig:
minimale Uberdeckung = maximales Matching



Minimale Schnitte I

@ Es gibt immer minimale X-j-Schnitte C,, C X U P;

Betrachte bipartiten Graphen:

—_—

Vi = Pub  P=PinX;
By = {(i k)i <" kYU {(zi, Ei)lwi € B 0 X}

C, Schnitt «= alle Kanten sind mit C,, verbunden

minimaler Schnitt = minimale Uberdeckung

Koénig:
minimale Uberdeckung = maximales Matching

Hoperoft & Karp: O(/|V}| | E?])



Implementation

@ Graphengenerator:
>./seu_gen 30 3 1 myGraph.dot



Implementation

@ Graphengenerator:
>./seu_gen 30 3 1 myGraph.dot

@ Optimale Elimination:

>./seu_elim -m myGraph.dot
Number of Multiplications: 69
Number of Additioms: 43



Implementation

@ Graphengenerator:
>./seu_gen 30 3 1 myGraph.dot

@ Optimale Elimination:

>./seu_elim -m myGraph.dot
Number of Multiplications: 69
Number of Additioms: 43

@ Vorwartselimination:

>./seu_elim -f myGraph.dot
Number of Multiplications: 76
Number of Additions: 43



Implementation

@ Graphengenerator:
>./seu_gen 30 3 1 myGraph.dot

@ Optimale Elimination:

>./seu_elim -m myGraph.dot
Number of Multiplications: 69
Number of Additioms: 43

@ Vorwartselimination:

>./seu_elim -f myGraph.dot
Number of Multiplications: 76
Number of Additions: 43

@ Ruickwaértselimination:

>./seu_elim -r myGraph.dot
Number of Multiplications: 72
Number of Additioms: 43



Der Graph




Ende

Danke fur die Aufmerksamkeit!



