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Voraussetzungen

Eine vektorwertige Funktion:

F : Rn → Rm : x 7→ y = F (x)

Implementation – elementare Zuweisungen:

vj := ϕj(vi)i≺j j = 1, . . . , p + m

Partialordnung:

vi ≺ vj :⇐⇒ ∂ϕj

∂vi
6= 0

(vj hängt direkt von vi ab)
transitiver Abschluß: ≺∗
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Computational Graph

Computational Graph: gerichteter, azyklischer Graph
G = (V,E)

V = X ∪̇Z ∪̇Y Ecken
E = {(vi, vj)| vi ≺ vj} Kanten

X = {v1−n = x1, . . . , v0 = xn},
Z = {v1, . . . , vp},
Y = {vp+1 = y1, . . . , vp+m = ym}.

Linearisierter Graph:
Versehe die Kante (vi, vj) mit der lokalen partiellen
Ableitung

cj,i =
∂ϕj

∂vi
(vk).
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Beispiel

Die Funktion:

y = F (x1, x2) = x1 sin(x1)/x2

Die Implementation:

v−1 = x1

v0 = x2

v1 := sin(v−1)

v2 := v−1 v1

y = v3 := v2/v0
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Beispiel

Die Funktion:

y = F (x1, x2) = x1 sin(x1)/x2

lokale Ableitungen:

c1,−1 = cos(v−1)

c2,−1 = v1

c2,1 = v−1

c3,0 = −v2/v2
0

c3,2 = 1/v0

Linearisierter Graph:
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Ziel: Jacobimatrix

Berechne die Jacobimatrix

F ′(i, j) =
∂yj

∂xi
(x) =

∑
Pfade xi→yj

∏
(k,l)∈Pfad

ck,l.

Transformiere Glin in einen bipartiten Graphen

G′ = (X ∪̇ ∅ ∪̇Y, E′)

Eliminiere Ecken/Kanten
Kosten:

# Multiplikationen
# Additionen
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Beispiel

Berechne die Jacobimatrix:

Optimale Lösung:

a1 = c2,1 · c1,−1 + c2,−1

a2 = c3,2 · a1

(a3 = c3,0)

schlechtere Lösung:

b1 = c3,2 · c2,−1

b2 = c3,2 · c2,1

b3 = b2 · c1,−1 + b1
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Graphentheorie

Sei vj ∈ V ein Vertex.

Pj : direkte Vorgänger
von vj

|Pj |: Innengrad

Sj : direkte Nachfolger

|Sj |: Außengrad

P j , minimale
Vorgänger über alle
Vertexeliminationen

Sj , minimale
Nachfolger über alle
Vertexeliminationen
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SEU-Graphen

Definition
Ein Single-Expression-Use-Graph (SEU-Graph) ist ein
linearisierter Graph Glin = (X ∪̇Z ∪̇Y ,E) mit:

|Sz| = 1 ∀z ∈ Z,
ci,j(x) algebraisch unabhängig.

Beispiel
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Eigenschaften

SEU-Graph: Glin = (X ∪̇Z ∪̇Y, E), |Sz| = 1∀z ∈ Z

Bijektion:
Pfade X → Y ←→ SX

Wenn vorhanden, ist (z → j) eindeutig.

X-j-Schnitt:
S ⊆ V \{j}
Jeder Weg (x→ j) enthält ein s ∈ S.

P j ist ein minimaler X-j-Schnitt.

Es gibt immer minimale X-j-Schnitte

Cv ⊆ X ∪ Pj
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Minimale Kosten – Additionen

Lemma
Alle Eliminationssequenzen für SEU-Graphen benötigen∑

i∈X |Si| − µ Additionen.

µ = # Jacobimatrixeinträge 6= 0

Beweis.

∂Fj/∂xi 6= 0: # (Pfade i→ j) − 1 Additionen
Eine Summe kommt in zwei Matrixeinträgen vor:

s =
∏

(i1,j1)∈(i→j)1

cj1,i1 +
∏

(i2,j2)∈(i→j)2

cj2,i2

=⇒ i ∈ X

j oder k ≺∗ j hat zwei Nachfolger.  
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Minimale Kosten – Multiplikationen

Lemma
Die Elimination von vj in G durch Kanteneliminination kostet
minimal |P j | |S j | Multiplikationen.

Beweis.
|P j | = Anzahl disjunkter Pfade X → vj

|S j | = Anzahl disjunkter Pfade vj → Y

Folgerung
Die Transformation G→ G′ kostet minimal

∑
j∈Z |P j | |S j |

Multiplikationen.
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Rückwärtselimination

Lemma
Für SEU-Graphen mit minimalem Innengrad, d. h.

∀j ∈ Z : |Pj | = |P j |

ist die Rückwärtselimination optimal:

Eliminiere j vor i, falls i ≺∗ j.

Beweis.
Rückwärtselimination läßt |Pi| und |Si| der Vorgänger
konstant.
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Optimale Vertexelimination

Theorem
Der folgende Algorithmus ist optimal für SEU-Graphen:

for j = 1, . . . p do
if |P j | < |Pj | then

eliminiere alle P j ≺∗ vk ≺∗ vj rückwärts;
end

end
Rückwärtselimination;

Beweis.

Rückwärtselimination für X-j ist optimal.
=⇒ |P j | = |Pj |

∀j

Rückwärtselimination ist optimal.



Optimale Vertexelimination

Theorem
Der folgende Algorithmus ist optimal für SEU-Graphen:

for j = 1, . . . p do
if |P j | < |Pj | then

eliminiere alle P j ≺∗ vk ≺∗ vj rückwärts;
end

end
Rückwärtselimination;

Beweis.

Rückwärtselimination für X-j ist optimal.
=⇒ |P j | = |Pj |

∀j

Rückwärtselimination ist optimal.



Optimale Vertexelimination

Theorem
Der folgende Algorithmus ist optimal für SEU-Graphen:

for j = 1, . . . p do
if |P j | < |Pj | then

eliminiere alle P j ≺∗ vk ≺∗ vj rückwärts;
end

end
Rückwärtselimination;

Beweis.
Rückwärtselimination für X-j ist optimal.

=⇒ |P j | = |Pj |

∀j

Rückwärtselimination ist optimal.



Optimale Vertexelimination

Theorem
Der folgende Algorithmus ist optimal für SEU-Graphen:

for j = 1, . . . p do
if |P j | < |Pj | then

eliminiere alle P j ≺∗ vk ≺∗ vj rückwärts;
end

end
Rückwärtselimination;

Beweis.
Rückwärtselimination für X-j ist optimal.
=⇒ |P j | = |Pj |

∀j
Rückwärtselimination ist optimal.



Optimale Vertexelimination

Theorem
Der folgende Algorithmus ist optimal für SEU-Graphen:

for j = 1, . . . p do
if |P j | < |Pj | then

eliminiere alle P j ≺∗ vk ≺∗ vj rückwärts;
end

end
Rückwärtselimination;

Beweis.
Rückwärtselimination für X-j ist optimal.
=⇒ |P j | = |Pj | ∀j

Rückwärtselimination ist optimal.



Optimale Vertexelimination

Theorem
Der folgende Algorithmus ist optimal für SEU-Graphen:

for j = 1, . . . p do
if |P j | < |Pj | then

eliminiere alle P j ≺∗ vk ≺∗ vj rückwärts;
end

end
Rückwärtselimination;

Beweis.
Rückwärtselimination für X-j ist optimal.
=⇒ |P j | = |Pj | ∀j
Rückwärtselimination ist optimal.



Beispiel

v
−1 v0

v1

v2

v3

??�������

OO

TT*********************

__???????

??�������

 

v
−1 v0

v2

v3

OO

TT*********************

??�������

 

v
−1 v0

v3
JJ���������������������

TT*********************



Minimale Schnitte
Berechne |P j | und ein P j :

Betrachte Netzwerke:

V̇j = V≺∗j ∪ {s}
Ėj = E≺∗j ∪ {(s, xi)∀xi ∈ V̇j}

c = 1 Kapazität
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minimaler Schnitt =̂ maximaler Fluß Φ̄

Ford-Fulkerson: O(|Ėj | · Φ̄)

Verbesserung: Edmonds & Karp: O(|Ėj | |V̇j |2)

SEU-Graphen: Φ̄ ≤ |Pj | ≤ |V̇j |

=⇒ Ford-Fulkerson: O(|Ėj ||V̇j |)
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Ėj = E≺∗j ∪ {(s, xi)∀xi ∈ V̇j}

c = 1 Kapazität

minimaler Schnitt =̂ maximaler Fluß Φ̄

Ford-Fulkerson: O(|Ėj | · Φ̄)

Verbesserung: Edmonds & Karp: O(|Ėj | |V̇j |2)

SEU-Graphen: Φ̄ ≤ |Pj | ≤ |V̇j |

=⇒ Ford-Fulkerson: O(|Ėj ||V̇j |)



Minimale Schnitte II
Es gibt immer minimale X-j-Schnitte Cv ⊆ X ∪ Pj

Betrachte bipartiten Graphen:

V b
j = Pj ∪ P̃j P̃j = P̃j ∩Xj

Eb
j = {(i, k)| i ≺∗ k} ∪ {(xi, x̃i)|xi ∈ Pj ∩Xj}
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Cv Schnitt⇐⇒ alle Kanten sind mit Cv verbunden

minimaler Schnitt =̂ minimale Überdeckung

König:
minimale Überdeckung =̂ maximales Matching

Hopcroft & Karp: O(
√
|V b

j | |Eb
j |)
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Implementation

Graphengenerator:
>./seu_gen 30 3 1 myGraph.dot

Optimale Elimination:
>./seu_elim -m myGraph.dot

Number of Multiplications: 69

Number of Additions: 43

Vorwärtselimination:
>./seu_elim -f myGraph.dot

Number of Multiplications: 76

Number of Additions: 43

Rückwärtselimination:
>./seu_elim -r myGraph.dot

Number of Multiplications: 72

Number of Additions: 43
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Der Graph
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Ende

Danke für die Aufmerksamkeit!


