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Vorwort

,Der Weg ist das Ziel.“

Die vorliegende Arbeit setzt sich mit dem Thema ,,M6gliche Brauer-Béume* aus-
einander. Im ersten Teil der Arbeit habe ich mittels gruppentheoretischer Zugéange
versucht, eine qualitative Einschrankung der moglichen Brauer-Baume zu finden.
Wie bereits in unveréffentlichten Untersuchungen von B. Kiilshammer hergeleitet,
reicht es zur Untersuchung der moglichen Baumstrukturen, Automorphismen-
Gruppen von quasi-einfachen Gruppen zu betrachten. Wegweisend fiir meine
Anndherung an dieses Ergebnis war O. Diivels Dissertation.

Ganz zu Beginn untersuchte ich Feits Arbeit [Fei84], welche sich ebenfalls mit qua-
litativen Einschrénkungen der moglichen Brauer-Baume beschéftigt. Er kommt
zu dhnlichen, ja sogar weitreichenderen Ergebnissen als B. Kiilshammer, wenn-
gleich fast ausschliellich mit charaktertheoretischen Anséitzen. Beim Versuch der
Aufarbeitung dieser Arbeit stellte sich allerdings heraus, dass einige Beweise der
fiir die Arbeit wichtigen Lemmas nicht die Zustimmung eines Mathematikers fin-
den konnen, aber auch nicht mit dhnlichen Ansétzen zu einem befriedigenden
Abschluss fithren. Dadurch leitete mich das Thema der Arbeit zu O. Diivels Dis-
sertation.

Der zweite Teil der Arbeit ist eher von konstruktiver Natur; zu vorgegebenen
Parametern wie beispielsweise der zu Grunde liegenden Primzahl [, der Anzahl
f der Fliigel oder der Anzahl der Kanten s bzw. t auf jedem Fliigel wird eine
Gruppe angegeben, die einen Block mit Brauer-Baum wie in Bild 1 hat.
Beziiglich der genauen Bezeichnungsweise und der Zusammenhénge der Parame-
ter verweise ich auf die entsprechenden Abschnitte.

Abhéngig von der Wahl der Parameter werden Erweiterungen von bestimmten
klassischen Gruppen konstruiert, die einen Block mit gewiinschtem Brauer-Baum
haben. Dabei mussten unter anderem die Dimension des zu Grunde liegenden
Vektorraums sowie die Charakteristik des zugehorigen Korpers bestimmt wer-
den. Letztere Aufgabe konnte zu meiner Freude mittels des Primzahlsatzes von
Dirichlet gelost werden, verwoben sich hier doch in gewissem Mafle verschiedene
Gebiete der Mathematik, ndmlich die Darstellungs- und Zahlentheorie.
Grundlage der Konstruktion der Gruppe waren vorwiegend Ergebnisse aus der



Bild 1

Arbeit [FS1]. Als Erweiterung der Konstruktionsaufgabe sollte nachher zusétzlich
die Vielfachheit des exzeptionellen Knotens als weiterer Parameter vorgegeben
werden. Diese Erweiterung der Konstruktionsaufgabe sowie deren Losung wird in
einem separaten Unterabschnitt behandelt, um den Weg der eigentlichen Losung
nicht von Beginn an mit weiteren Bedingungen einzuengen.

Der Ubersicht wegen fiige ich noch an, dass sich die Arbeit in zwei Kapitel,
dem theoretischen und dem konstruktiven, gliedert. Dabei unterteilt sich das
erste Kapitel nochmals in Abschnitte, das zweite in Abschnitte und zugehorige
Unterabschnitte.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. G. Hiss, der mich zur Bearbeitung
dieser Themen einlud und ohne dessen - oftmals zeitintensive - Hilfe viele Ansétze
meinerseits hétten nicht zu Ende gefithrt werden kénnen.

Weiterhin danke ich meinem Michael fiir seine fortwiahrende Unterstiitzung, Zu-
wendung und sein Verstédndnis, meinen Eltern fiir ihren steten Einsatz zur Hilfe
in jeder Hinsicht, meinen Schwiegereltern fiir die ,,mittwochlichen® Babysitter-
Stunden sowie allen jenen, die uns zur Seite standen. Ich komme zudem nicht um-
hin, mit einem Augenzwinkern meinem Sohn Lukas fiir sein intensives Nerven-,
Gedulds- und Spieltraining zu danken, das mir nicht selten den Kopf fiir weitere
Losungsansitze oder Beweisideen frei machte.

Ich versichere, dass ich diese Diplomarbeit selbststdndig verfasst und keine an-
deren als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe. Wortliche oder
sinngeméfle Wiedergaben aus diesen Quellen sind als solche kenntlich gemacht
und durch Zitate belegt.



Kapitel 1

Theoretischer Teil

In diesem Teil der Arbeit werden wir uns mit der qualitativen Untersuchung aller
moglichen Brauer-Bdume auseinandersetzen. Wesentliche Grundlage dafiir wird
Olaf Diivels Dissertation von 1997 bieten, weshalb auch im ersten einleitenden
Abschnitt Definitionen und Ergebnisse daraus zusammengetragen werden.

1.1 Theoretische Grundlagen

Da sich Diivels Untersuchungen auf Gruppen bzw. Blécke mit allgemeiner De-
fektgruppe beziehen, werden sich viele seiner Ergebnisse in unserer speziellen
Situation der zyklischen Defektgruppen stark vereinfachen.

Die Grundvoraussetzungen fiir dieses Kapitel seien - falls nicht anders gesagt -
die folgenden:

(a) p € PP sei eine Primzahl,
(b) G sei eine endliche Gruppe,

(¢) (K, R, k) sei ein p-modulares Zerféllungssystem fir G,
(d) B sei ein p-Block von G mit Defektgruppe P.

Beginnen wir nun mit den fiir uns relevanten Definitionen und Sitzen.

1.1.1 Definition
(a) Sind zwei p-Blocke By und By (Morita-)dquivalent, so schreiben wir

Bl ~ BQ.

(b) Ein Blocktripel ist ein Tripel (G, P, B) bestehend aus einer endlichen Grup-
pe G, einer abelschen p-Untergruppe P und einem p-Block B mit Defekt-
gruppe P.
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(c) Zwei Blocktripel (G, P, B) und (G, P, B) heifien dquivalent, falls P = P
und B ~ B.

1.1.2 Satz
Es seien G; und G5 endliche Gruppen und B; zu G; gehérige p-Blocke mit iso-
morphen zyklischen Defektgruppen. Zudem gelte

Bl ~ BQ.

Dann sind die Brauer-Bdume von B; gleich. Umgekehrt folgt aus der Gleichheit
der Brauer-Baume der beiden Blocke deren Morita-Aquivalenz.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Remark 3.11 in [Li]. O

1.1.3 Definition und Bemerkung
(a) Essei Oy(G) := IT N, das Produkt aller p’- Normalteiler von G.

NG
N ist p’-Gruppe
(b) Den Durchschnitt iiber alle p-Sylowgruppen von G bezeichnen wir mit
0,(G). Es gilt: O,(G) ist eine charakteristische Untergruppe von G und
der groBite p-Normalteiler von G.

(c) Das Produkt F(G) := [] O,(G) heiit die Fitting-Gruppe von G. Sie ist
p |G|
der grofite nilpotente Normalteiler von G. Insbesondere liegt das Zentrum

Z(G) von G in F(G).

1.1.4 Definition
(a) Eine Gruppe G heifit quasi-einfach, falls sie perfekt ist (d.h. falls G’ = G

gilt) und falls G/ Z(G) einfach ist.

(b) Ein quasi-einfacher Subnormalteiler von G heifit Komponente von G.

(c) Das Produkt aller Komponenten L(G) := [][ S heiit der Layer von
S isf%(fmp.
G.

(d) Die Gruppe F*(G) := L(G)F(G) heiit die verallgemeinerte Fitting-Gruppe
von G.

1.1.5 Lemma
Ist Oy (G) < Z(G), so gilt F(G) = 0,(G) x Oy (G).

Beweis: Vgl. [Duv, S. 51, Lemma 4.6]. O
Wir kommen nun zu einer fiir unsere Untersuchungen entscheidenden Definition.
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1.1.6 Definition

Sei P eine abelsche p-Gruppe.

Mit 7 (P) wird die Klasse von Blocktripeln (G, D, B) mit D = P und den fol-
genden Eigenschaften bezeichnet:

1) F(G) = Z(G) = 0,(G) x Oy(G).

82) Op(G) <G

dl

(g1)
(82)
(g3) Jede Komponente S von L(G) ist ein Normalteiler in G.
(d1) G ist von den G-Konjugierten von D erzeugt.

(d2)

d2) Fiir jede Komponente S von L(G) gilt

DNZ(S)$DNS. (1)

Wie der folgende Satz zeigt, reicht es fiir die Untersuchung der moglichen Brauer-
Baume, Blocktripel mit ganz speziellen Eigenschaften zu betrachten.

1.1.7 Satz

Seien P eine abelsche p-Gruppe und (G, Dy, By) ein Blocktripel mit Dy = P.
Dann existiert ein zu (Gg, Dy, By) dquivalentes Blocktripel (G, D, B), so dass fiir
N := (9D | g € G) und fiir einen von B iiberdeckten kN-Block b die Gruppe
D eine Defektgruppe von b ist und das Blocktripel (N, D, b) in der Klasse T (P)
liegt.

Beweis: Vgl. [Duv, S. 58 ff, Satz 4.15]. O
Die wichtigsten Ideen des Beweises werden kurz in folgender Bemerkung beschrie-
ben.

1.1.8 Bemerkung

Der Beweis der Existenz des speziellen Blocktripels in Satz 1.1.7 gelingt, indem
man unter allen zu (Gg, Dy, By) dquivalenten ein solches Blocktripel (G, D, B) mit
minimalem Index |G : O,(G)Z(G)| wihlt. Fiir N := (9D | g € G) gelten dann -
mit den Bezeichnungen fiir B und b des Satzes 1.1.7 - die folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir jedes g € G ist 9D eine Defektgruppe von b, weswegen

{D|ge G} ={"D|ne N} gilt.
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(f) L(G) = L(N) und jede Komponente von N ist ein Normalteiler von N.
Beweis:

(a) Vgl. [Duv, S. 60, Beweispunkt b.)].

(b) Vgl. [Duv, S. 60, Beweispunkt c.)].

c) Vgl. [Duv, S. 60, Beweis zu d.)].

(e) Vgl. [Duv, S. 60 f, Beweispunkt e.) und zugehoriger Beweis|.
(

)
(c)
(d) Vgl. [Duv, S. 60, Beweispunkt d.)].
)
f) Folgt mit (c), (d) und [Duv, S. 51, Lemma 4.6].
)

(g) Vgl. [Duv, S. 60, Beweispunkt g.)]. O

1.2 Mogliche Brauer-Biume

Die Grundvoraussetzungen seien die gleichen wie im letzten Abschnitt. Zudem
sei die betrachtete Defektgruppe P von nun an stets zyklisch.

Wir fixieren ein beliebiges Blocktripel (G, Dy, By) mit Dy = P und wihlen ein
dazu &dquivalentes Blocktripel (G, D, B), das die Eigenschaften von Satz 1.1.7
erfiillt und fiir das der Index |G : O,(G)Z(G)| minimial ist. Auch hier bezeichnen

wir - wie im vorherigen Abschnitt - mit N den Normalteiler
N:={¢D|ge G)

und mit (N, D, b) ein Blocktripel in der Klassse 7 (P). Den Normalteiler N wol-
len wir im Folgenden néher untersuchen und einige seiner gruppentheoretischen
Eigenschaften ableiten.

1.2.1 Lemma
Fiir jede Komponente S von N gilt:

0,(S) < O,(N) < D.
Insbsondere sind auch O,(S) und O,(N) zyklische p-Gruppen.

Beweis: Die Untergruppe O,(S) ist charakteristisch in S; letztere ist wiederum
nach Bemerkung 1.1.8 (f) ein Normalteiler in V. Damit ist O,(S) ein (nilpotenter)
Normalteiler in N und muss folglich in der Fitting-Gruppe F'(NN) enthalten sein.
Dann folgt aber aus Bemerkung 1.1.8(e)

Op(5) < Op(N).

Da D eine Defektgruppe eines kN-Blockes ist, muss sie den Normalteiler O,(N)
enthalten, so dass die gewiinschte Inklusion gilt. 0
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1.2.2 Lemma
Fiir jede Komponente S von N gilt:

O,(N)NS < DNZ(S).
Wegen der Eigenschaft (d2) in Definition 1.1.6 gilt damit insbesondere
O,(N)NS£DnS&.

Beweis: Betrachte die folgenden Inklusionen

SNO,N)  MET 80 (0,(N)N D)
= SNO,(N)ND
(g1)in Def 1.1.6
< (SNZ(N))nD
< Z(S)ND
(d2)in Def 1.1.6
s SNnD.

1.2.3 Lemma
Fiir jede Komponente S von N gilt:

Z(N) ¢ DN Z(N)S.

Beweis: Sei x € (DN S)\ (O,(N)NS) (dieses Element exisitiert nach Lemma
1.2.2). Insbesondere gilt x € DN Z(N)S und z ist ein p-Element.
Jedoch liegt = nicht in Z(NV); dazu nehmen wir an

(91) in Def1.1.6

v € Z(N) 0,(N) x Oy (N).

Da Z(N) eine abelsche Gruppe ist und damit O,(NN) aus den p-Elementen von
Z(N) besteht, gilt:

z € Oy(N). (2)

Andererseits liegt  nach Wahl in S, aber nicht in O,(N) NS, was aber ein
Widerspruch zu (2) ist. O
Mit dem vorausgehenden Lemma haben wir die notigen Hilfsmittel bereitgestellt,
um ein wichtiges Strukturmerkmal von N zu beweisen:

1.2.4 Satz
Die Gruppe N besitzt nur eine Komponente, die wir im Folgenden mit S bezeich-
nen.
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Beweis: Seien 57, ...,S; die verschiedenen Komponenten von N und
r, € (DNZ(N)S;)\ Z(N) fir 1 <i <1

(diese Elemente exisitieren nach Lemma 1.2.3).
Betrachte nun

1#&=u2(N)e Nz fir 1 <i <1

Nach Wahl gilt zudem:

T € DZ(N)/Z(N) =D
und z; € SiZ<N>/Z(N) =: 5. (3)

Beachte auBlerdem, dass D eine zyklische p-Gruppe ist. Andererseits gilt:

F*(N)/Z(N) =S5 x--- xS

(Die letzte Beziehung findet man zum Beispiel in [Duv, S. 58, Beweis zu Lemma

4.13(i1)].)

Da D eine zyklische Gruppe ist, folgt [ = 1 und damit die Behauptung. 0
Mit dem Ergebnis des letzten Satzes erhalten wir schliefSlich eine weitere struk-
turelle Eigenschaft von N.

1.2.5 Satz
Es gilt O,(N) < S.

Beweis: Wir nehmen an, dass
Op(N) NS 5 Op(N) (4)

gilt.
Nach Lemma 1.2.2 gilt zudem:

O,(N)NS<£DnNnS<D. (5)
Betrachte nun die zyklische p-Gruppe
{1} #D:=Plo (N)n s-

Da die Gruppe Op(N)/Op(N) A S < D nach (4) nicht die triviale Gruppe ist,
exisitiert ein Element

z € Op(N)\ (Op(N) NS) = Op(N)\ S, (6)
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Ne}

so dass 7 := z(O,(N) N S) € D die eindeutig bestimmte Untergruppe U < D
der Ordnung p erzeugt. Beachte: Wegen (6) gilt

ré S. (7)

Wegen (5) ist auch Dn S/Op( N)NS eine nichttriviale Untergruppe von D, so
dass

U<P0S0,(Nyns

gilt und folglich z in D N S/Op( N)NnS liegt. Damit liegt x in DN.S, insbesondere

also in S, was in Widerspruch zu (7) steht. O
Wir haben gezeigt, dass O,(N) in der einzigen Komponente S von N liegt, so dass
O,(N) = 0,(S5) < S wegen Bemerkung 1.1.8(f) gilt. Nach 1.1.8(b) ist O,(G) =

O,(N), also kénnen wir einen wichtigen Schlufi von S auf G ziehen:
Op(G) = Op(N) = Op(5) LS. (8)

Wir finden noch weitere Verkniipfungen zwischen G und S, wie der folgende Satz
zeigt:

1.2.6 Satz
Es gilt:

(a) F*(@) = SO,(C).
(b) Ca(S) = Ca(F*(G)) < F*(G).
(c) Ca(S) = Z(G)Z(S).

Beweis: Es gilt nach Bemerkung 1.1.8(c) und (e):

OP/(G) S Z<G)7

F(G) = 0,(G) x Oy(G). (9)
(a) Es gilt:
FYG) = F(G)L(G)
— F(G)S
2 0,(6)04(G)s
® 0,(6)s.

(b) Die Komponente S ist nach Definition eine Untergruppe von F*(G), so dass
die Inklusion

Ce(F(G)) < Ca(S)
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sofort folgt. Seien nun g € Cg(S) und y € F*(G) beliebig. Nach Teil (a)
dieses Satzes exisitieren ein s € S und p € Oy (G) mit y = sp. Wir zeigen
nun, dass g das Element y zentralisiert:

gygt = gspg !
PEZ(G) -1
=" gsg”'p
9€Cq(S)
= Sp:y

Die Inklusion Cq(F*(G)) < F*(G) ist allgemeingiiltig; einen Beweis dazu
findet man beispielsweise in [KSt, S. 130, Satz 6.5.8].

(c) Berticksichtigt man, dass jeweils Z(G) in F'(G) und nach (9) O,/ (G) in Z(G)
liegt, so kénnen wir Teil (a) dieses Satzes auch in der Form

schreiben. Also kénnen wir mit Teil (b) folgern:
Ce(S) < F*(G) = Z(G)S.

Das bedeutet, dass jedes Element x aus dem Zentralisator von S in GG von
der Form = = zs fiir ein z € Z(G) und ein s € S ist. Jetzt iiberpriifen
wir in der anderen Richtung, wann ein Element der Form zs € Z(G)S im
Zentralisator von S in G liegt:

(28)x(zs) ' =z firallex € S

— zszs 'z l'=zfiralleze S

— srst=zgfirallexze S
— se€ Cg(S)=2(9).

[l

Nach all diesen strukturellen Untersuchungen lenken wir den Blick nun in eine
andere Richtung und schauen uns die kurze exakte Sequenz

1—-2Z(G)—-G— G/Z(G) — 1
an. Wegen des letzten Satzes 1.2.6 hat der Epimorphismus

m:G/zG) — Clog(s)
9Z(G) — gCg(S)

den Kern

Ce(9)/7(q).
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Wegen Satz 1.2.6(c) ist der Kern folglich Z(G)Z(S)/Z(G), was isomorph zu

297Gy z(5) ist.

Nun ist leicht zu sehen, dass S als charakteristische Untergruppe von N ein
Normalteiler in G ist, so dass G = Ng(S) gilt. Damit finden wir letzlich die
Einbettung

NG(S)/C’g(S) = G/C(;(S) — Aut(S).

Zusammengefasst haben wir also

G/Z(G) 5 G/Cg(S) — Aut(9). (10)

Kommen wir nun zuriick auf das Thema unseres urspriinglichen Interesses: Wel-
che Brauer-Baume sind moglich? Erinnern wir uns: Wir haben mit einem belie-
bigen Blocktripel (Gg, Do, By) begonnen, also mit einem Block und bekanntem
Brauer-Baum. Unter allen Blocktripeln haben wir ein ganz spezielles ausgewéhlt,
ohne den Brauer-Baum oder die zum entsprechenden Block gehorige Defektgrup-
pe (bis auf Isomorphie) zu verdndern. Schliellich haben wir in (10) festgestellt,
dass ein bedeutender struktureller Zusammenhang zwischen G und der Automor-
phismengruppe seiner (einzigen) quasi-einfachen Gruppe besteht. Was miissen wir
folglich tun, um Aussagen iiber die moéglichen Brauer-Baume treffen zu wollen?
Wir schauen uns die Brauer-Bédume der Blocke von Automorphismen-Gruppen
von quasi-einfachen Gruppen an. Einschrankungen in den Moglichkeiten fiir diese
Gruppen bedeuten dann auch Einschrankungen fiir Brauer-Bidume der Blocke in
beliebigen Gruppen.

An dieser Stelle mochte ich bemerken, dass dieses Ergebnis bereits in unveroffent-
lichten Arbeiten von B. Kiilshammer hergeleitet wurde. Auch Feit beschéaftigt sich
in der Arbeit [Fei84] mit der Frage der moglichen Brauer-Baume, wenngleich sei-
ne Ansétze nicht gruppen- sondern charaktertheoretisch sind. Damit versucht er
die Anzahl der moglichen Kanten eines beliebigen Brauer-Baums, der nicht eine
Entfaltung eines reellen Stamms ist, auf 248 zu beschrinken. Allerdings finden
einige Beweisschliisse in den vorbereitenden Lemmas nicht meine Zustimmung.






Kapitel 2

Konstruktiver Teil

2.1 Der gleichméflige Stern

2.1.1 Konstruktionsaufgabe

Ziel dieses Kapitels ist die Konstruktion einer Gruppe, die zu gegebener Primzahl
[ einen [-Block mit Brauer-Baum in Sternform mit gleich vielen Kanten auf jedem
Strahl hat. Dabei sollen die Anzahl der Strahlen f und die Anzahl e der Kanten
auf jedem Strahl natiirliche Zahlen sein, die der einzigen Bedingung e - f | [ — 1
geniigen missen.

Ohne Einschréankung sei [ stets ungerade, da wir sonst nur Bdume in Hantel-Form
mit einer Kante und einem Fliigel betrachten kénnen (die Anzahl der Kanten
eines Brauer-Baums teilt nach [Fei82, S. 270] den Term [ — 1).

Die Idee zur Losung ist, zunéchst eine passende Gruppe zu suchen, die einen
[-Block mit zugehorigem Brauer-Baum von folgender Gestalt hat:

O)

e Kanten (21-1)

Dabei sitzt an einem (hier dem rechten) Ende der exzeptionelle Knoten.
Anschlieend konstruieren wir eine passende semidirekte Erweiterung der Grup-
pe, so dass der reelle Stamm wie in Bild (2.1.1) am exzeptionellen Knoten zu
einem Stern aufklappt.

Aus der Arbeit von Fong und Srinivasan [FS2] wissen wir, dass der Hauptblock
von GL(V') mit einem e-dimensionalen [F-Vektorraum V' einen Brauer-Baum von
der Gestalt (2.1.1) hat.

13
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Bevor wir dieses Ergebnis weiter verfolgen, miissen wir im néchsten Unterab-
schnitt die ndtige theoretische Grundlage schaffen und zitieren dazu wichtige
Ergebnisse aus der Darstellungstheorie.

2.1.2 Theoretische Grundlagen

2.1.1 Satz (Erster Hauptsatz der Blocktheorie, Brauer-Korrespondenz)
Seien G eine endliche Gruppe, | € P eine Primzahl und D eine [-Untergruppe von

@ . Dann existiert eine bijektive Abbildung zwischen der Menge aller l-Blocke von
G mit Defektgruppe D und der Menge aller I-Blocke des Normalisators Na(D)
von D in G mit Defektgruppe D:

{B | B ist I-Block von G mit Defektgruppe D}
111
{b | b ist I-Block von Ng(D) mit Defektgruppe D}.

Beweis: Vgl. [Fei82, S. 137]. O
In Anlehnung an die Bezeichnung aus [BBB, S. 37] werden wir den Begriff der
Trigheitsgruppe einfiihren.

2.1.2 Definition

Sei N ein Normalteiler in G. Dann operiert G auf den Blocken b von N durch
Konjugation. Die Untergrupppe T (b) := {g € G | b9 = b} von G heifit die
Tragheitsgruppe von b.

2.1.3 Definition und Bemerkung

Seien G eine endliche Gruppe, D eine I-Gruppe in G, so dass bereits G = DCg(D)
gelte. Weiterhin sei B ein [-Block von G' mit Defektgruppe D. Dann liegt in B
genau ein irreduzibler gewohnlicher Charakter x;, dessen Kern die Gruppe D
enthélt. Dieser Charakter x; heiit kanonischer Charakter von B.

Beweis: Vgl. [Fei82, S. 204 ff, Cor V 4.6]. O
Spezialisierungen in obigem Satz erlauben uns die Formulierung des erweiterten
ersten Hauptsatzes der Brauer-Korrespondenz.

2.1.4 Satz

Seien G eine endliche Gruppe, D eine abelsche I-Untergruppe von G mit D < G
(damit ist D eine Untergruppe des Zentralisators C(D) von D in G). Es gelte
auflerdem 1 1 \CG(D)/ D|. Dann gelten folgende Aussagen.

(a) Die Gruppe D ist eine Defektgruppe von jedem [-Block von Cg(D).

(b) Die Gruppe G operiert auf der Menge aller I-Blicke von Ca(D) durch Kon-
jugation.
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(c¢) Die Menge aller l-Blicke von Cg(D) steht in Bijektion zu der Menge aller
gewohnlichen Charaktere von Ce(D )/ D:
{6 | B ist ein I-Block von Cg(D)} RN Trr(C /D

Die Bijektion ist gegeben durch die Abbildung, die (5 auf den (eindeutig
bestimmten) kanonischen Charakter von (3 abbildet.

(d) Die Menge a]lerl Blocke von G steht in Bijektion zu der Menge aller Bahnen
von G auf Irr(C / D):

{B | B ist I-Block von G} L {Bahnen von G auf Irr(C /D

Beweis:

(a) Wegen [ 1 |CG(D )/ p| kann die betrachtete Defektgruppe nicht gréfer sein.

Andererseits ist D nach Voraussetzung ein Normalteiler in G, insbesondere
also auch in Cx(D) < G. Nach [Fei82, S. 127,Cor III 6.9] ist D in jeder
[-Defektgruppe von Cg(D) enthalten.

(b) Klar, da unter obigen Voraussetzungen Cg(D) ein Normalteiler in G ist.
(c) Vgl. [Fei82, S. 204, Lemma V 4.5].
(d) Mit (b), (c¢) und Theorem 15.1 (5) in [Alp] folgt die Behauptung. O

Wir fixieren nun eine beliebige endliche Gruppe G. Im Folgenden betrachten
wir im Zusammenhang mit dem Hauptsatz weitere Spezialisierungen; wir fiigen
namlich die Voraussetzung D < G sei zyklisch und eine [-Sylowgruppe von G
hinzu. Insbesondere sind dann die Voraussetzungen des erweiterten Hauptsatzes
2.1.4 mit G = Ng(D) erfiillt. Wir kénnen also den Hauptsatz anwenden und
erhalten folgende Situation:

e Nach Definition ist D ein Normalteiler in G.
e Ebenso klar sind folgende Mengengleichheiten:
Ng(D) = Ne(D)

und

Ca(D) = Ca(D).

e Wegen des Satzes von Schur-Zassenhaus (vgl. zum Beispiel [KSt, S. 112 f,
Satz 6.2.1] besitzt D ein Komplement L in Cg(D):

Cq(D)=D x L. (1)
Es gilt also die Isomorphie
L= CG(D)/D.
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e Des Weiteren ist C(D) ein Normalteiler in Ng(D) und wir bezeichnen die
Gruppe NG(D)/CG(D) mit E.

e Schauen wir nun zuriick auf den erweiterten Hauptsatz 2.1.4, so erhalten
wir mit G = Ng(D):

(a)
{8 | B ist ein I-Block von Cg(D)} & Irr(L).

Wie oben bereits bemerkt liefert zum Beispiel die Zuordnung eines
Blockes (8 zum kanonischen Charakter von (3 die gewiinschte Bijektion.

(b)
{b] b ist ein I-Block von Ng(D)}
11-1
{Bahnen von Ng(D) auf Irr(L)}.

Insbesondere kann man jedem irreduziblen Charakter von L einen [-
Block von N¢(D) zuordnen.

(c) Wir haben somit die Kette von Zuordnungen vorliegen:

kan. Charakter Ao € Irr(L)
— by, [-Block von Ng(D)
— B [-Block von G mit Defektgruppe D. (2)

Bezeichnen wir mit e := [T, p)(Xo) : Ca(D)| den Index von Cg (D) in
der Trégheitsgruppe T, py(Ao), so hat der Brauer-Baum des Blocks
B in (2) genau e Kanten (vgl. zum Beispiel [Fei82, S. 272, Theorem
VII 1.3]).

2.1.3 Der Coxeter Torus in der linearen Gruppe

Kommen wir nun zum urspriinglichen Problem zuriick; wir haben jetzt die nétigen
theoretischen Hilfsmittel bereit gestellt, um eine Gruppe zu konstruieren, die
einen [-Block mit dem Brauer-Baum in gewiinschter Sternform hat. Beginnen
wir also mit der Konstruktion.

In diesem Paragraphen seien die Grundvoraussetzungen - wenn nicht anders ge-
sagt - wie folgt festgelegt: Es seien [ eine ungerade und p eine von [ verschiedene
Primzahl, sowie e, f natiirliche Zahlen mit f > 1, so dass mit der Bezeichnung
q := p’ folgende Bedingungen erfiillt sind:

e'f ‘ l_la
I § p—1firallel<i<e-f—1und
L] ¢-1 (3)
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Zur Bedeutung dieser Bedingungen werde ich im Anschluss an diesen Abschnitt
einige Anmerkungen machen.

Der Korper F, bezeichne den algebraischen Abschluss von F,. Weiter sei a der
Frobenius-Automorphismus @ : F, — F,, x ~ 2P. Dann ist der Kérper mit p
Elementen gerade die Menge der Fixpunkte unter der i-ten Potenz des Frobenius-
Automorphismus Fj; = {z € F, | &'(z) = z}.

Wir wollen nun den Kérper Fye = F(,s). néher untersuchen. Neben obiger In-
terpretation als Fixpunktmenge einer bestimmten (ndmlich der e - f-ten) Potenz
des Frobenius-Automorphismus kénnen wir Fe =: V' auch als e-dimensionalen
F,-Vektorraum verstehen. Im Zusammenhang mit Vektorrdumen wiederum liegt
der Gedanke an die Gruppe der linearen und invertierbaren Abbildungen von V'
nach V nicht fern. Diese ist zwar noch nicht die zum Ziel fiihrende Gruppe, aber
fast. Bevor wir allerdings eine Gruppe angeben konnen, die den Forderungen der
Konstruktionsaufgabe geniigt, miissen noch weitere Hilfsmittel bereit gestellt und
ein bestimmter Untergruppentyp in der GL(V') eingefiithrt werden. Von nun an
bezeichnen wir die Gruppe GL(V') auch mit G.

2.1.5 Lemma

Es seien ¢ = p" eine beliebige Potenz einer Primzahl p (hier sind wir nicht
an die Grundvoraussetzungen (3) gebunden) sowie Fz eine endliche Korperer-
weiterung von Fz vom Grad n. Bezeichnet o die Einschrdnkung des Frobenius-
Automorphismus auf Fgn, dann ist die Automorphismen-Gruppe Auty, (Fzn) zy-
klisch von der Ordnung n und wird von der r-ten Potenz von « erzeugt:

Auty, (Fgn) = (a"),
wobei mit Autg,(Fgn) die Fg-Automorphismen von Fg gemeint sind.

Beweis: Vgl. zum Beispiel [Bo, S. 125, Satz 6]. O
Im folgenden Satz erbringen wir den Nachweis der Existenz eines bestimmten
(zyklischen) Untergruppentyps in der Gruppe GL(V).

2.1.6 Satz
Sei V' := F,. Dann existiert eine Untergruppe T' < GL(V) in der Gruppe der
linearen F,-Vektorraum-Automorphismen von V' mit den Eigenschaften

(a) Die Ordnung von T ist |T| = ¢° — 1 und
(b) T ist zyklisch.
Jede solche Gruppe T' heift ein Coxeter-Torus oder ein Singer-Zyklus von GL(V).

Beweis: Sei a € (Fue)* ein Element der multiplikativen Gruppe von F .. Betrach-
te die Abbildung der Linksmultiplikation mit a:

)\a : Jqu — qu

v = a-v.
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Offensichtlich ist dies ein [Fy-linearer Automorphismus von V' und somit ein Ele-
ment von GL(V).
Ebenso klar ist, dass fiir die Ordnung von A,

|)\a’GL(V) = \a|(qu)*

gilt, wobei die linke Seite der Gleichung die Ordnung des Automorphismus in
GL(V) und die rechte Seite die Ordnung des Elementes a in (F,e)* beschreibt.
Da jede multiplikative Gruppe eines endlichen Koérpers zyklisch ist, konnen wir
insbesondere fiir a ein erzeugendes Element von (F,)* nehmen. Dann ist

lal @) = ¢ 1
und entsprechend gilt fiir die Ordnung von A,:

’)\a’GL(V) =q° -1

Die von diesem A, erzeugte Untergruppe (A,) in GL(V') hat somit die gewiinsch-
ten Eigenschaften. O
Dieser Zugang zu Coxeter-Tori geschieht mit elementaren Mitteln. Der sonst
iibliche Zugang findet in einem weiten Themenkomplex {iber maximale Tori von
Gruppen vom Lie-Typ Platz und wird beispielsweise im Abschnitt 3 in [Ca] be-
handelt.

2.1.7 Bemerkung

Sei T ein Coxeter-Torus von . Nach dem Beweis des letzten Satzes finden wir
eine den Voraussetzungen des erweiterten Hauptsatzes entsprechende zyklische
[-Sylowgruppe D von G sogar im Coxeter-Torus 7. Zudem beachte man, dass
T eine zyklische Gruppe ist (vgl. Satz 2.1.6); in zyklischen Gruppen ist jede
Untergruppe eine charakteristische Untergruppe, so dass wir Bezug nehmend zu
D von ,der” [-Sylowgruppe von T' sprechen koénnen.

Beweis: Die Ordnung von GL(V') ist

e—1

Gl = [« -a)

1=0

e(e—1) c i

i=1

Der Coxeter-Torus 7" hat nach Definition die Ordnung |T'| = ¢¢ — 1. Jetzt miissen
wir nur noch auf die Bedingung (3) schauen, um festzustellen, dass [ zwar die
Ordnung von T, aber nicht die des Index |GL(V) : T| teilt, woraus genau die
Behauptung folgt. O

2.1.8 Bemerkung
Die Coxeter-Tori der Gruppe GL(V') sind untereinander in GL(V') konjugiert.
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Beweis: Die [-Sylowgruppen von G liegen, wie wir in Bemerkung 2.1.7 festge-
stellt haben, in Coxeter-Tori von G, so dass uns die Sylowsétze die behauptete
Konjugiertheit garantieren. 0
Wir fixieren von nun ab ein erzeugendes Element a der multiplikativen Gruppe
von [Fge und bezeichnen den von der Linksmultiplikation A, erzeugten Coxeter-
Torus mit 7" (vgl. Beweis zu Satz 2.1.6).

2.1.9 Bemerkung

Es sei a := qp, der eingeschrénkte Frobenius-Automorphismus. Dann operiert
(a)) auf folgende Weise auf GL(V): Wir wihlen eine Basis von GL(V). Fiir
g € GL(V) sei dann [gx i), j<. € GLe(q) das zu g korrespondierende Ele-
ment beziiglich obiger Basis. Die Operation definiert sich dann durch a’.g =: ¢/,
wobei g € GL(V) dem Element [a(g;)];< ;<. € GLe(q) entspricht. O

Jetzt sind wir zur entscheidenden Definition bereit:

2.1.10 Definition und Bemerkung
Seien GG, T und « wie oben.

(a) Mit « bezeichnen wir auch den gemifl Bemerkung 2.1.9 bewirkten Auto-
morphismus von G. Dann ist die Ordnung |a| = f in Aut(G).

(b) Wir setzen G := G x (). Dann ist die Ordnung |G| = |G| - f.

(c) Esist a(T) ebenfalls ein Coxeter-Torus von G. Nach Bemerkung 2.1.8 exi-
stiert folglich ein gy € G mit

a(T) = go_ngo-

(d) Setze o := (go,a) € G. Dann ist T (eingebettet in G) invariant unter o.
Zudem gilt A
G = G(o),

wenn wir auch hier G' als Untergruppe von G verstehen.

Beweis:

(¢) Da « ein Automorphismus von G ist, hat auch die Gruppe «(7") die Eigen-
schaft, zyklisch und von der Ordnung ¢¢ — 1, also ein Coxeter-Torus von G
zu sein.

(d) Wir zeigen zuerst, dass o(7,1) = (T, 1)o gilt. Nun ist

(T,1)0 = (T,1)(go, )
= (Tgo, ).
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Andererseits gilt

o(T,1) (90, )(T, 1)

= (90a(T), )
(9090 Tgo, )
(T'go, ),

woraus die behauptete Invarianz von 7" unter o folgt.

Es ist offensichtlich G(o) in G enthalten. Fiir die andere Inklusion halten
wir zunéchst die Darstellung der i-ten Potenz von o (fiir eine natiirliche
Zahl i) fest:

0" = (g00(g0) - '~ (g0), ).
Sei also (z,a') € G x () beliebig. Setze y := z(goa(go) - - " *(g0)) ! € G.
Dann ist

(z,0") = (y,1)(gocx(g0) - - - &' (g0), &) = (y. 1)o"
ein Element von G(o), so dass die Behauptung folgt. O

Wie wir bis zum Ende dieses Abschnitts sehen werden, haben wir mit G eine
Gruppe gefunden, deren Hauptblock einen Brauer-Baum mit gewiinschter Stern-
Form hat.

Zuvor halten wir jedoch in der néchsten Bemerkung einige strukturelle Merkmale
von G fest.

2.1.11 Bemerkung
(a) Es sei D die [-Sylowgruppe von 7. Fiir den Index der Normalisatoren von

D in G bzw. G gilt dann:
[Ne(D) : Ne(D)] = f.
(b) Die [-Sylowgruppe D von G (vergleiche Bemerkung 2.1.7) ist auch eine
[-Sylowgruppe von G.

Beweis:

(a) Nach Definition und Bemerkung 2.1.10(d) ist o ein Element von Ng(T),
also gilt (nach Einbettung von Ng(7T') in G)

Ne(T){o) < Ne(T).

Schauen wir nun auf die folgende Ungleichungskette:

G No(T)| = |G{o) : Ng(T)
< |G(o) : Na(T){o)|
= |G No(T)|
< |G Ne(T)f;
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die letzte Ungleichung gilt, da die Lénge der Bahn von 7" unter Konjugation
in GG nicht kleiner als die Lénge der Bahn von 7" unter Konjugation in G
ist. Folglich gilt in obiger Abschitzung iiberall Gleichheit, insbesondere

|G(a) : Ne(T)| = [G(a) : Na(T){o)]-
Damit ist |[Ng(T)(co)| = |Ns(T')|, so dass die Behauptung folgt.

(b) Nach Definition betriigt der Index [G : G] gerade f. Nach der ersten Bedin-
gung in (3) teilt jedoch [ nicht f, so dass die Ordnung einer I-Sylowgruppe
von G nicht grofler als die Ordnung einer [-Sylowgruppe von G werden kann.

O

Im erweiterten Hauptsatz spielen gewisse Normalisatoren eine entscheidende Rol-
le, mit deren Untersuchung wir uns im Folgenden auseinander setzen wollen.
Auf dem Weg zur Anwendung des Hauptsatzes miissen wir noch den Zentra-
lisator C(D) und den Normalisator Ng(D) ,zdhmen®. Dies geschieht in zwei
Stufen; zuerst betrachten wir fiir beide die entsprechenden Normalisatoren bzw.
Zentralisatoren in G, dann erst steigen wir die Stufe hinauf zu G.

2.1.12 Lemma

Seien |,p € P wie in den Grundvoraussetzungen auf Seite 16, G = GL(V') und
T < G der Coxeter-Torus wie oben beschrieben. Weiterhin bezeichne D <T < G
die (zyklische) I-Sylowgruppe von T'. Dann gilt:

Nea(D) = Ne(T).
Beweis: Man vergleiche zum Beispiel [Hupl, S. 187 ff, Satz 7.3(a)]. O

2.1.13 Lemma
Mit den Bezeichnungen fiir G,’T" und D wie in Lemma 2.1.12 gilt fiir den Zentra-
lisator von T in G:

Ce(T) =T.
Beweis: Zum Beweis sei auf [Hupl, S. 187 f, Satz 7.3] verwiesen. O

2.1.14 Bemerkung
Wir haben nun folgende Kette von Inklusionen vorliegen:

T = C4(T) < Ce(D) < Ne(D) = Ne(T).

2.1.15 Lemma
Sei zy € D ein Element der Ordnung |zy| = [. Dann hat z, paarweise verschiedene
Eigenwerte.
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Beweis: Wie man aus [Hupl, S. 187 {] schlieflen kann, hat z, die Eigenwerte
¢,¢% ..., ¢ wobei ¢ € Fye die Ordnung |¢| = [ hat. Wiren zwei dieser Ei-
genwerte gleich, also (7 =1 fiir 1 < i < j < e — 1, so miisste | den Term
¢'(¢?~" — 1) teilen, was den Grundvoraussetzungen auf Seite 16 widerspricht. [J
Wie angedeutet, untersuchen wir nun den Zentralisator von D in G.

2.1.16 Satz
Mit den gleichen Bezeichnungen wie in den vorhergehenden Lemmas gilt fiir den
Zentralisator von D in G:

Cq(D)=T.

Beweis: Nach [Hupl, S. 188] wissen wir, dass der Erzeuger A, von T' die Eigenwer-
te a,a?, ... ,aq%1 (in F4e) hat. Alle diese Eigenwerte sind paarweise verschieden.
Nach Wahl einer Basis B von V finden wir also in GL.(¢°) eine Transformati-
onsmatrix t, so dass die zu A\, gehorige Abbildungsmatrix A beziiglich B durch
t~1 At auf Diagonalgestalt transformiert wird.

Sei nun \¢ ein Erzeuger der [-Sylowgruppe D von T. Offensichtlich hat dann auch
t~1 At Diagonalgestalt, wenn A? die zu \¢ gehorige Abbildungsmatrix beziiglich
B bezeichnet.

Sei x € Cg(D), es gelte also

xd = dz fur alle d € D. (4)

Insbesondere zentralisiert x auch ein Element zy € D der Ordnung [, welches
nach Lemma 2.1.15 e paarweise verschiedene Eigenwerte hat. Nach Uberlegungen
aus der linearen Algebra muss dann t~'M,t wegen (4) ebenfalls Diagonalgestalt
haben, wenn M, die Abbildungsmatrix von z beziiglich B bezeichnet.

Beachten wir noch, dass Diagonalmatrizen untereinander vertauschbar sind, so
gilt folgende Gleichheit:

(M) (T AL) (T M) =t AL
Dies formen wir wie folgt um:

I M ) (T A (T M) =t At

= Mt AT M =t At
= tMAM 't =t"1At
— M AM;'=A

Die letzte Gleichung zeigt nun, dass ein beliebiges Element x aus dem Zentrali-
sator von D in G auch \,, also den gesamten Torus 7', zentralisiert.

Da Cg(T') nach Lemma 2.1.13 gleich dem Torus T ist, muss x ein Element in T
sein. 0
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Wir kénnen nun unsere spezielle Situation auf den Hauptsatz anwenden. Dazu sei
zunéchst mit der Wahl der Bezeichnungen aus den vorhergehenden Sétzen und

Lemmas an die Beziehung
T=DxL

erinnert (vgl. (1)). Bezeichnen wir mit Ay := 1p ® 1, den kanonischen Charakter
des Hauptblocks von T, so ist Ag offensichtlich invariant in Ng(D). Damit gilt
fur die Trégheitsgruppe T, (py(Ao):

Tng(p)(Mo) = Nea(D)
= Ng(T)=: N. (5)

Folglich erhalten wir fiir den Tragheitsindex:
¢ = [Thg) (M) : Ca(D)| = [Na(D) : Ca(D)]. (6)

Mit by o bezeichnen wir geméf (5) den Hauptblock von Ng(D) = Ng(T) = N.
Sei By der Hauptblock von G; nach Wahl von by ist jener (also By) der Brauer-
Korrespondent von by (vergleiche zum Beispiel [Alp, S. 112 f, Theorem 1J).
Dann ist eine Defektgruppe von By ebenfalls D, da D nach Bemerkung 2.1.11
auch eine [-Sylowgruppe von G ist.

Es sei daran erinnert, dass die Primzahl p so gewéhlt ist, dass

I 4 p—1firalel <i<ef—1und
1| (ph)e —1 gilt.

Nun untersuchen wir im niichsten Schritt den Zentralisator Cg(D) von D in G.

2.1.17 Satz )
Mit den obigen Bezeichnungen fiir G, D und T gilt fiir den Zentralisator Cg (D)

von D in G:
ColD)=T. (7)
Beweis: Nach Satz 2.1.16, in welchem wir bereits die Beziehung
Ce(D)=T

bewiesen haben, miissen wir nur noch nachweisen, dass es ein Element in D gibt,
das nicht von (y,a') € Gfiiralle 1 <i < f—1 und fiir alle y € G zentralisiert
wird; in diesem Fall wird namlich der Zentralisator von D beim Ubergang von
G zu G nicht grofer. Fixieren wir dazu ein Element 2y € D mit der Ordnung
|20| = [. Zunéchst stellen wir fest, dass die Eigenwerte von zy genau ¢, (9, ..., <
sind, wobei ( eine [-te Einheitswurzel in [, ist (vgl. [Hupl, S. 188 f]). Alle zu z
in G konjugierten Elemente haben ebenfalls diese Eigenwerte.
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Die Ausfithrung der Multiplikation im semidirekten Produkt zeigt, dass das in-
verse Element zu (y,a’) € G gerade (i (y™'), o) ist.

Zum Beweis der urspriinglichen Aussage nehmen wir an, ein Element (y, ') € G
zentralisiere zp, was dquivalent ist mit der Aussage

a'(z0) =y~ Z0y, (8)
wie einfaches Nachrechnen zeigt. Dann sind einerseits die Eigenwerte des Elemen-
tes a'(zo) genau ¢, (C?)9, ... (¢*")4". Andererseits muss nach Annahme und
damit nach Gleichung (8) eine natiirliche Zahl 0 < kg < e — 1 existieren, so dass

i\ ok
(M) =¢ (9)
erfiillt ist. Mit der Bezeichnung ¢ = p/ formen wir (9) um:
()™
T A (10)

Da ( eine I-te Einheitswurzel in F,, ist, folgt mit (10)
| pTiko — 1. (11)

Beachten wir noch die Grenzen fiir ¢ und kg, so ergibt sich als hochstmdogliche
Potenz in (11) genau

(f =1+ fle=1).

Dies formen wir um zu

f-1+fle=1) = f—1+ef—f
= ef —1<ef. (13)

Die letzte Ungleichung (13) bedeutet zusammen mit (11), dass
[|p’ —1fiirein1<j<ef,
was einen Widerspruch zu unserer Grundvoraussetzung (3) darstellt. Damit kann

der Zentralisator der gesamten Gruppe D nicht grofler als 1" werden. O]

2.1.4 Die Bedingungen an p, e und f

An dieser Stelle wollen wir noch einmal zu den Bedingungen (3) zuriickkehren.
Zwei Fragen dréngen sich dabei in den Vordergrund:

(a) Woher kommen die Bedingungen?

(b) Gibt es Zahlen, die diese Bedingungen erfiillen?
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Rufen wir uns in Erinnerung, welches Ziel urspriinglich formuliert wurde. Beson-
ders beziiglich der Frage der Existenz der Zahlen miissen wir zunéchst nochmals
ganz genau festhalten, was gegeben und wessen Existenz nachzuweisen ist. In
unserer Konstruktionaufgabe geben wir uns zunéchst eine beliebige ungerade
Primzahl [ vor und betrachten im Folgenden stets [-Blocke. Weiterhin sind e und
f > 1 beliebige natiirliche Zahlen, die einzig an die Bedingung

e-fll—1

gebunden sind. Dabei interpretieren wir e als die Anzahl der Kanten des betrach-
teten Brauer-Baums des Hauptblocks von GL.(q) und f als die Anzahl der Fliigel
des entfalteten Sterns. Insgesamt hat der Stern somit e- f Kanten. Nach dem Satz
von Brauer-Dade (vgl. [Fei82, S. 270]), muss aber die Anzahl der Kanten eines
Brauer-Baums gerade [ — 1 teilen, woraus obige Bedingung resultiert. Kurz ge-
sprochen miissen wir obige Bedingung auf Grund von darstellungstheoretischen
Ergebnissen fordern.

Die beiden anderen Bedingungen ergeben sich, wie wir im vorherigen Unterab-
schnitt gesehen haben, aus den (gruppentheoretischen) Notwendigkeiten, die aus
den Ordnungen fiir die Defektgruppe D, der Darstellung des Zentralisators von
D in G oder in G usw. resuktierten; man vergleiche zum Beispiel die Beweise zu
Lemma 2.1.15 und zu Satz 2.1.17.

Die verbleibende Frage ist diejenige nach der Existenz von p, wenn [, ¢ und f
bereits wie gewiinscht vorgegeben sind. Eine Antwort auf diese Frage finden wir
im Satz von Dirichlet:

2.1.18 Satz (Primzahlsatz von Dirichlet)
In jeder arithmetischen Progression (a + km)gen, mit a € Z, m € N und
ggt(a,m) =1 gibt es unendlich viele Primzahlen.

Beweis: Vgl. [Has, S. 176]. O
Um zu sehen, wie dieser Satz unsere Frage klaren kann, werden zuvor die Bedin-
gungen an p umformuliert. Denn

| 1p'—1firallel <i<e-f—1
I |pof =1

iibersetzt sich mit p:=p +IZ € Z/ZZ in:
pli=e-f.

Dabei benutzen wir die Schreibweise |p |; fiir die Ordnung des Elementes p € Z/ZZ'
Da [ eine Primzahl ist, ist Z/ZZ ein Korper, dessen multiplikative Gruppe zyklisch
und von Ordnung [ — 1 ist. Andererseits gilt e - f | [ — 1, so dass wir in (Z/ZZ)*
genau eine Untergruppe der Ordnung e - f finden. Diese sei von = € Z/ZZ erzeugt.
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Nun wenden wir den Primzahlsatz von Dirichlet auf unsere Situation mit m =1
und a € Z, so dass a = x gilt, an. Sei ein k, € N fixiert, so dass

a+ky, - l=:p
eine Primzahl ist. Dann gilt offensichtlich
p=a=uz,

und nach Wahl von z hat die Primzahl p in Z/ZZ die gewiinschte Ordnung.

2.1.5 Die Entfaltung

Wir sind nun an einen Punkt gelangt, an dem wir G und G darstellungstheoretisch
verkniipfen kénnen. Aus der Arbeit [FS2] wissen wir, dass der zum [-Hauptblock
korrespondierende Brauer-Baum der vollen linearen Gruppe G L.(¢q) von der Form

—®

— —

e Kanten

ist. Dabei sitzt der exzeptionelle Knoten an einem (hier am rechten) Ende.

Mit den Vorleistungen des vorhergehenden Unterabschnitts wollen wir nun von
obigem Brauer-Baum auf denjenigen des [-Hauptblocks von G schlieBen. Dabei
erwarten wir ein f-faches Aufklappen des Baums am exzeptionellen Knoten.
Um Aussagen iiber die Anzahl der Kanten des Brauer-Baums von G treffen zu
konnen, betrachten wir den Tréagheitsindex:

€a = ’TNG(D)()\O) . C@(D)‘
= [Ng(D): Ce(D)]
TS ING(D) : Ca(D)|
= [Ne(D) : Na(D)| - [Na(D) : Ca(D))|
P2 f NG (D) : Ca(D)

© sl (14)

Wir erkennen, dass der betrachtete Brauer-Baum die gewiinschte Anzahl von
Kanten hat.

Bleibt im Folgenden zu zeigen, dass sich die Kanten in der gewiinschten Stern-
Form verteilen. Dazu benutzen wir Ergebnisse aus der Arbeit ,,Possible Brauer
Trees“ von Walter Feit (vgl. [Fei84]); Lemma 3.2 dieser Arbeit sagt uns, dass sich
unter den gegebenen Voraussetzungen der reelle Stamm des Brauer-Baums von
G unter der semidirekten Erweiterung G x (o) am exzeptionellen Knoten offnet
und zu einem Brauer-Baum mit gewiinschter Sternform entfaltet.
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2.1.6 Die erweiterte Konstruktionsaufgabe

Die Konstruktionsaufgabe lésst sich erweitern, indem die Vielfachheit m des ex-
zeptionellen Knotens zusétzlich vorgegeben wird. Nach dem Satz von Brauer-
Dade (vergleiche [Fei82, S. 276, Theorem 2.11]) berechnet sich diese Vielfachheit
mit der obigen Wahl der Parameter [, e und f zu

191
ef ’

dabei ist (% die Ordnung der Defektgruppe des zugehérigen Blockes, also hier die
Ordnung der [-Sylowgruppe von GG. Wollen wir als erweiterte Konstruktionsauf-
gabe die Vielfachheit vorgeben, so ist das gleichbedeutend mit der Vorgabe von
d.

Erinnern wir uns: Aufgabe war letztlich, eine Primzahl p zu finden, so dass der
Hauptblock von G' = GL.(p’) den reellen Stamm (2.1.1) auf Seite 13 als Brauer-
Baum hat. Eine Defektgruppe D des Hauptblocks fanden wir in einem Coxeter-
Torus von G mit Ordnung ¢¢ — 1.

Die Aufgabe wird somit durch die Bedingung erweitert, eine Primzahl p zu finden,
die zum einen weiterhin die Bedingungen (3) und zum anderen

m =

14 p -1
ld+1 ,i, pef o 1 (15)

erfiillt.

Zuerst suchen wir, ganz genau wie im vorletzten Unterabschnitt eine Zahl a’ € Z,
sodassa’ =z € Z/ZZ ein Erzeuger der Untergruppe der Ordnung ef von (Z/ZZ)*
ist. Dieses Element a’ passen wir in den folgenden Schritten geeignet an:
Zunichst {iberpriifen wir, ob [* die hochste Potenz ist, die (a')* — 1 teilt. In
diesem Fall verdndern wir nichts und setzen a” := a'.

Falls jedoch auch [?> den Term (a’)*/ — 1 teilt, so betrachten wir a” := a’ + [.
Man beachte, dass sich beim Ubergang von a’ zu ” nicht die Ordnung modulo I
dndert. Wir zeigen nun, dass [ die hochste Potenz ist, die das Element (a”)¢/ — 1
teilt:

(a//)ef —-1 = (CL,—I—Z)ef -1
ef 2 ef . .
= @1 (7 Y > (D) ayer
ef—2

= () —1+ef(a) 1+ Z (elff) (a/)i1e
i=0

Nach Annahme bzw. Darstellung der Summe teilt /> den Term (a')% — 1 bzw.
ST S2 (1) (a')i1e7 . Bleibt noch zu zeigen, dass {2 nicht den verbleibenden Term

=0 A
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ef(a’)¥/ =1 teilt. Da ef nach den Grundvoraussetzungen [ — 1 teilt, insbesondere
also kleiner als [ ist, kann [ kein Teiler von ef sein. Weiterhin teilt [ den Term
(a’)f — 1 und somit nicht den Term (a')¢/, also auch nicht (a’)¢/~!. Insgesamt ist
- wie gewiinscht - [ die hochste Potenz, die (a”) — 1 teilt.

Lemma 8.1 aus [Hup2, S. 503 f] weist den Weg der néchsten Anpassung:

2.1.19 Lemma
Seien | eine Primzahl, x eine ganze Zahl, die nicht von [ geteilt wird, und m die

Ordnung von T in Z/ZZ- Weiterhin sei v; die l-adische Bewertung. Dann gilt fiir
jedes n € N, das von m geteilt wird:
y(z" —1) =y(x™ — 1) + y(n).
O

ld71

Wir setzen schlieBlich a := (a”)
dann

. Nach dem oben zitierten Lemma 2.1.19 ist

ldfl

ylad —1) = v (((a”) - 1)
= y((d) = 1) +y(efi®h
= 1+(d-1)=d.
Da ggt(I1%7!, ef) = 1 ist, hat auch das Element a die Ordnung ef in Z/lz, so dass

wir jetzt auf @ und [ den Satz von Dirichlet wie auf Seite 25 anwenden und eine
geeignete Primzahl p finden.

2.1.7 Zusammenfassung

Das Ergebnis der letzten Unterabschnitte wollen wir nochmals festhalten.

2.1.20 Satz
Seien | eine ungerade Primzahl und e, f,d € N natiirliche Zahlen mit

ef|l—1.
Dann exisitieren unendlich viele Primzahlen p, die die Bedingungen
Il { pP—1firallel <i<e-f—1und
L] () -1
erfiillen. Die Primzahl ldsst sich sogar so wéhlen, dass zusétzlich noch
1 p -1

erfiillt ist.

Fiir alle diese Primzahlen gilt mit den Bezeichnungen fiir o von Seite 19:

Der Brauer-Charakter des Hauptblocks von G'L.(p”) x (o) ist ein Stern mit f
Fliigeln der Kantenldnge e und exzeptionellem Knoten im Zentrum des Sterns
mit Vielfachheit lde—}l O
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2.2 Der erste Typ des ungleichmifligen Sterns

2.2.1 Konstruktionsaufgabe

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Konstruktion einer Gruppe, die
zu gegebener ungerader Primzahl [ einen Brauer-Baum der Form ., ungleichméfi-
ger Stern, erster Typ* hat, d.h. der durch Aufklappen eines reellen Stamms -
dghnlich der Konstruktion im vorhergehenden Abschnitt - der folgenden Form
entsteht:

...... (&)
&

— s Kanten @————"F+—— t Kanten — (2.2.1)

Die Bezeichnung ,erster Typ “ bezieht sich auf die Summe s + ¢, die hier eine
ungerade Zahl ergeben muss.

Unsere Konstruktionsaufgabe liest sich dann wie folgt: Gegeben sei eine beliebige
ungerade Primzahl [. Zudem seien natiirliche Zahlen s und ¢, deren Summe s+t =:
e eine ungerade Zahl ergibt, und f > 1 gegeben, die die Bedingung

2ef |1 -1

erfiillen. Konstruiere eine Gruppe G, die einen [-Block hat, dessen zugehoriger
Brauer-Baum vom ersten Sternform-Typ ist, d.h. f Fliigel mit je s Kanten und
weitere f Fliigel mit je ¢ Kanten hat. Man beachte, dass jeweils s und ¢ von Null
verschiedene Zahlen sind. (Diese Fille sind mit dem vorhergehenden Abschnitt
abgedeckt.)

Eine Losung dieser Konstruktionsaufgabe werden wir in semidirekten Erweite-
rungen von unitdren Gruppen finden.

Es sei bereits an dieser Stelle bemerkt, dass die Bedingung an e und f jetzt nicht
mehr aus dem Satz von Brauer-Dade resultiert, nach welchem die Anzahl der
Kanten (also e - f) den Term [ — 1 teilen muss, sondern sich aus dem zu Grunde
liegenden Korper der Form [Fp2 bei unitédren Gruppen und der Anwendung des
Primzahlsatzes von Dirichlet ergibt.

Auch hier konnen wir als erweiterte Aufgabe die Vielfachheit des exzeptionellen
Knotens vorgeben. (Dies iibersetzt sich genau wie oben in eine Bedingung an
die Charakterisitik p des zu Grunde liegenden Korpers der unitdren Gruppe; bei
beliebig vorgegebenem d soll [ die hochste Potenz von [ sein, die p?/ — 1 teilt.)
Die Vorgehensweise entspricht genau der, die wir im Unterabschnitt 2.1.6 vor-
gefithrt haben. Daher werden wir diese Erweiterung der Konstruktionsaufgabe in
den folgenden Unterabschnitten nicht aufgreifen, um nicht durch die zusétzlichen
Bedingungen die Ubersicht zu verlieren.
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2.2.2 Hilfsmittel

Wir beginnen mit einer ganzen Menge von Definitionen, die dann im nachfol-
genden Unterabschnitt als Hilfsmittel bei der Losung des eigentlichen Problems
eingesetzt werden.

2.2.1 Definition
Seim € N.

(a) Eine Partition ist eine endliche Folge \ := (a1, as,...,a;) € Nf fiir ein
k € N mit der Eigenschaft: a; < a;yq fiir alle 1 < i < k — 1. Wir sagen
A ist eine Partition von m, falls Zle a; = m ist und verwenden dafiir die
Schreibweise: A F m.

(b) Zwei Partitionen A\, \' = m heilen dquivalent, falls ihre von Null verschie-
denen Eintrége gleich sind.

2.2.2 Definition
Seien X = {x1,29,..., 2} C Ng mit 21 < 29 < --+ < x; sowie A = (ay,...,ax)
eine Partition von m € N.

(a) Dann heiit X eine 3-Menge von A, falls eine zu A #quivalente Partition
N = (a},...,a)) existiert mit:
ri=a,+ (i—1) fiiralle 1 <i <.
(b) Zwei B-Mengen X = {z1,22...,2;} und X' = {2,2, ..., 2}, } heiBen dqui-
valent, falls mit d := " — [ (ohne Einschréankung sei d > 0) gilt:
X' =[0,d-1U(X +d):={0,1,...,d =1} U{z1 +d,...,z + d}.
Wir sagen dann, X' ist ein d-Shift von X.

2.2.3 Definition
(a) Ein Haken v einer 5-Menge X ist ein Paar (y,z) € N2 mit

0<y<zundy g X,z € X.

(b) Die Ldnge eines Hakens v = (y,z) ist die Differenz e := = — y. Dabei
verwenden wir die Sprechweise: v ist ein e-Haken.

2.2.4 Definition
Seien A\ F n eine Partition von n € N, X eine §-Menge fiir A und e € N. Betrachte
nun das folgende Diagramm:

0 1 2 ... e—1
e e+l e+2 ... 2¢—1
2¢ 2¢e+1 2e¢+2 ... 3e—1
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Dieses Diagramm stellen wir uns als Abakus mit Zahlketten vor. Dabei seien die
Zahlketten von links nach rechts und die Zeilen von oben nach unten, beginnend
bei 0, nummeriert. Platziert man fiir jedes + € X auf die korrespondierende
Position im obigen Diagramm eine Perle, so erhilt man das (e-)Abakus-Diagramm
von X.

Im Folgenden wollen wir die Perlen auf einem Abakus-Diagramm mit ihrer Posi-
tionsnummer bezeichnen.

2.2.5 Definition und Bemerkung
Seien n,e € N, A F n eine Partition von n, X eine 3-Menge von A und v = (y, z)
ein e-Haken.

(a) Die Menge X; := {y} U X \ {z} ensteht aus X durch Wegnehmen von v.
Analog entsteht X aus X; durch Hinzufiigen von v.
Die Menge X ist dann eine 3-Menge fiir eine Partition A\; von n — e.

(b) Nimmt man von X; in (a) einen weiteren e-Haken vy weg, bezeichnet die
neu entstandene Menge mit X5 und fiihrt dieses Verfahren sukzessive fort,
bis die zuletzt entstandene Menge keine e-Haken mehr hat, so erhélt man
eine endliche Folge X = X, Xi,..., X = X, von S-Mengen. Das letzte
Folgenglied X, heifit der e-Kern von X, und dieser ist eindeutig durch X
bestimmt.

Die zu X, gehorige Partition A\, heiflt der e-Kern von A, und dieser ist
ebenfalls durch A eindeutig bestimmt.

2.2.6 Bemerkung

Dem Wegnehmen bzw. Hinzufiigen eines e-Hakens v = (y, ) von einer 3-Menge
X entspricht auf dem zugehorigen e-Abakus-Diagramm das Hinauf- bzw. Hinun-
terschieben der Perle x auf die dariiber bzw. darunter liegende freie Position.

2.2.7 Beispiel
Sei X ={0,1,2,3,4,7,9,10,13}. Dann ist die zu X gehorige Partition A gegeben
durch:

A= (0,0,0,0,0,2,3,3,5) F 13.

Zudem haben wir folgende Haken-Typen vorliegen:
e=1 (6,7 (8,9 (12,13)

e=2 (57 (810) (11,13)
e=3 (6,9)
e=4 (59) (6,10)
e=5 (510) (8,13)
e="7 (6,13)
e=8 (5,13)
Fixieren wir nun e = 5 und betrachten das 5-Abakus-Diagramm von X:
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10‘ 11 12 13’ 14

Wir erkennen sofort, dass die Perlen 10 und 13 um jeweils eine Position nach
oben verschoben werden konnen, was einem Wegnehmen der 5-Haken (5, 10) und
(8, 13) entspricht.

Der 5-Kern von X ist also X, = {0,1,2,3,4,5,7,8,9}, was der Partition A\, =
(0,0,0,0,0,0,1,1,1) 3 entspricht.

2.2.8 Definition
Die unterste Perle auf einer Zahlkette eines Abakus-Diagramms nennen wir In-
dikator-Perle.

Wir haben jetzt die notigen Hilfsmittel bereitgestellt, um uns im Folgenden mit
einigen Ergebnissen aus der Arbeit [FS1] von Fong und Srinivasan auseinander
zu setzen.

2.2.3 Theoretische Grundlagen

Im ersten Schritt der Losung der Konstruktionsaufgabe miissen wir eine Gruppe
suchen, die einen Block mit einem Brauer-Baum der Form (2.2.1) auf Seite 29
hat. Wie bereits angedeutet, helfen uns dabei wichtige Ergebnisse aus der Arbeit
[F'S1).

Halten wir zunéchst die Grundvoraussetzungen fiir die folgenden Unterabschnitte
dieses Abschnitts fest. Es sei [ eine beliebige ungerade Primzahl. Seien p # [ eine
Primzahl und ¢ = p" fiir ein 7 € N und n € N. Weiter seien V' ein n-dimensionaler
Vektorraum iiber dem Kérper F,2 und 3 eine nicht-degenerierte hermitesche Form
auf V. Dann existiert nach [Hupl, S. 235 f, Satz 10.4] eine Orthonormalba-
sis {v1,...v,} von V beziiglich 8. Die Isometrie-Gruppe I(V, ) =: G,(q) ist
dann isomorph zur allgemeinen unitdren Gruppe GU,(q) =: G iiber F2, d.h. zur
Matrix-Gruppe

GU,(q) = {r € GL,(¢*) | 7' = E,.}.

(Dabei sind  die Matrix, die aus x entsteht, indem jeder Eintrag in die ¢-te
Potenz erhoben wird, und E, die n x n-Einheitsmatrix.) Weiterhin seien d € N
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die Ordnung von q € Z/ZZ und e € N die Ordnung von —q € Z/ZZ Nach [HiKe,
S. 400] gilt dann:

2d, falls d ungerade
e=« d/2, falls d gerade und d/2 gerade
d, sonst.

Im Falle e = d/2 ist [ unitdr fir G, sonst linear fiir G. Wir betrachten in diesem
und den folgenden Unterabschnitten nur solche Tupel (I, q), fiir die [ unitér fir G
ist. Diese Einschrinkung alleine reicht aber nicht aus, um spéter die Sternform
zu garantieren; allerdings werden wir diese Verscharfung erst im néchsten Unter-
abschnitt formulieren, da zur Bereitstellung der theoretischen Grundlagen obige
Bedingungen von ausreichender Stérke sind.

Anders als im vorhergehenden Kapitel, reicht es hier nicht mehr, ausschliefilich
Hauptblécke und deren Brauer-Baume zu betrachten. Wir miissen so genannte
unipotente Blocke und deren unipotente Charaktere untersuchen. Selbige finden
ihre Herleitung in Arbeiten von Deligne und Lusztig. Eine Beschreibung derglei-
chen wird beispielsweise in [F'S1] auf den Seiten 8 und folgende oder in [Lul] oder
[Lu2] gegeben. Wir begniigen uns an dieser Stelle mit der Bemerkung, dass die
Menge der unipotenten Charaktere einer Gruppe H vom Lie-Typ eine Teilmenge
der irreduziblen Charaktere von H ist und wéhlen als Bezeichnung fiir die Menge
der unipotenten Charaktere Irr, ;.. (H).

Schauen wir uns die wichtigen Ergebnisse an.

2.2.9 Satz
Die Menge der unipotenten Charaktere von G,,(q) steht in Bijektion zu der Menge
aller Partitionen von n, d.h.

{Irrunipot(Gn(Q))} = {XA | )\ l_ n}
Beweis: Vgl. [FS3]. O

2.2.10 Satz

Seien x, x,, zwei unipotente Charaktere von G,(q), die zu den Partitionen A - n
bzw. p = n korrespondieren. Dann gilt:

Genau dann liegen x und x, im selben [-Block, wenn A und o den gleichen
e-Kern haben.

Beweis: Vgl. [FS3]. O

2.2.11 Satz
Die unipotenten Blécke von G,,(q) korrespondieren zur Menge aller e-Kerne k = m
mit m < n.

Beweis: Die Behauptung folgt aus den Sétzen 2.2.9 und 2.2.10. U
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2.2.12 Satz

Seien B, ein unipotenter Block von G, (q) mit zyklischer Defektgruppe und kor-
respondierendem e-Kern k - n — e.

Betrachte nun die zu k korrespondierende (3-Menge X = {x1,...,z} und den
e-Abakus von X. Ohne FEinschrankung der Allgemeinheit sei jede Zihlkette mit
einer Perle besetzt; man gehe sonst zu einer dquivalenten (3-Menge iiber. Die In-
dikatorperlen ordnen wir und bezeichnen sie mit p; > -+ > pe.

Die Partitionen \,,, die wir erhalten, indem wir jeweils die Haken (p;, p; + €) zu
x hinzufiigen, nummerieren dann die nicht-exzeptionellen Charaktere des unipo-
tenten Blockes B.

Beweis: Vgl. [FS1, S. 10]. O

2.2.13 Bemerkung

Veranschaulichen wir obiges Verfahren auf dem zu k gehorigen Abakus-Dia-
gramm, so miissen wir je eine Indikatorperle um eine Position hinunterschie-
ben, die zugehorige Partition des vorliegenden Diagrammes bestimmen und die-
selbe Indikatorperle wieder hochschieben, bevor wir dasselbe Verfahren mit der
néchsten Indikatorperle wiederholen.

Kommen wir nun zur entscheidenden theoretischen Aussage, was die Losung der
Konstruktionsaufgabe betrifft.

2.2.14 Satz

Seien V' ein n-dimensionaler unitirer Vektorraum (mit einer nicht-degenerierten
Sesquilinearform) iiber einem Korper der Ordnung |K| = ¢?, so dass fiir —q €
Z/ZZ die Ordnung | — G|, =: e ungerade ist, also [ unitar fiir G,,(q), die zugehdrige
unitiare Gruppe von V', ist. Seien B, ein unipotenter Block mit zyklischer Defekt-
gruppe von G mit e-Kern k b n—e und X = {xy,...,z;} die dazu korrespondie-
rende (3-Menge. Das Abakus-Diagramm habe - wieder ohne Einschrinkung - auf
jeder Zahlkette mindestens eine Perle; die Indikatorperlen seien mit p; > --- > p,
bezeichnet. Nun sei (01, ...,05) die Teilfolge von (p1, ..., p.) mit geraden Num-
mern und (74, ..., 7;) entsprechend die Teilfolge mit ungeraden Nummern; dabei
betrachten wir nur die Félle, bei denen s und t von Null verschieden sind.

Aus dem Verfahren in Satz 2.2.12 (jeweiliges Hinzufiigen eines e-Hakens zu \)
erhalten wir zwei Typen von Partitionen:

(a) Aoys--., Ao, (Perle o; wurde jeweils verschoben)
(b) Arys...y A (Perle T; wurde jeweils verschoben).

Dann ist der Brauer-Baum von B,, von der Gestalt
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01 02 Os Tt T2 T1

Dabei ist der Knoten zwischen o und 7; der exzeptionelle Knoten des Baums.

Beweis: Vgl. [FS1, S. 21]. O

2.2.4 Die Bedingungen an ¢, f und p

Denken wir nochmal zuriick an unser eigentliches Ziel, so stellt sich die Situation
darin anders dar als die Voraussetzungen im letzten Satz gegeben sind. In beiden
Féllen ist [ gegeben. Allerdings besteht unsere Aufgabe noch darin, bei gegebenem
(ungeradem) e die ,richtige“ Gruppe zu finden, insbesondere die Parameter ¢
bzw. p und n. Neben der Bedingung, dass ¢ so gewéahlt sein muss, dass [ unitér fiir
G ist, miissen wir eine noch weitreichendere formulieren, die bei der Entfaltung,
genauer bei der Betrachtung des Zentralisators einer Defektgruppe noétig ist.
Die Primzahl p sei so gewihlt, dass

I 1 p'—1fiirallel <i<2ef—1und
| p* -1 (16)

gilt.
Mit ¢ = p/ lisst sich die letzte dieser Teilbarkeitsbedingungen umformen zu

L g*—1=(¢"—1)(¢°+1).

Da ef < 2ef — 1 ist, muss [ wegen der ersten (verneinenden) Teilbarkeitsbedin-
gung in (16) den Term ¢°+ 1 teilen. Da auch 2if <2ef —1firallel1 <i<e—1
ist, folgt ebenfalls aus der ersten Teilbarkeitsbedingung in (16), dass [ nicht den
Term p*/ — 1= (¢' — 1)(¢" + 1) fiir alle 1 < i < e — 1 teilt. Insbesondere teilt
nicht Terme der Form ¢ — 1 fiir gerades bzw. ¢* + 1 fiir ungerades 1 <i < e — 1.
Dies steht im Einklang mit der Forderung nach unitérem [ fiir G in den Grund-
voraussetzungen auf Seite 33, wonach insbesondere | — g|; = e erfiillt sein muss.
Insgesamt ist die Konsistenz zwischen den Bedingungen des vorherigen und dieses
Unterabschnitts gewahrt.

Die Existenz solcher Primzahlen p sichern wir mit dem Primzahlsatz von Dirichlet
(Satz 2.1.18), indem wir in der dortigen Formulierung zu m = [ und a € Z mit
la|; = 2ef ein k, fixieren, das dann eine in unserem Sinne geeignete Primzahl
p = a + lk, liefert.

Ich weise an dieser Stelle nochmals darauf hin, dass die Bedingung 2ef | [ —1, wie
wir sie schon in der Konstruktionsaufgabe formuliert haben, aus der Forderung
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nach der Existenz einer Untergruppe der Ordnung 2ef in (Z/lz)* und nicht aus
dem Satz von Brauer-Dade resultiert, nach welchem ef | [ — 1 geniigen wiirde.
Um alle Bedingungen nochmals in einer Ubersicht festzuhalten, schauen wir auf
die folgenden Teilbarkeitsbedingungen: e, f und p(# [) seien so gewihlt, dass

2ef | 1—1,
I 4 p—1fiirallel <i<2ef—1,
1| p* —1=¢"—-1 (17)

Mit den im letzten Unterabschnitt zitierten Satzen kénnen wir jetzt ein geeignetes
n bestimmen.

2.2.15 Satz

Seien e € N eine ungerade und s eine natiirliche Zahl mit 1 < s < e — 1. Dann
existieren ein n € N und ein e-Kern k = n — e, so dass der zugehérige Abakus
Perlen auf jeder Position der ersten Zeile und genau s gerade sowie t := e — s
ungerade Indikatorperlen hat und dass die zugehdrige (-Menge zusétzlich ein
2-Kern ist.

Beweis: Ohne Einschréankung der Allgemeinheit kénnen wir 1 < s < % anneh-
men (betrachte sonst t = e — s).

Beachte, dass zwei untereinander liegende Positionen des Abakus von verschie-
dener Paritat sind.

Zunéchst stecken wir auf jede Position der ersten Zeile eine Perle. Anschlieflend
belegen bei Zihlkette 0 beginnend 2s + 1 (nebeneinander liegende) Ketten mit
jeweils einer Perle. Damit erreichen wir bis zu dieser Stelle ein Bestecken von
genau s gerade Indikatorperlen. Danach wird jede zweite Kette - deren Position
dann auf der 2. Zeile ungerade ist - mit einer weiteren Perle besteckt.

Wir erreichen dadurch, dass einerseits keine ungerade Position der zweiten Zei-
le unbesteckt bleibt und andererseits die geraden Indikatorperlen so frith wie
moglich aufgesteckt werden.

Auf diese Weise erhalten wir einen Abakus mit der gewiinschten Anzahl von gera-
den bzw. ungeraden Indikatorperlen, dessen korrespondierende (-Menge gleich-
zeitig ein e-Kern und ein 2-Kern ist. Zum Abschluss des Beweises miissen wir
noch beschreiben, wie wir die eigentlichen Parameter A und n finden. Dazu seien
die verwendeten Perlen mit z; < x5 --- < x; nummeriert; dann ergeben sich die
gesuchte Partition und n (mittels Satz 2.2.12) zu:

K = (t1—=0,20—1,...;2.— (e = 1), 21 —€,..., 2 — (k= 1))

e—(22s+1)
(2541
- (0,...,0,1,2,...,%)% Y i=n-e
=0

(Die ersten Nullen ergeben sich, da wir die gesamte 1. Zeile und die ersten 2s+ 2
Zahlketten in der zweiten Zeile liickenlos mit Perlen besetzt haben.) U
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Die zusétzliche Forderung nach dem 2-Kern héngt mit der spateren Forderung
zusammen, dass ein bestimmter unipotenter Charakter im zu x korrespondieren-
den Block B, invariant unter einem gewissen, spater definierten Automorphismus
sein soll.

2.2.16 Bemerkung
Die Fille s = 0 und s = e sind hier ohne Interesse, da sie in den Fall , gleichmé&fi-
ger Stern® fallen und mit dem vorherigen Abschnitt abgedeckt wurden.

2.2.17 Beispiel
Seien e = 9 und s = 2. Dann ist ¢ = 7. Um die unterschiedlichen Schritte im
Beweis zu Satz 2.2.15 unterscheiden zu kénnen, seien

e Die Perlen der 1. Zeile grundsétzlich ausgefiillt,
e die Perlen der 2. Zeile der Zahlketten 0 bis 2s + 1 ebenfalls ausgefiillt und

e die Perlen der 2. Zeile der Zahlketten 2s + 2 bis e unausgefiillt.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Obiges Diagramm zeigt den nach Satz 2.2.15 konstruierten Abakus. Wir haben
12,10 als gerade und 17,15,13,11,9, 7,5 als ungerade Indikatorperlen. Dabei be-
rechnet sich die korrespondierende Partition zu:

k= (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,2) - 3 und

nzun=3+9=12.

Ohne Beweis mochte ich bemerken, dass obige Methode sogar ein minimales n

findet.

2.2.18 Bemerkung

Betrachten wir ein ganz spezielles Paar (s, t), ndmlich (1,e—1). Ohne nidheren Be-
weis stellen wir fest, dass obige Methode ein minimales n,,;, herausgibt, wahrend
das Bestecken nach folgender Art ein maximales n,,,, liefert (da uns spéter nur
die Mengen {s,t} und nicht die geordneten Paare interessieren, konnen wir die
Rollen von s und ¢ vertauschen):
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Dabei ist die zu n,,., gehorige Partition von der Form:

e—1

Amaz = 2,3,4...,
( 2

+1),

wéihrend sich die zu n,,;, korrespondierende Partition zu

1
Amin = (1,2,3,..., S

_1)

ergibt. Uns zeigt diese Wahl der Parameter s und ¢, dass im Allgemeinen n von
der Ordnung e? ist. O

Nach Beriicksichtigung der Bedingungen fiir ¢ in (17), deren Begriindung sich
teilweise erst aus dem Entfalten ergibt (siche néchster Unterabschnitt), finden
wir nun die Gruppe GU,(q), die einen Block mit gewiinschtem (reellen) Stamm
hat.

2.2.5 Der Coxeter-Torus in der unitidren Gruppe

Nach Satz 2.2.15 haben wir ein geeignetes n € N gefunden, so dass G = GU,(q)
fixiert werden kann. Wir miissen allerings noch sicher stellen, dass GG einen unipo-
tenten [-Block mit zyklischer Defektgruppe besitzt. Den Schliissel dazu finden wir
wieder in maximalen zyklischen irreduziblen Untergruppen, also in Coxeter-Tori
von G.

Beginnen wir mit der Theorie. Im néchsten Satz formulieren wir eine Verallge-
meinerung von Satz 2.1.4, die in diesem Abschnitt notig ist.

2.2.19 Satz

Es gibt eine Bijektion zwischen der Menge der Blocke einer Gruppe H mit De-
fektgruppe D und der Menge von Konjugiertenklassen in Ny (D) von Blécken 3
von DCH(D)/D mit Defekt 0, so dass |Staby,,p)(3) : DCx(D)| nicht durch [
teilbar ist.

Beweis: Vgl. [Alp, S. 109 f, Theorem 4]. O
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2.2.20 Lemma
(a) Ist m eine ungerade natiirliche Zahl, so hat GU,,(q) < GL,,(¢?) irreduzible
zyklische Untergruppen der Ordnung q" + 1, und jede irreduzible zyklische
Untergruppe von GU,,(q) hat eine Ordnung, die ¢™ + 1 teilt.

(b) Ist m eine gerade natiirliche Zahl, so hat GU,,(q) keine irreduziblen zykli-
schen Untergruppen.

Beweis: Vgl. [Hup2, S. 149]. O
Teil (b) des letzten Lemmas deutet auf den Grund, warum wir verschiedene Typen
des ungleichméfiigen Sterns, d.h gerades und ungerades e unterscheiden.

Bevor wir Néheres iiber die Defektgruppen erfahren, schauen wir auf ein weiteres
Lemma, das strukturelle Aufschliisse von G zulésst.

2.2.21 Lemma
Fiir eine natiirliche Zahl e < n gilt:

GUe(q) x GUp—c(q) < GUn(q) = G.

Insbesondere gilt: Die Gruppe G’ ist genau die Gruppe aller Matrizen

| A O
=[5 4]
mit A; € GU.(q) und Ay € GU,,_.(q).
Beweis: Sei die Orthonormalbasis B = (vy,...,v,) von V wie in den Grundvor-

aussetzungen auf Seite 32. Dann liefert die Zerlegung von V' in den Teilraum
V= (1,0, 06) @ (Vest, -5 Un)
die gewiinschte Untergruppe von G. O

2.2.22 Satz
Seien G = GU,(q) und e wie oben und B, ein unipotenter Block mit e-Kern
Kk n —e. Dann ist eine [-Sylowgruppe von GU,(q) eine Defektgruppe von B,.

Beweis: Vgl. [CaEn]. O

2.2.23 Bemerkung

Die [-Sylowgruppe einer maximalen zyklischen irreduziblen Untergruppe T' von
GU,(q) ist auch eine [-Sylowgruppe von GU(q). Insbesondere sind nach Satz
2.2.22 die Defektgruppen von B, zyklisch.

Beweis: Nach Wahl der Parameter e und q teilt [ zwar ¢° + 1, also die Ordnung
des (fixierten) Coxeter-Torus, nicht jedoch Terme der Form ¢' — (—1)" fiir 1 <
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i < e—1 (man vergleiche die Diskussion auf Seite 35 rund um die Gleichungen
(17)). Andererseits ist die Ordnung von GU,(q) gegeben durch

GU(q) = 4" T](a — (~1)").

=1

Mit der Voriiberlegung und der Grundvoraussetzung [ # p folgt die Behauptung.
OJ

Fixieren wir von nun an zu gegebenem unipotenten Block B, eine Defektgruppe D
von B, und einen Coxeter-Torus T' =: (t) von GU,(q), in dem D liegt (vergleiche
auch Lemma 2.2.20).

Dann konnen wir 7" mittels Lemma 2.2.21 in G einbetten, indem wir ¢ € T der
Matrix

t 0

~+
I

1

zuordnen. Den auf diese Weise eingebetteten Coxeter-Torus von GU,(q) bezeich-
nen wir - unter Missbrauch der doppelten Bezeichnung - ebenfalls mit 7.

Bevor wir eine im Sinne der Konstruktionsaufgabe geeignete Erweiterung von G
vorstellen, schauen wir auf einige strukturelle Eigenschaften von T

2.2.24 Lemma
Seien GU.(q) und T wie oben. Dann gilt:

Cov(T) =T.

Beweis: Fassen wir GU,(q) als Untergruppe der linearen Gruppe GL.(¢?) auf.
Der Beweis des Satzes 3.10 in [Hupl, S. 165 f] zeigt, dass jede zyklische, irreduzible
Untergruppe von G'L.(¢?) in einem Coxeter-Torus von G'L.(¢?) liegt; insbesondere
existiert ein Coxeter-Torus T} von GL.(¢?), in welchem T liegt. Nun ist einerseits
T1 N GU,(q) eine zyklische und irreduzible Untergruppe von GU,(q), andererseits
ist T" eine maximale zyklische irreduzible Untergruppe von GU,(q), so dass sogar
Gleichheit gilt:
T = T1 N GUE(Q)

Da [ die Ordnung von T teilt, liegt darin ein Element 2y, der Ordnung [. Wegen
der Voraussetzung (17) schlieBen wir genau wie im Beweis zu Lemma 2.1.15,
dass 2y e paarweise verschiedene Eigenwerte hat. Nun kénnen wir mit derselben
Argumentation wie im Beweis zu Satz 2.1.16 (hier fiir 7" statt D und fiir 77 statt
T) folgern:

CGLE(qZ)(T) =1T.



2.2. DER ERSTE TYP DES UNGLEICHMASSIGEN STERNS 41

Daraus folgt aber sofort

Cov.(T) = Car.)(T)NGU(q)
== T1 N GU6<Q)
= T.

O
Auch in diesem Abschnitt untersuchen wir den Normalisator und den Zentralisa-
tor von 7 in G.

2.2.25 Lemma
Mit den Bezeichnungen fiir G, e, n und T von oben gilt:

(a) Ca(T) =T x GU,_.(q).

(b) No(T) = Negu.@)(T) x GUp—e(q) = T x Ce x GU,—_c(q), wobei C, eine
zyklische Gruppe der Ordnung e ist.

Beweis:

(a) Wir zeigen die Behauptung an dem 7" erzeugenden Element

t 0

+
I

1

Betrachten wir zum Beweis die Matrix-Gleichung

mit entsprechend der Matrix ¢ dimensionierten Matrizen a, b, ¢, d, so dass

a b
c d
ein Element von GU,(q) ist.
Es gilt
t 0 a b | | ta tb
0 E,_. cd| | ¢ d

Lo el ]l ]

sowie
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<l

ein Element des Zentralisators von 7" in (G, so muss folglich gelten:

ta tb | |at b
c d | |et d}’

Ist

also
ta = at und (18)
tb = b und (19)
c¢ = ¢ und (20)
d = d. (21)

Wir diskutieren zunéchst die Gleichungen (19) und (20). Gleichung (19)
zeigt, dass eine von 0 verschiedene Spalte von b ein Eigenvektor von ¢ zum
Eigenwert 1 ist. Da t als Erzeuger des Coxeter-Torus 7" keinen Eigenwert 1
hat folgt, dass b die Nullmatrix ist.

Eine v6llig analoge Argumentation mit Zeilen statt Spalten zeigt, dass auch
¢ die Nullmatrix sein muss. Damit sind aber a und d invertierbare Matrizen,
so dass Gleichung (18) édquivalent mit a € Cqy,(g)(7) und Gleichung (21)
dquivalent mit d € GU,,_.(q) ist.

Somit ist Ce(T) = Cav,()(T) X GUp—c(q). Aus Lemma 2.2.24 folgt nun die
Behauptung.
Sei

{Z 2} € Ng(T)

mit der Matrix ¢ entsprechenden Dimensionen fiir a,b, ¢, d; da T zyklisch
ist, muss eine natiirliche Zahl r < ¢° 4 1 existieren mit ggt(¢® + 1,7) = 1

oan L a)-[al[b L]

Eine dem ersten Teil des Beweises analoge Rechnung liefert die folgenden
Matrixgleichungen:

ta = at” und (

tb = b und (

¢ = ct” und (24
= d. (

— — —— ——
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Gleichung (23) behandeln wir genauso wie Gleichung (19) aus dem ersten
Teil des Beweises, so dass wir bereits schlieen konnen, dass b die Nullma-
trix ist. Gleichung (24) zeigt, dass eine von 0 verschiedene Zeile von ¢ ein
Eigenvektor von t" zum Eigenwert 1 ist. Auch ¢" erzeugt 7', hat also keinen
Eigenwert 1. Somit ist ¢ die Nullmatrix.
Damit sind a und d invertierbare Matrizen, so dass Gleichung (22) dquiva-
lent mit a € Ngu,(q(T) und Gleichung (25) dquivalent mit d € GU,—.(q)
ist. Der Beweis der zweiten Gleichheit kommt nicht mehr mit den bisher
gewohnt elementaren Mitteln aus. Statt dessen miissen wir Ergebnisse aus
dem Gebiet der maximalen Tori zitieren. Die entscheidenden Aussagen fin-
den wir in [Ca, S. 87, Prop. 3.3.6] sowie [Ca, S. 97, Cor. 3.6.5]. Zur Sicher-
stellung der nétigen Voraussetzungen vergleiche man beispielsweise [Ve].
OJ

An dieser Stelle mochte ich bemerken, dass der einfache Zugang der Coxeter-Tori
in ein weitaus komplexeres Gebiet eingebettet werden kann, wie es beispielswei-
se im dritten Abschnitt in [Ca] geschieht. So findet man in [Ca, S. 86, Prop.
3.3.5] insbesondere Formeln zur Herleitung der Ordnung eines Coxeter-Torus,
die wir hier als vorher gegeben behandelt haben. Auch die Konjugiertheit aller
Coxeter-Tori, wie wir in Bemerkung 2.2.29 formulieren und mit elementaren Mit-
teln alleine wegen der Bedingungen (17) an p beweisen kénnen, 14sst sich in dieser
allgemeinen Betrachtungsweise auf direktem Wege beweisen.

2.2.26 Lemma
Seien G und T" wie oben. Zudem sei D die [-Sylowgruppe von T'. Dann gilt:

(a) Ca(D) =T x GU,_.(q).
(b) Na(D) = Ng(T).
Beweis:

(a) Analog dem Beweis zu Lemma 2.2.25 werden die entsprechenden Matrixglei-
chungen aufgestellt und diskutiert. Mit der gleichen Argumentation kann
sofort

Ce(D) = Cau,(g)(D) x GUp—c(q)

gefolgert werden. Bleibt nur noch der Beweis der Aussage Cqu,(q)(D) =T
Wir bezeichnen auch hier, wie im Beweis zu Lemma 2.2.24, den Coxeter-
Torus in GL.(¢%), in dem T liegt, mit 7}. Dann wissen wir bereits nach
Lemma 2.1.13, dass Cgy, (g2)(D) > T} ist. Jetzt folgen wir genau den Argu-
menten des Beweises zu Satz 2.1.16 (mit 7 statt 7'), um Cgp 2 (D) = Th
schliefen zu kénnen. Wir benutzen abermals Ergebnisse aus dem Beweis zu
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Lemma 2.2.24, indem wir folgern:

Cav.)(D) = Car.g)p) NGU(q)
= TiNGUq)
= T.

Man beachte auch hier, dass wegen der Bedingungen (17) wie im Beweis zu
Satz 2.1.16 vorgegangen werden kann.

(b) Wir konnen die gleiche Argumentation fithren wie im Beweis zu [Hupl,
S. 187 ff, Satz 7.3 (a)], nachdem wir dortiges 7 bzw. (T") durch unseren
fixierten Coxeter-Torus T" bzw. D ersetzt haben. Wegen der Teilbarkeitsbe-
dingungen (17) sind dann die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, so dass
dieser Teil des Beweises fiir unsere Zwecke verfolgt werden kann. U

2.2.27 Bemerkung

Ahnlich wie im letzten Abschnitt sei o := QYF der eingeschriankte Frobenius-
Automorphismus.

Dann operiert (o) geméf Bemerkung 2.1.9 auf GL,(¢?).

Da wir Blocke von GU,(q) anschauen, miissen wir die Operation so anpassen, dass
zum einen GU,(q) und der oben fixierte Coxeter-Torus 7" von GU,(q) invariant
bleiben und zum anderen die daraus resultierende semidirekte Erweiterung von
geeigneter Ordnung ist.

2.2.28 Bemerkung
Mit den Bezeichnungen von oben gilt:

a(GUn(q)) = GU(q)-
Beweis: Sei z € GU,(q), d.h. es gilt
2z = E,.

Dann ist
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Damit ist «(z) ein Element von GU,(q). O
Wie der Beweis zeigt, gelten entsprechende Aussagen auch fiir andere Potenzen
von «. Um spéter Erweiterungen von geeigneter Ordnung zu finden, wird fiir uns
a? von Interesse sein.

2.2.29 Bemerkung
Die Coxeter-Tori von GU,(q) sind in GU.(q) konjugiert.

Beweis: Nach den Sylowsétzen sind die [-Sylowgruppen von GU,(q) darin kon-
jugiert. Zudem sind die Coxeter-Tori von GU,(q) zyklische Gruppen, in denen
nach Lemma 2.2.23 die [-Sylowgruppen von GU,(q) liegen, was die Konjugiert-
heit derselben erzwingt. 0J
Man beachte, dass diese elementare Beweismethode hier nur wegen der starken
Bedingungen moglich ist, die wir an p stellen.

Wir haben jetzt die nétige Theorie hergeleitet, um die zum Ziel fithrende Opera-
tion auf G zu formulieren.

2.2.30 Definition und Bemerkung
Seien G = GU,(q),« und T wie oben.

(a) Mit o? bezeichnen wir auch den gemifl Bemerkung 2.2.28 bewirkten Auto-
morphismus von G. Dann ist || = f in Aut(G).
Der Automorphismus o lisst auch die Untergruppen GU,(q) und GU,,_.(q)
von G fest.

(b) Wir setzen G := G x (a). Dann ist |G| = |G|- f. Nach den Grundvorausset-
zungen von Seite 32 teilt [ insbesondere nicht den Grad f der Erweiterung.

(c) Es ist o*(T) ebenfalls ein Coxeter-Torus von GU,.(q). Nach Bemerkung
2.2.29 existiert folglich ein Element gy € GU.(q), so dass go[a*(T)]gy' =T
1st.

(d) Setze o := (go, a?) € G. Dann ist T invariant unter o. Zudem gilt
G = G(o).

Beweis:

(a) Die Behauptung iiber den Erweiterungsgrad ist klar. Auch die behauptete
Invarianz der Untergruppen ist offensichtlich, sobald man die Einbettungen

n:GUAg) — GU(g)

g 0
g = I 0 En—e :| )
12: GU,_e(q) — GU,(q)
[ E. 0
L 0 g

g —

betrachtet.
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(c) Da o? ein Automorphismus von GU,(q) ist und GU,(q) invariant léisst, ist
a?(T) ebenfalls eine irreduzible zyklische Gruppe der Ordnung ¢¢ + 1, also
ein Coxeter-Torus von GU,(q).

(d) Wir folgen analog dem Beweis zu Definition und Bemerkung 2.1.10(d), in-
dem wir dort @ durch o? ersetzen. U

An dieser Stelle ist es notig, einen kleinen Exkurs zu machen, um in kurzer Form
ganz bestimmte unipotente Charaktere hervorzuheben. Ich habe bereits oben an-
gedeutet, dass sich viele Elemente der Beweise dieser Arbeit in einem viel grofieren
Themenkomplex, wie er beispielsweise in [Ca] behandelt wird, verstehen lassen.
Auch die unitdre Gruppe hat dort eine andere Beschreibung, als wir sie in dieser
Arbeit finden. So lésst sich GUg(q) (fiir eine natiirliche Zahl k) als Menge der
Fixpunkte von GLj(F,) unter einem sogenannten Frobeniusmorphismus F' ver-
stehen, der in diesem Fall x € GLi(F,) auf (z7!)* abbildet.

Weiter finden wir im Abschnitt 7.2 in [Ca] eine Einfithrung der so genannten
verallgemeinerten Charaktere von Deligne-Lusztig, wie wir sie in einem spéte-
ren Beweis benotigen werden. Wir iibernehmen die Schreibweise aus [Ca] und
bezeichnen einen solchen verallgemeinerten Charakter mit R%g’“(q) fiir einen F'-
stabilen maximalen Torus 7" von GUj(q) und einen irreduziblen Charakter 6 von
T. Aus diesem Kontext heraus findet sich {ibrigens auch die Definition fiir uni-
potente Charaktere, die wir oben nur als besondere Teilmenge der gewo6hnlichen
Charaktere eingefiihrt haben. Fiir weitere Einzelheiten verweise ich auf den ent-
sprechenden Abschnitt in [Ca].

Nach Einfithrung dieser Terminologie konnen wir jetzt die eigentliche, fiir uns
wesentliche Definition einfiigen:

2.2.31 Definition
Ein Charakter y € Irr(GUk(q)) heisst kuspidal, falls fiir alle echten Levi-Unter-

gruppen L von GU(q) gilt:

RiZk(Q) =0.

Die Existenz von kuspidalen unipotenten Charakteren behandelt der néchste
Satz:

2.2.32 Satz

Die Gruppe GUi(q) hat genau dann einen kuspidalen unipotenten Charakter,
wenn k von der Form w fiir eine natiirliche Zahl r ist. In diesem Fall hat
GUy(q) genau einen kuspidalen unipotenten Charakter, der durch eine Partition
K parametrisiert wird, die dquivalent ist zur Partition k' F (1,2,...,r). Die Par-

tition k ist dann ein 2-Kern.

Beweis: Man vergleiche [HiKe, S. 395 f, Abschnitt 5.2]. ) U
Kommen wir zur darstellungstheoretischen Diskussion von G. Nach Festlegen
der Parameter n und ¢ (unter Beriicksichtigung aller Bedingungen) finden wir
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einen unipotenten [-Block B, von G mit zyklischer Defektgruppe, so dass der
zugehorige Brauer-Baum ein reeller Stamm mit e Kanten wie in Bild (2.2.1) ist.
Erinnern wir uns: B, ist ein zyklischer Block von G, dessen Defektgruppe D in
GU,(q) liegt und der durch den e-Kern x F n — e charakterisiert ist. Zum anderen
finden wir in G die Untergruppe

GU.(q) x GUp—c(q) < G.

In GU,_.(q) fixieren wir den unipotenten, kuspidalen Charakter x, vom Defekt
0 (vergleiche Satz 2.2.19). Dies ist moglich, da nach der Steck-Methode in 2.2.15
n — e genau von der Form r(r + 1)/2 fiir ein geeignetes r € N ist. Vollig analog
zum linearen Fall ist CGUe(q)(D>/D = T/D =: L,also T' = D x L, so dass der
kanonische Charakter von B, gleich \g := 17 ® x, ist. Wir wissen bereits, wie
der zugehdrige Brauer-Baum aussieht, insbesondere dass [T, (p)(Ao) : Ca(D)| =

|INo(D) : Cq(D)| = e gilt. Analysieren wir jetzt die erweiterte Gruppe G genauer.

2.2.33 Lemma
Mit den Bezeichnungen von oben gilt:

Ce(D) = Ca(D) = Cau. (g (D) x GUp-c(q).

Beweis: Nach Ersetzen von a durch o? folge man dem Beweis von Satz 2.1.17,
indem wir auch hier annehmen, der Zentralisator von D werde beim Ubergang
von G zu G grofer. Dann erhélt man analog zum obigen Beweis die Bedingung:

l|p2i+f'k°fl'irein1§i§f—1undein0§k0§e—1. (26)
Als hochstmogliche Potenzen von p ergeben sich somit

20f =1+ fle—1).

Dies formen wir um zu

2f =D+ fle—=1) = 2f-2+ef - f
= fH+ef—2
< fHef—1<2ef —1.

Dies zeigt uns, dass Gleichung (26) im Widerspruch zu den Voraussetzungen in
(17) steht, die p erfiillt. Damit finden wir in D ein Element, das von keinem
Element aus G\ G zentralisiert wird. O

2.2.34 Bemerkung ) R
Mit den Bezeichnungen von oben gibt es genau einen Block B von G, der B,

iiberdeckt; es gilt sogar B = (B,)°.
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Beweis: Vgl. [Alp, S. 106, Theorem 1 (5)]. O
Zum Nachweis, dass B von der in der Konstruktionsaufgabe gegebenen Gestalt
ist, miissen wir fiir den Tréagheitsindex

é = |TNG(D)<>\O) . CG(D)| =€ - f

nachweisen. Um dies zu zeigen, muss nach dem letzten Lemma 2.2.33 nur noch der
Index [T (p)(x0) : Tng(p)(X0)| bestimmt werden. Der Ubersicht wegen fiihren
wir nochmals alle relevanten Invarianzen auf:

2.2.35 Bemerkung
Seien GG, T, D und o wie oben. Dann gilt:

Das Element o lasst D invariant.

Beweis:

(a) Die Behauptung folgt aus der Invarianz von T unter ¢ und der Eigenschaft
von D, charakteristische Untergruppe von 7' zu sein.

(b) Man vergleiche Definition und Bemerkung 2.2.30(a).

(c¢) Auch hier vergleiche man Definition und Bemerkung 2.2.30(a).

(d) Diese Invarianz folgt aus derjenigen von D.

(e) Dies folgt direkt aus der Invarianz von D unter o. O

2.2.36 Lemma
Der kuspidale unipotente Charakter x, ist invariant unter o|qu,_.(q)-

Beweis: Wir miissen diese Behauptung nur fiir den Automorphismus o' :=
ajqu,_.(q) zeigen. Dies geschieht in zwei Schritten. Zuerst zeigen wir, dass o
die unipotenten Charaktere von GU, _.(q) permutiert:

Die Deligne-Lusztig-Varietaten B, definiert im Abschnitt 7.7 in [Ca], werden
durch o/ permutiert, so dass wir mittels [Ca, S. 202, Property 7.1.5] und [Ca, S.
250 f, Theorem 7.7.11] auf

G n—e — G n—e .
RTUI,J,l (q)((o/) 'g) = RTg(w)éq) (¢) fiir alle g € G,_e(q),
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also auf (
! GUn75 GUnfe
@ (RTu,,l (Q)) — RTO/( 1‘1)

w)
schliefen konnen. Mittels der Verkniipfung von unipotenten Charakteren und
verallgemeinerten Charakteren, wie wir sie beispielsweise in Kapitel 12 in [Ca)
finden, folgt die erste Behauptung.

Jetzt zeigen wir, dass o kuspidale Charaktere auf kuspidale abbildet, so dass
nach der Eindeutigkeit des unipotenten kuspidalen Charakters in Satz 2.2.32
a’(x,.i) = x, und folglich die behauptete Invarianz folgt. Zunéchst stellen wir fest,
dass es ein «/-stabiles (B, N)-Paar gibt, so dass fiir alle Levi-Untergruppen L von
GU,—e(q)

YR () = RO ()

gilt. Da die y, kuspidal ist, folgt aus der oberen Gleichung
GUnfe Dé/
0= Ry (" (x))

fiir alle Levi-Untergruppen L von GU,_.(q), was die Kuspidalitdt des Charak-
ters @ (x,.) beweist. Nach dem ersten Schritt ist jedoch (y,) ein unipotenter
Charakter, so dass insgesamt die Behauptung folgt. 0

2.2.37 Lemma
Fiir die Tragheitsgruppe von g gilt:

Beweis: Nach Bemerkung 2.2.35(a) ist Na(D) = (Ng(D), o). Dariiber hinaus
ist 17 ® x, invariant unter Ng(D) und nach Lemma 2.2.36 unter o. Insgesamt
folgt damit die Behauptung. 0
Nach dem letzten Lemma folgt schlieflich:

T 0)(Mo) : Ting(p)(Mo)| = [Ng(D) : Na(D)
= [o)| =T

Zum Abschluss der Indexbetrachtungen fassen wir zusammen:

€:=|Tnyp)(Xo) : Ce(D)] = |Tnym)(ho) : Ca(D)
= [Ty (M) : Na(D)| - [Na(D) : Ce (D))
= [Ne(D): Na(D)|-e
= f-e.

Wieder machen wir von Lemma 3.2 in [Fei84] Gebrauch und wissen, dass der
reelle Stamm der Form (2.2.1) am exzeptionellen Knoten zu einem Stern der
gewiinschten Form aufklappt. Die auf diese Weise gefundene Gruppe G ist folglich
eine Losung der Konstruktionsaufgabe.
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2.2.6 Zusammenfassung

2.2.38 Satz
Seien [ eine ungerade Primzahl sowie s, t, f,d € N natiirliche Zahlen, so dass zum
einen s +t =: e ungerade ist und zum anderen

2ef |1—1

gilt.
Dann exisitieren unendlich viele Primzahlen p, die die Bedingungen

I 1 p'—1fiirallel <i<2ef —1,
| p* -1

erfiillen. Die Primzahl kann sogar so gewéhlt werden, dass zusétzlich
1) p* -1

gilt.

Fiir alle diese Primzahlen gilt mit der Bezeichnung fiir o auf Seite 44:

Es gibt eine natiirliche Zahl n und einen e-Kern k, so dass der Brauer-Baum des
Brauer-Korrespondenten des zu k korrespondierenden unipotenten Blocks von
GU,(p") in der Gruppe GU,,(p’) x (a?) ein Stern mit f Fliigeln der Kantenlinge
s und f Fliigeln der Kantenlédnge t ist. Im Zentrum dieses Sterns sitzt der exzep-
tionelle Knoten der Vielfachheit lde—}l 0

2.3 Der zweite Typ des ungleichméfligen Sterns

2.3.1 Konstruktionsaufgabe

Wir werden in diesem Abschnitt eine Gruppe konstruieren, die zu gegebener
ungerader Primzahl [ einen [-Block mit einem Brauer-Baum von der Form ,un-
gleichméBiger Stern, zweiter Typ“ hat. Analog den Vorgehensweisen der letzten
beiden Abschnitt schauen wir uns dazu erst Gruppen mit einem [-Block mit
Brauer-Baum der folgenden Form an:

Ps o o - @ P (& P ® @ o °

— s Kanten ——F+—— t Kanten —A (2.8.1)
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Die Bezeichnung ,,zweiter Typ* bezieht sich auf die Summe s + ¢, die jetzt eine
gerade Zahl ergeben muss. Die Konstruktionsaufgabe lautet nun: Gegeben sei
eine beliebige ungerade Primzahl [. Zudem seien natiirliche Zahlen s und ¢, deren
Summe s+t =: 2¢e eine gerade Zahl ergibt. Zudem sei f > 1 gegeben, so dass die
Bedingung

2ef |1—1
erfiillt ist. Konstruiere eine Gruppe G, die einen [-Block hat, dessen zugehériger
Brauer-Baum vom zweiten Sterntyp ist, d.h. f Fliigel mit je s Kanten und weitere
f Fliigel mit je ¢t Kanten hat.
Wir werden zur Losung der Konstruktionsaufgabe semidirekte Erweiterungen von
symplektischen oder speziellen orthogonalen Gruppen betrachten, je nachdem zu
welchen Hilfsparametern uns [, e und f fiihren.
Auch hier kann die Konstruktionsaufgabe durch Vorgabe der Vielfachheit des ex-
zeptionellen Knotens erweitert werden. Eine Losung dieser Erweiterung kniipft an
die Losung der obigen Konstruktionsaufgabe an, indem die gleichen Schritte wie
in Unterabschnitt 2.1.6 durchgefiithrt werden. Fiir die Herleitung der eigentlichen
Losung verzichten wir daher auf diese Erweiterung der Aufgabe.

2.3.2 Hilfsmittel

Auch hier fithren wir zuerst technische Hilfsmittel ein, die uns bei der eigentlichen
Konstruktion zu einer gewissen Ubersicht verhelfen.

2.3.1 Definition
(a) Ein Symbol A = {X,Y} ist eine Menge von Teilmengen X,Y C Nj der
natiirlichen Zahlen.

(b) Ein Symbol heifit degeneriert, falls X =Y gilt.

(c) Zwei Symbole A; = {X1,Y1} und Ay = {X5, Y5} heiflen dquivalent, falls ein
d € Ny existiert mit

Xy =1[0,d—1U(X;+d) und Yo = [0,d — 1] U (Y7 + d)
oder X; =[0,d—1U(Xs+d)und Y; =[0,d — 1] U (Y2 +d).

2.3.2 Definition
Sei A = {X,Y} ein Symbol.

(a) Der Defekt def(A) von A ist die Differenz
def(A) = ||X] = |Y]|.

(b) Der Rang rg(A) von A ist definiert durch:

rg(A) = Zm+2y— (%)2

reX yey
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(c) Ein Kohaken v von A ist ein Paar (y,z) € N2 mit 0 < y < x und

y €Y undre X
oder y € X undz €Y.

Die Differenz x — y := m heifit die Linge des Kohakens v und wir nennen
dann v einen m-Kohaken.

Wir werden im spéteren Verlauf das Prinzip der Kohaken zu Hilfe nehmen und
dahin gehend weiter fithrende Definitionen vorstellen.

2.3.3 Definition und Bemerkung
Seien A = {X,Y} ein Symbol und e € N eine natiirliche Zahl. Sei v = (y, z) ein
Kohaken von A, wobei z € X [bzw. x € Y] ist. Das Symbol A’ = { X", Y’} mit

X =X\{z} und Y =Y U{y}
bzw. Y’ =Y \{z} und X' = X U {y}]

erhalten wir durch Wegnehmen von v. Analog erhélt man A aus A’ durch Hin-
zufiigen von v.

Der e-Kokern Ay, von A ensteht durch sukzessives Wegnehmen von e-Kohaken,
bis das zuletzt entstandene Symbol A, keinen e-Kohaken mehr enthélt. Der e-
Kokern von A ist durch A eindeutig bestimmt.

Ist A, degeneriert und A # A, so werden beide Kopien von A, als e-Kokern
verstanden.

Ahnlich wie im letzten Abschnitt kénnen wir das Hinzufiigen oder Wegnehmen
von Kohaken eines Symbols an Hand von Abakus-Diagrammen visualisieren.

2.3.4 Definition
Seien e € N eine natiirliche Zahl und A = {X, Y} ein Symbol.

(a) Ein 2e-Abakus-Diagramm ist ein Abakus mit 2e Zéhlketten, die man von
links beginnend wie folgt nummeriert:

Ol 1[ (6—1)1 Or 1r (6—1)T
e (e+1) ... (2e—1), e (e+1), ... (2e—1),

(2¢); (2e+1); ... Be—1); (2¢), (2¢e+1), ... (Be—1),

Die Zeilen werden bei 0 beginnend von oben nach unten nummeriert.

(b) Ein 2e-Abakus heifit ein zu A gehdoriges 2e-unitires Diagramm, falls es auf
folgende Weise mit Perlen besteckt wurde:
Die Mengen X und Y werden mit [ oder r identifiziert, z.B. X mit [ und
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Y mit r. Fiir t € Ny und 0 < i < e — 1 stecken wir eine Perle auf die i;-te
Kette und Reihe ¢, falls ¢ eine gerade Zahl und i+t-e =: 2’ ein Element von
X ist, oder falls ¢ eine ungerade Zahl und 2z’ ein Element von Y ist. Analog
wird eine Perle auf die i,-te Kette und Reihe ¢ gesteckt, falls t gerade und
i+t-e =:y ein Element von Y ist, oder falls ¢t ungerade und 3/ ein Element
von X ist.

Kurz gesprochen werden Perlen fiir Elemente aus X in der linken Abakus-
Halfte auf geraden Reihennummern und in der rechten Abakus-Hélfte auf
ungeraden Reihennummern positioniert (entsprechend umgekehrt fiir Ele-
mente aus Y).

Wir nennen eine Perle z, falls sie auf der Positionsnummer x steckt.

2.3.5 Beispiel
Seien e = 5 und A = {X, Y} mit

X ={0,1,3,5,7,9,10,11,12}
Y ={2,3,4,5,9,11}

Als zugehoriges 10-unitéares Diagramm erhélt man:

0; L2 3% 4 0 1, 2 3 4

0 ® 1 ) 2 3 ® 4 0 1 2 o 3 ® 4 ®
5 ® 6 7 8 9 ® 5 6 7 0) 8 9 q
10 D 11( 12() 13 14 10 11. 12 13 14

Dabei entsprechen die nicht-ausgefiillten Perlen den Elementen aus X, die aus-
gefiillten Perlen den Elementen aus Y.
Die 5-Kohaken (y,z) von A sind die folgenden:
re X (0,5) (6,11) (7,12)
zreY (49 (6,11)
Nach Entfernen dieser Kohaken erhalten wir ein Symbol A’ = { X’ Y’} mit

X' =1{0,1,3,4,6,7,9,10}
Y =1{0,2,3,4,5,6,7}.

Man sieht, dass A’ noch zwei weitere Kohaken, ndmlich v = (1,6) und v =
(2,7), besitzt. Nach Wegnehmen dieser Haken erhalten wir den 5-Kokern A, =
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{X oo, Yoo} mit

Xoo ={0,1,2,3,4,7,9,10}
Y =1{0,1,2,3,4,5,6}.

Das korrespondierende 10-unitidre Diagramm von A, sieht dann wie folgt aus:

O 1o 220 30 ‘0 ‘e '@ 2 3 ‘e

10 D 11 12 13 14 10 11 12 13 14

2.3.6 Bemerkung
Das Wegnehmen eines e-Kohakens v = (y,x) von einem Symbol A entspricht
dem Hinaufschieben der Perle = auf die dariiber liegende (freie) Position y.

2.3.7 Definition

Gegeben seien ein Symbol A = {X,Y}, e € N und das zu A gehorige 2e-unitére
Diagramm. Dann heifit die Perle, die auf der untersten Position einer Kette steckt,
Indikatorperle des Diagramms.

2.3.3 Theoretische Grundlagen

Ganz analog zum letzten Abschnitt werden wir zunéchst Gruppen suchen, die
einen Block mit Brauer-Baum der Form (2.3.1) haben. Auch hier werden uns die
Ergebnisse aus der Arbeit [FS1] von Fong und Srinivasan die nétige Grundlage
bieten.

Fixieren wir zunéchst die Grundvoraussetzungen fiir die folgenden Unterabschnit-
te:

Wie immer sei [ eine fest gewédhlte ungerade Primzahl. Weiterhin seien p eine
ungerade, von [ verschiedene Primzahl, ¢ = p" mit r € N eine Potenz von p sowie
n = 2m € N eine gerade natiirliche Zahl.

Wie sich spéter (vgl. Bemerkung 2.3.15) herausstellt, miissen fiir diese Sternform
drei verschiedene Gruppentypen in Betracht gezogen werden. Zur Einfiihrung
derselben folgen wir im Wesentlichen [HiKe|: Mit G,,(¢q) bezeichnen wir eine der
folgenden Gruppen:
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(a) Die symplektische Gruppe Sp,(q) eines n-dimensionalen Vektorraums
iber F, mit einer nicht-degenerierten symplektischen Form und einer gera-
den Zahl n = 2m.

(b) Die spezielle orthogonale Gruppe SO, (q) eines n-dimensionalen Vektor-
raums iiber [, mit einer quadratischen Form mit maximalem Witt-Index
und gerader Zahl n = 2m.

(c) Die spezielle orthogonale Gruppe SO, (¢) eines n-dimensionalen Vektor-
raums iiber F, fiir gerades n = 2m mit einer quadratischen Form, deren
Witt-Index n/2 — 1 ist.

Weiter seien d und e € N definiert durch
d:=|g|; und e := \q‘Q\l,

die Ordnung von q € Z/ZZ bzw. von ¢* € Z/ZZ
Es gilt dann
o { d, falls d ungerade
| d/2, falls d gerade.

(Man vergleiche zum Beispiel [HiKe, S. 400]). Im ersten Fall nennt man [ linear
fir G,(q), im zweiten Fall unitar fir G,(q).

Auf dem Weg zur Konstruktion wird uns vor allem die Theorie der Symbole
und deren Kohaken beschéftigen, die mit den unitdren Primzahlen fir G,(q)
zusammenhéngt. Schauen wir uns daher die Bedeutung von unitéren Primzahlen
ndher an:

Es ist also e € N definiert durch e := |¢?|; und es gelte |q|; = 2e, d.h. [ sei
unitér fiir G, (q). Diese Voraussetzung iibersetzt sich dann folgendermafien in
Teilbarkeitsbedingungen:

I (@ —1undl4(¢®)" —1, firalle0<i<e—1
sowie [ |¢* —1 undit¢’ —1, firalle0<j<2e—1. (27)

Die erste Teilbarkeitsbedingung zeigt, dass
l|g°—1oderl|qg°+1

gilt, wihrend die (verneinende) Teilbarkeitsbedingung der zweiten Zeile aus (27)
| ¢¢ — 1 ausschliefit.

Fiir unitdre Primzahlen [ fir G,(¢) muss ¢ also eine Primzahlpotenz sein, die
sowohl [ | (¢?)¢ — 1 als auch [ | ¢° + 1 erfiillt. Diese Bedingungen reichen alleine
nicht aus, um die spétere Sternform zu garantieren. Wir benotigen aber erst im
ndchsten Unterabschnitt die Formulierung der stédrkeren Bedingungen an p, da
zur Bereitstellung der theoretischen Grundlagen diese geniigen, so dass wir jetzt
nur (27) voraussetzen.
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Sei daher von nun an [ unitér fiir G,,(q).

Weiter sei By ein unipotenter [-Block von G mit zyklischer Defektgruppe, der
durch den e-Kokern A = {X Y} charakterisiert ist (bzgl. der theoretischen
Hintergriinde der unipotenten Blocke vergleiche man beispielsweise [FS1] oder
[HiKe]).

2.3.8 Bemerkung

Einige Eigenschaften der oben aufgefithrten Gruppen konnen mittels ihrer Ma-
trix-Darstellungen besser iiberschaut werden. Auch hier folgen wir [HiKe].

Seien F, ein algebraischer Abschluss von F,, n = 2m und a? der Standard-
Frobenius-Automorphismus von GLn(Fq), der jeden Eintrag in die g-te Potenz
erhebt.

Nach Wahl einer Basis kann diese Notation auf GL(V) fiir einen n-dimensionalen
Vektorraum V iiber F, ausgeweitet werden.

Sei zudem V' versehen mit einer nicht-degenerierten symplektischen bzw. quadra-
tischen Form [ bzw. (). Dann bezeichnen wir mit I(V,3) die Isometriegruppe
von (V,3) und mit [y(V, 3) den Durchschnitt von I(V,3) und SL(V). Der Vek-
torraum V habe die (geordnete) Basis (v1, ..., vy, U] ,v1). Mit J,,, bezeichnen

e
wir die m x m-Matrix
1

(a) Sei B :V x V — F, die nicht-degenerierte symplektische Form, definiert
durch:

B(vi,v5) = 0= B(v,v;) und B(v;,v}) = 0 fiir alle 1 < i, 5 < m.

1) 7]

Dann ist die Menge der a¢-Fixpunkte G := (I(V,3))%" von I(V;[3) iso-
morph zu Spy,,(q). Mit

= 0 Jn

Jom = { ~Jn 0 }

gilt insbesondere:

G= {l‘ € GLQm(Q) | xthmx = ij}

(b) Sei Q : V — F, die quadratische Form, definiert durch:

m

Q(Z Tv; + Thuy) = Z T (28)
i=1

i=1
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Dann ist die Menge der a4-Fixpunkte G := (Io(V,Q))* von Ih(V, Q) iso-
morph zu SO;, (q). Insbesondere ist

G = {.I € GLQm(Q) | ZEtJQm(L’ = ng}

(¢) Seien V und @ wie in (b) und m > 1. Zudem sei § der Automorphismus
von V, der v, und v}, vertauscht, wiahrend alle anderen Basis-Vektoren fest
bleiben. Mit F' := @%0ad § ist dann die Menge der F-Fixpunkte (Io(V, Q))"
von Iy(V, Q) isomorph zur speziellen orthogonalen Gruppe SO,,,(q).

Fiir die Ordnungen gilt jeweils mit € = +1:
(2) [Spam(@)] = ¢ [T (¢* = 1) und

(b) [50%,,(q)| = ¢™™ V(g™ — &) TI"1 " (¢* — 1).

Beweis: Man vergleiche [HiKe, S. 389 ff] sowie [Tay, S. 70 und S. 141]. O
Schauen wir uns nun Sétze und Ergebnisse beziiglich der unipotenten Charaktere
von G,(q) an.

2.3.9 Definition

Seien V und G, (q) wie in den Grundvoraussetzungen.

Die unipotenten Charaktere von G,,(q) werden (unabhingig von ¢) durch Aqui-
valenzklassen von Symbolen parametrisiert. Einen unipotenten Charakter, der
durch das Symbol A parametrisiert wird, bezeichnen wir mit y,. Die genaue
Parametrisierung in der Gruppe G, (q) erfahren wir im néchsten Satz.

2.3.10 Satz
Seien V' und G,(q) wie in den Grundvoraussetzungen, n = 2m > 2 und A eine

Menge von Représentanten von Aquivalenzklassen von Symbolen. Dann gilt in
den einzelnen Fiéllen fiir G, (q):

(a)
I unipot (SPam(@)) = {xa | A € A, rg(A) = m und def(A) ungerade}.
(b)
I unipot (SO3(0)) = {xa | A € A, rg(A) = m und def(A) = 0(mod4)}.
(c)
[T unipot (SO (2)) = {xa | A € A, rg(A) = m und def(A) = 2(mod4)}.

Beweis: Man vergleiche z.B. [HiKe, S. 396 ff]. O
Die folgenden Satze verkniipfen die Theorie der Symbole und deren Abakus-
Diagramme mit Charakteren und Brauer-Baumen.
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2.3.11 Satz

Seien [,V und G,(q) wie in den Grundvoraussetzungen, so dass [ unitér fiir G, (q)
ist. Weiter sei Bp ein unipotenter Block mit einem e-Kokern A = {X,Y} wie in
den Grundvoraussetzungen beschrieben. Ohne FEinschrankung nehmen wir an,
dass def(A) = | X| — |Y| > 0 gelte und dass auf jeder Position der Reihe 0 des zu
A gehoérigen 2e-unitidren Abakus eine Perle stecke. Die Menge der Indikatorperlen
wird auf folgende Weise geordnet:

o1 > 09 > -+ > 0 seien die der Grofe nach geordneten Indikatorperlen, die X
zuzuordnen sind, wahrend
T > Ty > --- > 7y die der Gréfie nach sortierten Indikatorperlen bezeichnen, die

Y zuzuordnen sind.

Dann parametrisieren die Symbole Ay, und A, die aus A durch jeweiliges Zufiigen
des e-Kohakens (0;,0;+¢) fiir 1 <1i < s bzw. (1;,7;+e€) fiir 1 < j <t entstehen,
die nicht-exzeptionellen Charaktere von By.

Die so parametrisierten Charaktere bezeichnen wir fortan mit x,, bzw. mit x..

Beweis: Man vergleiche [FS1, S. 13]. O

2.3.12 Satz
Die Menge aller unipotenten [-Blécke von G,,(q) (mit n = 2m), die eine zyklische

Defektgruppe haben, stehen in Korrespondenz zur Menge aller e-Kokerne A mit
rg(A) =m —e, d.h.

{B | B ist ein unipotenter [-Block von G,(q)}
T1-1
{A | A € A ist ein e-Kokern mit rg(A) = m — e}.

Beweis: Die Behauptung folgt aus den Sdtzen 2.3.10 und 2.3.11. U

2.3.13 Satz
Seien By und A wie in den Grundvoraussetzungen und s,t wie in Satz 2.3.11.
Zudem sei A nicht-degeneriert.

(a) Esist s = e+ def(A) und t = e — def(A).

(b) Der Brauer-Baum von B, ist von der Gestalt:

Xo1  Xoa Xos Xt X2 X

Dabei ist der Knoten zwischen o, und 1; der exzeptionelle Knoten des Bau-
mes.
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Beweis: Man vergleiche [FS1, S. 21 ff]. O
An dieser Stelle mochte ich bemerken, dass wir Gruppen mit Brauer-Baumen kon-
struieren wollen, die einer Entfaltung eines reellen Stammes von obiger Gestalt
entstammen. Dabei ist jetzt nur der Fall s  t von Interesse, da der andere im vor-
letzten Abschnitt (,,Der gleichméfige Stern“) abgehandelt wurde. Wir benotigen
daher nicht die Theorie der degenerierten Symbole.

Auch hier liefern uns die oben zitierten Sétze einen Brauer-Baum in gewiinsch-
ter (Vor-)Form, allerdings bei vorher gegebener Gruppe. Unsere Aufgabe besteht
aber genau in der Konstruktion derselben, auf die erst dann die Theorie ange-
wendet werden kann.

2.3.4 Die Bedingungen an ¢, f und p

Mit obigen Ergebnissen vor Augen schauen wir auf die auf Seite 54 beschriebenen
Gruppen G, (q), fir die wir bis jetzt weder den Parameter n noch den zu Grunde
liegenden Korper F, kennen. Die einzigen Parameter, die feststehen, sind [, e, s,
und ¢ (vergleiche Konstruktionsaufgabe). Nach Festlegung der Primzahl p setzen
wir ¢ := p/. Aus dem letzten Unterabschnitt wissen wir bereits, dass p so gewiihlt
sein muss, dass [ unitar fir G,(q) ist. In der Anwendung des Primzahlsatzes
von Dirichlet und der Darstellung von Normalisatoren und Zentralisatoren von
Defektgruppen, werden wir allerdings stérkere Forderungen an p stellen miissen.
Losen wir das Geheimnis und formulieren alle nétigen Bedingungen:

2ef | 1—1,
I 4 p—1fiirallel <i<2ef—1,
1| P —1=¢"-1. (29)

Die Existenz von p ist wieder durch den Primzahlsatz von Dirichlet (Satz 2.1.18)
gesichert; mit m = [ und a € Z, so dass |a|, = 2ef gilt, finden wir ein geeignetes
k, € N, so dass a + lk, =: p(# 2) eine Primzahl ist und somit die Theorie
des letzten Abschnitts angewendet werden kann. Eine solche Primzahl p wollen
wir von nun an fixieren. Man beachte, dass durch die Bedingungen (29) auch
weiterhin [ unitér fiir G, (q) ist.

Es ist jetzt - losgelost von der speziellen Theorie der klassischen Gruppen G,,(q)
- moglich, ein Symbol A = {X, Y} zu finden, das mittels Satz 2.3.10 auf einen in
unserem Sinne geeigneten Wert fiir n fiihrt:

2.3.14 Satz

Seien e und s # t natiirliche Zahlen, die s +t = 2e erfiillen. Dann existiert ein
Symbol A = {X,Y}, so dass auf dem korrespondierenden 2e-unitéiren Diagramm
genau s zu X gehorige und t zu Y gehérige Indikatorperlen stecken und dessen
gesamte erste Zeile mit Perlen besetzt ist.
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Beweis: Der Beweis gibt eine Methode an, die ein Symbol in e-Kokern-Form
herausgibt.

Sei ohne Einschrénkung 0 < ¢ < e (beachte s # t); vertausche sonst die Zuord-
nung von X bzw. Y zu [ bzw. r im Abakus-Diagramm und betrachte s. Unter
dieser Voraussetzung fiir ¢ beginnen wir mit der Zuordnung der Perlen fiir X bei
Ol, fir Y bei OT.

Wir stecken zunéchst auf jede Position der ersten Zeile Perlen. Anschlieend bele-
gen wir eine Zahlkette i der Reihe 1 auf der rechten Abakushélfte mit einer Perle,
falls 0, <i < (e —1+1t), gilt. Dadurch lassen wir auf der rechten Abakushélfte
der Reihe 1 so viele Zahlketten unbesteckt, wie ¢ vorgibt. Die linke Abakushélfte
legt bereits zu X gehorige Indikatorperlen vor. 0

2.3.15 Bemerkung

Es ist nicht moglich, fiir alle Kombinationen der Parameter e,s und ¢ mit nur
einem der Gruppentypen G, (q) auszukommen, die in den Grundvoraussetzungen
eingefithrt wurden. Es stellt sich sogar heraus, dass alle drei nétig sind, da im
Allgemeinen jeder der drei Félle in Satz 2.3.10 auftritt.

Beweis: Um nicht alle Varianten von passenden Abaki betrachten zu miissen,

wollen wir zunéchst die Untersuchung auf moglichst ,einfach besteckte“ Abaki
reduzieren, wie es in den folgenden Punkten stufenweise geschieht.

e Da wir von e-Kokernen sprechen, kénnen auf einer Zahlkette zwischen zwei
Perlen keine freien Positionen sein.

e Wir brauchen nur Abaki zu untersuchen, die Perlen auf den ersten beiden
Reihen haben:

Eine Zahlkette von der Form

e+i.
25+i‘

3e+z”

4e+i'

habe eine Indikatorperle, die (ohne Einschrénkung) zu X gehore. Dann hat
aber der Abakus, der diese Zahlkette gegen die Zahlkette
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i J
e+ 1

2e + 1

3e+1

de + 1

austauscht, dort ebenfalls eine Indikatorperle, die zu X gehort, und dessen
zugehoriges Symbol den gleichen Defekt hat, wie das Symbol, das zu erstem
Abakus korrespondierte. (Auf einer Zihlkette muss man eine gerade Anzahl
von Perlen wegnehmen, damit sich an der Zugehorigkeit der entsprechenden
Indikatorperle nichts dndert.)

e Ist A; ein Abakus mit einer bestimmten Aufteilung der Indikatorperlen
nach X und Y, so auch der folgende Abakus A,:

Ay ist beziiglich A; nur in der Reihe 1 verédndert; iiberall wo A; eine Perle in
Reihe 1 der linken [rechten] Hélfte hat, soll Ay auf der entsprechenden Zahl-
kette der rechten [linken| Hélfte keine haben und umgekehrt. Wir nennen
Ay das Negativ zu A;.

Der Grund, dass Ay ein Abakus mit gleicher Indikatorperlenverteilung wie
Ay ist, liegt schlichtweg am Transport der ,linken“ Indikatorperlen auf die
rechte Hélfte und umgekehrt.

e Wir kénnen ohne Einschrinkung einen Abakus betrachten, der durch Be-
stecken nach der Methode im Beweis zu Satz 2.3.14 entsteht, da allenfalls
(unter Beriicksichtigung der oberen Punkte) Negative betrachtet und Zahl-
ketten vertauscht werden miissen.

Damit ist klar, dass zum einen der Defekt und zum anderen der Rang (modulo
4) durch die Vorgabe von e, s und ¢ eindeutig festgelegt ist. 0

2.3.16 Bemerkung

Mit der Methode aus dem Beweis von Satz 2.3.14 kénnen wir jetzt, wie oben
angedeutet, ein geeignetes n bestimmen. Dazu berechnen wir einfach den Rang
rg(A) des Symbols A, das diese ,Besteck-Weise“ herausgibt. Unter Beachtung
der Sétze 2.3.12, 2.3.10 sowie 2.3.11 miissen wir zu rg(A) noch e addieren, das
Ergebnis mit 2 multiplizieren und erhalten ein geeignetes n, welches von nun an
ebenfalls bis zum Ende fixiert sein soll. Schliefllich bestimmen wir den Defekt von
A und fixieren eine Satz 2.3.10 entsprechend geeignete klassische Gruppe G,,(q).
Man beachte zudem, dass rg(A) > 2 und somit m > e — 1 ist.
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2.3.5 Der Coxeter-Torus in den iibrigen klassischen Grup-
pen

Die Vorgehensweise in diesem Unterabschnitt lauft parallel zum entsprechenden
im vorhergehenden Abschnitt, der die unitire Gruppe und deren Eigenschaften
analysierte. Daher werden wir auch zuerst Coxeter-Tori, deren Zusammenhang
mit Defektgruppen sowie zugehorige Normalisatoren und Zentralisatoren der in
den Grundvoraussetzungen eingefiihrten iibrigen klassischen Gruppen.

(x) Es seien [, s,t bzw. e, f,p,q,n = 2m wie in den Grundvoraussetzungen (ver-
gleiche Seite 54) bzw. wie im letzten Unterabschnitt (vergleiche (29)) festgelegt.

2.3.17 Lemma
Sei k € N eine natiirliche Zahl.

(a) Die symplektische Gruppe Spax(q) hat irreduzible zyklische Untergruppen
der Ordnung ¢*+1, und jede irreduzible zyklische Untergruppe von Spay(q)
hat eine Ordnung, die ¢* + 1 teilt.

b) Die spezielle orthogonale Gruppe SOF (q) hat keine irreduzible zyklische
2k
Untergruppe.

(c) Die spezielle orthogonale Gruppe SO, (q) hat irreduzible zyklische Unter-
gruppen der Ordnung ¢* + 1, und jede irreduzible zyklische Untergruppe
von SO, (q) hat eine Ordnung, die ¢* + 1 teilt.

Beweis: Vgl. [Hup2, S. 147 und S. 150]. O
Nach dem vorhergehenden Lemma sehen wir, dass die Existenz eines , geeigneten
Coxeter-Torus* in der speziellen orthogonalen Gruppe SO5, (q) nicht offensicht-
lich ist. Die Losung liegt in einer geeigneten (orthogonalen) Zerlegung des zu
Grunde liegenden Vektorraums.

Auch hier komme ich nicht umhin anzudeuten, dass die Theorie der Coxeter-
Tori in einem viel allgemeineren Themenkomplex anzusiedeln ist, wie man im
Abschnitt 3 in [Ca] nachlesen kann. Bis auf einen Beweis in einem nachfolgenden
Lemma bedarf es allerdings nicht dieses Zugangs, so dass wir auf obige elementare
Beschreibung zuriickgreifen konnen.

2.3.18 Lemma
In der Gruppe SO5, (q) gibt es eine Untergruppe der Form SO, (q) % SO5,—)(0)
mit € € {+, —}.
Beweis: Die dem Vektorraum V' zu Grunde liegende quadratische Form sei geméafl

Bemerkung 2.3.8 mit () bezeichnet. Zuerst wéhlen wir eine orthogonale Zerlegung
von V' in hyperbolische Ebenen H;:

V = H1e.. o H,
- <U1,U£>€B...@<Um,1};n>
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Setze nun:

1—-2x

/ /
UV = Ve + Vg + v, und

Uy = (Ve—1 +v._q) +y(ve +2),

wobei die Koeffizienten z,y € F, Folgendes erfiillen: Ist w € F, so, dass X?+ X +
w € F,[X] irreduzibel ist, dann seien y # 0 und z so gewihlt, dass w — y* = 22
erfiillt ist (die Existenz ist zum Beispiel nach [Tay, S. 138, Lemma 11.1] gesichert).
Schauen wir uns nun an, worauf ) die Vektoren av; + bvy fiir beliebige Korper-
elemente a und b abbildet:

1-—2x

Q(a@l + b@g) = Q(G(Ue_l + Uéfl +
1—2x

V) + b(xve_1 + 2V, + yve + yvé))

= (a+bx)* +by(a +by)

= a® +ab+ b*2? + b*y?
= a®+ab+ b (2* + v?)
= a’ +ab+ bw.

Wie man leicht nachpriifen kann, ist Q(?1) = 1 und §(91,02) = 1, wenn [ die zu
() gehorige Polarform bezeichnet. Daher ist die Einschriankung von @) auf

’ . / / ~ o~
V' = (v, ..y Vo1, Up_q, U1, Da)

eine quadratische Form vom Witt-Index e — 1.
Setze

V// — (V/)J‘,

so dass die Einschrankung von @ auf V" eine nicht-degenerierte quadratische
Form ist. Dann ist V' @ V" ein Teilraum von V und die dazu korrespondierenden
Gruppen sind isomorph zu der gewiinschten Untergruppe. U

2.3.19 Lemma
Mit obigen Bezeichnungen gilt:

(a) In der symplektischen Gruppe Spa,,(q) gibt es eine Untergruppe der Form:
Spae(q) X Spa(m—e)(q)-

(b) In der speziellen orthogonalen Gruppe SO, (q) gibt es eine Untergruppe
der Form SO, (q) x SOy, ,(q).

Beweis:
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(a) Betrachte eine Zerlegung des zu Grunde liegenden Vektorraums V' in hy-
perbolische Ebenen

=: (v,v]) D ... D (U, v),)

und die symplektischen Gruppen, die aus der auf

/ / / /
(U1, V1, .+, Ve, Up) B (Vo1 Vig1s - - -, Ums Unyy)
eingeschrinkten symplektischen Form [ enstehen.

(b) Betrachte eine orthogonale Zerlegung des zu Grunde liegenden Vektorrau-
mes der Form:

V = Hl@@Hm—l@W
= <U17U1> D...0 <Um*17U;nfl> D <Um,1)1/n>;

dabei seien H; hyperbolische Ebenen und W ein anisotroper Raum von
V. Dann liefert die Einschriankung der quadratischen Form von V' auf den
Unterraum (vy, v}, ..., Ue—1,V._1, U, V) B (Ve, UL, .o, U1, V1) €ine Un-
tergruppe der gewiinschten Form. [

Von nun an bezeichnen wir die in Lemma 2.3.18 bzw. in Lemma 2.3.19 (je
nach zu Grunde liegender Gruppe G, (¢q)) gefundenen Untergruppen mit Ga.(q),
Gam—e)(q) oder Gae(q) X Gapm—e)(q) und fixieren eine nach Lemma 2.3.17 existie-
rende zyklische irreduzible Untergruppe T' in Ga.(q) sowie die I-Sylowgruppe D
in T

Mit Lemma 2.3.17 und den passenden Zerlegungen der vorangehenden Lemmas
konnen wir jetzt auf die Defektgruppen schauen.

2.3.20 Satz
Seien n, e, q wie in (*) und [, G,,(q), By wie in den Grundvoraussetzungen. Dann
ist eine [-Sylowgruppe von Gs.(q) < G,(q) eine Defektgruppe von Bj.

Beweis: Dies folgt aus Theorem 4.4(ii) in [CaEn)]. O

2.3.21 Bemerkung
Die [-Sylowgruppe von T ist eine [-Sylowgruppe von Ga.(q). Insbesondere sind
nach Satz 2.3.20 die Defektgruppen von B, zyklisch.

Beweis: Nach Definition von e teilt [ zwar die Ordnung des (fixierten) Coxeter-
Torus, nicht jedoch Terme der Form ¢¢ — 1 oder ¢ — 1 fir 1 < i < e—1
(vergleiche die Diskussion nach den Gleichungen (27)). Mit den Ordnungsformeln
der Gruppen G,,(¢) in Bemerkung 2.3.8 folgt die Behauptung. O
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2.3.22 Lemma
Seien Gs(q) und T wie oben. Dann gilt:

Care(g)(T) = T.

Beweis: Man bette Go.(q) in GL.(q) ein. Wie im Beweis zu Lemma 2.2.24 des
vorherigen Abschnitts finden wir einen Coxeter-Torus 7} von G'La.(q), so dass

T = T1 N Gge(q)

gilt. Da [ die Ordnung von T teilt, liegt darin ein Element zy der Ordnung [.
Wegen der Voraussetzungen (%) (bzw. (29)) schlieBen wir genau wie im Beweis
zu Lemma 2.1.15, dass 2y e paarweise verschiedene Eigenwerte hat. Mit derselben
Argumentation wie in Satz 2.1.16 (hier fiir 7" statt D und fiir 7} statt 7") folgt:

Car,. (T) =Th.
Dann erhalten wir aber die Behauptung durch:

Cr)(T) = Cay(e)(T) N Gae(q)
= T1NGal(q)
- T

O
Wegen der Analogie der Vorgehensweisen in den einzelnen Gruppentypen kénnen
wir auch jetzt, parallel zum unitéren Fall, die Zentralisatoren und Normalisatoren
von T in G,,(q) untersuchen.

2.3.23 Lemma
Mit der Bezeichnungen fiir T" auf Seite 64 gilt:

(a) Ca,g)(T) =T X Gam—e)(q)-

(b) NGn(q) (T) = NGge(q) (T) X Gg(m,e)(q) =Tx 026 X GQ(m—e) (q), wobel Cge eine
zyklische Gruppe der Ordnung 2e ist.

Beweis: Um nicht stédndig dieselben Beweisargumente auszufiihren, verweise ich
hier nur auf die entsprechenden Beweise aus dem vorherigen Abschnitt. Fiir die
Aussage (a) und den ersten Teil der Aussage (b) folgen wir (nach Anpassung der
Dimensionen) genau dem Beweis zu Lemma 2.2.25. Fiir die zweite Aussage von
Teil (b) zitieren wir erneut [Ca, S. 87, Prop. 3.3.6] sowie [Ca, S. 97, Cor. 3.6.5]. OJ

2.3.24 Bemerkung
Die Coxeter-Tori von Ga.(g) sind in Ga.(q) konjugiert.
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Beweis: Nach Bemerkung 2.3.21 liegen die [-Sylowgruppen von Ga.(q) in den
Coxeter-Tori von Ga.(q). Da diese zyklisch sind und wir wegen der Sylowsétze
bereits die Konjugiertheit der [-Sylowgruppen in G.(q) haben, miissen auch die
Coxeter-Tori von Gae(q) in Ga.(q) konjugiert sein. O
Auch hier ist obiger Beweis mit elementaren Mitteln moglich, da starke Bedingun-
gen an p in (29) vorausgesetzt sind, so dass wir schon Aussagen wie Bemerkung
2.3.21 zur Verfiigung haben.

Um spéater Aussagen iiber den Tragheitsindex machen zu kénnen, sind fiir uns
Zentralisatoren und Normalisatoren von Defektgruppen, nach Lemma 2.3.20 also
von [-Sylowgruppen von G (q), von herausragender Bedeutung. Schauen wir also
auf das nachfolgende Lemma:

2.3.25 Lemma
Mit den Bezeichnungen fiir T und D auf Seite 64 gilt:

(a) Ca, (D) =T X Gym—e)(q)-
(b) Na,()(D) = Ng,(T).
Beweis:

(a) Auch hier wollen wir den Beweis nicht explizit ausfithren, sondern lediglich
darauf hinweisen, dass exakt dieselbe Argumentation (nach Anpassung der
Gruppen und mit entsprechender Referenz zu Lemma 2.3.22) wie im Be-
weis zu 2.2.26 zur Behauptung fithrt. Man beachte noch, dass wegen der
Bedingungen in (29) alle nétigen Voraussetzungen erfiillt sind.

(b) Mit der gleichen Begriindung wie im Beweis zu Lemma 2.2.26(b) und den
Voraussetzungen in (29) kénnen wir dem Beweis zu [Hupl, S. 187 ff, Satz

7.3(b)] folgen. O

Wir kénnen uns nach den obigen vorbereitenden Siatzen und Lemmas nun mit ge-
eigneten Erweiterungen beschéftigen, die fiir ein Aufklappen des reellen Stammes
zu einem Stern des zweiten Typs Sorge tragen.

2.3.26 Bemerkung
Es sei a := qr, der eingeschrinkte Frobenius-Automorphismus. Dann operiert
(o) auf Spoy,(q) und SO3, (q).

Beweis:
(a) Sei G,(q) = Spam(q). Dann gilt fiir g € G,,(q):

gthmg - j-2m-
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Fiir das Element der Form a(g) € GL,(q) folgt dann:

[0(9) Toma(9)]iy = [alg)'e(Tam)(g)]iy
= [a(g"Tomg))i
oc(ng)]”

2m]

[
[
[
= J

(b) Sei G,(q) = SO;,.(q). Dann gilt fiir g € G,,(q):

gtJng = Jom.
Betrachten wir nun das Element der Form «(g) € GL,(q):
[(9) Toma(9)liy = [alg) a(Tam)a(g)])i
t

(
(9" J2m9)]i;
a(Jom)]i g

J2m]

o

[
[
= |
[

O

Nun fehlt nur noch eine geeignete Operation auf der speziellen orthogonalen

Gruppe SO,,,(q).

2.3.27 Bemerkung

Seien (V,Q), wie in Bemerkung 2.3.8 beschrieben, ein Vektorraum mit nicht-
degenerierter quadratischer Form ) mit Witt-Index m — 1 und SO,,,(q) die
zugehorige orthogonale Gruppe. Auch die Basis vy, ..., vy, 0, ..., v} sel wie in
Bemerkung 2.3.8.

Fiir g € S0O,,,(q) gilt nach Wahl der Bezeichnungen in den Grundvoraussetzungen

m—1

2 2
g( g Tv;) = E TiTomg1—i + Tpy + T Tpy1 + ax,,
' i=1

Dabei ist a € F,, so dass X?> + X + a € F,[X] irreduzibel ist; somit ist auch
X? + X +a(a) € F[X] fiir 0 < i < f— 1 irreduzibel, wenn «, wie oben,
den eingeschrénkten Frobenius-Automorphismus &g, bezeichnet. Dann ist die
wie folgt definierte Abbildung )" eine zu () isometrische quadratische Form von

V:

m—1
Q'(Z Tiv;) = Z TiTmi1—i + Loy + TmTmer + " (a)z2, .
=1 i=1
Folglich existiert zu jedem 0 < ¢ < f — 1 ein Automorphismus v¢; € Aut(V), so
dass mittels ¢; der Isometrie der Rdume (V@) und (V, Q') Rechnung getragen
wird.
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Schauen wir nun auf die Gruppe, die durch das Paar (o, ) =: o* erzeugt wird;

diese operiert auf SO,,,(q) wie folgt (unter Missbrauch der Bezeichnung ¢ fiir

den Automorphismus auf G'Ly,,(q), der zu ¢ € Aut(V') korrespondiert):
a*([gih<ij<om) == a(P([gis]1<ij<om))-

Beweis: Betrachten wir die 2m x 2m-Matrizen

0 1
0 .
_— 1 1
Tom 1= 1 a
0
- 1 0 =
und ~ _
0 1
0
;o 1 1
J2m T 1 oz_l(a)
0
- 1 0 -

Dann ist genau dann = € SO, (q), wenn
23 = T,

gilt (vergleiche zum Beispiel [Tay, S. 137]). Betrachte also y := «a*(g) fur ein
g € SO,,.(q) und iiberpriife, ob y wieder ein Element der speziellen orthogonalen
Gruppe ist. Es gilt:

a*([9i3) ' Tome* (i) = (a(@((g:4))) Tomer(@((gs5))
= a(¥([gi) Tom([9:]))
= a(Jy,)
= Jr

2m*
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2.3.28 Definition und Bemerkung
Seien G = GU,(q), « bzw. o* und T wie oben.

(a) Mit a bzw. o* bezeichnen wir auch den geméf Bemerkung 2.3.26 und 2.3.27
bewirkten Automorphismus von G, (¢). Dann ist |a] = f in Aut(G,(q)).
Der Automorphismus a bzw. o* ldsst auch die Untergruppen Gs.(q) und
Gam—e)(q) von G,(q) fest.

(b) Wir setzen G := G,(q) x (a) bzaw. G := G,(q) % (a*). Dann ist |G| =
|G (q)|- f. Nach den Grundvorausetzungen von Seite 54 teilt [ insbesondere
nicht den Grad f der Erweiterung.

(c¢) Esist a(T) bzw. o*(T) ebenfalls ein Coxeter-Torus von Ga.(g). Nach Be-
merkung 2.3.24 existiert ein Element gy € Ga.(q)(< Gr(q)), so dass

gola(T)]gy" =T bzw.
gl (T)]gy ' =T

ist.

(d) Setze o := (go, ) bzw. o := (go,a*) € G. Dann ist T (eingebettet in G)
invariant unter o. Zudem gilt

~

G = G(o).

Beweis:

(a) Die Behauptung iiber den Erweiterungsgrad ist klar. Die nach Lemma 2.3.18
und Lemma 2.3.19 zu Grunde liegenden Teilrdume von V fiir Ga.(q) bzw.
Ga(m-e)(q) zeigen eine geeignete Einbettung dieser Untergruppen, so dass
die behauptete Invarianz direkt folgt.

(c) Da a bzw. a* ein Automorphismus von G, (q) ist, der Ga.(q) invariant
lasst, ist a(T") bzw. o*(T') ebenfalls eine irreduzible zyklische Untergruppe
der Ordnung ¢° + 1, also ein Coxeter-Torus von Ga.(q).

(d) Wir folgen analog dem Beweis zu Definition und Bemerkung 2.1.10(d), in-
dem wir dort gegebenenfalls a durch a* ersetzen. U

Auch hier fligen wir - genau wie auf Seite 46 - eine kurze Passage {iber verallge-
meinerte Deligne-Lusztig Charaktere und kuspidale Charaktere ein. Die in diesem
Abschnitt beschriebenen Gruppen gehoren ebenso wie GU(q) zu den klassischen
Gruppen, die sich jeweils als Fixpunktmenge unter einem geeigneten Frobenius-
morphismus F' verstehen lassen (man vergleiche die Abschnitte 1.17 und folgende
in [Cal). So werden dann analog wie fiir GUy(q) auf Seite 46 die verallgemeinerten
Charaktere von Deligne-Lusztig auch fir diese Gruppen in Abschnitt 7.2 in [Ca]
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eingefiihrt und entsprechend mit Rg”g(q) fiir einen maximalen F-stabilen Torus T
und einen irreduziblen Charakter 6§ von T bezeichnet. Auch die Definition der
kuspidalen Charaktere iibertragt sich wie in Definition 2.2.31 von der unitéren
Gruppe auf die in diesem Abschnitt vorgestellten anderen klassischen Gruppen.
Fiir die Existenz der kuspidalen unipotenten Charaktere wird auch hier ein ent-
sprechender Satz bereitgestellt.

2.3.29 Satz

Sei G(q) eine der klassischen Gruppen, wie sie auf Seite 54 vorgestellt wurden.
Dann hat Gy(q) in den einzelnen Féllen genau dann einen kuspidalen unipotenten
Charakter, wenn

(a) im Falle Gy(q) = Spi(q) der Term k/2 darstellbar ist als r* + r fiir eine
nattirliche Zahl r,

(b) im Falle G1(q) = SO%(q) fiir ¢ € {+, —} der Term k/2 darstellbar ist als r*
fiir eine natiirliche Zahl r.

In diesem Fall hat Gy(q) genau einen kuspidalen unipotenten Charakter, der

zu einem Symbol korrespondiert, welches dquivalent ist zu {{0,1,...,2r},{}} im
Falle G(q) = Spk(q) bzw. zu {{0,1,...,2r—1}{}} in den beiden anderen Fillen.
Beweis: Man vergleiche [HiKe, S. 396 f, Abschnitt 5.2]. O

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass G einen [-Block mit gewiinschter Brauer-Baum-
Form hat. Wir kénnen auch hier der Argumentation der unitdren Gruppen folgen.
Halten wir nochmals alle Voraussetzungen fest: Nach geeigneter Festlegung der
Parameter n und ¢ finden wir nach Satz 2.3.12 einen unipotenten Block By von
Gn.(q), dessen Defektgruppen zyklisch sind und in Coxeter-Tori von Ga.(q) <
Gn(q) liegen. AuBerdem sind die Defektgruppen genau die [-Sylowgruppen von
Gae(q). Wir fixieren eine Defektgruppe D, die im Coxeter-Torus 7' liege. Zudem
finden wir nach Satz 2.2.19 in Gaum—e)(¢) einen kuspidalen unipotenten Cha-
rakter x, vom Defekt 0. Die Kuspidalitéit ist gegeben, da wir die Methode des
Besteckens in Satz 2.3.14 genau so angepasst haben, dass das resultierende Sym-
bol dquivalent zu einem solchen wie in Satz 2.3.29 beschrieben ist. Genau wie im
Fall der unitédren Gruppen ist dann \g := 17 ® x, der kanonische Charakter von
By, der offensichtlich in Ng,, (o) (D) invariant ist. Wegen Satz 2.3.13(b) gilt dann
|TNGn(q)(D)(>\O) : CGn(q)(D)| = ’NGn(q)(D) . CGn(q)(D)’ =s+1t=2e.

Bleibt jetzt nur noch die Untersuchung der semidirekten Erweiterung.

2.3.30 Lemma
Mit den Bezeichnungen von oben gilt:

CG(D) = CG’n(q)(D) =T x Gg(m_e)(q).

Beweis: Auch hier folgen wir wie im entsprechenden Lemma des vorherigen Ab-
schnitts Satz 2.1.17, indem wir annehmen, dass der Zentralisator von D beim
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Ubergang von G zu G gréBer wird. Wir erhalten dann mit denselben Uberlegun-

gen die Bedingung
l | pi-i—f-ko -1

firein1 <7< f—1undein 0 < ky < e—1. Die Betrachtung der hochstmoglichen
Potenzen zeigt, dass somit

Ilp —1
fiir ein 1 < 5 < ef gelten miisste, was aber im Widerspruch zu den Vorausset-
zungen (29) steht. O

2.3.31 Bemerkung R R
Mit den obigen Bezeichnungen gibt es genau einen [-Block B von G, der By

iiberdeckt: es gilt sogar B = (By)C.

Beweis: Vgl. [Alp, S. 106, Theorem 1 (5)]. O
Bleibt nur noch zu {iberpriifen, ob fiir den Tréagheitsindex [T (p)(Ao) : Cg(D)] =
f gilt. Zum Nachweis dieser Aussage wollen wir zuerst nochmals wichtige Invari-
anzen festhalten.

2.3.32 Bemerkung
Seien G, (q), T, D und o wie oben. Dann gilt:

(a) Das Element o ldsst D invariant.
(b) Das Element o lisst Ga.(q) invariant.

)
)
(c) Das Element o lisst Gog,—c)(q) invariant.
(d) Das Element o lisst Cg,(g)(D) invariant.
(e) Das Element o lisst Ng, (g (D) invariant.
Beweis:

(a) Die Behauptung folgt aus der Invarianz der zyklischen Gruppe 7" unter o,
in der D liegt.

(b) Man vergleiche Definition und Bemerkung 2.3.28(a).

(c¢) Auch hier vergleiche man Definition und Bemerkung 2.3.28(a).

(d) Diese Invarianz folgt aus derjenigen fiir D.

(e) Dies folgt direkt aus der Invarianz von D unter o. O

2.3.33 Lemma
Der kuspidale unipotente Charakter Yy, ist invariant unter T|Glam—ey(a)-
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Beweis: Wir folgen exakt dem Beweis zu Lemma 2.2.36, nachdem wir dort
GU,—c(q) durch Gogm—e)(q) ersetzt haben. d

2.3.34 Lemma )
Fiir die Tréagheitsgruppe von Xy in G gilt:

T, (o) (Xo) = Ne(D).

Beweis: Nach Bemerkung 2.3.32(a) ist Na(D) = (Ng, (q)(D), o). Dariiber hinaus
ist 17 ® X, invariant unter Ng, (o) (D) und nach Lemma 2.3.33 unter o. Insgesamt
folgt damit die Behauptung. 0J
Wir haben jetzt alle notigen Aussagen bereitgestellt, um die letzte Diskussion
des Tragheitsindex zu fithren:

Tn.(p)(Mo) : Ca(D)] = [Ty o) (o) : Ca,q)(D)]
- |TNG (/\0> TNGn(q)(D)<)\O)| : |TNGn(q)(D)<)\O) . CGn(q)(D)‘
= [Ng(D) : N, g(D)] - [N, )(D) : Ca,q)(D)]

= l(o)]-2¢
= f-2e.

Der betrachtete Block von G hat also einen Brauer-Baum mit 2¢ f Kanten. Dieser
ist nach Lemma 3.2 in [Fei84] von der gewiinschten Form.

2.3.6 Zusammenfassung

Die Zusammenfassung des letzten Abschnitts kénnen wir in folgendem Satz for-
mulieren:

2.3.35 Satz
Sei | eine ungerade Primzahl. Weiter seien s und t natiirliche Zahlen, deren Sum-
me s +t =: 2e gerade ist, und f > 1 und d natiirliche Zahlen, so dass die
Bedingung

2ef |1—1

ertiillt wird.
Dann exisitieren unendlich viele Primzahlen p, die die Bedingungen

I 1 p'—1fiirallel <i<2ef —1,
l | pQEf_1:q2€_1

erfiillen. Die Primzahl kann sogar so gewéhlt werden, dass zusétzlich
1 p* -1

gilt.
Ftir alle diese Primzahlen p mit der Bezeichnung fiir a bzw. o* auf den Seiten 66
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und folgende gilt:

Es gibt eine natiirliche gerade Zahl n = 2m und einen Kokern A mit rg(A) =
m — e, so dass der Brauer-Baum des Brauer-Korrespondenten des zu A korre-
spondierenden unipotenten Blocks von G,(q) in der Gruppe G,(q) % (o) bzw.
Gn(q) @ (o*) ein Stern mit f Fliigeln der Kantenldnge s und f Fliigeln der Kan-
tenlidnge t ist. Dabei hiangt die Gruppe G,(q) vom Defekt von A ab:

Falls der Defekt def(A) ungerade ist, ist G,(q) = Spam(p’), falls der Defekt
def(A) = 0(mod4) ist, ist G,(q) = SOF (p/) und falls der Defekt def(A) =

2(mod4) ist, so ist G,(p’) = SO,, (p’). Im Zentrum dieses Sterns sitzt der ex-
zeptionelle Knoten der Vielfachheit l;T’fl






Literaturverzeichnis

[Alp] J. L. Alperin, Local representation theory, Cambridge University Press, 1.
Paperback edition, New York 1993.

[Be] D. J. Benson, Representations and cohomology, Cambridge University Press,
1. Paperback edition, New York 1998.

[Bo] S. Bosch, Algebra, Springer-Verlag 2. Auflage, Berlin 1996.

[CaEn] M. Cabanes und M. Enguehard, On unipotent blocks and their ordinary
characters, Invent. Math. 117 (1994), 149-164.

[Ca] R. W. Carter, Finite groups of Lie type, John Wiley & Sons Ltd. 1. Auflage,
Chichester 1985.

[Duv] O. Diivel, Untersuchungen zu Donovans Vermutung, Dissertation, Univ.
Heidelberg 1997.

[FS1] P. Fong und B. Srinivasan, Brauer trees in classical groups, J. Algebra
131(1990), 179-225.

[F'S2] P. Fong und B. Srinivasan, Brauer trees in GL(n, q), Math. Z. 187 (1984),
81-88.

[FS3] P. Fong und B. Srinivasan, The blocks of finite general linear and unitary
groups, Invent. Math. 69 (1982), 109-153.

[Fei84] W. Feit, Possible Brauer trees, Illionois J. Math. 28 (1984), 43-54.

[Fei82] W. Feit, Representation theory of finite groups, North-Holland Publishing
Company, Amsterdam 1982.

[Has| H. Hasse, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Springer-Verlag, 2. Auflage, Ber-
lin 1964.

[HiKe] G. Hiff und R. Kessar, Scopes reduction and Morita equivalence classes
of blocks in finite classical groups, J. Algebra 230 (2000), 378-423.

5



76 LITERATURVERZEICHNIS

[BBB] G. Hifl und K. Lux, Brauer trees of sporadic groups, Oxford University
Press, New York 1989.

[Hupl] B. Huppert, Endliche Gruppen I, Springer-Verlag, Heidelberg 1967.

[Hup2] B. Huppert, Singer-Zyklen in klassischen Gruppen, Math. Z. 117 (1970),
141-150.

[KSt] H. Kurzweil und B. Stellmacher, Theorie der endlichen Gruppen, Springer-
Verlag, Heidelberg 1998.

[Li] M. Linckelmann, Derived equivalence for cyclic blocks over a p-adic ring,
Math. Z. 207 1991, 293-304.

[Lul] G. Lusztig, Representations of finite classical groups, Invent. Math. 43
(1977), 125-175.

[Lu2] G. Lusztig, Characters of reductive groups over a finite field, Ann. Math.
Stud. 107(1984), Princeton Univ. Press, Princeton, NJ.

[Tay|] D. E. Taylor, The geometry of the classical groups, Heldermann Verlag,
Berlin 1992.

[Ve] F. D. Veldkamp, Regular elements in anisotropic tori, Contrib. to Algebra,
Collected Pap. dedic. E. Kolchin (1977), 389-424.



