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1 Mathematische Logik

Zu Beginn geben wir einen Einblick in die mathematische Logik. Hierbei beschrinken wir uns auf einige we-
nige Grundbegriffe, welche uns helfen sollen, ein Gefiihl fiir die Struktur mathematischer Argumentfiithrung zu
entwickeln.

Nach einer Einfiihrung iiber Aussagen werden aussagenlogische Formeln und ihre Wahrheitswerte sowie einige
darauf aufbauende semantische Konzepte eingefiihrt. Danach stellen wir verschiedene Beweistechniken an Hand
einfacher Resultate der Aussagenlogik vor. Mit der Behandlung von Normalformen schlieffen wir das Studi-
um der Aussagenlogik ab. Zum Schluss des Abschnitts geben wir eine weitgehend informelle Behandlung der
Pradikatenlogik.

Die durch Anfiithrungsstriche markierten Worter in diesem Abschnitt werden nicht genauer prézisiert.

Aussagen

Wir beginnen unsere Abhandlung zur mathematischen Logik mit der sogenannten Aussagenlogik. Unter ei-
ner Aussage verstehen wir einen ,,(umgangssprachlichen, ggf. mit Formeln angereicherten) Ausdruck®, welcher
entweder wahr oder falsch ist (Bivalenzprinzip).

Beispiele fiir Aussagen sind

e .Die RWTH Aachen hat eine Mensa.“ (wahr),

e . Es gibt unendlich viele Primzahlen.“ (wahr),

e 2+ 3 =06 (falsch),

e ,Zu jeder reellen Zahl y gibt es eine reelle Zahl x mit y = x2.* (falsch),

o Jede gerade Zahl, welche grofer als 2 ist, ist eine Summe aus zwei Primzahlen. (unbekannt).

Hierbei ist der letzte Ausdruck eine Aussage, da er entweder wahr oder falsch ist, auch wenn wir den Wahr-
heitswert dieser Aussage nicht kennen. (1)
Keine Aussagen sind

e Es ist kalt.“ und
° ”a2 +b2 — 02.44’

denn beim ersten Ausdruck scheitert die Zuordnung eines eindeutigen Wahrheitswertes an der mangelnden Ob-
jektivitiit, withrend dies beim zweiten Ausdruck nicht (ohne Weiteres) gelingt, da a, b und ¢ nicht spezifiziert (?)
sind.

1Die Goldbachsche Vermutung besagt, dass die Aussage wahr ist.
2Sind a, b und ¢ zuvor spezifiziert worden, z.B. indem man a bzw. b bzw. ¢ als Bezeichnung fiir 3 bzw. 4 bzw. 5 gewihlt hat, so
wird dieser Ausdruck zu einer (wahren) Aussage.



Neben solchen einfachen Aussagen gibt es auch zusammengesetzte Aussagen wie etwa
»Wenn es regnet oder schneit, dann ist die Strafse nass.”.
Um diese Aussage zu analysieren, betrachten wir die Aussagen
e  Fs regnet.”,
e _Es schneit.” und
e Die Strafse ist nass.”.
Unsere urspriingliche Aussage léasst sich dann umformulieren zu
»Wenn ,es regnet® oder ,es schneit’, dann ,die Strafie ist nass‘.“

Auch wenn diese Umformulierung zu einem schlechteren Deutsch fiihrt, so lasst sich die logische Struktur der
zusammengesetzten Aussage hierdurch besser erkennen. Noch deutlicher wird dies, wenn wir mit Abkiirzungen
arbeiten: Verwenden wir anstatt ,FEs regnet.“ das Symbol A, anstatt ,,Es schneit.“ das Symbol B und anstatt
,Die Strafe ist nass.“ das Symbol C, so erhalten wir

»,Wenn (A4 oder B), dann C.“

Ersetzen wir schliefslich noch die sprachlichen Konnektoren durch Symbole, etwa ,,oder durch das Symbol V
und ,,wenn ..., dann ...*“ durch das Symbol =, so ergibt sich der vollstdndig formalisierte Ausdruck

(AVB) = C.

Wenn wir nun die Aussage ,,Wenn du ein Smartphone oder ein Tablet besitzt, so kannst du mobil im Internet
surfen.“ auf analoge Weise formalisieren, so landen wir bei demselben logischen Ausdruck

(AvB)=C.

Der Wahrheitswert der jeweiligen zusammengesetzten Aussagen hangt nicht von den Aussagen selbst ab, sondern
nur von der logischen Struktur der zusammengesetzten Aussage sowie den Wahrheitswerten der Einzelaussagen
(Extensionalitéitsprinzip).

Aussagenlogische Formeln

Nach unserem einfiihrenden Beispiel werden wir nun die Logik beim Zusammensetzen von Aussagen systematisch
studieren. Bevor wir die Wahrheitswerte zusammengesetzter Aussagen betrachten, filhren wir zunéchst eine
formale Sprache ein. Die Worter dieser Sprache werden uns als Ersatz fiir unsere konkreten Aussagen dienen.
Da wir noch nicht die Begriffe der Mengenlehre beherrschen, fithren wir diese Sprache der Aussagenlogik etwas
informell ein. Eine weitergehende Prézisierung wird erst in weiterfithrenden Veranstaltungen vorgenommen.
Vgl. auch Anwendungsbeispiel (10.7).

Unter einem Alphabet verstehen wir eine vorgegebene Menge an ,,Symbolen®, welche wir auch Buchstaben oder
Zeichen des Alphabets nennen. Die Worter einer Sprache entstehen dann einfach durch Aneinanderreihung
dieser Buchstaben. Vgl. Definition (10.2) und Definition (10.5).

(1.1) Definition (aussagenlogische Formel).

(a) Das Alphabet der Aussagenlogik besteht aus ,,Symbolen* Ay, A, As, ..., Symbolen 0, 1, =, A, V, =, &
und Symbolen ( und ).
Die Symbole Ay, As, Az, ... werden Aussagenvariablen (*) genannt. Die Symbole 0, 1, =, A, V, =, &
werden (aussagenlogische) Junktoren genannt. Die Symbole 0 und 1 werden auferdem auch Boolesche
Konstanten genannt. Die Symbole ( und ) werden Hilfsklammern genannt.
Das Symbol — wird als nicht, das Symbol A als und, das Symbol V als oder, das Symbol = als impliziert
und das Symbol & als dquivalent gelesen.

Statt Ay, As, ..., Agg schreiben wir oft auch A, B, ..., Z. (%)

3 Auch wenn diese Terminologie sehr etabliert ist, macht sie streng genommen keinen Sinn: Eine Aussagenvariable ist ein einzelnes
Symbol und nimmt keine Werte aus einem (festgelegten) Bereich an. Wir kénnen den Aussagenvariablen allerdings gewisse Werte
zuordnen, siehe Definition (1.7)(a).

4Da wir in Beispielen oft nur eine geringe Anzahl von Aussagenvariablen betrachten, erlaubt uns diese Konvention die Vermeidung
von Indizes.



(b) Die Sprache der Aussagenlogik besteht aus den Wortern iiber dem Alphabet der Aussagenlogik, welche in
folgender Weise ,,sinnvoll“ (°) zusammengesetzt sind.

Die Aussagenvariablen sind Worter in der Sprache der Aussagenlogik.
Die Boolesche Konstanten sind Worter in der Sprache der Aussagenlogik.

Fiir jedes Wort F' in der Sprache der Aussagenlogik ist —F ein Wort in der Sprache der Aussagen-
logik, wobei = F' die Konkatenation des Junktors — und des Worts F', nétigenfalls umschlossen mit
Hilfsklammern, bezeichnet.

Fiir Worter F und G in der Sprache der Aussagenlogik ist F'A G ein Wort in der Sprache der Aussa-
genlogik, wobei F' A G die Konkatenation des Worts F', n6tigenfalls umschlossen mit Hilfsklammern,
des Junktors A, und des Worts G, notigenfalls umschlossen mit Hilfsklammern, bezeichnet.

Fiir Worter F und G in der Sprache der Aussagenlogik ist F'V G ein Wort in der Sprache der Aussa-
genlogik, wobei F'V G die Konkatenation des Worts F', nétigenfalls umschlossen mit Hilfsklammern,
des Junktors Vv, und des Worts GG, notigenfalls umschlossen mit Hilfsklammern, bezeichnet.

Fiir Worter F und G in der Sprache der Aussagenlogik ist F' = G ein Wort in der Sprache der Aussa-
genlogik, wobei F' = G die Konkatenation des Worts F', nétigenfalls umschlossen mit Hilfsklammern,
des Junktors =, und des Worts G, notigenfalls umschlossen mit Hilfsklammern, bezeichnet.

Fiir Worter F' und G in der Sprache der Aussagenlogik ist F' < G ein Wort in der Sprache der Aussa-
genlogik, wobei F' < G die Konkatenation des Worts F', nétigenfalls umschlossen mit Hilfsklammern,
des Junktors <, und des Worts G, nétigenfalls umschlossen mit Hilfsklammern, bezeichnet.

Ein Wort in der Sprache der Aussagenlogik wird aussagenlogische Formel (oder Aussageform oder Aus-
sageschema) genannt. Fiir eine aussagenlogische Formel F' wird —F die Negation von F genannt. Fiir
aussagenlogische Formeln F' und G wird F' A G die Konjunktion von F' und G genannt; und es werden F'
und G die Konjunkte von F'AG genannt. Fiir aussagenlogische Formeln F' und G wird F'V G die Disjunkti-
on von F und G genannt; und es werden F' und G die Disjunkte von F'V G genannt. Fiir aussagenlogische
Formeln F und G wird F = G die Implikation (oder die Subjunktion oder das Konditional) von F und G
genannt; und es wird F' die Prdamisse von F = G und G die Konklusion (oder Conclusio) von F = G
genannt. Fiir aussagenlogische Formeln F und G wird F < G die Aquivalenz (oder das Bikonditional)
von F' und G genannt.

(1.2) Beispiel.

Es ist A eine aussagenlogische Formel.
Es ist 1 eine aussagenlogische Formel.

Es ist =B eine aussagenlogische Formel.

)
)
()
(d) Esist A A B eine aussagenlogische Formel.
) Esist 0V 1 eine aussagenlogische Formel.
) Esist AV (B A (=C)) eine aussagenlogische Formel.
) Esist V D keine aussagenlogische Formel.
)

Es ist A = B = C keine aussagenlogische Formel.

Wie wir an Beispiel (1.2)(f) erahnen kénnen, tauchen in ldngeren aussagenlogischen Formeln vergleichsweise
viele Hilfsklammern auf. Da dies zu uniibersichtlichen Ausdriicken fithren kann, vereinbaren wir der besseren
Lesbarkeit wegen:

(1.3) Konvention. Geméf den folgenden Regeln lassen wir im Folgenden oftmals Klammern in aussagenlogi-
schen Formeln weg:

e Es binde — stirker als alle anderen Junktoren.

5Was ,,sinnvoll“ konkret bedeutet, wird (hoffentlich) in Beispiel (1.2) deutlich. Wir verzichten auf eine weitergehende Priizisierung
zugunsten einer knapperen Darstellung und verweisen auf weiterfithrende Veranstaltungen.



e Es binde A starker als V, = und <.
e Es binde V starker als = und <.

Nach Konvention (1.3) schreiben wir etwa AV B A =C statt AV (B A (=C)), und wir schreiben A = —-B
statt A = (=B).

Durch die Sprache der Aussagenlogik kénnen wir jede zusammengesetzte Aussage durch eine aussagenlogische
Formel formalisieren, wie zu Beginn des Abschnitts angedeutet. Umgekehrt kommt man von einer aussagenlo-
gischen Formel zu einer (zusammengesetzten) Aussage, indem man jede Aussagenvariable durch eine Aussage
und - durch ,nicht“, A durch ,,und”, usw. ersetzt.

Die (formalsprachlichen) Junktoren entsprechen dabei wie folgt den (umgangssprachlichen) Konnektoren:

Der Junktor — entspricht ,,nicht“.

e Der Junktor A entspricht ,,und”.

e Der Junktor V entspricht ,,oder*. (%)

e Der Junktor = entspricht ,aus ... folgt ...“ oder ,wenn ..., dann ...“ oder ,,nur dann ..., wenn ...“.

e Der Junktor < entspricht ,,genau dann ..., wenn ...“, ... genau dann, wenn ...“, ... ist dquivalent
zu ...c

(1.4) Anwendungsbeispiel. Die Aussage ,,Es regnet.“ werde modelliert durch die Aussagenvariable A. Die
Aussage ,,Es schneit.“ werde modelliert durch die Aussagenvariable B. Die Aussage ,,Die Strafe ist nass. werde
modelliert durch die Aussagenvariable C. Die Aussage , Es regnet oder es schneit.” werde modelliert durch die
Aussagenvariable D. Die Aussage ,,Die Strafe ist trocken.“ werde modelliert durch die Aussagenvariable E.
Die Aussage ,,Es gibt unendlich viele Primzahlen.“ werde modelliert durch die Aussagenvariable F'. Die Aussa-
ge ,2 + 3 = 6.“ werde modelliert durch die Aussagenvariable GG. Die Aussage ,,Zu jeder reellen Zahl x gibt es
eine reelle Zahl y mit z + y = 0.“ werde modelliert durch die Aussagenvariable H.

(a) Die aussagenlogische Formel AV B = C ist ein Modell fiir die Aussage ,,Wenn es regnet oder schneit,
dann ist die Strafe nass.”.

(b) Die aussagenlogische Formel D = C ist ein Modell fiir die Aussage ,,Wenn es regnet oder schneit, dann
ist die Strafse nass.”.

(¢) Die aussagenlogische Formel AV B = FE ist ein Modell fiir die Aussage ,Wenn es regnet oder schneit,
dann ist die Strafse trocken.”.

(d) Die aussagenlogische Formel AV B = —C ist ein Modell fiir die Aussage ,,Wenn es regnet oder schneit,
dann ist die Strafe trocken.”.

(e) Die aussagenlogische Formel A = F ist ein Modell fiir die Aussage ,,Wenn es regnet, dann gibt es unendlich
viele Primzahlen.“.

(f) Die aussagenlogische Formel =A A —F ist ein Modell fiir die Aussage ,,Es regnet nicht und es gibt endlich
viele Primzahlen.“.

(g) Die aussagenlogische Formel C' A G ist ein Modell fiir die Aussage ,,Die Strafe ist nass und 2 + 3 = 6.

(h) Die aussagenlogische Formel C' A =G ist ein Modell fir die Aussage ,,Die Strafe ist nass und es gilt
nicht 2 4+ 3 = 6.“.

(i) Die aussagenlogische Formel C' A =G ist ein Modell fiir die Aussage ,,Die Strafie ist nass und 2 + 3 # 6.%.

(j) Die aussagenlogische Formel H < C A G ist ein Modell fiir die Aussage ,,Genau dann gibt es zu jeder
reellen Zahl x eine reelle Zahl y mit z 4+ y = 0, wenn die Strafe nass ist und 2 + 3 = 6 gilt.”.

6Genauer entspricht der Junktor V einem einschliefenden oder: Wenn wir sagen, dass eine Aussage oder eine andere gilt, so
schlieft dies die Moglichkeit ein, dass beide Aussagen gelten. Vgl. die Wahrheitstafel zu A V B in Definition (1.7)(b).



(1.5) Definition (aussagenlogische Formel). Es seien eine nicht-negative ganze Zahl n und eine aussagenlogi-
sche Formel F gegeben. Wir sagen, dass I eine aussagenlogische Formel in den Aussagenvariablen Ay, ..., A,
ist, falls an keiner Stelle von F' eine Aussagenvariable A; fiir eine natiirliche Zahl ¢ mit ¢ > n vorkommt.

(1.6) Beispiel.
(a) Esist AA B = C eine aussagenlogische Formel in den Aussagenvariablen A, B, C.
(b) Esist AA B = D eine aussagenlogische Formel in den Aussagenvariablen A, B, C, D.
(¢) Esist AA B = C eine aussagenlogische Formel in den Aussagenvariablen A, B, C, D.
(d) Esist AA B = D keine aussagenlogische Formel in den Aussagenvariablen A, B, C.
Beweis.

(a) In der aussagenlogischen Form A A B = C kommt an keiner Stelle eine Aussagenvariable ungleich A, B
oder C vor. Somit ist A A B = C eine aussagenlogische Formel in den Aussagenvariablen A, B, C.

(b) In der aussagenlogischen Form AA B = D kommt an keiner Stelle eine Aussagenvariable ungleich A, B, C
oder D vor. Somit ist A A B = D eine aussagenlogische Formel in den Aussagenvariablen A, B, C, D.

(c) In der aussagenlogischen Form AA B = C kommt an keiner Stelle eine Aussagenvariable ungleich A, B, C
oder D vor. Somit ist A A B = C eine aussagenlogische Formel in den Aussagenvariablen A, B, C, D.

(d) In der aussagenlogischen Form AAB = D kommt die Aussagenvariable D und damit eine Aussagenvariable
ungleich A, B oder C vor. Somit ist A A B = D keine aussagenlogische Formel in den Aussagenvaria-
blen A, B, C. O

Wahrheitswerte aussagenlogischer Formeln

Oftmals sind wir lediglich an der logischen Struktur einer zusammengesetzten Aussage interessiert. Aus logischen
Gesichtspunkten ist aber nicht der konkrete Inhalt einer zusammengesetzten Aussage von Belang, sondern nur
deren Wahrheitswert. Dieser lasst sich allein aus der zugehorigen aussagenlogischen Formel geméf folgenden
Regeln ableiten, welche den aussagenlogischen Formeln eine Semantik geben.

1.7) Definition (Wahrheitswert). Es sei eine nicht-negative ganze Zahl n gegeben.
g g geg
(a) Eine Interpretation (oder Belegung) der Aussagenvariablen Aj, ..., A, ist eine ,eindeutige Zuordnung®
von entweder 0 (falsch) oder 1 (wahr) zur Aussagenvariable A; fiir jede natiirliche Zahl j mit 1 < j < n. (")

Es sei eine Interpretation der Aussagenvariablen A;, ..., A, gegeben. Fiir jede natiirliche Zahl j
mit 1 < j < n nennen wir den A; zugeordneten Wert v; den Wahrheitswert von A; unter der Inter-
pretation. Ferner notieren wir die gegebene Interpretation als vy ... v,.

(b) Es sei eine Interpretation der Aussagenvariablen Ay, ..., A,, gegeben. Der Wahrheitswert einer aussagenlo-
gischen Formel in den Aussagenvariablen A1, ..., A, ergebe sich rekursiv geméf folgender Wahrheitstafeln.

0-stellige Junktoren.

L 1

0 1

1-stellige Junktoren.

F || -F
1 0
0 1

2-stellige Junktoren.

F |G| FAG F|G| FVG F|G| F=aG F|G|Fed
111 1 111 1 111 1 111 1
110 0 110 1 110 0 110 0
0] 1 0 0|1 1 0]1 1 0|1 0
010 0 010 0 010 1 010 1

"Im Fall n = 0 ordnet eine Interpretation also keiner Aussagenvariablen den Wert 0 oder 1 zu.



Es sei eine nicht-negative ganze Zahl n gegeben. Durch eine Interpretation der Aussagenvariablen Ay, ..., A,
geben wir uns also Wahrheitswerte fiir die Aussagenvariablen A;, ..., A, vor und erhalten einen eindeutigen
Wahrheitswert fiir jede aussagenlogische Formel in den Aussagenvariablen Aq, ..., A,. Dieser hingt lediglich
von den Aussagenvariablen ab, welche in der aussagenlogischen Formel tatsdchlich vorkommen.

(1.8) Beispiel.

(a) Es ist 101 eine Interpretation der Aussagenvariablen A, B, C.

(b) Der Wahrheitswert von AV B = C unter der Interpretation 101 ist 1.
Beweis.

(b) Unter der Interpretation 101 ist der Wahrheitswert von A gleich 1 und der Wahrheitswert von B gleich 0,
also ist der Wahrheitswert von A V B gleich 1. Ferner ist der Wahrheitswert von C' gleich 1 und damit
auch der Wahrheitswert von AV B = C gleich 1. O

(1.9) Beispiel. Die Interpretationen der Aussagenvariablen A, B, C sind gegeben durch
111,110,101, 100,011,010, 001, 000.

Der Wahrheitswert einer aussagenlogischen Formel bzgl. aller moglichen Interpretationen lasst sich am Besten
kompakt mit Hilfe einer sogenannten Wahrheitstafel angeben. Eine solche Tabelle ist stets wie folgt aufgebaut.
Die Spalten links des Doppelstrichs sind mit Aussagenvariablen beschriftet, wobei jede in der betrachteten
aussagenlogischen Formel vorkommende Aussagenvariable auch eine solche Spalte beschriften muss. Die Spalte
rechts vom Doppelstrich wird mit der betrachteten aussagenlogischen Formel beschriftet. In den Spalten links
stehen die Werte der jeweiligen Interpretation (welche mit den Wahrheitswerten der Aussagenvariablen iiberein-
stimmen), wobei alle méglichen Interpretationen durchlaufen werden. Rechts steht der sich jeweils resultierende
Wahrheitswert der aussagenlogischen Formel.

Durch die Betrachtung mehrerer rechter Seiten lassen sich auch die Wahrheitswerte komplexerer aussagenlo-
gischer Formeln schrittweise ermitteln, indem man zunéchst Teilformeln betrachtet, siche den Beweis zu Bei-
spiel (1.10)(a). Sofern wir mehrere aussagenlogische Formeln simultan zu betrachten haben, welche von den
gleichen Aussagenvariablen abhéngen, fassen wir mehrere Wahrheitstafeln oftmals zu einer einzigen Wahrheits-
tafel zusammen. Hierbei schreiben wir die Aussagenvariablen links des Doppelstrichs nur einmal, wihrend wir
die betrachteten aussagenlogischen Formeln zusammen mit ihren jeweiligen Teilformeln durch Doppelstriche
voneinander abgrenzen, siche (den Beweis zu) Beispiel (1.10)(b).

(1.10) Beispiel.

(a) Die Wahrheitswerte der aussagenlogischen Formel AV B = A A C sind wie folgt gegeben.

A|B|C | AvB=ANC
1111 1
11110 0
1101 1
11010 0
0|11 0
0]1]0 0
0]0]|1 1
0]0]|0 1

(b) Die Wahrheitswerte der aussagenlogischen Formeln AV B < B und A A —B sind wie folgt gegeben.
A|B|AVvB& B || AAN-B
111 1 0
110 0 1
011 1 0
010 1 0



Beweis.

(a) Wir erstellen eine Wahrheitstafel, in welcher wir die Wahrheitswerte der Teilformeln von AV B = AAC
rekursiv berechnen:

A|B|C || AvB | ANC | AVB=ANANC
1111 1 1 1
11110 1 0 0
1101 1 1 1
11010 1 0 0
0|11 1 0 0
0] 1|0 1 0 0
0101 0 0 1
0]01]O0 0 0 1

(b) Wir erstellen eine Wahrheitstafel, in welcher wir die Wahrheitswerte der Teilformeln von AV B < B
und A A =B jeweils rekursiv berechnen:

A| B | A\/B | AVB& B || ﬂB A/\—|B

OO ==

—_

O = O

1
1
0

— = O

—_ O =

Tautologien und Kontradiktionen

O O

O

Fiir aussagenlogische Formeln, welche unabhéngig von der Interpretation stets denselben Wahrheitswert haben,
fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

(1.11) Definition (Tautologie, Kontradiktion).

(a) Eine aussagenlogische Formel heifit allgemeingiiltig (oder eine Tautologie), wenn sie unter jeder Interpre-

tation den Wahrheitswert 1 hat.

(b) Eine aussagenlogische Formel heifst unerfillbar (oder eine Kontradiktion oder ein Widerspruch), wenn sie
unter jeder Interpretation den Wahrheitswert 0 hat.

Eine aussagenlogische Formel ist also genau dann eine Tautologie, wenn jede Ersetzung der Aussagenvariablen
durch Aussagen stets eine wahre Aussage liefert, und genau dann eine Kontradiktion, wenn jede Ersetzung der
Aussagenvariablen durch Aussagen eine falsche Aussage ergibt.

(1.12) Beispiel (tertium non datur, principium contradictionis).

(a) Die aussagenlogische Formel AV —A ist eine Tautologie.

(b) Die aussagenlogische Formel A A —A ist eine Kontradiktion.

Beweis.

(a) Wir erstellen eine Wahrheitstafel:
A H -A ‘ Av-A

1
0

Da der Wahrheitswert von A V —A unter jeder Interpretation gleich 1 ist, bildet diese aussagenlogische

Formel eine Tautologie.

(b) Wir erstellen eine Wahrheitstafel:
A||~A| An-A

1
0

Da der Wahrheitswert von A A = A unter jeder Interpretation gleich 0 ist, bildet diese aussagenlogische
Formel eine Kontradiktion.

O



(1.13) Bemerkung. Es sei eine aussagenlogische Formel F' gegeben. Genau dann ist F' eine Tautologie,
wenn —F eine Kontradiktion ist.

Beweis. Genau dann ist die aussagenlogische Formel F' eine Tautologie, wenn sie unter jeder Interpretation den
Wahrheitswert 1 hat. Dies ist aber dquivalent zur Tatsache, dass —F unter jeder Interpretation den Wahrheits-
wert 0 hat, also dass —F' eine Kontradiktion ist. O

Logische Aquivalenz aussagenlogischer Formeln

Im Folgenden werden wir oftmals eine zusammengesetzte Aussage in eine andere umformen wollen ohne hierbei
den Wahrheitswert zu verédndern. Hierzu werden wir uns nun die logischen Grundlagen erarbeiten. Eine solche
Umformung kénnen wir ndmlich auch ohne Kenntnis des Wahrheitswerts machen, sofern wir die zusammenge-
setzte Aussage durch eine zusammengesetzte Aussage ersetzen, welche bei jeder moglichen Kombination von
Wahrheitswerten der Einzelaussagen denselben Wahrheitswert fiir die umformulierte zusammengesetzte Aussage
liefert wie fiir die urspriingliche zusammengesetzte Aussage.

(1.14) Definition (logische Aquivalenz). Es seien aussagenlogische Formeln F und G gegeben. Wir sagen,
dass F logisch dquivalent (oder semantisch dquivalent) zu G ist, geschrieben F' = G, falls die Wahrheitswerte
von F und G unter jeder Interpretation gleich sind.

(1.15) Beispiel. Es gilt A= B=-A4V B.

Beweis. Wir erstellen eine Wahrheitstafel:
A|B|A=>B | -A|-AVB

111 1 0 1
110 0 0 0
0|1 1 1 1
010 1 1 1

Da die Wahrheitswerte von A = B und —A V B unter jeder Interpretation iibereinstimmen, gilt A = B
-AV B.

o

Wir haben den Begriff der logischen Aquivalenz von aussagenlogischen Formeln und den Begriff der Aquivalenz
als Junktor. Diese sprachliche Ubereinstimmung ist nicht zuféllig gewahlt, wie folgendes Lemma zeigt:

(1.16) Proposition. Es seien aussagenlogische Formeln F und G gegeben. Genau dann gilt FF = G,
wenn F' < G eine Tautologie ist.

Beweis. Genau dann gilt F = G, wenn F und G unter jeder Interpretation den gleichen Wahrheitswert haben.
Dies ist jedoch dazu dquivalent, dass der Wahrheitswert von F' < G unter jeder Interpretation gleich 1 ist, also
dazu, dass F' < G eine Tautologie ist. O

(1.17) Bemerkung. Es sei eine aussagenlogische Formel F' gegeben.
(a) Genau dann ist F' eine Tautologie, wenn F' = 1 ist.
(b) Genau dann ist F' eine Kontradiktion, wenn F' = 0 ist.

Beweis.

(a) Genau dann ist die aussagenlogische Formel F' eine Tautologie, wenn sie unter jeder Interpretation den
Wahrheitswert 1 hat. Da 1 unter jeder Interpretation den Wahrheitswert 1 hat, ist dies also dazu dquivalent,
dass die Wahrheitswerte von F' und 1 fiir jede Interpretation gleich sind, also dazu, dass F' =1 ist.

(b) Dies ldsst sich dual zu (a) beweisen. O
Wir halten einige oft benutzte logische Aquivalenzen fest:
(1.18) Beispiel.

(a) (i) Assoziativitit der Konjunktion. Es gilt AN (BAC)=(AAB)AC.
(ii) Assoziatwitdt der Disjunktion. Es gilt AV (BV C)=(AV B)VC.



Neutrales Element der Konjunktion. Es gilt AN 1 = A.
Neutrales Element der Disjunktion. Es gilt AV 0 = A.

Kommutativitdt der Konjunktion. Es gilt AN B = B A A.
Kommutativitdt der Disjunktion. Es gilt AV B = BV A.

)

)

)

)

) Idempotenz der Konjunktion. Es gilt AN A= A.
(ii) Idempotenz der Disjunktion. Es gilt AV A = A.

)

)

)

)

)

Komplemente der Konjunktion. Es gilt AN —-A = 0.
Komplemente der Disjunktion. Es gilt AV A = 1.

Distributivitdt. Es gilt AN(BVC)=(AANB)V(AANC).
Distributivitat. Es gilt AV (BAC)=(AVB)A(AV ().

(g) (i) Absorption. Es gilt AN (AV B) = A.
(ii) Absorption. Es gilt AV (AA B) = A.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(1.19) Konvention. Wegen der Assoziativitit der Konjunktion und der Disjunktion kommt es bei iterierter
Bildung bis auf logische Aquivalenz nicht auf die Klammerung an. Im Regelfall lassen wir daher die Klammern
im Folgenden weg und schreiben A A B A C statt AA (BAC), usw.

(1.20) Beispiel. Es gilt =(—A4) = A.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(1.21) Beispiel (De Morgansche Gesetze).

(a) Esgilt -(AV B) =-AA-B.

(b) Es gilt -(AAB)=-AV —B.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

Semantische Implikation

Die logische Aquivalenz von aussagenlogischen Formeln F und G ist #quivalent zur Tatsache, dass F' < G eine
Tautologie ist, siehe Proposition (1.16). Wir kénnen nun einen analogen Begriff fiir die Implikation definieren,
welcher in Beweisen beim Schliefsen von gegebenen Aussagen auf neue Aussagen benutzt wird.

(1.22) Definition (semantische Implikation). Es seien aussagenlogische Formeln F' und G gegeben. Wir sagen,
dass G semantisch durch F impliziert wird (oder dass G semantisch aus F folgt), geschrieben F' = G, falls
unter jeder Interpretation, unter der F' den Wahrheitswert 1 annimmt, auch G den Wahrheitswert 1 annimmt.

(1.23) Beispiel. Es gilt AAB = AVC.

Beweis. Wir erstellen eine Wahrheitstafel:

A|B|C | AANB | AvC

1171 1 1

11110 1 1

11011 0 1

11010 0 1

011 1 0 1

01110 0 0

001 0 1

0[101]0 0 0
Da unter jeder Interpretation, unter der A A B den Wahrheitswert 1 annimmt, auch AV C' den Wahrheitswert 1
annimmt, gilt AANB E AV C. O
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(1.24) Proposition. Es seien aussagenlogische Formeln F' und G gegeben. Genau dann gilt F' | G,
wenn F' = G eine Tautologie ist.

Beweis. Zunéchst gelte F' = G, d.h. unter jeder Interpretation, unter der F' den Wahrheitswert 1 annimmt,
nehme auch G den Wahrheitswert 1 an. Ferner sei eine beliebige Interpretation gegeben. Wenn F' unter dieser
den Wahrheitswert 1 annimmt, so nach unserer Annahme auch G und folglich auch F = G. Wenn hingegen F'
den Wahrheitswert 0 annimmt, so hat F' = G ebenfalls den Wahrheitswert 1, unabhingig vom Wahrheitswert
von G. Also hat F' = G in jedem Fall den Wahrheitswert 1, d.h. F' = G ist eine Tautologie.

Nun sei umgekehrt F' = G eine Tautologie, d.h. unter jeder Interpretation habe F' = G den Wahrheitswert 1.
Unter jeder Interpretation, unter der F' den Wahrheitswert 1 annimmt, nimmt G dann nicht den Wahrheitswert 0
an, muss also notwendigerweise ebenfalls den Wahrheitswert 1 annehmen, d.h. es gilt F = G. O

(1.25) Proposition. Es seien aussagenlogische Formeln F und G gegeben. Genau dann gilt FF = G,
wenn F' = G und G | F gilt.

Beweis. Zunéchst gelte F' = G, d.h. die Wahrheitswerte von F' und G seien unter jeder Interpretation gleich.
Dann nimmt G unter jeder Interpretation, unter der F' den Wahrheitswert 1 annimmt, ebenfalls den Wert 1
an, d.h. es gilt F' = G, und umgekehrt nimmt F unter jeder Interpretation, unter der G den Wahrheitswert 1
annimmt, ebenfalls den Wert 1 an, d.h. es gilt G = F.
Nun gelte umgekehrt F' = G und G | F. Um zu zeigen, dass F' = G gilt, sei eine beliebige Interpretation
gegeben. Wenn F' unter dieser den Wahrheitswert 1 annimmt, so wegen F = G auch G. Nimmt hingegen F
unter dieser den Wahrheitswert 0 an, so nimmt G wegen G | F nicht den Wahrheitswert 1 an, also den
Wahrheitswert 0. Also haben F' und G unter jeder Interpretation denselben Wahrheitswert, d.h. es gilt F' = G.
O

Direkter Beweis

Im Folgenden werden wir einige Strategien betrachten, um eine Aussage der Form A = B zu beweisen. (De
facto lasst sich jede Aussage der Form C' in eine Aussage dieser Form umformulieren, es ist C' logisch dquivalent
ul=C.)

Wir beginnen mit der Strategie des direkten Beweises. Um zu zeigen, dass eine gegebene Aussage der
Form A = B gilt, nehmen wir oft an, dass die Aussage der Form A gilt, und zeigen unter dieser Annahme,
dass auch die Aussage der Form B gilt. Dieses Vorgehen ldsst sich anhand der Wahrheitstafel der Implikation

begriinden:
A|B|A=B
111 1
110 0
0|1 1
010 1

Ist die Aussage der Form A falsch, so ist die Aussage der Form A = B unabhéngig vom Wahrheitswert der
Aussage der Form B wahr. Konnen wir also unter der Annahme, dass die Aussage der Form A wahr ist, zeigen,
dass auch die Aussage der Form B wahr ist, so wissen wir, dass unabhéngig vom Wahrheitswert der Aussage
der Form A in jedem Fall die Aussage der Form A = B wahr ist.

Wollen wir umgekehrt die Aussage der Form A = B widerlegen, d.h. wollen wir zeigen, dass diese Aussage
falsch ist, so miissen wir unter der Annahme, dass die Aussage der Form A gilt, zeigen, dass die Aussage der
Form B falsch ist.

Der Beweis einer Aussage der Form A = B geschieht durch eine endliche Folge von logischen Schlussfolgerungen
(etwa durch Anwenden von Definitionen oder bereits bewiesenen Aussagen, siche Beispiel (1.27)). Hierbei ent-
spricht die Aussage der Form A der Préamisse der ersten Implikation und die Aussage der Form B der Konklusion
der letzten Implikation in dieser Folge. Wir rechtfertigen das ,,Zusammensetzen logischer Schlussfolgerungen*
wie folgt.

(1.26) Beispiel. Es gilt (A= B)A(B=C) E (A= C).
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Als néichstes betrachten wir einige Typen logischer Schlussfolgerungen. Wir beginnen mit dem Anwenden bereits
bewiesener Aussagen der Form einer Implikation:
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(1.27) Beispiel (modus ponens). Es gilt AA (A= B) |= B.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Es sei eine Aussage der Form A = B bereits bewiesen, d.h. deren Giiltigkeit sei bereits gezeigt. Aus der
Giiltigkeit der Aussage der Form A folgt dann die Giiltigkeit der Aussage der Form A A (A = B). Da aber B
nach dem modus ponens (1.27) semantisch aus A A (A = B) folgt, impliziert die Giiltigkeit der Aussage der
Form A A (A = B) bereits die Giiltigkeit der Aussage der Form B. Somit konnen wir also aus der Giiltigkeit
der Aussage A die Giiltigkeit der Aussage B schliefien.

Dies folgt auch direkt aus der Wahrheitstafel der Implikation, denn die Ungiiltigkeit der Aussage der Form B
hétte die Ungiiltigkeit der Aussage der Form A = B zur Folge. Letztere haben wir durch den Beweis der
Aussage der Form A = B aber bereits widerlegt.

Die néchste in der Praxis vorkommende logische Schlussfolgerung ist das Spezialisieren: Wenn eine Aussage der
Form A A B gilt, so folgt hieraus insbesondere die Giiltigkeit der Aussage der Form A.

Wenn wir hingegen wissen, dass eine Aussage der Form A gilt, so wissen wir auch, dass fiir jede Aussage der
Form B die Aussage der Form AV B gilt.

(1.28) Beispiel.
(a) Esgilt ANB [ A.
(b) Esgilt A=AV B.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Alternativer Beweis von Beispiel (1.23). Nach Beispiel (1.28)(a) gilt AA B |= A und nach (einem Analogon zu)
Beispiel (1.28)(b) gilt A = AV C. Folglich gilt auch AANB = AV C. O

Um eine Aussage der Form A = B zu beweisen, kommt es in der Praxis oft vor, dass wir mehrere bereits
bewiesene Aussagen anwenden miissen. Hierzu ist es oftmals notig, die Giiltigkeit der Aussage der Form A fir
mehr als einmal anzuwenden. In einer Folge von Implikationen kénnen wir aber zundchst nicht ohne weiteres
davon ausgehen, dass wir die Aussage der Form A in einem Zwischenschritt noch zur Verfiigung haben. Dass
ein ,Mitschleppen® bereits angewandter Aussagen trotzdem moglich ist, wird wie folgt begriindet:

(1.29) Beispiel. Esgilt A= B=A4= AAB.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Anhand eines Beispiels wollen wir nun einen direkten Beweis einer Aussage der Form A = B durchfiihren. Um
dies zu machen, werden wir annehmen, dass die Aussage der Form A gilt und werden dann zeigen, dass aus
dieser Annahme die Giiltigkeit der Aussage der Form B folgt.

Bevor wir uns dem Beispiel widmen, merken wir an, dass der Beweis jeder Aussage auf Definitionen oder bereits
bewiesene Aussagen zuriickgefiihrt wird. Da das Beispiel eine Aussage iiber gerade Zahlen macht, erinnern wir
daher an deren Definition: Eine ganze Zahl n heifit gerade, falls es eine ganze Zahl k£ mit n = 2k gibt.

(1.30) Anwendungsbeispiel. Fiir jede gerade ganze Zahl n ist auch n? gerade.

Beweis. Es sei eine ganze Zahl n gegeben. Wir zeigen: Wenn n gerade ist, dann ist auch n? gerade.

Wenn n gerade ist, dann gibt es eine ganze Zahl k mit n = 2k. Wenn es eine ganze Zahl k£ mit n = 2k gibt,
dann gibt es eine ganze Zahl k mit n? = (2k)2. Wenn es eine ganze Zahl k mit n? = (2k)? gibt, dann gibt es
eine ganze Zahl k mit n? = 4k2. Wenn es eine ganze Zahl k mit n? = 4k? gibt, dann gibt es eine ganze Zahl k
mit n? = 2(2k?). Wenn es eine ganze Zahl k mit n? = 2(2k?) gibt, dann ist n? gerade.

Insgesamt gilt (¥): Wenn n gerade ist, dann ist n? gerade. O

Im Beweis zu Anwendungsbeispiel (1.30) ist die logische Struktur sehr gut ersichtlich. Dies fiihrt leider zu einem
langlichen, schwer zu erfassenden Text. Ublicherweise wiirde man den Beweis wie folgt verkiirzen:

8In diesem Schritt benutzen wir die uns verinnerlichte logische Tatsache des ,,Zusammensetzens logischer Schlussfolgerungen®,
deren formale Entsprechung sich in Beispiel (1.26) findet.
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Beweis. Es sei eine gerade ganze Zahl n gegeben. Dann gibt es eine ganze Zahl k£ mit n = 2k. Es folgt
n? = (2k)? = 4k* = 2(2k?).
Somit ist auch n? gerade. O

Der zweite gegebene Beweis von (1.30) unterscheidet sich nur unwesentlich vom ersten, da die zu Grunde liegende
logische Struktur die gleiche ist — er wird lediglich durch sprachliche Konventionen lesbarer gestaltet.

Kontraposition

Als néchstes betrachten wir das Beweisverfahren des Umkehrschlusses, auch Kontraposition genannt. Anstatt
eine Aussage der Form A = B zu beweisen, konnen wir auch die Aussage der Form =B = —A zeigen:

(1.31) Beispiel (Kontraposition). Es gilt A = B =-B = -A.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
Wir verdeutlichen die Strategie der Kontraposition wieder an einem Beispiel.

(1.32) Anwendungsbeispiel. Fiir jede ganze Zahl n gilt: Wenn n? gerade ist, dann ist auch n gerade.

Beweis. Es sei eine ganze Zahl n gegeben. Wir zeigen: Wenn n ungerade ist, dann ist auch n? ungerade.
Es sei also n ungerade. Dann gibt es eine ganze Zahl k& mit n = 2k + 1. Es folgt

n? = (2k 4+ 1)? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.

Somit ist auch n? ungerade.
Im Umbkehrschluss folgt: Wenn n? gerade ist, dann ist auch n gerade. O

Indirekter Beweis

Eine weitere Beweisstrategie ist der sogenannte indirekte Beweis. Anstatt der Giiltigkeit einer Aussage der
Form A = B beweist man hierbei die Ungiiltigkeit der Aussage der Form A A =B, was der Giiltigkeit der
Aussage der Form —(A A =B) entspricht:

(1.33) Beispiel (indirekter Beweis). Es gilt A = B = =(A A -B).
Beweis. Nach Beispiel (1.15), Beispiel (1.20) und dem De Morganschen Gesetz (1.21)(b) gilt
A= B=-AVB=-AV~-(—-B)=-(AA-B). O
Auch das Prinzip des indirekten Beweises verdeutlichen wir wieder durch ein Beispiel.
(1.34) Anwendungsbeispiel. Jede reelle Zahl x mit 23 + x = 1 ist irrational.

Beweis. Es sei eine reelle Zahl = gegeben. Wir zeigen: Wenn 3 + 2 = 1 ist, dann ist z irrational.
Angenommen, es gilt 2 +2 = 1 und x ist rational. Dann gibt es teilerfremde (°) ganze Zahlen a und b mit z = %
Es folgt

a a a3 a

3 3
l==x +x_(b) ty=E

und damit b = a3 + ab?.

Wiére nun b ungerade, so wire einerseits b ungerade (1°) und andererseits a® + ab? gerade (unabhiingig davon,
ob a gerade oder ungerade ist). Da b® = a3 + ab? nicht gleichzeitig ungerade und gerade sein kann, ist somit b
gerade. Wire nun weiter a ungerade, so wire b> gerade und a®+ab? ungerade. Da b® = a3+ ab? nicht gleichzeitig
gerade und ungerade sein kann, ist somit auch a gerade. Damit sind aber a und b beide gerade, also durch 2
teilbar im Widerspruch zu ihrer Teilerfremdheit.

Folglich war unsere Annahme, dass 23 + & = 1 und « rational ist, falsch. Wenn also z® + x = 1 gilt, so muss
notwendigerweise x irrational sein. O

9Die Teilerfremdheit bedeutet, dass der Bruch gekiirzt ist.
10An dieser Stelle und weiteren Stellen im Beweis benutzen wir implizit zu Anwendungsbeispiel (1.30) analoge Aussagen.
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Die Giiltigkeit einer Aussage der Form A kénnen wir ebenfalls indirekt zeigen. Hierzu zeigen wir die Giiltigkeit
der Aussage der Form —A = 0, d.h. wir fiihren die Annahme, dass die Aussage der Form —A richtig ist, also
dass die Aussage der Form A falsch ist, zu einem Widerspruch. Hierbei wird die Aussage der Form 0, also eine
falsche Aussage, in der Regel durch den Widerspruch B A =B fiir eine beliebige Aussage der Form B gezeigt,
d.h. man zeigt die logisch dquivalente Aussage der Form —A = B A =B, vgl. Beispiel (1.18)(e)(i).

(1.35) Beispiel. Es gilt A=-4 = 0.
Beweis. Nach Beispiel (1.15), Beispiel (1.20) und Beispiel (1.18)(b)(ii) gilt

—“A=0=-(-A)V0=AVv0= A O

Beweis einer Aquivalenz

Um eine Aquivalenz zweier Aussagen, also eine Aussage der Form A < B, zu zeigen, zerlegen wir diese oft in
zwei Implikationen:

(1.36) Beispiel. Esgilt A< B=(A= B)A(B=A).
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(1.37) Anwendungsbeispiel. Fiir jede ganze Zahl n gilt: Genau dann ist n? gerade, wenn n gerade ist.

Beweis. Es sei eine ganze Zahl n gegeben. Wenn n? gerade ist, dann ist auch n gerade nach Anwendungsbei-
spiel (1.32). Umgekehrt, wenn n gerade ist, dann ist auch n? gerade nach Anwendungsbeispiel (1.30). Insgesamt
ist n2 genau dann gerade, wenn n gerade ist. O

Disjunktive und konjunktive Normalform

Als néchstes wollen wir zeigen, dass jede potentielle Wahrheitstafel im folgenden Sinn als Wahrheitstafel einer
aussagenlogischen Formel vorkommt.

(1.38) Definition (potentielle Wahrheitstafel). Es sei eine nicht-negative ganze Zahl n gegeben. Eine potentielle
Wahrheitstafel fiir die Aussagenvariablen Ay, ..., A, ist eine ,eindeutige Zuordnung“ von entweder 0 oder 1 zu
jeder Interpretation der Aussagenvariablen Ay, ..., A,.

Wir koénnen potentielle Wahrheitstafeln wie Wahrheitstafeln von aussagenlogischen Formeln verbildlichen; der
einzige Unterschied ist das Fehlen einer aussagenlogischen Formel, zu denen die Wahrheitswerte auf der rechten
Seite gehdren:

(1.39) Beispiel. Esist

A|B|C

1711141
111100
1701141
110100
0|1 ]|1]0
0|1]0]0
0|0 ] 1]|1
0001

eine potentielle Wahrheitstafel fiir die Aussagenvariablen A, B, C.

Wir werden sehen, dass wir potentielle Wahrheitstafeln sogar durch aussagenlogische Formeln in einer speziellen
Normalform realisieren kénnen, genau genommen sogar auf zwei verschiedene zueinander duale Weisen.
Zunichst definieren wir die auftauchenden Normalformen:

(1.40) Definition (disjunktive Normalform, konjunktive Normalform). Es seien eine nicht-negative ganze
Zahl n und eine aussagenlogische Formel F' in den Aussagenvariablen Ay, ..., A, gegeben.

14



(a) Wir sagen, dass F' in (kanonischer) disjunktiver Normalform bzgl. Ay, ..., A, ist, wenn es eine nicht-
negative ganze Zahl k und verschiedene (!!) aussagenlogische Formeln Fy, ..., Fj derart gibt, dass

F=FV...V I,
und so, dass fiir alle natiirlichen Zahlen i mit 1 < i < n stets
Fi=XiaN. .. ANXp
gilt, wobei X; ; = A; oder X; ; = —A; fiir alle natiirlichen Zahlen j mit 1 < j < n. (!2)

(b) Wir sagen, dass F' in (kanonischer) konjunktiver Normalform bzgl. Ay, ..., A, ist, wenn es eine nicht-
negative ganze Zahl k und verschiedene aussagenlogische Formeln Fi, ..., Fj derart gibt, dass

F=FN...N\Fy,
und so, dass fiir alle natiirlichen Zahlen i mit 1 < i < n stets
FE=X1Vv...VX;,
gilt, wobei X; ; = A; oder X; ; = —A; fiir alle natiirlichen Zahlen j mit 1 < j < n. (!3)
(1.41) Beispiel.
(a) Die aussagenlogische Formel
ANBVANAN-B
ist in disjunktiver Normalform.
(b) Die aussagenlogische Formel
(AVBV-=C)A(AV-BVC)A(=AVBVC)A(~AV =BV -C)
ist in konjunktiver Normalform.

Wir leiten nun eine Methode her, mit der sich zu einer gegebenen potentiellen Wahrheitstafel eine aussagenlo-
gische Formel in disjunktiver Normalform konstruieren ldsst, welche die gegebene potentielle Wahrheitstafel als
Wahrheitstafel hat. Die Methode beruht auf der Beobachtung, dass sich die Wahrheitstafel einer aussagenlogi-
schen Formel in disjunktiver Normalform sehr leicht aus der Gestalt der aussagenlogischen Formel bestimmen
lasst. Beispielsweise nimmt die aussagenlogische Formel A A BV A A —B aus Beispiel (1.41)(a) genau dann den
Wahrheitswert 1 an, wenn A A B den Wahrheitswert 1 oder A A =B den Wahrheitswert 1 annimmt. Ersteres
ist genau dann der Fall, wenn A den Wahrheitswert 1 annimmt und B den Wahrheitswert 1 annimmt, und
zweiteres ist genau dann der Fall, wenn A den Wahrheitswert 1 und B nicht den Wahrheitswert 0 annimmt.
Wir werden gleich zum ersten Mal das Symbol ,:=" sehen, welches bei Definitionen von ,mathematischen
Objekten* verwendet wird. Wenn ein gegebener Ausdruck y als x definiert werden soll, so schreibt man x := y;
man gibt also dem ,,bekannten Ausdruck y den neuen Namen x.

(1.42) Definition (zu einer Interpretation zugehoriges Disjunkt/Konjunkt). Es seien eine nicht-negative ganze
Zahl n und eine Interpretation v; ... v, der Aussagenvariablen A, ..., A, gegeben.

(a) Fiir jede natiirliche Zahl j mit 1 < j < n setzen wir

o A, fallsvy; =1,
/ —A;, falls v; = 0.

Die aussagenlogische Formel
Dis(v1...v5) = X1 A...ANX,

heiflt das zu vy ... v, gehorige Disjunkt.

J
J

11 Objekte x1, ..., zj, werden verschieden genannt, falls fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ und j mit 1 < 4 < n und 1 <
P <

<
und i # j stets x; # x; gilt, oder dquivalent ausgedriickt, falls fiir alle natiirlichen Zahlen 7 und j mit 1 <¢ <nund 1 <
aus x; = x; bereits i = j folgt.
12Im Fall k = 0 ist F' eine Disjunktion iiber 0 Disjunkte, eine sogenannte leere Disjunktion, was per Konvention der Booleschen
Konstanten 0 entspricht.
13Im Fall k = 0 ist F' eine Konjunktion iiber 0 Konjunkte, eine sogenannte leere Konjunktion, was per Konvention der Booleschen
Konstanten 1 entspricht.
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(b) Fiir jede natiirliche Zahl j mit 1 < j < n setzen wir

X, — _‘Aj, falls vV = 1,
! A;,  fallsv; = 0.

Die aussagenlogische Formel
Con(vy...vp):=X3V...VX,
heiftt das zu vy ... v, gehorige Konjunkt.
1.43) Beispiel.
( P
(a) Das zur Interpretation 1011 der Aussagenvariablen A, B, C, D gehorige Disjunkt ist

Dis(1011) = AA-BAC A D.

(b) Das zur Interpretation 1011 der Aussagenvariablen A, B, C, D gehorige Konjunkt ist

Con(1011) = ~AV BV ~C V —D.

(1.44) Bemerkung. Es seien eine nicht-negative ganze Zahl n und Interpretationen v ...v, und wy ... w,
der Aussagenvariablen A1, ..., A, gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Der Wahrheitswert von Dis(wy ... w,,) fiir die Interpretation vy ... v, ist gleich 1.
(b) Der Wahrheitswert von Con(wy ...w,,) fiir die Interpretation vy ... v, ist gleich 0.
(c) Fiir jede natiirliche Zahl j mit 1 < j <n ist w; = v,.

Beweis. Fiir jede natiirliche Zahl j mit 1 < j < n setzen wir

o A;, fallsw; =1,
! —4;, falls w; =0,

so dass Dis(wy ... wy) = X1 A...AX, gilt. Nun ist aber genau dann der Wahrheitswert von Dis(w; . .. w,) unter
der Interpretation v, ...v, gleich 1, wenn der Wahrheitswert von X fiir jede natiirliche Zahl j mit 1 < j <n
gleich 1 ist, also genau dann, wenn w; = v; fiir jede natiirliche Zahl j mit 1 < j < n gilt. Dies zeigt die
Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (c).

Die Aquivalenz von Bedingung (b) und Bedingung (c) lisst sich dual zeigen.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

Die nachfolgende Proposition gibt an, wie wir zu den Werten einer potentiellen Wahrheitstafel eine aussagenlo-
gische Formel in disjunktiver bzw. konjunktiver Normalform erstellen konnen.

(1.45) Proposition. Es seien eine nicht-negative ganze Zahl n und eine potentielle Wahrheitstafel fiir die
Aussagenvariablen Ay, ..., A, gegeben.

(a) Essei F eine Disjunktion (in beliebiger Reihenfolge) iiber all diejenigen Disjunkte, welche zu Interpretatio-
nen der Aussagenvariablen Ay, ..., A, gehoren, die in der potentiellen Wahrheitstafel den Wahrheitswert 1
zugewiesen bekommen. Dann ist F' die bis auf der Reihenfolge der Disjunkte eindeutige aussagenlogische
Formel in disjunktiver Normalform bzgl. A, ..., A,, welche die Wahrheitswerte der gegebenen potenti-
ellen Wahrheitstafel annimmt.

(b) Es sei F eine Konjunktion (in beliebiger Reihenfolge) iiber all diejenigen Konjunkte, welche zu Interpre-
tationen der Aussagenvariablen A;, ..., A, gehdren, die in der potentiellen Wahrheitstafel den Wahr-
heitswert 0 zugewiesen bekommen. Dann ist F' die bis auf der Reihenfolge der Konjunkte eindeutige
aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform bzgl. Ay, ..., A,, welche die Wahrheitswerte der
gegebenen potentiellen Wahrheitstafel annimmt.
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Beweis.

(a) Um zu zeigen, dass F die Wahrheitswerte der gegebenen potentiellen Wahrheitstafel annimmt, sei ei-

ne beliebige Interpretation v;...v, gegeben. Zunéchst sei der vy ...v, zugewiesene Wahrheitswert in
der potentiellen Wahrheitstafel gleich 1, so dass Dis(v; ...v,) ein Disjunkt von F ist. Da der Wahr-
heitswert von Dis(v; ...v,) unter der Interpretation v ...v, nach Bemerkung (1.44) gleich 1 ist, gilt
dies auch fiir die Disjunktion F. Im Folgenden sei also der v ...v, zugewiesene Wahrheitswert in der
potentiellen Wahrheitstafel gleich 0. Dann ist Dis(v; ...v,) kein Disjunkt von F. Folglich ist jedes Dis-
junkt von F gleich Dis(wy ... w,) fir eine Interpretation wy ... w,, fir welche es eine natiirliche Zahl j
mit 1 < j < n und w; # v; gibt. Da aber fiir jede solchen Interpretation wj ...w, der Wahrheitswert
von Dis(wy ... w,) unter der Interpretation v ...v, nach Bemerkung (1.44) gleich 0 ist, gilt dies auch
fiir die Disjunktion F'. Somit ist in jedem Fall der Wahrheitswert von F’ unter der Interpretation vy ... v,
gleich dem v ... v, zugewiesenen Wahrheitswert in der potentiellen Wahrheitstafel.

Umgekehrt sei G eine beliebige aussagenlogische Formel in disjunktiver Normalform derart, dass G die
Wahrheitswerte der gegebenen potentiellen Wahrheitstafel annimmt. Dann gibt es eine nicht-negative
ganze Zahl k und verschiedene aussagenlogische Formeln G, ..., Gy derart, dass G =G1 V- -V G, und
so, dass fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ mit 1 <4 < k stets G; = X;1 A -+ A X, gilt, wobel X; ; = A;
oder X;; = —A; fiir alle natiirlichen Zahlen j mit 1 < j < n. Ferner sei eine Interpretation vy ...v,
gegeben.

Zunéchst sei angenommen, dass der Wert von v;...v, in der potentiellen Wahrheitstafel gleich 1 ist.
Da G die Wahrheitswerte der potentiellen Wahrheitstafel annimmt, ist somit auch der Wahrheitswert
von G unter vy ...v, gleich 1. Wegen G = G V --- V G}, gibt es also eine natiirliche Zahl ¢ mit 1 <7 <k
und derart, dass G; unter vy . .. v, den Wahrheitswert 1 annimmt. Fiir jede natiirliche Zahl jmit 1 < j <n
sei

1, falls Xi,j = Aj,
wj = .
0, falls Xi,j = _|Aj.

Dann ist G; = X;1 A+ A X;n = Dis(wy ... wy,). Da aber der Wahrheitswert von G; unter der Interpre-
tation vy ... v, gleich 1 ist, gilt w; = v; fiir jede natiirliche Zahl j mit 1 < j < n nach Bemerkung (1.44).
Folglich ist G; = Dis(wy ...wy) = Dis(v; ... v,) ein Disjunkt von G.

Nun sei angenommen, dass der Wert von v; ...v, in der potentiellen Wahrheitstafel gleich 0 ist. Da G
die Wahrheitswerte der potentiellen Wahrheitstafel annimmt, ist somit auch der Wahrheitswert von G
untervs ... v, gleich 0. Wegen G = G1 V --- V Gy, gilt somit fiir jede natiirliche Zahl ¢ mit 1 < i < k,
dass G; unter vy ...v, den Wahrheitswert 0 annimmt. Nach Bemerkung (1.44) ist aber der Wahrheits-
wert von Dis(vy ...v,) unter v ...v, gleich 1, so dass fiir jede natiirliche Zahl ¢ mit 1 < ¢ < k also
notwendigerweise G; # Dis(v1 ... vy,) ist.

Insgesamt ist G eine Disjunktion iiber all diejenigen Disjunkte, welche zu Interpretationen gehoren, die in
der potentiellen Wahrheitstafel den Wahrheitswert 1 zugewiesen bekommen, d.h. es ist G bis auf Reihen-
folge der Disjunkte gleich F'.

(b) Dies ldsst sich dual zu (a) beweisen. O
(1.46) Beispiel. Es sei die folgende potentielle Wahrheitstafel fiir die Aussagenvariablen A, B, C gegeben.

A|B|C

1111

11100

11011

110[0¢(0

0Oj1 |10

0]1/1010

0Oj0 (1|1

0j0 |01

—

a) Eine aussagenlogische Formel in disjunktiver Normalform, welche die gegebene potentielle Wahrheitstafel

als Wahrheitstafel hat, ist
AANBANCVAAN-BANCV-AN-BANCV-AAN-BA-C.
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(b) Eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform, welche die gegebene potentielle Wahrheitstafel
als Wahrheitstafel hat, ist

(mAV-BVC)AN(-AVBVC)AN(AV-BV-C)AN(AV-BVC).

Beweis.
(a) Nach Proposition (1.45)(a) ist
Dis(111) v Dis(101) v Dis(001) v Dis(000)
=AANBANCVAAN-BANCV-AN-BANCV-AAN-BA-C

eine aussagenlogische Formel in disjunktiver Normalform, welche die gegebene potentielle Wahrheitstafel
als Wahrheitstafel hat.

(b) Nach Proposition (1.45)(b) ist
Con(110) A Con(100) A Con(011) A Con(010)
=(-AV-BVC)AN(-AVBVC)AN(AV-BV-C)A(AV-BVC)

eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform, welche die gegebene potentielle Wahrheitstafel
als Wahrheitstafel hat. O

(1.47) Satz. Es sei eine nicht-negative ganze Zahl n gegeben.

(a) Jede aussagenlogische Formel in den Aussagenvariablen A, ..., A, ist bis auf Reihenfolge der Disjunkte
zu genau einer aussagenlogischen Formel in disjunktiver Normalform bzgl. A4, ..., A, logisch dquivalent.

(b) Jede aussagenlogische Formel in den Aussagenvariablen Ay, ..., A, ist bis auf Reihenfolge der Konjunkte
zu genau einer aussagenlogischen Formel in konjunktiver Normalform bzgl. Ay, ..., A, logisch dquivalent.

Beweis.

(a) Nach Proposition (1.45)(a) gibt es fiir jede aussagenlogische Formel F' bis auf Reihenfolge der Disjunkte
genau eine aussagenlogische Formel in disjunktiver Normalform, welche die Wahrheitswerte der Wahr-
heitstafel von F' annimmt, welche also zu F' logisch dquivalent ist.

(b) Dies lésst sich dual zu (a) beweisen. O
(1.48) Beispiel.
(a) Eine zu AV B = A A C logisch dquivalente aussagenlogische Formel in disjunktiver Normalform ist durch

ANBANCVAN-BANCV-AAN-BANCV-AAN-BA-C.
gegeben.
(b) Eine zu AV B = AAC logisch dquivalente aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform ist durch
(wAV-BVC)A(mAVBVC)A(AV-BV-C)A(AV-BVCO).
gegeben.

Beweis. Essei F':= (AV B = AAC). Nach Beispiel (1.10)(a) sind die Wahrheitswerte von F' wie folgt gegeben.
A|B|C

__ o OO oM

OO OO
SO FE OO =
O = OO = O M=
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(a) Nach Beispiel (1.46)(a) ist
ANBANCVAN-BANCV-AAN-BANCV-AN-BA-C

eine aussagenlogische Formel in disjunktiver Normalform, welche unter jeder Interpretation denselben
Wahrheitswert wie F' annimmt und damit zu F' logisch dquivalent ist.

(b) Nach Beispiel (1.46)(b) ist
(~AV =BV C)A(=AVBVC)A(AV-BV-C)A(AV-BVC).

eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform, welche unter jeder Interpretation denselben
Wahrheitswert wie F' annimmt und damit zu F logisch dquivalent ist. O

Alternativer Beweis. Nach Beispiel (1.10)(a) sind die Wahrheitswerte von —F wie folgt gegeben.
A|B|C| —-F

OO OO =
SO HHFE OO =
O = OO = O =
OO R R R, OO

—
&
~—

Nach Proposition (1.45)(b) ist
(AV BV =C) A (~AV BV ~C)A(AVBV-C)A(AV BVC)

eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform, welche unter jeder Interpretation denselben
Wahrheitswert wie =F annimmt und damit zu —F logisch dquivalent ist. Nach Beispiel (1.20) und den De
Morganschen Gesetzen (1.21) folgt
F=—=(-F)=-((-AV-BV-C)A(mAVBV-C)AN(AVBV-C)N(AV BVC(C))
=AANBACVAAN-BANCV-AAN-BANCV-AAN-BA-C.

(b) Nach Proposition (1.45)(a) ist
ANBAN-CVAN-BA-CV-AANBANCYV-AANBA-C

eine aussagenlogische Formel in disjunktiver Normalform, welche unter jeder Interpretation denselben
Wahrheitswert wie —F annimmt und damit zu —F logisch dquivalent ist. Nach Beispiel (1.20) und den De
Morganschen Gesetzen (1.21) folgt

F=-(-F)=-(AABA-CVAAN-BA-CV-AANBACV-AANBA-C)
(mAV-BVC)AN(mAVBVC)AN(AV-BV-C)AN(AV-BVC(). O

Pradikate

Zum Abschluss dieses Abschnitts skizzieren wir noch einige Aspekte der Prédikatenlogik. Dabei werden wir
diesen Kalkiil noch knapper und informeller als den der Aussagenlogik behandeln, da eine weiterfilhrende
Formalisierung ohne Kenntnis einiger mathematischer Strukturen sehr abstrakt und nur schwer verstdndlich
ist. (14) Der Zweck dieser kurzen Abhandlung ist es, eine intuitive Idee von Ausdriicken der Form 3z : P(x) zu
bekommen.

Wihrend die Aussagenlogik Modelle fiir Aussagen und deren logische Zusammensetzungen studiert, wird in
der Pradikatenlogik auf die innere Struktur von Aussagen eingegangen. Anstelle von Aussagen betrachtet man
nun Pridikate {iber einem zuvor festgelegten Individuenbereich (auch Diskursuniversum genannt). Ein Pradikat

14 Weitergehende Prizisierungen werden in Vorlesungen zur mathematischen Logik vermittelt; an der RWTH Aachen iiblicherweise
im Rahmen des Kurses Mathematische Logik (etwa 4. Semester im Studiengang B.Sc. Informatik).
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(manchmal etwas irrefiihrend auch Aussageform genannt, vgl. Definition (1.1)(b)) ist hierbei eine ,,Eigenschaft*
oder eine ,,Beziehung“, welche fiir die Individuen aus dem zuvor festgelegten Bereich entweder gilt oder nicht.
Betrachtet man ein Prédikat von konkreten Individuen, so erhélt man eine Aussage.

Beispielsweise ist ,,Anne speist mit Christian.” eine Aussage. Betrachten wir nun den Individuenbereich , Freun-
deskreis (des Dozenten)“, so sind ,,Anne* und ,,Christian* Individuen und es ist ,,... speist mit ...“ ein zwei-
stelliges Pridikat {iber diesem Bereich (zweistellig, da das Pradikat zwei Individuen in Verbindung setzt).

Pradikatenlogische Formeln

So wie in der Aussagenlogik die Aussagen durch Aussagenvariablen abstrahiert werden, treten bei der Forma-
lisierung der Pridikatenlogik nun Individuenvariablen an die Stelle von Individuen und Préddikatvariablen an
die Stelle der Pridikate. So ldsst sich oben genanntes Beispiel etwa durch P(z,y) formalisieren, wobei ,,Anne*
durch = bzw. ,,Christian“ durch y sowie ,,... speist mit ...“ durch P ersetzt wird.

Desweiteren kénnen in einer pridikatenlogischen Formel noch die aus der Aussagenlogik bekannten Junktoren,
Hilfsklammern und die sogenannten Quantoren auftreten. Der Ezistenzquantor (Symbol 3) formalisiert hierbei
die Existenz eines Individuums, fiir welches ein gewisses Priadikat gilt, wiahrend der Allquantor (Symbol V) fiir
die Allgemeingiiltigkeit des Pradikats fiir alle Individuen steht. Dabei wird (3x)(P(x)) als es gibt ein x mit P(x)
und (Vz)(P(x)) als fir alle x gilt P(x) gelesen. Um die Bildung von Klammern zu reduzieren, schreiben wir
meist Iz : P(x) statt (3x)(P(x)) sowie Va : P(z) statt (Vz)(P(z)).

Bei mehreren Individuenvariablen kommt es auf die Art und die Reihenfolge der Quantoren an. Wollen wir
etwa die beiden in P(x,y) vorkommenden freien Individuenvariablen 2z und y durch Quantoren binden, so
haben wir die vier Moglichkeiten 3z : Jy : P(x,y), Iz : Yy : P(z,y), Y : Jy : P(z,y) und Vz : Yy : P(x,y).
Steht P(z,y) wie oben fiir das Pradikat ,,... speist mit ... so steht Jx : Jy : P(x,y) fiir die Aussage, dass es
zwei nicht notwendigerweise verschiedene Individuen gibt (}°), welche miteinander speisen (,es gibt ein Paar von
Individuen, welches miteinander speist”), wihrend Va : Vy : P(z,y) der Aussage entspricht, dass jeder mit jedem
speist. Die pridikatenlogische Formel 3z : Vy : P(z,y) reprisentiert die Aussage, dass es ein Individuum gibt,
welches mit allen (anderen und sich selbst) speist, wihrend Vz : 3y : P(z,y) die Existenz eines Tischpartners
fiir jedes Individuum formalisiert.

Wahrheitswerte pradikatenlogischer Formeln

Bei einer Interpretation werden ein Individuenbereich, fiir jede Pradikatvariable ein Pradikat und fiir alle freien
Individuenvariablen konkrete Individuen festgelegt. Interpretieren wir die Quantoren noch wie oben angedeu-
tet, so ergibt sich bei einer gegebenen Interpretation der Wahrheitswert einer pradikatenlogischen Formel als
Wahrheitswert der erhaltenen Aussage.

Oftmals stehen an Stelle der Pradikatvariablen bereits konkrete mathematische Symbole, welche aber erst durch
Wahl des Individuenbereichs eine feste Bedeutung erhalten. Betrachten wir beispielsweise die pradikatenlogische
Formel = > 0 in der Individuenvariablen x. Anstelle einer Prédikatvariablen P(x) steht hier der Ausdruck > 0.
Hierbei handelt es sich nicht um ein Pradikat; wir haben es lediglich mit einer Aneinanderreihung von Symbolen
zu tun, da wir fiir die einstellige Pradikatvariable > 0 noch keine inhaltliche Bedeutung zugewiesen haben. Dies
geschieht erst bei einer Interpretation: Legen wir beispielsweise als Individuenbereich die natiirlichen Zahlen fest
und interpretieren wir > 0 wie iiblich, also > als die {ibliche Striktordnung auf den natiirlichen Zahlen und 0
als die iibliche ganze Zahl 0, so erhalten wir fiir jede mégliche Zuordnung eines Individuums aus dem gewéhlten
Bereich eine wahre Aussage. Wéhlen wir hingegen als Individuenbereich die reellen Zahlen und interpretieren > 0
wie iiblich, also > als die iibliche Striktordnung auf den reellen Zahlen und 0 als die iibliche reelle Zahl 0, so
gibt es Individuen, fiir welche wir eine wahre Aussage erhalten (etwa %), aber auch Individuen, fiir welche wir
eine falsche Aussage erhalten (etwa —v/2).

Wiéhrend in der pradikatenlogischen Formel F'(z) = (z > 0) die Individuenvariable z frei ist und daher bei einer
Interpretation durch ein konkretes Individuum des Individuenbereichs ersetzt wird, ist dies in G = (Vz : & > 0)
und H = (32 : © > 0) nicht der Fall. Wéhlen wir als Individuenbereich die natiirlichen Zahlen, so erhalten wir
fiir G und H jeweils den Wahrheitswert 1, wahrend wir fiir den Individuenbereich der reellen Zahlen fiir G den
Wahrheitswert 0 und fiir H den Wahrheitswert 1 erhalten.

Auch bei der Bestimmung des Wahrheitswerts einer prédikatenlogischen Formel bzgl. einer gegebenen Inter-
pretation kommt es natiirlich auf die Reihenfolge der Quantoren an. Betrachten wir hierzu beispielsweise die
pridikatenlogischen Formeln G = (Vy : 3o : y = 22), H = (32 : Vy 1y = 2°?), K = (Vo : 3y : y = 2?)

15Der Existenzquantor formalisiert die Existenz mindestens eines Objekts.
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und L = (Jy : Vo : y = 2%). Bei einer Interpretation durch die reellen Zahlen liefern G, H und L jeweils den
Wahrheitswert 0, wahrend wir fiir K den Wahrheitswert 1 erhalten.

Logische Aquivalenz pridikatenlogischer Formeln

Wie in der Aussagenlogik ldsst sich auch fiir priadikatenlogische Formeln ein Begriff der logischen Aquiva-
lenz definieren. Fiir beliebige Pridikatvariablen P(z) in der Individuenvariablen z sind dann —(Vx : P(x))
und Jx : =P (x) sowie =(Jz : P(z)) und Vz : = P(z) jeweils logisch dquivalente priadikatenlogische Formeln.

Zur Verwendung von logischen Symbolen

Wir werden das Studium der mathematischen Logik und insbesondere die Formalisierung logischer Strukturen
nun beenden und verweisen auf weiterfithrende Vorlesungen. Da bereits die mathematischen Sachverhalte, iiber
welche wir im Folgenden reden werden, formalisiert werden, unterhalten wir uns iiber diese in der Umgangs-
sprache. Unsere Texte schreiben wir ebenfalls in dieser Metasprache auf, lediglich die Objekte (wie im néchsten
Abschnitt Mengen, Elemente, etc.) werden formalisiert. Da die mathematische Logik nicht mehr Gegenstand
unserer Untersuchungen ist, verzichten wir dementsprechend auch auf die Verwendung logischer Symbole. Hier-
durch kénnen wir eine Uberformalisierung vermeiden und den Text lesbarer halten. Der Verzicht auf logische
Symbole aufierhalb der mathematischen Logik wird gemeinhin als guter Stil empfunden.

Man beachte, dass wir durch diese Regelung im weiteren Verlauf streng genommen nichts anderes machen werden
als zuvor: Auch bisher haben wir logische Symbole nur in aussagen- und pradikatenlogischen Formeln benutzt,
nicht jedoch bei den Aussagen selbst verwandt — und schon gar nicht in den Aussagen iiber die Aussagen bzw.
den Aussagen iiber die aussagenlogischen Formeln. Logische Symbole sind Bestandteile der Objektsprache, d.h.
der formalen Sprache, die wir in diesem Abschnitt studiert haben, und die uns als formales Modell fiir Aussagen
und Prédikate dient.

Wir haben die Logik in diesem Abschnitt studiert, um die logischen Strukturen der im Folgenden auftauchenden
Sétze besser verstehen und einordnen zu kénnen. Ferner hilft uns das logische Versténdnis beim Auffinden von
Beweisen. Aus diesen Griinden wird von der oben getroffenen Konvention, auf logische Symbole zu verzich-
ten, in Ausnahmesituationen Abstand genommen (auch wenn dies streng genommen wegen der Trennung von
Objektsprache und Metasprache keinen Sinn macht); etwa wenn man bei umgangssprachlich vergleichsweise
kompliziert auszudriickenden Sachverhalten die logische Struktur genauer prézisieren mochte. Ein Beispiel hier-
fiir ist etwa die Definition der Konvergenz einer Folge in der Analysis, dessen pradikatenlogische Formalisierung
vergleichsweise viele Quantoren beinhaltet, bei welchen es zudem auf die Reihenfolge ankommt.

Eine zweite Ausnahme von dieser Regelung ist der Anschrieb von Vorlesungsnotizen an einer Tafel oder dhnlichen
Présentationsgeriten wie einem Overheadprojektor: Da eine Vorlesung oder ein Vortrag durch die Verwendung
der miindlichen Sprache einen anderen Charakter als ein geschriebener Text hat, werden logische Symbole hier
gerne als Abkiirzung genommen.

Sprachliche Konventionen

Wenn wir sagen, dass eine erste Aussage oder eine zweite Aussage gilt, so lassen wir damit stets zu, dass auch
beide Aussagen gelten. Die aussagenlogische Formalisierung dieses umgangssprachlichen Konstrukts entspricht
einer Disjunktion. M&chten wir darstellen, dass entweder die erste Aussage oder die zweite Aussage gilt, so
sagen wir dies explizit. Analog bei mehr als zwei Aussagen.

Die Existenz eines Objektes bedeute stets die Existenz von mindestens einem Objekt. Bei einer Formalisierung
im Sinne der Pridikatenlogik wiirden wir in diesem Fall einen Existenzquantor erhalten. Mdchten wir die
Existenz von genau einem Objekt ausdriicken, so sagen wir auch dies explizit dazu.

Wenn wir sagen, dass eine Figenschaft fiir gewisse Objekte gilt, so meinen wir damit stets, dass die Eigen-
schaft fir alle diese Objekte gilt. Eine pradikatenlogische Formalisierung wiirde in diesem Fall einen Allquantor
ergeben. Mochten wir hingegen ausdriicken, dass die Eigenschaft fiir eines der Objekte gilt, dass es also ein
Objekt (unter allen potentiellen Objekten) mit dieser Eigenschaft gibt, so sagen wir dies explizit dazu. Bei einer
Formalisierung wiirden wir dann einen Existenzquantor erhalten.

Die Formulierung, dass ein (beliebiges) Objekt gegeben sein soll, bedeute, dass das danach Dargestellte fiir jedes
solche Objekt gilt. Dieser Ausdruck entspricht bei einer Formalisierung einem Allquantor.

Wenn wir sagen, dass wir uns ein Objekt mit einer Eigenschaft wdhlen, so bedeute dies, dass ein Objekt mit
dieser Eigenschaft existiert (per Definition oder nach einer vorher gezeigten Aussage). Formal entspricht dies
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einem Existenzquantor.

Zusatzliche Konzepte

Im Folgenden geben wir einige zusétzliche Definitionen, deren Studium dem Leser zur Ubung iiberlassen sei.

(1.49) Definition (Modell). Es seien eine nicht-negative ganze Zahl n und eine aussagenlogische Formel F' in
den Aussagenvariablen Aq, ..., A, gegeben. Ein Modell fiir F ist eine Interpretation der Aussagenvariablen Ay,
..., A, derart, dass F unter dieser Interpretation den Wahrheitswert 1 annimmt.

(1.50) Definition (Erfullbarkeit, Falsifizierbarkeit). Es seien eine nicht-negative ganze Zahl n und eine aussa-
genlogische Formel F' in den Aussagenvariablen Ay, ..., A, gegeben.

(a) Die aussagenlogische Formel F' heifst erfillbar, wenn es ein Modell fiir F gibt.

(b) Die aussagenlogische Formel F heifst falsifizierbar, wenn es eine Interpretation der Aussagenvariablen A,
.., A, gibt, welche kein Modell fiir F' ist.

2 Mengen

Unser néchstes Ziel ist die Einfiihrung von Mengen und einiger damit verbundener Konzepte wie Mengenope-
rationen. Hierbei wollen wir nicht genau sagen, was eine Menge ist, sondern lediglich, was wir uns hierunter
vorstellen und wie wir mit Mengen umgehen. Um Mengen auf einer soliden mathematischen Basis einfiihren
zu konnen, bedarf es weiterer Formalismen innerhalb der mathematischen Logik, welche den Rahmen unse-
rer einfiihrenden Veranstaltung sprengen wiirden. (}¢) Fiir das erfolgreiche Studium der meisten Gebiete der
Informatik (und auch der Mathematik) geniigt jedoch eine Kenntnis iiber Mengen im Umfang dieser Anfin-
gervorlesung. Dafiir ist es nicht wichtig, zu wissen, was eine Menge ist, sondern eine gewisse Vorstellung von
Mengen zu entwickeln und den Umgang mit Mengen zu verinnerlichen.

Wir beginnen mit einer informellen Einfiihrung des Mengenbegriffs und der Festlegung von Notationen zur
Angabe von Mengen. Danach werden Teilmengen und die Potenzmenge eingefiihrt. Im Anschluss betrachten wir
Tupel, Folgen und allgemeinere Familien. Es folgen innere und dufiere Mengenoperationen sowie eine Illustration
am Beispiel von Datenbanken. Der Abschnitt schliefst mit der Behandlung von Matrizen als ein weiteres Beispiel
fiir Familien.

Die durch Anfiithrungsstriche markierten Worter in diesem Abschnitt werden nicht genauer prézisiert.

Begriffsbildung

Wir beginnen mit der Beschreibung dessen, was wir uns unter einer Menge vorstellen wollen, sowie einigen
sprachlichen Konventionen.

(2.1) Vorstellung (Menge; CANTOR, 1895).

(a) Unter einer Menge verstehen wir eine ,,Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten
unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen*.

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Diejenigen Objekte, welche durch X zusammengefasst werden, bezeichnen
wir als Elemente von X. Ist ein Objekt 2 ein Element von X, so schreiben wir x € X, andernfalls « ¢ X.

(¢) Es seien Mengen X und Y gegeben. Die Mengen X und Y sind gleich, geschrieben X =Y, falls sie die
gleichen Elemente enthalten, d.h. falls fiir jedes Objekt x genau dann z € X gilt, wenn x € Y gilt.

Nach (2.1)(a) ist eine Menge X allein durch ihren ,,Umfang* bestimmt, d.h. durch ihre Elemente festgelegt (Ez-
tensionalitatsprinzip): Fir ein gegebenes Objekt z gilt entweder € X oder « ¢ X. Demnach kann ein Objekt
auch nicht ,,mehrfach® als Element vorkommen und es gibt auch keine ,,Ordnung” der Elemente.

16Eine mathematisch préazise Einfilhrung von Mengen wird in Vorlesungen iiber aziomatische Mengenlehre vermittelt; an der
RWTH Aachen iiblicherweise im Rahmen des Kurses Mathematische Logik II (ab etwa 5. Semester im Studiengang B.Sc. Informa-
tik).
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Im Folgenden werden wir einige Notationen zur Beschreibung von Mengen angeben. In aller Regel erfolgt eine
solche Beschreibung durch die Angabe einer , Eigenschaft“ (17), welche die Elemente einer Menge erfiillen, oder
durch eine einfache ,,Aufzéhlung” ihrer Elemente. Letzteres wird vor allem bei einer Menge mit ,,endlich® vielen
Elementen gemacht — etwas unprézise aber auch bei ,,unendlich“ vielen Elementen, sofern aus dem Kontext klar
ist (bzw. klar sein sollte), welche Objekte aufgezihlt werden.

(2.2) Notation.

(a) Es seien eine Menge X und eine Eigenschaft ¢ so gegeben, dass fiir jedes Objekt x genau dann z € X
gilt, wenn z die Eigenschaft ¢ erfiillt. Wir schreiben

{z | z erfillt ¢} := X.

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Fiir eine Eigenschaft ¢ schreiben wir
{z € X |z erfillt ¢} :={z |2z € X und z erfillt ¢}.

(c¢) Es seien Objekte aq, ..., a, gegeben. Wir schreiben

{a1,...,an} ={z |z =ay oder ... oder z = a,}.

(d) Fiir jede natiirliche Zahl i sei ein Objekt a; gegeben. Wir schreiben

{a1,a2,as,...} := {x | es gibt eine natiirliche Zahl ¢ mit © = a;}.

Wir erinnern daran, dass das ,oder” in der Mathematik, siehe Notation (2.2)(c), geméf der semantischen
Interpretation des Junktors V in Definition (1.7)(b) fiir ein einschliefendes oder steht: Fiir Objekte z, a und b
gilt also genau dann x = a oder x = b, wenn x = a und = # b, oder wenn = # a und x = b, oder wenn = = a
und = = b gilt, d.h. wenn das Objekt z gleich einem oder beiden der beiden Objekte a und b ist. (%) Wenn wir
sagen mochten, dass das Objekt x identisch zu genau einem der beiden Objekte a und b ist, so betonen wir dies
und sagen ,entweder z = a oder = = b*. Ahnlich fiir beliebig viele Objekte.

Entsprechend bedeutet die Existenz eines Objektes mit einer vorgegebenen Eigenschaft, vgl. Notation (2.2)(d),
dass es mindestens ein Objekt mit dieser Eigenschaft gibt.

Obwohl es sehr natiirlich scheint, Mengen durch Eigenschaften zu beschreiben, méchten wir betonen, dass nicht
jede Eigenschaft eine Menge beschreibt. Beispielsweise ist es nicht moglich, {z | z ist eine Menge} zu bilden. Es
ist jedoch stets moglich, Mengen wie in (2.2)(b) zu bilden, d.h. Mengen, deren Elemente alle in einer bereits
gegebenen Menge X liegen und zusétzlich eine gegebene Eigenschaft ¢ erfiillen. (Aussonderung)

(2.3) Beispiel. Wir wollen davon ausgehen, dass wir wissen, was die folgenden Mengen sind. (19)
(a) Die Menge der natirlichen Zahlen ist durch
N={z|z=1oderesgibteinye Nmitz =y+1} ={1,2,3,...}
gegeben. Die Menge der natirlichen Zahlen mit Null ist durch
No ={z | x € N oder z =0}
gegeben.
(b) Die Menge der ganzen Zahlen ist durch
Z ={x | x € Noder z =0 oder es gibt ein y € N mit z = —y}

gegeben.

1"Die formale Behandlung einer axiomatischen Mengenlehre im Rahmen dieser Vorlesung scheitert unter anderem an der unzu-
reichenden Behandlung der Pradikatenlogik in Abschnitt 1; Eigenschaften lassen sich als (1-stellige) Pradikate prézisieren.

18Tritt der Fall z = a und = # b oder der Fall z # a und z = b ein, so gilt notwendigerweise a # b; tritt der Fall z = a
und z = b ein, so gilt notwendigerweise a = b. Wir haben aber weder vorausgesetzt, dass a # b gilt, noch dass a = b gilt. Durch die
Verwendung des einschlieffenden oder ist es uns moglich, beide Falle simultan zu betrachten.

9Man kann diese Mengen geeignet aus der leeren Menge, siehe Definition (2.8), konstruieren; dies wollen wir aber in diesem Kurs
nicht machen. Um die meisten Konzepte der Mengenlehre einzufithren und die grundlegenden Aussagen zu beweisen, bendtigen wir
diese Mengen nicht. Sie helfen uns jedoch insofern, dass wir durch sie erlauternde Beispiele angeben konnen.
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(c) Die Menge der rationalen Zahlen ist durch
Q:{:c|esgibtp,qéZmitq%Oundx:E}
q

gegeben.

(d) Die Menge der reellen Zahlen wird als R notiert.
(2.4) Beispiel.
(a) Esist {« | z ist eine Primzahl} eine Menge.
(b) Esist {z € Z | x ist gerade} eine Menge.

(c¢) Esist {—3,1,19} eine Menge.

(d) Esist {1,2,4,8,16,32,64,...} eine Menge.
Man beachte, dass Mengen beliebige Objekte zusammenfassen, also beispielsweise auch wieder Mengen:

(2.5) Beispiel. Essind {1}, {{1}} und {1,{1}} Mengen.

Bei der Beschreibung einer Menge durch Aufzéhlung ihrer Elemente kommt es nach dem Extensionalitdtsprinzip
nur auf die Elemente selbst an, nicht auf die Reihenfolge und die Haufigkeit des Auftretens einzelner Elemente
innerhalb der Aufzdhlung (vgl. Notation (2.2)(c), man beachte die einschliefende Bedeutung von ,oder*).

(2.6) Beispiel.
(a) Esist {—3,1,19} = {1,19, —3} = {1,19, -3, 1}.
(b) Esist {1} ={1,1,1}.

(
(d) Esist {1} # {1,2}.
(e) Esist {1} # {{1}} und {1} # {1,{1}} und {{1}} # {1,{1}}.

Wir kénnen Mengen auch benutzen, um Zusammenfassungen des téiglichen Lebens zu modellieren (2°):

)
)
¢) Esist {z e R| 2% + 22 = 32%} = {0,1,2}.
)
)

(2.7) Anwendungsbeispiel.
(a) Das lateinische Alphabet lasst sich als Menge {A, B, ..., Z} auffassen.

(b) Eine Platzierung in der Tabelle der Fufball-Bundesliga lésst sich als ein Element der Menge {1,2,...,18}
auffassen.

(c) Eine Medaille bei den Olympischen Spielen l4sst sich als ein Element der Menge {gold, silber, bronze}
auffassen.

(d) Eine Kartenfarbe lésst sich als ein Element der Menge {©, &, #, &} auffassen.
(e) Eine Position in einer Reihe von Objekten lasst sich als ein Element von N auffassen.
(f) Die Anzahl der Objekte in einer Ansammlung lasst sich als ein Element von N auffassen.

Auf Grund des Extensionalitdtsprinzips gibt es nur eine Menge, welche keine Elemente enthélt. Wir benutzen
folgende Bezeichnung:

20Bei einer axiomatischen Behandlung der Mengenlehre beinhalten Mengen nur ,,mathematische Objekte“, so dass erst mal nicht
klar ist, was eine Menge der Form {Q, <, #, &} wie in Beispiel (2.7)(d) sein soll. Dies ist aber nicht weiter tragisch, da wir nicht
sagen, was die Elemente dieser Menge sind. Zu Modellierungszwecken konnten wir etwa zuvor © := 0, & =1, & := 2, & := 3
setzen, oder aber © := @) (siehe Definition (2.8)), ¢ := {0}, & := {{0}}, & := {{{0}}}. Die prézise Definition dieser Elemente ist fir
Anwendungszwecke nicht relevant, weswegen wir in solchen Anwendungsbeispielen darauf verzichten werden — wichtig ist lediglich,
dass die Elemente einer solchen Menge ,,wohlunterschieden* sind.
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(2.8) Definition (leere Menge). Die Menge, welche keine Elemente enthélt, heiftt leere Menge und wird als ()
notiert.

Im Folgenden werden wir des Ofteren Mengen bestehend aus endlich vielen aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen
betrachten. Aus diesem Grund fithren wir folgende Schreibweise ein:

(2.9) Notation. Fiir a,b € Z mit a < b+ 1 schreiben wir
[a,b] :={z €Z]a<x<b}
(2.10) Beispiel.
(a) Esist [1,3] = {1,2,3}.
(b) Esist [-2,1] = {~2,—1,0,1}.
(c) Esist [-1,-1] = {-1}.
(d) Esist [2,1] = 0.

Teilmengen
Wir wollen dem Konzept aus Notation (2.2)(b) einen Namen geben:

(2.11) Definition (Teilmenge). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Teilmenge von X ist eine Menge U derart,
dass aus u € U stets u € X folgt.

Eine Teilmenge U von X heift echt (oder strikt), falls U # X gilt.

Es sei eine Menge U gegeben. Ist U eine Teilmenge von X, so schreiben wir U C X. Ist U keine Teilmenge
von X, so schreiben wir U ¢ X. Ist U eine echte Teilmenge von X, so schreiben wir U C X.

Die Teilmengennotation ist innerhalb der Mathematik nicht einheitlich: Manche Autoren schreiben U C X
anstatt U C X und U C X anstatt U C X. Da Mathematik von Menschen gemacht wird, sind abweichen-
de Notationen etwas ganz Normales und teilweise auch unvermeidbar. In vielen Bereichen haben sich jedoch
Standardnotationen eingebiirgert, und in aller Regel versucht man, sich auch an solche Standardnotationen zu
halten. Es wére zum Beispiel in einem vorliegenden mathematischen Text vollig korrekt, fiir ,,U ist eine Teilmen-
ge von X“ stets U % X zu schreiben, sofern man sich in diesem Text vorher auf diese Notation festgelegt hat.
Ein solcher Text wire jedoch auch fiir einen geilibten Mathematiker nur schwer lesbar. Wir werden im Folgenden
meist nicht auf alternative Notationen anderer Autoren eingehen.

(2.12) Beispiel.
(a) Esist {2,3,4,7} eine Teilmenge von {1,2,3,4,5,6,7}.
(b) Esist {0,3,4, 7} keine Teilmenge von {1,2,3,4,5,6,7}.

(c) Esgilt NCZ C Q CR, d.h. es ist N eine Teilmenge von Z, es ist Z eine Teilmenge von Q und es ist Q
eine Teilmenge von R.

(2.13) Bemerkung (Gleichheitskriterium fiir Mengen). Es seien Mengen X und Y gegeben. Genau dann
ist X=Y,wenn X CY und Y C X gilt.

Beweis. Genau dann gilt X =Y, wenn fiir jedes Objekt z genau dann x € X gilt, wenn x € Y gilt, d.h. falls
aus ¢ € X stets x € Y folgt und falls aus x € Y stets x € X folgt. Nun folgt aus z € X jedoch genau dann
stets x € Y, wenn X C Y gilt, und entsprechend folgt aus = € Y genau dann stets z € X, wenn Y C X gilt.
Insgesamt haben wir genau dann X =Y, wenn X CY und Y C X gilt. O

Die Teilmengen einer gegebenen Menge X kdénnen wieder zu einer Menge zusammengefasst werden:
(2.14) Definition (Potenzmenge). Es sei eine Menge X gegeben. Die Potenzmenge von X ist definiert als
Pot(X) :={U | U ist eine Teilmenge von X}.
(2.15) Beispiel.
(a) Esist Pot({1}) = {0,{1}}.
(b) Esist Pot({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1,2}}.
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Abbildung 1: Teilmengen von {1} und {1,2}

Familien

Ein klassisches Beispiel fiir Mengen von Paaren geht zuriick auf RENE DESCARTES (17. Jahrhundert): Durch
Einfiihrung eines Koordinatenkreuzes werden die Punkte der Anschauungsebene durch Paare reeller Zahlen
modelliert; die Ebene entspricht dann

R? = {(2,y) | 2,y € R}.

Geometrische Objekte innerhalb der Ebene lassen sich durch diese Formalisierung analytisch beschreiben, zum
Beispiel der Einheitskreis als

S={(z.y) eR? | 2" +y* =1}
oder die Gerade durch (3,0) und (0,2) als
T = {(x,y) € R* | 22 + 3y = 6}.

Als Verallgemeinerung dieser Paare fithren wir als néchstes Familien ein. Diese konnen wir uns als eine Art
,beschriftete” oder , parametrisierte Mengen* vorstellen, an Stelle der Reihenfolge des Auftretens in einem Paar
als erste bzw. zweite Komponente tritt hierbei die Parametrisierung durch die Elemente einer gegebenen Menge.
Bei der Begriffsbildung verzichten wir auf eine formale Definition und geben lediglich eine charakterisierende
Beschreibung von Familien iiber ein Gleichheitskriterium an, welches wir von einer parametrisierten Menge
erwarten: zwei gegebene ,,beschriftete Mengen* sind genau dann gleich, wenn die ,Mengen der Beschriftungen*
gleich sind und fiir jede ,,Beschriftung” die damit ,,beschrifteten Elemente” gleich sind.

(2.16) Vorstellung (Familie).

(a) Es sei eine Menge I gegeben. Eine Familie iiber I ist ein ,Ausdruck” der Form x = (z;);es fiir gewisse
Objekte x; fiir ¢ € I. Die Menge I wird Indexmenge von x genannt. Ein Element von I wird Indez (oder
Stelle) von x genannt. Fiir ¢ € I wird z; die Komponente (oder der Eintrag) von x an der Stelle ¢ genannt.

(b) Es seien Mengen I und J, eine Familie & = (z;);er iiber I und eine Familie y = (y;);es iiber J gegeben.
Die Familien = (2;)ier und y = (y;)jes sind gleich, geschrieben z = y, wenn I = J und fiir ¢ € I
stets x; = y; gilt.

Eine Familie {iber einer gegebenen Indexmenge setzt sich nach (2.16)(a) also gewissermafen aus ihren Kompo-
nenten zusammen und nach dem Gleichheitskriterium fiir Familien (2.16)(b) sind gegebene Familien {iber dieser
Indexmenge genau dann gleich, wenn alle Komponenten jeweils gleich sind. Im Gegensatz zu den Elementen
einer Menge sind die Komponenten einer Familie noch durch die Elemente der Indexmenge ,,gekennzeichnet”,
so dass Komponenten zu verschiedenen Stellen einer gegebenen Familie gleich sein kénnen.

(2.17) Beispiel.
(a) Esist x = (24)ie{1,2,3) gegeben durch x1 =3, x3 = 7%7 r3 = /7 eine Familie iiber {1,2,3}.
(b) Esist x = (2;)ien, gegeben durch z; = 2 + 1 fiir i € Ny eine Familie iiber Ny.
c) Esist (i2 — 1);cz eine Familie iiber Z.
(d) Es sei I := {0,{1},{1,2}}. Dann ist = (2;)scr gegeben durch z¢ = 0, x(1y = {{1}}, 2{1,2) = {3} eine

Familie iber 1.
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(e) Es gibt keine Familie x = (2;);cf2,5) iiber {2,5} mit x5 = 0 und x5 = 1.
(2.18) Beispiel.

(a) Es sei eine Familie = iiber {—2,1,3} gegeben durch z_o = 4, 1 = 1, x5 = 9. Ferner sei eine Familie y
iber {—2,1,3} gegeben durch y = (i2)i€{_27173}. Dann ist z = y.

(b) Es seien Familien z und y tiber {0, 1} gegeben durch zo =1, 1 = 2, yo = 2, y1 = 1. Dann ist z # y.

(c) Esseieine Familie x iiber {0, 1} gegeben durch z; = 0 fiir ¢ € {0, 1}. Ferner sei eine Familie y iiber {—1,0, 1}
gegeben durch y; = 0 fiir j € {—1,0,1}. Dann ist « # y.

Beweis.
(a) Wegen
zop=4=(-2)7=yo,
T =1 =y,
13 =9=3"=y;
gilt x = y.
(b) Wegen
zo=1#2=1y
gilt x # y.
(¢c) Da z eine Familie tiber {0,1} und y eine Familie iiber {—1,0,1} ist und {0,1} # {-1,0,1} gilt,
ist x # y. O

(2.19) Anwendungsbeispiel.

(a) Eine Belegung einer Kiiche lisst sich als Familie iiber der ,Menge der Kiichenmobel* auffassen. Ist die
Menge der Kiichenmobel K etwa modelliert durch

K = {Héangeschrank, Bodenschrank, Schublade, Backofen, Kiihlschrank, Kiihltruhe,

Waschmaschine},
so kann eine typische Belegung etwa modelliert werden durch eine Familie b iiber K gegeben durch

bHéingeschrank = GeSChiI‘I‘,

bBodenschrank = prfe,
bschublade = Besteck,

bBaCkofen = PiZZ&,

bKiihlschrank = Biera
bKﬁhltruhe = PiZZ&,

bWaschmaschine = Unterhosen.
(b) Ein 239-seitiges Buch mit sechsseitigem Vorwort ldsst sich als Familie tiber der Menge
{n | n e {i,ii,iii, iv, v, vi} oder n € [1,239]}
auffassen.

(c¢) Ein Warenkatalog ldsst sich als Familie tiber der ,Menge der Artikelnummern“ des Katalogs auffassen.
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(d) Eine (reale) Familie bestehend aus Vater, Mutter, einem Sohn und einer Tochter l4sst sich als eine (formale)
Familie iiber der Menge R = {Vater, Mutter, Sohn, Tochter} auffassen. Eine typische Familie kann etwa
modelliert werden als (formale) Familie Maier iiber R gegeben durch

Maieryater = Hans,
Maieryutter = Katrin,
Maiergonn, = Uwe,

Maierocnter = Chantal.

Wir bemerken, dass in unserem mathematischen Modell in Anwendungsbeispiel (2.19)(a) offenbar

bBackofen = Pizza = bKﬁhltruhe

gilt, wihrend im wahren Leben die Pizzen im Backofen und in der Kiihltruhe natiirlich nicht identisch sind.
Wollen wir diese unterscheiden, benotigen wir ein feineres Modell, etwa gegeben durch die Familie b’ iiber K
gegeben durch

Pizzal, fiir m = Backofen,
b, = { Pizza2, fiir m = Kiihltruhe,
bims fiir m € K mit m # Backofen und m # Kiihltruhe.

Eine weitere Familie ¢ iiber K ist etwa gegeben durch c¢,, = Bier fiir jedes m € K ein theoretisch mogliches
mathematisches Modell muss also keiner sinnvollen Belegung im wahren Leben entsprechen.

Oft liegen die Komponenten einer Familie in einer gegebenen Menge. Wir vereinbaren hierfiir folgende Sprach-
regelung:

(2.20) Definition (Familie). Es seien eine Menge X und eine Menge I gegeben. Die Menge der Familien in X
iiber [ ist definiert als

X" :={x |z ist eine Familie iiber I mit x; € X fiir i € I}.

Ein Element von X! wird eine Familie in X iiber I genannt.
(2.21) Beispiel. Es sei I := {0,{1},{2},{1,2}} und es sei eine Familie = iiber I gegeben durch zy = 0,
Ty =1, xpoy =1, wy1 0y = 0.

(a) Es ist x eine Familie in Z.

(b) Es ist z eine Familie in Q.

(¢) Esist z eine Familie in {0, 1}.
Beweis.

(a) Wegen xg, 21}, {2}, (1,2} € Z ist z eine Familie in Z.

(b) Wegen g, x(1}, {2}, (1,2} € Q ist x eine Familie in Q.

(c) Wegen g, 21y, Tf2y,Tq1,2y € {0,1} ist  eine Familie in {0,1}. O
(2.22) Beispiel. Es seien Familien a,b,c,d, e, f,g,h in {—1,1} iiber {—2,1,5} gegeben durch

a_o=-1, a;=-1, as=-—1,
b_o=1, by =—1, bs=-—1,
co=—-1, ¢ =1, c; = —1,
do=1, dy=1, dy=—1,
e_o=—1, e =-1, e5=1,

f2=1,  fA=-1, fs=1,

g-2 = _17 g1 = 17 gs = 17
hoo=1, hi=1, hs=1.

Dann ist

{_17 1}{_27175} = {av b7 ¢, da €, f7g7 h}
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(2.23) Notation. Es seien eine Menge I und eine Eigenschaft ¢ mit I = {i | i erfiillt ¢} gegeben. Fiir eine
Familie = iiber I schreiben wir

{z; | i erfilllt p} := {2 | es gibt ein ¢ € I mit z = x;}.

Da fiir jede Menge I insbesondere I = {i | i € I'} gilt, haben wir nach Notation (2.23) fiir jede Familie z tiber I
stets

{z;|ieI}={z]esgibteiniec I mit z=x;}.

Diese Menge fasst die Komponenten der Familie x zusammen. Die Schreibweise stellt eine Verallgemeinerung
der Beschreibung aus Notation (2.2)(c), (d) dar, vgl. Definition (2.26) und Definition (2.33), an Stelle der
Aufzdhlung tritt eine Parametrisierung durch die Elemente der Indexmenge I.

Umgekehrt lasst sich wie folgt zu jeder Menge eine Familie konstruieren:

(2.24) Bemerkung. Fiir jede Menge X haben wir die Familie (z),cx iiber X.

(2.25) Definition (leere Familie). Die Familie iiber der leeren Menge @) wird leere Familie genannt und als ()
notiert.

Tupel

Die haufigsten Varianten von Familien tragen eigene Namen und Schreibweisen. Als néchstes betrachten wir
Familien iiber einem ,,Anfangsstiick“ der natiirlichen Zahlen. Die ,,Anordnung“ dieser natiirlichen Zahlen liefert
eine naheliegende aufzéhlende Notation fiir solche Familien:

(2.26) Definition (Tupel). Es sei n € Ny gegeben.
(a) Ein n-Tupel ist eine Familie z {iber [1,n]. (3!) Die nicht-negative ganze Zahl n wird Lédnge von x genannt.
Fiir ein n-Tupel x schreiben wir auch

(T1,...,2p) == .

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Die Menge der n-Tupel in X ist definiert als
Xm = x bl
Ein Element von X™ wird n-Tupel in X genannt.
(2.27) Definition (leeres Tupel, Paar, Tripel, Quadrupel, Quintupel).
Das 0-Tupel wird auch das leere Tupel genannt.

b) Ein 1-Tupel wird auch Single genannt.

2
(a
(

(

d) Ein 3-Tupel wird auch Tripel genannt.

)
)
(¢) Ein 2-Tupel wird auch Paar genannt.
)
(e) Ein 4-Tupel wird auch Quadrupel genannt.
f) Ein 5-Tupel wird auch Quintupel genannt.
(2.28) Beispiel.
(a) Esist (1,2,4) ein Tripel.
(b) Bsist = (2;);e[1,09) gegeben durch z; = i — 4 fiir i € [1,9] ein 9-Tupel.

(c¢) Esist ({1},{2}) ein Paar.

21Tn manchen Texten werden auch Familien iiber [0,n — 1] als n-Tupel bezeichnet. Allgemeiner: Fiir k € Z wird eine Familie
iiber [k + 1,k + n| auch ein durch [k + 1,k + n] indiziertes n-Tupel genannt.
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(d) Es gibt kein Quadrupel z in Z mit o =0 und z2 = 1.
(2.29) Beispiel.
(a) Es sei ein Quadrupel z gegeben durch
= (i%)ien -
Dann ist = (1, 8,27,64).
(b) Esist (3,{4}) # ({4}, 3).
(c) Esist (1,2,3) # (1,2,3,2).
Beweis.
(a) Es ist
z = (*)iep,a = (1%,23,3%,4%) = (1,8,27,64).
(b) Es seien x := (3,{4}) und y := ({4}, 3). Wegen
r1=3#{4}=un

gilt x # y.
(c) Esseienz :=(1,2,3) und y := (1,2,3,2). Daz ein Tripel, d.h. eine Familie iiber [1, 3], und y ein Quadrupel,
d.h. eine Familie iiber [1,4], ist und [1, 3] # [1, 4] gilt, ist « # . O

(2.30) Beispiel. Es ist
{713 1}3 = {(713 717 71)3 (17 717 71)7 (713 17 71)3 (17 17 71)3 (717 717 1)7 (13 717 1)7 (717 17 1)3 (17 17 1)}
(2.31) Anwendungsbeispiel.

(a) Eine (einfache) Belegung einer TV-Fernbedienung lisst sich als 9-Tupel auffassen. In Deutschland wird
eine typische Belegung etwa durch das 9-Tupel

(DasErste, ZDF, RTL, Sat1, ProSieben, RTL2, kabeleins, VOX, 3sat)
modelliert.

(b) Ein Fotoalbum mit 64 Fotos lésst sich als 64-Tupel auffassen.

)
(c¢) Eine Beamerprisentation mit 23 Folien 14sst sich als 23-Tupel auffassen.
)

(d) Ein Speicher mit 256 Speicherplitzen lisst sich als 256-Tupel auffassen. (?2)

(e) Eine Ziehung der Lottozahlen lisst sich als 49-Tupel in {gezogen, nicht gezogen} auffassen.

(2.32) Anwendungsbeispiel. Es sei n € Ny gegeben. Eine Interpretation der Aussagenvariablen A, ..., A,
lisst sich als n-Tupel in {0, 1} modellieren. (?3)

Folgen

Bei diskreter Zeitmodellierung spielen Familien iiber den natiirlichen Zahlen eine Rolle. Fiir diese fiihren wir
nun eine eigene Terminologie ein:

(2.33) Definition (Folge). Eine Folge ist eine Familie iiber N. (24)
Fiir eine Folge x schreiben wir auch

($1,$2,l‘3,...) =x.

(2.34) Beispiel. Es ist (2i);en = (2,4,6,...) eine Folge.

22In der Informatik wiirde man die Komponenten {iblicherweise mit Elementen der Menge [0, 255] indizieren und damit einen
solchen Speicher eher als Familie {iber [0, 255] auffassen.

23Die vereinbarte Notation aus Definition (1.7)(a) entspricht dann der Notation fiir Strings aus Definition (10.2).

24Gelegentlich werden auch Familien iiber Ng als Folgen bezeichnet. Allgemeiner: Fiir a € Z seien Z>, := {x € Z | x > a}
und Z<g, := {z € Z | x < a}. Eine Familie iiber Z>, wird dann auch eine durch Z>, indizierte Folge und eine Familie iiber Z<,
auch eine durch Z<, indizierte Folge genannt. B B B
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Innere Mengenoperationen

Wir betrachten Mengenoperationen, d.h. Methoden, um Mengen aus gegebenen Mengen zu bilden. Hierbei be-
schrinken wir uns in diesem Abschnitt auf sogenannte innere Mengenoperationen, d.h. solche, welche angewandt
auf die Elemente einer Potenzmenge wieder ein Element dieser Potenzmenge ergeben.

(2.35) Definition (Differenz). Es seien Mengen X und Y gegeben. Die Menge

X\Y={z|zeXundz¢Y}

heift Differenz (oder Mengendifferenz) von X und Y.

(2.36) Beispiel. Es ist

{17 2, 3} \ {274} - {173}7
{2,4}\ {1,2,3} = {4}.

(2.37) Definition (Schnitt, Vereinigung).

(a) (i)

(i)

(iii)

Es seien eine nicht-leere Menge I und eine Familie von Mengen X = (X;);c; iiber I (?°) gegeben.
Die Menge

X =Xi:={z|zeXfiricl}
iel
heiftt Schnitt (oder Durchschnitt) von X.
Es seien n € N und ein n-Tupel von Mengen (X7, ..., X,,) gegeben. Wir schreiben auch

Xm...an::ﬂX.

Es seien Mengen X und Y gegeben. Der Schnitt X NY von (X,Y) wird auch Schnitt (oder Durch-
schnitt) von X und Y genannt.
Es seien eine Menge I und eine Familie von Mengen X = (X;);¢cs tiber I gegeben. Die Menge
UX =JXi:={z]esgibt eini eI mitx e X,}
icl
heifst Vereinigung von X.
Es seien n € Ny und ein n-Tupel von Mengen (X7, ..., X,,) gegeben. Wir schreiben auch
XiU...UX, ::UX.

Es seien Mengen X und Y gegeben. Die Vereinigung X UY von (X,Y") wird auch Vereinigung von X
und Y genannt.

(2.38) Beispiel.

(a) (1)

(i)

(b) (@)

Es ist
{1,2,3} n{2,4} = {2}.
Es ist
(N {qilqez}={0}
i€N
Es ist

{1,2,3} U{2,4} = {1,2,3,4}.

25Wir nehmen also an, dass X; fiir ¢ € I stets eine Menge ist.
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(ii) Es ist
Uldgleezy =2
ieN
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(2.39) Bemerkung. Es seien n € Ny und ein n-Tupel von Mengen (X7, ..., X,) gegeben.
(a) Essein # 0. Dann ist

Xin..nX,={z|zeX;und ... und z € X, }.

(b) Es ist

X1U...UX, ={z |z € X;oder...oderz € X,}.

Im Folgenden studieren wir einige Vertréglichkeiten von Schnitt- und Vereinigungsoperation untereinander.
(2.40) Bemerkung.

(a) (i) Assoziativitdt des Schnitts. Fiir alle Mengen X, Y, Zist XN(YNZ)=(XNY)NZ.
(ii) Assoziatiwitit der Vereinigung. Fiir alle Mengen X, Y, Zist XU (YU Z)=(XUY)U Z.

(b) (i) Neutrales Element des Schnitts von Teilmengen. Fiir jede Menge X und jede Teilmenge U von X
istUNX =U.

Neutrales Element der Vereinigung. Fir jede Menge X ist X U = X.

Kommutativitit des Schnitts. Fiir alle Mengen X, Y ist XNY =Y N X.
Kommutativitit der Vereinigung. Fiir alle Mengen X, YV ist XUY =Y U X.

Idempotenz der Vereinigung. Fiir jede Menge X ist X U X = X.

Distributivitdt. Fir alle Mengen X, Y, Zist XN(Y U Z)=(XNY)U (X N2Z).

)

)

)

(d) (i) Idempotenz des Schnitts. Fir jede Menge X ist X N X = X.

)

)

) Distributivitdt. Fir alle Mengen X, Y, Zist XU (Y NZ)=(XUY)N(XUZ).
)

(f) (i) Absorption. Fiir alle Mengen X, Y ist XN (XUY) = X.
(ii) Absorption. Fiir alle Mengen X, Y ist XU (X NY) = X.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. Wir begniigen uns hier mit dem Beweis von (e)(i).
(e) (i) Fiir alle Mengen X, Y, Z ist
XNYuZ)y={z|zeXundoexeYUZ}={z|zecX und (zr €Y oderz € Z)}
={z|(z€Xundz€Y)oder (x € X und z € Z)}
={z|lzeXnNYoderzeXNZ}=(XNY)U(XNZ). O
(2.41) Definition (Disjunktheit).

(a) Es seien eine Menge I und eine Familie von Mengen X = (X;);cs iiber I gegeben. Wir sagen, dass X
disjunkt ist, falls fiir 4,5 € I mit i # j stets X; N X; = 0 gilt.

(b) Es seien Mengen X und Y gegeben. Wir sagen, dass X und Y disjunkt sind, falls (X,Y") disjunkt ist.
(2.42) Beispiel. Es seien X := {1,2,4}, Y := {3,6}, Z := {5, 6}.

(a) Die Menge X und Y sind disjunkt.

(b) Die Menge X und Z sind disjunkt.
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(c) Die Mengen Y und Z sind nicht disjunkt.
Beweis.

(a) Esist {1,2,4} N {3,6} = 0.

(b) Esist {1,2,4} N {5,6} = 0.

(c) Esist {3,6} N{5,6} = {6} #0. O
(2.43) Definition ((innere) disjunkte Vereinigung).

(a) Es seien eine Menge I und eine Familie von Mengen X = (X;);cs iiber I gegeben. Wenn X disjunkt ist,

so sagen wir, dass | J X eine (innere) disjunkte Vereinigung von X ist, und schreiben
U X = U X; = U X.
iel
(b) Es seien n € Ny und ein disjunktes n-Tupel von Mengen (X7, ..., X,,) gegeben. Wir schreiben auch

XlL'JmL'JXn::UX.

(c) Es seien disjunkte Mengen X und Y gegeben. Die disjunkte Vereinigung X UY von (X,Y) wird auch
(innere) disjunkte Vereinigung von X und Y genannt.
(2.44) Beispiel. Es ist
N = {n € N|nist gerade} U{n € N | n ist ungerade}.
(2.45) Bemerkung. Fiir alle Mengen X und Y sind X \ Y und Y \ X disjunkt.

Beweis. Es seien Mengen X und Y gegeben. Fiir alle z € X \ Y gilt # ¢ Y, also insbesondere auch x ¢ Y\ X.
Folglich ist (X\Y)N(Y\X)=0,dh. X\Y und Y \ X sind disjunkt. O

(2.46) Definition (symmetrische Differenz). Es seien Mengen X und Y gegeben. Die Menge
XAY :=X\Y)U((Y\X)

heiftt symmetrische Differenz von X und Y.

(2.47) Beispiel. Es ist
{1,2,3} A {1,4} = {2,3,4}.

Beweis. Es ist

{1,2,3} A {1,4} = ({1,2, 33\ {1,4}) U ({1, 4} \ {1,2,3}) = {2,3} U {4} = {2,3,4}. 0

AuRere Mengenoperationen

Schlieflich fithren wir das kartesische Produkt und die (dufsere) disjunkte Vereinigung ein. Informell gesprochen
stellt letztere eine Methode dar, um nicht disjunkte Mengen kiinstlich disjunkt zu machen.

(2.48) Definition (kartesisches Produkt, disjunkte Vereinigung).

(a) (i) Es seien eine Menge I und eine Familie von Mengen X = (X;);cs iiber I gegeben. Die Menge

X X =X X; :={x |z = (x;)ics ist eine Familie iiber I mit z; € X; fiir i € [}
i€l

heifit kartesisches Produkt (oder Mengenprodukt oder Produkt) von X.
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(iii)

Es seien n € Ny und ein n-Tupel von Mengen (X7, ..., X,,) gegeben. Wir schreiben auch

)(1 X ... X )(nlii >< AQ.

i€[1,n]

Es seien Mengen X und Y gegeben. Das kartesische Produkt X xY von (X,Y’) wird auch kartesisches
Produkt (oder Mengenprodukt oder Produkt) von X und Y genannt.

Es seien eine Menge I und eine Familie von Mengen X = (X;);¢s tiber I gegeben. Die Menge
|| x=|]x:: U (X; x {i})
i€l el

heifst disjunkte Vereinigung (oder duflere disjunkte Vereinigung oder Mengenkoprodukt oder Kopro-
dukt) von X.

Es seien n € Ny und ein n-Tupel von Mengen (X7, ..., X,,) gegeben. Wir schreiben auch
XU, = || x
i€[1,n]

Es seien Mengen X und Y gegeben. Die disjunkte Vereinigung X LY von (X,Y) wird auch disjunkte
Vereinigung (oder aufere disjunkte Vereinigung oder Mengenkoprodukt oder Koprodukt) von X und Y
genannt.

(2.49) Beispiel.

(a) Es ist

{17 2} X {3747 5} = {(17 3)a (174)7 (17 5)7 (2v 3)» (274)a (27 5)}

(b) Es ist

Beweis.

{1,3,5,7,9} U{2,3,5,7} = {(1,1),(3,1),(5,1),(7,1),(9,1),(2,2),(3,2), (5,2),(7,2)}.

(a) Esist

{1,2} x {3,4,5} = {(x,y) | z € {1,2} und y € {3,4,5}} = {(1,3),(1,4), (1,5),(2,3),(2,4), (2,5)}.

(b) Es ist

{1,3,5,7,9Y U {2,3,5,7} = ({1,3,5,7,9} x {1}) U ({2,3,5,7} x {2})
={(1,1),(3,1),(5,1),(7,1), (9, 1)} U {(2,2), (3,2), (5,2),(7,2)}
{(1,1),(3,1),(5,1),(7,1),(9,1),(2,2), (3,2), (5,2), (7, 2) }. O

Anwendung: Datenbanken

Als Anwendung der Konzepte einer Familie und eines kartesischen Produkts prasentieren wir ein mathematisches
Modell fiir Datenbanken. (%)

(2.50) Definition (Datenbank). Es seien eine Menge A und eine Familie (X,),c4 von Mengen gegeben. Eine
Datenbank mit Werten in (X,)aca ist eine Teilmenge von X ,c 4 X,.

Es sei eine Datenbank D mit Werten in (X,).ca gegeben. Die Menge A wird Attributmenge von D genannt.
Ein Element von A wird Attribut von D genannt. Fir o € A wird X, die Domdne (oder der Wertebereich)
von D zum Attribut a genannt. Ein Element von D wird Datensatz von D genannt. Fiir a € A, x € D wird z,
der Attributwert von x zum Attribut a genannt.

26Datenbanken werden an der RWTH Aachen im Rahmen des Kurses Datenbanken und Informationssysteme (etwa 4. Semester
im Studiengang B.Sc. Informatik) studiert.
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(2.51) Anwendungsbeispiel. Die Datenbank einer Vorlesung Diskrete Strukturen ldsst sich als (formale)
Datenbank mit der Attributmenge

A = {Matrikelnummer, Nachname, Vorname, Studiengang, Semester, E-Mail, Passwort }
und den Doménen

XMatrikelnummer = [1,999999],
XNachname = Strings,
XVorname = Strings,
XStudiengang = {Informatik (B.Sc.),Informatik (LAB-GyGe),
Informatik (M.Sc. Auflagenfach), Technik-Kommunikation (B.Sc.),
Computational Engineering Science (M.Sc.),Verfahrenstechnik (M.Sc.),
Schiilerstudium, Sonstiges},
Xsemester = [1,99],
XE Mail = Strings,

Xpasswort = Strings.

auffassen, wobei Strings ein Modell fiir die ,Menge der Strings* darstelle (*7). Ein typischer Datensatz ist dann
etwa gegeben durch

TMatrikelnummer = 123456,
TNachname — Mustermann,
TVorname — MaX,
TStudiengang = Informatik (B.Sc.),

TSemester — 17
TE-Mail = max.mustermann@rwth-aachen.de,
TPasswort — quatM/dMYQQg.

Matrizen

Das binére kartesische Produkt liefert eine neue Sorte von Familien, welche unter einem eigenen Namen bekannt
sind:

(2.52) Definition (Matrix). Es seien m,n € Ny gegeben.

(a) Eine (m x n)-Matriz (oder (m,n)-Matriz) ist eine Familie x iiber [1,m] x [1,n]. Das Paar (m,n) wird
Format von x genannt.

Fiir eine (m x n)-Matrix = schreiben wir auch

T1,1 N T1,n
= (Ti,5)ie[1,m].je[1,n] = T-

Tm,1 - Tm,n

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Die Menge der (m x n)-Matrizen in X ist definiert als

Xmxn . X[l,m]x[l,n] )

Ein Element von X™*" wird (m x n)-Matriz in X (oder (m x n)-Matriz iiber X) genannt.

27Fi{ir eine mogliche Formalisierung siehe Definition (10.2).
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(2.53) Beispiel.

(a) Es ist
-1 3 1 2
2 2 -5 0
1 2 3 1

eine (3 x 4)-Matrix.
(b) Esist @ = (% ;)ie[1,8],je[1,3) gegeben durch
i =%
fiir i € [1,8], j € [1, 3] eine (8 x 3)-Matrix in N.
(c) Es ist
({1} { 9}}>
V3 (-2
eine (2 x 2)-Matrix.
(2.54) Beispiel.
(a) Es sei eine (3 x 2)-Matrix = gegeben durch

= (i — j)ien,3.jen,2)-

Dann ist

Beweis.
(a) Es ist

1-1—-1 1-2-2
v = (i = J)icn3jenz = [2-1-1 2-2-2
3-1-1 3-2-2

(b) Es seien

Wegen
r11=1#-2=y11

gilt x # y.
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(c¢) Es seien

Da z eine (2 x 3)-Matrix, d.h. eine Familie iiber [1,2] x [1, 3], und y eine (3 x 2)-Matrix, d.h. eine Familie
iber [1,3] x [1,2], ist und [1,2] x [1,3] # [1, 3] x [1,2] gilt, ist = # y. O

(2.55) Beispiel. Es ist
=GR DEDCDCDEDEDEDED
(3)G5) 036568656 s

(2.56) Anwendungsbeispiel. Eine Situation in einem Schachspiel ldsst sich als (8 x 8)-Matrix auffassen. Die
Anfangssituation wird etwa durch die (8 x 8)-Matrix

WT WS WL WD WK WL WS WT
WB WB WB WB WB WB WB WB
leer leer leer leer leer leer leer leer
leer leer leer leer leer leer leer leer
leer leer leer leer leer leer leer leer
leer leer leer leer leer leer leer leer
SB SB SB SB SB SB SB SB

ST SS SL SD SK SL SS ST

modelliert. (%)

Matrizen werden unter anderem zur knappen Beschreibung linearer Gleichungssysteme genutzt, sieche Ab-
schnitt 16. Allgemeiner dienen Matrizen und die in Abschnitt 15 einzufiihrende Arithmetik der Beschreibung
von Homomorphismen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen [18, Abschn. 3]. (%)

Bei Matrizen, welche nur aus genau einer Zeile oder genau einer Spalte bestehen, lassen wir unter Missbrauch
von Notationen den jeweils zweiten Index fiir die Eintrige weg:

(2.57) Notation. Es sei n € Ny gegeben.
(a) Es sei eine (n x 1)-Matrix x gegeben. Wir schreiben z; := ;1 fiir ¢ € [1,n] sowie
T

= (xi)ie[l_’n] =x.

Tp
(b) Es sei eine (1 x n)-Matrix = gegeben. Wir schreiben z; := z1; fir ¢ € [1,n] sowie
(1 ..o mp) = (T)iepn) =T
(2.58) Definition (Zeile, Spalte). Es seien m,n € Ny und eine (m x n)-Matrix x gegeben.
(a) Fiir ¢ € [1,m] heifit die (1 x n)-Matrix x; — gegeben durch
i~ = (Tij)jefn

die i-te Zeile von x.

28Djie bildliche Darstellung hier ist anders als bei einem klassischen Schachbrett, da in einer Matrix die Zeilen ,,von oben nach
unten“ nummeriert sind, wihrend die Nummerierung auf einem Schachbrett ,,von unten nach oben® erfolgt. Die weiffe Dame steht
zu Beginn auf der Position d1, also in der Spalte mit der Beschriftung d und der Zeile mit der Beschriftung 1. Unter der kanonischen
Abzshlung [1,8] — {a,...,h}, 1 — a, ..., 8 — h, siehe Definition (3.41)(b), entspricht dies der Stelle (1,4).

29Vektorrdaume und ihre Homomorphismen werden in Vorlesungen iiber lineare Algebra behandelt; an der RWTH Aachen bspw.
im Kurs Lineare Algebra fiir Informatiker (etwa 2. Semester im Studiengang B.Sc. Informatik).
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(b) Fiir j € [1,n] heifit die (m x 1)-Matrix z_ ; gegeben durch

T = (Tij)ien,m]
die j-te Spalte von x.
(2.59) Beispiel. Es sei

(1 0 -2
7 1 o3 )
(a) Esist
z1,-=(1 0 —=2),25_=(2 -1 3).

(b) Es ist

o (o= ()3

Schlieflich legen wir noch eine einfache Notation fiir ,,aneinandergehéngte Matrizen fest:

(2.60) Notation. Es seien m,n,p, q € Ng und eine (m xn)-Matrix a, eine (m x ¢)-Matrix b, eine (p x n)-Matrix ¢
und eine (p x ¢)-Matrix d gegeben. Die ((m + p) x (n + ¢))-Matrix x gegeben durch

Qi,j fur (27]) € [17m] X [lan]a
o bij—n fir (4,5) € [1,m] x [n+ 1,n+ ¢,
) iy fir (i,7) € [m+1,m+ p] x [1,n],
diem j—n fur (i,j) € m+1,m+p| x[n+1,n+q,

notieren wir als

(¢ 5) - ) ==

Ahnlich fiir andere Zusammensetzungen.

3 Abbildungen

In diesem Abschnitt fithren wir Abbildungen zwischen Mengen ein. Wahrend Mengen von der Vorstellung her
starre Gebilde sind, stellen wir uns unter einer Abbildung eine ,,Vorschrift“ vor, welche die Elemente einer Menge
eindeutig auf gewisse Elemente einer anderen Menge ,,abbildet.

Der Abschnitt beginnt mit der Definition einer Abbildung, zugehorigen Notationen und Beispielen sowie dem
Zusammenhang zwischen Abbildungen und Familien. Danach werden zunéchst die algebraischen Konzepte von
Komposition und Invertierbarkeit und danach die mengentheoretisch, qualitativ beschreibenden Konzepte der
Injektivitdt und Surjektivitdt sowie des Bildes und Urbildes von Teilmengen behandelt. Das wichtigste Resultat
ist Satz (3.29), welcher einen Zusammenhang zwischen den Konzepten liefert. Im Anschluss werden Abbildungs-
konzepte im Zusammenhang mit Teilmengen wie Restriktion und Indikatorabbildungen eingefiihrt. Zum Schluss
des Abschnitts werden schliefslich die Endlichkeit und die Kardinalitdt von Mengen studiert.

Begriffsbildung

In der Mathematik ist es allgemein iiblich, neue Begriffe auf bereits bekannte Begriffe zuriickzufithren. Auch
wenn wir uns unter einer Abbildung etwas anderes vorstellen werden als unter einer Menge, werden wir nun
zundchst den Abbildungsbegriff mit Hilfe des Mengenbegriffs definieren. Oder anders ausgedriickt: wir wollen
unsere intuitive Vorstellung von einer Abbildung mit Hilfe von Mengen ,modellieren”. Dies hétten wir bereits
beim Konzept einer Familie, siche (2.16), machen kénnen; allerdings ist hierbei die Formalisierung auf den ersten
Blick weniger einsichtig.

Aus der Schule sind uns Funktionen von R nach R vertraut. Diese veranschaulichen wir anhand eines ,,Graphen®,
welchen wir als Teilmenge der Ebene R x R auffassen kénnen. Fiir eine allgemeine Abbildung ersetzen wir nun R
durch beliebige Mengen und nehmen die beschreibende Teilmenge als Bestandteil der Definition:
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(3.1) Definition (Abbildung).

(a) Eine Abbildung (oder Funktion) besteht aus Mengen X und Y zusammen mit einer Teilmenge f von X xY
so, dass es fiir jedes € X genau ein y € Y mit (z,y) € f gibt. Unter Missbrauch der Notation bezeichnen
wir sowohl die besagte Abbildung als auch die Teilmenge von X x Y mit f. Die Menge X wird Startmenge
(oder Definitionsbereich) von f genannt. Ein Element von X wird Argument von f genannt. Die Menge YV
wird Zielmenge (oder Wertebereich) von f genannt. Ein Element von Y wird Zielwert (oder Zielelement)
von f genannt.

Fiir eine Abbildung f mit Startmenge X und Zielmenge Y schreiben wir Source f := X und Target f := Y.
Fir x € X heifit das Element y € Y mit (z,y) € f das Bild (oder Bildelement) von x unter f, wir
schreiben f(z) :=y. Firy € Y,z € X mit y = f(x) wird = ein Urbild (oder Urbildelement) von y unter f
genannt.

(b) Es seien Mengen X und Y gegeben. Die Menge der Abbildungen von X nach Y ist definiert als
Map(X,Y) :={f | f ist eine Abbildung mit Source f = X und Target f = Y'}.

Ein Element von Map(X,Y) wird Abbildung von X nach Y genannt; wir schreiben f: X — Y so-
wie f: X =Y,z — f(z) fir f € Map(X,Y).

Wir betonen, dass in der vorangegangenen Definition f # f(x) ist. Wahrend f eine Abbildung angibt, bezeich-
net f(z) fir x € X das Bildelement von x unter f, also ein Element von Y.

(3.2) Beispiel.
(a) Esist {1,2,3} — {4,5,6}, 1 — 4, 2+— 5, 3 — 4 eine Abbildung.

(b) Es ist Z — Q, x +— 222 eine Abbildung.

(c) Es gibt keine Abbildung f: N — N mit f(z) = /z fiir alle z € N.

(d) Es gibt keine Abbildung f: {-2,3,v61} — Q mit f(3) = —5 und f(3) = 2.
(e) Die Teilmenge {(z,2) | z € R\ {0}} von R x R liefert keine Abbildung von R nach R.
(f) Esist f: R — R gegeben durch

1 fiir x € R\ {0},
fy= 1o Bree B0
0, firz=0
eine Abbildung.

Beweis.

(c) Es ist etwa v/2 ¢ N.

(d) Esist —=5# 2 in Q. O
In den Féllen von Beispiel (3.2)(c), (d) sagen wir auch, dass solche Abbildungen nicht wohldefiniert wiren.
(3.3) Beispiel. Es ist

Map({1,2},{3,4,5}) = {(1— 3,2 3), (13,2 4), (1~ 3,2 5),(1 = 4,2 = 3), (1 — 4,2~ 4),
(1—4,2—5),1—52—3),(1—52—4),(1—52—5)},

wobei wir etwa (1 — 3,2 — 3) als Kurzschreibweise fiir die Abbildung {1,2} — {3,4,5}, 1 — 3, 2 — 3 verwendet
haben. (39)

Wir betrachten noch einige Modellierungen von alltdglichen Zuordnungen:

30Start- und Zielmenge der jeweiligen Abbildungen sind bereits durch die Bezeichnung Map({1, 2}, {3, 4, 5}) festgelegt. Wiirden
wir eine Menge betrachten, deren Elemente Abbildungen mit verschieden Start- und/oder Zielmengen sind, so miissten wir die
jeweiligen Start- und Zielmengen der Elemente natiirlich angeben.
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(3.4) Anwendungsbeispiel.

(a) Der Briefpostversand der Aachener Post (an einem festgelegten Tag) ldsst sich als Abbildung auffassen, bei
der die Elemente der Startmenge die abgegebenen Briefe und die Elemente der Zielmenge die Postadressen
modellieren.

(b) Eine Nachrichtenverschliisselung lasst sich als Abbildung auffassen, bei der die Elemente der Startmenge
die Klartexte und die Elemente der Zielmenge die Geheimtexte modellieren. Eine Nachrichtenentschliis-
selung lasst sich als Abbildung auffassen, bei der die Elemente der Startmenge die Geheimtexte und die
Elemente der Zielmenge die Klartexte modellieren.

(¢) Ein Ticketverkauf zu einer Filmvorstellung lisst sich als Abbildung auffassen, bei der die Elemente der
Startmenge die Sitzplédtze und die Elemente der Zielmenge die Menschen modellieren.

(3.5) Anwendungsbeispiel. Es sei n € Ny gegeben. Eine potentielle Wahrheitstafel fiir die Aussagenvaria-
blen Aj, ..., A, lisst sich als Abbildung von {0,1}" nach {0,1} (*') modellieren.

(3.6) Bemerkung (Gleichheitskriterium fiir Abbildungen). Es seien Abbildungen f: X — Y und f': X' =Y’
gegeben. Genau dann gilt f = f/, wenn X = X', Y =Y’ und f(z) = f/(x) in Y fiir alle z € X ist.

Beweis. Als Teilmenge von X x Y ist f = {(z, f(x)) | z € X} := {2z | es gibt ein z € X mit z = (z, f(x))},
und als Teilmenge von X' x Y ist f' = {(«/, f'(2’)) | #’ € X'}. Nun gilt f = f’ als Abbildungen genau dann,
wenn X = X', Y =Y’ und f = f’ als Teilmenge von X x Y = X’ x Y’ ist. Letzteres ist aber dquivalent
zu {(z, f(z)) |z € X} ={(, f'(2) | 2’ € X'} = {(z, f'(z)) | + € X}. SchlieBlich sind diese Mengen genau
dann gleich, wenn fiir x € X stets f(z) = f'(z) gilt. O

(3.7) Beispiel.
(a) Esseien f: {1,2,3} = N,z —z+2und f': {1,2,3} - N, 1—3,2—4,3— 5. Dann ist f = f".
(b) Es sei eine Abbildung f: R — R gegeben durch

fir z € R\ {-1},
fir z = —1.

1
) = x+17

f(@) {0,
Ferner sei eine Abbildung f': R — R gegeben durch

o) = {mil fiir 2 € R\ {~1},

-1, firxz=-1.
Dann ist f # f'.
(c) Esseien f: Ng — No, z + 22 und f’: Z — Ny, x + 22. Dann ist f # f'.
(d) Esseien f: Ng = N, z—z+1und f': Ng = Z, x — x + 1. Dann ist f # f'.
Beweis.
(a) Es ist Source f = {1,2,3} = Source f’ und Target f = N = Target f’. Wegen

f)=1+2=3=f(1),
f2)=2+2=4=f'(2),
fB)=3+2=5=f'(3)

ist daher f = f’ nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (3.6).
(b) Wegen
f(=1)=0#-1=f(-1)
ist f # f’ nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (3.6).

31Eine solche Abbildung wird auch Boolesche Funktion genannt.
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(c) Wegen
Source f = Ny # Z = Source f’
ist f # f’ nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (3.6).
(d) Wegen
Target f = N # 7 = Target f’

ist f # f’ nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (3.6). O

Zusammenhang zu Familien

Zwischen Abbildungen und Familien besteht ein enger Zusammenhang:

(3.8) Bemerkung. Es seien Mengen X und I gegeben.
(a) Es sei eine Familie x in X tiber I gegeben. Dann ist I — X, i — x; eine Abbildung.
(b) Es sei eine Abbildung f: I — X gegeben. Dann ist (f(7));cs eine Familie.

Obwohl es einen formalen Unterschied zwischen Abbildungen und Familien gibt (insbesondere gehéren Start-
und Zielmenge zu einer gegebenen Abbildung, die Menge in welcher die Eintrdge einer Familie liegen jedoch
nicht zu einer Familie), fassen wir Familien hin und wieder als Abbildungen auf, und umgekehrt ebenso.

(3.9) Konvention. Es seien Mengen X und I gegeben.

(a) Es sei eine Familie  in X iiber I gegeben. Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir die Abbil-
dung I — X, i — x; wieder als x.

(b) Es sei eine Abbildung f: I — X gegeben. Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir die Fami-
lie (f(i))ier wieder als f.

Komposition von Abbildungen

Als néchstes wollen wir gleich mehrere Abbildungen auf einmal betrachten. Haben wir Abbildungen f und g so
gegeben, dass die Zielmenge von f gleich der Startmenge von g ist, so kbnnen wir diese Abbildungen nacheinander
ausfithren, d.h. wir kénnen sie komponieren:

(3.10) Definition (Kompositum). Es seien Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z gegeben. Die Abbildung
gof: X = Z xw g(f(x))

heifst Kompositum von f und g.

(3.11) Beispiel. Esseien f: N — Z, z+ x+1und g: Z — Q, y — 2y%. Dann ist go f: N — Q, x — 2(z+1)%.

Beweis. Fir z € N ist
9(f(x)) = gz + 1) = 2(x + 1)*. O

(3.12) Bemerkung. Es seien Abbildungen f: X - Y, ¢g: Y — Z, h: Z — A gegeben. Dann gilt
ho(gof)=(hog)of.

Beweis. Es sind ho (go f) und (hog)o f Abbildungen von X nach A. Fiir alle z € X gilt aulerdem
(ho(gof))(x)=h((ge f)(x)) = h(g(f(x))) = (hog)(f(x)) = ((heog)o f)(z).

Nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (3.6) haben wir daher ho (go f) = (hog)o f. O

(3.13) Konvention. Da es nach Bemerkung (3.12) bei der iterierten Bildung von Komposita nicht auf die

Klammerung ankommt, lassen wir die Klammern im Folgenden meist weg.
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Wir werden nun sehen, dass es moglich ist, fiir jede Menge X mindestens eine Abbildung X — X hinzuschreiben,
egal welche Elemente X besitzt.

(3.14) Definition (Identitét). Es sei eine Menge X gegeben. Die Abbildung
d=idx: X >X,z2—=

heifst Identitat (oder identische Abbildung) auf X.

(3.15) Beispiel. Die Identitéat auf {1,2,3} ist gegeben durch
idgos: {1,2,3) = {1,2,3}, 11,22, 3 3.

(3.16) Bemerkung. Fiir jede Abbildung f: X — Y gilt
foidy =idy o f = f.

Beweis. Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben. Dann sind f oidyx und idy o f auch Abbildungen von X
nach Y. Fiir alle x € X gilt auflerdem

(foidx)(z) = f(idx (2)) = f(2),
(idy o f)(z) = idy (f(z)) = f(x).
Nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (3.6) gilt daher foidy = f und idy o f = f. O

Schliefslich wollen wir zu einer gegebenen Abbildung f solche Abbildungen g betrachten, welche durch Kompo-
sition mit f eine Identitét liefern. Da die Identitét einer Menge, anschaulich gesprochen, mit den Elementen
dieser Menge nichts macht, macht g also die Abbildung f ,riickgingig® und umgekehrt.

(3.17) Definition (Invertierbarkeit von Abbildungen). Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben.

(a) Eine Inverse (oder inverse Abbildung oder Umkehrabbildung) zu f ist eine Abbildung g: ¥ — X derart,
dass go f =idx und f o g =idy gilt.

(b) Die Abbildung f heifst invertierbar, falls es eine Inverse zu f gibt.

(3.18) Beispiel. Es seien Qs :={z € Q|2 > 0} und Q«¢:={z € Q| z < 0}.
(a) Esseien f: Qs = Q<o, 2z — —2z und g: Qg = Qso, y — —%y. Dann ist g eine zu f inverse Abbildung.
(b) Es seien h: Qs = Q<p, x — —z und k: Q<o — Qs0, y — —y. Dann ist k eine zu h inverse Abbildung.
(¢) Die Abbildung I: Q — Q, = — —=x ist zu sich selbst invers.

Beweis.

(a) Fir z € Qs ist

o (@) = g(—20) = —5(~20) = &,

und fiir y € Qg ist
1 1

Flaw) = f=5y) = —2(-59) =v.
Nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (3.6) gilt daher go f =1idg., und fog =1idg_,, d.h. es
ist g eine zu f inverse Abbildung. O

(3.19) Bemerkung. Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben. Dann gibt es hochstens eine Inverse zu f.

Beweis. Es seien g: Y — X und ¢’: Y — X zu f inverse Abbildungen. Nach Bemerkung (3.16) gilt dann

g=goidy =go fog =idxog =g O
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Da wir nun wissen, dass die zu einer gegebenen Abbildung f inverse Abbildung, sofern sie existiert, eindeutig
durch f festgelegt ist, konnen wir ihr eine feste Bezeichnung (in Abhéngigkeit von f) geben:

(3.20) Notation. Die zu einer invertierbaren Abbildung f: X — Y gegebene inverse Abbildung notieren wir
als f71: Y — X.

(3.21) Proposition.

(a) Es seien invertierbare Abbildungen f: X — Y und ¢g: Y — Z gegeben. Dann ist auch go f: X — Z
invertierbar mit

(gof)t=ftog "
s sel elne Menge X gegeben. Die Identitat 1dx : — X 1st eine invertierbare 1ldung mit
b) Es sei eine M X ben. Die Identitat idx: X — X ist eine i ierbare Abbild i
idy' =idy.
(c) Es sei eine invertierbare Abbildung f: X — Y gegeben. Dann ist auch f~': Y — X invertierbar mit
(=1

Beweis.
(a) Da f invertierbar ist, gilt f~'o f = idy und fo f~! = idy. Ferner, da g invertierbar ist, gilt g~—*
und g o g~! =idz. Nach Bemerkung (3.16) ist also
floglogof=floidyof=ftof=idyx,
gofoftogl=goidyogt=gog ! =1idy.

og =idy

Somit ist g o f invertierbar mit (go f)~! = f~log™L.
(b) Nach Bemerkung (3.16) gilt idx o idx = idx. Folglich ist idx invertierbar mit id);1 =1idy.

(c) Da f~1: Y — X zu f invers ist, gilt f~'o f =idy und fo f~! =idy. Dann ist aber auch fo f~! =idy
und f~'o f =idy, d.h. es ist f~! invertierbar mit (f~1)~! = f. O

Fiir iterierte Komposita verwenden wir folgende vereinfachte Schreibweise. (32)
(3.22) Notation. Es sei eine Abbildung f: X — X gegeben. Fiir k € Ny setzen wir

oo idx, falls £ = 0,
fofFl  falls k > 0.

Wenn f invertierbar ist, so setzen wir
—k —1\k
=0
fir k € N.

Injektivitat und Surjektivitat

Bisher haben wir Abbildungen unter algebraischen Gesichtspunkten studiert, d.h. wir haben Abbildungen kom-
poniert und Eigenschaften der Komposition und der damit verwandten Begriffe wie Identitdt und Inverse be-
trachtet. Als nédchstes wollen wir Abbildungen mehr unter qualitativen, rein mengentheoretischen Gesichts-
punkten verstehen. Wir wollen also Fragen nach dem ,,Aussehen” einer Abbildung, d.h. nach ihrem Verhalten
gegeniiber den Elementen und Teilmengen von Start- und Zielmenge, untersuchen. Der Hohepunkt wird schliefs-
lich Satz (3.29) sein, welcher die algebraische und die mengentheoretische Sichtweise miteinander verkniipft.

32Bzgl. Komposition wird fiir jede Menge X die Menge der Abbildungen Map(X, X) ein Monoid, siche Bemerkung (6.22) und De-
finition (6.17). Die Potenznotation in (3.22) entspricht dann gerade der Potenznotation in abstrakten (multiplikativ geschriebenen)
Monoiden, siehe Notation (9.13)(a). Insbesondere handelt es sich um eine rekursive Definition, vgl. den Rekursionssatz (9.5).
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(3.23) Definition (injektiv, surjektiv). Es seien Mengen X und Y gegeben.

(a) Die Menge der injektiven Abbildungen von X nach Y ist definiert als
Map;,;(X,Y) := {f € Map(X,Y) | fiir z,2" € X folgt aus f(z) = f(z') stets v = 2'}.
Ein Element von Map,,;(X,Y’) wird injektive Abbildung von X nach Y genannt.

(b) Die Menge der surjektiven Abbildungen von X nach Y ist definiert als
Mapg,,;(X,Y) := {f € Map(X,Y) | fiir y € Y gibt es ein z € X mit y = f(z)}.
Ein Element von Map,,;(X,Y") wird surjektive Abbildung von X nach Y genannt.

(¢) Die Menge der bijektiven Abbildungen von X nach Y ist definiert als
Mapy;; (X, Y) := Map;,,;(X,Y) N Maupsurj(X7 Y).
Ein Element von Mapy;;(X,Y’) wird bijektive Abbildung von X nach Y genannt.

Eine Abbildung f: X — Y ist also injektiv, wenn sie verschiedene Elemente in X stets auf verschiedene Elemente
in Y abbildet; surjektiv, wenn jedes Element aus Y das Bild eines Elements aus X unter f ist; und bijektiv,
wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

(3.24) Beispiel.
(a) Die Abbildung {1,2,3} — {4,5}, 1 — 4, 2 — 4, 3 — 5 ist surjektiv, aber nicht injektiv.

)
(b) Die Abbildung {1,2} — {4,5,6}, 1 — 4, 2+ 5 ist injektiv, aber nicht surjektiv.
(c) Die Abbildung {1,2,3} — {4,5,6}, 1> 5, 2 6, 3 > 4 ist bijektiv.

(d) Die Abbildung {1,2,3} — {4,5,6}, 1 — 5, 2 — 6, 3 — 5 ist weder injektiv noch surjektiv.
(3.25) Beispiel. Die Abbildung f: Q — Q, & — —2x + 3 ist eine Bijektion.

Beweis. Fir z,2’ € Q mit f(z) = f(a') gilt —22 + 3 = —22’ + 3, folglich —2x = —22’ und damit = = z’. Somit
ist f injektiv.
Fir y € Q gilt
1 3 1 3
_Z i Y bl — — .

f=5y+3) (—gy+3)+3=y-3+3=y
Somit ist f surjektiv.
Insgesamt ist f bijektiv. O

Zum Beweis der Surjektivitéat in Beispiel (3.25) haben wir fir jedes y € Q ein z € Q mit y = f(z) angegeben,
namlich x = —%y + % Hierbei ist es nicht entscheidend, wie man auf diese Formel gekommen ist, wichtig ist
allein, dass fiir jedes y € Q die Gleichung y = f(z) gilt.

Nichtsdestotrotz stellt sich die Frage nach einer systematischen Methode zur Bestimmung eines solchen z € Q
fiir gegebenes y € Q. Hierzu kénnen wir in diesem Fall eine Analyse verwenden: Wir nehmen an, dass wir
ein z € Q mit y = f(z) gegeben haben. Dann gilt ndmlich y = f(x) = —2z + 3, also y — 3 = —22 und damit

1 1 3
x = —i(y—?)) = —§y+§.
Die Analyse ersetzt hierbei nicht den Beweis der Surjektivitdt und aus der Surjektivitét folgt umgekehrt auch
nicht die Aussage der Analyse: Bei der Analyse folgern wir fiir gegebenes x € Q aus der Aussage y = f(x)
die Aussage z = f%y + % (also die genaue Gestalt von x), wihrend wir im Beweis der Surjektivitit aus der
Aussage x = —%y + % die Aussage y = f(z) folgern.
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Abbildung 2: Bild und Urbild

(3.26) Beispiel.
(a) Esist
Map;,,;({1,2},{3,4,5}) = {(1+ 3,2 4),(1 3,2 5), (1 = 4,2+ 3),(1 = 4,2 5),
(1—5,2—3),(1—5,2—4)}.
(b) Es ist
1\/Iapsurj({l,2,3}7 {4,5)={(1—4,2—4,3—5),(1—-42—53—4),(1—4,2—53—5),
(1—-52—43—4),1—52—4,3—5),(1—52—53—4)}.
(¢) Es ist
Mapy,;({1,2,3},{4,5,6}) = {(1 = 4,2+ 5,3+ 6),(1+ 4,2 6,3 5), (1 — 5,2+ 4,3 6),
(1—52—63—4),(1—6,2—4,3—5),(1—6,2—53—4)}.
(3.27) Definition (Bild, Urbild). Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben.
(a) Fir eine Teilmenge U von X heift
fO)={f(u) |ueU} :={y €Y |es gibt ein u € U mit y = f(u)}
das Bild von U unter f. Ferner heift Im f := f(X) das Bild von f.
(b) Fiir eine Teilmenge V von Y heifst
fFHV)={z e X | f(x) eV}
das Urbild von V unter f. Fiir y € Y heilt f~'({y}) die Faser von f iiber y.

Wir betonen, dass die Notation von Urbild und Faser nicht die Existenz einer inversen Abbildung voraussetzt;
stattdessen haben wir es mit einer mehrdeutigen Schreibweise zu tun.

(3.28) Beispiel. Es sei f: {1,2,3,4} — {5,6,7,8,9}, 1 — 5 2 — 8 3 — 5 4 +— 9. Dann ist
f({1,2,3}) = {5,8}, Im f = {5,8,9}, f~'({5,9}) = {1,3,4}, f~'({5}) = {1,3}.

Beweis. Es gilt
FUL2,3}) ={f(w) |ue{1,2,3}} ={f(1), f(2), f(3)} = {5,8,5} = {5,8},
Im f = f({la 27374}) = {f(u) | u € {1727374}} - {f(l)af(Q)vf(3)vf(4)} = {5’8’559} = {5,8,9},
f_l({5’9}) = {x € {1»27374} | f(x) € {579}} = {x € {1’27374} | f(ﬁ) =5 oder f(x) = 9} = {17314}1
FHBY) ={r e {1,2,3,4} | f(2) € {5}} = {r € {1,2,3,4} | f(2) = 5} = {1,3}. O
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(3.29) Satz. Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben.
(a) Die folgenden Aussagen sind fdquivalent.

(i) Die Abbildung f ist injektiv.
(ii) Jede Faser von f besitzt hichstens ein Element.
(iii) Es ist X = () oder es gibt eine Abbildung ¢g: ¥ — X mit go f = idx.

(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) Die Abbildung f ist surjektiv.
(ii) Jede Faser von f besitzt mindestens ein Element.
(iii) Es gibt eine Abbildung g: ¥ — X mit fog =idy.

(c) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) Die Abbildung f ist bijektiv.
(ii) Jede Faser von f besitzt genau ein Element.
(iii) Die Abbildung f ist invertierbar.

Beweis.

(a) Zuerst zeigen wir die Aquivalenz von Bedingung (i) und Bedingung (ii), danach die Aquivalenz von Be-
dingung (i) und Bedingung (iii).
Zunichst gelte Bedingung (i), d.h. f sei injektiv. Fiir y € Y, z,2’ € f~1({y}) gilt f(z) =y = f(2'), wegen
der Injektivitdt von f also x = a’. Folglich ist f~1({y}) fiir y € Y entweder leer oder enthilt genau ein
Element, d.h. es gilt Bedingung (ii).

Nun sei umgekehrt angenommen, dass Bedingung (ii) gilt, d.h. dass jede Faser von f hochstens ein
Element enthélt. AuRerdem seien z,2/ € X mit f(z) = f(z') gegeben. Dann ist x € f~1({f(z)})
und 2’ € fY{f(2")}), wegen f(x) = f(a') also z,2’ € f~1({f(x)}) = f~({f(2")}). Nach unserer
Voraussetzung enthélt f=*({f(z)}) = f~1({f(2')}) jedoch héchstens ein Element, so dass = = 2’ folgt.
Somit ist f injektiv, d.h. es gilt Bedingung (i).

Folglich sind Bedingung (i) und Bedingung (ii) dquivalent.

Als nichstes gelte wieder Bedingung (i), d.h. f sei injektiv. Ferner nehmen wir an, dass X # {) ist. Da
mit Bedingung (i) auch Bedingung (ii) gilt, enthélt jede Faser von f hochstens ein Element. Die Faser
von f unter jedem y € Im f ist nach Definition von Im f jedoch auch nicht leer, d.h. sie enthilt also
genau ein Element. Mit anderen Worten: Fiir jedes y € Im f gibt es genau ein z € X mit f(z) = y. Dies
definiert eine Abbildung ¢’: Im f — X mit f(¢'(y)) = y fiir y € Im f. Wegen X # () gibt es ferner eine
Abbildung ¢”: Y \ Im f — X. Wir definieren g: Y — X durch

g"(y) firyeY \Imf.

Es ergibt sich f(g(f(x))) = f(¢'(f(z))) = f(z) und somit g(f(z)) = = fir x € X wegen der Injektivit
von f. Also ist g o f = idx, d.h. es gilt Bedingung (iii).

g@%:{¢@> fiir y € Im f,

Schliefslich gelte Bedingung (iii), d.h. es sei X = () oder es existiere eine Abbildung ¢g: V¥ — X
mit go f =idx. Fiir z,2’ € X mit f(z) = f(a’) folgt dann

z=g(f(x)) =g(f(a)) = 2"

Somit ist f injektiv, d.h. es gilt Bedingung (i).
Folglich sind auch Bedingung (i) und Bedingung (iii) dquivalent.
Insgesamt sind Bedingung (i), Bedingung (ii) und Bedingung (iii) dquivalent.
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(b) Wir fithren einen Ringschluss, d.h. wir zeigen, dass Bedingung (i) Bedingung (ii) impliziert, dass Bedin-
gung (ii) Bedingung (iii) impliziert, und dass Bedingung (iii) Bedingung (i) impliziert.

Zunéchst gelte Bedingung (i), d.h. f sei surjektiv. Ferner sei y € Y beliebig gegeben. Da f surjektiv ist,
gibt es ein # € X mit y = f(x), d.h. mit x € f~1({y}). Folglich ist f~!({y}) nicht leer. Da y € Y beliebig
war, gilt also Bedingung (ii).

Als néchstes sei angenommen, dass Bedingung (ii) gilt, d.h. dass jede Faser von f mindestens ein Element
enthilt. Dann gibt es fiir jedes y € Y ein z € X mit 2 € f~}({y}). Wir wihlen uns fiir jedes y € YV
ein g(y) € f~'({y}) und erhalten so eine Abbildung g: ¥ — X mit f(g(y)) = y fiir y € Y. Somit
ist fog=1idy, d.h. es gilt Bedingung (iii).

Schlieflich gelte Bedingung (iii), d.h. es existiere eine Abbildung ¢g: ¥ — X mit fog =idy. Firalley € Y
ist dann f(g(y)) =y, d.h. g(y) ist ein Urbild von y unter f. Also ist f surjektiv, d.h. es gilt Bedingung (i).

Insgesamt sind Bedingung (i), Bedingung (ii) und Bedingung (iii) dquivalent.
(c) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(3.30) Beispiel.
(a) Essei f:{1,2} — {4,5,6}, 1 +—4, 2— 5. Dann ist

{9 € Map({4,5,6},{1,2}) | go f=idp1 93} = {(4—= 1,5 2,6 = 1),(4 = 1,5 2,6 — 2)}.
(b) Essei f: {1,2,3} — {4,5},1+—4,2— 4, 3+— 5. Dann ist

{9 € Map({4,5},{1,2,3}) | fog=idpus}={(4 1,5 3),(4+— 2,5~ 3)}.
(c) Essei f: {1,2,3} — {4,5,6}, 1 = 5,2+ 6, 3 — 4. Dann ist

{g € 1\/12113({4,576}7 {1,2,3}) | go f = id{1’2’3}7 f o0g= id{4’5’6}} = {(4 — 3,5 —> 1,6 — 2)}

Beweis.

(a) Es ist
{9 € Map({4,5,6},{1,2}) [go f =id{1,2}
= {9 € Map({4,5,6},{1,2}) | (g0 f)(x) =id1,2)(2) fir x € {1,2}}
= {9 € Map({4,5,6},{1,2}) | g(f(2)) = « fir x € {1,2}}
— {g € Map({4.5,6},{1,2}) | g(f(1)) = 1, g((2)) = 2}
— {g € Map({4.5,6},{1,2}) | g(4) = 1, g(5) = 2}
={4—~1,5—~26—1),4—=1,5—=2,6—2)}

(b) Es ist
{g € Map({475}a {1ﬂ273}) | fog= id{4,5}}
= {g € Map({4,5},{1,2,3}) | (f 0 9)(y) = id(45)(y) fiir y € {4,5}}
= {9 € Map({4,5},{1,2,3}) | f(g(y)) =y fir y € {4,5}}
= {g € Map({4,5},{1,2,3}) | g(y) € f~'({y}) fiir y € {4,5}}
= {9 € Map({4,5},{1,2,3}) | g(4) € F71({4}), 9(5) € F ({5})}
= {9 € Map({4,5},{1,2,3}) | g(4) € {1,2}, g(5) € {3}}
={d4—1,5—3),(4— 2,5~ 3)}.

(¢) Es ist

{g € Map({4,5,6},{1,2,3}) | go f =idf12,3}, fog=lidgss56}}
= {g € Map({4,5,6},{1,2,3}) | (9o f)(z) = id{1 2,3 () fir z € {1,2,3},
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(fog)(y) =idguse6)(y) fiir y € {4,5,6}}
= {g € Map({4,5,6},{1,2,3}) [ g(f(x)) = = fiir x € {1,2,3}, f(g(y)) =y fiir y € {4,5,6}}
= {g € Map({4,5,6},{1,2,3}) [ g(f(1)) = 1, g(f(2)) = 2, g(f(3)) = 3,

f(g(4)) =4, f(g(5)) =5, f(g(6)) = 6}
= {g € Map({4,5,6},{1,2,3}) [ g(5) = 1, g(6) = 2, g(4) = 3,

flg(4)) =4, f(g(5)) =5, f(g(6)) = 6}

= {g € Map({4,5,6},{1,2,3}) [ 9(5) = 1, 9(6) = 2, g(4) = 3, f(3) = 4, f(1) =5, f(2) = 6}
= {9 € Map({4,5,6},{1,2,3}) | g(5) = 1, 9(6) = 2, g(4) = 3}
={(4~3,5—1,6— 2)}. O

Restriktion von Abbildungen

Als néchstes werden wir kurz aufzeigen, dass Teilmengen Anlass zu Abbildungen geben.

(3.31) Definition (Restriktion). Es seien eine Abbildung f: X — Y, eine Teilmenge U von X und eine
Teilmenge V' von Y mit f(U) C V gegeben. Die Abbildung

f\g U=V, uw f(u)

wird Restriktion (oder Einschrankung) von f bzgl. U und V' genannt.
Fir U C X setzen wir

flo = fly
Fir V CY mit Im f C V setzen wir
IV = flk

(3.32) Beispiel. Es sei f: {2,3,5,7,11} — {0,1,2,3}, 25 2,3+ 3, 51> 1, T+ 3, 11 > 3.
(a) Es ist

f|§3’;"ﬁ} {3,7,11} - {0,1,3}, 3+ 3, 7+ 3, 11+ 3.

(b) Es ist
flegza1y: {2,7,11F = {0,1,2,3}, 2+ 2, 7+ 3, 11+ 3.
(c) Es ist
FIT23: {2,3,5,7,11} — {1,2,3}, 22,3 3,51, 7+ 3,11 — 3.
(3.33) Definition (Inklusion). Es seien eine Menge X und eine Teilmenge U von X gegeben. Die Abbildung
inc = inc? =idx|y: U — X

heifit Inklusion (oder Inklusionsabbildung) von U in X.
(3.34) Beispiel. Die Inklusion von {2,5,7} in {2,3,5,7,11} ist gegeben durch

inc: {2,5,7} = {2,3,5,7,11}, 2 2, 5+ 5, 7~ T.
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Indikatorfunktion

Ein Zusammenhang zwischen Teilmengen und Abbildungen ist durch die Indikatorfunktion gegeben, welche eine
Bijektion zwischen der Potenzmenge einer gegebenen Menge und den Abbildungen von dieser Menge in eine
zweielementige Menge liefert, siehe Satz (3.37).

(3.35) Definition (Indikatorfunktion). Es seien eine Menge X und eine Teilmenge U von X gegeben. Die
Abbildung xy: X — {0, 1} gegeben durch

(2) = 1, firxeU,
XU =00, firz e X\ U,

heit Indikatorfunktion (oder charakteristische Funktion) von U in X.

Gemift Konvention (3.9) fassen wir eine Indikatorfunktion ggf. auch als Familie auf und sprechen dann von
einer Indikatorfamilie bzw. in den Spezialfillen von einem Indikatortupel bzw. einer Indikatorfolge bzw. einer
Indikatormatriz. Notieren wir ein Indikatortupel als String, vgl. Definition (10.2), so sprechen wir entsprechend
von einem Indikatorstring.

(3.36) Beispiel.
(a) Die Indikatorfunktion von {2,5,7} in {2,3,5,7,11} ist gegeben durch
X{2,57:12,3,5, 7,11} = {0,1},2— 1,3 0,51, 7+ 1, 11— 0.
(b) Das Indikatortupel von {2,3,4,7} in [1,7] ist gegeben durch
X{2,3,4,7} = (07 1) 17 17 Oa 07 1)
. atz. Es sei eine Menge egeben. Die ildungen
(3.37) S Es sei eine Menge X gegeben. Die Abbildung

Pot(X) — Map(X, {0,1}), U — xv,
Map(X, {0,1}) = Pot(X), f — f~'({1})

sind zueinander invers.
Beweis. Fiir den Zweck dieses Beweises sei
Up=fT({1) ={z e X | f2) =1}
fir f € Map(X, {0,1}). Wir wollen zeigen, dass sich die Abbildungen

X—: Pot(X) — Map(X, {0,1}), U — xu,
U_: Map(X,{0,1}) = Pot(X), f — Uy

gegenseitig invertieren. Fiir U € Pot(X) ist
(U-ox)(U) = Uy =x5" ({1}) = U = idpoye (U).

Nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (3.6) gilt folglich U_ o x_ = idpoy (. Fiir f € Map(X,{0,1})
gilt umgekehrt

1, fallsz e Uy, | )1, fallsze f72({1}), | 1, falls f(z)=1,| _
SOt el B bt B Pl ot B

fir x € X, also (x- o U_)(f) = xu; = f = idmap(x,{0,1})(f) nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildun-

gen (3.6). Somit gilt auch X o U_ = idmap(x,{0,1}) nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (3.6).
Insgesamt sind x_ und U_ zueinander inverse Abbildungen. O
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(3.38) Beispiel. Wir haben folgende Bijektion.

Pot([1,3]) — {0,1}3,
0~ (0,0,0),

{1}~ (1,0,0),
{2} — (0,1,0),
{3} —(0,0,1),
{1,2} — (1,1,0),
{1,3} — (1,0,1),
{2,3} = (0,1,1),
{1,2,3} — (1,1,1).

Endlichkeit und Kardinalitat

Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten wir noch das Konzept der Kardinalitét einer endlichen Menge.

(3.39) Definition (Gleichméchtigkeit). Es seien Mengen X und Y gegeben. Wir sagen, dass X gleichmdchtig
zu Y ist, falls es eine Bijektion von X nach Y gibt.

(3.40) Beispiel.
(a) Die Menge {1,2,3} ist gleichméchtig zur Menge {4, 5,6}.
(b) Die Menge N ist gleichméchtig zu Z.
Beweisskizze.
(a) Die Abbildung {1,2,3} — {4,5,6}, © — x + 3 ist eine Bijektion.
(b) Die Abbildung f: N — Z gegeben durch

, fiir z € N gerade,

=%, fiir x € N ungerade,

=
=
Il
—
=8

ist eine Bijektion. O
(3.41) Definition ((un)endliche Menge). Es sei eine Menge X gegeben.

(a) Wir sagen, dass X endlich ist, falls es ein n € Ny derart gibt, dass X gleichméchtig zu [1,n] ist, und
ansonsten, dass X unendlich ist.

(b) Es seien ein n € Ny und eine Menge X gegeben. Eine Bijektion von [1,n] nach X wird Abzdhlung von X
genannt.

(3.42) Beispiel.
(a) Die Menge {1,3,17} ist endlich.
(b) Die Mengen N und {z € N | z gerade} sind unendlich.
(¢) Die leere Menge ist endlich.
(d) Die Menge {z € R | 3 + 22 = 322} ist endlich.

Es lésst sich zeigen, dass es fiir jede endliche Menge X genau ein n € Ny derart gibt, dass X gleichméchtig
zu [1,n] ist.

(3.43) Definition (Kardinalitéit). Es seien eine endliche Menge X und n € Ny derart gegeben, dass X gleich-
méchtig zu [1,n] ist. Wir nennen

| X|:=n

die Kardinalitit (oder Mdchtigkeit) von X. Wir sagen auch, dass X eine n-elementige Menge ist.
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(3.44) Beispiel.
(a) Esist [{1,3,17}] = 3.
(b) Bsist [{1,1,1}] = L.
(c) Esist [{1}}] = L.

(d) Bs ist {1, {1}}] = 2.

4 Relationen

Als nédchstes widmen wir uns Relationen auf einer gegebenen Menge; ein Konzept, welches Beziehungen zwi-
schen den Elementen dieser Menge formalisiert. Hierbei beschranken wir uns auf bindre Relationen, d.h. die
betrachteten Beziehungen bestehen zwischen Paaren von Elementen der Menge.

Nach der Definition einer Relation studieren wir Eigenschaften von allgemeinen (bindren) Relationen sowie
Abschliisse unter einiger dieser Eigenschaften. Zum Schluss geben wir mit der Indikatormatrix eine Methode
an, wie sich Relationen auf einer endlichen Menge mit Hilfe einer Matrix darstellen lassen.
Begriffsbildung

Wir beginnen mit der Definition einer Relation.

(4.1) Definition (Relation).

(a) Eine Relation (genauer bindre Relation) besteht aus einer Menge X zusammen mit einer Teilmenge r
von X X X. Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl die besagte Relation als auch die
Teilmenge von X x X mit r. Die Menge X wird Grundmenge von r genannt.

Es seien eine Relation 7 mit Grundmenge X und z,y € X gegeben. Falls (z,y) € r ist, so sagen wir, dass =
bzgl. r in Relation zu y steht und schreiben x r y.

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Die Menge der Relationen auf X ist definiert als
Rel(X) := {r | r ist eine Relation mit Grundmenge X }.

Ein Element von Rel(X) wird Relation auf X genannt.

Etwas allgemeiner lasst sich fiir Mengen X und Y eine Relation zwischen X und Y als Gesamtheit aus X, Y
und einer Teilmenge von X x Y definieren. Wir werden dieses Konzept in dieser Veranstaltung nicht weiter
verfolgen.

(4.2) Beispiel.
(a) Es ist < eine Relation auf N. Die zur Relation < gehorige Teilmenge von N x N ist gegeben durch

< ={(m,n) € Nx N |es gibt ein p € N mit n =p+ m}.

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Dann ist C eine Relation auf Pot(X). (33) Die zur Relation C gehorige
Teilmenge von Pot(X) x Pot(X) ist gegeben durch

C={(U,V) € Pot(X) x Pot(X) | fiir x € U gilt x € V'}.

(c) Es sei eine Menge X gegeben. Dann ist = eine Relation auf X. Wir nennen = die Gleichheitsrelation (oder
Gleichheit) auf X. Die zur Relation = gehorige Teilmenge von X x X ist gegeben durch

=={(z,z) |z € X}.

(d) Es sei eine Menge X gegeben. Dann wird X x X = {(z,y) | z,y € X} zu einer Relation auf X, die
Allrelation auf X x X.
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Abbildung 3: Relation auf {1, 2,3}

(e) Es wird {(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(3,3)} zu einer Relation auf {1,2,3}.

Wie in Beispiel (4.2)(a), (b), (c) schon angedeutet, ist es iiblich, Relationen durch Angabe der Eigenschaft,
welche fiir die in Relation stehenden Elemente erfiillt ist, zu definieren. Dies ist dquivalent zur Angabe der
Teilmenge des kartesischen Produkts und meistens etwas leserlicher.

Wir geben noch einige Modellierungen von Beziehungen aus dem téaglichen Leben durch Relationen an:

(4.3) Anwendungsbeispiel.

(a) Die Einwohner von Aachen seien als Elemente einer Menge A modelliert. Fir a,b € A gelte genau
dann a n b, wenn der durch a modellierte Einwohner ein Nachkomme des durch b modellierten Einwohners
ist. Dann ist n eine Relation auf A.

(b) Die Studierenden des Moduls Diskrete Strukturen seien als Elemente einer Menge D modelliert.
Fiir s,t € D gelte genau dann s e t, wenn der oder die durch s modellierte Studierende die gleichen
Eltern wie der oder die durch ¢ modellierte Studierende hat. Fiir s,t € D gelte genau dann s g ¢, wenn
der oder die durch s modellierte Studierende den gleichen Geburtstag wie der oder die durch ¢ modellierte
Studierende hat. Dann sind e und g Relationen auf D.

(c) Die Stichworter in einem Lexikon seien als Elemente einer Menge L modelliert. Fiir v,w € L gelte genau
dann v @ w, wenn das durch v modellierte Stichwort den gleichen Anfangsbuchstaben wie das durch w
modellierte Stichwort hat. Fiir v,w € L gelte genau dann v 0 w, wenn das durch v modellierte Stichwort
einen Anfangsbuchstaben hat, welcher im Alphabet vorm Anfangsbuchstaben des durch w modellierten
Stichworts vorkommt. Dann sind a und o Relationen auf L.

(d) Farbige Glasperlen in einer Dose seien als Elemente einer Menge P modelliert. Fiir p,q € P gelte genau
dann p f g, wenn die durch p modellierte Glasperle die gleiche Farbe wie die durch ¢ modellierte Glasperle
hat. Dann ist f eine Relation auf P.

Eigenschaften
Wir betrachten einige potentielle Eigenschaften von Relationen.

(4.4) Definition (Transitivitdt, Reflexivitdt, Symmetrie, Antisymmetrie, Vollstdndigkeit). Es seien eine Men-
ge X und eine Relation r auf X gegeben.

(a) Wir sagen, dass r transitiv ist, falls fiir z,y,z € X aus x r y und y r z stets = r z folgt.

(b) Wir sagen, dass r reflexiv (auf X) ist, falls fiir x € X stets = r x gilt.

(¢) Wir sagen, dass r symmetrisch ist, falls fiir x,y € X aus x r y stets y r « folgt.

(d) Wir sagen, dass r antisymmetrisch ist, falls fir z,y € X aus z r y und y r = stets x = y folgt.

(e) Wir sagen, dass r vollstindig (auf X) ist, falls fiir x,y € X stets x r y oder y r z gilt.

(4.5) Beispiel. Die Relation < auf N ist transitiv und antisymmetrisch, aber nicht reflexiv, nicht symmetrisch
und nicht vollstandig.

33Wir nennen C die Teilmengenrelation (oder Inklusionsrelation oder Inklusion) auf Pot(X).
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Beweis. Es seien m,n,p € N mit m < n und n < p gegeben. Dann gibt es ¢,7 € Nmit n =¢+m und p =r+n.
Es folgt p =7+ n =r + ¢+ m, also m < p. Folglich ist < transitiv.

Es gibt keine m,n € N mit m < n und n < m. Folglich ist < antisymmetrisch.

Es gibt keine m,p € N mit m = p + m. Somit gibt es kein m € N mit m < m. Insbesondere ist < nicht reflexiv
und nicht vollstandig.

Es seien m,n € N mit m < n gegeben. Dann gibt es ein p € N mit n = p+m. Gébe es ein ¢ € N mit m = ¢+ n,
so wire m = ¢+n = ¢+ p+m und damit ¢+ p = 0. Da mit p,q € N dann aber auch 0 = ¢+ p € N sein miisste,
ist dies ein Widerspruch. Folglich gilt n < m nicht. Insbesondere ist < nicht symmetrisch. O

Vorsicht sind bei den Begriffen der Reflexivitdt und der Vollstdndigkeit geboten, da diese von der unterliegende
Menge abhéngig sind.

(4.6) Beispiel.
(a) Es sei r die Relation auf {1} gegeben durch r = {(1,1)}. Dann ist r reflexiv.
(b) Es sei r die Relation auf {1, 2} gegeben durch r = {(1,1)}. Dann ist 7 nicht reflexiv.
Bewets.
(a) Wegen 171 gilt x r z fiir alle z € {1}. Folglich ist r reflexiv.
(b) Da 2 r 2 nicht gilt, gibt es ein « € {1, 2} so, dass  r x nicht gilt. Folglich ist r nicht reflexiv. O

(4.7) Bemerkung. Es seien eine Menge X, eine nicht leere Menge I und eine Familie (7;);c; von Relationen
auf X gegeben. Fiir x,y € X gelte genau dann = r y, wenn fiir ¢ € I stets x r; y gilt.

(a) Wenn r; fiir jedes ¢ € I transitiv ist, dann ist 7 auch transitiv.
(b) Wenn r; fiir jedes i € I reflexiv ist, dann ist r auch reflexiv.
(¢c) Wenn r; fiir jedes ¢ € I symmetrisch ist, dann ist r auch symmetrisch.
(d) Wenn es ein ¢ € I derart gibt, dass r; antisymmetrisch ist, dann ist r auch antisymmetrisch.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(4.8) Beispiel. Es seien v’ und " die Relationen auf {1,2} gegeben durch
r'={(1,1),(2,2),(1,2)},
" ={(1,1),(2,2),(2,1)}.

Fiir z,y € {1,2} gelte genau dann x r y, wenn z v’ y und = r” y gilt. Dann sind " und r” vollstindig auf {1, 2},
aber 7 ist nicht vollstdndig auf {1, 2}.

Beweis. Wegen 17/ 1, 27" 2 und 1’ 2 ist v’ vollstandig.

Wegen 177 1, 27" 2 und 2 r” 1 ist r” vollstandig.

Da 1 r” 2 nicht gilt, gilt auch 1 r 2 nicht. Da 2 ' 1 nicht gilt, gilt auch 2 r 1 nicht. Folglich ist r nicht
vollstandig. O

Abschliisse

Der Abschluss einer gegebenen Relation unter einer Eigenschaft ist die kleinste Relation, welche zum einen die
gegebene Relation als Teilmenge enthélt und zum anderen die gegebene Eigenschaft erfiillt:

(4.9) Definition (transitiver Abschluss, reflexiver Abschluss, transitiv-reflexiver Abschluss, symmetrischer
Abschluss). Es seien eine Menge X und eine Relation r auf X gegeben.

(a) Ein transitiver Abschluss (oder eine transitive Hiille) von r ist eine transitive Relation s auf X mit r C s
und so, dass fiir jede transitive Relation ¢ auf X mit r C ¢ stets s C t folgt.

(b) Ein refleziver Abschluss (oder eine reflexive Hille) von r ist eine reflexive Relation s auf X mit r C s und
s0, dass fiir jede reflexive Relation ¢ auf X mit r C t stets s C ¢ folgt.
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Abbildung 4: Abschliisse

(¢) Ein transitiv-reflexiver Abschluss (oder eine transitiv-reflexive Hille) von r ist eine transitive, reflexive
Relation s auf X mit r C s und so, dass fiir jede transitive, reflexive Relation ¢ auf X mit r C ¢ stets s C ¢
folgt.

(d) Ein symmetrischer Abschluss (oder eine symmetrische Hiille) von r ist eine symmetrische Relation s auf X
mit r C s und so, dass fiir jede symmetrische Relation ¢ auf X mit r C ¢ stets s C ¢ folgt.

(4.10) Beispiel. Es sei r die Relation auf {1,2,3} gegeben durch r = {(1,2), (2,3)}.

(a) Die Relation s auf {1,2,3} gegeben durch

s={(1,2),(1,3),(2,3)}
ist ein transitiver Abschluss von 7.

(b) Die Relation s auf {1,2,3} gegeben durch

§= {(17 1)’ (1’ 2)7 (2’ 2)a (27 3)a (35 3)}
ist ein reflexiver Abschluss von 7.

(c) Die Relation s auf {1, 2,3} gegeben durch

§ = {(17 1)7 (15 2)7 (1’ 3)v (27 Q)a (25 3)7 (33 3)}
ist ein transitiv-reflexiver Abschluss von r.

(d) Die Relation s auf {1,2,3} gegeben durch

s = {(1’ 2)7 (Qa 1)’ (27 3)a (37 2)}
ist ein symmetrischer Abschluss von r.
Beweis.

(a) Um zu zeigen, dass s transitiv ist, seien z,y,z € {1,2,3} mit s y und y s z gegeben. Nach Definition
von s gilt dann notwendigerweise (x,y) = (1,2) und (y,2) = (2,3), also x = 1, y = 2, z = 3. Dann gilt
aber auch x =1 s 3 = 2. Folglich ist s transitiv.

Fiir z,y € {1,2,3} mit z r y gilt entweder (z,y) = (1,2) und damit = s y, oder es gilt (x,y) = (2,3) und
damit = s y. Folglich gilt r C s.

Schliefslich sei eine beliebige transitive Relation ¢ auf {1,2,3} mit » C ¢ gegeben. Wegen 1 r 2 gilt 1 ¢ 2
und wegen 2 r 3 gilt 2 ¢ 3. Aus 1 ¢ 2 und 2 ¢ 3 folgt 1 ¢ 3 auf Grund der Transitivitidt von ¢. Insgesamt
gilt 1¢2,1¢3und 2¢ 3, d.h. fiir alle z,y € {1,2,3} mit = s y gilt = ¢t y. Folglich gilt s C ¢.

Insgesamt ist s ein transitiver Abschluss von r auf {1, 2, 3}.
(b) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
(¢) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

(d) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
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(4.11) Proposition. Es seien eine Menge X und eine Relation r auf X gegeben.

(a)

(d)

Es gibt genau einen transitiven Abschluss von r. Der transitive Abschluss s von r ist wie folgt gegeben:
Fiir z,y € X gilt genau dann z s y, wenn es ein n € N und g, ..., 2, € X mit x; r ;4 fir i € [0,n — 1]
und zg = z, , = y gibt.

T=TogTXLT ... T Ty =Y

Es gibt genau einen reflexiven Abschluss von r. Der reflexive Abschluss s von r ist wie folgt gegeben:
Fiir z,y € X gilt genau dann x s y, wenn x r y oder = = y gilt.

Es gibt genau einen transitiv-reflexiven Abschluss von r. Der transitiv-reflexive Abschluss s von r ist wie
folgt gegeben: Fiir x,y € X gilt genau dann x s y, wenn es ein n € Ny und zg,...,z, € X mit x; r ;11
fir i € [0,n — 1] und zy = z, x, = y gibt.

T=ToTXLT ...T Ty =Y

Es gibt genau einen symmetrischen Abschluss von r. Der symmetrische Abschluss s von r ist wie folgt
gegeben: Fiir z,y € X gilt genau dann = s y, wenn x r y oder y r x gilt.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

Indikatormatrix

Es sei n € Ny gegeben. Eine Relation r auf [1, n] ist eine Teilmenge von [1,n] X [1, n]. Die Indikatormatrix, vgl.
Definition (3.35), liefert eine Verbildlichung einer solchen Relation.

Durch Wahl einer Abzéhlung, vgl. Definition (3.41)(b), lasst sich das Konzept auf Relationen auf beliebigen
endlichen Mengen verallgemeinern:

(4.12) Definition (Indikatormatrix). Es seien n € Ny, eine Menge X, eine Abzihlung e von X und eine
Relation r auf X gegeben. Die (n x n)-Matrix X, . in {0,1} gegeben durch

Xre = ((Xr)e(i),e(5))irjel1,n]

wird Indikatormatriz von r bzgl. e genannt.

(4.13) Beispiel.

(a)

(b)

Es sei eine Relation r auf {1,2,3} gegeben durch

r=1{(1,1),(2,2),(3,3),(2,1),(3,1),(3,2)}.

Die Indikatormatrix von r ist gegeben durch

1 0 0
x-=11 1 0
1 1 1

Es sei eine Relation r auf {—1,0,1} gegeben durch

r={(-1,-1),(1,1),(-1,1),(1,-1)}.

Die Indikatormatrix von r bzgl. der Abzihlung e: [1,3] — {—1,0,1}, 1 — —1, 2+— 0, 3 — 1 ist gegeben
durch

1 01
Xr,e = 0 00
1 0 1

Etwas informeller lasst sich die Indikatormatrix in Beispiel (4.13)(b) durch Beschriftung mit den abgezihlten
Elementen in einer Indikatortafel darstellen:

T -1 0 1
-1 1 0 1
0 0 0 O
1 1 0 1

55



5 Aquivalenzrelationen und Quotientenmengen

Ziel dieses Abschnitts ist es, den Begriff der (absoluten) Gleichheit von Objekten abzuschwéichen und zu for-
malisieren, was wir unter einer , Gleichheit unter einem gewissen Gesichtspunkt® verstehen. Hierzu dient der
Begriff der Aquivalenzrelation. Fassen wir die bzgl. einer Aquivalenzrelation in Relation stehenden Objekte auf
geeignete Art und Weise zusammen, so erhalten wir eine neue Menge, die sogenannte Quotientenmenge, wo
dann tatséchliche Gleichheit herrscht.

Wir beginnen mit der Einfithrung des Begriffs der Aquivalenzrelation und des Konzepts der Quotientenmenge
modulo einer Aquivalenzrelation. Danach studieren wir mit der Bildgleichheit eine durch eine gegebene Ab-
bildung induzierte Aquivalenzrelation, welche zum Homomorphiesatz fiir Mengen (5.15) fiihrt. Am Ende des
Abschnitts zeigen wir im Hauptsatz iiber Aquivalenzrelationen (5.20), dass Aquivalenzrelationen auf einer ge-
gebenen Menge in Bijektion zu sogenannten Partitionen dieser Menge sind.

Aquivalenzrelationen

Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, siehe Definition (4.1), welche drei der in Definition (4.4) eingefiihrten
Eigenschaften erfiillt:

(5.1) Definition (Aquivalenzrelation). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Aquivalenzrelation auf X ist eine
Relation auf X, welche transitiv, reflexiv und symmetrisch ist.

(5.2) Beispiel.

(a) Fiir 2,5 € R gelte genau dann z ¢ y, wenn z = y oder x = —y ist. Dann ist ¢ eine Aquivalenzrelation
auf R.

(b) Fiir 2,y € Z gelte genau dann x =5 y, wenn x und y entweder beide gerade oder beide ungerade sind.
Dann ist =5 eine Aquivalenzrelation auf Z.

(c) Es sei ¢ die Relation auf {1,2,3,4} gegeben durch

c={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(1,4), (4,1),(2,4), (4,2)}.
Dann ist ¢ eine Aquivalenzrelation auf {1,2,3,4}.
(d) Fiir jede Menge X ist die Gleichheitsrelation = auf X eine Aquivalenzrelation auf X.
Beweis.

(a) Es seien z,y,z € R mit ¢ y und y ¢ z gegeben. Dann gilt * = y oder x = —y, sowie y = z oder y = —=z.
Wir erhalten

z, falls x =y, y = z,
y, fallsz =y, —Z, falls © =y, y = —2,
x = =
—y, fallsx=—y -2z, falls x = —y, y = z,

—(—2), fallsz=—y, y=—=z

N E2 fallsx =y, y =z oder z = —y, y = —z,
—z, fallsx =y, y=—zoder x = —y, y = 2.

Also ist x = z oder x = —z, und damit x ¢ z. Folglich ist ¢ transitiv.
Da fiir alle z € R wegen x = x auch z ¢ z gilt, ist ¢ reflexiv.

Es seien z,y € R mit z ¢ y gegeben. Dann gilt x+ = y oder = —y, also auch y = x oder y = —z und
damit y ¢ x. Folglich ist ¢ symmetrisch.

Insgesamt ist ¢ eine Aquivalenzrelation auf R.
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(b)

Es seien z,y,2z € Z mit x =3 y und y =, z gegeben. Wenn z gerade ist, dann ist wegen x =5 y auch y
gerade und wegen y =, z dann auch z gerade. Wenn x ungerade ist, dann ist wegen = =5 y auch y
ungerade und wegen y =, z dann auch z ungerade. Also sind z und z entweder beide gerade oder beide
ungerade, d.h. es gilt x =5 z. Folglich ist =, transitiv.

Da = entweder gerade oder ungerade ist, ist =5 reflexiv.
Die Symmetrie von =, folgt aus der symmetrischen Definition von =s.

Insgesamt ist =5 eine Aquivalenzrelation auf Z. O

(5.3) Anwendungsbeispiel.

(a)

(b)

(c)

Die Studierenden des Moduls Diskrete Strukturen seien als Elemente einer Menge D modelliert.
Fiir s,t € D gelte genau dann s e ¢, wenn der oder die durch s modellierte Studierende die gleichen
Eltern wie der oder die durch ¢ modellierte Studierende hat. Fiir s,t € D gelte genau dann s g ¢, wenn
der oder die durch s modellierte Studierende den gleichen Geburtstag wie der oder die durch ¢ modellierte
Studierende hat. Dann sind e und g Aquivalenzrelationen auf D.

Die Stichworter in einem Lexikon seien als Elemente einer Menge L modelliert. Fiir v, w € L gelte genau
dann v @ w, wenn das durch v modellierte Stichwort den gleichen Anfangsbuchstaben wie das durch w
modellierte Stichwort hat. Dann ist a eine Aquivalenzrelation auf L.

Farbige Glasperlen in einer Dose seien als Elemente einer Menge P modelliert. Fiir p,q € P gelte genau
dann p f g, wenn die durch p modellierte Glasperle die gleiche Farbe wie die durch g modellierte Glasperle
hat. Dann ist f eine Aquivalenzrelation auf P.

(5.4) Bemerkung. Es seien eine Menge X, eine nicht leere Menge I und eine Familie (¢;);c; von Aquivalenz-
relationen auf X gegeben. Fiir z,y € X gelte genau dann x c y, wenn fiir ¢ € I stets = ¢; y gilt. Dann ist ¢ eine
Aquivalenzrelation auf X.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Quotientenmengen

Die bzgl. einer Aquivalenzrelation in Relation stehenden Elemente wollen wir nun zu Teilmengen zusammenfas-

sen:

(5.5) Definition (Aquivalenzklasse). Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben.
Fiir z € X heifst

[z =z, ={fe€X|Zcua}

die Aquivalenzklasse von x in X bzgl. ¢, und es heifit 2 ein Reprdsentant von [x]c.

Wir greifen die Bespiele aus (5.2) noch einmal auf:

(5.6) Beispiel.

(a) Fir z,y € R gelte genau dann x ¢ y, wenn = y oder x = —y ist. Dann ist

[#)e = {x, —x}

fir z € R.

(b) Fiir z,y € Z gelte genau dann x =5 y, wenn x und y entweder beide gerade oder beide ungerade sind.

Dann ist

(0=, =2Z={2q | q € Z},
Mz, =2Z+1={2¢q+1|qeZ}
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(c) Es sei ¢ die Aquivalenzrelation auf {1,2,3,4} gegeben durch

c={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(1,4), (4,1),(2,4), (4,2)}.
Dann ist

mc = [2]6

M4]. ={1,2,4},
[3]0 = {3}

(d) Es sei eine Menge X gegeben. Dann ist
2] = {o}
fiir alle z € X.
(5.7) Proposition. Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben.
(a) Fir z € X ist z € [z]..
(b) Fiir z,y € X sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) Esist [z]. = [y]..
(ii) Esist [z]c C [y]e.
(iii) Es gilt = cy.
Beweis.

(a) Da c reflexiv ist, haben wir z ¢ z und damit = € [z] fir alle z € X.

(b) Es seien z,y € X gegeben.

Wenn [z] C [y] gilt, dann haben wir 2 € [z] C [y] nach (a) und somit ¢ y. Es sei also umgekehrt
angenommen, dass z ¢ y gilt. Fiir alle Z € [z] haben wir & ¢ z, die Transitivitéit von ¢ liefert also Z ¢ v,
d.h. Z € [y]. Folglich ist [x] C [y].

Somit gilt genau dann [z] C [y], wenn x ¢ y ist; wir haben also die Aquivalenz von Bedingung (ii) und
Bedingung (iii) gezeigt. Nun ist aber ¢ symmetrisch, d.h. aus « ¢ y folgt y ¢ x. Folglich impliziert [z] C [y]
bereits [y] C [z] und damit [z] = [y]. Da [z] = [y] aber stets [z] C [y] impliziert, sind auch Bedingung (i)
und Bedingung (ii) dquivalent.

Insgesamt sind Bedingung (i), Bedingung (ii) und Bedingung (iii) dquivalent. O

Als néchstes wollen wir die Aquivalenzklassen bzgl. einer Aquivalenzrelation wieder zu einer Menge zusammen-

fassen:

(5.8) Definition (Quotientenmenge). Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben.

Die Menge
X/e:={[z]. |z € X}

heifst Quotientenmenge (oder Quotient) von X modulo ¢. Die Abbildung
quo = quo™/¢: X — X/¢, x — [2].

wird Quotientenabbildung von X/c genannt.

Wir bestimmen die Quotientenmenge im Fall von Beispiel (5.2)(c):

(5.9) Beispiel. Es sei ¢ die Aquivalenzrelation auf {1,2,3,4} gegeben durch

c={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(1,4), (4,1),(2,4), (4,2) }.

Dann ist

{1,2,3,4}/c = {[1]¢, [3].}-
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Beweis. Nach Beispiel (5.6)(c) ist [1] = [2] = [4] und damit

{1,2,3,4} /e = {{1], 2], 3], [4]} = {[1], [3]}- -

Unter der Quotientenmenge einer Menge X bzgl. einer Aquivalenzrelation ¢ auf X stellen wir uns eine ,, Vergro-
berung” der Menge X vor. Diejenigen Elemente in X, welche in X nur dquivalent bzgl. ¢ sind, werden iiber die
Quotientenabbildung zu gleichen Elementen in der Quotientenmenge.

(5.10) Definition (Transversale). Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben. Eine
Transversale (oder ein Reprisentantensystem) von X bzgl. ¢ (oder eine Transversale von X/c) ist eine Teilmen-
ge T von X so, dass es fiir jedes K € X/c genau ein t € T mit K = [t]. gibt.

Wir bestimmen einige Transversalen fiir die Aquivalenzrelationen aus Beispiel (5.2):
(5.11) Beispiel.

(a) Fir z,y € R gelte genau dann « ¢ y, wenn = y oder = —y ist. Dann sind R>o = {z € R | z > 0},
Rp={z€eR|2<0}und {x e R|xz < —2oder 0 <2z <2} Transversalen von R bzgl. c.

(b) Fiir z,y € Z gelte genau dann x =5 y, wenn x und y entweder beide gerade oder beide ungerade sind.
Dann sind {0, 1}, {1,2}, {—3,88} Transversalen von Z bzgl. =s.

(c) Es sei ¢ die Aquivalenzrelation auf {1,2,3,4} gegeben durch

c={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1), (1,4), (4, 1),(2,4), (4,2)}.
Dann sind {1, 3}, {2,3}, {3,4} Transversalen von {1,2, 3,4} bzgl. c.

(d) Es sei eine Menge X gegeben. Dann ist X die einzige Transversale von X bzgl. =.

Der Homomorphiesatz fiir Mengen

Wir werden nun sehen, dass jede Abbildung Anlass zu einer Aquivalenzrelation gibt, welche schlieklich zu einer
Bijektion fiihrt.

(5.12) Definition (Bildgleichheit). Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben. Fiir 2,2 € X gelte genau
dann x =5 &, wenn f(x) = f(Z) ist. Die Relation = auf X heifit Bildgleichheit bzgl. f.

(5.13) Beispiel. Es sei f:{1,2,3,4} - Z, 1~ 1,2~ 1, 3+ 3, 4 — 1. Die Bildgleichheit = ist gegeben
durch

=5 =1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1), (1,4), (4, 1), (2,4), (4,2)}.
(5.14) Bemerkung. Fiir jede Abbildung f: X — Y ist =; eine Aquivalenzrelation auf X.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(5.15) Satz (Homomorphiesatz fiir Mengen). Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben. Dann haben wir eine

induzierte Abbildung f: X/=; — Y, [z] = f(x), welche f = f o quo erfiillt. Es ist f injektiv und Im f = Im f.
Insbesondere ist

fI™ s X/=f > Tm f

eine Bijektion.
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Beweis. Fiir x,2" € X ist nach Proposition (5.7)(b) genau dann [z] = [2'] in X/=, wenn x =; 2’ in X gilt,
und dies ist nach Definition von = dquivalent zu f(z) = f(z') in Y. Folglich ist f: X/=;y =Y, [z] — f(x)
eine wohldefinierte, injektive Abbildung. Da fiir z € X stets

flauo(z)) = f([z]) = f(x)
ist, gilt f = f o quo. Ferner ist
Im f = {f(K) | K € X/c} = {f([z]) [z € X} = {f(2) [z € X} =TIm [. O

(5.16) Beispiel. Es sei f: {1,2,3,4} = Z, 1+ 1,2+ 1,3+ 3, 4~ 1. Dann ist {1,2,3,4}/=; = {[1],[3]}
und es gilt f = foquomit f: {1,2,3,4}/=; = Z, [1] — 1, [3] — 3.

Wir erlidutern den Homomorphiesatz fiir Mengen (5.15) auch noch an einem Beispiel aus dem téglichen Leben:

(5.17) Anwendungsbeispiel. Farbige Glasperlen in einer Dose seien als Elemente einer Menge P modelliert.
Farben seien als Elemente einer Menge C modelliert. Die Zuordnung der zugehorigen Farbe zu jeder Glasperle
sei als Abbildung a: P — C modelliert. Fiir p,q € P gilt genau dann p =, ¢, wenn die durch p modellierte
Glasperle die gleiche Farbe wie die durch ¢ modellierte Glasperle hat. Eine Aquivalenzklasse bzgl. =, entspricht
der Gesamtheit aller Glasperlen einer Farbe. Die Quotientenmenge P/=, entspricht einer ,Sortierung* aller
Glasperlen nach Farben; die Quotientenabbildung quo: P — P/=, entspricht der Zuordnung jeder Perle zu
ihrem ,,Farbhaufchen“; und die induzierte Abbildung a: P/=, — C entspricht der Zuordnung jedes Haufchens
zu ,seiner Farbe.

Partitionen

Zum Abschluss beleuchten wir noch den mengentheoretischen Aspekt von Quotientenmengen etwas genauer:
Jede Aquivalenzrelation c auf einer Menge X partitioniert (also unterteilt) via X/c die Menge X in Teilmengen,
namlich in die Elemente von X/¢. Gehen wir umgekehrt von einer Unterteilung von X in Teilmengen aus, so
liefert uns dies wiederum eine Aquivalenzrelation, indem wir zwei Elemente als dquivalent betrachten, wenn
sie im gleichen Teil der Unterteilung liegen. Es lasst sich zeigen, dass sich diese Konstruktionen gegenseitig
umkehren, siehe den Hauptsatz iiber Aquivalenzrelationen (5.20).

Zunichst préizisieren wir, was wir unter einer Unterteilung einer Menge verstehen wollen:

(5.18) Definition (Partition). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Partition (genauer Mengenpartition) von X
ist eine Teilmenge P von Pot(X) so, dass ) ¢ P und

x=|JrP
PecP
Fiir z € X heift das eindeutige P € P mit x € P der Teil von z in P.
(5.19) Beispiel. Es ist {{1,2,4},{3}} eine Partition von {1,2,3,4}.

(5.20) Satz (Hauptsatz iiber Aquivalenzrelationen). Es sei eine Menge X gegeben. Wir haben eine wohldefi-
nierte Bijektion

X/—: {c| cist Aquivalenzrelation auf X} — {P | P ist Partition von X}, ¢ — X/c.

Fiir jede Partition P von X ist die eindeutige Aquivalenzrelation ¢ auf X mit P = X/c wie folgt gegeben:
Fir x,y € X gilt genau dann x ¢y, wenn es ein P € P mit x € P und y € P gibt.

Beweis. Zunichst sei eine Aquivalenzrelation ¢ gegeben. Dann ist X/c = {[z]. | z € X}. Fiir alle K € X/c gibt
es also ein € X mit K = [z]., und mit Proposition (5.7)(a) folgt = € [z]. = K. Insbesondere ist K # () fiir
alle K € X/c und damit ) ¢ X/c. Fiir z € X gilt ferner

z € [z]. C U[y]c: U K,

yeX KeX/c

es ist also X = UKGX/C K. Um die Disjunktheit von (K)gex/. zu zeigen, seien K,L € X/c mit KN L # 0
gegeben. Ferner seien z,y,z € X mit K = [z],, L = [y]. und z € K N L gegeben. Wegen z € K = [z],
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gilt z ¢  und wegen z € L = [y]. gilt z ¢ y. Wir erhalten also z ¢ y und somit K = [z]. = [y]. = L nach
Proposition (5.7)(b). Insgesamt ist X/c eine Partition von X.
Somit haben wir eine wohldefinierte Abbildung

X/—: {c| cist Aquivalenzrelation auf X} — {P | P ist Partition von X}, ¢ — X/c.

Umgekehrt sei eine Partition P von X gegeben. Da (P)pcp disjunkt ist, gibt es fiir jedes z € X genau
ein P € P mit « € P. Somit haben wir eine Abbildung gp: X — P mit = € gp(x). Die Bildgleichheit =, ist
nach Bemerkung (5.14) eine Aquivalenzrelation auf X.
Folglich haben wir auch eine wohldefinierte Abbildung

=, : {P | P ist Partition von X} — {c| ¢ ist Aquivalenzrelation auf X}, P — =,,.

Wir wollen zeigen, dass sich die Abbildungen X/— und =, gegenseitig invertieren. Fiir jede Aquivalenzrelation ¢
auf X gilt

“ax/c T {(l‘,y) EXxX ‘ QX/c(x) = QX/c(y)} = {(axy) EXxX | [:L‘]C = [y]C}
={(z,y) e X x X |xzcy}=c

nach Proposition (5.7)(b). Folglich ist =;_oX/— = id . it Aquivalenzrelation aut x} Nach dem Gleichheitskriterium
fiir Abbildungen (3.6). Umgekehrt sei eine Partition P von X gegeben. Fir z,y € X gilt genau dann y =
wenn ¢p(y) = gp(x) ist, und da (P)pep disjunkt ist, ist dies dquivalent zu y € gp(x). Folglich ist

—qr Z,

[7]=,, ={y € X |y =¢p 7} = gp(2)
fiir x € X, also

X/=¢p ={lzl=,, |7 € X} ={gp(2) [z € X} =P.
Nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (3.6) ist somit auch X/— o=, = id{pp ist Partition von X}-
Insgesamt sind X/— und =, zueinander inverse Abbildungen. O

Zusatzliche Konzepte

Im Folgenden geben wir eine zusitzliche Definition, deren Studium dem Leser zur Ubung iiberlassen sei.

(5.21) Definition (erzeugte Aquivalenzrelation). Es seien eine Menge X und eine Relation r auf X gegeben.
Fiir eine Aquivalenzrelation ¢ auf X sagen wir, dass ¢ von r erzeugt wird, falls r C ¢ gilt und falls fiir jede
Aquivalenzrelation d auf X aus r C d stets ¢ C d folgt.

(5.22) Proposition. Es seien eine Menge X und eine Relation r auf X gegeben. Es gibt genau eine von r
erzeugte Aquivalenzrelation auf X. Die von r erzeugte Aquivalenzrelation ist durch den transitiv-reflexiven
Abschluss des symmetrischen Abschlusses von r gegeben.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

6 Algebraische Strukturen

Bisher haben wir Mengen und Abbildungen zwischen Mengen betrachtet. Die aus der Schule bekannten Men-
gen N, Z, Q und R haben jedoch neben der Zusammenfassung ihrer Elemente noch mehr Struktur — wir kénnen
etwa Elemente addieren und multiplizieren. Dieser Aspekt soll in diesem Abschnitt formalisiert werden. Wir
beleuchten die algebraische Struktur dieser Zahlbereiche und gelangen dadurch zu Begriffen wie Gruppe und
Ring, von denen wir im weiteren Verlauf auch neue Beispiele kennenlernen werden. (34)

34Ein universeller Blick auf algebraische Strukturen wird in Vorlesungen iiber universelle Algebra gegeben. Am Rande taucht
ein allgemeiner Zugang, welcher auch die in Abschnitt 8 einzufithrenden Ordnungsstrukturen und andere relationale Strukturen
umschliefft, bei der formalen Behandlung der Pradikatenlogik auf; an der RWTH Aachen iiblicherweise im Rahmen der Vorle-
sung Mathematische Logik (etwa 4. Semester im Studiengang B.Sc. Informatik).
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Verkniipfungen
Unser intuitives Verstdndnis der Zahlbereiche ldsst an der Giiltigkeit des folgenden Satzes keinen Zweifel:

(6.1) Satz.

(a) (i) Fiir x,y,2 e Ngilt 2+ (y + 2) = (z +y) + 2.
Firz,yeNgilt s +y=y+x.

Fiir z,y,z € N gilt z(yz) = (ay)z.
Fir x € Ngilt lz = 21 = z.

Fir x,y € N gilt 2y = yx.

Fir z,y,z e Ny gilt « + (y+ 2) = (x + y) + 2.
FirzreNygilt 0+x=a2+0==x.
Firz,ye Npgit z+y =y + x.

Fiir z,y, 2z € Ny gilt z(yz) = (zy)=.

Fir z € Ny gilt lx =21 = «.

Fiir z,y € Ny gilt zy = yz.

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

) Firz,y,z€Zgilt .+ (y+2) = (x +y) + 2

) FirzeZglt0+z=2+0=u=z.

(i) Firz € Z gilt (—z) +z =2+ (—z) = 0.

) Firz,yeZgiltz+y=y+z.

) Fir z,y,z € Z gilt z(yz) = (zy)=z.

) Fir z € Z gilt 1o = 21 = .

) Fiir 2,y € Z gilt zy = yx.
) Fir 2,9,z € Z gilt 2(y + 2) = zy + 2z und (x + y)z = 22 + y=.
)
)
)
)
)
)
)
)

Firz,y,z€Qugilt  + (y+ 2) = (x + y) + 2.
FirzeQglt 0+z=2+0==x.
Firz e Qgilt (—z)+z =2+ (—z) =0.
Firz,yeQgilt z+y =y + z.
Fir z,y,z € Q gilt z(yz) = (zy)=.
Fir z € Q gilt 1z = 21 = «.
Firz € Q\ {0} gilt 27tz =227 = 1.
Fir z,y € Q gilt zy = yx.

(ix) Fir z,y,2 € Qgilt 2(y+ 2) = zy+zz und (z 4+ y)z = 2z + y=.
Die Rechenregeln aus Satz (6.1) geben die grundsétzlichen Eigenschaften der Addition und der Multiplikation
von rationalen Zahlen und gewissen Teilmengen wieder. Im Folgenden wollen wir diese Eigenschaften genauer
analysieren, formalisieren und so zu neuen Begrifflichkeiten auf einer abstrakten Ebene gelangen, welche sich
dann wiederum bei weiteren Beispielen in ganz anderen Bereichen verwenden lassen.
Zunichst miissen wir uns dariiber im Klaren werden, was eine Addition bzw. eine Multiplikation eigentlich ist.
Bei der Addition natiirlicher Zahlen z und y ordnen wir diesen ihre Summe x + y zu. In Abschnitt 3 haben
wir gesehen, dass sich solche Zuordnungen mit Hilfe von Abbildungen formalisieren lassen. Da jeder Ausdruck
der Form x + y aus den beiden Summanden = und y entsteht, ordnen wir bei der Addition einem Paar (z,y)

in N, also einem Element in N x N, das Element = 4+ y in N zu. Bei der Addition handelt es sich also um eine
Abbildung

NxN=N, (z,y) = x +y.

Wir werden nun Abbildungen von dieser Form systematisch studieren und ihnen deswegen eine eigene Bezeich-
nung verleihen.
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(6.2) Definition (Verkniipfung). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Verknipfung (oder bindre algebraische
Operation) auf X ist eine Abbildung m: X x X — X. Fiir (z,y) € X x X schreiben wir x m y := m(x, y).

Da zu einer gegebenen Menge X die Start- und die Zielmenge einer Verkniipfung auf X eindeutig festgelegt
sind (X x X bzw. X), lassen wir diese Angaben im Folgenden meist weg.

(6.3) Beispiel.
(a) Auf N haben wir die Verkniipfungen (z,y) — = 4+ y und (z,y) — z - y.
(b) Auf Ny haben wir die Verkniipfungen (z,y) — = + y und (z,y) — z - y.
(¢) Auf Z haben wir die Verkniipfungen (z,y) — = +y und (z,y) — = — y und (z,y) — x - y.
(d) Auf Q haben wir die Verkniipfungen (z,y) — « +y und (z,y) — = —y und (z,y) — z - y.
Verkniipfungen auf endlichen Mengen lassen sich durch Verkniipfungstafeln verbildlichen:
(6.4) Beispiel.

(a) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢ gegeben. Auf {a,b, c} haben wir eine Verkniipfung m, welche durch
folgende Verkniipfungstafel gegeben ist:

b

o o933
(SIS RS RS
> oo

b
c
a

(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d, e gegeben. Auf {a, b, ¢, d, e} haben wir eine Verkniipfung m, welche
durch folgende Verkniipfungstafel gegeben ist:

mla b ¢ d e
al|lb ¢ d e a
b|d e a ¢ b
cle d b a c
dlc a e b d
ela b ¢ d e

Natiirlich gibt es auf N und den anderen Zahlbereichen noch viel mehr Verkniipfungen, doch diese beiden zeich-
nen sich durch besondere Eigenschaften aus, wie wir in Satz (6.1) gesehen haben. Wir wollen diese Eigenschaften
nun fiir allgemeine Verkniipfungen studieren.

(6.5) Definition (Assoziativitdt, Kommutativitit). Es seien eine Menge X und eine Verkniipfung m auf X
gegeben.

(a) Wir sagen, dass m assoziativ ist, wenn fiir z,y, z € X stets
am(ymz)=(xmy)mz
gilt.
(b) Wir sagen, dass m kommutativ ist, wenn fiir z,y € X stets
TMy=ymzx
gilt.
Die Aussagen aus Satz (6.1)(a)(i), (ii), (iii), (v) lassen sich nun auch kurz wie folgt formulieren:

(6.6) Beispiel. Die Verkniipfungen (z,y) — = + y und (z,y) — « - y auf N sind assoziativ und kommutativ.
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(6.7) Beispiel.

(a) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢ gegeben und auf {a,b,c} sei eine Verkniipfung m durch folgende
Verkniipfungstafel gegeben:

m‘a b ¢
ala b c
b|b ¢ a
c|lc a b

Dann ist m assoziativ und kommutativ.

(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d, e gegeben und auf {a,b,c,d, e} sei eine Verkniipfung m durch
folgende Verkniipfungstafel gegeben:

ml|la b ¢ d e
a|b ¢ d e a
bl|d e a ¢ b
cle d b a c
dlc a e b d
ela b ¢ d e

Dann ist m nicht assoziativ und nicht kommutativ.
Beweis.
(a) Wegen

ama)=ama=a=ama=(ama)ma,
amb)=amb=b=amb= (ama)mb,
amc)=amc=c=amc=(ama)me,

bma)=amb=b=bma= (amb)ma,

am(

am (

am (

am (

am(bmb)=amc=c=bmb= (amb)mb,

am((dme)=ama=a=bmc=(amb)me,

am(cma)=amc=c=cma=(amc)ma,

am(cmb)=ama=a=cmb=(amc)mb,

am(cme)=amb=b=cmc=(amc)me,
ama)=bma=b=ama=(bma)ma,
amb)=bmb=c=amb= (bma)mb,
amc)=bmc=a=amc=(bma)me,
bma)=bmb=c=bma=(bmb)ma,

bmb)=bmc=a=bmb= (bmb)mb,
) (

bmc)=bma=b=bmec=(bmb)me,

cma)=bmc=a=cma=(bmc)ma,

bm (
bm (
bm (
bm (
bm (
bm (
bm (
bm(cmb)=bma=b=cmb=(bmc)mb,
bm(cmec)=bmb=c=cmec=(bmc)me,
cm(ama)=cma=c=cma=(cma)ma,
cm(amb)=cmb=a=cmb=(¢cma)mb,
cm(ame)=cme=b=cmc=(cma)me,
cm(bma)=cmb=a=ama= (cmb)ma,
cm((dmb)=cmec=b=amb= (cmb)mb,
cm((dbme)=cma=c=amc=(cmb)me,
cm (

cma)=cmc=b=bma=(cmc)ma,
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cm(emb)=cma=c=bmb=(cmc)mb,

cm(eme)=cmb=a=bmc=(cmc)me
ist m assoziativ.
Wegen

amb=b=bma,
amc=c=cma,

bmc=a=cma

gilt zmy = yma fir alle x,y € {a,b,c} mit z # y. Da fur z,y € {a,b,c} mit x = y eben-
falls x my = xm x = y m x gilt, ist m somit kommutativ.

(b) Wegen
bm(ama)=bmb=e#c=dma=(bma)ma
ist m nicht assoziativ. Wegen
amb=c#d=bma
ist m nicht kommutativ. O

In Satz (6.1)(a)(iv) haben wir gesehen, dass dem Element 1 € N eine besondere Stellung bzgl. der Multiplikation
von natiirlichen Zahlen zukommt: Multipliziert man ein Element x € N mit 1, egal von welcher Seite, so erhélt
man als Produkt das Element z zuriick. Eine ganz dhnliche Rolle hat das Element 0 € Ny bzgl. der Addition
von Ny, siehe Satz (6.1)(b)(ii): Addiert man 0 zu einem Element = € Ny, so bekommt man als Summe wieder z.
Wir abstrahieren wieder:

(6.8) Definition (neutrales Element). Es seien eine Menge X und eine Verkniipfung m auf X gegeben. Ein
neutrales Element (in X) bzgl. m ist ein Element e in X, welches

emr=rme=zc
fiir alle z € X erfiillt.
(6.9) Beispiel. Es ist 1 ein neutrales Element bzgl. der Verkniipfung (z,y) — z -y auf N.
(6.10) Beispiel.

(a) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢ gegeben und auf {a,b,c} sei eine Verkniipfung m durch folgende
Verkniipfungstafel gegeben:

m‘a b ¢
ala b c
b|b ¢ a
clc a b

Dann ist a ein neutrales Element in {a, b, ¢} bzgl. m.

(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d, e gegeben und auf {a,b,c,d, e} sei eine Verkniipfung m durch
folgende Verkniipfungstafel gegeben:

ml|la b ¢ d e
alb ¢ d e a
b|ld e a ¢ b
cle d b a c
d|lc a e b d
ela b ¢ d e

Dann ist e ein neutrales Element in {a, b, ¢, d, e} bzgl. m.
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Beweis.

(a) Wegen amx =z ma =z fir alle x € {a,b, ¢} ist a ein neutrales Element bzgl. m.

(b) Wegen emx =xme =z fiir alle z € {a,b,c,d, e} ist e ein neutrales Element bzgl. m. O
Wir werden nun sehen, dass es bzgl. einer Verkniipfung niemals mehrere neutrale Elemente geben kann.

(6.11) Bemerkung. Es seien eine Menge X und eine Verkniipfung m auf X gegeben. Dann gibt es héchstens
ein neutrales Element bzgl. m.

Beweis. Es seien neutrale Elemente ¢ und ¢’ in X bzgl. m gegeben. Da e neutral ist, gilt emz = z fiir alle z € X,
also insbesondere e m e’ = €’. Da €’ neutral ist, gilt x m ¢’ = z fiir alle z € X, also insbesondere e m e/ = e.
Insgesamt haben wir

e=eme =e¢'. O

Die Addition auf N liefert ein Beispiel fiir eine Verkniipfung bzgl. derer es kein neutrales Element gibt.

Das wesentliche Merkmal, was die ganzen Zahlen von den natiirlichen Zahlen unterscheidet, ist das Hinzukom-
men von negativen Elementen. Diese haben die Eigenschaft, dass sie zu dem entsprechenden positiven Element
addiert die Zahl 0, das neutrale Element bzgl. der Addition, ergeben. Ganz &hnlich liefert die Multiplikation
mit einem inversen Element in Q die Zahl 1, das neutrale Element bzgl. der Multiplikation.

Wir abstrahieren von der konkreten Situation:

(6.12) Definition (inverses Element). Es seien eine Menge X, eine Verkniipfung m auf X, ein neutrales
Element e bzgl. m und ein x € X gegeben.

(a) Ein linksinverses Element (in X) zu x bzgl. m ist ein Element y in X, welches y m z = e erfiillt.
(b) Ein rechtsinverses Element (in X) zu x bzgl. m ist ein Element y in X, welches x m y = e erfiillt.
(¢) Ein inverses Element (in X) zu x bzgl. m ist ein Element y in X, welches links- und rechtsinvers zu z

bzgl. m ist.

(6.13) Beispiel. Es ist % ein zu % inverses Element bzgl. der Verkniipfung (m,n) — m - n auf Q.

(6.14) Beispiel.

(a) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢ gegeben und auf {a,b,c} sei eine Verkniipfung m durch folgende
Verkniipfungstafel gegeben:

m‘a b ¢
ala b c
b|b ¢ a
c|lc a b

Dann ist b ein zu ¢ inverses Element in {a, b, c} bzgl. m.

(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d, e gegeben und auf {a,b,c,d, e} sei eine Verkniipfung m durch
folgende Verkniipfungstafel gegeben:

ml|la b ¢ d e
a|b ¢ d e a
b|ld e a ¢ b
cle d b a c
dlc a e b d
ela b ¢ d e

Dann ist b ein zu b inverses Element in {a, b, ¢, d, e} bzgl. m. Ferner ist ¢ linksinvers zu a und d rechtsinvers
zu a bzgl. m.
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Beweis.

(a) Nach Beispiel (6.10)(a) ist a ein neutrales Element bzgl. m. Wegen bm ¢ = ¢m b = a ist daher b ein zu ¢
inverses Element bzgl. m.

(b) Nach Beispiel (6.10)(b) ist e ein neutrales Element bzgl. m. Wegen b m b = e ist daher b ein zu b inverses
Element bzgl. m. Wegen c¢m a = e ist ferner c¢ linksinvers zu a bzgl. m und wegen a m d = e ist d rechts-
invers zu a bzgl. m. O

Wir haben hier zwischen linksinversen, rechtsinversen und inversen Elementen unterschieden, da es Situationen
gibt, in welchen ein Element ein linksinverses Element, aber kein rechtsinverses Element hat, und umgekehrt.
Ist die betrachtete Verkniipfung assoziativ, so kann es jedoch nicht passieren, dass ein Element verschiedene
links- und rechtsinverse Elemente hat:

(6.15) Bemerkung. Es seien eine Menge X, eine assoziative Verkniipfung m auf X und ein neutrales Element e
bzgl. m gegeben. Ferner seien z € X, ein linksinverses Element y und ein rechtsinverses Element 3’ zu z bzgl. m
gegeben. Dann gilt

y=y"
Beweis. Da e neutral bzgl. m ist, gilt yme = y und emy’ = v'. Da y linksinvers zu = bzgl. m ist, gilt ymz = e.
Da 3’ rechtsinvers zu x bzgl. m ist, gilt  m y’ = e. Unter Ausnutzung der Assoziativitit von m erhalten wir

y=yme=ym@my)=(yma)my =emy =y O
Man vergleiche den Beweis der vorangegangenen Bemerkung (6.15) mit dem Beweis von Bemerkung (3.19).

(6.16) Korollar. Es seien eine Menge X, eine assoziative Verkniipfung m auf X, ein neutrales Element e
bzgl. m und ein z € X gegeben. Dann gibt es héchstens ein inverses Element zu x bzgl. m.

Beweis. Es seien inverse Elemente y und 3 zu = gegeben. Dann ist ¢ insbesondere linksinvers und g’ insbesondere
rechtsinvers zu = bzgl. m, so dass aus Bemerkung (6.15) bereits y = 3/ folgt. O

Halbgruppen und Monoide

Als néchstes wollen wir uns davon 16sen, Verkniipfungen als eigenstéindige Objekte zu betrachten. Wir wollen
den Standpunkt einnehmen, dass Verkniipfungen ,fest* zu einer Menge dazugehdren, und wollen die Menge
zusammen mit den Verkniipfungen als eine gemeinsame ,algebraische Struktur® ansehen.

Obwohl wir auf N und Ny mehrere uns vertraute Verkniipfungen haben, begniigen wir uns zunéchst mit ,ein-
facheren” Strukturen und studieren Mengen, die mit genau einer Verkniipfung versehen sind und einige der
gerade eingefiihrten Eigenschaften erfiillen. Mengen, welche mit zwei miteinander vertréaglichen Verkniipfungen
ausgestattet sind, werden dann spéter eingefiihrt.

(6.17) Definition (Halbgruppe, kommutative Halbgruppe, Monoid).

(a) Eine Halbgruppe besteht aus einer Menge M zusammen mit einer assoziativen Verkniipfung m auf M.
Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl die besagte Halbgruppe als auch die unterliegende
Menge mit M. Die Verkniipfung m wird Multiplikation (oder Halbgruppenverkniipfung) von M genannt.

M

Fiir eine Halbgruppe M mit Multiplikation m schreiben wir - = -* :=m und zy =z - y fir x,y € M.

(b) Eine Halbgruppe M heifst kommutativ, falls die Multiplikation von M kommutativ ist.

(c) Ein Monoid ist eine Halbgruppe M, welche ein neutrales Element bzgl. -™ besitzt. Die Halbgruppenver-
kniipfung eines Monoids M wird auch Monoidverknipfung von M genannt. Das neutrale Element bzgl.
der Multiplikation wird auch Eins (oder Einselement) von M genannt und als 1 = 1" notiert.

Bei der Festlegung ,,- = -» := m* in Definition (6.17)(a) fiir die Multiplikation einer Halbgruppe handelt es sich
um eine Notation, um in einer abstrakt (d.h. nicht in einem konkreten Beispiel) gegebenen Halbgruppe einfach
von der Verkniipfung sprechen zu konnen und diese nicht immer explizit erwdhnen zu miissen. In der Regel
werden wir also von einer ,,Halbgruppe M*“ anstatt von einer ,,Halbgruppe M mit Multiplikation m® sprechen,
die Multiplikation als implizit gegeben ansehen und diese dann mit dem Symbol - bezeichnen. Die Bezeichnung -M
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werden wir nur dann verwenden, wenn wir explizit darauf hinweisen méchten, dass diese Multiplikation zu M
gehort (etwa, wenn wir mehrere Halbgruppen auf einmal betrachten); in der Regel werden wir jedoch darauf
verzichten.

Die Notationen ,,-“ und ,,1“ sowie auch die Bezeichnungen ,,Multiplikation* und ,,FEins* sind von Beispielen wie
dem der natiirlichen Zahlen motiviert. Es gibt auch andere Beispiele, wo die Halbgruppenverkniipfung keine
Multiplikation im vertrauten Sinne ist. In diesen konkret gegebenen Beispielen verwenden wir weiterhin die
jeweils vorliegende Notation, die durch das Beispiel mitgebracht wird; siehe insbesondere Bemerkung (6.22).
Mit Hilfe der Standardnotation in einer Halbgruppe M liest sich die Assoziativitit der Multiplikation wie folgt:

113

o Assoziativitdt. Fir x,y,z € M ist x(yz) = (zy)z.
Ist eine Halbgruppe M kommutativ, so gilt neben der Assoziativitét zusétzlich noch:
o Kommutativitat. Fir x,y € M ist zy = yz.

Mit Hilfe der Standardnotation in einem Monoid M lesen sich dessen Aziome, d.h. dessen definierende Eigen-
schaften, wie folgt:

o Assoziatiwitit. Fir z,y,z € M ist z(yz) = (zy)=z.

e FExistenz der Fins. Es existiert ein e € M derart, dass fiir x € M stets ex = xe = x gilt. Dieses e ist nach
Bemerkung (6.11) eindeutig bestimmt und wird mit 1 bezeichnet. Wir haben also 1o = 21 = x fiir z € M.

Da Monoide insbesondere Halbgruppen sind, erhalten wir auch den Begriff eines kommutativen Monoids.
Neben der Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen ist auch die Addition assoziativ und kommutativ. Fiir kom-
mutative Halbgruppen, Monoide und Gruppen haben sich daher noch andere Bezeichnungen und Schreibweisen
eingebiirgert:

(6.18) Definition (abelsche Halbgruppe, abelsches Monoid).

(a) Eine abelsche Halbgruppe ist eine kommutative Halbgruppe A mit Halbgruppenverkniipfung + = +4,
genannt Addition von A.

(b) Ein abelsches Monoid ist eine abelsche Halbgruppe A, welche ein neutrales Element bzgl. +* besitzt. Das
neutrale Element bzgl. der Addition wird auch Null (oder Nullelement) von A genannt und als 0 = 04
notiert.

Eine abelsche Halbgruppe ist also strukturell gesehen das Gleiche wie eine kommutative Halbgruppe; wir ver-
wenden lediglich in abstrakten abelschen Halbgruppen eine andere Standardnotation: Abstrakte Halbgruppen
(die ggf. auch mal kommutativ sein diirfen, aber im Allgemeinen nicht miissen) werden multiplikativ geschrieben,
abstrakte abelsche Halbgruppen werden additiv geschrieben.

Insbesondere gilt: Alle Aussagen tiber beliebige Halbgruppen und tiber kommutative Halbgruppen (in multi-
plikativer Notation geschrieben) bleiben auch fiir abelsche Halbgruppen (in additiver Notation geschrieben)
korrekt. Umgekehrt bleiben alle Aussagen iiber abelsche Halbgruppen (in additiver Notation geschrieben) auch
fiir kommutative Halbgruppen (in multiplikativer Notation geschrieben) korrekt. Bei der Verwendung solcher
Aussagen muss gegebenenfalls nur die jeweilige Notation angepasst werden. In der Regel werden wir getroffene
Aussagen iiber Halbgruppen nicht fiir abelsche Halbgruppen in additiver Notation wiederholen.

Mit Hilfe der Standardnotation in einer abelschen Halbgruppe A lesen sich deren Axiome wie folgt:

o Assoziatwitdt. Fir x,y,z € Aist z + (y + 2) = (x +y) + 2.
e Kommutativitit. Fir z,y € Aist x +y =y + .

Die Axiome eines abelschen Monoids A sind die eines kommutativen Monoids in additiver Notation:
o Assoziatwitdt. Fir z,y,z € Aist e+ (y+2) = (z+y) + 2.

e Fuxistenz der Null. Es existiert ein n € A derart, dass fiir z € A stets n + = x +n = z gilt. Dieses n ist
nach Bemerkung (6.11) eindeutig bestimmt und wird mit 0 bezeichnet. Wir haben also 0+ 2z =z +0 =«
fir z € A.

o Kommutativitdt. Fir x,y € Aist x + y =y + =.
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Vom Rechnen in den natiirlichen Zahlen sind wir es gewohnt, bei Produkten aus mehreren Faktoren bzw.
Summen aus mehreren Summanden keine Klammern zu setzen. Dies ist durch die Assoziativitédt gerechtfertigt,
da verschiedene Klammerungen zum selben Wert fiihren wiirden. Wir {ibertragen diese Konvention auf den
allgemeinen Fall:

(6.19) Konvention. Wegen der Assoziativitit der Multiplikation einer Halbgruppe bzw. der Addition einer
abelschen Halbgruppe kommt es bei iterierter Bildung nicht auf die Klammerung an. Im Regelfall lassen wir
daher die Klammern im Folgenden weg.

Nachdem wir alle in Satz (6.1)(a), (b) auftauchenden Phénomene analysiert und von den konkreten Beispielen N
und Ny abstrahiert haben, lassen sich diese nun kurz wie folgt reformulieren.

(6.20) Beispiel.

(a) (i) Die Menge N zusammen mit der iiblichen Addition ist eine abelsche Halbgruppe, aber kein abelsches
Monoid.

(ii) Die Menge N zusammen mit der iiblichen Multiplikation ist ein kommutatives Monoid. Die Eins
von N ist die iibliche Eins.

(b) (i) Die Menge Ny zusammen mit der tiblichen Addition ist ein abelsches Monoid. Die Null von Ny ist
die {ibliche Null.

(ii) Die Menge Ny zusammen mit der iiblichen Multiplikation ist ein kommutatives Monoid. Die Eins
von Ny ist die iibliche Eins.

(6.21) Beispiel. Es gibt ein nicht-kommutatives Monoid mit genau drei Elementen, dessen Multiplikation
durch folgende Verkniipfungstafel gegeben ist.

‘ 1 C1 Co
1 1 (4] C2
C1 C1 C1 C1
C2 | €2 C2 (2

Das Abbildungsmonoid

Nach der bis hierher erfolgten abstrakten Begriffsbildung kénnen wir nun das folgende Beispiel untersuchen, in
welchem sich die soeben eingefiihrte Struktur eines Monoids erkennen ldsst.

Falls nicht anders erwdhnt, fassen wir ohne weiteren Kommentar die Menge der Abbildungen auf einer gegebenen
Menge als Monoid im folgenden Sinne auf.

(6.22) Bemerkung. Es sei eine Menge X gegeben. Die Menge Map(X, X ) wird ein Monoid mit Monoidver-
kniipfung (g, f) — go f. Das Einselement von Map(X, X) ist idx. Ein Element f € Map(X, X) ist genau dann
invertierbar in Map(X, X), wenn f invertierbar im Sinne von Definition (3.17)(b) ist.

Beweis. Fir f,g,h € Map(X, X) gilt ho (go f) = (hog) o f nach Bemerkung (3.12). Fiir f € Map(X, X) gilt
idx o f = foidx = f nach Bemerkung (3.16). Insgesamt wird Map(X, X) ein Monoid mit Monoidverkniip-
fung (g, f) — g o f und Einselement idx. O

(6.23) Konvention. Es sei eine Menge X gegeben. Wenn wir in Zukunft vom Monoid Map(X, X) sprechen,
so meinen wir damit stets Map(X, X) mit Monoidverkniipfung (g, f) — go f.

Wir benutzen fiir die Monoidverkniipfung von Map(X, X) fiir eine Menge X oft eine multiplikative Schreibweise:
(6.24) Notation. Es sei eine Menge X gegeben. Fiir f, g € Map(X, X) schreiben wir oft

gf ==gof.
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Invertierbare Elemente

Wir legen eine Sprechweise fiir die Existenz eines inversen Elements bzgl. der Monoidverkniipfung in einem
gegebenen Monoid fest:

(6.25) Definition (Invertierbarkeit).

(a) Es sei ein Monoid M gegeben. Ein Element x in M heifst invertierbar in M (oder eine Einheit von M),
falls es ein inverses Element zu = bzgl. - gibt. Das zu einem invertierbaren Element x in M bzgl. - inverse
Element y wird auch das Inverse (oder das inverse Element) zu z in M genannt und als v~ = (z71)M := y
notiert.

Die Menge der invertierbaren Elemente in M bezeichnen wir mit

M* ={x € M | z ist invertierbar}.

(b) Es sei ein abelsches Monoid A gegeben. Ein Element x in A heilt negierbar in A, falls es ein inverses
Element zu z bzgl. +4 gibt. Das zu einem negierbaren Element z in A bzgl. +4 inverse Element y wird
auch das Negative (oder das negative Element) zu = in A genannt und als —z = (—z)? := y notiert.

Die etwas ungewohnlich aussehende Notation (z7!)™ in Definition (6.25)(a) soll lediglich deutlich machen, in
welchem Monoid wir das Inverse zu x bilden — ndmlich gerade im Monoid M. Wir werden diese Notation nur
dann verwenden, wenn wir explizit darauf hinweisen wollen, in welchem Monoid das Inverse gebildet wird.

Bei additiv geschriebenen abelschen Monoiden wird die Notation M* in aller Regel nicht verwendet.

(6.26) Beispiel.
(a) Esist No* = {1}, d.h. das einzige invertierbare Element in Ny (bzgl. der iiblichen Multiplikation) ist 1.
(b) Das einzige negierbare Element in Ny (bzgl. der {iblichen Addition) ist 0.
Wir wollen einige einfache Eigenschaften von invertierbaren Elementen herleiten.
(6.27) Proposition. Es sei ein Monoid M gegeben.
(a) Fiir z,y € M* ist auch xy € M mit
(zy) ' =y e
(b) Esist 1 € M* mit

17t =1.

(c) Fiir z € M* ist auch z=! € M* mit
(™t =
Beweis. Dies lisst sich analog zu Proposition (3.21) beweisen. Die Details seien dem Leser zur Ubung iiberlassen.
O

(6.28) Bemerkung. Es seien ein Monoid M und a € M*, b,z € M gegeben.

(a) Genau dann gilt ax = b, wenn x = a~1b ist.

(b) Genau dann gilt xa = b, wenn = = ba~! ist.
Beweis.

(a) Wenn ax = b gilt, dann auch

-1

r=1z=a"tax =a b

Umgekehrt, wenn x = ¢~ 1b ist, dann haben wir nach Proposition (6.27)(c) auch

b= (a" ")tz = ax.
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(b) Dies lédsst sich analog zu (a) beweisen. O

(6.29) Korollar. Es seien ein Monoid M und a € M*, z,y € M gegeben. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent.

(a) Esist ax = ay.
(b) Es ist za = ya.
(c) Esist x =y.

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (c); die Aquivalenz von Bedingung (b)
und Bedingung (c) lésst sich analog beweisen.
Wenn Bedingung (a) gilt, d.h. wenn az = ay ist, dann ist nach Bemerkung (6.28)(a) auch

x:aflayzly:y,

d.h. es gilt Bedingung (c).

Umgekehrt, wenn Bedingung (c) gilt, d.h. wenn x = y ist, dann ist insbesondere auch ax = ay, d.h. es gilt
Bedingung (a).

Folglich sind Bedingung (a) und Bedingung (c) dquivalent.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

(6.30) Korollar. Es sei ein Monoid M und a € M*, x € M gegeben. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent.

(a) Esist ax = a.
(b) Esist za = a.
(¢) Esist z = 1.

Beweis. Wegen a = a -1 gilt genau dann Bedingung (a), wenn ax = a - 1 ist. Wegen a = 1 - a gilt genau dann
Bedingung (b), wenn za = 1 - a ist. Die Aquivalenz von Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) folgt
somit aus Korollar (6.29). O

Gruppen

Im abelschen Monoid der ganzen Zahlen Z zusammen mit der iiblichen Addition ist jedes Element negierbar,
vgl. Satz (6.1)(c)(iii). Fiir eine solche Situation benutzen wir einen neuen Begriff, den wir jetzt einfithren wollen.

(6.31) Definition ((abelsche) Gruppe).

(a) Eine Gruppe ist ein Monoid G, in welchem jedes Element von G invertierbar ist. Die Monoidverkniipfung
einer Gruppe G wird auch Gruppenverknipfung von G genannt.

(b) Eine abelsche Gruppe ist ein abelsches Monoid A, in welchem jedes Element von A negierbar ist.
Die Axiome einer Gruppe G in Standardnotation lesen sich insgesamt wie folgt:
o Assoziatiwitdt. Fir z,y, z € G ist z(yz) = (zy)=.

e FEuxistenz der Fins. Es existiert ein e € G derart, dass fiir € G stets ex = ze = x gilt. Dieses e ist nach
Bemerkung (6.11) eindeutig bestimmt und wird mit 1 bezeichnet. Wir haben also 1z = 21 = z fiir z € G.

e FExistenz der Inversen. Fiir jedes © € G existiert ein y € G mit yr = xy = 1. Dieses y ist nach Korol-
lar (6.16) eindeutig bestimmt und wird mit 27! bezeichnet. Wir haben also z 7'z = zz~! = 1.

Ist G kommutativ, so gilt zuséatzlich noch:

o Kommutativitdt. Fir z,y € G ist zy = yx.
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Die Axiome einer abelschen Gruppe A sind die einer kommutativen Gruppe in additiver Notation. Wir betonen
noch einmal: Jede kommutative Gruppe lésst sich als abelsche Gruppe auffassen und umgekehrt — strukturell
gesehen sind es die gleichen Objekte, wir bringen durch die unterschiedlichen Terminologien lediglich zum
Ausdruck, welche Notation wir verwenden. Insbesondere bleiben alle Aussagen iiber Gruppen auch fiir abelsche
Gruppen giiltig, sie miissen nur in der Notation angepasst werden.

Wir fassen einige Eigenschaften aus Satz (6.1)(c), (d) mit Hilfe der neuen Terminologien noch einmal zusammen:

6.32) Beispiel.
(6.32) Beisp
(a) (i) Die Menge Z zusammen mit der iiblichen Addition ist eine abelsche Gruppe. Die Null von Z ist die
iibliche Null. Fiir « € Z ist das Negative zu x in Z das iibliche Negative.
(ii) Die Menge Z zusammen mit der iiblichen Multiplikation ist ein kommutatives Monoid, aber keine
Gruppe. Die Eins von Z ist die iibliche Eins.
(b) (i) Die Menge Q zusammen mit der {iblichen Addition ist eine abelsche Gruppe. Die Null von Q ist die
iibliche Null. Fiir z € Q ist das Negative zu x in Q das {ibliche Negative.

(ii) Die Menge Q zusammen mit der iiblichen Multiplikation ist ein kommutatives Monoid, aber keine
Gruppe. Die Eins von Q ist die iibliche Eins.

(iii) Die Menge Q\ {0} zusammen mit der iiblichen Multiplikation ist eine kommutative Gruppe. Die Eins
von Q \ {0} ist die iibliche Eins. Fiir z € Q\ {0} ist das Inverse zu z in Q \ {0} das iibliche Inverse.

(6.33) Konvention. Wenn wir in Zukunft von der abelschen Gruppe Z sprechen, so meinen wir damit stets Z
mit der iiblichen Addition. Wenn wir vom kommutativen Monoid Z sprechen, so meinen wir damit stets Z mit
der tiblichen Multiplikation. Ahnlich fiir N, Ny, Q, R.

(6.34) Beispiel. Es gibt eine nicht-kommutative Gruppe mit genau sechs Elementen, dessen Multiplikation
durch folgende Verkniipfungstafel gegeben ist.

1 T1 T2 T3 g1 g2
1 1 T1 T2 T3 g1 g9

T1 T1 1 g9 g1 T3 T2
o | T2 o1 1 oo T T3
T3 T3 g9 g1 1 T2 T1
o1 g1 T2 T3 T1 () 1
g9 g9 T3 T1 T2 1 g1

Wie von den ganzen Zahlen bekannt, liefert die Existenz von negativen Elementen in einer abelschen Gruppe
eine neue Verkniipfung:

(6.35) Definition (Subtraktion). Es sei eine abelsche Gruppe A gegeben. Die Verkniipfung (z,y) — x + (—y)
auf A wird Subtraktion von A genannt und als — notiert.

Wir betonen, dass die Addition einer abelschen Gruppe A ein Teil der Daten von A ist (d.h. A besteht aus
der unterliegenden Menge, die unter Missbrauch der Notation ebenfalls mit A bezeichnet wird, und der Ad-
dition). Hingegen wird die Subtraktion mit Hilfe der Addition und den negativen Elementen definiert und ist
insbesondere somit durch die Daten (unterliegende Menge und Addition) eindeutig festgelegt.

Da Gruppen (multiplikativ geschrieben) nicht kommutativ sein miissen, kénnen wir die analoge Verkniip-
fung (z,y) — « : y, wie etwa aus dem Beispiel Q \ {0} bekannt, nicht bilden: fiir Gruppenelemente = und y
muss im Allgemeinen nicht zy~! = y 'z gelten. Genauer gesagt erhalten wir zwei Verkniipfungen, welche im
Allgemeinen nicht iibereinstimmen und fiir welche sich keine neue Notation eingebiirgert hat.

Die Gruppe der invertierbaren Elemente

Waéhrend in einer Gruppe jedes Element invertierbar ist, haben wir in einem beliebigen Monoid auch nicht-
invertierbare Elemente. In Beispiel (6.32)(b)(iii) haben wir gesehen, dass wir eine Gruppe erhalten, wenn wir
die Multiplikation des Monoids Q auf die Menge der invertierbaren Elemente Q* = Q\ {0} einschréanken. Dieses
Resultat 1dsst sich auf beliebige Monoide verallgemeinern:
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(6.36) Bemerkung. Fiir jedes Monoid M wird M* eine Gruppe, wobei die Multiplikation auf M*
durch

fiir x,y € M gegeben ist.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(6.37) Definition (Gruppe der invertierbaren Elemente). Es sei ein Monoid M gegeben. Die Gruppe M *
mit der Multiplikation aus Bemerkung (6.36) heifst Gruppe der invertierbaren Elemente (oder Einheitengruppe)
von M.

Ein Monoid G ist also genau dann eine Gruppe, wenn G* = G ist.
(6.38) Beispiel.
(a) Es ist

7z* ={1,-1}.
(b) Es ist
Q* =Q\ {0}

Ringe und Korper

Bei den uns vertrauten Strukturen spielen jeweils Addition und Multiplikation eine wichtige Rolle. Aus die-
sem Grund wollen wir als néchstes algebraische Strukturen betrachten, deren unterliegende Mengen mit zwei
Verkniipfungen versehen sind.

(6.39) Definition (Ring, kommutativer Ring, Korper).

(a) Ein Ring (genauer unitirer Ring oder Ring mit Fins oder Ring mit Finselement) besteht aus einer
abelschen Gruppe R zusammen mit einer Verkniipfung m auf R so, dass die unterliegende Menge von R
ein Monoid mit Multiplikation m wird und so, dass folgendes Axiom gilt.

o Distributivitdt. Fiir alle x,y, z € R ist

zm(y+2) = (zmy)+ (zmz),
(x+y)mz=(zxmz)+ (ym=z).

Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl den besagten Ring als auch die unterliegende
abelsche Gruppe mit R. Die Verkniipfung m wird Multiplikation von R genannt.

R

Fiir einen Ring R mit Multiplikation m schreiben wir wie iiblich - = -** :=m und zy = z - y fiir x,y € R.

(b) Ein Ring R heifit kommutativ, falls die Multiplikation von R kommutativ ist.

(c) Ein Kdrper ist ein kommutativer Ring K, in welchem 1 # 0 gilt und in welchem jedes Element von K\ {0}
invertierbar (bzgl. der Multiplikation -¥) ist.

(6.40) Konvention. In Ringen lassen wir die Klammern um Produkte meistens weg, d.h. es gelte Punkt- vor
Strichrechnung.

Wir verwenden die in Definition (6.18)(a) bzw. Definition (6.17)(a) eingefithrten Notationen fiir die Addition
einer abelschen Halbgruppe (und also insbesondere einer abelschen Gruppe) bzw. fiir die Multiplikation einer
Halbgruppe (und also insbesondere eines Monoids) auch weiterhin fiir Ringe. Ebenso verwenden wir die Notatio-
nen und Begriffe fiir die neutralen und inversen Elemente bzgl. dieser Verkniipfungen, vgl. Definition (6.25)(a)
und Definition (6.35).

Die Axiome eines Rings R in Standardnotation lesen sich also wie folgt:

o Assoziativitdt der Addition. Fir x,y,z € Rist x + (y+ 2) = (v +y) + 2.
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e Existenz der Null. Es existiert ein n € R derart, dass fiir z € R stets n + x = x + n = z gilt. Dieses n ist
nach Bemerkung (6.11) eindeutig bestimmt und wird mit 0 bezeichnet. Wir haben also 0+ 2z =2z +0 =«
fiir alle z € R.

e Fuxistenz der Negativen. Fiir jedes x € R existiert ein y € R mit y + x = x + y = 0. Dieses y ist nach
Korollar (6.16) eindeutig bestimmt und wird mit —z bezeichnet. Wir haben also (—z)+x =+ (—z) = 0.

o Kommutativitdt der Addition. Fir x,y € Rist c +y =y + z.
o Assoziatwitdt der Multiplikation. Fir z,y, z € R ist z(yz) = (zy)z.

e FExistenz der Fins. Es existiert ein e € R derart, dass fiir x € R stets ex = ze = x gilt. Dieses e ist nach
Bemerkung (6.11) eindeutig bestimmt und wird mit 1 bezeichnet. Wir haben also 1z = z1 = z fiir alle
T € R.

e Distributivitit. Fir xz,y,z € Rist z(y + z) = zy + zz und (z + y)z = 2z + y=.
Ist R kommutativ, so gilt zusatzlich noch:

o Kommutativitdt der Multiplikation. Fir x,y € R ist xy = yx.
Ist R ein Korper, so ist R kommutativ und es gilt ferner noch:

e FEuxistenz der Inversen. Es ist 1 # 0. Fiir jedes x € R\ {0} existiert ein y € R mit yx = xy = 1. Dieses y ist
nach Korollar (6.16) eindeutig bestimmt und wird mit #=! bezeichnet. Wir haben also 'z = zo=1 = 1.

Selbstverstéindlich bleiben alle Aussagen iiber (abelsche) Gruppen fiir die einem Ring unterliegende abelsche
Gruppe, bestehend aus der unterliegenden Menge zusammen mit der Addition des Rings, sowie alle Aussagen
iiber Monoide fiir das einem Ring unterliegende Monoid, bestehend aus der unterliegenden Menge zusammen
mit der Multiplikation des Rings, giiltig.

Mit Hilfe der Begriffe aus Definition (6.39) lassen sich die Aussagen aus Satz (6.1)(c), (d) noch knapper zusam-
menfassen:

(6.41) Beispiel.

(a) Die Menge Z zusammen mit der iiblichen Addition und der tiblichen Multiplikation ist ein kommutativer
Ring, aber kein Korper. Die Null von Z ist die iibliche Null und die Eins von Z ist die iibliche Eins.
Fiir x € Z ist das Negative zu x in Z das {ibliche Negative.

(b) Die Menge Q zusammen mit der iiblichen Addition und der tiblichen Multiplikation ist ein Korper. Die
Null von Q ist die iibliche Null und die Eins von Q ist die {ibliche Eins. Fiir x € Q ist das Negative zu x
in Q das {ibliche Negative und fiir z € Q\ {0} ist das Inverse zu = in Q das iibliche Inverse.

(6.42) Konvention. Wenn wir in Zukunft vom (kommutativen) Ring Z sprechen, so meinen wir damit stets Z
mit der iiblichen Addition und der iiblichen Multiplikation. Ahnlich fiir Q und R.

(6.43) Beispiel. Es gibt einen Korper mit genau zwei Elementen, der Null 0 und der Eins 1, dessen Addition
und Multiplikation durch folgende Verkniipfungstafeln gegeben sind. (%)

+]0 1 -0 1
00 1 010 0
1|1 0 10 1

(6.44) Beispiel. Es gibt einen nicht-kommutativen Ring mit genau acht Elementen, dessen Addition und
Multiplikation durch folgende Verkniipfungstafeln gegeben sind.

+ ] 0 1 e e mn  u 81 S - 10 1 e e m u S S
0 0 1 e e n u s S 010 O 0 0 0 O 0 0
1 1 0 e e1 uw n Sy 8 1/0 1 e1 ea m u 81 So
e1 |er ey O 1 s1 s n u e1 |0 e eg 0 m st s1 n
es | ea e 1 0 s s1 u n es |0 ea 0 ey 0 e 0 ey
n|n wu s s 0 1 e es n|0 n 0 n 0 n 0 n
u |l u n s s 1 0 e e u |0 uwu e s n 1 s e
S118 S nm u e e 0 1 s110 84 e1 n n e s O
So | S s1 u m ey e 1 0 S9! 0 sy 0 sy 0 so 0 59

35Dieser Korper wird in Definition (13.27) eingefiihrt, siehe auch Beispiel (13.28)(a).
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Eine Axiomatisierung der Eigenschaften von Ny, welche Addition und Multiplikation involviert, wird manchmal
Halbring genannt. Da eine solche Struktur fiir uns im Folgenden nur von untergeordnetem Interesse sein wiirde,
werden wir solche Strukturen nicht einfithren und genauer betrachten.

Im Folgenden halten wir einige elementare Eigenschaften von Ringen und Koérpern fest.

(6.45) Proposition. Es sei ein Ring R gegeben.
(a) Firae Rgilta-0=0-a=0.
(b) Fiir a,b € R gilt a(—b) = (—a)b = —ab.
(¢) Fiir a,b € R gilt (—a)(—b) = ab.
Beweis.
(a) Fir a € R gilt
a-0+a-0=a-(0+0)=a-0
und damit a - 0 = 0 nach Korollar (6.30).
(b) Fiir a,b € R gilt
a(=b)+ab=a((-b)+b)=a-0=0

nach (a) und damit —ab = a(—b) wegen der Kommutativitit der Addition. Die andere Gleichung lésst
sich analog zeigen.

(¢) Fiir a,b € R gilt
(~a)(~b) = ~a(~b) = —(~ab) = ab
nach (b) und Proposition (6.27)(c). O

Die Ringe Z und Q sind nullteilerfrei, eine Eigenschaft, welche nicht in jedem Ring gilt. Nullteilerfreie kommu-
tative Ringe sind unter folgendem Namen bekannt:

(6.46) Definition (Integritétsbereich). Ein Integrititsbereich ist ein kommutativer Ring R mit 1 # 0 und so,
dass folgende Eigenschaft gilt:

o Nullteilerfreiheit. Fir a,b € R folgt aus ab = 0 stets a = 0 oder b = 0.

(6.47) Beispiel. Es gibt einen kommutativen Ring mit genau vier Elementen, dessen Addition und Multipli-
kation durch folgende Verkniipfungstafeln gegeben sind, welcher kein Integritétsbereich ist. (3¢)

w N~ O+
cow»—log
O W N ==
— O W NN
N = O Wl Ww
W N = O

O O O OO
W N = O
N O N O
—= N WO Ww

Der Ring aus Beispiel (6.44) liefert ein Beispiel fiir einen nicht-kommutativen Ring, welcher nicht nullteilerfrei
ist, d.h. in welchem es zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) von Null verschiedene Elemente gibt, deren
Produkt Null ist.

(6.48) Proposition. Jeder Korper ist ein Integrititsbereich.

Beweis. Es sei ein Korper K gegeben. Fiir a,b € K mit ab =0 und a # 0 gilt a € K*, nach Bemerkung (6.28)(a)
und Proposition (6.45)(a) folgt also b = a=10 = 0. Somit folgt fiir a,b € R aus ab = 0 stets a = 0 oder b = 0,
d.h. K ist ein Integritatsbereich. O

(6.49) Beispiel. Der Ring Z ist ein Integritétsbereich.

36Dieser kommutative Ring wird in Definition (13.8) eingefiihrt, siche auch Beispiel (13.20).
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Beweis. Nach Proposition (6.48) ist Q als Korper ein Integritéitsbereich, d.h. fir a,b € Q folgt aus ab
stets @ = 0 oder b = 0. Wegen Z C Q folgt dann aber insbesondere fiir a,b € Z aus ab = 0 stets a =
oder b = 0. Folglich ist auch Z ein Integritatsbereich.

(6.50) Bemerkung. Es sei ein kommutativer Ring R mit 1 # 0 gegeben. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent:

(a) Es ist R ein Integritdtsbereich.
(b) Fiir a,z,y € R folgt aus ax = ay stets a = 0 oder z = y.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

Zusatzliche Konzepte
Im Folgenden geben wir einige zusétzliche Definitionen, deren Studium dem Leser zur Ubung iiberlassen sei.
(6.51) Definition ((abelsche) Unterhalbgruppe, (abelsches) Untermonoid, (abelsche) Untergruppe).
(a) (i) Es sei eine Halbgruppe M gegeben. Eine Teilmenge U von M heifit Unterhalbgruppe von M, falls
gilt:
o Fiir u,v/ e Uist uv/ € U.
(ii) Es sei eine abelsche Halbgruppe A gegeben. Eine abelsche Unterhalbgruppe von A ist eine Unterhalb-
gruppe von A.
(b) (i) Es sei ein Monoid M gegeben. Eine Unterhalbgruppe U von M heiflt Untermonoid von M, falls gilt:
e Esist 1 eU.
(ii) Es sei ein abelsches Monoid A gegeben. Ein abelsches Untermonoid von A ist ein Untermonoid von A.
(¢) (i) Es sei eine Gruppe G gegeben. Ein Untermonoid U von G heifit Untergruppe von G, falls (zusétzlich)
gilt:
o FiruecUist u=t eU.
(ii) Es sei eine abelsche Gruppe A gegeben. Eine abelsche Untergruppe von A ist eine Untergruppe von A.
Da wir abelsche Halbgruppen, abelsche Monoide und abelsche Gruppen additiv schreiben, &ndern sich die

Schreibweisen der definierenden Eigenschaften einer abelschen Halbgruppe, eines abelschen Untermonoids und
einer abelschen Untergruppe.

(6.52) Definition (Homomorphismus).

(a) (i) Es seien Halbgruppen M und N gegeben. Ein Halbgruppenhomomorphismus (oder Homomorphismus
von Halbgruppen oder Homomorphismus) von M nach N ist eine Abbildung ¢: M — N derart, dass
folgendes Axiom gilt:

o Fiir z,2’ € M ist p(xa’) = p(x) p(x).
(ii) Es seien abelsche Halbgruppen A und B gegeben. Ein Homomorphismus abelscher Halbgruppen (oder
Homomorphismus) von A nach B ist ein Halbgruppenhomomorphismus von A nach B.

(b) (i) Es seien Monoide M und N gegeben. Ein Monoidhomomorphismus (oder Homomorphismus von
Monoiden oder Homomorphismus) von M nach N ist ein Halbgruppenhomomorphismus ¢: M — N
derart, dass folgendes Axiom gilt:

e Esist (1) =1.
(ii) Es seien abelsche Monoide A und B gegeben. Ein Homomorphismus abelscher Monoide (oder Ho-
momorphismus) von A nach B ist ein Monoidhomomorphismus von A nach B.

(¢) (i) Es seien Gruppen G und H gegeben. Ein Gruppenhomomorphismus (oder Homomorphismus von
Gruppen oder Homomorphismus) von G nach H ist ein Monoidhomomorphismus ¢: G — H derart,
dass folgendes Axiom gilt:

e Fiir z € G ist p(a™1) = p(z)~ L.
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(ii) Es seien abelsche Gruppen A und B gegeben. Ein Homomorphismus abelscher Gruppen (oder Ho-
momorphismus) von A nach B ist ein Gruppenhomomorphismus von A nach B.

Da wir abelsche Halbgruppen, abelsche Monoide und abelsche Gruppen additiv schreiben, dndern sich die
Schreibweisen der definierenden Eigenschaften eines Homomorphismus abelscher Halbgruppen, eines Homomor-
phismus abelscher Monoide und eines Homomorphismus abelscher Gruppen.

Die per Definition geforderten Eigenschaften eines Gruppenhomomorphismus sind redundant:

(6.53) Bemerkung (Kriterium fiir Gruppenhomomorphismen). Es seien Gruppen G und H und eine Abbil-
dung ¢: G — H gegeben. Genau dann ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus, wenn ¢ ein Halbgruppenhomomor-
phismus ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(6.54) Bemerkung.

(a) Es sei ein Halbgruppenhomomorphismus ¢: M — N gegeben. Dann ist Im ¢ eine Unterhalbgruppe von N.

(b) Es sei ein Monoidhomomorphismus ¢: M — N gegeben. Dann ist Im ¢ eine Untermonoid von N.

(c¢) Es sei ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — H gegeben. Dann ist Im ¢ eine Untergruppe von H.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(6.55) Lemma. Es sei ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — H gegeben. Genau dann ist ¢ injektiv, wenn
fir ¢ € G aus ¢(x) = 1 bereits z = 1 folgt.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

7 Operationen

Neben (inneren) Verkniipfungen im Sinne von Definition (6.2) spielen auch sogenannte Operationen einer Struk-
tur auf einer anderen eine wichtige Rolle.

Begriffsbildung

Wir beginnen mit der Definition einer Operation eines Monoids auf einer Menge.

(7.1) Definition (Operation). Es seien ein Monoid M und eine Menge X gegeben. Eine Operation (oder
Aktion oder Wirkung oder Linksoperation oder Linksaktion oder Linkswirkung) von M auf X ist eine Abbil-
dung o: M x X — X derart, dass folgende Axiome gelten.

o Assoziatiwitit der Operation. Fiir a,b € M, x € X ist o(a,o(b, z)) = o(ab, x).
e Neutralitit der Fins bzgl. der Operation. Fir x € X ist o(1,z) = x.
Fiir a € M, z € X schreiben wir a 0 x := o(a, x).
Mit der Infixnotation lesen sich die Axiome einer Operation wie folgt:
o Assoziativitdt der Operation. Fir a,be M,z € X istao(boz) =aboux.
e Neutralitit der Fins bzgl. der Operation. Fir x € X ist lox = x.

Neben Operationen von Monoiden auf Mengen gibt es weitere Sorten von Operationen, bei denen ggf. noch
weitere Vertraglichkeiten gefordert werden. Bspw. ist die Skalarmultiplikation eines Vektorraums V {iber einem
Korper K eine Operation eines Korpers auf einer abelschen Gruppe. (37)

37Vektorraume werden in Vorlesungen iiber lineare Algebra studiert; an der RWTH Aachen bspw. im Kurs Lineare Algebra fiir
Informatiker (etwa 2. Semester im Studiengang B.Sc. Informatik).
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(7.2) Beispiel.
(a) Esist
Qx(Q@xQ)—QxQ, (a,z) — (az1,axs)
eine Operation von Q auf Q x Q.
(b) Es ist
No x N = N, (k,z) s o
eine Operation von Ny auf N.
Beweis.
(a) Esseis: Qx (Qx Q) — QxQ, (a,z) — (axy, axe). Wir verifizieren die Axiome einer Operation.
o Assoziativitit der Operation. Fir a,b € Q, x € Q x Q ist
s(a, s(b,z)) = s(a, (bxy,bx2)) = (a(bzy), a(bxs)) = ((ab)xy, (ab)xe) = s(ab, ).
o Neutralitit der Fins bzgl. der Operation. Fir x € Q x Q ist
s(Lz) = (1-21,1- @) = (z1,22) = .

Folglich ist s eine Operation von Q auf Q x Q.
(b) Es sei p: Ng x N = N, (k,z) — xF. Wir verifizieren die Axiome einer Operation.
o Assoziativitdt der Operation. Fiir k,l € Ny, x € N ist
plk.p(l,x)) = p(k,a’) = ()" = 2’ = 2™ = p(ki, ).
e Neutralitit der Fins bzgl. der Operation. Fir x € N ist
p(l,2) =2 = 2.
Folglich ist p eine Operation von Ny auf N. O

Statt Linksoperationen werden manchmal auch Rechtsoperationen betrachtet. Die Axiome einer Rechtsoperation
0: X x M — X eines Monoids M auf einer Menge X lesen sich in Infixnotation wie folgt:

o Assoziativitit der Rechitsoperation. Fir a,b € M,z € X ist (xoa) ob =z 0 ab.

o Neutralitat der Eins bzgl. der Rechtsoperation. Fiir x € X ist x 01 = z.

Mengen iiber einem Monoid

Als néchstes wollen wir wieder die strukturelle Sichtweise einnehmen: In aller Regel studieren wir Operationen
von Monoiden auf Mengen nicht losgel6st, sondern fassen die Menge zusammen mit der Operation als Struktur
auf:

(7.3) Definition (Menge iiber einem Monoid). Es sei ein Monoid M gegeben. Eine Menge iiber M
(oder M-Menge oder Akt iiber M oder M-Akt oder Linksmenge iber M oder M-Linksmenge oder Links-
akt iber M oder M-Linksakt) besteht aus einer Menge X zusammen mit einer Operation o von M auf X.
Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl die besagte M-Menge als auch die unterliegende Menge
mit X . Die Operation o wird Operation von X genannt.

Fiir eine M-Menge X mit Operation o schreiben wir - = -X

=oundar=a-zfirae M, z € X.
Die Axiome einer Menge X iiber einem Monoid M in Standardnotation lesen sich wie folgt:

o Assoziativitit der Operation. Fir a,b € M, x € X ist a(bxz) = (ab)z.
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e Neutralitdt der Fins bzgl. der Operation. Fir x € X ist 1-x = «.
(7.4) Beispiel. Es wird Z x Z eine Z-Menge mit Operation gegeben durch
ar = (ax1,axs)
fira € Z, x € Z X 7.
Beweis. Dies folgt aus Beispiel (7.2). O

Wir betrachten einige elementare Eigenschaften von Mengen iiber Monoiden, welche Verallgemeinerungen der
entsprechenden Eigenschaften fiir Monoide sind.

(7.5) Bemerkung. Es seien ein Monoid M, eine M-Menge X und a € M*, z,y € X gegeben. Genau dann
gilt axz =y, wenn x = ¢~ 'y ist.

Beweis. Dies lisst sich analog zu Bemerkung (6.28) beweisen; die Details seien dem Leser zur Ubung iiberlassen.
O

(7.6) Korollar. Es seien ein Monoid M, eine M-Menge X und a € M*, z,y € X gegeben. Genau dann
gilt ax = ay, wenn x = y ist.

Beweis. Dies lisst sich analog zu Korollar (6.29) beweisen; die Details seien dem Leser zur Ubung iiberlassen. [

Standardoperation
Jede Menge ldsst sich als Menge {iber dem Abbildungsmonoid auffassen, vgl. Konvention (6.23).

(7.7) Bemerkung. Es sei eine Menge X gegeben. Dann wird X zu einer Menge {iber Map(X, X) mit Operation
gegeben durch

fz=f(x)
fir f € Map(X,X), z € X.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.8) Konvention. Es sei eine Menge X gegeben. Wenn wir in Zukunft von der Menge X iiber Map(X, X)
sprechen, so meinen wir damit stets X mit der Operation gegeben durch

fe=f(z)
fir f € Map(X, X), z € X.

Regulire Operation
Jedes Monoid ldsst sich als Menge iiber sich selbst auffassen:

(7.9) Bemerkung. Es sei ein Monoid M gegeben. Die unterliegende Menge von M wird zu einer M-Menge
mit Operation gegeben durch die Multiplikation des Monoids M.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.10) Konvention. Es sei ein Monoid M gegeben. Wenn wir in Zukunft von der M-Menge M sprechen, so
meinen wir damit stets M mit der Operation gegeben durch die Multiplikation des Monoids M.

8 Ordnungsstrukturen

Nachdem wir in Abschnitt 6 einige algebraische Strukturen eingefithrt haben, widmen wir uns nun sogenannten
Ordnungsstrukturen. (**) Durch Ordnungen lassen sich Elemente einer Menge vergleichen.

38Wie algebraische Strukturen spielen auch Ordnungsstrukturen und andere relationale Strukturen bei einer formalen Behandlung
der Pradikatenlogik eine Rolle. An der RWTH Aachen wird eine solche tiblicherweise im Rahmen des Kurses Mathematische Logik
(etwa 4. Semester im Studiengang B.Sc. Informatik) gelehrt.
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Ordnungen
Wir beginnen mit der Definition einer Ordnung und etwas allgemeiner einer Priordnung.
(8.1) Definition (Prdordnung, Ordnung, Totalordnung). Es sei eine Menge X gegeben.

(a) Eine Prdordnung (oder Prdordnungsrelation) auf X ist eine Relation auf X, welche transitiv und reflexiv
ist.

(b) Eine Ordnung (genauer partielle Ordnung, oder Ordnungsrelation oder partielle Ordnungsrelation) auf X
ist eine antisymmetrische Praordnung auf X.

(¢) Eine Totalordnung (oder Totalordnungsrelation) auf X ist eine vollstindige Ordnung auf X.

Wir erinnern an die iibliche Ordnung auf der Menge der natiirlichen Zahlen N: Fiir m,n € N gilt genau
dann m < n, wenn es ein p € Ny mit n = p + m gibt.

(8.2) Beispiel.
(a) Die Relation < auf N ist eine Totalordnung.
(b) Es sei eine Menge X gegeben. Die Relation C auf Pot(X) ist eine Ordnung.
(¢) Die Relation < auf N ist keine Priaordnung.

Beweis.

(a) Es seien m,n,p € N mit m <n und n < p gegeben. Dann gibt es ¢, € Ny mit n = ¢+ m und p =r + n.
Es folgt p=7r+mn =1+ q+ m, also m < p. Folglich ist < transitiv.
Fiir alle m € N gilt m = 0+ m und damit m < m. Folglich ist < reflexiv.

Es seien m,n € N mit m < n und n < m gegeben, so dass es ein p,g e Ngmit n=p+mund m=q+n
gibt. Dann folgt m = ¢ +n = ¢+ p + m, also ¢ + p = 0. Dies impliziert aber p = 0 und damit m = n.
Folglich ist < antisymmetrisch.

Fiir m,n € N gibt es ferner p € Ng mit n = p+m oder m = p+n, d.h. es gilt m < n oder n < m. Folglich
ist < vollstandig.

Insgesamt ist < eine Totalordnung auf N.

(b) Fir U, V,W € Pot(X) mit U CV und V C W gilt auch U C W. Folglich ist C transitiv.
Fiir U € Pot(X) gilt U C U. Folglich ist C reflexiv.

Fir U,V € Pot(X) mit U C V und V C U gilt nach dem Gleichheitskriterium fiir Mengen (2.13)
stets U = V. Folglich ist C antisymmetrisch.

Insgesamt ist C eine Ordnung auf Pot(X).
(¢) Nach Beispiel (4.5) ist < nicht reflexiv, also insbesondere keine Praordnung. O
(8.3) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a, b und ¢ gegeben.

(a) Es sei o die Relation auf {a,b,c} gegeben durch
0= {(CL7 a’)7 (b,0), (¢, ), (a,b), (a, C)}

Dann ist o eine Ordnung auf {a, b, ¢}, aber keine Totalordnung auf {a, b, c}.

(b) Es sei o die Relation auf {a,b, c} gegeben durch
o= {(a,a), (b,b),(c,c),(a,c),(b,c)}.

Dann ist o eine Ordnung auf {a, b, c}, aber keine Totalordnung auf {a, b, c}.
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Abbildung 5: (Préa-)Ordnungen auf endlichen Mengen

(c) Es sei o die Relation auf {a,b, c} gegeben durch

o ={(a,a), (b,b),(c,c), (b, a), (a,c), (b,c)}.
Dann ist o eine Totalordnung auf {a, b, c}.

(d) Es sei o die Relation auf {a,b, c} gegeben durch
o={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(a,c),(b,c)}.

Dann ist o eine Totalordnung auf {a, b, c}.

(e) Es sei o die Relation auf {a,b, c} gegeben durch
o={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a),(a,c), (b, c)}.

Dann ist o eine Praordnung auf {a,b, c}, aber keine Ordnung auf {a, b, c}.

Die fiir uns wichtigste Priordnung wird die Teilbarkeitsrelation, siehe Definition (12.5), sein, welche wir in
Abschnitt 12 studieren werden.

In der Informatik tauchen Ordnungen bspw. bei der Beschreibung von Sprachen, welche durch sogenannte
(formale) Grammatiken erzeugt werden, auf.

(8.4) Bemerkung. Es seien eine Menge X, eine nicht leere Menge I und eine Familie (0;);e; von Praordnungen
auf X gegeben. Fiir x,y € X gelte genau dann = o y, wenn fiir ¢ € I stets x o; y gilt.

(a) Es ist o auch eine Priordnung auf X.

(b) Wenn es ein ¢ € T derart gibt, dass o; eine Ordnung auf X ist, dann ist o auch eine Ordnung auf X.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(8.5) Beispiel. Es seien o' und o” die Relationen auf {1,2} gegeben durch

o' ={(1,1),(2.2),(1,2)},
o’ ={(1,1),(2,2),(2,1)}.

Fiir z,y € {1, 2} gelte genau dann z o y, wenn z o’ y und z 0" y gilt. Dann sind o' und o” Totalordnungen auf
{1,2}, aber o ist keine Totalordnung auf {1, 2}.

Beweis. Dies folgt aus Beispiel (4.8). Die Details seien dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Geordnete Mengen

So wie die in Abschnitt 6 eingefiihrten algebraischen Strukturen aus Mengen zusammen mit Verkniipfungen
bestehen, lassen sich in analoger Weise auch Ordnungsstrukturen bestehend aus Mengen mit Ordnungen oder
allgemeiner mit Priordnungen einfiihren:

81



(8.6) Definition (prigeordnete Menge, geordnete Menge, total geordnete Menge).

(a) Eine prageordnete Menge besteht aus einer Menge X zusammen mit einer Priordnung o auf X. Unter
Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl die besagte prigeordnete Menge als auch die unterliegende
Menge mit X. Die Praordnung o wird Prdordnung von X genannt.

Fiir eine prigeordnete Menge X mit Priordnung o schreiben wir < = <X := o.

(b) Eine geordnete Menge (genauer partiell geordnete Menge) ist eine priageordnete Menge X derart, dass
die Praordnung von X eine Ordnung auf der unterliegenden Menge von X ist. Die Prdordnung einer
geordneten Menge wird auch Ordnung von X genannt.

(c) Eine totalgeordnete Menge (oder angeordnete Menge) ist eine geordnete Menge X derart, dass die Ordnung
von X eine Totalordnung auf der unterliegenden Menge von X ist. Die Ordnung einer totalgeordneten
Menge wird auch Totalordnung von X genannt.

Mit Hilfe der Standardnotation in einer préageordneten Menge X lesen sich deren Axiome wie folgt:
o Transitivitit. Fir x,y,z € X folgt aus z < y und y < z stets z < 2.
o Reflerivitdt. Fir x € X ist ¢ < x.

Ist X eine geordnete Menge, so gilt zuséatzlich noch:
o Antisymmetrie. Fiir x,y € X folgt aus <y und y < x bereits x = y.

Ist X eine totalgeordnete Menge, so ist X insbesondere eine geordnete Menge und es gilt ferner noch:
o Vollstandigkeit. Fir x,y € X gilt z < y oder y < x.

(8.7) Beispiel.

(a) Die Menge N zusammen mit der iiblichen Ordnung ist eine totalgeordnete Menge.

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Die Potenzmenge Pot(X) zusammen mit der Inklusionsrelation C ist eine
geordnete Menge.

(8.8) Konvention.

(a) Wenn wir in Zukunft von der geordneten Menge N sprechen, so meinen wir damit stets N mit der {iblichen
Ordnung. Ahnlich fiir No, Z, Q, R.

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Wenn wir in Zukunft von der geordneten Menge Pot(X) sprechen, so meinen
wir damit stets Pot(X) mit der Inklusionsrelation. Ahnlich fiir Ny, Z, Q, R.

Ahnlich wie die Subtraktion in einer abelschen Gruppe aus der Addition und den Negativen definiert wird,
leiten wir von der Ordnung in einer geordneten Menge eine weitere Relation ab:

(8.9) Definition (Striktordnung). Es sei eine geordnete Menge X gegeben. Die Striktordnung von X ist die
wie folgt gegebene Relation < = <X auf X: Fiir z,y € X gelte genau dann = < y, wenn = < y und x # y ist.

Viele weitere Beispiele von geordneten Mengen erhalten wir durch Einschrénkung der Ordnung der geordneten
Menge auf eine Teilmenge:

(8.10) Bemerkung. Es seien eine prigeordnete Menge X und eine Teilmenge U von X gegeben. Die Menge U
wird zu einer prigeordneten Menge mit Priordnung <V gegeben wie folgt. Fiir u, v € U gilt genau dann u <Y v
in U, wenn v <X v in X gilt. Wenn X eine geordnete Menge ist, dann wird U ebenfalls eine geordnete Menge.
Wenn X eine total geordnete Menge ist, dann wird U ebenfalls eine total geordnete Menge.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(8.11) Beispiel.

(a) Fiir jedes n € Ny wird [1,n] eine totalgeordnete Menge.

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Die Menge Pot(X) \ {0} wird eine geordnete Menge.

In der Literatur finden sich weitere Instanzen von Ordnungsstrukturen wie etwa angeordnete Kérper, d.h. Korper
zusammen mit einer Totalordnung, welche in geeigneter Art und Weise vertréglich mit Addition und Multipli-
kation ist.
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Extremale Elemente
Nun studieren wir Elemente von geordneten Mengen, welche extremal bzgl. der gegebenen Ordnung sind.

(8.12) Definition (minimales Element, maximales Element). Es seien eine prégeordnete Menge X und
ein z € X gegeben.

(a) Wir sagen, dass x ein minimales Element in X ist, falls fiir alle y € X mit y < x auch z <y gilt.

(b) Wir sagen, dass = ein mazimales Element in X ist, falls fiir alle y € X mit z < y auch y < z gilt.
(8.13) Beispiel.

(a) Es ist 1 das eindeutige minimale Element in N. Maximale Elemente gibt es in N nicht.

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Dann ist () das eindeutige minimale Element und X das eindeutige maximale
Element in Pot(X).

(¢) Die minimalen Elemente in Pot({1,2,3}) \ {0} sind die einelementigen Mengen {1}, {2} und {3}. Es
ist {1,2,3} das eindeutige maximale Element in Pot({1,2,3}) \ {0}.

(d) Es ist @ das eindeutige minimale Element in Pot({1,2,3}) \ {{1,2,3}}. Die maximalen Elemente
in Pot({1,2,3}) \ {{1,2,3}} sind die zweielementigen Mengen {1, 2}, {1,3} und {2, 3}.

(8.14) Bemerkung. Es sei eine geordnete Menge X und ein 2 € X gegeben.
(a) Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(i) Das Element z ist minimal in X.
(ii) Fir y € X gilt genau dann y < z, wenn y = z gilt.
(b) Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
(i) Das Element  ist maximal in X.
(ii) Fir y € X gilt genau dann 2 < y, wenn y = z gilt.
Beweis.

(a) Zunichst gelte Bedingung (i), d.h. z sei minimal in X. Fiir y € X mit y < z gilt dann auch < y und
damit y = x auf Grund der Antisymmetrie der Ordnung <. Fiir y € X mit y = « gilt hingegen auch y < x
auf Grund der Reflexivitat von <. Somit gilt fiir y € X genau dann y < z, wenn y = x gilt, d.h. es gilt
Bedingung (ii).

Umgekehrt gelte Bedingung (ii), d.h. fir y € X gelte genau dann y < z, wenn y = x gilt. Dann gilt
insbesondere fiir y € X mit y < z auch y = z, auf Grund der Reflexivitéit von < also auch x < y. Folglich
ist £ minimal in X, d.h. es gilt Bedingung (i).

Insgesamt sind Bedingung (i) und Bedingung (ii) dquivalent.
(b) Dies lésst sich dual zu (a) beweisen. O
(8.15) Definition (kleinstes Element, groftes Element). Es seien eine priageordnete Menge X und ein x € X
gegeben.

(a) Wir sagen, dass x ein kleinstes Element in X (oder ein Minimum von X) ist, falls z < y fiir alle y € X
gilt.

(b) Wir sagen, dass = ein grofites Element in X (oder ein Mazimum von X) ist, falls y < z fiir alle y € X
gilt.

(8.16) Beispiel.
(a) Esist 1 ein kleinstes Element in N. Grofite Elemente gibt es in N nicht.

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Dann ist () ein kleinstes Element und X ein gréfites Element in Pot(X).
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Abbildung 6: Extremale Elemente in Potenzmengen und in Teilmengen von Potenzmengen

(c) Esist {1,2,3} ein groktes Element in Pot({1,2,3})\ {0}. Kleinste Elemente gibt es in Pot({1,2,3})\ {0}
nicht.

(d) Es ist @ ein kleinstes Element in Pot({1,2,3}) \ {{1,2,3}}. Grofte Elemente gibt es in Pot({1,2,3}) \
{{1,2,3}} nicht.

(8.17) Bemerkung. Es sei eine priageordnete Menge X gegeben.
(a) Jedes kleinste Element in X ist auch minimal.
(b) Jedes grofte Element in X ist auch maximal.

Beweis.

(a) Es sei ein kleinstes Element = in X gegeben, so dass « < y fiir alle y € X gilt. Dann gilt aber insbesondere
fiir alle y € X mit y < x auch & < y. Folglich ist £ minimal in X.

(b) Dies lasst sich dual zu (a) beweisen. O

In Beispiel (8.13)(c) haben wir gesehen, dass es mehrere minimale Elemente bzgl. einer Ordnung geben kann.
Nun werden wir zeigen, dass kleinste Elemente in geordneten Mengen hingegen stets eindeutig sind.

(8.18) Proposition. Es seien eine prageordnete Menge X und ein Element y in X gegeben.
(a) Es sei ein kleinstes Element « in X gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
(i) Das Element y ist ein kleinstes Element in X.

)
(i)
)
)

(iii
(iv) Es gilt y < z.

Das Element y ist ein minimales Element in X.

Esgilt z <y und y < z.

(b) Es sei ein groktes Element z in X gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(i) Das Element y ist ein groftes Element in X.

)
(ii) Das Element y ist ein maximales Element in X.
(iii) Es gilt <y und y < z.
(iv) Esgilt z < y.
Beweis.

(a) Falls Bedingung (i) gilt, d.h. falls y ein kleinstes Element in X ist, dann ist y nach Bemerkung (8.17)(a)
auch ein minimales Element in X, d.h. es gilt Bedingung (ii).

Als néchstes gelte Bedingung (ii), d.h. es sei y ein minimales Element in X. Da z ein kleinstes Element
in X ist, gilt < z flir z € X, also insbesondere x < y. Aber dann impliziert die Minimalitit von y, dass
auferdem auch y < z ist. Folglich gilt Bedingung (iii).
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Wenn Bedingung (iii) gilt, d.h. wenn z < y und y < z ist, dann ist insbesondere y < z, d.h. Bedingung (iv)
gilt.

Schlieflich gelte Bedingung (iv), d.h. es sei y < z. Da x ein kleinstes Element in X ist, gilt < z fiir z € X,
also auch y < z fiir z € X auf Grund der Transitivitdt der Ordnung von X. Folglich ist y ein kleinstes
Element in X, d.h. Bedingung (i) gilt.

Insgesamt sind Bedingung (i), Bedingung (ii), Bedingung (iii) und Bedingung (iv) dquivalent.
(b) Dies ldsst sich dual zu (a) beweisen. O
(8.19) Korollar. Es sei eine geordnete Menge X gegeben.
(a) Es gibt hochstens ein kleinstes Element in X.
(b) Es gibt hochstens ein groftes Element in X.
Beweis.

(a) Es seien kleinste Elemente x und y in X gegeben. Nach Proposition (8.18)(a) gilt dann & < y und y < z,
also x = y auf Grund der Antisymmetrie der Ordnung von X.

(b) Dies lasst sich dual zu (a) beweisen. O
(8.20) Notation. Es sei eine geordnete Menge X gegeben.
(a) Es gebe ein kleinstes Element z in X. Wir schreiben

min X := x.

(b) Es gebe ein groftes Element x in X. Wir schreiben

max X = x.

(8.21) Proposition. Es seien eine total geordnete Menge X und ein x € X gegeben.
(a) Ein Element in X ist genau dann ein kleinstes Element in X, wenn es ein minimales Element in X ist.
(b) Ein Element in X ist genau dann ein groftes Element in X, wenn es ein maximales Element in X ist.
Beweis.

(a) Es seiein Element  in X gegeben. Wenn « ein kleinstes Element ist, dann ist 2 nach Bemerkung (8.17)(a)
auch minimal. Wir nehmen also umgekehrt an, dass z minimal ist. Nach Bemerkung (8.14)(a) gilt dann fiir
alle y € X mit y < x bereits y = . Im Umkehrschluss bedeutet dies, dass fiir alle y € X \ {z} nicht y <z
ist. Die Vollstdndigkeit der Ordnung von X impliziert dann aber bereits, dass < y fiir alle y € X \ {z}
gilt. Andererseits gilt aber auch x < z wegen der Reflexivitéit der Ordnung von X . Insgesamt ist also z < y
fiir alle y € X, d.h. z ist ein kleinstes Element in X.

(b) Dies lasst sich dual zu (a) beweisen. O

Zusatzliche Konzepte
Im Folgenden geben wir eine zusétzliche Definition, deren Studium dem Leser zur Ubung iiberlassen sei.

(8.22) Definition (erzeugte Ordnung). Es seien eine Menge X und eine Relation r auf X gegeben. Fiir eine
Ordnung o auf X sagen wir, dass o von r erzeugt wird, falls r C o gilt und falls fiir jede Ordnung p auf X
aus r C p stets o C p folgt.

(8.23) Proposition. Es seien eine Menge X und eine Relation r auf X gegeben.
(a) Es gibt hochstens eine von r erzeugte Ordnung auf X.
(b) Es sei eine von r erzeugte Ordnung o auf X gegeben. Dann ist o der transitiv-reflexive Abschluss von r.

(¢) Genau dann gibt es eine von r erzeugte Ordnung auf X, wenn der transitiv-reflexive Abschluss von r
antisymmetrisch ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
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9 Induktion und Rekursion

Im Folgenden beschéftigen wir uns etwas naher mit den natiirlichen Zahlen. Ausgehend von der Eigenschaft,
dass sich natiirliche Zahlen ,,zdhlen* lassen, entwickeln wir das Beweisprinzip der Induktion. Dies fiihrt uns auf
den Rekursionssatz (9.5), welcher besagt, dass sich Folgen, also Familien {iber den natiirlichen Zahlen, rekursiv
definieren lassen. Mit der Produkt- und der Summennotation fiihren wir schlieflich Schreibweisen fiir einige
solcher rekursiv definierter Folgen ein, mit deren Hilfe wir am Ende des Abschnitts schlieflich beispielhaft einige
weitere rekursiv definierte Folgen beschreiben kénnen, d.h., sogenannte Rekursionsgleichungen 16sen kénnen.

Induktion

Da uns die natiirlichen Zahlen vertraut sind, haben wir ein intuitives Verstidndnis fiir die Giiltigkeit des folgenden
Satzes:

(9.1) Satz (Peano-Arithmetik). Es sei s: N = N, n — n + 1. Dann gilt:
(a) Es ist s injektiv.
(b) Esist 1 ¢ Ims.

(¢) Induktionsprinzip. Fiir jede Teilmenge U von N mit 1 € U und s(U) C U (d.h. fir alle n € U ist
auch s(n) =n+1€U) gilt U =N.

Die in Satz (9.1) aufgefiihrten Eigenschaften charakterisieren die natiirlichen Zahlen bis auf Bijektion. Mit Hilfe
dieser Eigenschaften lassen sich die Addition, die Multiplikation und die Ordnung auf N konstruieren.
Fiir uns von besonderem Interesse ist das Induktionsprinzip (9.1)(c) (auch Prinzip der vollstindigen Induktion
genannt), welches sich wie folgt dquivalent umformulieren lasst: Zum Beweis einer Aussage der Form

(VneN:An)) = (Yn:neN= A(n))

kénnen wir zeigen, dass die Aussage der Form
AN (VneN: A(n) = A(n+1))

giiltig ist, d.h. dass zum einen die Aussage der Form
A(1)

und zum anderen fiir jedes n € N die Aussage der Form
A(n) = An+1)

gilt.

Um zu zeigen, dass dieses Beweisprinzip giiltig ist, nehmen wir an, dass beide Bedingungen erfiillt sind, also
dass die Aussage der Form A(1) gilt und dass fiir jedes n € N die Aussage der Form A(n) = A(n-+1) gilt. Ferner
setzen wir U := {n € N | die Aussage der Form A(n) gilt}. Dann ist die Giiltigkeit der Aussage der Form A(1)
aquivalent zu 1 € U. Fiir alle n € U gilt ferner die Aussage der Form A(n). Da fiir jedes n € U wegen U C N
die Aussage der Form A(n) = A(n + 1) gilt, haben wir auch die Giiltigkeit der Aussage der Form A(n + 1),
d.h. fiir jedes n € U ist auch n + 1 € U. Nach dem Induktionsprinzip (9.1)(c) impliziert dies bereits U = N,
d.h. die Aussage der Form A(n) gilt fiir alle n € N. Mit anderen Worten: die Aussage der Form Vn € N : A(n)
ist gezeigt.

Wir illustrieren das Induktionsprinzip an einem Beispiel.

(9.2) Anwendungsbeispiel. Fiir jede ungerade natiirliche Zahl m ist 2™ + 1 ein Vielfaches von 3.

Beweis. Fiir jedes ungerade m € N gibt es (genau) ein n € N mit m = 2n — 1. Wir wollen zeigen, dass 22771 +1
fiir alle n € N ein Vielfaches von 3 ist. Hierzu fiihren wir Induktion nach n.
Induktionsanfang. Fir n = 1 ist

2l 41=2""141=3=1-3
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ein Vielfaches von 3.
Induktionsvoraussetzung. Nun sei n € N so gegeben, dass 22771 4 1 ein Vielfaches von 3 ist.
Induktionsschritt. Dann gibt es ein ¢ € N mit 22"~ + 1 = ¢ - 3. Es folgt 22"~ ! = ¢- 3 — 1 und somit

22nHD—1 L —92nH2-l L — g9l L1 =4 (¢-3-1)4+1=4¢-3—-44+1=4¢-3-3
= (49 —1)-3.

Insbesondere ist auch 22(**+1)=1 4 1 ein Vielfaches von 3.
Nach dem Induktionsprinzip ist 22”1 4+ 1 fiir alle n € N ein Vielfaches von 3. O

Im obigen Beispiel haben wir in der Induktionsvoraussetzung angenommen, dass ein (beliebiges) n € N gegeben
ist und dass die Aussage fiir dieses n gilt. Anschliefsfend haben wir im Induktionsschritt gezeigt, dass die Aussage
unter dieser Annahme auch fiir n + 1 gilt. Aquivalent hitten wir in der Induktionsvoraussetzung natiirlich auch
annehmen konnen, dass ein (beliebiges) n € N mit n > 2 gegeben ist und dass die Aussage fiir n — 1 gilt, um
im Induktionsschritt dann die Aussage fiir n zu zeigen.

Alternativer Beweis. Wir zeigen erneut durch Induktion nach n, dass 22"~ + 1 fiir alle n € N ein Vielfaches

von 3 ist.

Induktionsanfang. Fir n = 1 verfahren wir wie oben.

Induktionsvoraussetzung. Nun sei n € N mit n > 2 so gegeben, dass 22("~1D=1 4 1 ein Vielfaches von 3 ist.

Induktionsschritt. Dann gibt es ein ¢ € N mit 22(*~D=1 4 1 = ¢. 3. Es folgt 22(*~1D-1 = ¢.3 — 1 und somit
22l 41 =242 L g 92Dl L) — (g3 —1)+1=4¢g-3—4+1=4¢-3—3

=(4g—-1)-3.
Insbesondere ist auch 227~! + 1 ein Vielfaches von 3.
Nach dem Induktionsprinzip ist 22"~1 4 1 fiir alle n € N ein Vielfaches von 3. O

Eine Variante des Induktionsprinzips lisst sich wie folgt formulieren. Um eine Aussage der Form Vn € N : A(n)
zu beweisen, konnen wir die Aussage der Form

AMANVReN:A(L)A...ANA(n) = A(n+1))
zeigen, d.h. zum einen die Aussage der Form
A(1)
und zum anderen fiir jedes n € N die Aussage der Form
AN ... ANA(n) = A(n+1).

Um zu zeigen, dass auch diese Variante giiltig ist, nehmen wir an, dass beide Bedingungen erfiillt sind, also dass
die Aussage der Form A(1) gilt und dass fiir jedes n € N die Aussage der Form A(1) A... A A(n) = A(n+1)
gilt. Dann gilt nach Beispiel (1.29) fiir jedes n € N aber auch die Aussage der Form

AN ANAMM) = AQ) A ... ANA(n) AN A(n+ 1),

so dass nach dem Induktionsprinzip die Aussage der Form Vn € N : A(1)A...AA(n) gilt. Nach Beispiel (1.28)(a)
gilt dann aber insbesondere die Aussage der Form Vn € N : A(n).
Wir wollen auch die Niitzlichkeit dieses Induktionsprinzip anhand eines Beispiels verdeutlichen.

(9.3) Anwendungsbeispiel. Jede natiirliche Zahl ist ein Produkt (3) von Primzahlen.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass jedes n € N ein Produkt aus Primzahlen ist. Hierzu fiihren wir Induktion
nach n.

Induktionsanfang. Es ist n = 1 ein Produkt aus 0 Faktoren, vgl. Notation (9.7) unten, also insbesondere ein
Produkt aus Primzahlen (bestehend aus null Faktoren).

39Genauer meinen wir hier ein Produkt aus einer endlichen Anzahl an Faktoren, wobei ein Produkt aus null Faktoren per
Definition immer gleich 1 ist, vgl. Notation (9.7).
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Induktionsvoraussetzung. Nun sei n € N gegeben und es sei angenommen, dass jedes m € N mit m < n ein
Produkt aus Primzahlen ist.

Induktionsschritt. Wenn n eine Primzahl ist, so ist n insbesondere ein Produkt aus Primzahlen (bestehend aus
einem Faktor). Andernfalls ist n zusammengesetzt, d.h. es gibt I,m € N mit [ < n, m < n und n = Im. Nach
Induktionsvoraussetzung sind [ und m Produkte aus Primzahlen. Wegen n = [m ist dann aber auch n ein
Produkt aus Primzahlen.

Nach dem Induktionsprinzip ist jedes n € N ein Produkt aus Primzahlen. O

Mit Hilfe eines abgewandelten Induktionsprinzips lassen sich auch Aussagen fiir ganze Zahlen ab einer be-
stimmten Grenze zeigen — das Beweisprinzip bleibt dasselbe, lediglich der Induktionsanfang bei 1 wird zu einem
Induktionsanfang bei irgendeinem gegebenen ng € Z. Prézise formuliert: Um fiir ein ng € Z eine Aussage der
Form Vn € Z : n > ng = A(n) zu beweisen, kénnen wir die Aussage der Form

Ang) AN(Yn€Z:n>ng= (An) = A(n+1)))

zeigen, d.h. zum einen die Aussage der Form
A(no)

und zum anderen fiir jedes n € Z mit n > ng die Aussage der Form
A(n) = A(n +1).

Um zu zeigen, dass auch diese Variante giiltig ist, nehmen wir an, dass beide Bedingungen erfiillt sind, also dass
die Aussage der Form A(ng) gilt und dass fiir jedes n € Z mit n > ng die Aussage der Form A(n) = A(n + 1)
gilt. DaN — {n € Z | n > no}, m — ng — 1 + m eine wohldefinierte Bijektion ist, gilt dann die Aussage der
Form

sowie fiir jedes m € N die Aussage der Form
Alng—14+m)= A(np—14+m+1).

Nach dem Induktionsprinzip ist dann aber die Giiltigkeit der Aussage der Form Vm € N : A(ng — 1 + m)
nachgewiesen, so dass aus der Bijektion die Giiltigkeit der Aussage der Form Vn € Z : n > ng = A(n) folgt.
Diese Variante des Induktionsprinzips lasst sich zum Beispiel zum Beweis der folgenden Aussage verwenden.

(9.4) Anwendungsbeispiel. Fiir jedes n € N mit n > 4 gilt n? > 2n + 7.

Beweis. Wir fithren Induktion nach n.
Induktionsanfang. Fir n = 4 gilt

n?=4>=16>15=2-447=2n+T.

Induktionsvoraussetzung. Nun sei n € N mit n > 4 so gegeben, dass n? > 2n + 7 gilt.
Induktionsschritt. Dann folgt auch

n+1)?=n*+2n+1>2n+74+2n+1>20+7+2=2n+2+7=2n+1)+7.

Nach dem Induktionsprinzip gilt n? > 2n + 7 fiir alle n € N mit n > 4. O

Rekursion
Auf Grund des Induktionsprinzips lassen sich Folgen, also Familien iiber N, rekursiv definieren:

(9.5) Proposition (Rekursionssatz). Fiir jede Menge X, jede Abbildung ¢: X — X und jedes a € X gibt es
genau eine Folge = (zk)ken in X mit 1 = a und g1 = t(zg) fir £ € N.

(9.6) Beispiel. Fiir jedes a € R gibt es genau eine Folge £ = (xg)gen in R mit 21 = a und zp41 = axy
fiir k € N.

Beweis. Es sei a € R gegeben und es sei t: R — R, y — ay. Nach dem Rekursionssatz (9.5) gibt es genau eine
Folge = (z)ken in R mit 21 = a und 241 = t(zx) = axy. O
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Produkt- und Summennotation
Mit Hilfe von Rekursion fithren wir die Produkt- bzw. Summenschreibweise ein:
(9.7) Notation.

(a) Es sei ein Monoid M gegeben. Fiir jedes n € Ny und alle z € M™ mit x;2; = x;x; fir ¢, j € [1, n] notieren
wir rekursiv

H H lls n ’
T; =
( ze[l7n—1] xl) Tn, falls n > 0

i€[1,n]

(b) Es sei ein abelsches Monoid A gegeben. Fiir jedes n € Ny und alle x € A™ notieren wir rekursiv

falls n = 0,
S 0
Zzep,n_l] x; +x,, fallsn > 0.

i€[1,n]
Wie skizzieren einen Beweis fiir die Wohldefiniertheit des in Notation (9.7)(a) definierten Objekts: Es sei
U Map(m™, M) — | ] Map(M™, M)
neNy n€Ny

gegeben durch
t(f): M M, z— f((xi)ie[l,n]) * Tp41

fir f € Map(M", M), n € Ng. Nach dem Rekursionssatz (9.5) (4°) gibt es genau eine durch Ny indizierte
Folge (pn)nen, in UnENo Map(M™, M) mit po: M® — M, x + 1 und mit p, = t(p,_1) fiir n € Ny. Nach
dem Induktionsprinzip ist dann p,, fiir jedes n € Ny eine Abbildung von M™ nach M. Fir n € Ng, x € M"
mit z;x; = x;x; fiir i, j € [1,n] schreiben wir

H Ty = pn(x)

i€[1,n]
dann gilt
H 1, falls n = 0, 1, falls n = 0,
T = pn = =
i€[l,n] ( (pn 1))(%), falls n >0 pnfl((xi)ie[l,n—l]) * T, falls n >0

_J)b falls n = 0,
- (ILicpn—1y ®i) - @, falls n> 0.

(9.8) Beispiel (kleiner Gauft). Fiir n € Ny gilt
Z i n(n+1)
. B 2
1€[1,n]
Beweis. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0 gilt

0(0+1 nn+1
ZZ_Z:: +) (24')'

1€[1,n] 1€[1,0]

n—1)(n—1+1 n—1)n
Fiir n € N mit § = (=1 ):(2)

i€l,n—1] " ™ 2

gilt

n = = =

o _ _(n—=1)n (mn—1)n+2n (n—1+2)n (n+1)n  n(n+1)
2 i= D iwm=t 2 2 2 2

i€[1,n] i€[l,n—1]

i = "D fiir alle n € N, 0

40Genau genommen benutzen wir eine Variante fiir Ny statt N.

Nach dem Induktionsprinzip gilt Zle[l n]
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(9.9) Bemerkung. Es seien ein Monoid M, eine endliche Menge I und ein 2 € M7 so gegeben, dass TiTj = T;T4
fiir 7,7 € I gilt. Fiir Abzéhlungen e und ¢’ von I gilt

H Te(k) = H Le' (k)
ke[1,]1]] ke[1,]1]]
Beweisidee. Dies folgt aus der Assoziativitat von M. O

Die vorangegangene Bemerkung erlaubt uns, die Produkt- und Summenschreibweise auf beliebige endliche
Indexmengen zu verallgemeinern:

(9.10) Notation. Es sei eine endliche Menge I gegeben. Wir wihlen eine Abzahlung e: [1,|I]] — I.
(a) Es seien ein Monoid M und ein x € M so gegeben, dass x;z; = z;z; fiir i,j € I gilt. Wir setzen

Hl‘i = H xe(k).

el kel,|1]]

(b) Es seien ein abelsches Monoid A und ein x € A’ gegeben. Wir setzen

Z:Bi = Z xe(k).

el kel1,|1]]
(9.11) Notation. Es seien ein Monoid M und eine Menge I gegeben. Wir setzen
MD = {ze M |{iel|z; #1} ist endlich}.
(9.12) Notation. Es sei eine Menge I gegeben.
(a) Es seien ein Monoid M und ein z € M@ so gegeben, dass x;xj; = xjx; fir 4,7 € I gilt. Wir setzen

Hwi = H Ti = H T;.

iel i€l i€{jel|z;#1
oh {ielle;#1}

(b) Es seien ein abelsches Monoid A und ein # € AY) gegeben. Wir setzen

in = Z T = Z x;-
i€l ;j;yé]o ie{jel|z;7#0}
Wir kommen zum Spezialfall, bei welchem alle indizierten Elemente gleich sind:
(9.13) Notation.
(a) Es seien ein Monoid M und = € M gegeben. Fiir k € Ny setzen wir
z* = H x.
i€[1,k]
Wenn zx invertierbar in M ist, so setzen wir
xR = (a7 )k
fir k € N.
(b) Es seien ein abelsches Monoid A und x € A gegeben. Fiir k € Ny setzen wir
krx=Fk-x:= Z x.
1€[1,k]
Wenn x negierbar in A ist, so setzen wir
(=k)x := k(—x)
fiir k € N.
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(9.14) Proposition (Potenzgesetze). Es sei ein Monoid M gegeben.
(a) Firx € M, k,l € Ng gilt

(c) Es sei M kommutativ. Fir z,y € M, k € Ny gilt

ahyh = (wy)k.

Fir z,y € M*, k € Z gilt
'yt = (ay)*.

Beweis.

(a) Es seien z € M und k € Ny gegeben. Um z¥z! = 2**! fiir alle | € Ny zu zeigen, fiihren wir Induktion
nach [. Fiir [ = 0 gilt

Fiir I € N mit 2Fz!~t = 2F+=1 gilt kK +1 > 1 > 0 und somit
Zl'k:El _ xk(xl_lx) — ((Ek{El_l)x _ x]”l_lx — x’”l.
kol

Nach dem Induktionsprinzip ist 2*2! = z*+! fiir alle I € Ny.

Um zFz! = 2+ fiir alle € M*, k,1 € Z zu zeigen, unterscheiden wir drei Fille. Zuerst verifizieren wir

die Gleichung fiir den Spezialfall x € M*, k € Z, | = 1, danach fir x € M*, k € Z,l € Zmit [ > 0
mittels Induktion nach [, und schlieflich fir x € M*, k € Z, | € Z mit | < 0.

Zum ersten Fall. Es seien € M* und | = 1 gegeben. Fiir k € Z mit k > 0 haben wir ¢! = 2*2! bereits
gezeigt. Fiir k € Z mit k < 0 gilt —k > 0 und damit ebenfalls

:L‘k.%'l _ xkxl _ (x—l)—kx _ ((.T_l)_k_ll'_l)l‘ _ (x_l)_k_l(x_lx) _ (.%'_1)_(k+1) 1= (.%'_1)_(k+1)
@, falls k=—1,| |1, falls bo=—1,1 _ »r1_,
T ) CED) ) falls k< —1 [ ) 2bt, fallsk< -1 [ B

l

k+1

Zum zweiten Fall. Es seien € M*, k € Z gegeben. Um 2*2! = 2**+! fiir [ € Z mit | > 0 zu zeigen, fiihren

wir Induktion nach [ (*!): Fiir [ = 0 gilt

Fiir [ € Z mit [ > 0 und 2*z!~! = 2F¥*+!=1 gilt unter Benutzung des ersten Falls auch
xkxl _ $k(£€l71$) _ ($k$171)1' _ $k+171$ _ :Ek+l.

Nach dem Induktionsprinzip ist z*z! = z**! fiir alle [ € Z mit [ > 0.

41Djeser Schritt ist analog zum Beweis fiir x € M, k,! € Ng.
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Zum dritten Fall. Schlieflich seien z € M*, k,l € Z mit | < 0 gegeben. Dann ist —I > 0, es gilt also

A=l k(D) ok

nach dem zweiten Fall und damit z**! = 2%(2=!)~!. Nun haben wir aber
:L‘_l.%'l — ((m—l)—l)—l(x—l)—l _ (x—l)—(—l)<x—1>—l — (J}_l)l(l'_l)_l — (x—l)l—&-(—l) — (56_1)0 =1

unter Benutzung des zweiten Falls, also (z7!)~! = ! nach Bemerkung (6.15) und damit auch in diesem
Fall

dhal = g (@)~ = g

Es seien € M und k € Ny gegeben. Um (2%)! = 2¥! fiir alle [ € Ny zu zeigen, fiihren wir Induktion
nach [. Fiir [ = 0 gilt

(xk)l _ (xk)o —1= .’L‘O _ Ik~0 _ xkl_
Fiir [ € N mit (2F)"=1 = 2*(=1) gilt nach (a) auch

By = ()i~ Lgh = gh(=Dgh — pk(=D+k _ okl

(z

Nach dem Induktionsprinzip ist (z*)! = 2* fiir alle | € Ny.

Um (2F)! = oM fiir alle € M*, k,l € Z zu zeigen, unterscheiden wir drei Fille. Zuerst verifizieren wir
die Gleichung fiir k,] € Z mit k > 0,1 > 0, danach fiir &k, € Z mit k < 0, [ > 0, und schlieflich fiir &, € Z
mit [ < 0.

Zum ersten Fall. Wir haben bereits bewiesen, dass (z¥)! = z* fiir alle z € M, k,I € Ny gilt, also
insbesondere fiir x € M*, k,l € Z, k> 0,1> 0.

Zum zweiten Fall. Es seien z € M*, k,l € Z mit k < 0 und | > 0 gegeben. Dann ist —k > 0 und —kl > 0,
also

(xk)l — ((m—l)—k)l — (x—l)(—k)l — (.,L,—l)—kl — Ikl

nach dem ersten Fall.

Zum dritten Fall. Es seien x € M*, k,l € Z mit [ < 0 gegeben. Dann ist —! > 0, also
(xk)—l — .Z‘k(_l)

nach dem ersten oder zweiten Fall. Nun ist aber (2*)! (z*)~! = (%) = 1 und 2*(=D2* = 20 = 1 nach (a),
also ((zF)=H)~' = (2¥)! und (x*(=D)~' = 2* nach Bemerkung (6.15). Wir erhalten also auch in diesem
Fall

(Ik)l — ((l,k)fl)fl _ (xk(fl))fl _ :Ekl.

Es seien x,y € M gegeben. Um zFy* = (xy)* fiir alle k € Ny zu zeigen, fiihren wir Induktion nach k.
Fiir £ =0 gilt

ghyP =290 =1.1=1= (ay)°.
Fiir k¥ € N mit 25~ 1y*~1 = (zy)*~! gilt auch
alyt = (@) (" y) = (@Y (ay) = (ey) T (ay) = (ey)”

Nach dem Induktionsprinzip ist z¥y* = (xy)* fiir alle k& € Ny.
Fir z,y € M*, k € Z mit k <0 ist —k > 0, es gilt also auch

=@ )My ) T =y ) T =) T = ()T T = (ay)”

nach Proposition (6.27)(a). O
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Jeder Ring R hat eine unterliegende abelsche Gruppe. Folglich haben wir fiir alle £k € Z und alle x € R den
Ausdruck kx =k -z € R definiert, vgl. Notation (9.13)(b).

(9.15) Notation. Es sei ein Ring R gegeben. Fiir k € Z schreiben wir auch
k=kY =k 1%

Wir betonen, dass die vorangegangene Vereinbarung konform mit unserer Notation fiir das Nullelement und
das Einselement in einem Ring R ist. Sie besagt unter anderem, dass wir 2% = 2. 1% = 17 4 18 3R =3.1% =
2. 1F 417 =28 1 1R etc., setzen.

Hin und wieder werden wir aufserdem folgende Schreibweise antreffen:

(9.16) Definition (Kronecker-Delta). Es seien ein Ring R und eine Menge I gegeben. Die Familie § =
(5i,j)(i,j)elx1 gegeben durch

5 . 1% fiwdj el miti=j,
W oR i d,j € 1 mit i # 5.

wird Kronecker-Delta genannt.

Rekursionsgleichungen

Als néchstes wollen wir beispielhaft sogenannte Rekursionsgleichungen studieren. Wir beginnen mit dem ver-
mutlich berithmtesten Beispiel, der sogenannten Fibonacci-Folge f = (fi)ren, € No™o, welche rekursiv durch

0, fir k=0,
fe =141, fir k=1,
fo—o+ fr—1, firk € Ngmit k> 2

gegeben ist. Esist also fo =0, fi =1, fo=fo+ fi=1, fs=fi+ fo =2, f1 = fo+ f3 = 3, usw. Mochte
man nun nur einen Wert der Fibonacci-Folge an einer grofien Stelle wissen, etwa f19090, SO muss man mit dieser
rekursiven Definition erst die Werte f; fiir i € Ny mit ¢ < 9999 berechnen. Es stellt sich daher die Frage, ob es
nicht eine ,,geschlossene Formel“ fiir diese Folge gibt, welche einem die direkte Berechnung von f1ggop ermoglicht.
Eine Rekursionsgleichung in den Unbekannten zj fir k € Ny ist durch

T = tk(x(h N ,xk,l)

fiir eine durch Ny indizierte Folge (fx)ken, von Abbildungen t5: X 0.k=1] 5 X fiir k¥ € Ny gegeben. Genau
genommen handelt es sich bei einer solchen Rekursionsgleichung also nicht um eine Gleichung, sondern um
unendlich viele Gleichungen:

Zo = to()v

I = tl(l'()),

Ty = ta(wo,71),

r3 = t3($0,$1,$2),

Wenn wir eine solche Rekursionsgleichung 16sen wollen, so suchen wir die Menge aller x = (z)ken, € X,

welche alle diese Gleichungen erfiillen. Im Fall der Fibonacci-Folge ist fiir £ € Ny etwa tj: No[o’k_l] — Ny
gegeben durch

0, falls k£ =0,
tk(ao,...,ak_l) = 17 falls k = 1,
ax—o +ax—1, fallsk>2

fir (ag,...,ax—1) € NO[O,k—H.

Wir geben nun eine geschlossene Formel fiir die Fibonacci-Folge an:
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(9.17) Beispiel (Binets Formel fiir die Fibonacci-Folge). Es sei f € Ny gegeben durch

0, fir k=0,
fe=191, fiir k =1,
fo—o+ fr—1, firk € Ny mit k> 2.
Dann gilt
o= (- By
fiir k € No.
Beweis. Wir fithren Induktion nach k. Fir k = 0 gilt
fo=fo=0= (P20 - A58 - LBy By,
Fir k =1 gilt
fo=fi=1= (0 - (50 = - 0,
Fiir k € No mit k > 2 und fi_» = J=((F52)572 = (352)82) und fiy = L ((H2)1 — (152)F1) gilt
auch
A e B e
1 1+V5, ., 1-Vb, o 1+V5,., 1-vVb,
B A S el
1 14+vV5, 5 145, ., 1-V5,, 15,
= ﬁ((T)k + (T)k —(—5 ) — (T)k )
12214+ VE)R 24 2(1+VE)EE 22(1 — V/B)F 2 4 2(1 — V/B)E !
- ﬁ( 2k a 2k )
1 (4421 +VE)(A+ VB2 (442(1 —v/56))(1 — V5)F2
- ﬁ( ok a 2k )
1 (42425 1+ V5?2 (4+2—2V6)(1— V5)F2
- ﬁ( 2k a 2k )
1 (142v5+ (VB (L + VB2 (1—2v5 + (vV5)?) (1 — V5)k2
- ﬁ( 2k a 2k )
1 (1B +VEEE 1-vB)2(1 VB2 1 (1+VB)E (1—VB)k
=75 o - oF Y
1, 14++5 15
*ﬁ(( ) )F = ( ) )").
Nach dem Induktionsprinzip gilt fi, = %(( 1+2‘£)k - (1_2*/5)’“) fiir alle k£ € Np. O

Das Erstaunliche an Binets Formel (9.17) ist die Verwendung der irrationalen Zahlen 1+2\/3 und 1_2\/5; der

Formel ist auf den ersten Blick nicht anzusehen, dass die Fibonacci-Folge lediglich (nicht-negative) ganzzahlige
Eintrage besitzt. Eine Methode zur Bestimmung dieser Formel liefert die Eigenwerttheorie aus der Linearen
Algebra [18, Abschn. 6].

Im Rahmen dieser Vorlesung beschéftigen wir uns zunéchst mit Rekursionsgleichungen, deren Losungen wir
erraten konnen, wie etwa folgendes Beispiel: Es sei x € ZNo mit

7 fir £k =0,
T =
—2x,_1 firkeN




gegeben. Dann ist etwa
To = 77
xr1 = —2.’170 =-2.-7T= —147
To = —2x1 = —2-(—14) = 28,
Tr3 = 721‘2 = —2.28 = —56.
Fiir diese ersten vier Werte gilt
zo=7=(-2)0°-7,
T =—14=(-2)! .7,
Ty =28 =(-2)%-7,
r3=—56=(=2)3-7.
Wir vermuten daher, dass
T = (—Q)k -7

fiir k € Ny gilt, und werden dies auch gleich in Beispiel (9.18) verifizieren.

Lasst sich eine geschlossene Formel nicht so leicht erraten, so hilft manchmal eine symbolische Behandlung der
betrachteten Rekursionsgleichung. In obigem Beispiel haben wir etwas Ubersicht durch das Ausrechnen mit
den involvierten Werten 7 und —2 verloren. Dies kénnen wir umgehen, indem wir etwa a := —2 setzen; fiir die
Folge x gilt dann

T = aTp—1

fiir £ € N. Ersetzen wir nun bei der Berechnung der Anfangswerte xy zunéchst nicht durch 7 bzw. a zunédchst
nicht durch —2, so erhalten wir

Ir1 = axo,

To = ar1 = aaxrgy = (Z2$0,

I3 = axy = aa2x0 = a3x0.

Hieraus lasst sich nun sehr leicht die Vermutung, dass
rp = afrg = (=2)F . 7

fiir k € Ny gilt, ablesen.
Und nicht nur das, durch die symbolische Behandlung haben wir implizit eine allgemeinere Situation betrachtet:
Fiir jedes z € ZNo und jedes a € Z mit

T = aTp—1
fiir £ € N vermuten wir, dass
zr, = a’zg

fiir k € Ny gilt.

Ferner haben wir beim symbolischen Rechnen nur benutzt, dass wir das Objekt a geeignet von links an ein
Objekt xj ,ranmultiplizieren” kénnen und sich durch diese Operation ein Objekt xj,1 ergibt, was vom selben
, L'yp* ist wie x. Die Tatsache, dass unsere Elemente aus Z sind, hat nirgendwo eine echte Rolle gespielt. Wir
vermuten daher sogar fiir jedes Monoid M, jede M-Menge X, jedes € XN und jedes a € M mit

T = aTp—1
fiir £ € N, dass
xp = aFx

fiir k € Ny gilt. Diese Vermutung wollen wir nun verifizieren:
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(9.18) Beispiel. Es seien ein Monoid M, eine M-Menge X, € X0 und a € M mit
Tht1 = aTp

fiir £ € Ny gegeben. Dann ist
xr, = afxg

fiir k& € Np.

Beweis. Wir fiihren Induktion nach k. Fir k = 0 gilt

T =20 = lag = aoxo = akxo.

Fiir k € Ny mit 2, = a*z¢ gilt auch

Tht1 = QTf = adkzy = a* .

Nach dem Induktionsprinzip gilt also in der Tat x), = a*z fiir alle k € Ny. O

Die Aussage aus Beispiel (9.18) ldsst sich auch so ausdriicken: Fiir jedes ¢ € X ist das Urbild von ¢ unter der
Bijektion

{z e XN | zpyy = axy, fiir k € No} = X, 2 — x

gegeben durch (ac)gen,. (*?)

Dadurch, dass wir Beispiel (9.18) nicht nur fiir Z, sondern direkt fiir beliebige Mengen iiber Monoiden bewiesen
haben, bleibt die Aussage auch giiltig fiir Folgen mit Eintrégen in R: Die Menge der reellen Zahlen R bildet
zusammen mit der {iblichen Addition und der iiblichen Multiplikation einen Korper, also insbesondere zusammen
mit der iiblichen Multiplikation ein Monoid und nach Bemerkung (7.9) somit auch eine Menge iiber diesem
Monoid. Nach Beispiel (9.18) gilt fiir jede Folge = (2 )ren, mit Eintragen in R und mit x4, = axy, fiir k € Ny
also

zr, = a¥z

fiir £ € Np. Aber nicht nur das: Die Menge R bildet zusammen mit der {iblichen Addition auch eine abelsche
Gruppe und damit insbesondere ein abelsches Monoid. Dadurch kénnen wir Beispiel (9.18) auch auf die analoge
Situation fiir die Addition in R anwenden, sofern wir {iberall die Notation anpassen: Fiir jede Folge © = () ken,
mit Eintrdgen in R und mit z541 = a + xj, fiir k € Ny gilt

zr = ka + xg

fiir k£ € Np.
De facto ist es sehr naheliegend, dass die Folge z aus Beispiel (9.18) durch

xp = aFx
fiir k € Ny gegeben ist. Ist ndmlich zusétzlich zg = 1, so gilt

1, fiir k=0,
x =
k axrg_1, firk e N.

Nach Notation (9.7)(a) und Notation (9.13)(a) ist dann aber
TR = H a=a"
i€[1,k]

fir £ € Ny, da wir die Produktnotation gerade auf diese Weise rekursiv definiert haben. Im Fall zg = 1 gilt
daher zj, = a* = a*zq per Definition.
Wenig iiberraschend erhalten wir folgende Verallgemeinerung von Beispiel (9.18):

42Die Bijektivitit dieser Abbildung ist gerade die Aussage des Rekursionssatzes (9.5) (in einer Variante fiir No statt N).
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(9.19) Beispiel. Es seien ein Monoid M, eine M-Menge X, z € X und a € M" mit

Tr+1 = Qk+1Tk

fiir k € Ny gegeben. Dann ist

xE = ( H a;) o

i1€[1,k]
fiir k£ € Np.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(9.20) Beispiel. Es sei x € RN mit
Tpr1 =2+ k+1
fiir k € Ny gegeben. Dann ist

E(k+1)
xk:T+$o

fiir k£ € Np.
Beweis. Nach Beispiel (9.19) und dem kleinen Gauf (9.8) ist
(k+1
Tk —l%:k i+ x0 = 424_ ) + x
fir & € No. O
Natiirlich lésst sich Beispiel (9.20) analog zu Beispiel (9.8) auch direkt beweisen:

Alternativer Beweis von Beispiel (9.20). Wir fithren Induktion nach k. Fir k = 0 gilt

0(00+1) k(k+1)
Tp = Tg = g = — + Xop.
2 2
Fir k € Ny mit oy = (k+1)+1' gilt
k(k+1 E(k+1)+2(k+1 E+2)(k+1
$k+1=$k+k+1=w+$o+k+1= ( )2 ( )+$0=%+$0
kE+1)(k+2 E+1D(k+14+1
D+ (R D(k+14D)
2 2
Nach dem Induktionsprinzip gilt zy, k(kﬂ + x¢ fiir alle k£ € Np. O

Schlieflich betrachten wir noch ein dhnliches Beispiel, welches sowohl Addition als auch Multiplikation reeller
Zahlen involviert:

(9.21) Beispiel. Es sei x € R0 mit
Tpy1 = 2(xg + 2’“)

fiir k € Ny gegeben. Dann ist
zp = 2% (k + 20)

fiir k € Np.
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Beweis. Fiir k = 0 gilt
zp =20 =2 (04 z0) = 28 (k + 20).
Fiir k£ € Ny mit 2, = 2F(k + 2¢) gilt auch
Tpr = 2(xk +28) =228 (k 4+ 20) +2F) =2 2% (k + 20 +1) = 28T (k + 1 + o).
Nach dem Induktionsprinzip gilt x;, = 2¥(k + z¢) fiir alle k € N. O

In der Informatik treten Rekursionsgleichungen beispielsweise bei der Laufzeitanalyse sogenannter Divide-and-
Conquer-Algorithmen (*3) auf. Diese sind von der Form

Tk :axth + ¢

oder Varianten hiervon, wobei x € Rﬁ%, a €Rsg,m € Nmitn > 2und ¢ € Rg%. Mit der Notation L%J wird
hierbei die ,,Abrundung* von % auf die néchstkleinere ganze Zahl, also die grofte ganze Zahl, welche kleiner
oder gleich % ist, bezeichnet.

(9.22) Beispiel. Es sei x € R0 mit
fiir £ € N gegeben. Dann ist
k

T = Z LiJ 27' + 2[10g2(k)J+1x0
i€[0, [log, (k) J]
fir k € N.
Beweis. Fir k=1 gilt
k. 1 . 1 )
Z ng 2l 4 2L10g2(k)J+1x0 _ Z L?J 21 4 2|_10g2(1)j+1x0 _ Z L?J 20 1 20+1m0
i€[0, [log, (k) J] i€[0,log, (1) ]] i€[0,0]
=14 2x,
also
k .
Tp=x1 = 2xL%J +1=2x04+1=1+2z = | Z ng 2t 4 glloga (k)| 415
i€[0,|log, (k)]]
Ep .
Fiir k € N mit k> 1 und 21| = Yic(o 10g, (15 L 5] 2° + 21082 (5D +1a gilt auch
LA
o =2ws +hk=2( Y L%J 2 4 olloaa (L5 DI+ g0y 4
i€[0, [logy (L5 )]
ko B k ; _
D S B ST T PP R B P NI
i€[0, [logy(5)]] i€[0, [log, (k) —1]]
k ; k k.
—k+ > Lspl2tolen®itipy | Dyo0q ST |22 ol ®ltig,
i€[0,log, (k)] —1] i€[1, |log, (k)]
S R LAT U I
i€[0, [log, (k)]]
Nach dem Induktionsprinzip gilt x5 = >=;c(0. [10g, (k)] |2 | 20 + 2llog2(b)]H+1 g fiir alle k € N. O

43Divide-and-Conquer-Algorithmen und deren Laufzeiten werden an der RWTH Aachen im Rahmen des Kurses Datenstrukturen
und Algorithmen (etwa 2. Semester im Studiengang B.Sc. Informatik) studiert.
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Wie wir gesehen haben, ldsst sich mit etwas Miithe auch zur rekursiv gegebenen Folge aus Beispiel (9.22) eine
geschlossene Formel angeben und verifizieren. Der Nachteil dieser geschlossenen Formel liegt aber nicht nur
in der héheren Komplexitdt im Vergleich zu den vorher betrachteten Beispielen; fiir die Anwendung in der
Informatik ist sie auch insofern unzweckmiifig, dass sie nur sehr schlecht einen Uberblick iiber das Wachstum
der gegebenen Folge gibt. Einen besseren Eindruck erhalten wir, wenn wir nur Zweierpotenzen betrachten:

(9.23) Beispiel. Es sei z € RN mit
T = 256@ + k
fiir k € N gegeben. Dann ist
T = 2M(1 4 22 + 1)
fiir | € Nyg. Mit anderen Worten: Fiir k € 2No = {2! | | € Ny} gilt
= k(logy (k) + 2x0 + 1).
Beweis. Fiir k € N gilt a3 = 2xL§J + k, also insbesondere
Top = 296%” + 2k = 2xp, + 2k.
Fiir [ € Ny folgt
Tors1 = Togr = 2001 + 2+ 20 = 2000 + 21 = 2(2y 4 21),
und damit
Tgr = 2H(1 + w90) = 281+ 21) = 28(1 + 220 + 1)
nach Beispiel (9.21). O

Es seien z,y € RYo gegeben durch

0, fir k =0,
xk:{Z:rLkJ—i-k, fir k e N,
5
0, fir k=0,
Y= k(log, (k) + 1), fiir k € N.

Auch wenn nicht x; = y fiir alle & € Ny gilt, so erkennen wir doch, dass uns die Folge y einen ganz guten
Uberblick iiber das Wachstum der Folge x liefert:
k Tk Yk
10° [ 1.00-10° [ 1.00-10°
10t | 3.60-10 | 4.32-10*
102 | 6.52-10% | 7.64-102
103 | 9.12-10% | 10.97- 103
10 | 1.33-10° | 1.43-10°
105 | 1.66-10° | 1.76-10°
108 | 1.92-107 | 2.09-107
107 | 2.34-10% | 2.43-108
108 | 2.60-10° | 2.76-10°
107 | 2.92-10% | 3.09-10'°
1019 | 3.35- 10 | 3.42- 10"

De facto liefert uns sogar z € RNo gegeben durch

0, fiir k = 0,
2L =
"7 \klogy(k), fiir k €N,
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bereits eine realitdtsnahe Vorstellung iiber das Wachstum von z, da fiir groke Stellen k& der Einfluss des Sum-
manden k in y;, = k(logy (k) + 1) = klog,y (k) + k unerheblich wird:

k Ty Yk 2k
109 1.00 - 109 1.00 - 109 0.00 - 10°
1019 | 3.35-10' | 3.42-10'' | 3.32-10'!
10%° | 6.63-10%! 6.74-10%' | 6.64-10%!
103° | 9.94-103! | 10.07-103! | 9.97-10%!
1040 | 1.32-10%2 1.34-10%% | 1.33-10%2
1059 | 1.67-10°2 1.67-10%2 | 1.66 - 10°2
10%0 | 1.99-10% | 2.00-10%% | 1.99-1052
1070 | 2.32-1072 | 2.34-1072 | 2.33-1072
1080 | 2.65 - 1032 2.67-10%2 | 2.66-10%2
10°0 | 2.98-10°2 | 3.00-10°% | 2.99-10%2
10190 | 3.33-10%92 | 3.33.10%02 | 3.32.10'02

(9.24) Definition (ungefihr gleich schnelles Wachstum). Es seien z,y € Ri% gegeben. Wir sagen, dass z
ungefihr so schnell wie y wdichst, wenn es ¢,d € Ry und ein kg € Ny derart gibt, dass fiir & € Ng mit k& > ko
stets

cyr < xp < dyg
gilt.
(9.25) Beispiel. Es seien z,y € Ri% mit
T = 2xL§J + k,
Yk = klogy (k)
fiir £ € N gegeben. Dann wéchst « ungeféhr so schnell wie y.

Beweis. Zunichst zeigen wir durch Induktion nach k, dass fiir k& € Ng mit k > 2 stets zp < 2(zo + 1)y gilt.
Fiir k = 2 gilt

Tp=x2=2201+2=202x04+1)+2=4dag+4=2(x0+1)-2=2(x0+ 1) - 21logy(2) = 2(z¢ + 1)y2
:2(x0+1)yk.

Fiir k = 3 gilt
xp=x3=201+3=202204+1)+3 =420 +5<6x0+6=2(xp+1) -3 <2(x0+1)-3logy(3)
= 2(w0 + L)ys = 2(xo + 1)y

Fur k& € Ny mit ¥ > 4 und Tk < 2(xo + 1>yL§J gilt

k k k k
Tp=2T 5 k<2 2(zo + Dy k) +k =4z + 1)L§j logQ(L§J) +k<4(xo+ 1)5 log2(§) +k
=2(xg+ 1)k(logy (k) — 1) + k = 2(xg + 1)k logy (k) — 2(xo + 1)k + k = 2(zo + )y — (2z9 + 1)k
< 2(zo + )Yk

Nach dem Induktionsprinzip gilt x < 2(z¢ + 1)y, fiir alle k € Ng mit k£ > 2.
Als néchstes zeigen wir durch Induktion nach k, dass fiir & € Ny mit k& > 1 stets xp > %yk gilt. Fir k=1 gilt

zp=a1 =229+ 1>0=1logy(1l) = y1 = ys.

Fir k € No mit £ > 2 und 25 > %yth gilt log, (51) > logy(2) = —1 und log, (k) < k, also

1 2k k
:ck:QxL%J +k22-§ngJ +k:§L§J 10%2(L§J)+k

2 k-1 k-1 1
s 2. A — Z(}— 1) —
>3 5 log, 5 )+ k 3(k 1)(logy(k—1) — 1)+ k
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= (k= )00z k) + loma( ) -1y k> L
= & (k — 1)logy(k) ~2) + k= 3 klogy(k) — 2k -

1 1 1 2 1 21
= -kl —k—=1 - > -kl - > -kl = — Y.
3k ogy (k) + 3k 3 ogy (k) + 32 3k ogy (k) + 32 3k gy (k) Yk
Nach dem Induktionsprinzip gilt z; > %yk fiir alle k € Ng mit £ > 1.
Fiir k£ € Ny mit k£ > 2 gilt somit
1
3k < < 2(20 + 1y
Folglich wichst x ungefdhr so schnell wie y. O

10 Das Stringmonoid

Nach der bis hierher erfolgten abstrakten Begriffsbildung wollen wir in diesem Abschnitt eine Anwendung aus der
Informatik kurz anreifsen. Hierzu fithren wir das Stringmonoid ein, welches die Grundlage fiir die insbesondere
in der theoretischen Informatik untersuchten formalen Sprachen iiber einem gegebenen Alphabet bildet. Im
Anschluss zeigen wir einen Zusammenhang zwischen formalen Sprachen und sogenannten Automaten, welche
im Wesentlichen Mengen iiber dem Stringmonoid sind.

Begriffsbildung
Wir beginnen mit dem Begriff des Stringmonoids.

(10.1) Bemerkung. Es sei eine Menge X gegeben. Die Menge UkeNO X% wird zu einem Monoid mit Monoid-
verkniipfung

((‘rlv'-'7xk)7(y1a"'7yl)) = (xlv"'7xkay17"'7yl)
und Einselement ().

(10.2) Definition (Stringmonoid). Es sei eine Menge X gegeben. Das Monoid mit unterliegender Men-
ge Uren, X* und der Verkniipfung ((z1,...,2x), (y1,---,9)) = (21,..., Tk, Y1, .., y) aus Bemerkung (10.1)
wird Stringmonoid (oder freies Monoid oder Wortmonoid) iber X genannt und als X* notiert. Die Monoid-
verkniipfung von X* wird Konkatenation (oder Aneinanderhingung) genannt. Ein Element von X* wird String

(oder Zeichenkette) in X genannt. Das Einselement von X* wird leerer String in X genannt und als ¢ := ()
notiert.
Fiir einen String (x1,...,z) in X schreiben wir x; ... 2 := (z1,...,2%).

10.3) Beispiel.
( p
(a) Es sei ein Objekt a gegeben. Dann ist das Stringmonoid iiber {a} gegeben durch
{a}* ={¢,a,aa,aaa,...}.
(b) Es seien verschiedene Objekte a und b gegeben. Dann ist das Stringmonoid iiber {a, b} gegeben durch

{a,b}* ={e,a,b,aa, ab,ba,bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, . .. }.

(10.4) Bemerkung. Fiir jede Menge X ist (X*)* = {e}.

Sprachen

Die Wichtigkeit des Stringmonoids, insbesondere in der (theoretischen) Informatik, ergibt sich durch die Be-
trachtung von Teilmengen: (*4)

44Formale Sprachen werden an der RWTH Aachen bspw. im Kurs Formale Sprachen, Automaten, Prozesse (etwa 2. Semester im
Studiengang B.Sc. Informatik) studiert.
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(10.5) Definition (Sprache). Es sei eine Menge X gegeben. Eine (formale) Sprache iiber X ist eine Teilmenge
von X*.

Es sei eine Sprache L iiber X gegeben. Die Menge X wird Alphabet von L genannt. Ein Element von X wird
Zeichen (oder Buchstabe) von L genannt. Ein Element von L wird Wort in L genannt. (°)

Da fiir eine Menge X auch das Stringmonoid X™* eine Sprache {iber X ist, werden die Strings in X, d.h. die
Elemente von X*, auch Worter in X* genannt.

(10.6) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a und b gegeben.
(a) Es ist
{a"b"™ | n € N} = {ab, aabb, aaabbb, ...}
eine Sprache tiber {a, b}.
(b) Es ist
{(ab)"™ | n € No} = {¢, ab, abab, ababab, . .. }
eine Sprache tiber {a, b}.

Als Anwendungsbeispiel geben wir eine mégliche Formalisierung fiir die Sprache der Aussagenlogik, vgl. Defi-
nition (1.1), an:

(10.7) Anwendungsbeispiel. Das Alphabet der Aussagenlogik sei modelliert als Menge X gegeben durch
X ={A1,As,As,...}U{0,1,-, AV, =, < U{(,)}.

Die Sprache der Aussagenlogik ldsst sich dann als (formale) Sprache iiber X auffassen.

Auch eine beliebige Programmiersprache, wie z.B. C, lasst sich als formale Sprache modellieren:

(10.8) Anwendungsbeispiel. Die Befehle und erlaubten Zeichen einer Programmiersprache seien als Elemente
einer Menge X modelliert. Quelltexte fiir diese Programmiersprache lassen sich dann als Wérter einer Sprache
iiber X auffassen.

Als kurzen Ausblick skizzieren wir das Wortproblem: Es sei eine Menge X gegeben. Fiir einen String x in X
bezeichnen wir einen String 2’ in X als einen Unterstring (oder Teilstring) von x, falls es Strings p und s in X
mit z = pz's gibt.

Ferner sei eine Relation r auf X* gegeben. Die bzgl. r in Relation stehenden Strings in X fassen wir als
,Ersetzungsregeln im folgenden Sinn auf: Es seien Strings = und y in X gegeben. Wir sagen, dass x und y
durch eine elementare Ersetzung auseinander hervorgehen, wenn es Strings p, s, 2/, ¥’ in X mit x = pa's,
y = py's und 2’ r 3 gibt, d.h. falls y durch Ersetzung des Unterstrings ' von z durch den Unterstring v’
entsteht und umgekehrt.

Das Wortproblem ist nun folgendes: Es seien Strings x und y in X gegeben. Lésst sich iiberpriifen, ob y durch eine
endliche Folge von elementaren Ersetzungen aus x hervorgeht? In vielen Féllen ist dieses Problem nachweislich
unentscheidbar.

Es gibt eine bzgl. Inklusion kleinste Sprache L., welche zum einen z enthilt und welche zum anderen mit
jedem Wort z in L, auch alle diejenigen Strings in X enthélt, die durch eine elementare Ersetzung aus z
hervorgehen. (%6) Mit Hilfe von L, lisst sich das Wortproblem wie folgt umformulieren: Lisst sich iiberpriifen,
ob y ein Wort von L, ist?

45Gelegentlich wird auch eine andere Terminologie verwendet: Die Menge X wird auch Vokabular von L genannt. Ein Element
von X wird dann Wort in L genannt. Ein Element von L wird dann Satz in L genannt.

46D h. einerseits ist L, eine Sprache derart, dass z in L; enthalten ist, und so, dass mit jedem Wort z in L, auch alle diejenigen
Strings in X enthalten sind, welche durch eine elementare Ersetzung aus z hervorgehen, und andererseits gilt fiir jede Sprache L
derart, dass = in L enthalten ist, und so, dass mit jedem Wort z in L auch alle diejenigen Strings in X enthalten sind, bereits, dass
jedes Wort in L; auch ein Wort von L ist. Vgl. Definition (8.15)(a).
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Automaten

In der Informatik spielen Operationen des Stringmonoids, siehe Definition (10.2), eine wichtige Rolle.

(10.9) Definition (Automat). Es sei eine Menge X gegeben. Ein Automat (oder deterministischer Automat
oder Zustandsmaschine oder deterministische Zustandsmaschine) iiber X besteht aus einer Menge M {iber X*
und Teilmengen S und F von M.

Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl den besagten Automaten als auch die unterliegende Men-
ge iiber X* mit M. Die unterliegende Menge von M wird Menge der Zustinde (oder Zustandsmenge) von M
genannt. Ein Element von M wird Zustand von M genannt. Die Rechtsoperation von M wird (erweiterte)
Ubergangsfunktion (oder (erweiterte) Transitionsfunktion) von M genannt. Die Menge X wird Fingabealphabet
(oder Alphabet) von M genannt. Ein Element von X wird Zeichen (oder Buchstabe) von M genannt. Die Men-
ge S wird Menge der Anfangszustinde (oder Menge der Startzustinde oder Menge der Initialzustinde) von M
genannt. Ein Element von S wird Anfangszustand (oder Startzustand oder Initialzustand) von M genannt. Die
Menge F' wird Menge der Endzustinde (oder Menge der Finalzustinde oder Menge der Terminalzustinde oder
Menge der akzeptierenden Zustinde) von M genannt. Ein Element von F wird Endzustand (oder Finalzustand
oder Terminalzustand oder akzeptierender Zustand) von M genannt.

Die (erweiterte) Ubergangsfunktion eines Automaten M iiber einer Menge X ist eindeutig durch ihre Einschriin-
kung auf M x X festgelegt:

(10.10) Proposition. Es seien Mengen X und M gegeben. Dann ist

{6 € Map(M x X*, M) | 6 ist eine Rechtsoperation von X™* auf M} — Map(M x X, M),
d ((¢g;a) = qda)

eine wohldefinierte Bijektion.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Wegen Proposition (10.10) lassen sich endliche Automaten iiber endlichen Alphabeten durch Skizzen veran-
schaulichen, bei denen die Ubertragungsfunktion sowie Anfangs- und Endzustinde durch Pfeile angegeben
werden:

(10.11) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a und b sowie verschiedene Objekte g1, ¢a, g3 gegeben. Wir
haben einen Automaten M iiber {a,b} mit Zustandsmenge {q1, g2, g3}, Ubergangsfunktion bestimmt durch

qa=q2, qb=q,
@20 = q2, G2b= g3,
g3 = g2, q3b = gs,

Menge der Anfangszustédnde gegeben durch {¢g;} und Menge der Endzustéinde gegeben durch {gs}.

/Z’a\a&b&
(=) == )—

Die Bedeutung von Automaten liegt in der Erkennung formaler Sprachen:

(10.12) Definition (Sprache eines Automaten). Es seien eine Menge X und ein Automat M iiber X gegeben.
Die Sprache von M ist definiert als

L(M) := {xz € X™* | es gibt einen Startzustand p und einen Endzustand ¢ von M mit pz = ¢}.

Es sei ein String = in X gegeben. Wir sagen, dass © von M akzeptiert (oder erkannt) wird, wenn x ein Wort
in L(M) ist, und ansonsten, dass x von M zurickgewiesen (oder verworfen) wird.
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(10.13) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a und b gegeben. Ferner sei M der folgende Automat
iiber {a,b}.

a b

a4, N
(D ——()==()—

Dann ist
L(M) = {zab" | x € {a,b}*, n € N}.

Beweis. Zunéchst sei ein von M akzeptiertes Wort y gegeben. Da ¢; der einzige Anfangszustand von M und g3
der einzige Endzustand von M ist, gilt 1y = g3. Wegen q1¢ = g1 # g3 ist y # ¢, und wegen q;a = q2 # 3
fir i € {1,2,3} endet y ferner nicht auf a, d.h. es gibt kein z € {a,b}* mit y = za. Folglich endet y auf b.
Es seien n € N und z € {a,b}* derart gegeben, dass y = zb™ ist und z nicht auf b endet, d.h. so, dass es
kein z € {a,b}* mit z = b gibt. Dann ist ¢ 20" = q1y = q3. Wegen ¢1b0" = q1 # g3 ist z # €. Folglich endet z
auf a, d.h. es gibt ein = € {a,b}* mit z = za. Wir haben somit y = zb" = xab™.

Umgekehrt seien = € {a,b}* und n € N gegeben. Wegen ¢;a = ¢» fiir ¢ € {1,2,3} ist dann ¢1za = ¢a, also

qlxab” _ q2b7L _ q3b7L—1 = q3.

Da ¢; ein Anfangszustand und g3 ein Endzustand von M ist, wird folglich xab™ von M akzeptiert.
Insgesamt ist L(M) = {zab™ | x € {a,b}*, n € N}. O

11 Der Polynomring

In diesem Abschnitt fithren wir Polynome mit Koeffizienten in einem Korper ein. Da sich Polynome addieren
und multiplizieren lassen, erhalten wir so fiir jeden Korper einen kommutativen Ring.
Im Folgenden, bis zum Ende des Abschnitts und mit Ausnahme einiger Beispiele, sei stets ein Korper K gegeben.

Begriffsbildung

Wir beginnen mit der Einfiihrung von Polynomen, wobei wir auf eine Riickfiihrung auf bekannte Konzepte
verzichten. Ein Polynom in X soll ein Ausdruck der Form Zie[o n] a; X' = ap+ a1 X + ...+ a, X" fiir ein
beliebiges n € Ny sein. Fiihren wir triviale Summanden mit, so kénnen alle Polynome gleich behandelt werden,
unabhéngig von der Anzahl ihrer jeweiligen nicht-trivialen Summanden. Hierzu betrachten wir im Folgenden
die Menge
KMo = fg e KN | {i € Ny | a; # 0} ist endlich}

={a € K™ | es gibt ein n € Ny mit a; = 0 fiir alle i > n}.

(11.1) Arbeitsbasis (Polynomring).
(a) Ein Polynom in X iiber K ist ein ,,Ausdruck® der Form
I
i€Np

fiir ein @ € K(™o). Die Familie a wird Koeffizientenfolge von f genannt. Fiir i € I wird a; der Koeffizient
von f an der Stelle ¢ (oder der i-te Koeffizient von f) genannt.

(b) Es seien Polynome f und g in X iiber K und a,b € K®Mo) mit f = Yien, @iX und g = 3 bi X
gegeben. Die Polynome f und g sind gleich, geschrieben f = g, falls a = b gilt.

(c) Das Polynom X =" 81, X" wird Unbestimmte genannt.

1€Np
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(d) Der kommutative Ring gegeben durch die Menge der Polynome

KIX]:={)_ aX'|ac K"}
1€Ng

in X iiber K mit Addition und Multiplikation gegeben durch

1€Ng 1€Np 1€Ng
(x-S (Y wnxt
1€Np Jj€Ny keNy i,jGNz
itji=

fiir a,b € KM wird Polynomring in X iiber K genannt.

(e) Wir identifizieren K mit der Teilmenge {aX" | a € K} von K[X]. Das heifit, unter Missbrauch der
Notation notieren wir aX? fiir a € K auch durch a.

Fiir a,b € K™) sind die Polynome f = Dien, ¢iX ' und g = 37 b;X* in X iiber K genau dann gleich,

wenn a = b gilt, d.h. wenn a; = b; fiir alle i € Ny gilt.

1€Np

. elsplel. Es selen f,g € gegeben durc = —lund g = — 34 + X 4+ 1. Dann ist
11.2) Beispiel. Es sei QX ben durch X% —1und X34+2X2+X+1.D

f+g=-X*+3X%+X,
fg=-X"+2X*4+2X3 - X2 X —1,
—2f = —2X2 4 2.

Polynomfunktionen

Die wesentliche Eigenschaft eines Polynoms f € K[X] ist die Moglichkeit, Elemente von K in f ,einzusetzen®.
Hierdurch kénnen wir Polynome als Funktionen auffassen.

11.3) Definition (Polynomfunktion). Es seien f € K[X] und a € K™ mit f = 3. a; X" gegeben. Die
ieNg gegl
Abbildung

K—>K,z— Zaiwi
1€Np

heif’t Polynomfunktion zu f und wird unter Missbrauch der Notation wieder als f notiert.
(11.4) Beispiel. Es sei f € Q[X] gegeben durch f = X? — 1. Dann ist f(5) = 24.
Beweis. Es gilt f(5) =52 — 1= 24. O

Wir betonen, dass Polynome keine Funktionen sind, sondern nur zugehorige Polynomfunktionen liefern. So
gibt es etwa tiber dem zweielementigen Korper aus Beispiel (6.43) unendlich viele Polynome, aber lediglich vier
Polynomfunktionen (alle vier Abbildungen von {0, 1} nach {0, 1} sind Polynomfunktionen).

Einsetzen von Elementen ist vertriglich mit den Ringstrukturen von K[X] und K:

(11.5) Proposition.
o Vertrdaglichkeit mit den Additionen. Fir f,g € K[X], x € K ist (f + g)(z) = f(x) + g(x).
o Vertriglichkeit der Nullen. Fiir z € K ist 0(x) = 0.
o Vertriglichkeit der Negative. Fir f € K[X], x € K ist (—f)(z) = —f(z).
o Vertriglichkeit mit den Multiplikationen. Fir f,g € K[X], z € K ist (fg)(z) = f(x) g(x).
o Vertraglichkeit der Finselemente. Fir x € K ist 1(z) = 1.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
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Grad eines Polynoms

Es seien f € K[X]\{0} und a € K®o) mit f = > ieNo a; X" gegeben. Wegen f # 0ist a # 0 und wegen a € K No)
gibt es ein n € Ny mit a, # 0 und a; = 0 fiir 4 > n. Somit ist

1€[0,n]
Wir wollen nun etwas Terminologie fiir diese endliche Darstellung eines Polynoms festlegen.

(11.6) Definition (Grad, Leitkoeffizient, normiertes Polynom). Es seien f € K[X]\ {0} und a € K®Mo)
mit f =3 cn, a; X* gegeben.

(a) Der Grad von f ist definiert als

deg f :=max {i € Ny | a; # 0}.

(b) Der Koeffizient lc(f) := aqeg f von f heilt Leitkoeffizient von f.
(c) Wir sagen, dass f ein normiertes Polynom ist, falls le(f) = 1 ist.
Wir betonen, dass das Nullpolynom keinen Grad hat.
(11.7) Beispiel.
(a) Das Polynom X? — 1 iiber Q hat den Grad 2 und den Leitkoeffizienten 1 und ist daher normiert.

(b) Das Polynom —X3 +2X? + X + 1 {iber Q hat den Grad 3 und den Leitkoeffizienten —1 und ist daher
nicht normiert.

(11.8) Bemerkung. Es seien f,g € K[X]\ {0} gegeben.
(a) Wenn f + g # 0 ist, gilt
deg(f +g) < max(deg f, deg g).
Wenn deg f # deg g ist, dann ist f 4+ g # 0 und
deg(f + g) = max(deg f, deg g).
(b) Es gilt fg # 0 und
deg(fg) = deg f + degg.
Beweis. Es seien a,b € KMo mit f = Dien, @i X' und g =7

ieNo b; X gegeben.

(a) Esist f+g =y, (ai + b)) X" Fiir i € Ng mit i > max(deg f,degg) gilt a; +b; = 0+ 0 = 0. Wenn
also f + g # 0 ist, dann ist

deg(f +¢) =max{i € Ng | a; + b; # 0} < max(deg f, degg).
Wenn deg f < degg ist, so gilt ageg g = 0 und
Qdeg g 1 bdegg = 0+ bdeg g = bacg g 7 0,
also f + g # 0 und
deg(f 4+ g) = max {i € Ny | a; + b; # 0} = deg g = max(deg f,degg).
Analog gilt: Wenn deg f > degg ist, so ist f + g # 0 und deg(f + g) = deg f = max(deg f,degg).

Folglich impliziert deg f # degg stets f + g # 0 und deg(f + g) = max(deg f,degg).
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(b) Esist fg =23 ) cn, O iieN, a;bj) X*. Fiir k € Ng mit k > deg f + deg g gilt
itj=k

Z a:b; = adegfbdegg7 falls k:degf_'_degg’
i 0, falls & > deg f + deg g.

Folglich ist fg # 0 und deg(fg) = deg f + degg. O
(11.9) Korollar. Es ist

K[X]* = K*.
Beweis. Fiir f € K[X]* gilt

deg f + deg f~' = deg(ff ") = deg1 =0,

also deg f = deg f~! = 0 und damit f, f~* € K*. Folglich ist K[X]* C K*. Dajedes in K invertierbare Element
insbesondere in K[X] invertierbar ist, gilt umgekehrt auch K> C K[X]*. Insgesamt ist also K[X]* = K*. O

(11.10) Korollar. Der Polynomring K[X] ist ein Integritdtsbereich.
Beweis. Dies gilt nach Bemerkung (11.8)(b). O
Manchmal betrachten wir nur Polynome bis zum einem gegebenen Grad n. Wir legen eine Schreibweise fest:
(11.11) Notation. Fiir n € Ny setzen wir

K[ X]<n :={f € K[X]| f =0 oder deg f < n}.

(11.12) Bemerkung. Fiir n € Ny ist

KX]len={ Y  aX'|acK"" 1}
i€[0,n—1]

Insbesondere gilt K[X]<o = {0} und K[X]; = K.

(11.13) Definition (konstantes Polynom, lineares Polynom, quadratisches Polynom, kubisches Polynom). Es
sei f € K[X] gegeben.

(a) Wir nennen f ein konstantes Polynom, falls f = 0 oder deg f = 0 ist.
(b
(c

(d) Wir nennen f ein kubisches Polynom, falls deg f = 3 ist.

Wir nennen f ein lineares Polynom, falls deg f = 1 ist.

)
) Wir nennen f ein quadratisches Polynom, falls deg f = 2 ist.
)

(11.14) Beispiel.
(a) Das Polynom 2 iiber Q ist konstant.

(b) Das Polynom 2X + 3 iiber Q ist linear.

Nullstellen

Unter allen Koérperelementen, die man in ein gegebenes Polynom einsetzen kann, sind diejenigen von besonderem
Interesse, welche die Null als Wert annehmen:

(11.15) Definition (Nullstelle). Es sei f € K[X] gegeben. Eine Nullstelle von f ist ein a € K mit
fla)=0.
(11.16) Beispiel. Es sei f € Q[X] gegeben durch f = X2 — 1. Dann sind 1 und —1 Nullstellen von f.
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Beweis. Es gilt f(1) =12 —1=0und f(-1) = (—1)? — 1 = 0. Folglich sind 1 und —1 Nullstellen von f. O

(11.17) Definition (algebraisch abgeschlossen). Wir nennen K algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom
iber K, welches nicht konstant ist, eine Nullstelle hat.

(11.18) Beispiel. Der Korper der reellen Zahlen R ist nicht algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Fiir alle a € R gilt > +1 > 041 = 1 > 0 und damit insbesondere a? 41 # 0, d.h. das Polynom X2+ 1
iiber R hat keine Nullstelle. Folglich ist R nicht algebraisch abgeschlossen. O

Der Fundamentalsatz der Algebra, welchen wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht beweisen kénnen, besagt, dass
der Korper der komplexen Zahlen C, siehe Definition (13.30), algebraisch abgeschlossen ist.

12 Teilbarkeitslehre

Ziel dieses Abschnitts ist es zu sehen, dass es starke formale Ahnlichkeiten zwischen dem Ring der ganzen
Zahlen Z und dem Polynomring K[X] {iber einem Korper K gibt.

Division mit Rest

Wir beginnen mit der (zumindest in Spezialfillen aus der Schule bekannten) Division mit Rest, fiir welche es
sowohl eine Version fiir ganze Zahlen als auch fiir Polynome mit Koeffizienten in einem Korper gibt.

(12.1) Satz (Ganzzahldivision, Polynomdivision).

(a) Esseiena € Z, b € Z\ {0} gegeben. Ferner seien Folgen (¢;)ien, und (7;)ien, in Z rekursiv definiert durch

0 fir ¢ =0,

gi =< qi—1+ (sgnr;_1)(sgnd) fir i € N mit r;_y ¢ [0, |b] — 1],
qi—1 fiir ¢ € N mit r;_1 € [0, 0] — 1],
a fiir + = 0,

T; = ri-1 — (sgnr;—q)|b| fiir ¢ € N mit r;—q ¢ [0,]b] — 1],
rio1 fir ¢ € N mit r;_q € [0, |b] — 1.

(i) Fiir alle ¢ € Ny gilt
a = qb+r;.

(ii) Es existiert ein n € [0, max(0, |a] — [b| + 1)] mit r, € [0,]b] — 1] und ¢; = qn, 1 = ry, fiir i € Ny
mit ¢ > n.

(b) Es seien ein Korper K und f € K[X], g € K[X]\ {0} gegeben. Ferner seien Folgen (¢;)ien, und (7;)ien,
in K[X] rekursiv definiert durch

0, flir 2 = 0,

@i =% qi—1 +1e(ri—1)le(g) 7t Xdeeri-a—desg  fiir 4 € N mit r;—1 ¢ K[X]<degg,
Gi—1, fir ¢ € N mit 7,1 € K[X]<deg g,
1, fiir i = 0,

i o= rieq — le(ri—1) le(g) 7t Xdesri-i—deg gy fiir j € Nmit 7,1 & K[X]<degg,
Ti 1, fir ¢ € Nmit 7,1 € K[X]<degg-

(i) Fiir alle ¢ € Ny gilt
f=ag+ri.

(ii) Es existiert ein n € Ng mit r, € K[X]|cdegy und ¢; = gn, 1 = 7y, fiir ¢ € Ng mit ¢ > n. Wenn f # 0
ist, dann kann n € Ny so gewéhlt werden, dass zusétzlich n < max(0,deg f — degg + 1) gilt.
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Beweis.

(a) (i) Wir fithren Induktion nach . Fir ¢ = 0 gilt
gib+ri=qob+ro=0-b+a=a.

Nun sei ¢ € N so gegeben, dass a = ¢;—1b + r;—1 gilt. Dann erhalten wir auch

Gib L= {(qil + (sgnri—1)(sgnd))b+ri—1 — (sgnr;_1)|b|, falls r,_1 ¢ [0,]0] — 1],}

qi—1b+ i1, falls r;_1 € [0, [b] — 1]
) qiab+ (sgnrio1)(sgnb)b+ 11 — (sgnri—1)[b|, falls 71 ¢ [0,]b] — 1],
gi—1b+ri—1, falls ;1 € [0, ]b] — 1]
=(qi-1b+ri1 =a.
Nach dem Induktionsprinzip gilt a = ¢;b + r; fiir alle i € Nj.
(ii) Zunéchst sei ¢ € N mit r;,_1 ¢ [—|b], |b] — 1] gegeben. Dann gilt

o1 — [bl], falls r;_q > [b],
ri1 4 [b]], falls 71 < —[b]

_ =Pl sy 2ol L frea =L flls e 2oL L
| =i+ 0Bl), falls g < —Jb [ | =i — bl falls o < —[B] o

|7i] = [ri—1 — (sgnri_1)|b]| = {

< |’I“i_1|.
Fiir ¢ € N mit r;—1 € [—|b|,—1] gilt r; = r,_1 — (sgnr;—1)|b] = ri—1 + |b| € [0,]b] — 1]. Fiir i € N
mit r;—; € [0, ]b] — 1] gilt ; = r;,_1 und damit ebenfalls r; € [0,]b] — 1].
Falls a ¢ [0, [b| — 1] ist, erhalten wir induktiv r|q_jp+1 € [0, |b] — 1]. Falls hingegen a € [0, [b] — 1]
ist, gilt 7o = a € [0,|b] — 1]. Es sei n := min{i € Ny | r; € [0,]b] — 1]}. Per Induktion folgt ¢; = ¢y,
und r; = ry, fiir i € Ng mit ¢ > n. Wenn a ¢ [0, |b| — 1] ist, gilt n < |a|—|b|+1, und wenn a € [0, |b] —1]
ist, gilt n = 0. Insgesamt gilt also stets n < max(0, |a| —|b|+1) und damit n € [0, max(0, |a| — |b| +1)].

(b) (i) Wir fithren Induktion nach i. Fiir ¢ = 0 gilt
Gig+7ri=q9+r0=0-g+f=Ff

Nun sei i € N so gegeben, dass f = g;_19 + r;—1 gilt. Dann erhalten wir auch

(qi—1 +1c(ri_1)1c(g) " Xdegri-1—degg)q
+ricy —le(ri1)le(g) "t Xdeerimimdeagg  falls 1y ¢ K[X]<deggs
oo flls 1i-1 € KX)o
¢i—19 +lc(ri_1)1c(g) "t Xdegri-i—deggy
+ri_1 —le(rimq)le(g) !t Xdegricimdeggg - falls 7y ¢ K[X]<deg g,
e falls 1i-1 € K[X) <aegs

Qg +1;

=¢qi-19+71i-1=f.

Nach dem Induktionsprinzip gilt f = g;g + r; fiir alle ¢ € Ng.
(ii) Zunéchst sei ¢ € N mit 7,_1 ¢ K[X]<degy gegeben. Dann gilt

deg(le(ri—1)le(g)~H X870 g) — deg XI8Ti-174%89 4 deg g
=degr;_1 —degg+degg =degr;_1

nach Bemerkung (11.8)(b) und damit r; = 0 oder r; # 0 und

degr; = deg(ri_1 — lc(ri_1)le(g) ™t Xdeeri-1—desg )
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< max(degr;_1,deg(lc(r;—1)le(g) "t X8 17489 g)) = degr;_4

nach Bemerkung (11.8)(a). Da der Koeffizient von 7; = ;1 —le(r;_1)lc(g)~! Xdeeri-1=dee 94 an der
Stelle degr; 1 durch le(r;_1) — le(r;_1)lc(g) ~*le(g) = 0 gegeben ist, gilt sogar r; = 0 oder 7; # 0
und degr; < degr;_1, d.h. esist r; € K[X]cdegr,_,-

Fiir i € N mit r;_1 € K[X]|deg g gilt hingegen r; = r;,_; und damit r; € K[X] qeg g-

Falls f ¢ K[X]cdegq ist, erhalten wir induktiv 7dqeg f—degg+1 € K[X]|<degg- Falls hingegen
[ € K[X]cdegg ist, gilt 7o = f € K[X]|cdegy- Es sei n := min{i € Ng | r; € K[X] qegg}. Per
Induktion folgt ¢; = ¢, und 7, = 7, fir ¢ € Nyg mit ¢ > n. Wenn f ¢ K[X]|cgegy ist, gilt
n < deg f —degg+1, und wenn f € K[X]| degq \ {0} ist, gilt n = 0. Insgesamt gilt also, sofern f # 0
ist, stets n < max(0,deg f — degg + 1). O

(12.2) Satz (Division mit Rest).
(a) Fir allea € Z, b € Z \ {0} gibt es eindeutige ¢ € Z, r € [0, |b| — 1] mit
a=qb+r.

(b) Es sei ein Korper K gegeben. Fiir alle f € K[X], g € K[X] \ {0} gibt es eindeutige ¢ € K[X],
r € K[X]<deg g mit

f=qg9+r

Beweis.

(a) Es seien a € Z, b € Z\ {0} gegeben. Nach Satz (12.1)(a) gibt es ¢ € Z, r € [0, |b| — 1] mit @ = gb+ r. Fiir
die Eindeutigkeit seien ¢,q" € Z, r,7’ € [0, |b] — 1] mit z = gb+ r = ¢'b+ 1’ gegeben. Dann ist

lg — |10l = |(q — ¢")bl = |gb — ¢'b| = |r" — 7| < |b].

Wegen b #£ 0 impliziert dies |¢ — ¢'| < 1, also |¢ — ¢’| = 0. Folglich ist ¢ — ¢’ = 0, d.h. es gilt ¢ = ¢’ und
damit auchr =a—gb=a—¢b=1r".

(b) Es seien f € K[X], g € K[X]\ {0} gegeben. Nach Satz (12.1)(b) gibt es ¢ € K[X], r € K[X]|cdegg
mit f = gg + r. Fiir die Eindeutigkeit seien ¢,¢' € K[X], r,r’ € K[X]|cdegg mit f = qg+1r =¢'g+ 1’
gegeben. Dann ist

(a—d)g=aq9—dg=1"—r e K[X]cdegqy

und damit (¢ — ¢’)g = 0 nach Bemerkung (11.8)(b). Wegen g # 0 impliziert dies aber bereits ¢ — ¢’ = 0,
d.h. es gilt ¢ = ¢’ und damit auchr = f —qgg=f —q¢'g="1". O

(12.3) Definition (ganzer Anteil, Rest).

(a) Es seien a € Z, b € Z \ {0} gegeben und es seien ¢ € Z, r € [0,]b] — 1] die eindeutigen ganzen Zahlen
mit a = gb + r. Dann heifst a div b := ¢ der ganzzahlige Anteil (oder der ganze Anteil) und a mod b :=r
der Rest bei der Ganzzahldivision von a durch b.

(b) Es seien ein Korper K sowie f € K[X], g € K[X]\ {0} gegeben und es seien ¢,r € K[X] die eindeutigen
Polynome mit f = qg + r und mit » = 0 oder r # 0, degr < degg. Dann heifit f div g := ¢ der ganze
Anteil und f mod g := r der Rest bei der Polynomdivision von f durch g.

(12.4) Beispiel.
(a) In Z ist (—47)div9 = —6 und (—47) mod 9 = 7.
(b) In Q[X]ist (6X3+X?+7)div(2X?+X —3) =3X —1und (6X3+X2+7) mod (2X?+ X —3) = 10X +4.
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Beweis.

(a) Eine Ganzzahldivision liefert

—47=0-9+(—47) = (-1)- 9+ (=38) = (=2) - 9+ (—=29) = (=3) - 9+ (—20) = (—4) - 9+ (—11)
=(=5)-9+4+(-2)=(-6)-9+7.
Folglich ist (—47) div9 = —6 und (—47) mod 9 = 7.

(b) Eine Polynomdivision liefert

6X°+ X2 +7=0-2X°+X -3)+6X°+ X +7=3X-2X*+ X —3)+ (-2X>+9X +7)
=(3X —1)-(2X?>+ X —3) + (10X +4).

Folglich ist (6 X3+ X2+7)div(2X2+X —3) = 3X -1 und (6 X3+ X2+7) mod (2X24+X-3) =10X+4. O

Teilbarkeit

Als néchstes studieren wir die Teilbarkeitsrelation in Z und in K[X] fiir einen Korper K.

(12.5) Definition (Teilbarkeit). Es sei R = Z oder R = K|[X] fiir einen Korper K. Ferner seien a,b € R
gegeben. Wir sagen a teilt b (oder dass a ein Teiler von b ist oder dass a ein Faktor von b ist oder dass b ein
Vielfaches von a ist), geschrieben a | b, falls ein ¢ € R mit b = qa existiert. Wenn « kein Teiler von b ist, so
schreiben wir a 1 b.

(12.6) Beispiel.

(a) In Z gilt 3|6 und 4 1 6.

(b) In Q[X] gilt X — 1] X?—1und X { X% — 1.
Beweis.

(a) Esgilt 6 =2-3, also 3| 6. Wegen 6 =14+ 2 gibt es nach dem Satz {iber die Division mit Rest (12.2)(a)
kein ¢ € Z mit 6 = ¢ - 4, so dass 416 folgt.

(b) Esgilt X? —1=(X+1)(X —1),also X —1| X2 —1. Wegen X? —1 =X - X + (—1) gibt es nach dem
Satz iiber die Division mit Rest (12.2)(b) kein ¢ € Q[X] mit X2 —1 =¢- X, so dass X { X? —1 folgt. O

(12.7) Bemerkung. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner seien a € R\ {0}, b € R
gegeben. Genau dann gilt a | b, wenn b mod a = 0 ist.

Beweis. Wenn a | b gilt, dann gibt es ein ¢ € R mit b = ga = ga + 0 und nach dem Satz iiber die Division mit
Rest (12.2) folgt b mod a = 0. Gilt umgekehrt b mod a = 0, so folgt b = (bdiva)a + (b mod a) = (bdiv a)a und
damit a | b. 0

(12.8) Proposition. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Koérper K. Die Teilbarkeitsrelation | auf R ist
eine Préordnung.

Beweis. Es seien a,b,c € R mit a | b und b | ¢ gegeben, d.h. es gebe p,q € R mit b = pa und ¢ = gb. Dann folgt

c = qb = q(pa) = (qp)a,

also a | ¢. Folglich ist | transitiv.
Fir a € R gilt a =1 a, also a | a. Folglich ist | reflexiv.
Insgesamt ist | eine Préordnung auf R. O

Wir studieren weitere Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation.
(12.9) Proposition. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K.

(a) Fir a,b,c € R gilt: Wenn a | b und a | ¢, dann auch a | b+ c.
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(b) Fira e Rgilt a | 0.
(¢) Fiir a,b,c € R gilt: Wenn « | b, dann auch a | cb.
Beweis.
(a) Es seien a,b,c € R mit a | b und a | ¢ gegeben, d.h. es gebe p, ¢ € R mit b = pa und ¢ = ga. Dann folgt
b+c=pa+qa=(p+qa,
alsoa | b+ c.
(b) Fira e Rgilt 0=0-a, also a | 0.
(c) Es seien a,b,c € R gegeben und es gelte a | b. Da auch b | ¢b gilt, folgt a | ¢b nach Proposition (12.8). O

(12.10) Proposition. Essei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Fiir a,b, ¢ € R gilt genau dann ca | ¢b,
wenn ¢ = 0 ist oder a | b gilt.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Assoziiertheit

Nach Proposition (12.8) ist die Teilbarkeitsrelation | eine Priordnung auf Z bzw. auf K[X] fiir einen Korper K.
Im Allgemeinen gilt jedoch keine Antisymmetrie, es kann in diesen Ringen Elemente a und b mit a | bund b | a
und a # b geben. Wir vergeben folgende Terminologie:

(12.11) Definition (assoziierte Elemente). Es sei R = Z oder R = K|[X] fiir einen Korper K. Ferner
seien a,b € R gegeben. Wir sagen, dass a assoziiert zu b ist, wenn a | b und b | a gilt.

(12.12) Beispiel.
(a) In Z ist 3 assoziiert zu —3.
(b) In Q[X] ist X — 1 assoziiert zu 2X — 2.
Beweis.
(a) Wegen —3 = (—1) -3 gilt 3| —3 und wegen 3 = (—1) - (—3) gilt —3 | 3. Folglich ist 3 assoziiert zu —3.

(b) Wegen 2X —2 =2(X —1) gilt X —1|2X — 2 und wegen X — 1 = (2X — 2) gilt 2X —2 | X — 1. Folglich
ist X — 1 assoziiert zu 2X — 2. O

(12.13) Proposition. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Kérper K. Ferner seien a,b € R gegeben. Die
folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Esist a assoziiert zu b.
(b) Es gibt ein uw € R* mit b = ua.
(c) Im Fall R = Z gilt |a| = |b]. Im Fall R = K[X] gilt entweder a = b = 0 oder lc(a) " ta = lc(b) ~'b.

Beweis. Zunichst gelte Bedingung (a), d.h. es sei a assoziiert zu b. Dann gilt @ | bund b | a, d.h. es gibt p,q € R
mit b = pa und a = gb. Wir erhalten

a = gb= q(pa) = (qp)a.

Da R nach Beispiel (6.49) bzw. nach Korollar (11.10) ein Integritétsbereich ist, folgt a« = 0 oder gp = 1 nach
Bemerkung (6.50). Wenn o = 0 ist, dann ist b =pa =0 =1-a und es ist 1 € R* nach Proposition (6.27)(b) auf
Grund der Kommutativitit des Rings R. Wenn ¢gp = 1 ist, dann ist p € R*. In jedem Fall gibt es ein u € R*
mit b = ua, d.h. es gilt Bedingung (b).

Umgekehrt, wenn Bedingung (b) gilt, d.h. wenn es ein v € R* mit b = ua gibt, dann gilt auch a = v~!b und
damit a | b und b | a, d.h. auch Bedingung (a) gilt.

Wir haben gezeigt, dass Bedingung (a) und Bedingung (b) dquivalent sind.
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Um zu zeigen, dass Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent sind, betrachten wir zunéichst den Fall R = Z.
Dann ist R* = Z* = {1,—1}. Folglich gibt es genau dann ein v € R* mit b = wa, wenn |a| = |b| gilt, d.h.
Bedingung (b) und Bedingung (c¢) sind in diesem Fall dquivalent.

SchlieRlich betrachten wir den Fall R = K[X] fiir einen Kérper K. Dann ist R* = K[X]* = K*. Folglich gibt
es genau dann ein u € R* mit b = ua, wenn a = b = 0 oder lc(a) " ta = le(b)~1b gilt, d.h. Bedingung (b) und
Bedingung (c) sind auch in diesem Fall dquivalent.

Wir haben gezeigt, dass Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent sind.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

Teilbarkeit und Nullstellen von Polynomen

Mit Hilfe der Teilbarkeitsrelation lassen sich Nullstellen von Polynomen iiber einem Korper charakterisieren:

(12.14) Definition (Linearfaktor). Es seien ein Korper K und ein f € K[X] gegeben. Ein Linearfaktor von f
ist ein lineares Polynom iiber K, welches ein Teiler von f ist.

Ein Linearfaktor eines Polynoms f iiber einem Kérper K ist also insbesondere ein Polynom von der Form a X +b
fiir gewisse a € K\ {0} = K*, b€ K.

12.15) Beispiel. In Q[X] ist X — 1 ein Linearfaktor von X2 — 1.
( ) P

Beweis. Nach Beispiel (12.6)(b) gilt X —1 | X2 —1. Wegen deg(X —1) = 1 ist X —1 ferner ein lineares Polynom,
also ein Linearfaktor von X2 — 1. O

(12.16) Proposition. Es seien ein Korper K, f € K[X] und a € K gegeben. Genau dann ist a eine Nullstelle
von f, wenn X — a ein Linearfaktor von f ist.

Beweis. Es sei ¢ := fdiv (X —a) und 7 := f mod (X — a). Dann gilt
f=(div(X—a))- (X—a)+ fmod (X —a)=¢q¢- (X —a)+r
und damit

fla) =q(a) - (a = a) +-7r(a) =r(a)
nach Proposition (11.5). Wegen deg(X —a) = 1 ist 7 € K[X] geg(x—a) = K[X]<1 = K, also r = r(a) = f(a).

Somit ist a genau dann eine Nullstelle von f, wenn r = 0 ist, d.h. wenn X — a ein Linearfaktor von f ist. [J

Grofiter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches

Als néchstes thematisieren wir die aus der Schule bekannten Begriffe des grofiten gemeinsamen Teilers und des
kleinsten gemeinsamen Vielfachen, wobei wir diese {iber die Teilbarkeitsrelation definieren.

(12.17) Definition (gemeinsamer Teiler, gemeinsames Vielfaches). Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen
Korper K. Ferner seien a,b € R gegeben.

(a) Ein gemeinsamer Teiler von a und b ist ein d € R so, dass d | a und d | b gilt.
(b) Ein gemeinsames Vielfaches von a und b ist ein m € R so, dass a | m und b | m gilt.
(12.18) Beispiel.

(a) (i) In Z sind 1, 2, —6 gemeinsame Teiler von 12 und 18.
(ii) In Q[X] sind 1, X + 1, 2X + 2 gemeinsame Teiler von X2 — 1 und X2 +2X + 1.
)
)

(b) (i) In Z sind 12 und —24 gemeinsame Vielfache von 4 und 6.

(ii) In Q[X] sind X — X% — X +1 und —1X* 4+ X3 — X 4 . gemeinsame Vielfache von X2 —2X + 1
und X2 — 1.
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Beweis.

(a) (i) Wegen 12 =12-1 gilt 1 | 12 und wegen 18 = 18- 1 gilt 1 | 18. Folglich ist 1 ein gemeinsamer Teiler
von 12 und 18.
Wegen 12 = 6- 2 gilt 2 | 12 und wegen 18 = 9 - 2 gilt 2 | 18. Folglich ist 2 ein gemeinsamer Teiler
von 12 und 18.
Wegen 12 = (—2) - (—6) gilt —6 | 12 und wegen 18 = (—3) - (—6) gilt —6 | 18. Folglich ist —6 ein
gemeinsamer Teiler von 12 und 18.

(ii) Wegen X?—1 = (X2-1)-1gilt 1 | X?—1 und wegen X?+2X+1 = (X2+2X+1)-1gilt 1 | X?+2X+1.

Folglich ist 1 ein gemeinsamer Teiler von X2 — 1 und X2 +2X + 1.
Wegen X2 — 1= (X —1)(X +1) gilt X +1] X? -1 und wegen X?> +2X +1 = (X +1)(X +1)
gilt X +1| X2 +2X + 1. Folglich ist X + 1 ein gemeinsamer Teiler von X2 — 1 und X? + 2X + 1.
Wegen X2 —1=(1X —1)(2X +2)) gilt 2X +2 | X?—1 und wegen X2 +2X +1= (3 X +1)(2X +2)
gilt 2X +2 | X2 +2X + 1. Folglich ist 2X + 2 ein gemeinsamer Teiler von X2 — 1 und X2 +2X + 1.

(b) (i) Wegen 12 = 3-4 gilt 4 | 12 und wegen 12 = 26 gilt 6 | 12. Folglich ist 12 ein gemeinsames Vielfaches
von 4 und 6.
Wegen —24 = (—6) - 4 gilt 4 | —24 und wegen —24 = (—4) - 6 gilt 6 | —24. Folglich ist —24 ein
gemeinsames Vielfaches von 4 und 6.
(i) Wegen X3 — X2 - X +1=(X+1) - (X2-2X+1)gilt X2 -2X +1| X3 - X?2~-X+1 und
wegen X2 — X2 - X+1=(X-1)-(X2-1) gilt X?—1] X3—X2— X +1. Folglich ist X3 - X%?—- X +1
ein gemeinsames Vielfaches von X2 —2X + 1 und X2 — 1.
Wegen —3 X4+ X3 — X +1 = (—2X2+ 1) (X?-2X+1)gilt X2 —2X+1| X'+ X3—X+1
und wegen —1X4+X3—X+%: (-2 X2+ X -1 (X2-1)gilt X2 —1|—3X*"+ X3 - X+ 1.
Folglich ist —§X4 +X3-X+ 5 ein gemeinsames Vielfaches von X2 -2X+1und X2 —1. O
(12.19) Definition (grofter gemeinsamer Teiler, kleinstes gemeinsames Vielfaches). Es sei R = Z oder
R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner seien a,b € R gegeben.

(a) Ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist ein gemeinsamer Teiler g von a und b derart, dass jeder
gemeinsame Teiler d von a und b auch ein Teiler von g ist.

(b) Ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b ist ein gemeinsames Vielfaches [ von a und b derart,
dass jedes gemeinsame Vielfache m von a und b auch ein Vielfaches von [ ist.

Ein grofiter gemeinsamer Teiler ist also ein grofites Element in der prageordneten Menge der gemeinsamen Teiler
zusammen mit der Teilbarkeitsrelation, vgl. Definition (8.15)(b).

(12.20) Beispiel.
(a) In Z ist —6 ein grofiter gemeinsamer Teiler von 12 und 18.
(b) In Z ist 12 ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von 4 und 6.
Beweis.

(a) Essei T := {d € Z | d| 12 und d | 18} die Menge der gemeinsamen Teiler von 12 und 18. Nach Bei-
spiel (12.18)(a)(i) ist —6 € T. Da fiir a € Z aus a | 12 stets |a| < |12] = 12 folgt, gilt ferner 7' C [—12,12].
Durch Ausrechnen ergibt sich

T={-6,-3,-2,—-1,1,2,3,6}.
Da fiir alle d € T auch d | —6 gilt, ist —6 somit ein grofter gemeinsamer Teiler von 12 und 18.

(b) Essei I := {m € Z | 4| m und 6 | m} die Menge der gemeinsamen Vielfache von 4 und 6. Nach Bei-
spiel (12.18)(b)(i) ist 12 € I. Es sei ein beliebiges gemeinsames Vielfaches m von 4 und 6 gegeben.
Dann gilt 4 | m und 6 | m, nach Proposition (12.9)(a) also auch 4 | m — (m div 12) - 12 = m mod 12
und 6 | m — (m div 12) - 12 = m mod 12. Folglich ist m mod 12 € I. Durch Ausrechnen ergibt sich fer-
ner [0,11] NI = {0}, so dass m mod 12 = 0 folgt. Somit ist m ein Vielfaches von 12. Insgesamt ist 12
daher ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von 4 und 6. O
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Im Beweis von Beispiel (12.20) haben wir an entscheidender Stelle benutzt, dass die ganzzahligen Interval-
le [—12,12] bzw. [0,11] endliche Mengen sind. Eine effizientere Methode zur Berechnung von groften gemein-
samen Teilern, welche sich auch fiir Polynome iiber Kérpern eignet, werden wir in Satz (12.27) kennenlernen.
Unter Ausnutzung von Satz (12.25) wird dies auch eine Moglichkeit zur effizienten Berechnung von kleinsten
gemeisamen Vielfachen liefern.

(12.21) Bemerkung. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner seien a,b € R gegeben.

(a) Es sei ein grofiter gemeinsamer Teiler g von a und b sowie ¢’ € R gegeben. Die folgenden Bedingungen
sind dquivalent.

(i) Das Element ¢’ ist ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b.

(ii) Esist ¢’ ein gemeinsamer Teiler von a und b und fiir jeden gemeinsamen Teiler d von a und b mit ¢’ | d
gilt auch d | ¢'.

(iii) Es ist g assoziiert zu ¢'.

(iv) Esist ¢’ ein gemeinsamer Teiler von ¢ und b und es gilt g | ¢'.

(b) Es sei ein kleinstes gemeinsames Vielfaches [ von a und b sowie I’ € R gegeben. Die folgenden Bedingungen
sind aquivalent.

(i) Das Element [’ ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von @ und b.

(ii) Esist I’ ein gemeinsames Vielfaches von ¢ und b und fiir jedes gemeinsame Vielfache m von a und b
mit m | " gilt auch I’ | m.

(iii) Es ist { assoziiert zu I’
(iv) Esist I’ ein gemeinsames Vielfaches von a und b und es gilt I’ | [.
Beweis.
(a) Grokte gemeinsame Teiler von a und b sind grofte Elemente in der prageordneten Menge

{d € R | d ist ein gemeinsamer Teiler von a und b}

zusammen mit der Teilbarkeitsrelation. Die Aquivalenz von Bedingung (i), Bedingung (ii), Bedingung (iii)
und Bedingung (iv) folgt aus Proposition (8.18)(b).

(b) Dies ldsst sich dual zu (a) beweisen. O

(12.22) Lemma (Lemma von Bézout). Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Kérper K. Ferner seien a,b € R
gegeben.

(a) Essei I :={d € R|es gibt x,y € R mit d = za + yb}.

(i) Falls a = 0 und b = 0, sei g = 0. Falls a # 0 oder b # 0, sei g € I\ {0} so, dass folgendes gilt: Im
Fall R = Z gelte

gl = min{|d| | d € T\ {0}}.
Im Fall R = K[X] fiir einen Korper K gelte
degg =min{degd | d € I\ {0}}.

Dann ist g ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b. Insbesondere existiert ein grofter gemeinsamer
Teiler von a und b.

(ii) Es sei g € R ein grokter gemeinsamer Teiler von @ und b. Dann ist g € I.

(b) Essei I :={m € R|es gibt z,y € R mit m = za und m = yb}.
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(i)

(i)

(i)

Falls a =0 oder b =0, sei l = 0. Falls a # 0 und b # 0, sei [ € I\ {0} so, dass folgendes gilt: Im
Fall R = Z gelte

[I| = min{|m| | m e I\ {0}}.
Im Fall R = K[X] fiir einen Korper K gelte
deg! = min{degm | m € I\ {0}}.

Dann ist [ ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b. Insbesondere existiert ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches von a und b.

Es sei l € R ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von ¢ und b. Dann ist [ € 1.

Wenn ¢ = 0 und b = 0 ist, so ist g = 0 ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b. Im Folgenden
sei daher a # 0 oder b # 0, so dass auch g # 0 gilt. Da g € I ist, gibt es z,y € R mit g = xa + yb.
Folglich ist

amod g =a— (adivg)g =a— (adiv g)(za+ yb) = (1 — (adiv g)x)a + (adiv g)yb € I,

also a mod g = 0 nach Wahl von g. Somit ist g ein Teiler von a. Analog ldsst sich zeigen, dass g ein
Teiler von b ist. Ferner ist jeder gemeinsame Teiler d von a und b nach Proposition (12.9)(a), (c¢) auch
ein Teiler von za + yb = ¢g. Insgesamt ist g daher ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b.

Nach (i) gibt es einen groften gemeinsamen Teiler ¢’ von a¢ und b mit ¢’ € I, also derart,
dass ¢’ = x’a+1y'b fiir gewisse x’, 3y’ € R. Da sowohl g als auch ¢’ ein grofiter gemeinsamer Teiler von a
und b ist, sind g und ¢’ nach Bemerkung (12.21)(a) zueinander assoziiert. Nach Proposition (12.13)
gibt es ein u € R* mit

g=ug =u(z'a+1y'b) = (uzr')a + (uy’)b.
Folglich ist auch g € I. O

Wenn a = 0 oder b = 0 ist, so ist [ = 0 ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b. Im
Folgenden sei daher a # 0 und b # 0, so dass auch [ # 0 gilt. Da [ € I ist, gibt es z,y € R
mit | = za = yb, d.h. [ ist ein gemeinsames Vielfaches von a und b. Es sei ein beliebiges gemeinsames
Vielfaches m von a und b gegeben. Dann gilt a | m und b | m, nach Proposition (12.9)(a), (c) also
auch a | m — (mdivl)l = mmod ! und b | m — (m div 1)l = m mod [. Folglich ist m mod [ € I,
also m mod [ = 0 nach Wahl von [. Somit ist m ein Vielfaches von [. Insgesamt ist [ daher ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b.

Da ! als kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b insbesondere ein gemeinsames Vielfaches von a
und b ist, gibt es z,y € R mit | = xza = yb. Folglich ist | € I.

Nach dem Lemma von Bézout (12.22) gibt es fiir jedes Paar ganzer Zahlen bzw. von Polynomen iiber einem Kor-
per einen grofiten gemeinsamen Teiler sowie ein kleinstes gemeinsames Vielfaches, und nach Bemerkung (12.21)
sind diese eindeutig bis auf Assoziiertheit. Im Folgenden legen wir eine Notation fiir einen ausgezeichneten
grofsten gemeinsamen Teiler und ein ausgezeichnetes kleinstes gemeinsames Vielfaches fest.

(12.23) Notation.

(a) ()
(i)

(b) (i)

Es seien a,b € Z gegeben. Den nicht-negativen grofiten gemeinsamen Teiler von a und b notieren wir
als ged(a, b) = ged”(a, b).
Es seien ein Kérper K und f, g € K[X] gegeben. Falls f = 0 und g = 0 ist, so setzen wir ged(f, g) =

ged® [X]( fyg) :=0. Falls f # 0 oder g # 0 ist, so notieren wir den normierten grofiten gemeinsamen
Teiler von f und g als ged(f, g) = ngK[X](f, 9).

Es seien a,b € Z gegeben. Das nicht-negative kleinste gemeinsame Vielfache von a und b notieren
wir als lem(a, b) = lem”(a, b).
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(ii) Es seien ein Korper K und f, g € K[X] gegeben. Falls f = 0 oder g = 0 ist, so setzen wir lem(f, g) =
lch[X]( fyg) == 0. Falls f # 0 und g # 0 ist, so notieren wir das normierte kleinste gemeinsame
Vielfache von f und g als lem(f, g) = lem X (f,9)-

Wir haben also in den Fillen R = Z und R = K[X] fiir einen Kérper K wohldefinierte Abbildungen

ged: R x R — R,
lem: Rx R— R

konstruiert.

(12.24) Proposition. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner seien a,b,d,p,q € R mit
a = pd und b = qd gegeben.

(a) Es ist ged(a,b) assoziiert zu ged(p, q)d.
(b) Es ist lem(a, b) assoziiert zu lem(p, ¢)d.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(12.25) Satz. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner seien a,b € R gegeben. Dann ist ab
assoziiert zu ged(a, b) lem(a, b).

Beweis. Zundchst gelte ged(a,b) = 1. Nach dem Lemma von Bézout (12.22) gibt es dann z,y € R
mit 1 = za + yb. Da lecm(a,b) ein gemeinsames Vielfaches von a und b ist, gibt es ferner p,q € R
mit lem(a, b) = pa = ¢b. Es folgt

(xq + yp)ab = xzqab + ypab = gbxa + payb = lem(a, b)za + lem(a, b)yb = lem(a, b) (xa + yb) = lem(a, b),

also ab | lem(a, b). Andererseits ist aber auch ab ein gemeinsames Vielfaches von a und b, und da lem(a,b) ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b ist, folgt lem(a,b) | ab. Folglich ist ab assoziiert zu lem(a,b) =
ged(a, b) lem(a, b).

Nun sei ged(a, b) beliebig. Wenn @ = 0 und b = 0 ist, so gilt

ab=10-0 = gcd(a,b)lem(a,b).

Es sei also im Folgenden a # 0 oder b # 0, so dass ged(a,b) # 0 ist. Da ged(a,b) ein gemeinsamer Tei-
ler von a und b ist, gibt es p,¢ € R mit a = pged(a,b) und b = gged(a,b). Nach Proposition (12.24)
gilt ged(p,¢) = 1 und lem(a,b) = ged(a, b) lem(p, ¢). Nach dem bereits bewiesenen Spezialfall ist pg assozi-
iert zu ged(p, q)lem(p, q¢) = lem(p, q). Folglich ist auch ab = pged(a,b) gged(a,b) = ged(a,b)? pq assoziiert
zu ged(a, b)? lem(p, q) = ged(a, b) lem(a, b). O

Alternativer Beweis von Beispiel (12.20)(b). Es sei T :={d € Z | d |4 und d | 6} die Menge der gemeinsamen
Teiler von 4 und 6. Wegen 4 =2-2und 6 =3-2ist 2 € T. Da fiir a € Z aus a | 6 stets |a| < |6| = 6 folgt, gilt
ferner T' C [—6, 6]. Durch Ausrechnen ergibt sich

T={-2-1,1,2}.

Da fiir alle d € T auch d | 2 gilt und 2 > 0 gilt, ist somit ged(4,6) = 2.
Nach Satz (12.25) folgt

4.6 4-6
lem(4,6) = ————= = — = 12. O
em(4, 6) ged(4,6) 2

Der euklidische Algorithmus

Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Nach dem Lemma von Bézout (12.22)(a)(ii) wissen wir, dass
es fiir a,b € R stets z,y € R mit ged(a, b) = za + yb gibt. Wir wollen nun einen Algorithmus herleiten, welcher
zum einen ged(a, b) und zum anderen eine solche Darstellung (z,y) € R X R berechnet.
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(12.26) Lemma. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Fira € R, b€ R\ {0} ist
ged(a, b) = ged(b, a mod b).

Beweis. Es seien a,b € R gegeben. Fiir d € R mit d | b gilt nach Proposition (12.9)(a), (¢) genau dann d | a,
wenn d | a — (a div b)b = @ mod b gilt. Somit sind die gemeinsamen Teiler von a und b genau die gemeinsamen
Teiler von b und a mod b. Als grofte Elemente in der priageordneten Menge der gemeinsamen Teiler von a und b
mit der Teilbarkeitsrelation sind dann aber auch die grofsten gemeinsamen Teiler von a und b genau die grofsten
gemeinsamen Teiler von b und a mod b. Folglich gilt auch ged(a,b) = ged(b, a mod b). O

(12.27) Satz (erweiterter euklidischer Algorithmus). Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Kérper K. Ferner
seien a € R, b € R\ {0} gegeben. Es seien Folgen (7;)ieny, (%i)ieny, (Yi)ien, in R rekursiv definiert durch

a, fir ¢ =0,
o, fiir i = 1,
") ri s mod iy, fiir i € No mit i > 2, falls 75y # 0,
0, fiir ¢ € Ny mit ¢ > 2, falls r;_1 =0,
1, fir i =0,
] firi =1,
Y= Xi—g — (ri—odivri_1)x;—1, firi e Ngmiti> 2, falls r;—1 #0,
0, fir ¢ € Ng mit ¢ > 2, falls r;,_1 =0,
0, fiir = 0,
), fiir i = 1,
i Yi—o — (ri—o divr_1)y;—1, fiir i € Ny mit ¢ > 2, falls r;_1 # 0,
0, fiir i € Ng mit ¢ > 2, falls r;_1 = 0.

(a) Fiir alle i € Ny gilt
r; = T;a + y;b.

(b) Es existiert ein n € N so, dass r, assoziiert zu ged(a,b) ist und r; = 0 fiir ¢ > n gilt. Im Fall R = Z
kann n € N so gewdhlt werden, dass n < |b| + 1 gilt. Im Fall R = K[X] fiir einen Korper K kann n € N
so gewahlt werden, dass n < degb + 2 gilt.

Beweis.

(a) Um x;a + y;b = r; fiir alle i € Ny zu zeigen, fiihren wir Induktion nach . Zunéchst gilt

xoa+yob=1-a+0-b=a=rq,
ria+y16=0-a+1-b=b=rq,

also z;a 4+ y;b = r; fiir i € {0,1}. Es sei also ein i € Ny mit ¢ > 2 gegeben und gelte z;_sa + y;—2b = 79
sowie x;_1a + y;—1b = r;—1. Wenn r;_1 # 0 ist, erhalten wir

zia + yib = (xi—o — (ri—p divri_1)zi—1)a + (yi—2 — (ri—e divri_1)yi—1)b
= Tij—2a — (7‘1'_2 div ri_l)xi_m + yi_2b — (Ti_g div Ti—l)yi—lb

=200+ Yi—2b — (ri—o divri_1)(®i—1a + yi—1b) = rig — (ri—o divri_1)ri—y = 7.
Wenn r;_; = 0 ist, erhalten wir ebenfalls
zia+yb=0-a+0-b=0=r;.

Nach dem Induktionsprinzip gilt x;a + y;b = r; fiir alle 7 € Ny.
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(b) Im Fall R = Z gilt fiir ¢ > 2 stets r; = 0 oder r; # 0, |r;| = |ri—2 mod r;_1| < |r;—1|, per Indukti-
on also 7p+1 = 0. Im Fall R = K[X] fiir einen Kérper K gilt fiir i > 2 stets r; = 0 oder r; # 0,
degr; = deg(r;—2 mod r;_1) < degr;_1, per Induktion also 7(gegp)4+2 = 0.

Wir setzen n := min{i € N | r; = 0} — 1. Dann ist 7,1 = 0, induktiv also r; = 0 fur alle i € Ny mit i > n.
Nach Lemma (12.26) gilt ferner

ged(ri—g,ri—1) = ged(ri—1,mi—2 mod r;_1) = ged(ri—1,7;)
flir ¢ € Ng, 4 > 2 mit 7;_1 # 0. Induktiv erhalten wir
ged(a, b) = ged(ro, r1) = ged(rn, rnt1) = ged(ry, 0).
Nun ist aber r,, assoziiert zu ged(ry, 0) = ged(a, b). O
(12.28) Beispiel.
(a) In Z ist gcd(2238,168) = 6 und

6= (—3)- 2238 +40 - 168.

(b) In Q[X] ist ged(X3 + X2 - X —1,X?2-2X +1)= X — 1 und

1 1
X—1=Z(X3+X2—X—1)+(—1X—2)(X2—2X+1).

Beweis.

(a) Wir berechnen ged (2238, 168) mit dem euklidischen Algorithmus:

2238 = 13 - 168 + 54,
168 = 3 - 54+ 6,
54=19-6+0.

Nach Satz (12.27)(b) ist gcd(2238,168) = 6. Wir setzen

ro = 2238,

r1 := 168, q1 =13,
ro 1= b4, q2 =3,
rg := 6, q3 =9,

und berechnen x;,y; € Z fiir i € {0, 1, 2,3} mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus:

T =1, Yo := 0,

z1 := 0, Yy =1,
To:=x90—qxr1=1—-13-0=1, Yo =Y — q1y1 = 0—13-1 = —13,
T3 =21 —qoro=0—3-1= -3, Y3 :=y1 — q2y2 = 1 — 3 - (—=13) = 40.

Nach Satz (12.27)(a) ist
6 =13 =x3-2238+ y3 - 168 = (—3) - 2238 + 40 - 168.
(b) Wir berechnen ged(X? 4+ X2 — X —1,X? — 2X + 1) mit dem euklidischen Algorithmus:
X4+ X2 - X —1=(X+3)(X*-2X +1) +4X — 4,

1 1
X2—2X+1=(ZX—Z)(4X—4)+0.
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Nach Satz (12.27)(b) ist ged(X3 + X2 — X — 1, X2 — 2X + 1) assoziiert zu 4X — 4, also
1
ged(XP+ X2 - X —1,X2 - 2X +1) = JAX -4 =X -1

Wir setzen

ro =X+ X%2-X -1,

o= X2 —2X +1, q =X +3,
1 1

=4X -4 =X - -
T9 ) q2 4 47

und berechnen h;, k; € Q[X] fiir ¢ € {0, 1,2} mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus:

ho::L k‘QZ:O,
h1::0, k1::1,
h2 :ho—qlhlzl—(X+3)0:1, kg :ko—q1k1:0—(X+3)1:—X—3

Nach Satz (12.27)(a) ist
4X —d=ro=hof +hkog=1(X*+X* - X - 1)+ (—X - 3)(X? -2X + 1)

und damit

X—-1= 3(4}(—4) = i(X3+X2—X—1)+(—%X—Z)(X2—2X+1). O
Lineare Gleichungen in 2 Unbekannten

Als Anwendung des Lemma von Bézout (12.22)(a) sowie des erweiterten euklidischen Algorithmus (12.27)
betrachten wir folgendes Kriterium zur Bestimmung der Lésungen einer linearen Gleichung in 2 Unbekannten
iiber Z bzw. iiber K[X] fiir einen Korper K an:

(12.29) Satz (Losbarkeitskriterium und Losungsbestimmung fiir lineare Gleichungen in 2 Unbekannten). Es
sei R =7 oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner seien a, b, c € R gegeben.

(a) Genau dann gibt es x,y € R mit xa + yb = ¢, wenn
ged(a,b) | ¢
gilt.

(b) Es seien p,q,r € R mit a = pged(a,b), b = gged(a,b) und ¢ = rged(a, b) gegeben. Ferner seien z’,y’ € R
mit z’a + y'b = ged(a, b) gegeben. Dann ist

{(z,y) ERx R |za+yb=c} = {RXR, falls (a, b) = (0,0),}

{(re’ + mq,7y’ — mp) | m € R}, falls (a,b) # (0,0)
_ JRxR, falls (a,b) = (0,0),
B (ra’,ry") + R(q,—p), falls (a,b) # (0,0).

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(12.30) Beispiel.
(a) Es ist
{(z,y) €EZXZ|x-2238+y-168 = —24} = (12, —160) + Z (28, —373).
(b) Es ist

{(,y) EZXZ | x-2238+y-168 =4} = (.
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Beweis. Nach Beispiel (12.28)(a) ist gcd(2238,168) = 6 = (—3) - 2238 + 40 - 168.
(a) Wegen 2238 = 373 -6, 168 = 28 - 6 und —24 = —4 - 6 gilt
{(@y) EZXZ|z-2238 4y 168 = —24} = (12, —160) + Z (28, —373).
nach Satz (12.29).
(b) Wegen 614 gilt
((@,y) EZXZ|z-2238 +y-168 =4} =0

nach Satz (12.29)(a). O

Irreduzibilitat

Zum Ende dieses Abschnittes wollen wir die elementaren Bausteine bzgl. der Teilbarkeitsrelation néher betrach-
ten.

(12.31) Definition ((ir)reduzibles Element). Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner
seip € R\ ({0} UR*) gegeben. Wir nennen p irreduzibel, falls fiir x,y € R aus p = zy stets z € RX oder y € R*
folgt, ansonsten reduzibel.

Die folgende Bemerkung besagt, dass ein Element genau dann irreduzibel ist, wenn es keine Teiler aufser den
unvermeidlichen hat: invertierbare und zum gegebenen Element assoziierte Elemente.

(12.32) Bemerkung. Essei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner sei p € R\ ({0} UR™) gegeben.
Die folgenden Bedingungen sind &quivalent.

(a) Es ist p irreduzibel.
(b) Jeder Teiler von p ist entweder invertierbar oder assoziiert zu p.

(¢) Im Fall R = Z ist jeder positive Teiler von p entweder gleich 1 oder gleich |p|. Im Fall R = K[X] ist jeder
1

normierte Teiler von p entweder gleich 1 oder gleich le(p)~* p.
Beweis. Zunichst gelte Bedingung (a), d.h. p sei irreduzibel. Ferner sei ein Teiler d von p gegeben, so dass es
ein ¢ € R mit p = ¢d gibt. Die Irreduzibilitiat von p impliziert d € R* oder ¢ € R*. Wenn q € R* ist, so ist d
nach Proposition (12.13) zu p assoziiert. Folglich gilt Bedingung (b).
Umgekehrt gelte Bedingung (b), d.h. jeder Teiler von p sei entweder invertierbar oder assoziiert zu p. Um zu
zeigen, dass p irreduzibel ist, seien x,y € R mit p = zy gegeben. Dann gilt y | p. Nach Voraussetzung ist
also y € R* oder y ist assoziiert zu p. Wenn y assoziiert zu p ist, so gibt es nach Proposition (12.13) ein
u € R* mit y = up und daher mit p = xy = xup. Da p # 0 und R ein Integritdtsbereich ist, folgt xu = 1 nach
Bemerkung (6.50) und damit x = u~! € R*. Somit gilt 2 € RX oder y € R*. Folglich ist p irreduzibel, d.h. es
gilt Bedingung (a).
Wir haben gezeigt, dass Bedingung (a) und Bedingung (b) dquivalent sind.
Um zu zeigen, dass Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent sind, betrachten wir zunéichst den Fall R = Z.
Nach Proposition (12.13) ist dann jeder Teiler von p assoziiert zu einem positiven Teiler von p. Jeder positive
Teiler von p ist aber genau dann invertierbar, wenn er gleich 1 ist, und genau dann assoziiert zu p, wenn er
gleich |p| ist. Somit sind Bedingung (b) und Bedingung (c) in diesem Fall dquivalent.
Schliefslich betrachten wir den Fall R = K[X] fiir einen Kérper K. Nach Proposition (12.13) ist dann jeder Teiler
von p assoziiert zu einem normierten Teiler von p. Jeder normierte Teiler von p ist aber genau dann invertierbar,
wenn er gleich 1 ist, und genau dann assoziiert zu p, wenn er gleich le(p)~! p ist. Somit sind Bedingung (b) und
Bedingung (c) auch in diesem Fall dquivalent.
Wir haben gezeigt, dass Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent sind.
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

In Z ist ein Element p € Z\ {—1,0, 1} nach Bemerkung (12.32) genau dann irreduzibel, wenn fiir jeden positiven
Teiler d von p stets d = 1 oder d = |p| gilt. Damit sind die positiven irreduziblen ganzen Zahlen genau die
Primzahlen.
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12.33) Beispiel.
( ) Beisp
(a) In Z ist —3 irreduzibel und 12 reduzibel.
(b) In Q[X] ist X2 + 1 irreduzibel und X? — 1 reduzibel.

Beweis.

(a) Essei T :={d € Z | d | —3} die Menge der Teiler von —3. Da fiir d € Z aus d | —3 stets |d| < |-3| =3
folgt, gilt T' C [—3, 3]. Durch Ausrechnen ergibt sich 7' = {—3, —1, 1, 3}. Nach Bemerkung (12.32) ist —3
irreduzibel.

Hingegen ist 12 =3 -4 und 3,4 ¢ Z*. Folglich ist 12 reduzibel.

(b) Es sei d ein Teiler von X2 + 1. Wegen a®> +1 > 0+ 1 =1 > 0 fiir a € Q hat X2 + 1 keine Nullstelle.
Nach Proposition (12.16) ist daher degd # 1. Also ist degd = 0 oder degd = 2. Nach Bemerkung (12.32)
ist X2 + 1 irreduzibel.

Hingegen ist X2 — 1= (X —1)(X +1) und X — 1, X + 1 ¢ Q[X]”. Folglich ist X? — 1 reduzibel. O
(12.34) Notation.

(a) Wir setzen

P =Pz :={p € Z | p ist irreduzibel und positiv}.

(b) Es sei ein Korper K gegeben. Wir setzen
Prix) = {p € K[X] | p ist irreduzibel und normiert}.

Fiir Polynome iiber Korpern von kleinem Grad gibt es einfache Irreduzibilitatskriterien:
(12.35) Bemerkung. Es sei ein Korper K gegeben.
(a) Jedes lineare Polynom iiber K ist irreduzibel.

(b) Jedes quadratische Polynom und jedes kubische Polynom iiber K ist genau dann irreduzibel, wenn es
keine Nullstellen hat.

Beweis.

(a) Da jeder Teiler eines linearen Polynoms f iiber K den Grad 0 oder den Grad 1 hat, folgt die Irreduzibilitét
von f aus Bemerkung (12.32).

(b) Es sei f € K[X] mit deg f = 2 oder deg f = 3 gegeben. Nach Bemerkung (12.32) ist f genau dann
irreduzibel, wenn jeder Teiler von f entweder invertierbar oder zu f assoziiert ist, also genau dann, wenn
fiir jeden Teiler d von f entweder degd = 0 oder degd = deg f gilt. Nach Bemerkung (11.8)(b) ist dies
aber dazu dquivalent, dass es keine Linearfaktoren von f gibt, nach Proposition (12.16) also dazu, dass f
keine Nullstellen hat. O

Wir werden nun zeigen, dass sich von Null verschiedene Elemente von Z bzw. K[X] fiir einen Korper K eindeu-
tig in irreduzible Elemente zerlegen lassen, siehe Satz (12.37). Der wesentliche Schritt im Beweis ist folgende
Aussage:

(12.36) Lemma. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner sei p € R\ ({0} U R*) gegeben.
Genau dann ist p irreduzibel, wenn fiir a,b € R mit p | ab stets auch p | a oder p | b gilt.

Beweis. Zunidchst sei p irreduzibel und es seien a,b € R mit p | ab gegeben. Ferner gelte p t a und damit
insbesondere a # 0. Nach Bemerkung (12.32) ist ged(p,a) als Teiler von p entweder invertierbar oder zu p
assoziiert. Wegen p 1 a und ged(p, a) | a ist ged(p, a) aber nicht zu p assoziiert, also invertierbar. Nach Satz (12.25)
ist daher lem(p,a) assoziiert zu pa. Nun ist aber ab ein gemeinsames Vielfaches von p und a, also auch ein
Vielfaches von lem(p, a) und damit von pa. Da a # 0 ist, folgt p | b nach Proposition (12.10).

Nun gelte umgekehrt fiir a,b € R mit p | ab stets p | a oder p | b. Ferner seien z,y € R mit p = zy gegeben.
Dann gilt insbesondere p | p = xy nach Proposition (12.8), also p | = oder p | y. Da wegen p = zy aber auch z | p
und y | p gilt, ist p assoziiert zu x oder zu y, nach Proposition (12.13) gibt es also ein u € R* mit p = ux
oder p = uy. Da R ein Integritétsbereich ist, folgt y = v € R* oder z = v € R* und damit die Irreduzibilitit
von p. O
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(12.37) Satz. Essei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Fiir jedes a € R\ {0} gibt es genau ein v € R*
und genau ein k € NSPR) mit

a=1u Hpk”

pEPR
Im Fall R = Z ist u das Vorzeichen und im Fall R = K[X] fiir einen Korper K ist u der Leitkoeffizient von a.

Beweis. Um zu zeigen, dass es fiir jedes a € R\ {0} ein v € R* und ein k € NE)PR) mit a = u[],cp, phr gibt,

fithren wir Induktion nach |a| im Fall R = Z bzw. nach dega im Fall R = K[X] fiir einen Korper K.

Fiir [a| =1 im Fall R = Z bzw. fiir dega = 0 im Fall R = K[X] gilt a € R* und damit a = a[] p, .

Es sei also ein a € R\ {0} mit |a| > 1 im Fall R = Z bzw. mit dega > 0 im Fall R = K[X] gegeben und es sei
angenommen, dass es fiir jedes b € R\ {0} mit |b| < |a| im Fall R = Z bzw. mit degb < dega im Fall R = K[X]
ein v € R und ein I € N{'®
ein ¢ € Pr mit

a = uq:quﬁm.

peP

) mit b = vaG]P’R p'r gibt. Wenn a irreduzibel ist, so gibt es ein v € R* und

Andernfalls ist a reduzibel, es gibt also b,c¢ € R\ ({0} U R*) mit a = be. Im Fall R = Z ist dann aber |b| < |a|
und |¢| < |al, und im Fall R = K[X] ist degb < dega und degc < dega. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
daher v,w € R* und I,m € N(()PR) mit b=v]] p™». Es folgt

pEPR pl» und ¢ = w ][]

a=bc=v H plrw H PP = vw H plrt e,

pEPR pEPR pEPR

peEPR

Nach dem Induktionsprinzip gibt es fiir jedes a € R\ {0} ein v € R* und ein k € N( ®) mit g = “HpelP’R
Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien zunichst u,v € R*, k,l € N(()PR ) mit u HpGIPR phr = HpeIP’R p'r gegeben.

Im Fall R = Z sind HpeIPR p*» und HpelP’R p'r positiv und damit

u = sgn(u H p'r) = sgn(v H p'r) =

pEPR pEPR

Im Fall R = K[X] fiir einen Korper K sind [[ cp, pF» und [Ler, p'» normiert und damit

w I ) =teto T o) =

pEPR pEPR

In jedem Fall gilt v = v und damit [[cp. p kp = HpelP’R plv.

Um zu zeigen, dass fiir k,I € N(PR) mit HpeJP’R = HpeIF’R pl» stets k = [ folgt, filhren wir Induktion
nach > p kp. Es seien k.l € N(PR) mit HpeIPR = ,er, p'» und > pepy kp = 0 gegeben. Dann gilt

notwendigerweise k, = 0 fiir alle p € Pg, also HpeJP’R plr = HpeIPR pF» = 1. Da irreduzible Elemente keine
Einheiten sind, impliziert dies aber bereits I, = 0 fiir alle p € Pg. Folglich ist £ = .

Nun seien k,l € N(()PR) mit [],cp, phr = HpeIPR ple gegeben und > pery kp > 0 gegeben und fiir £',1" € NSPR)
mit [, cp, P = | J p'» und > peprn Ky < Xopepy, kp gelte k' = I Ferner sei ¢ € Pr gegeben. Nach Lem-
ma (12.36) gilt genau dann ¢ | [[,cp,
wenn [, > 0 ist. Wenn nun k; = 0 ist, so folgt q11]
im Folgenden ky > 0, so dass ¢ | HpeIPR
doch ¢Fa1 HpEIP’R\{q} pFr = gla=1 HpeIPR\{q}p . Nach Induktionsvoraussetzung gilt k; —1 = I, —1 sowie k, = [,,
fir alle p € Pr \ {¢}, also k, = [, fiir alle p € Pp. O

pkr, wenn k, > 0 ist. Entsprechend gilt genau dann ¢ | [[,cp, plv,

pePr PP = HpeIP’R pl», also I, = 0 = k,. Es sei also

= HpeIF’R pl» und damit auch l; > 0 folgt. Dies impliziert je-

(12.38) Beispiel.
(a) In Z gilt

—18 = (—1)-2-32%
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(b) In Q[X] gilt
2X? —2=2(X —1)(X +1).

(12.39) Definition (p-adische Bewertung). Es sei R = Z oder R = K|[X] fiir einen Korper K. Ferner sei-

ena € R\ {0} und k € NSPR) derart gegeben, dass es ein v € R* mit a = u]] phr gibt. Fiir p € Py
heifst

pEPR

vp(a) :=kp
die p-adische Bewertung von a.
(12.40) Beispiel.
(a) Esist
, fur p=2,

1
vp(—18) =< 2, fiir p =3,
0, firpeP)\{2,3}.

(b) Es sei f € Q[X] gegeben durch f =2X? — 2. Dann ist

0 1, firpe{X —1,X+1},

V. =

b 0, fiirpe Py \{X -1, X+1}
Beweis.

(a) Es gilt —18 = (—1) - 2 - 32. Folglich ist sgn(—18) = —1, vo(—18) = 1, v3(—18) = 2 und v,(—18) = 0
fir p e P\ {2,3}.

(b) Esgilt f=2X2—-2=2(X —1)(X +1). Folglich ist le(f) =2, vx_1(f) =1, vx4+1(f) = 1 und v,(f) =0

(12.41) Bemerkung. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner seien a € R\ {0} gegeben.
Fiir p € Py ist

vp(a) = max {k € Ny | a ist ein Vielfaches von p*}.

Vielfachheiten von Nullstellen von Polynomen

Da lineare Polynome nach Bemerkung (12.35)(a) stets irreduzibel sind und Linearfaktoren eines Polynoms den
Nullstellen des Polynoms entsprechen, liefert der Bewertungsbegriff aus Definition (12.39) einen Begriff fiir
Nullstellen:

(12.42) Definition (Vielfachheit einer Nullstelle). Es seien ein Koérper K und ein f € K[X]\ {0} gegeben.
Fiir a € K heifst

ma(f) = VXfa(f)
die Vielfachheit (oder Multiplizitdt) von a als Nullstelle von f.
(12.43) Beispiel. Es sei f € Q[X] gegeben durch f = 2X? — 2. Dann ist

)1, firae{l,-1},
ma(f) = {07 fir a € Q\ {—1,1}.

Beweis. Nach Beispiel (12.40)(b) ist

1, firae{l,—-1},

m,(f) = vx-a(f) = {0, fir a € Q\ {—1,1}.
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(12.44) Bemerkung. Es seien ein Korper K und ein f € K[X]\ {0} gegeben. Fiir a € K ist
m,(f) = max {k € Ng | f ist ein Vielfaches von (X — a)¥}.

(12.45) Bemerkung. Es seien ein Korper K und f € K[X]\ {0}, a € K gegeben. Genau dann ist a eine
Nullstelle von f, wenn m,(f) > 1 ist.

Beweis. Nach Proposition (12.16) ist a genau dann eine Nullstelle von f, wenn X — a ein Linearfaktor von f
ist. Dies ist aber dazu dquivalent, dass m,(f) = vx_o(f) > 1 ist. O

(12.46) Definition (Zerfillung in Linearfaktoren). Es seien ein Koérper K und ein f € K[X]\ {0} gegeben.
Wir sagen, dass f in Linearfaktoren zerfillt, falls v, (f) = 0 fiir alle nicht linearen p € Pg/x; ist.

(12.47) Beispiel.

(a) Es sei ein Kérper K gegeben. Das Polynom X2 — 1 {iber K zerfiillt in Linearfaktoren.

(b) Das Polynom X2 + 1 iiber Q zerfillt nicht in Linearfaktoren.
Beweis.

(a) Bsgilt X2 —1= (X —1)(X + 1) in K[X].

(b) Nach Beispiel (12.33)(b) ist X2 + 1 irreduzibel {iber Q. O
(12.48) Bemerkung. Es seien ein Korper K und ein f € K[X]\ {0} gegeben. Dann ist

Z mg(f) < deg f.

Genau dann gilt

> my(f) = deg f,

aceK
wenn f in Linearfaktoren zerfillt.

Beweis. Es gilt

[T ¢x =™ = [T(X = a0 [1e(s) [ 9o = 1.

aceK aeK pEPR

nach Bemerkung (11.8)(b) also

deg f > deg [T (X —a)™ W) = > " m,(f) deg(X —a) = > ma(f).

a€EK aceK acK

Genau dann gilt deg f = >, ma(f), wenn [[,p (X — a)™>-(f) = [Ler, p'») ist, d.h. wenn f in Linear-
faktoren zerfallt. O

(12.49) Proposition. Es sei ein Korper K gegeben. Die folgenden Bedingungen sind &quivalent.
(a) Der Korper K ist algebraisch abgeschlossen.
(b) Die irreduziblen Polynome iiber K sind genau die linearen Polynome iiber K.
(c) Jedes von 0 verschiedene Polynom iiber K zerfllt in Linearfaktoren.

Beweis. Zunichst gelte Bedingung (a), d.h. K sei algebraisch abgeschlossen. Um Bedingung (b) zu zeigen, sei
zunéchst ein irreduzibles Polynom f iiber K gegeben. Dann ist f nicht konstant und hat demnach eine Nullstelle
in K, d.h. es gibt ein a € K mit f(a) = 0. Nach Proposition (12.16) ist X — a ein Linearfaktor von f. Da f
irreduzibel ist, folgt f = b- (X —a) = bX — a fiir ein b € K[X]* = K*. Insbesondere ist f linear. Nach
Bemerkung (12.35)(a) sind umgekehrt alle linearen Polynome auch irreduzibel. Folglich gilt Bedingung (b).
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Als nichstes gelte Bedingung (b), d.h. die irreduziblen Polynome iiber K seien genau die linearen Polynome
iiber K. Nach Satz (12.37) zerfillt dann jedes von 0 verschiedene Polynom iiber K in Linearfaktoren, d.h. es
gilt Bedingung (c).

Schliefslich gelte Bedingung (c), d.h. jedes f € K[X]\ {0} zerfalle in Linearfaktoren. Um zu zeigen, dass K
algebraisch abgeschlossen ist, sei ein nicht konstantes Polynom f iiber K gegeben. Nach Annahme zerfallt f
in Linearfaktoren, es gilt also ), m,(f) = deg f nach Bemerkung (12.48). Wegen deg f > 1 gibt es daher
ein a € K mit my(f) > 1, nach Bemerkung (12.45) also so, dass a eine Nullstelle von f ist. Folglich ist K
algebraisch abgeschlossen, d.h. Bedingung (a) gilt.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

13 Kongruenzen und Restklassenringe

In diesem Abschnitt wollen wir eine ganze Serie von neuen Ringen konstruieren, sogenannte Restklassenringe.
Hierzu betrachten wir Aquivalenzrelationen auf dem Ring der ganzen Zahlen Z bzw. auf dem Polynomring K [X]
fiir einen Korper K, welche vertréglich mit der jeweiligen Ringstruktur sind, und dadurch die Definition einer
Ringstruktur auf der jeweiligen Quotientenmenge zulassen. Einige dieser Restklassenringe werden de facto Kor-
per sein, und wir werden ein Kriterium herleiten, welches diesen Fall charakterisiert.

Kongruenzen
Wir beginnen mit der Einfiihrung gewisser Aquivalenzrelationen auf Z bzw. auf K[X] fiir einen Kérper K.

(13.1) Definition (Kongruenz). Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner sei m € R gegeben.
Fiir a,b € R sagen wir, dass a kongruent b modulo m ist, geschrieben a =,,, b, wenn m | a — b gilt, und sonst,
dass a inkongruent b modulo m ist, geschrieben a %, b.

(13.2) Beispiel.
(a) InZist 7=70,1=78,1=7 -6,3=7,10,2=79,2=7 16,2 =7 —5, 16 =; —5.
(b) In Q[X] lSt X2 — 1 =x2_1 07 X2 =x2_1 17 X4 — X2 + 1 =x2_1 1.

Beweis.

(a) Esgilt 7| 7=7—0,also 7=70. Esgilt 7| =7=1—-28, also 1 =7 8. Es gilt 7 | —7 = 3 — 10, also 3 =7 10.
Esgilt 7| 7=1—(-6),also 1l =; —6. Es gilt 7| =7=2—-9,also0 2 =7 9. Es gilt 7 | —14 = 2 — 16,
also 2 =7 16. Es gilt 7| 7 =2 — (=5), also 2 =7 —5. Es gilt 7| 21 = 16 — (—5), also 16 =7 —5.

(b) Esgilt X2—-1|X2-1=X%2-1-0,also X?—-1=x2_10.Esgilt X? 1| X?—1,also X?=x2_; 1. Es
gilt X2 -1 X4 - X?2=X*-X2+1—1,als0 X* - X2 +1=x2_, 1. O

Wir beginnen mit dem Nachweis, dass Kongruenz modulo einem Element eine Aquivalenzrelation ist.

(13.3) Proposition. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Kérper K. Ferner sei m € R gegeben. Dann
ist =,,, eine Aquivalenzrelation auf R.

Beweis. Es seien a,b,c € R mit a =,,, b und b =,,, ¢ gegeben, so dass m | a — b und m | b — ¢ gilt. Dann gilt
jedoch auch m | (a — b) + (b — ¢) = a — ¢ nach Proposition (12.9)(a), d.h. a =, ¢. Folglich ist =,, transitiv.
Fiir alle a € R gilt m | 0 = a — a nach Proposition (12.9)(b), also a =, a. Folglich ist =, reflexiv.

Es seien a,b € R mit a =, b gegeben, so dass m | a — b gilt. Dann gilt auch m | b — a = —(a — b) nach
Proposition (12.9)(c), d.h. b =,,, a. Folglich ist =,,, symmetrisch.
Insgesamt ist =, eine Aquivalenzrelation auf R. O]

Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner sei m € R gegeben. Da =,, nach Proposition (13.3)
eine Aquivalenzrelation ist, konnen wir die Quotientenmenge R/=,, = {[z] | * € R} betrachten.

(13.4) Beispiel.
(a) Tn Z/=r ist [7] = [0], [1] = 8] = [~6], [3] = [10], [2] = [9] = [16] = 5]
(b) Tn QIX] /=y ist [X2 — 1] = [0], [X?] = [1], [X* — X* + 1] = 1],

126



Beweis.
(a) Dies folgt aus Beispiel (13.2)(a).
(b) Dies folgt aus Beispiel (13.2)(b). O

Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner sei m € R gegeben. Wir wollen auf R/=,, eine
Ringstruktur konstruieren, und zwar so, dass wir repriisentantenweise rechnen kénnen. Fiir die Addition wollen
wir also etwa, dass in R/=,, die Gleichung [z] + [y] = [z + y] fiir =,y € R gilt. Analog fiir die Multiplikation.

Um [z] + [y] = [z +y] in R/=,, fiir 2,y € R zu erreichen, muss fiir (z,y), (Z,9) € R x R mit ([z], [y]) = ([Z], [9])
in R/=,, x R/=,, stets [x +y] = [ + ¢g] in R/=,, gelten. Nun ist aber genau dann [z] = [Z] in R/=,,
wenn x =, & gilt, es ist genau dann [y] = [§] in R/=,,, wenn y =,, ¥ gilt, und es ist genau dann [z +y] = [ + 7]
in R/=,,, wenn z+y =,, £+7 gilt. Folglich muss notwendigerweise aus « =,,,  und y =,,, § stets z+y =,, T+7
folgen. Analog fiir die Multiplikation.

(138.5) Proposition. Es sei R = Z oder R = KI[X] fiir einen Kérper K. Ferner sei m € R gegeben.
Fir a,a,b,b € R mit a =, a und b =, b gilt auch a + b =,,, @ + b und adb =,, ab.

Beweis. Es seien a,a

,a,b,b € R mit a =, @ und b =,, b gegeben, so dass m | a —a@und m | b— b gilt. Nach
Proposition (12.9)(a), (c)

gilt dann auch
m|(a—a)+ (b—>b)=(a+b)—(a+bh),
m | (a —a)b+a(b—b) = ab— ab+ ab — ab = ab — ab,
also a + b =,, @ + b und ab =,, ab. O]

Proposition (13.5) ldsst sich benutzen, um Polynome bzgl. Kongruenz zu ,,reduzieren* und so einfachere Repré-
sentanten der zugehorigen Aquivalenzklasse zu berechnen:

(13.6) Beispiel. In Q[X] ist

X% —3X44+2X3 - X2 492=y> 13X -2
und in Q[X]/=x2_1 ist

(X5 —3X*+2X3 - X2 +2]=[3X —2].
Beweis. In Q[X] ist X2 =y2_; 1, also

X=X X’=y>, X -1=2X,
X=X X3=y2 1 X - X=X?=y2_,1,
X=X X'=¢,X-1=X

und damit
X°—3X*4+2X3 - X?42=y> ; X —-3-142X —-14+2=3X—2.

Folglich gilt [X° — 3X% +2X3 — X2 + 2] = [3X — 2] in Q[X]/=x2_1. O

Konstruktion der Restklassenringe

Da wir nach Proposition (13.5) wissen, dass Kongruenzrelationen im Sinne von Definition (13.1) mit der Ad-
dition und der Multiplikation auf Z bzw. auf K[X] fiir einen Korper K vertriglich sind, kdnnen wir nun eine
Ringstruktur auf der Quotientenmenge konstruieren:

(13.7) Proposition. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner sei m € R gegeben. Die
Menge R/=,, wird ein kommutativer Ring mit Addition und Multiplikation gegeben durch

2] +1/=m [y = [z +7 g,
[z] F/=m [y) = [z By
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fiir ,y € R. Die Null und die Eins von R/=,, sind gegeben durch
OR/Em — [OR],
1R/=m = 17,

Fiir x € R ist das Negative von [z] in R/=,, gegeben durch
(~[e])/=m = [(=2)").

Beweis. Um zu zeigen, dass die beschriebene Addition und die beschriebene Multiplikation wohldefiniert sind,
seien x,Z,y, ¥ € R mit [x] = [Z] und [y] = [7] gegeben. Dann gilt =, £ und y =,,, g, also auch x +y =, T+ 7
und zy =,, £y nach Proposition (13.5) und damit [z + y] = [Z + g] und [zy] = [27] in R/=.

Somit erhalten wir wohldefinierte Verkniipfungen

+: R/=p X R/=p —= R/=m, ([z],[y]) = [2+" 4],
: R/=pm X R/=p — R/=m, ([2],[y]) = [x T yl.

Wir wollen zeigen, dass R/=,, ein kommutativer Ring mit Addition + und Multiplikation - wird. Hierzu verifi-
zieren wir die Ringaxiome.

o Assoziativitdt der Addition. Fir x,y,z € R gilt
]+ (W + D) =]+ ly+ 2 =2+ (y+2)] = (& +y) + 2] = [+ y] + [2] = ([z] + [¥]) + [2].
Folglich ist + assoziativ.
o Kommutativitit der Addition. Fir z,y € R gilt
(2] +ly] =l +yl = [y + 2] = [y] + [2].
Folglich ist + kommutativ.
o Fuxistenz der Null. Fiir x € R gilt
[0] + [] = [0 + ] = [z].
Wegen der Kommutativitit von + ist [0] ein neutrales Element in R/=,, bzgl. +.
e FExistenz der Negativen. Fiir x € R gilt
(=] + [] = [(=2) + 2] = [0].
Wegen der Kommutativitét von + ist [—z] ein zu [z] inverses Element bzgl. +.
o Assoziativitdt der Multiplikation. Fir x,y, z € R gilt
[2]([9[z]) = [2lly=] = [2(y2)] = [(2y)2] = [zy][2] = ([2][y])[=]-
Folglich ist - assoziativ.
o Kommutativitdt der Multiplikation. Fir z,y € R gilt
[2][y] = [zy] = [yx] = [y][=].
Folglich ist - kommutativ.
o FExistenz der Eins. Fir x € R gilt
[1][z] = [1a] = [=].

Wegen der Kommutativitét von - ist [1] ein neutrales Element in R/=,, bzgl. -.
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o Distributivitdt. Fir x,y, z € R gilt

[2)([y] + [2]) = [2]ly + 2] = [2(y + 2)] = [wy + 22] = [2y] + [w2] = [][y] + [2][2];
([z] + [wDlz] = [& + y]lz] = [(z + y)2] = [z + y2] = [22] + [y2] = [2][2] + [y][2]-

Insgesamt wird R/=,,, ein kommutativer Ring mit Addition und Multiplikation gegeben durch [z]+ [y] = [z + y]
und [z][y] = [xy] fir z,y € R, Null 0 = [0], Eins 1 = [1] und Negativen —[z] = [—z] fiir € R. O

(13.8) Definition (Restklassenring). Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner sei m € R gege-
ben. Der kommutative Ring R/m := R/=,, mit Addition und Multiplikation gegeben wie in Proposition (13.7)
heift Restklassenring von R modulo m. Fiir x € R wird die Aquivalenzklasse [2],, := [r]=,, auch die Restklasse
von x modulo m genannt.

Es sei R = Z oder R = K|[X] fiir einen Koérper K. Ferner sei m € R gegeben. Der Restklassenring R/m
wird in der Literatur oft auch als R/mR = R/Rm oder als R/(m) bezeichnet und iiber die Menge der Viel-
fachen (m) = mR = Rm = {gm | ¢ € R} konstruiert.

(13.9) Beispiel.

(a) In Z/7 ist [5] +[4] = [2], [3] - [4] = [5], [13] - [13] = [1].

(b) In Q[X]/(X? — 1) ist [X® — X3 — 3][X* — X? + 2] = —[6] und [X — 1][X + 1] = [0].
Beweis.

(a) In Z/7 ist

3] [4] = [12] = [3],
[13] - [13] = [~1] - [=1] = [1].
(b) In Q[X]/(X2 —1) ist
[(X° - X7 = 3)[X* — X° 2] = [-3][2) = [-6] = (6],
(X —1][X +1]=[X? 1] =[0]. O

Es sei ein Ring R gegeben. Nach Notation (9.15) schreiben wir k = kff = k- 17 fiir k € Z. Es ist also
etwa 2f8 = 2. 18 = 1R 4 17 3R =3. 18 =18 1 1R + 1% usw. in R.
In Restklassenringen von Z erhalten wir folgenden Zusammenhang:

(13.10) Bemerkung. Es sei n € Z gegeben. Fir k € Z gilt
KA = k7).
Beweis. Fiir k € Ny gilt
KAm =1 = N 1P = N =) 17 = (K]
i€[1,k] i€[1,k] 1€[1,k]
und
(k)" = =k = (k7] = [-K"]. O

Es sei n € Z gegeben. Im Folgenden schreiben wir fiir € Z daher unter Missbrauch der Notation manchmal
kurz x statt [z], fiir die Restklasse von  modulo n, und sagen dann immer dazu, sobald z als Element von Z/n
anzusehen ist. Fir x,y € Z gilt also genau dann z = y in Z/n, wenn x =, y in Z gilt.

Im Fall von Restklassenringen kann man K in K[X]/f wie folgt ,,einbetten®:
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(13.11) Proposition. Es seien ein Kérper K und f € K[X] gegeben. Ferner sei
v: K = K[X]/f, a [a].

Dann gilt:

o Vertraglichkeit mit den Additionen. Fiir a,a’ € K ist v(a+ a’) = v(a) 4+ 1(a’).

o Vertrdaglichkeit der Nullen. Es ist ¢(0) = 0.

o Vertriglichkeit der Negative. Fiir a € K ist «(—a) = —i(a).

o Vertraglichkeit mit den Multiplikationen. Fir a,a’ € K ist t(aa’) = t(a) t(a’).

o Vertrdaglichkeit der Finselemente. Es ist ¢(1) = 1.

e Vertriglichkeit der Inversen. Fiir a € K* ist «(a) € (K[X]/f)™ mit ¢(a™!) = (¢(a)) L.
Genau dann ist ¢ injektiv, wenn f ¢ K> ist.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(13.12) Konvention. Es seien ein Korper K und f € K[X]\ K* gegeben. Von jetzt an identifizieren wir K
mit dem Bild der injektiven Abbildung ¢: K — K[X]/f, a — [a] aus Proposition (13.11). Das heifit, unter
Missbrauch der Notationen schreiben wir K anstatt Im¢, und fiir a € K notieren wir das Bild ¢(a) = [a] von a
auch als a.

Unter Benutzung von Konvention (13.12) sind die Elemente von K[X]/f fiir einen Kérper K und ein f € K[X]
also wieder ,,polynomielle Ausdriicke, nur diesmal in [X] statt X: Fiir a € K®o) gilt

D aX =Y aX]=> [a][X)' =) alX]
i€No ieNo ieNo ieNo

Hierbei sind in K[X]/f solche Ausdriicke gleich, fiir welche die entsprechenden Elemente in K[X] kongruent
modulo f sind. Insbesondere kénnen unterschiedliche Elemente in K[X], also unterschiedliche Polynome, gleiche
Elemente in K[X]/f induzieren.

(13.13) Beispiel.

(a) InZ/7ist 7=0,1=8=—6,3=10,2=9=16 = —5.

(b) In Q[X]/(X2—1)ist [X]2=[1], [X]* = [X]2+1=1, [X]° - 3[X]* + 2[X]® — [X]? + 2 = 3[X] — 2.
Beweis.

(a) Dies folgt aus Beispiel (13.4)(a).

(b) Dies folgt aus Beispiel (13.4)(b) und Beispiel (13.6). O

In der nachfolgenden Bemerkung leiten wir eine konkrete Beschreibung der Aquivalenzklassen her. Zugleich
betonen wir, dass die ,,Beschaffenheit der Aquivalenzklassen fiir das Rechnen im Quotientenring vollkommen
irrelevant ist: da die Rechnung repriasentantenweise geschieht, geniigt es, stets einen Reprasentanten zu kennen,
ein Uberblick iiber alle Elemente der Restklasse ist zum Rechnen nicht notwendig.

(13.14) Bemerkung. Essei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner sei m € R gegeben. Fiira € R
ist

[a]m = a+ Rm.
Beweis. Fir a € R ist

[a={a€eR|a=na}={acR|esgibteinge Rmita=gm+a}={a+gm|ge R} =a+Rm. O
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Kongruenzen und Division mit Rest

Die Bezeichnung Restklasse bzw. Restklassenring kommt daher, dass jedes Element im Restklassenring, also
jede Restklasse modulo einem Element, durch den Rest eines beliebigen Reprasentanten bei Division mit Rest
durch dieses Element représentiert wird, wie wir nun sehen werden.

(13.15) Proposition. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner sei m € R\ {0} gegeben.
(a) Fiir a € Rist a =5, amod m in R und [a] = [a mod m] in R/m.
(b) Es seien a,b € R gegeben. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i) Esist [a] = [b] in R/m.
(ii) Esist a =, b in R.
(iii) Es ist a mod m = b mod m in R.
Beweis.

(a) Fiir @ € R gilt a = (a div m)m + (a mod m) nach dem Satz iiber die Division mit Rest (12.2), also
a =, a mod m in R und damit [a] = [@ mod m] in R/m nach Proposition (5.7)(b).

(b) Zunéchst sind Bedingung (i) und Bedingung (ii) dquivalent nach Proposition (5.7)(b). Somit geniigt es,
die Aquivalenz von Bedingung (ii) und Bedingung (iii) zu zeigen.

Nach (a) gilt @ =, a mod m sowie b =, b mod m. Folglich gilt genau dann a =, b, wenn a mod m
=,, bmod m ist. Dies wiederum ist dquivalent zu m | (a mod m) — (b mod m). Nach Definition (12.3)
gilt amodm € [0,|m| — 1] und bmod m € [0,|m| — 1] im Fall R = Z sowie a mod m € K[X]cdegm
und b mod m € K[X|<degm im Fall R = K[X]. In beiden Féllen ist m | (a mod m) — (b mod m) gleichbe-
deutend mit (a mod m) — (b mod m) = 0, d.h. mit a mod m = b mod m. O

(13.16) Korollar.

(a) Essein € Z\ {0} gegeben. Dann ist [0, |n| — 1] eine Transversale von Z/n. Insbesondere gilt
Zjn = {[r] | r € [0, |n| = 1]}.

(b) Es seien ein Kérper K und f € K[X]\ {0} gegeben. Dann ist K[X]<qeg s eine Transversale von K[X]/f.
Insbesondere gilt

KX]/f=Alr]]r e K[X]<aeg s} = { Z a;[X]' | a € K0des 1Y
i€[0,deg f—1]
Beweis.

(a) Fir ¢ € Z ist x modn € [0,|n| — 1]. Nach Proposition (13.15)(a) gibt es somit fiir jedes z € Z
ein r € [0, |n| — 1] mit [z] = [r], d.h. es gilt

Zjn = {[r] | r € [0, |n| = 1]}.

Ferner gilt fiir ,r" € [0, |n| — 1] nach Proposition (13.15)(b) genau dann [r] = [r'], wenn r = r mod n =
r’ mod n = r’ ist. Insgesamt ist [0, |n| — 1] eine Transversale von Z/n.

(b) Fir g € K[X] ist g mod f € K[X]<deg s- Nach Proposition (13.15)(a) gibt es somit fiir jedes g € K[X]
ein 1 € K[X]<deg r mit [g] = [r], d.h. es gilt

KIX|/f=Alr]|r € K[X]cdaeg 7} =1 Z a[X])' | a € KOdee =11y,

i1€[0,deg f—1]
Ferner gilt fiir r, 7" € K[X]<qeg f nach Proposition (13.15)(b) genau dann [r] = '], wenn 7 = r mod f =
r’ mod f =1’ ist. Insgesamt ist K[X]| qeq ¢ eine Transversale von K[X]/f. O
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(13.17) Beispiel.
(a) Es ist
27 = {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6]} = {0,1,2,3,4,5,6}.
(b) Es ist
QX]/(X? —1) = {a[X] + b a,be Q}.

(13.18) Definition (Standardtransversale).
(a) Fiir n € Z\{0} heiftt [0, |n|—1] die Standardtransversale (oder das Standardreprisentantensystem) von Z/n.

(b) Fiir f € K[X]\ {0} heifit K[X|<qgeg s die Standardtransversale (oder das Standardreprisentantensystem,)
von K[X]/f.

(13.19) Beispiel.
(a) Die Standardtransversale von Z/7 ist [0,6] = {0,1,2,3,4,5,6}.
(b) Die Standardtransversale von Q[X]/(X?% — 1) ist Q[X]<2 = {aX +b | a,b € Q}.
(13.20) Beispiel. Die Werte der Addition und Multiplikation von Z/4 = {0, 1,2, 3} sind wie folgt gegeben.

w N~ O+
QO[\D)—‘O;
O W N ==
— O W NN
N = O W w
W N = O

O O O OO
W N = O
N O N OIN
—= N W O W

Lineare Kongruenzgleichungen in einer Unbekannten
Als néchstes betrachten wir lineare Kongruenzgleichungen in einer Unbekannten:

(13.21) Satz (Losbarkeitskriterium und Lésungsbestimmung fiir lineare Kongruenzgleichungen in einer Unbe-
kannten). Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner seien m,a,b € R gegeben.

(a) Genau dann gibt es ein € R mit za =, b, wenn
ged(m,a) | b
gilt.

(b) Es seien p,q,r € R mit m = pged(m,a), a = gged(m,a) und b = r ged(m, a) gegeben. Ferner sei 2’ € R
mit 2’q =, 1 gegeben. Dann ist

R fall = (0
{r € R|za=,>b}= ’ alls (m, a) = (0,0),
{re’ +np|n € R}, falls (m,a)+#(0,0)
R, falls (m,a) = (0,0),
"~ |7’ + Rp, falls (m,a) # (0,0).
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

13.22) Beispiel.
( ) P
(a) Es ist

{!E eZ | x - 168 =9938 —24} =—-160+7Z- 373.
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(b) Es ist

{x €Z | 1168 =9938 4} = .
Beweis. Nach Beispiel (12.28)(a) ist ged(2238,168) = 6 = (—3) - 2238 + 40 - 168 =3235 40 - 168.

(a) Wegen 2238 =373-6, 168 =28 -6, —24 = —4 -6 und 1 = (—3) - 373 + 40 - 28 =373 40 - 28 gilt

{r €Z|x-168 =2238 —24} = —160 + Z - 373
nach Satz (13.21).

(b) Wegen 6 14 gilt

{r €Z |z 168 =93334} =10

nach Satz (13.21)(a). O

Invertierbare Elemente

Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Kérper K. Per Konstruktion ist der Restklassenring R/m fir m € R
ein kommutativer Ring. Es stellt sich die Frage, fiir welche m € R dieser kommutative Ring ein Korper ist und,
noch etwas allgemeiner, was im Allgemeinen die invertierbaren Elemente in R/m sind.

Wir beginnen mit einem Beispiel.

(13.23) Beispiel.
(a) In Z/30 ist 17 invertierbar mit

1771 =93

(b) In Q[X]/(X? —1) ist 2 + [X] invertierbar mit

C+X)T =3 -

1
3 §[X]'

Beweis.
(a) Es ist
17-23=391=1+413-30=3 1

in Z und damit 17 - 23 = 1 in Z/30. Wegen der Kommutativitit von Z/30 ist folglich 17 € (Z/30)*

mit 177! = 23.
(b) Es ist
(2+X)(§—%X) % §X+§X—%X2 :% %X = 1+%(1—X2) =x2_11
in Q[X] und damit (2+[X])(2—1[X]) = 1in Q[X]/(X?—1). Wegen der Kommutativitit von Q[X]/(X?-1)
ist folglich 2 + [X] € (Q[X]/(X? —1))” mit (2+ [X])~' = 2 - 1[X]. O

Das vorangegangene Beispiel haben wir durch Verifikation der Invertierbarkeit anhand des inversen Elements
im Restklassenring nachgewiesen, welches wir hierzu natiirlich kennen mussten. Im Nachfolgenden wollen wir
ein Kriterium herleiten, welches uns ermoglicht, Elemente eines Restklassenrings auf Invertierbarkeit zu testen
und gegebenenfalls das Inverse zu berechnen.

(13.24) Proposition. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner sei m € R gegeben. Dann ist
m)” =qla] | a € R mit ged(m,a) = 1.
R/m)” R mit ged 1

Fiir a,z,y € R mit xm + ya = ged(m, a) = 1 ist [a] ! = [y] in R/m.
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Beweis. Nach dem Losbarkeitskriterium fiir Kongruenzgleichungen (13.21)(a) ist
(R/m)™ = {[a] | a € R so, dass es ein y € R mit [y][a] = 1 in R/m gibt}
={[a] | @ € R so, dass es ein y € R mit ya =, 1 in R gibt}
={[a] | a € R mit ged(m,a) | 1 in R} = {[a] | @« € R mit gcd(m,a) =1 in R}.
Alternativer Beweis von Beispiel (13.23).

(a) Wir verwenden den erweiterten euklidischen Algorithmus. Hierzu setzen wir

ro := 30,

ry =17, q1 :=rgdivr; =30div17 =1,
r9 := 19 mod 1 = 30 mod 17 = 13, g2 :=r1divre =17div13 =1,
r3 =71 mod ro = 17 mod 13 = 4, g3 :=rodivry =13 div4 = 3,
r4 ;=79 mod r3 =13 mod 4 =1, gs :=r3divry =4divl =4,

rs:=rg3modry =4mod1=0
sowie
Yo := 0,
Y =1,
Y2: =Y —qy1 =0—-1-1=-1,
Yysi=y1—qy2=1-1-(-1) =2,
Ya:=Y2—qsys =—-1-3-2=-T.
Nach Satz (12.27)(b) ist ged(30,17) = 1 und es gibt ein z4 € Z mit
l=ry=x4-304+ys-17=124-30+(=7) - 17.
Nach Proposition (13.24) ist somit 17 € (Z/30) mit

177 =-7=23
in Z/30.
(b) Wir verwenden den erweiterten euklidischen Algorithmus. Hierzu setzen wir
ro = X2 -1,
r =X 42, @ i=rodivr = (X?—1)div (X +2) = X — 2,
rg:=rgmodr; = (X2 —1)mod (X +2) =3, q:=ridivre = (X +2)div3 = %X—i— ;,

rg =71y mod ry = (X 4+ 2) mod 3 =10
sowie

ko :=0,
k=1,
kyi=ko—qk1=0—-(X—-2)-1=-X+2.
Nach Satz (12.27)(b) ist ged(X? — 1, X +2) = 1 und es gibt ein hy € Q[X] mit
3=ro=hy - (X? 1)+ ko (X+2)=hy- (X2 = 1)+ (=X +2)- (X +2),
also mit

1:%hg-(X2—1)+(—1X+g)-(X+2).

3 3
Nach Proposition (13.24) ist somit 2 4 [X] € (Q[X]/(X? — 1)) mit
_ 2 1
X)) =2 - X

in Q[X/(X2 — 1).
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(13.25) Beispiel. Es ist

(Z/S)X = {[1]7 [3]’ [5]7 [7]} = {1v3a 577}'

Beweis. Nach Korollar (13.16)(a) ist Z/8 = {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7]}. Es gilt ged(8,0) = 8, ged(8,1) = 1,
ged(8,2) = 2, ged(8,3) =1, ged(8,4) = 4, ged(8,5) =1, ged(8,6) = 2, ged(8,7) = 1. Nach Proposition (13.24)
ist daher (Z/8)™ = {[1],[3], [5], [7]}. 0O

(13.26) Satz. Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Korper K. Ferner sei m € R gegeben. Genau dann
ist R/m ein Korper, wenn m irreduzibel ist.

Beweis. Es ist R/m stets ein kommutativer Ring. Wenn m = 0 ist, so ist [a] = {a} fiir a € R und damit R/0
kein Korper. Wenn m € R* ist, so ist [a] = [b] fiir a,b € R und damit R/m = {0} ebenfalls kein Korper.

Im Folgenden sei also m € R\ ({0} U R*). Wir betrachten die Standardtransversale T' von R bzgl. =,,, also
die Menge aller moglichen Reste bei der Division mit Rest durch m. Wegen m ¢ R* gilt stets 0 =[0] # [1] =1
in R/m. Somit ist R/m genau dann ein Korper, wenn [a] fiir jedes a € T \ {0} invertierbar in R/m ist. Nach
Proposition (13.24) gilt dies aber genau dann, wenn fiir a € T\ {0} stets gecd(m,a) = 1 ist. Dies gilt genau
dann, wenn m irreduzibel ist. O

Endliche Primkorper

Da die Primzahlen gerade die positiven irreduziblen Elemente im Ring der ganzen Zahlen Z sind, ist Z/p nach
Satz (13.26) stets ein Korper.

(13.27) Definition (endlicher Primkérper). Fiir p € P heifst F,, := Z/p der Primkdrper zur Primzahl p.
Wir wollen einige Beispiele dieser allgemeinen Konstruktion ndher betrachten:
(13.28) Beispiel.

(a) Die Werte der Addition und Multiplikation von Fo = Z/2 = {0, 1} sind wie folgt gegeben.

+]0 1 0 1
00 1 0[]0 0
1|1 0 110 1

(b) Die Werte der Addition und Multiplikation von F3 = Z/3 = {0, 1, 2} sind wie folgt gegeben.

+ |
0
1
2

N = OO
SN ==
— O NN
N = O

o O OO
N = O
— N O N

(c) Die Werte der Addition und Multiplikation von F5 = Z/5 = {0, 1, 2, 3,4} sind wie folgt gegeben.

+(0 1 2 3 4 -0 1 2 3 4
0ojo0o 1 2 3 4 0j0 0 0 0 O
171 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 3]0 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Restklassenkorper von Polynomringen

Als néchstes betrachten wir Restklassenringe von Polynomringen iiber Koérpern modulo einem irreduziblen
Polynom. Nach Satz (13.26) handelt es sich auch bei diesen Restklassenringen um Korper.
Das beriithmteste Beispiel ist der Korper der komplexen Zahlen:

(13.29) Beispiel. Der Restklassenring R[X]/(X? + 1) ist ein Kérper.
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Beweis. Wegen a®> +1 > 0+1 =1 > 0 fiir € R hat das Polynom X? + 1 iiber R keine Nullstelle. Nach
Bemerkung (12.35)(b) ist daher X2 + 1 im Polynomring R[X] irreduzibel und damit R[X]/(X? + 1) nach
Satz (13.26) ein Korper. O

(13.30) Definition (Korper der komplexen Zahlen). Wir nennen C := R[X]/(X? + 1) den Kdrper der komple-
xzen Zahlen. Ein Element von C wird kompleze Zahl genannt. Das Element i := [X] € C wird imagindre Finheit
(oder imagindre Zahl) genannt.

(13.31) Bemerkung. Es gilt
C={a+0bi|a,beR}.
Fiir a,b,a’,b’ € R gilt genau dann
a+bi=ad +Vi
in C, wenn a = ¢/ und b =0’ in R gilt. Fiir a,b,¢,d € R gilt

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i,
(a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

in C.

Beweis. Nach Korollar (13.16)(b) ist R[X ] geg(x2+41) = R[X]<2 eine Transversale von R[X] bzgl. =x2,; und
es gilt

C=R[X]/(X?*+1)={a+bX]|abeR} ={a+bi|abeR}.

Folglich gilt fiir a,b,a’,b’ € R genau dann a +bi = o’ +b'i in C, wenn a + bX = a’ + b’ X in R[X] gilt, und dies
ist aquivalent zu @ = o’ und b =¥’ in R.
Ferner ist

PH1=[XP+1=[X2+1=[0=0
und damit i> = —1 in C. Fiir a,b,c,d € R folgt
(a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b + d)i,
(a4 bi) - (c+ di) = ac + adi + bci + bdi® = ac + adi + bei — bd = (ac — bd) + (ad + be)i
in C. O

(13.32) Definition (Realteil, Imaginérteil). Es seien z € C und a,b € R mit z = a + bi gegeben. Wir nennen a
den Realteil von z und schreiben Re z := a. Wir nennen b den Imagindrteil von z und schreiben Im z := b.

(13.33) Beispiel. Es ist Re(2 —i) =2 und Im(2 — i) = —1.

(13.34) Definition (konjugierte komplexe Zahl). Es sei z € C gegeben. Wir nennen
Z:=Rez — (Imz)i

die zu z konjugierte komplexe Zahl (oder die zu z komplex Konjugierte).

(13.35) Beispiel. Es ist 3 —2i = 3 + 2i.

Analog zu den komplexen Zahlen als Restklassenkorper von R[X] koénnen wir auch Restklassenkorper von
Polynomringen iiber endlichen Korpern betrachten und so neue endliche Korper konstruieren:

13.36) Beispiel.

( ) Beisp
(a) Der Restklassenring Fo[X]/(X? + X + 1) ist ein Korper.
(b) Der Restklassenring Fo[X]/(X3 + X + 1) ist ein Kérper.
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(c) Der Restklassenring F3[X]/(X? + 1) ist ein Koérper.
Beweis.

(a) Wegen 024+0+1=1und 124+ 1+1 =1 in F, hat das Polynom X2+ X + 1 iiber Fy keine Nullstelle. Nach
Bemerkung (12.35)(b) ist daher X2+ X +1 im Polynomring Fo[X] irreduzibel und damit F[X]/(X2+X +1)
nach Satz (13.26) ein Korper.

(b) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

(c) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(13.37) Notation.

(a) Wir setzen Fy := Fo[X]/(X2+ X +1) und o« := [X]x24 x41-

(b) Wir setzen Fg := Fo[X]/(X? + X + 1) und B := [X]x31x41-
(c) Wir setzen Fg := F3[X]/(X? +1) und t:= [X]x241.

Analog zu Bemerkung (13.31) lassen sich Beschreibungen von Fy, Fg und Fgy herleiten. Wir beschréinken uns
auf F; und {iberlassen die beiden anderen Fille zur Ubung.

(13.38) Bemerkung. Es gilt
Fy ={a+bx|a,beFa}.
Fiir a,b,a’, b € Fy gilt genau dann
a+bx=a +ba
in Fy, wenn a = @’ und b = b in Fy gilt. Fiir a,b, ¢, d € Fa gilt
(a+ba) + (c+dax) =(a+c)+ (b+ d)a,
(a+ba) - (¢ + da) = (ac+ bd) + (ad + be + bd)x

inF4.
+ | 0 1 x  l+ao - o 1 x  l+o
0 0 1 x 1+« 0 0 0 0 0
1 1 0 14+« o 1 0 1 o 1+«
o o 14+« 0 1 o 0 o 14+« 1
1+ |14+ o 1 0 14| 0 1+« 1 o

Beweis. Nach Korollar (13.16)(b) ist Fo[X]geg(x24 x+1) = F2[X]<2 eine Transversale von Fo[X] bzgl. =x24 x 11
und es gilt

Fy =Fo[X]/(X?+ X +1)={a+0b[X]|a,beFy} ={a+bx|abeFy}.
Folglich gilt fiir a,b,a’,b’ € Fo genau dann a + b = o/ + b’ in Fy, wenn a + bX = a’ + ' X in Fy[X] gilt, und
dies ist aquivalent zu a = @’ und b =¥V in Fs.
Ferner ist

Ao+ l=[XP+X]+1=[X>+X+1]=[0]=0
und damit &> = —1 — « = 1 + « in Fy. Fiir a, b, ¢,d € Fy folgt

(a+bx)+ (c+do) = (a+c)+ (b+d)a,

(a4 bex) - (¢ + dot) = ac + ado + beo + bdo® = ac + ado + beo + bd + bdo
= (ac+ bd) + (ad + bc + bd) o

in F4. ]
Wir betonen, dass Fy # Z/4 ist. Wahrend Fy ein Korper und damit insbesondere ein Integritétsbereich ist, gilt
im kommutativen Ring Z/4 die Gleichung 2 -2 = 0.
Der Korper Fo = {0,1} hat zwei Elemente, welche sich in der Informatik als Bits interpretieren lassen. Die
Elemente des Kérpers Fos := Fo[X]/(X® + X* + X3 + X + 1) lassen sich hingegen als Bytes interpretieren.

Dieser Korper kommt beispielsweise bei der Codierungstheorie einer CD oder beim AES-Algorithmus in der
Kryptographie zur Anwendung.
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Euler-Funktion

Um eine Anwendung der Kongruenzrechnung, das RSA-Kryptosystem, formulieren zu kénnen, miissen wir zu-
néchst nachfolgende Abbildung studieren.

(13.39) Definition (Euler-Funktion). Die Euler-Funktion (oder Eulersche Funktion oder Eulersche Phi-Funk-
tion) ist definiert als

©:N—=N, n |[(Z/n)"|.
(13.40) Beispiel. Es ist ¢(8) = 4.
Beweis. Nach Beispiel (13.25) ist (Z/8)” = {1,3,5,7} und damit ¢@(8) = 4. O
(13.41) Bemerkung. Fiir n € N ist

o(n) = {z € [0,n — 1] | ged(n,z) = 1}| = [{z € [1,n] | ged(n,z) = 1}].

Beweis. Es sei n € N gegeben. Dann sind [0,n — 1] und [1, n] Transversalen von Z bzgl. =,,. Fiir jede Transver-
sale T von Z bzgl. =, gilt nach Proposition (13.24) jedoch

(Z/n)* = {[z] | © € Z mit ged(n,z) = 1} = {[z] | « € T mit ged(n,z) = 1}
und damit
¢(n) = |(Z/n)"| = {[z] | € T mit ged(n,z) = 1}| = {x € T'| ged(n,z) = 1}|. O
(13.42) Proposition.
(a) Fiir p,q € P mit p # q ist
¢(pg) = (p—1)(¢—1).
(b) Fiir p € P ist
¢(p)=p—1.
Beweis.

(a) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

(b) Fiir p € Pist Z/p = F, nach Satz (13.26) ein Korper und damit
®(p) = (Z/p)"| = IFy"| = [F, \ {0} = [Fp| —1=p—1. O
(13.43) Lemma. Es sei eine endliche kommutative Gruppe G gegeben. Fiir z € G gilt
26l =1,

Beweis. Es sei x € G gegeben. Dann ist G — G, y — zy eine Bijektion. Auf Grund der Kommutativitdt von G
erhalten wir

[Tv=1IGn=q]= (]

yeG yeG yeG yeG
und damit
26l = H z=1
yeG
nach Korollar (6.30). O

Ohne Beweis sei angemerkt, dass Lemma (13.43) auch fiir nicht kommutative endliche Gruppen gilt.
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(13.44) Satz (Satz von Euler). Fir n € N, a € Z mit ged(n,a) =1 gilt

a®™ = 1.

Beweis. Es seien n € N, a € Z mit ged(n,a) = 1 gegeben. Wegen ged(n, a) = 1 ist [a] € (Z/n)™ nach Proposi-
tion (13.24). Nach Lemma (13.43) folgt

[a®™M] = [a]®) = [q]@/W7 ] =1
in Z/n und damit a®™ =, 1 in Z. O
(13.45) Korollar. Firp € P, a € Z mit p{a gilt

=, 1.
Beweis. Es seien p € P, a € Z mit p t a gegeben. Wegen p 1 a und der Irreduzibilitidt von p ist ged(p,a) = 1.
Nach Proposition (13.42)(b) ist ferner @(p) = p — 1, so dass aus dem Satz von Euler (13.44) bereits

a1 = q°®) =, 1
folgt. O

(13.46) Korollar (kleiner Satz von Fermat). Fiir p € P, a € Z gilt

P

a? =, a.

Beweis. Es seien p € P, a € Z gegeben. Wenn p 1 a gilt, dann ist a?~! =, 1 nach Korollar (13.45). Dies impliziert
nach Proposition (13.5) jedoch bereits

a=a-a"'=,a-1=a.
Wenn hingegen p | a gilt, so haben wir a =, 0, also
a? =, 0P =0=,a

nach Proposition (13.5). Folglich gilt in jedem Fall a? =, a. O

Anwendung: RSA-Kryptosystem

Zum Schluss dieses Abschnitts iiber Kongruenzrechnung wollen wir als Anwendung ein Verfahren zum Ver- und
Entschliisseln von Nachrichten kennenlernen. Die Ausgangssituation ist wie folgt: Ein Sender verschliisselt einen
gegebenen Text und sendet das Chiffrat danach iiber einen unsicheren Kanal an einen Empfénger, welcher den
Geheimtext anschliefend wieder entschliisselt und so den urspriinglichen Text erhélt. (17)

Hierzu betrachten ein sogenanntes Public-Key-Kryptosystem, bestehend aus einer Menge von Klartexten P,
einer Menge von Geheimtexten (oder Chiffraten) C, einem dffentlichen Schliissel Kpy, und einem privaten
Schliissel Kpyiv. Die beiden Schliissel bedingen ihrerseits eine Abbildung e: P — C, die Verschlisselungsfunktion,
und eine Abbildung d: C — P, die Entschliisselungsfunktion, mit

doe=idp.

Der o6ffentliche Schliissel wird zum Versenden von Nachrichten benutzt und hierzu 6ffentlich publiziert, etwa auf
der personlichen Homepage des Empfangers. Entsprechend darf die Verschliisselungsfunktion e: P — C eines
Public-Key-Kryptosystems nur vom 6ffentlichen Schliissel abhéngen. Der private Schliissel ist hingegen nur dem
Empfanger bekannt und wird von diesem geheimgehalten. Damit ein Public-Key-Kryptosystem sicher ist, darf
es in der Praxis unter vertretbarem Aufwand nicht moglich sein, den privaten Schliissel aus dem 6ffentlichen
Schliissel zu berechnen.

Im Folgenden wird die Menge der Klartexte durch P = [0, n — 1] fiir ein hinreichend grofes n € N gegeben sein.
In der Praxis muss ein zu verschliisselnder Text also zunéchst in ein Element oder eine Folge von Elementen
aus P umgewandelt werden. Diesen Prozess werden wir hier nicht ndher thematisieren.

Bevor wir in Anwendung (13.49) ein konkretes Verfahren vorstellen, wollen wir zunéchst die dahinterstehende
Theorie herleiten.

47TDas hier betrachtete RSA-Kryptosystem und weitere Verfahren zur Nachrichtenverschliisselung werden in Vorlesungen iiber
Kryptographie eingehender studiert. Grundlagen hierzu werden an der RWTH Aachen iiblicherweise im Rahmen des Kurses Da-
tenkommunikation und Sicherheit (ab etwa 4. Semester im Studiengang B.Sc. Informatik) vermittelt.

139



13.47) Proposition. Es seien p,q € P mit p # q gegeben. Ferner seien a,b € Z mit ab = 1 gegeben. Fiir
@ (pq)
alle x € Z gilt dann

ab —
x =pq xZ.

Beweis. Es sei x € Z gegeben.
Zuniéichst gelte p f z. Nach Korollar (13.45) gilt dann 2P~! =, 1. Nun ist nach Proposition (13.42)(a) je-
doch @(pg) = (p—1)(g — 1), es gilt also auch
z®P0) = g(p=D(a=1) — (pp=1)a—1 =, 1.
Wegen ab = (pq) 1 impliziert dies % =, .
Gilt hingegen p | z, so haben wir z =, 0, also
% =, 0=, 2.

Es gilt also in jedem Fall 2% =, z, d.h. p | 2%° — z. Analog ist auch z%° =, z, d.h. ¢ | 2% — 2. Da p und ¢
verschiedene Primzahlen sind, impliziert dies bereits pq | % — z und damit 2 =pq T O

(13.48) Korollar. Es seien p,q € P mit p # ¢ und a,b € Z mit ab =o(pg) 1 gegeben. Dann sind

Z/(pa) = Z/(pq), [z] — [z]*,

Z/(pg) = Z/(pa), ly) = [y]"
sich gegenseitig invertierende Bijektionen.
Das vorangegangene Korollar ist Grundlage des nachfolgenden Verschliisselungsverfahrens.
(13.49) Anwendung (RSA-Kryptosystem; RIVEST, SHAMIR, ADLEMAN; 1977).

e Initialisierung:
— Wihle geeignete grofte Primzahlen p und ¢ mit p # ¢ (ungefahr 250 Stellen).

— Berechne n :=pq und @(n) = (p—1)(¢ — 1).
— Waibhle geeignetes a € [1, @(n)] mit ged(@(n),a) = 1.

Berechne b € [1, @(n)] mit ab =g, 1.

— Publiziere den &ffentlichen Schliissel Kpyp1 := (n,a) (zum Beispiel auf persénlicher Homepage).
— Halte den privaten Schliissel Ky, := b geheim.

— Die Menge der Klartexte ist P := [0,n — 1]. Die Menge der Geheimtexte ist C := [0,n — 1].

e Verschliisselung eines Klartexts x € P:

— Berechne
e(z) = z* mod n.
e Entschliisselung eines Geheimtexts y € C:
— Berechne
d(y) =y mod n.
e Beispiel:

— Wir wihlen p =3, ¢ = 11. Dann ist n = pg =3-11 =33 und ¢(n) = (p—1)(¢—1) =210 = 20.
Wir wahlen a = 3. Dann ist 3 -7 = 21 =9 1, also b = 7. Der o6ffentliche Schliissel ist

Kpubl = (naa) = (337 3)
Der private Schliissel ist

Kopiv =b="T.
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— Die Verschliisselung des Klartexts x = 13 ergibt
e(z) = 2 mod n = 13% mod 33 = (13 - 169) mod 33 = (13 - 4) mod 33 = 52 mod 33 = 19.
— Die Entschliisselung des Geheimtexts y = 19 ergibt
d(y) = y® mod n = 19" mod 33 = (—14)" mod 33 = (196>(—14)) mod 33
= ((—2)*(—14)) mod 33 = (8 - 14) mod 33 = 112 mod 33 = 13.

Die Sicherheit des RSA-Kryptosystems beruht auf der Schwierigkeit, grofe natiirliche Zahlen zu faktorisie-
ren. Konnte ein Angreifer aus der Kenntnis des 6ffentlichen Schlissels Ky = (n,a) in Anwendung (13.49)
die Primfaktoren von n ermitteln, so konnte er auch @(n) und damit mit Hilfe des erweiterten euklidischen
Algorithmus’ (12.27) den privaten Schliissel K, iy = b berechnen.

14 Die symmetrische Gruppe

Als néchstes studieren wir mit den symmetrischen Gruppen eine Beispielklasse von Gruppen, welche als Gruppen
der invertierbaren Elemente in Abbildungsmonoiden auftauchen.

Begriffsbildung

Es sei eine Menge X gegeben. Nach Bemerkung (6.22) wird Map(X, X) ein Monoid mit Monoidverkniip-
fung (g, f) — g o f und Einselement idyx. Wir interessieren uns fiir die Gruppe der invertierbaren Elemente
in Map(X, X):

(14.1) Definition (symmetrische Gruppe).
(a) Es sei eine Menge X gegeben. Die Gruppe
Sx = Map(X, X)”*
heifst symmetrische Gruppe auf X. Ein Element von Sx wird eine Permutation von X genannt.
(b) Es sei n € Ny gegeben. Wir nennen
Sn =S

auch die symmetrische Gruppe vom Grad n. Fir m € S,, schreiben wir
1 2 3 .. omo\._
(r(1) 7(2) n(3) 7 wlny ) =1

Nach Satz (3.29)(c) besteht Sx fiir eine Menge X aus allen bijektiven Abbildungen von X nach X.
Permutationen, also die Elemente einer symmetrischen Gruppe, tauchen in der Informatik etwa bei Sortieral-
gorithmen (1®) auf.

(14.2) Beispiel.

(a) Es ist

So = {idg} ={()}.
(b) Es ist

S1 = {idgy } ={(1)}-
(c) Es ist

— 3 — 12 12
Sp = {idp 2y, (122,22 D} ={(13),(31)}
483ortieralgorithmen werden an der RWTH Aachen bspw. im Rahmen des Kurses Datenstrukturen und Algorithmen (etwa
2. Semester im Studiengang B.Sc. Informatik) studiert.

141



Ss={(128),(27%),(33%),(133),(339). (313)}
Man beachte, dass wir beim Bilden von Komposita — wie immer — von rechts nach links lesen:

(14.3) Beispiel. In S3 ist

(318331 =(313),
(539)e(313)=(331)-
Zykelschreibweise

Die klassische Schreibweise fiir Permutationen ist fiir viele Zwecke noch etwas schwerfillig. Um die sogenannte
Zykelschreibweise einzufiihren, studieren wir die iterierte Anwendung einer gegebenen Permutation.
Betrachten wir etwa 7 € S; gegeben durch 7 = (1234 287). Die iterierte Anwendung von 7 auf das Element 1

ergibt

m(1) =2,
(1) = n(n(1)) = 7(2) = 4,
(1) =n(r*(1) = 7(4) = 1,
(1) = a(r(1)) = (1) = 2,
(1) = (7 (1)) = 7(2) = 4,
(1) = a(r°(1)) = 7(4) =1,
w'(1) = a(r(1)) = (1) = 2,

und so weiter. Wir erhalten also periodisch immer wieder die Werte 1, 2, 4, wobei sich die Werte nach jeder
dritten Anwendung wiederholen. Bei der iterierten Anwendung von 7~ erhalten wir wieder nur die Werte 1, 2,
4 im Wechsel, lediglich die Reihenfolge des Auftretens &ndert sich. Somit gilt also

{7®(1) | k € Z} = {1,2,4}.

Dasselbe Resultat ergibt sich, wenn wir mit dem Element 2 oder dem Element 4 beginnen, lediglich das Auftreten
der einzelnen Werte ist um ein oder zwei Stellen verschoben. Wenn wir hingegen mit dem Element 5 oder dem
Element 7 beginnen, so erhalten wir abwechselnd die Werte 5 und 7, und wenn wir mit dem Element 3 oder
dem Element 6 beginnen, so bleibt der jeweilige Wert nach Anwendung von 7 erhalten, also auch nach iterierter
Anwendung von 7.

2 )

7[>1 (73 w<7>w 6, )"

Wir wollen nun die Tatsache, dass 1, 2, 4 bei iterierter Anwendung von 7 (und 7~!) ineinander iibergehen, fiir
eine alternative Notation von 7 ausnutzen.

(14.4) Bemerkung. Es seien eine Menge X und m € Sx gegeben. Fiir z,y € X gelte genau dann = ~, y,
wenn es ein k € Z mit y = 7¥(x) gibt. Dann ist ~, eine Aquivalenzrelation auf X.

Beweis. Es seien z,y,z € X mit x ~, y und y ~, z gegeben, so dass es k,l € Z mit y = 7¥(x) und z = 7! (y)
gibt. Dann folgt

z=n'(y) = 7' (n"(z)) = 7" (2)
und damit x ~, z. Folglich ist ~, transitiv.
Fiir x € X gilt 7n%(z) = idx (x) = z, also 2 ~, z. Folglich ist ~, reflexiv.
Es seien x,y € X mit x ~, y gegeben, so dass es ein k € Z mit y = 7¥(z) gibt. Dann folgt z = 7~ *(y) und
damit y ~, x. Folglich ist ~, symmetrisch.
Insgesamt ist ~, eine Aquivalenzrelation auf X. O
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(14.5) Definition (Bahn). Es seien eine Menge X und m € Sx gegeben. Die Aquivalenzrelation ~, auf X
aus Bemerkung (14.4) heifst Bahnengleichheit unter w. Die Quotientenmenge X/ := X/~ heikt Menge der
Bahnen unter 7. Ein Element von X /7 heifit Bahn in X unter 7. Fir z € X heift [z], := [z]~, die Bahn
von z unter 7. Fiir eine Bahn O in X unter 7 heift |O| die Linge von O. Eine Transversale von X/~ heifst
Transversale der Bahnen unter .

Nach dem Hauptsatz iiber Aquivalenzrelationen (5.20) ist die Menge der Bahnen einer Permutation einer Men-
ge X eine Partition von X.

(14.6) Beispiel. Es sei m € S; gegeben durch 7 = (3231287). Dann ist

[1] = 2] = [4] = {1,2,4},
8] = {3},

5] = [711= {57},

[6] = {6}

und

[1,7]/m = {[1], B], [5], [6]} = {{1,2,4},{3}, {5, 7}, {6}}.

Beweis. Fir k € Z erhalten wir induktiv

1, falls k =50,
(1) =<2, falls k=5 1,
4, falls k =3 2,
7 (3) =3,
7rk(5) _ 5, falls k =50,
7, falls k=51,
7 (6) = 6.

Folglich gilt [1] = [2] = [4] = {1,2,4}, [3] = {3}, [5] = [7] = {57}, [6] = {6} und damit

[1,7)/m = {[1]; [21, [3], [4], [5], [6], [7]} = {[1], 3}, [5]. [6]} = {{1,2,4},{3}, {5, 7}, {6}}. H

(14.7) Bemerkung. Es seien eine Menge X, 7 € Sx, z € X und k € Z\ {0} mit 7¥(x) = = gegeben. Fiir [ € Z
gilt

Wl(x) — ’R'l mod k(x)
Beweis. Fiir | € Z gilt | = (I div k)k + 1 mod k und 7UWVR* () = . also
7Tl(l') — 7_‘_(ldivk)k+l mod k(x) — 7_(_l mod k(ﬂ_(ldivk)k<x)) — 7_(_l mod k($> |

(14.8) Bemerkung. Es seien eine Menge X, 7 € Sx und z € X gegeben. Genau dann ist [z], endlich, wenn
es ein k € N mit 7% (z) = z gibt.

Beweis. Wenn [z], endlich ist, dann gibt es k,l € Z mit k > [ und 7%(x) = 7'(z) und folglich mit
in X. Gibt es umgekehrt ein & € N mit 7%(z) = =, so gilt

(2]« = {n'(2) [ L € Z} = {x' ™" (2) | 1 € Z} = {n"(x) | r € [0,k — 1]}

nach Bemerkung (14.7), und insbesondere ist [z], endlich. O
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(14.9) Proposition. Es seien eine Menge X, 7 € Sy und z € X so gegeben, dass die Bahn [z], von z unter 7
endlich ist. Ferner sei m := min {k € N | 7%(2) = 2}. Dann ist

Z/m = (], [K]lm — 7% (x)
eine wohldefinierte Bijektion. Insbesondere gilt |[z],| = m und
[2]r = {7" () | k € [0,m — 1]}

Beweis. Wir betrachten die Abbildung f: Z — X, k + 7%(z). Nach dem Homomorphiesatz fiir Mengen (5.15)
gibt es eine wohldefinierte Injektion f: Z/=; — X mit f = f o quo, gegeben durch f([k]) = f(k) = 7*(x)
fiir k € Z, und es ist Im f = Im f.

Um zu zeigen, dass =; = =,, ist, seien k,l € Z gegeben. Genau dann gilt k =; [ in Z, wenn 7*(z) = 7'(z)
in X ist. Dies ist dquivalent zu 7%~!(2) = 2. Nach Bemerkung (14.7) gilt 7%~!(z) = x(k=H modm(4) Folglich
gilt genau dann k = [, wenn w(*=D med ™ (3) = 7 ist. Wegen (k — 1) mod m € [0,m — 1] und der Minimalitt
von m ist dies dquivalent zu (k — I) mod m = 0, nach Proposition (13.15)(b) also zu k =,, I. Somit gilt in der
Tat =¢ = =, und damit Z/=y = Z/=,, = Z/m.

Ferner gilt

Im [ =TIm f = {f(k) | k € Z} = {x*(2) | k € Z} = [a].

Folglich ist f|'"™/: Z/m — [x], eine Bijektion. Da [0, m — 1] nach Korollar (13.16)(a) eine Transversale von Z/m
ist, folgt insbesondere |[z];| = |Z/m| = m und

(@l = Tm f = {F([Klw) | k € [0,m — 1]} = {x*(2) | k € [0,m — 1]}. 0

Um eine Permutation geméft ihrer Bahnen zu zerlegen, betrachten wir nun solche Permutationen, die hchstens
eine nicht-einelementige Bahn haben. Neben der Bahn miissen wir uns dann nur noch die Reihenfolge des
Auftretens der Elemente in der Bahn bei der Anwendung von 7 merken, weswegen wir eine Tupelnotation
wahlen.

(14.10) Definition (Zykel). Es sei eine Menge X gegeben.

(a) Eine Permutation ¢ von X heifit zyklisch (oder Zykel von X), falls jede Bahn unter ¢ endlich ist und
hochstens eine Bahn mehr als 1 Element hat.

(b) Es sei ein Zykel ¢ von X gegeben. Die Linge von ( ist 0, wenn X = () ist, und das Maximum der Lingen
aller Bahnen unter ¢, wenn X # () ist.

Fiir m € Ny sagen wir, dass ¢ ein m-Zykel ist, wenn ( die Linge m hat.

(c) Es seien m € Ny, ein m-Zykel ¢ von X und z € X mit |[z]¢| = m gegeben. Wir schreiben
(z,¢(@),....¢" M) =
14.11 eispiel. In 53 ist
Beispiel. In S3 i

(373) =(1,2),
(331)=(1,3),
51

(231) = (1,2,3).

Wir betonen, dass die Bildung von Komposita weiterhin von rechts nach links gelesen wird:

N—= W =

. eispiel.
(14.12) Beispiel
(a) In S3 gilt
(1,3)(1,2) = (1,2,3).
(b) Die Permutation (32%23%) in Ss ist kein Zykel. Es gilt

(%%?éi) = (475)(1’273) = (17273)(475)'
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Beweis.

(a) Es seien ¢,n € S3 gegeben durch ¢ = (1,2), n = (1, 3). Dann gilt

n(¢(1)) =n(2) =2,
n(¢(2)) =n(1) = 3,
n(¢(3)) =n(3) =1,

also

n(¢(1)) =n(2) =2,
n(¢(2)) =n(3) =3,
n(¢(3)) =n(1) =1,
n(¢(4)) = n(4) =5,
n(¢(5)) =n(5) = 4,
und
C(n(1)) =¢(1) =2,
(((2)) =¢(2) =3,
((m(3)) =<B) =1,
C(n(4)) =<(5) =5,
C(n(5)) =¢(4) =4,
also
(4a5)(1a2:3):UC:(%%?éi):@:(lﬂﬁ)(‘lﬁ) O

Die Schreibweise eines Zykels ist nicht eindeutig, sondern héngt von der Wahl eines Vertreters der zugehorigen
Bahn (der erste Eintrag in einem Zykel) ab:

(14.13) Beispiel. In S, gilt
(17 3747 2) = (37 47 27 1) = (47 27 173) = (27 1737 4).

(14.14) Proposition. Es seien eine endliche Menge X, m € Sy und eine Transversale 7' der Bahnen unter 7
gegeben. Fiir z € T sei ferner m,, := min {k € N | 7%(z) = x}. Dann ist

= H (z,7(x),..., 7™ (x)) = H (z,7(x),..., 7™ (x)).
zeT xzeT

Beweis. Fiir z € T sei m, := min{k € N | 7%(z) = 2} und (, := (z,7(x),..., 7™~ 1(x)). Fiir y € X gilt dann
w(y), fallsy € [z].,
Gl = {7 2
Y, falls y ¢ [x].

Zunidchst seien z,2’ € T mit z # 2’ gegeben. Dann sind [z|, und [2'], disjunkt, d.h. fir y € X gilt ent-
weder y € [z], oder y € [2'] oder y ¢ [z], U [2'], und somit

m(y), fallsy € [z],,
<$/(<£B(y)) = {gmi Eﬂ-)(y))7 i:ﬁz Y ; %i}ﬂ"} = W(y)7 falls Yy e [xl T
w0 YF Hix y,  fallsy ¢ [2], U[2']s

145



_ ) G(n(y), fallsy e [2']r,
C(y), falls y ¢ [2']x

Folglich gilt (¢, = (4(, in Sx.
Um 7 = [[,cr Co zu zeigen, sei y € X gegeben. Da T' eine Transversale der Bahnen unter 7 ist, gibt es genau
ein 2’ € T mit y € [2']. Es gilt {»/(y) = 7(y) und damit

(ITww =0 IT @)= I Ew)=rw).

z€T zeT\{z'} zeT\{z'}

} = Ga(Car ()

Folglich ist in der Tat 7 =[], .1 Co-
Da (, = idx fiir alle z € T mit 7(z) = x ist, folgt

W:H@c: HCr O

zeT zeT
w(x)#x

Die in Proposition (14.14) verwendete Darstellung wird Zykelschreibweise genannt. Es lasst sich zeigen, dass
sich jede Permutation einer endlichen Menge (bis auf Reihenfolge) eindeutig als Kompositum von paarweise
disjunkten nicht-trivialen Zykeln schreiben lésst. Dabei heifit ein Zykel nicht-trivial, falls er mindestens Lénge 2
hat, und zwei nicht-triviale Zykel heifsen disjunkt, falls die zugehorigen eindeutigen nicht-einelementigen Bahnen
disjunkt sind.

(14.15) Beispiel. In Sy; ist

(3331280) =(1,2,9(5,7).

Transpositionen

Die Zykel der Léange 2 bilden die ,,Grundbausteine” in der symmetrischen Gruppe S,, fir n € Ny, wie wir im
Folgenden sehen werden.

(14.16) Definition (Transposition, Nachbartransposition).

(a) Es sei n € Ny gegeben. Eine Transposition (oder Vertauschung) von [1,n] ist ein Zykel von [1,n] der
Lénge 2.

(b) Es sei n € N gegeben. Eine Nachbartransposition von [1,n] ist eine Transposition von [1,n] der
Form (j,7 + 1) fir ein j € [1,n —1].

(14.17) Bemerkung. Es sei n € Ny gegeben. Fiir verschiedene i, j, k € [1,n] gilt
(,5) = (4, k) (i, k) (K, )
in S,,.
(14.18) Bemerkung. Es sei n € Ny gegeben.
(a) Es seil € Ny gegeben. Fiir verschiedene ji,...,j; € [1,n] gilt
(1,00 = G, ) G diet) - - U, J2) = (s d2) (G2, 53) - - (i1, 1)
in S,.
(b) Fiir 4, € [1,n] mit i < j gilt

GH=0J7-1...(+2,i+ 1), i+ 1)(E+1,i+2)...(j — 1,5).
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Beweis.

(b) Esseii € [1,n] gegeben. Wir fiihren Induktion nach j € [i + 1, n|, wobei fiir j = 7+ 1 nichts zu tun ist. Es
sei also j € [i + 2,n] mit

(Gi—1D)=0G(-1,7-2)...(0+2,i+1)(,i+ 1)+ 1,0 +2)...(j — 2,5 — 1)

gegeben. Dann ist nach Bemerkung (14.17) aber auch
(4,4) = (G5 =D -1 —1,J)

=(Gi-DG-17-2) ... (i+2i+1)3GEi+1)(E+1,i+2)...(— 2,5 — 1) — L)

Nach dem Induktionsprinzip gilt
(G,)=0U,7—-1)...(+2, i+, i+ )i +1,i+2)...(j — 1,4)

fiir alle j € [i + 1,n]. O

(14.19) Beispiel.
(a) In Sy ist

(1,4,7,3,5)(2,8,6,9) = (1,4)(4,7)(7,3)(3,5)(2,8)(8,6)(6,9).

(b) In Sy ist
(1,4) = (4,3)(3,2)(1,2)(2,3)(3, 4).
(14.20) Proposition. Es sei n € Ny gegeben. Jede Permutation von [1,n] ist ein Kompositum von Nachbar-
transpositionen von [1, n].

Beweis. Dies folgt aus Proposition (14.14) und Bemerkung (14.18). O

Signum

Die Darstellung einer Permutation als Kompositum von Transpositionen ist nicht eindeutig, wie man bereits an
Bemerkung (14.18) erkennt. Wir werden jedoch zeigen, dass zumindest die Paritét der Anzahl der Transposi-
tionen festgelegt ist: Lésst sich eine Permutation als ein Kompositum einer geraden Anzahl an Permutationen
schreiben, dann nicht als ein Kompositum einer ungeraden Anzahl an Permutationen (und umgekehrt).

Um dies zu zeigen, zdhlen wir diejenigen Paare, bei welchen unter einer Permutation die Ordnungsbeziehung
vertauscht wird.

(14.21) Definition (Fehlstand). Es seien n € Ny und 7 € S,, gegeben. Die Menge der Fehlstinde von 7 ist
definiert als

Inv(m) :={(i,5) € [1,n] x [1,n] | i < 4, w(7) > 7(4)}.
Ein Element von Inv(w) wird Fehistand (oder Inversionspaar) von 7 genannt.

(14.22) Beispiel. Es ist

Inv((3393)) ={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}.
(14.23) Bemerkung. Es seien n € N und j € [1,n — 1] gegeben.
(a) Es ist

Inv((4,7 + 1)) = {4, + D}
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(b) Fir m € S,, ist

Inv(mo (4,5 + 1)) ={(,4) | 4,7 € [1,n]\ {j,7 + 1} mit (:,4") € Inv(7)}
{(i,7+1)|i€[1,7— 1] mit (¢,5) € Inv(m
{G+1,9) [i€li+2n] mit (5,9) (
U{(i,5) |i€[l,5 —1] mit (4,5 + 1) € Inv(m
U{(4,%) | i € [j +2,n] mit (j+1,i) € Inv(

U
U € Inv

wobel

o J{GA+ D), s (g4 1) ¢ Tuv(),
0, falls (j,j + 1) € Inv(m).

Beweis.

(b) Essei m € S,, gegeben und es sei o :=mo (4,5 + 1). Fiir i € [1,n] ist

m(j+1), fallsi=j,
o(i) = ¢ 7(j), falls i = j + 1,

(1), falls ¢ ¢ {j,7 + 1}.
Folglich gilt: Fiir ¢,4’ € [1,n]\{j,j+1} ist genau dann (4,4) € Inv(c), wenn (4,4') € Inv(r). Fiiri € [1,7—1]
ist genau dann (4, j+1) € Inv(o), wenn (7, ) € Inv(w). Fir i € [j +2,n] ist genau dann (5 +1,4) € Inv(o),
wenn (j,7) € Inv(rm). Fir ¢ € [1,5 — 1] ist genau dann (i,5) € Inv(o), wenn (i, + 1) € Inv(m).
Fiir i € [j+2,n] ist genau dann (j,4) € Inv(o), wenn (j+1,4) € Inv(w). Genau dann ist (j,j+1) € Inv(o),
wenn (7,7 + 1) ¢ Inv(m). O

(14.24) Definition (Signum). Es seien n € Ny und 7 € S,, gegeben. Das Signum (oder Vorzeichen) von 7 ist
definiert als

sgn T = (fl)unv(“)l.
Das Signum von Permutationen wird in der Linearen Algebra zur Definition der Determinante benutzt.
(14.25) Beispiel. Es ist

sgn(3173) =1L
Beweis. Nach Beispiel (14.22) ist

Inv((3313)) ={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)},
also

sen(3333) =(-1'=1. O
(14.26) Bemerkung. Es sei n € Ny gegeben. Fiir j € [1,n — 1] ist

sgn (j,j +1) = -1
Beweis. Nach Bemerkung (14.23)(a) ist Inv((j,7 + 1)) = {(j,7 + 1)} und damit

sgn (7,4 +1) = (-G = (1t = 1,
fiir j € [1,n—1]. 0
(14.27) Proposition (Produktsatz). Es sei n € Ny gegeben. Fiir 7,0 € S, gilt

sgn(mo o) = (sgnm)(sgno).
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Beweis. Wir zeigen durch Induktion nach I € Ny: Fiir m,0 € S,, so, dass ¢ ein Kompositum von [ Nachbar-
transpositionen ist, gilt sgn(m o o) = (sgnm)(sgno).
Fir [ =0, 7,0 € S, s0, dass o ein Kompositum von [ Nachbartranspositionen ist, gilt o = id[; ), also

sgn(moo) =sgn(roidy ) =sgnm =sgnm-1 = (sgnn)(sgnidp ) = (sgnm)(sgno).

Es sei also | € N so gegeben, dass sgu(mw o ¢’) = (sgnm)(sgno’) fiir m,0’ € S,, derart, dass ¢’ ein Kompo-
situm von [ — 1 Nachbartransposition ist. Ferner seien m,0 € S,, so gegeben, dass ¢ ein Kompositum von [
Nachbartranspositionen ist. Dann ist ¢ = ¢’ o (4,5 + 1) fiir ein ¢’ € S,,, welches ein Kompositum von [ — 1
Nachbartranspositionen ist, und ein j € [1,n — 1]. Fiir p € S,, gilt

[v(p)| + 1, falls (j.j +1) ¢ Tv(p),

Inv(po (4,7 + 1)) = {|Inv(p) —1, falls (j,j + 1) € Inv(p),

nach Bemerkung (14.23)(b) und damit

= (=)l (1)

@Mo@juﬁ—(nmwmﬂm_{PWm@m7mMUJ+Dﬂm@}

(=1)v)I=1" falls (4,5 4+ 1) € Inv(p)
= (sgnp)(sgn (4,5 +1))

nach Bemerkung (14.26). Mit der Induktionsvoraussetzung ergibt sich

sgn(m o o) = sgn(mo oo (j,j+1)) = (sgn(roo’))(sgn (j,j + 1)) = (sgnm)(sgno’)(sgn (4,5 + 1))

= (sgnm)(sgn(o’ o (j,j +1))) = (sgn)(sgno).

Nach dem Induktionsprinzip und Proposition (14.20) gilt sgn(w o o) = (sgnn)(sgn o) fiir alle 7,0 € S,,. O
(14.28) Korollar. Es sei n € Ny gegeben. Fiir 7 € S,, ist

sgn = sgn .
Beweis. Es sei m € S,, gegeben. Nach Proposition (14.27) gilt dann

(sgnm ') (sgnm) = sgn(r " o) = sgnidp =1

und damit

. 1 1= falls sgnm =1, 1, fallssgnm =1,
sgnm = (sgnmw) = L = = sgnm. O
(=1)~, fallssgnm= -1 —1, fallssgnm=—1

(14.29) Satz. Es seien n € Ny und 7 € S,, gegeben und es sei O := [1,n]/7. Dann ist
sgnm = (_DZOEO(IOI—D — (_I)Zoeo.|o\>1(|o|—1) _ (_1)n—|0| — (_1)\{O€OIIO| ist gerade}|
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(14.30) Beispiel. Fiir (1,4,6)(3,8,5)(7,9) € Sy gilt
sgn((1,4,6)(3,8,5)(7,9)) = —1.
Beweis. Es ist {O € [1,9]/7 | |0] > 1} = {{1,4,6},{3,8,5},{7,9}}. Nach Satz (14.29) folgt
sgn((1,4,6)(3,8,5)(7,9)) = (—1)BDFE-DFE=D = (_1)2F2H = (_1)5 = 1. O

Alternativer Beweis von Beispiel (14.30). Es ist [1,9]/7 = {{1,4,6},{2},{3,8,5},{7,9}}. Nach Satz (14.29)
folgt

sgn((1,4,6)(3,8,5)(7,9)) = (1)~ = (-1)" = 1. H

Alternativer Beweis von Beispiel (14.30). Es ist {O € [1,9]/7 | |O] ist gerade} = {{7,9}}. Nach Satz (14.29)
folgt

sen((1,4,6)(3,8,5)(7,9)) = (-1)* = —1. O
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Zusatzliche Konzepte

Im Folgenden geben wir einige zusétzliche Definitionen, deren Studium dem Leser zur Ubung iiberlassen sei.

(14.31) Definition (Ordnung). Es seien eine Menge X und eine Permutation = von X gegeben. Die Ordnung
von 7 ist definiert als

ord7w := min {k € N | 7% = idy}.
(14.32) Definition (Fixpunkte, Triger). Es seien eine Menge X und eine Permutation 7 von X gegeben.

(a) Die Menge der Fixpunkte unter 7 ist definiert als
Fix(m) :={z € X | n(z) = z}.
Ein Element von Fix(7) wird Fizpunkt unter 7 genannt.

(b) Der Trdger von 7 ist definiert als

Supp(n) :={z € X | n(x) # x}.

Fiir x € Supp(7) sagen wir, dass = unter 7 bewegt wird.

15 Matrixarithmetik

Bereits in Definition (2.52) wurde der Begriff einer Matrix als Spezialisierung des Begriffs einer Familie einge-
fiihrt. In diesem Abschnitt betrachten wir Matrizen mit Eintrdgen in einem gegebenen kommutativen Ring und
fiihren fiir solche diverse Matrixoperationen ein.

Im Folgenden, bis zum Ende des Abschnitts und unter Ausnahme der Beispiele, sei stets ein kommutativer
Ring R gegeben.

Matrixaddition

Falls nicht anders erwihnt, fassen wir ohne weiteren Kommentar fiir m,n € Ny die Menge der (m x n)-Matrizen
iber R als abelsche Gruppe im folgenden Sinne auf.

(15.1) Proposition. Es seien m,n € Ny gegeben. Die Menge R"™*™ wird eine abelsche Gruppe mit Addition
gegeben durch

A+ B = (A +7 B; )icitmljeiim)

fir A, B € R™*". Die Null von R™*" ist gegeben durch

R'm, Xn

0 = (0%)iert,m).jel1,n]-

Fir A € R™*" ist das Negative von A in R™*" gegeben durch

R‘m. Xn

(—4) = ((=4i,7)™)iett,m),se1,n)-
Beweis. Wir verifizieren die Axiome einer abelschen Gruppe.
o Assoziativitdt der Addition. Fir A, B,C € R™*" gilt
A+ (B+0C)=A+Bi;+Cijlicnmjenn = (Aij + (Bij + Cij))ien,mljetn]
= ((Aij + Bij) + Cij)iciim)jelin = (Aij + Bij)icit,m)jeiin +C
=(A+B)+C.

Folglich ist 4 assoziativ.
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o Kommutativitit der Addition. Fir A, B € R™*"™ gilt

A+ B = (4 + Bijlicit,mjeit,n) = (Bij + Aij)ief,m),jenn = B+ A
Folglich ist + kommutativ.

e FExistenz der Null. Fiir A € R™*" gilt

(0)iem)jen + A= (04 Aij)ici,m)jenn = (Aijicl,m),jenn = 4.
Wegen der Kommutativitit von + ist (0)ic[1,m],je[1,n) €in neutrales Element in R™*™ bzgl. +.

e FExistenz der Negativen. Fiir A € R™*"™ gilt

(—Ai,j)ie[l,m],je[l,n] +A= (_Ai,j + Ai,j)z‘e[l,m],jeu,n] = (O)ie[l,m],je[l,n]~
Wegen der Kommutativitdt von + ist (—A; j)ie[1,m],je[1,n) €in zu A inverses Element in R™*™ bzgl. +.

Insgesamt wird R™*" eine abelsche Gruppe mit Addition gegeben durch A + B = (A;; + B j)ic[1,m],j€[1.n]
fir A, B € R™*", Null 0 = (0)ije[1,m],je[1,n) und Negativen —A = (—A; ;)ic[1,m],je[,n) fiir A € R™*".

(15.2) Definition (Matrixaddition). Es seien m,n € Ny gegeben. Fir A, B € R™*™ wird A 4+ B gegeben wie
in Proposition (15.1) die Summe (oder Matrizsumme) von A und B genannt. Die Null von R™*" wird auch

Nullmatriz (genauer (m X n)-Nullmatriz) {iber R genannt. Fiir A € R™*™ wird das Negative von A auch die
negative Matriz von A genannt.

Bei den in Definition (15.2) eingefiihrten Begriffen handelt es sich um komponentenweise definierte Konzepte;

wir sprechen von einer komponentenweisen Addition, einer komponentenweisen Null und komponentenweisen
Negativen.

(15.3) Beispiel.

(a) In Z2*3 ist

L0 —2) (-2 2 4\ _(1-2 0+2 —2+4)_ (-1 2 2
2 -1 3 1 1 -1) " \2+1 -1+1 3-1) \3 0 2)°
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Skalarmultiplikation von Matrizen

Matrizen lassen sich nicht nur addieren, sondern auch mit Elementen aus R multiplizieren. Diese sogenannte
Skalarmultiplikation geschieht wieder komponentenweise:

(15.4) Definition (Skalarmultiplikation von Matrizen). Es seien m,n € Ny gegeben. Fir ¢ € R, A € R™*"
wird cA = c¢- A € R™*™ gegeben durch

cA = (cAij)ict,m].jel1,n]
das c-fache von A genannt.

(15.5) Beispiel. In Z2*3 ist

1 0 -2 -3 0 6
(=3) (2 -1 3 ) = (6 3 9) '
Beweis. In Z2*3 ist
(—3) 1 0 =2\ _ [(-3-1 (-3)-0 (-3)-(-2)\ _(-3 0 6 0
2 -1 3 ) \(-3)-2 (=3)-(-1) (-3)-3 ) \-6 3 —=9)°
(15.6) Konvention. Meistens lassen wir die Klammern um Produkte aus Skalaren und Matrizen weg, d.h. es
gelte Punkt- vor Strichrechnung.

(15.7) Proposition. Es seien m,n € Ny gegeben.
(a) Assoziativitit der Skalarmultiplikation. Fiir ¢,d € R, A € R™*" gilt
c(dA) = (ed)A.
(b) Neutralitit der Eins bzgl. der Skalarmultiplikation. Fir A € R™*"™ gilt
14 = A.
(¢) Distributivitat von Matrizaddition und Skalarmultiplikation. Fir ¢,d € R, A € R™*™ gilt
(c+d)A = cA+ dA.
Firce R, A,B € R™*" gilt
¢(A+ B) =cA+cB.
Beweis.
(a) Fir ¢,d € R, A € R™*™ gilt,
c(dA) = c(dAij)icnmljenn) = (c(dAij))ienmjenn = ((€d)Aij)icn,mljenn = (cd)A.
(b) Fir A € R™*™ gilt
1A = (14; j)ie,m).jetn] = (Aijg)iet,m)jen) = A
(c) Fiir e,d € R, A € R™*" gilt

(c+d)A = ((c+d)Aij)icn,mljenn = (cAij +dAij )ici,m]je[n]
= (cAij)icp,m)jelin] + (dAij)ic,m),jepin] = cA+ dA.

Firce R, A, B € R™*" gilt

c(A+B) = c(Aij + Bij)icnmjen = (c(Aij + Bij))icn,mljein = (CAij + cBij)ici,m],je[n]
= (CAi,j)ie[l,m],je[l,n] + (CBi,j)ie[l,m],je[Ln] =cA+cB. O

(15.8) Konvention. Es seien m,n € Ny gegeben. Da fiir ¢,d € R, A € R™* " stets ¢(dA) = (cd)A gilt,
schreiben wir im Folgenden meist kurz cdA := ¢(dA) = (cd) A.
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Matrixmultiplikation

Schliefslich werden wir auch noch eine Multiplikation von Matrizen definieren. Im Gegensatz zur Addition und
Skalarmultiplikation von Matrizen wird diese nicht komponentenweise definiert sein, sondern etwas komplizierter.
Es werden nicht alle Matrizen miteinander multipliziert werden kénnen, im Allgemeinen auch nicht alle solche
vom selben Format. Eine komponentenweise Multiplikation (von Matrizen vom selben Format) konnten wir
natiirlich auch definieren und studieren, allerdings wiirde eine solche Multiplikation weniger niitzliche Ergebnisse
liefern als die im Folgenden definierte Matrixmultiplikation.

(15.9) Definition (Matrixmultiplikation).
a) Es seien m,n,p € Ny gegeben. Fiir A € , B e wir =A-Be gegeben durc
Es sei N ben. Fiir A € R™*" B € R"*P wird AB=A-B &€ R™*P ben durch
AB = ( Z Ai i Bj k)it m] kel p]
Jetin]
das Matrizprodukt von A und B genannt.

(b) Es sei n € Ny gegeben. Die Matrix E,, € R™"*™ gegeben durch

En = (8i5)ijef.n)
wird Einheitsmatriz (genauer n-te Einheitsmatriz oder n-te Identititsmatriz) iiber R genannt.

Das Matrixprodukt AB von Matrizen A und B iiber R ist somit nur definiert, falls die Anzahl der Spalten von A
gleich der Anzahl der Zeilen von B ist. Um den Eintrag an einer Stelle (¢, k) von AB zu berechnen, miissen wir
die i-te Zeile A; — von A und die k-te Spalte B_ j von B betrachten. Dann bilden wir die Produkte A; ;B;
fiir alle j, d.h. wir gehen A; _ von links nach rechts und B_ j von oben nach unten durch und bilden A; ;B g,
A; 2Bs i, usw. Die Summe all dieser Produkte ist dann gerade der Eintrag von AB an der Stelle (4, k).

(15.10) Beispiel.
(a) Uber Z ist

0 -1 1 -2 4
1 0 0 (1) _21 o2
2 0 1 9 3 0o 7
-1 1 0 -1 -3
(b) In Z3*3 ist
100
Es=10 1 0
0 0 1
Beweis.
(a) Es ist
U T A 0-1+4(=1)-0+1-(=2) 0-24(=1)-(=1)+1-3
1 0 0 0 —1) = 1-140-04+0-(-2) 1-240-(-1)4+0-3
2 0 1 9 3 o 2-14+0-0+1-(-2) 2:240-(-1)+1-3
-1 1 0 (-<1)-141-0+0-(-2) (-1)-2+1-(-1)+0-3
92 4
1 2
I ¢ =
-1 -3

(15.11) Konvention. Wir lassen die Klammern um Matrixprodukte meistens weg, d.h. es gelte Punkt- vor
Strichrechnung.
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(15.12) Proposition.

(a) Assoziativitat der Matrizmultiplikation. Es seien m,n,p,q € Ny gegeben. Fiir A € R™*"™ B € R"*P,
C € RP*1 gilt

A(BC) = (AB)C.
(b) Einselemente der Matrizmultiplikation. Es seien m,n € Ny gegeben. Fir A € R™*" gilt

En,A = AE, = A.

(¢) Distributivitat von Matrizaddition und Matrizmultiplikation. Es seien m,n,p € Ny gegeben. Fiir A, A’ €
R™ ™ B e R"™P gilt

(A+A)B=AB+ A'B.
Fiir A € R™*" B, B’ € R"*? gilt
A(B+ B')= AB+ AB'.

(d) Distributivitit von Skalarmultiplikation und Matrizmultiplikation. Es seien m,n,p € Ny gegeben. Fir
ceE R, Ae R™", B e R"P gilt

(cA)B = A(cB) = ¢(AB).

Beweis.

(a) Fiir A € R™*", B € R"™P, O € RPX gilt

(ABC))iu= Y Aij(BC)ju= > Aij Y BixCri= >, > Ai;jBjxCry

je[lvn] jE[l,n] ke[l,p] jE[Ln] ke[l,p]
= Z ( Z AijBjk)Cry = Z (AB)ikCri = ((AB)C)i,
ke[l,p] je[1,n] ke(1,p]

fir i € [1,m], [ € [1,q] und damit A(BC) = (AB)C.
(b) Fiir A € R™" gilt

(EnA)ir = Z (Em)ijAjk = Z 8ijAjk = Aik,

j€[1,n] j€[1,n]
(AE,)ix = Z Aij(En)jk = Z Ai Sk = Aig
j€[1,n] J€E€[1,n]

fir ¢ € [1,m], k € [1,n] und damit E,,A = AE,, = A.
(c) Fiir A, A’ € R™*" B € R™*P gilt

(A+A)Blin= > (A+A)i;Bjn= > (Aij+A)Bjx= > AijBin+ > A},

JE[1,n] j€[1,n] JE[1,n] JE[1,n]
= (AB)ix + (A'B)ix = (AB+ A'B)ix

fir ¢ € [1,m], k € [1,p] und damit (A+ A')B=AB+ A'B
Fiir A € R™*" B, B’ € R™ gilt

(A(B + B")) Z A;;(B+ B'); Z Aij(Bji+ By, Z A ;Bix + Z Ai By

j€[1,n] j€[1,n] J€[1,n] j€[1,n]
= (AB)ix + (AB")ix = (AB+ AB');

fir ¢ € [1,m], k € [1, p] und damit A(B+ B') = AB + AB’.
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(d) Fir ce R, A € R™*", B € R™*P gilt

((CA)B)i’k = Z (CA)Z‘JBJ"}C = Z CAi’ij’k =cC Z Ai’ijJg = C(AB)i’k = (C(AB))Z‘JC,

Jjelln] Jjeltn] Jjelln]
(A(CB))Z’]@ = Z Ai’j(CB)j’k = Z Ai’j CBj’k‘ =cC Z Ai,ij,k = C(AB)i’k = (C(A.B))ZJC
Jjelln] Jje(tin] Jje(tn]
fir i € [1,m], k € [1, p] und damit (cA)B = A(cB) = ¢(AB). O

(15.13) Korollar. Essei n € Ny gegeben. Die abelsche Gruppe R™*" wird ein Ring mit Multiplikation gegeben
durch die Matrixmultiplikation. Die Eins von R™*™ ist gegeben durch

R'n, Xn
1 =E,.

Beweis. Dies folgt aus Proposition (15.12)(a), (b), (c). O

Es sei n € Ny gegeben. Wie in jedem Ring gibt es auch im Ring R™*™ den Begriff des invertierbaren Elements,
vgl. Definition (6.25)(a): Ein A € R"*™ ist invertierbar, falls ein B € R™*™ mit AB = BA = E, existiert.
In diesem Fall ist das Inverse zu A eindeutig bestimmt und wird mit A~' bezeichnet, vgl. Korollar (6.16) und
Definition (6.25)(a). Die Gruppe der invertierbaren Elemente in R™*" ist unter folgender Terminologie bekannt:

(15.14) Definition (allgemeine lineare Gruppe). Es sei n € Ny gegeben. Die Gruppe
GLn(R) := (R™™)

heifst allgemeine lineare Gruppe (oder volle lineare Gruppe) vom Grad n iiber R. Ein Element von GL, (R) wird
invertierbare (n x n)-Matriz iiber R genannt.

(15.15) Beispiel. Es sei A € Z?*? gegeben durch
1 2
=4 2)
Dann ist A € GLg(Z) mit
(-1 =2
ce(E )
Beweis. Es ist
1 2\ (-1 -2\ (1 0
-1 -1 1 177 \0 1)°
-1 -2 1 2 1 0
G A)=69) :

Mit dem Invertierbarkeitskriterium (16.28) werden wir im folgenden Abschnitt ein Verfahren kennenlernen, mit
welchem wir eine gegebene Matrix auf Invertierbarkeit testen und ggf. ihr Inverses bestimmen kénnen.

Transposition von Matrizen

Eine weitere hdufig auftretende Operation auf Matrizen mit Eintrédgen in R ist die sogenannte Transposition:

(15.16) Definition (Transponierte). Es seien m,n € Ny und A € R™*" gegeben. Die Matrix A™ € R™*™
gegeben durch

AY = (Ai,j)je[l,n],ie[l,m]

wird Transponierte von A (oder die zu A transponierte Matriz) genannt.
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15.1 eispiel. Uber Z ist
7) Beispiel. Uber Z
1 0 _9 tr 1 2
(2 -1 3 ) =0
-2 3
15.18) Proposition.
( ) Propositi
(a) Es seien m,n,p € Ny gegeben. Fiir A € R™*", B € R"*P gilt
(AB)tr — BtrAtr.
(b) Es sei n € Ny gegeben. Dann gilt
EY = E,.
(c) Es sei n € Ny gegeben. Fiir A € GL,,(R) ist auch A" € GL,,(R) mit
(Atr)—l — (A—l)tr'
(d) Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir A, B € R™*" gilt
(A—&-B)tr — Atr +Btr.
(e) Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir c € R, A € R™*" gilt
(cA)'" = cA™.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(15.19) Bemerkung. Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir A € R™*" gilt
(Atr>tr — A.
Adjunktion von Matrizen

Eine leichte Modifikation der Transposition von Matrizen mit Eintrégen in C ist die sogenannte Adjunktion.

(15.20) Definition (Adjungierte). Es seien m,n € Ny und A € C™*" gegeben. Die Matrix A2 ¢ Crx™
gegeben durch

A = (A ) jen n)ieftm]

wird Adjungierte von A (oder die zu A adjungierte Matriz) genannt.

(15.21) Beispiel. Uber C ist

0 —1+2 i sl

<1+1 ~3i 2—21)ad bor 0
242 —i

(15.22) Proposition.
(a) Es seien m,n,p € Ny gegeben. Fiir A € C™*" B € C"*? gilt

(AB)ad — BadAad.

(b) Es sei n € Ny gegeben. Dann gilt

EM =E,.
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(c) Es sei n € Ny gegeben. Fiir A € GL,,(C) ist auch A*d € GL,,(C) mit
(A8d)~1 = (4~1)ad,

(d) Es seien m,n € Ny gegeben. Fir A, B € C™*" gilt
(A+ By = Aad | gad,

(e) Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir ¢ € C, A € C™*" gilt
(cA)*d =zA2d,

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(15.23) Bemerkung. Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir A € C™*™ gilt

(Aadyad — 4.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
Standardbasis

Zum Abschluss dieses Abschnitts fithren wir noch eine Notation fiir Matrizen ein, welche an genau einer Stelle
die Eins von R und sonst stets die Null von R als Eintrdge haben. Mit Hilfe dieser Matrizen l&sst sich eine
beliebige Matrix iiber R auf kanonische Art und Weise zerlegen, siche Bemerkung (15.26).

(15.24) Notation.
(a) Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir k € [1,m], | € [1,n] sei e, € R™*™ gegeben durch
ekt = (8(i,5),(k0))ict,m],jel1,n)-
(b) Es sei n € Ny gegeben. Fiir k € [1,n] schreiben wir auch
ek = €p 1.
(c) Es sei n € Ny gegeben. Fiir k € [1,n] schreiben wir auch
ek = €1 k.
(15.25) Beispiel.
(a) In Z?*2 ist

1 0 0
€1 = 0 , €2 = 1 , €3 = 0
0 0 1

(c) In Z'*2 ist
e = (1 0), ey = (0 1).
(15.26) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und A € R™*" gegeben. Dann gilt
A= ) Aije
i€[1,m],5€[1,n]

Beweis. Es ist

S Apers = S Akl en)ieltm jeltn]

ke[l,m],le[1,n] ke[l,m],le[1,n]

=( > Akidgkn)icimletn) = (Aig)icm) jein = A =
ke[1,m],l€[1,n]
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16 Lineare Gleichungssysteme

Es seien m,n € Ny und ein kommutativer Ring R gegeben. Ein lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen
und n Unbekannten z; fiir j € [1,n] tiber R ist durch

Az + Aoz + ...+ Aipz, = by,
Asqz1r +  Asoxe + ...+ Aspm, = b,
Am,lxl + Am,2z2 + ...+ Am,nxn = bm

fiir gegebene A; ;,b; € R fiir i € [1,m], j € [1,n], gegeben. Kurz konnen wir hierfiir auch
Y Az =bi
Jeltn]

fiir ¢ € [1,m] schreiben. Wir nennen das lineare Gleichungssystem homogen, falls b; = 0 fiir ¢ € [1,m], und
ansonsten inhomogen.
Wir beginnen mit einem Beispiel:

(16.1) Beispiel. Es seien z1, 22,23, x4 € R gegeben. Genau dann gilt

—2xr1 + 2z — 6x3 — 102y = —24,
221 + 3x2 — 9x3 — Txy = —15,
r1 + Tro — 3!L‘3 — 2:174 = —4,

wenn es ein a € R mit
z1=129=—-1+3a,23=0a,x4 =2

gibt.

Beweis. Zunichst gelte

— 211 + 229 — 623 — 1024 = —24,
2x1 4 3x9 — 9x3 — Ty = —15,

T+ o — 3x3 — 2204 = —4.
Aus —2x1 + 229 — 623 — 1024 = —24 und 2x; + 3z — 923 — Ty = —15 folgt
Sxg — 1523 — 1724 = (=221 + 229 — 623 — 1024) + (221 + 322 — 923 — Ty) = —24 — 15 = —309.
Aus 2z1 4+ 329 — 923 — Tx4y = —15 und =1 + xo — 3z3 — 224 = —4 folgt
9 — 3x3 — 3xg4 = (221 + 3x2 — Y3 — Txy) — 2(21 + T2 — 23 — 234) = —15 — 2(—4) = —T.
Aus 5r9 — 1523 — 1724 = —39 und zo — 3x3 — 324 = —7 folgt
—2x4 = (bwg — 15wg — 17x4) — 5(xg — 323 — 324) = -39 — 5(-7) = —4
und damit
Ty = 2.
Dies liefert

— 211 + 229 — 623 = —24 4+ 1024 = —24 410 - 2 = —4,
201 + 320 — 93 =—-154+ Ty = —-15+7-2 = —1,

T +a0 —3x3=—-4+2x4,=—-4+2-2=0,

To —3x3=-T74+3x4=-T7+3-2=—1.
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Aus z1 + x2 — 3x3 = 0 und x5 — 323 = —1 folgt
xr1 = (xl + T2 — 3$3) - (.IQ — 3333) =0- (—1) =1.
Wenn wir also a := x3 setzen, so haben wir

I3 = a,
g = —143x3 = —1+ 3a.

Gibt es umgekehrt ein ¢ € R mit z; = 1, 3 = —1 + 3a, x3 = a, x4 = 2, so gilt auch

—2x1 + 2w9 — 623 — 1024 = =214+ 2(—1+43a) — 6a — 10 -2 = —24,
2¢1 +3x2 — 923 — Ty =2-14+3(-1+4+3a) —9a—7-2=—15,
21+ a2 —3x3 —2x4 =14+ (—143a)—3a—2-2=—4. O

Man kann sich vorstellen, dass ein naives Vorgehen wie im Beweis von Beispiel (16.1) bei ,grofen“ linearen
Gleichungssystemen (in Anwendungen konnen durchaus auch mal mehrere Hunderttausend Gleichungen und
Unbekannte auftreten) sehr schnell zu Uniibersichtlichkeiten fiithren kann.

In diesem Abschnitt werden wir ein systematisches Verfahren zum Lésen linearer Gleichungssysteme iiber Kor-
pern erarbeiten. Die Kernidee des Verfahrens ist wie folgt: Aus den gegebenen Gleichungen gewinnen wir fort-
laufend neue Gleichungen. Hierbei ersetzen wir fiir jede neue Gleichung eine der vorherigen Gleichungen, ohne
hierbei die Gesamtheit der Losungen zu verdndern. Wir erhalten also stets neue lineare Gleichungssysteme mit
der gleichen Anzahl an Gleichungen und mit den gleichen Losungen. Dies machen wir so lange, bis wir am
Ende ein lineares Gleichungssystem haben, welches eine so einfache Gestalt hat, dass wir die Losungen direkt
bestimmen oder sogar ablesen kénnen.

Da wir einige spezielle lineare Gleichungen iiber speziellen kommutativen Ringen schon gesehen haben, vgl.
Bemerkung (16.32) und Bemerkung (16.33), arbeiten wir wie in Abschnitt 15 iiber einem kommutativen Ring
so lange es uns ohne Schwierigkeiten moglich ist. Die relevantesten Ergebnisse dieses Abschnittes sind jedoch
lediglich fiir Kérper giiltig, an diesen Stellen werden wir unser Setup also spezialisieren.

Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems

Zur effizienten Darstellung linearer Gleichungssysteme kénnen Matrizen und die in Definition (15.9)(a) einge-
fiihrte Matrixmultiplikation verwandt werden: Ein lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen und n Unbe-
kannten wie oben héngt nur von den gegebenen Koeffizienten A; ; und den Werten b; fiir i € [1,m], j € [1,n]
ab. Mit Hilfe von Matrizen lésst es sich durch eine einzige Gleichung umschreiben:

€

Al,l ALQ Al,n
Z2

by
Ami1 Amz .. Ann i b
In
Die gegebenen Daten des linearen Gleichungssystems lassen sich aufierdem in der Matrix

Al 1 A172 A Al n bl

s s

Am,l Am,2 R Am,n bm

zusammenfassen, die erweiterte Koeffizientenmatriz des linearen Gleichungssystems. Der priizise Zusammenhang
zwischen Matrizen und linearen Gleichungssystemen wird in der nachfolgenden Definition festgehalten:

(16.2) Definition (Losung eines linearen Gleichungssystems). Es seien ein kommutativer Ring R und m, n € Ny
gegeben.

(a) Es seien A € R™" und b € R™*! gegeben. Die Ldsungsmenge des linearen Gleichungssystems zur
erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) ist definiert als

Sol(A,b) := {x € R™*' | Az = b}.
Ein Element von Sol(A,b) wird Lisung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeflizientenma-

trix (A ‘ b) genannt.
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(b) Es sei A € R™*" gegeben. Die Losungsmenge Sol(A,0) des linearen Gleichungssystems zur erweiterten
Koeffizientenmatrix (A ‘ O) wird auch Lésungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems (oder
Lisungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems) zur Koeffizientenmatrix A genannt. Ein Element
von Sol(A,0) wird auch Lésung des homogenen linearen Gleichungssystems zur Koeffizientenmatrix A
genannt.

16.3) Beispiel. Es seien A € R*** und b € R3*! gegeben durch
geg

—2 2 -6 -10 —24
A=[2 3 -9 —7|,b=|[-15
1 1 -3 -2 —4

Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeflizientenmatrix (A ‘ b) ist gegeben durch

1 0
Sol(A,b) = *01 +R|?
2 0

Beweis. Nach Beispiel (16.1) ist

1 1
Sol(A,b) = {x € R**! | es gibt ein a € R mit 2 = _12_?)& =1 12_3(1 | a € R}
2 2
1 0 1 0
-1 3 -1 3
={l o |t | lecRi=| TR, O
2 0 2 0

(16.4) Proposition. Es seien ein kommutativer Ring R, m,n € Ny, A € R™ " b € R™*! und x € Sol(4,b)
gegeben. Dann ist

Sol(A,0) — Sol(A4,b), zo — = + xg
eine wohldefinierte Bijektion. Insbesondere ist
Sol(A,b) = . + Sol(A4,0).
Beweis. Auf Grund der Negierbarkeit von z ist f: R™"*! — R™"¥! x¢ +— x + x¢ eine Bijektion. Ferner ist
f(Sol(A,0)) = {2’ € R"*! | es gibt ein 2o € Sol(A,0) mit 2’ = f(zo)}
= {2/ € R™*! | es gibt ein x5 € Sol(A4,0) mit 2’ = x + 20}
= {2/ € R™*! | es gibt ein x € Sol(4,0) mit 2’ — 2 = x0}
={z’ € R |2’ —x € S0l(4,0)} = {2’ € R"*! | A(z' —z) = 0}
={2' € ' — Az =0} ={a' € x' = Az} = So x) = So
{2/ € R™ | Az’ — Az =0} = {2’ € R™*! | Az’ = Az} = Sol(A, Az) = Sol(A,b),

so dass f zu einer surjektiven Abbildung f |§$§ﬁ g) Sol(A,0) — Sol(A4,d) einschriankt. Die Injektivitdt von f

impliziert ferner die Injektivitat von f |SZiE2 8)) Insgesamt ist f |SO} ﬁg)) eine Bijektion. Insbesondere ist

Sol(A, b) = Im fI514%) = F(Sol(4,0)) = & + Sol(4,0). 0

Fiir ein gegebenes inhomogenes lineares Gleichungssystem geniigt es also, eine spezielle Losung zu finden, sofern
man die Losungsmenge des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems kennt. Aus theoretischer Sicht
bietet ein homogenes lineares Gleichungssystem einige Vorteile, da die Losungsmenge eines solchen einiges an
Struktur aufweist:
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(16.5) Proposition. Es seien ein kommutativer Ring R, m,n € Ny und A € R™*™ gegeben.
(a) Fiir z,2" € Sol(4,0) ist auch x + 2’ € Sol(4,0).
(b) Esist 0 € Sol(A,0).
(¢) Fiir a € R, x € Sol(A,0) ist auch az € Sol(A4,0).
Beweis.
(a) Fiir z,2" € Sol(4,0) gilt Az = 0 und Az’ = 0, also auch
Alz+2)=Az+ Az’ =0+0=0
und damit z + 2’ € Sol(4,0).
(b) Wegen A0 =0 ist 0 € Sol(4,0).
(¢) Fiir z € Sol(A4,0) gilt Az =0, also fiir @ € R auch
Aaz) = a(Ax) =a0=0
und damit ax € Sol(4,0). O

Proposition (16.5) besagt, dass wir nicht nur in der Menge der Spaltenmatrizen R™*! rechnen (Spaltenmatrizen
addieren und mit Skalaren multiplizieren) kénnen, sondern bereits in der Teilmenge Sol(A4, 0): Die Summe von
Spaltenmatrizen in Sol(4,0) liegt wieder in Sol(A4,0) (und nicht erst in der groReren Menge R™*1), so dass
wir Sol(A,0) selbst mit dieser Addition betrachten kénnen. Ahnlich fiir die Skalarmultiplikation. Die Losungs-
menge Sol(4,0) bekommt durch diese Addition und Skalarmultiplikation selbst eine Struktur. (49)
Zeilenstufenform

Zunichst studieren wir Matrizen, bei denen sich die Lésungen der zugehorigen linearen Gleichungssysteme sofort
rekursiv ermitteln lassen.

(16.6) Definition (Zeilenstufenindizes, Zeilenstufenanzahl). Es seien ein kommutativer Ring R, m,n € Ny
und A € R™*™ gegeben.

(a) Fiir ¢ € [1,m] heifst

min{j € [1,n] | A;; #0}, falls A; _ #0,

ech; = ech;(A) := )
n+ 1, falls A; — =0,

der i-te Zeilenstufenindex von A.
(b) Es heifit
{ie[1,m]| A # 0}

die Zeilenstufenanzahl von A.

(16.7) Beispiel. Es sei A € R3** gegeben durch

03 0 -1
A=10 0 0 O
1 00 O

49In der Linearen Algebra werden Strukturen dieser Art, sogenannte (Unter-) Moduln (bzw. (Unter-) Vektorrdume, falls R ein
Korper ist), studiert; an der RWTH Aachen bspw. im Kurs Lineare Algebra fiir Informatiker (etwa 2. Semester im Studiengang
B.Sc. Informatik).
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(a) Die Zeilenstufenindizes von A sind gegeben durch

ech; = 2,
echs = 6,
echy = 1.

(b) Die Zeilenstufenanzahl von A ist gleich 2.
Beweis.
(a) Esist Ay =(0 3 0 —1)#0und {j€[1,4] | Ay; # 0} = {2,4}, also
ech; =min{j € [1,4] | A1; # 0} =min{2,4} = 2.
Esist A, =(0 0 0 0)=0,also
ech, =442 =06.
Esist A3 =(1 0 0 0)#0und{j€[1,4]|A;,; #0} = {1}, also
echs =min{j € [1,4] | A3 ; # 0} =min{1} = L.
(b) Esist {i € [1,m] | Ai— # 0} = {1,3}, also
{ie[l,m] | A # 0} =[{1,3} =2

O

(16.8) Definition ((reduzierte) Zeilenstufenform). Es seien ein kommutativer Ring R, m,n € Ny und

A € R™*™ gegeben.

(a) Wir sagen, dass A in Zeilenstufenform ist, falls
ech; < ech;;

fiir alle ¢ € [1,m — 1] gilt.

(b) Es sei r die Zeilenstufenanzahl von A. Wir sagen, dass A in reduzierter Zeilenstufenform ist, falls A in

Zeilenstufenform ist und
A—,echi =€

fiir alle ¢ € [1,7] gilt.

Eine Matrix A in Zeilenstufenform ist von folgender Gestalt, wobei die mit * markierten Eintrige beliebig sind

und A; ech, # 0 fiir ¢ € [1,7] und fiir ein r € [0, m):

0 0 Al,echl k * * E3
0 ... 0 0 0 ... 0 Ageen, *

A=1 0 0 0 0 0 0 0 Arecn, *
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 ... 0 0 0 ... 0 0o ... 0 0 0

Eine Matrix A in reduzierter Zeilenstufenform ist von folgender Gestalt:

0O ... 01 *x ... % O * ... * 0
o ... 00 O ... 0 1 * L. * 0

A= 0 0/0 O 0 0 0 1 =« *
0 0[]0 O 0 0 0 0 0
0 0/0 O 0O ... O 0O 0 O 0
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16.9) Beispiel.
(16.9) Beisp
(a) Uber R ist die Matrix

11 -1 =3
0 0 2 4
2 2 0 =2

nicht in Zeilenstufenform.

(b) Uber R ist die Matrix

11 -1 =3
0 0 2 4
0 0 O 0

in Zeilenstufenform, aber nicht in reduzierter Zeilenstufenform.
(c) Uber R ist die Matrix

11 0 -1
0 01 2
0 00 O

in reduzierter Zeilenstufenform.

In folgender Proposition geben wir eine rekursive Formel fiir die Losungmenge eines linearen Gleichungssystems
zu einer Matrix iiber einem Korper in Zeilenstufenform an.

(16.10) Proposition (Losbarkeitskriterium und Lésungsbestimmung fiir lineare Gleichungssysteme tiber Kor-
pern in Zeilenstufenform). Es seien ein Korper K, m,n € Ng, A € K™*" in Zeilenstufenform und b € K™*!
gegeben. Ferner sei r die Zeilenstufenanzahl von A.

(a) Genau dann gibt es eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) ,
wenn die Zeilenstufenanzahl von (A ‘ b) auch gleich r ist.

(b) Es sei r auch die Zeilenstufenanzahl von (A ‘ b). Dann ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssys-
tems zur erweiterten Koeflizientenmatrix (A ‘ b) gegeben durch

Sol(A,b) = {x € K™ | fiir i € [1,7] ist Tecn, = A;’clchi (b; — Z A, jxi)}.
j€lech;+1,n]
Beweis. Zunichst sei die Zeilenstufenanzahl von (A | b) ungleich 7, so dass es ein i € [r+ 1,m] mit 4; ~ =0

und b; # 0 gibt.

0 ... 0 Al,ech1 Al,ech1+1 v Al,echrfl Al,ech,. v Al,n b1

o ... 0 o 0 . 0 Ao, - Ann | b
R e m— 0 0 0 ... 0 |bo
0 ... O 0 0 e 0 0 e 0 b,

Fiir z € K™*! ist dann aber

(AJJ)Z = Z Ai,jxj = Z Ol‘j =0 7é bz’,

j€[1,n] Jj€[1,n]

also Az # b und damit Sol(4,b) = 0.
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Nun sei umgekehrt die Zeilenstufenanzahl von (A ‘ b) gleich r, so dass A; — = 0und b; = 0 fiir alle ¢ € [r+1,m)]
gilt.

0 ... 0 Al,echl Al,ech1+1 cee Al,echr—l Al,echr cee Al,n bl

o 0 0 0 . 0 Avecn, - App | by

(A ‘ b) 10 0 0 0 0 0 0 0
0O ... 0 0 0 .. 0 0 .. 0 0

Dann ist (A | b) in Zeilenstufenform und fiir i € [1,r] gilt
ech;((A | b)) = ech;(A).

Nun sei z € K"*! gegeben. Genau dann ist 2 eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten
Koeffizientenmatrix (A ‘ b), wenn Az = b gilt, d.h. wenn fiir ¢ € [1,m] stets

Z Ai,jxj = bi
Jjelln]
gilt. Da A in Zeilenstufenform ist, gilt fiir i € [1,7] stets A; ; = 0 fiir j € [1,ech; — 1] und damit
S Aigzi= Y Az = AjeenTen, + Y, Aijzj
JE[1,n] j€lech;,n] j€lech;+1,n]
Ferner gilt fiir ¢ € [r + 1, m] ohnehin stets
S Agai= Y 0z, =0=b;
J€[1,n] Jj€1,n]

Somit ist « genau dann eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b),
wenn

Aj cch; Tech; + 5 Az = b
j€lech;+1,n]

fiir ¢ € [1,r] gilt. Diese Bedingung ist jedoch &quivalent dazu, dass

Toch; = A;jchi (b — Z Aj )
j€[ech;+1,n]
fiir 4 € [1, 7] gilt. Nun ist dies aber eine rekursive Beschreibung von z, folglich also Sol(A, b) # (. O

Der konstruktive Beweis von Proposition (16.10) liefert folgenden Algorithmus zur Bestimmung der Losungs-
menge eines linearen Gleichungssystems zu einer erweiterten Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform.

O ... 0 W x ... x «x
O ... 00 0 ... 0 nm
0 0 0 O 0 0 0O W =x x|
0 0 0 O 0 0 0 0 O 00
o ....ooo0..o0.. O .... 0 0O ..0]0

Die mit % markierten Eintrége sind beliebig und die mit B markierten Eintrdge sind ungleich 0. Die » Unbe-
kannten an den B-Spalten nennen wir abhdngige Variablen, die anderen n — r Unbekannten nennen wir freie
Variablen. Zunichst bringen wir die freien Variablen auf die rechte Seite des linearen Gleichungssystems und
ersetzen sie der Reihe nach durch ,,Parameter” ay,...,a,—, € K. Danach 16sen wir, von unten nach oben, nach
den abhéngigen Variablen auf; nach jedem dieser Schritte steht in der jeweils néchsten zu l6senden Gleichung
genau eine abhangige Variable.
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(16.11) Algorithmus.
e Eingabe: A € K™*" in Zeilenstufenform, b € K™*! fiir einen Kérper K und gewisse m,n € Ny
e Ausgabe: Sol(A4,b)

e Verfahren:

function solref(A,b)
ermittle die Zeilenstufenanzahl r von A;

if b; # 0 fiir ein ¢ € [r + 1,m| then

return 0;
end if;
l:=1;

for j from 1 to n do
if j # ech; fiir alle ¢ € [1,7] then

T i=ay; // a; ist ein Symbol
l:=14+1;
end if;
end for;

for ¢ from r to 1 do

. 721 L o).
Tech; = Ai,echi (bl Zje[ech,i-i-l,n] A%J:EJ) >
end for;

return {z |aq; € K fiir [ € [1,n—1r]};
end function;

(16.12) Beispiel. Es seien 4 € R3** und b € R3*! gegeben durch

2 2 -2 —6 4
A={o o0 1 2],b=[1
00 0 O 0

Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeflizientenmatrix (A ‘ b) ist gegeben durch

3 -1 1

0 1 0
Sol(A,0) = | [ [+R| o [ TR,

0 0 1

Beweis. Es ist

2 2 -2 6|4
(Alp)=10 0 1 2|1

00 0 010

Fiir # € R**! gilt genau dann x € Sol(A, b), wenn es a1, as € R gibt mit

T2 = arg,

T4 = a2,

r3=1—-2x4 =1— 2as,

1 =274 —2xy + 2234+ 614) =2 — a0+ 23+ 304 =2 —a; + (1 —2az) +3a2 =3 — a1 + as.

Folglich ist

3—ai+as 3 -1 1
aiq 0 1 0

SOl(A,b)Z{ 1— 2a, ‘al,azéR}:{ 1 +a 0 + as _9 |a1,a2€R}
as 0 0 1
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3 -1 1
0 1 0

=11 +B| o [+®R] 5| O
0 0 1

Elementare Zeilenoperationen

Da eine beliebige Matrix nicht in Zeilenstufenform ist, benétigen wir zum Losen allgemeiner linearer Gleichungs-
systeme eine Methode, um eine gegebene Matrix in eine geeignete Matrix in (reduzierter) Zeilenstufenform zu
iiberfithren. Hierbei bedeutet ,geeignet”, dass die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems zur urspriing-
lichen Matrix gleich der Losungsmenge des linearen Gleichungssystems zur Matrix in Zeilenstufenform sein
sollte.

Um den Prozess des Uberfiihrens von Matrizen zu formalisieren, fithren wir Operationen auf den Zeilen von
Matrizen ein. Betrachten wir diese Zeilenoperationen simultan fir alle (m x n)-Matrizen iiber einem kommu-
tativen Ring R fiir gegebene m,n € Ny, so erhalten wir also eine Abbildung R™*™ — R™*". Wir werden in
Proposition (16.17) sehen, dass diese Operatoren die Losungsmengen von linearen Gleichungssystemen invariant
lassen.

(16.13) Definition ((elementare) Zeilenoperatoren). Es seien ein kommutativer Ring R und m,n € Ny gege-
ben.

(a) Fir k,I € [1,m] ist der Vertauschungsoperator der k-ten und [-ten Zeile definiert als Abbildung
swg o R™™ — R™*™ gegeben durch

Al7— fiir 7 = ]{i,
swri(A)i— = Ag - fiiri=1,
A;— fiurdie[l,m]\{k, 1}

fir A € R™*".

(b) Fiir k,l € [1,m] mit k # [ und ¢ € R ist der Additionsoperator des c-fachen der I-ten zur k-ten Zeile
definiert als Abbildung addy ;.: R™*™ — R"™*"™ gegeben durch

A A fiir i —
addk,l,c(A)i’:{ k,— T cAy ir i = k,

A fir i € [1,m] \ {k}

fir A € R™*".

(¢) Fir k € [1,m] und ¢ € R* ist der Multiplikationsoperator der k-ten Zeile um das c-fache definiert als
Abbildung muly .: R™*™ — R™*" gegeben durch

cAy _ firi=k,

muly, .(A);, - = {Ai, fur ¢ € [1,m] \ {k}

fir A € R™*".

(d) Ein elementarer Zeilenoperator auf R™*™ ist eine Abbildung p: R™*™ — R™*™ von der Form p = swy
fiir gewisse k,! € [1,m] oder p = addy . fiir gewisse k,l € [1,m] mit k # [ und ¢ € R oder p = muly . fur
gewisse k € [1,m], c € R*.

(e) Ein Zeilenoperator auf K™*™ ist eine Abbildung p: K™*"™ — K™*™ welche ein (endliches) Kompositum
von elementaren Zeilenoperatoren ist.

Wir betonen, dass wir fiir die Definition des Additionsoperators in (16.13)(b) stets k # [ fordern, wihrend dies
fiir den Vertauschungsoperator in (16.13)(a) nicht zwingend vorgeschrieben wird: Im Fall & = [ gilt mit der
dort verwendeten Notation swy; = idgmx». Ebenso haben wir addg ;. = idgmx» im Fall ¢ = 0 in Definiti-
on (16.13)(b) sowie muly . = idgmxn im Fall ¢ =1 in Definition (16.13)(c).
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Wenden wir den Vertauschungsoperator swy,; fiir k,1 € [1,m] auf eine Matrix A € R™*™ an, so bewirkt dies,
dass die k-te und die I-te Zeile von A vertauscht werden. Steht die Matrix fiir ein lineares Gleichungssystem, so
entspricht dies also gerade der Vertauschung der k-ten und I-ten Gleichung.

Wenden wir den Additionsoperator addy . fir k,I € [1,m], k # I, ¢ € R auf eine Matrix A € R™*" an, so
bewirkt dies, dass das c-fache der [-ten Zeile von A zur k-ten Zeile von A addiert wird. Steht die Matrix fiir ein
lineares Gleichungssystem, so entspricht dies also gerade der Addition des c-fachen der I-ten Gleichung zur k-ten
Gleichung.

Wenden wir den Multiplikationsoperator muly, . fir k € [1,m], ¢ € R* auf eine Matrix A € R™*"™ an, so bewirkt
dies, dass die k-te Zeile von A mit ¢ multipliziert wird. Steht die Matrix fiir ein lineares Gleichungssystem, so
entspricht dies also gerade der Multiplikation der k-ten Gleichung mit c.

Wirkt ein (elementarer) Zeilenoperator auf einer Matrix, so sprechen wir von einer (elementaren) Zeilenopera-
tion.

(16.14) Beispiel. Uber Q gilt

02 1 -3\ 2.0 -2 6\ 2 0 =2 6\ yu,, (1 0 -1 3
2 0 -2 6 2olo 2 1 -3 22000 2 1 -3 —210 2 1 -3
0 4 2 -7 0 4 2 -7 00 0 -1 00 0 -1

Die wichtigste Eigenschaft einer elementaren Zeilenoperation ist ihre Fahigkeit, riickgdngig gemacht zu werden:
(16.15) Bemerkung. Es seien ein kommutativer Ring R und m,n € Ny gegeben.
(a) Fir k,1 € [1,m] ist swy;: R™*™ — R™*" eine invertierbare Abbildung mit
SW];} = SWi k = SWg (.
(b) Fiir k,1 € [1,m] mit k # [ und ¢ € R ist addgc: R™*" — R™*" eine invertierbare Abbildung mit
add, |, = addg .
(c) Fir k € [1,m], c € R* ist muly .: R™*"™ — R™*" eine invertierbare Abbildung mit
mul,;i =muly 1.

Beweis.

(a) Fir k,l € [1,m] gilt

Ap,_, fallsi=1I, Ay _, fallsi=k,
swig(A)i— = A —, fallsi=k, = Ap—, fallsi=1I, = sw,1(A);,—
A;—, fallsie[l,m]\{k, 1} A, fallsie[1,m]\ {k, 1}
und
SWk,l(A)l,fa falls ¢ = k,
SWk’l(SWk’l(A))iy_ = SWk,l(A>Ic,7a falls 1= l, = Ai,—
swi(A);—, fallsie[l,m]\{k,I}
firi e [1,m], A € R™*", also sw; ; = swy; und swy ;oswy ; = id gmxn. Folglich ist swy,; eine invertierbare

Abbildung mit

-1
ka,l = SWi k = SWg (.

(b) Es seien k,l € [1,m] mit k # | gegeben. Fiir ¢ € R gilt dann

addg (A)p - + (—c)addg .(A); —, fallsi=EF,
add s . (addg 1o (A);s . = { bte(Ar— + (—¢) addy.o(A), }

addy,i,c(A)i,—, falls i € [1,m] \ {k}
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A -+ cA -+ (o)A, fallsi=k, o
4, falls i € [1,m]\ {k} [ "

fir ¢ € [1I,m], A € R™*", also addi;_. o addg;. = idgmxn. Damit gilt fiir ¢ € R jedoch auch
addy, ;.. o addy,— = addy; _(—¢) 0 addg;,—c = idgmxn. Folglich ist addy . fiir ¢ € R eine invertierbare

Abbildung mit

-1
addk,l,c = adko),C.

(c) Es sei k € [1,m] gegeben. Fiir ¢ € R* gilt dann

“Tmul, (A, fallsi=k
oo (mulg o (A));, - = 4 € k(Ao alls i = E
' ' ' muly, (A)i,—, falls ¢ € [1,m] \ {k}
_JeteAy -, fallsi =k, _ A
A, falls i € [1,m]\ {k} [ "
fir i € [I,m], A € R™*", also muly .1 o muly,. = idgmxn. Damit gilt fir ¢ € R* jedoch auch

mulg . o muly -1 = muly (1)1 o muly .1 = idgmxn. Folglich ist mul; .1 fiir ¢ € R* eine invertier-
bare Abbildung mit

mul,;i =muly 1. O
(16.16) Korollar. Es seien ein kommutativer Ring R und m,n € Ny und ein Zeilenoperator p auf R™*"
gegeben. Dann ist p invertierbar und p~! ist ebenfalls ein Zeilenoperator auf R™*",
Beweis. Dies folgt aus Bemerkung (16.15) und Proposition (3.21)(a). O

(16.17) Proposition. Es seien ein kommutativer Ring R und m,n € Ny, 4, A’ € R™*" b, b’ € R™*! und ein
Zeilenoperator p auf R™* (1) mit (A" | b') = p((A | b)) gegeben. Dann ist

Sol(A’,b") = Sol(A, b).

Beweis. Zunéchst sei p ein elementarer Zeilenoperator auf R™*"+1 dh. p = swy fir gewisse k,1 € [1,m]
oder p = addy . fiir gewisse k,l € [1,m] mit k& # ! und ¢ € R oder p = muly . fiir gewisse k € [1,m], c € R*.
Ferner sei eine Losung x des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) gegeben,
d.h. es gelte

Z Ai’j{ﬁj = bi
jelln]

fiir i € [1,m)].
Wenn p = swy,; fiir gewisse k, [ € [1,m] ist, dann gilt

> e Avgzy,  fallsi =k, by, fallsi=k,
Z swi(A)ijz; = Zje[l,n] Ap ja;, fallsi=1, = by, fallsi=1I,
jen) S epin Aiga, falls i € [Lm]\ {k,1} bi, falls i€ [1,m]\ {k1}

= swp,1(b)s,
fiir ¢ € [1,m], d.h. z ist eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix
(SW}C’[(A) ‘ SWk’l(b)) = ka,l((A ‘ b)) = p((A ‘ b))

Wenn p = addy . fiir gewisse k,! € [1,m] mit k£ # [ und ¢ € R ist, dann gilt

. Ap A s, fallsi=k
> addyo(A)ijz; = 2jenl(Ars o)y, falls e
Zje[l,n] Az, falls i € [1,m] \ {k}

J€[L,n]
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_ Zje[l,n] AkJI’] + che[Ln] Al,jxj, falls 1 = k,
Zje[l,n] A, jxj, falls ¢« € [1,m] \ {k}

B {karcbl, falls i = k,

= addy, Cbi7
bs, fallsz’e[ljm]\{k}} addy .. (b)

fir i € [1,m], d.h. x ist eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix
(addp.0(4) | addy 1 (5)) = addiro((4 | ) = (4| B)).
Wenn p = muly, . fiir gewisse k € [1,m] und ¢ € R* ist, dann gilt

Zje[l,n] (cAk j)z;, fallsi=k,
ZjG[l,n] Ai,jxj7 falls i € [l,m} \ {k}

_ CZje[l,n] Az, fallsi =k, )by, fallsi=k,
- 2jenn Aigry,  fallsi € [1,m]\ {k} )b, fallsie[1,m]\ {k}

= mulk’c(b)i,

Z mulkvc(A)ivaj =

J€[L,n]

fir ¢ € [1,m], d.h. x ist eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix

(mulg,c(A) | mulgc(b)) = mulp((A | b)) = p((A | b)).

Folglich ist in jedem Fall x auch eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenma-
trix p((A | b)) = (A" | V'), d.h. es gilt Sol(A,b) C Sol(A’,b').

Nach Bemerkung (16.15) ist p invertierbar und p~—! ist ebenfalls ein elementarer Zeilenoperator auf R™*™. Somit
ist jede Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A’ ‘ v ) = p((A ‘ b)) auch
eine Lésung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix p=*(p((A | b)) = (4" | '),
d.h. es gilt auch Sol(A’,b") C Sol(A,b).

Insgesamt gilt Sol(A,b) = Sol(A’,b").

Jeder beliebige Zeilenoperator p ist ein Kompositum von elementaren Zeilenoperatoren. Der allgemeine Fall
folgt daher aus dem Spezialfall fiir elementare Zeilenoperatoren durch Induktion. O

Gaufi-Eliminierung

Wir stellen nun ein Verfahren vor, das sogenannte Gaufsche Eliminationsverfahren, welches mittels Zeilenope-
rationen eine gegebene Matrix iiber einem Korper in eine Matrix in (reduzierter) Zeilenstufenform iiberfiihrt.

. atz (GauR-Eliminierung). Es seien ein Korper K, m,n € Ng un € gegeben.
16.18) S Gaufs-Elimini Es sei in Ko K N d Ae Kmxn b
(a) Es seien Tupel (I1,...,0n), (k1,..., kn), (A}, ..., AL), (Ao, ..., An) wie folgt rekursiv gegeben.
Fiir ¢ € [1,m] sei

l; == min{echp(4;-1) | h € [i,m]}.

Fiir ¢ € [1,m] sei k; € [i,m] gegeben mit

li = echki (Ai—l)a
sofern [; < n ist, und durch k; := 1, falls [; > n ist.
Fiir ¢ € [1,m] sel

A; = SWi k; (Aifl).

Es sei
A fiir i = 0,
Ai = ¢ (Hnegivim addh,z‘,—(A;),L,,i(A;);ll_)(Ag) fiir i € [1,m], falls l; < n,
Ay fiir i € [1,m], falls [; > n.
Dann gilt:
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(i) Firi € [1,m], h € [i + 1,m] ist
echp(A;) > ech;(4;).

(i) Firi € [1,m], h € [1,i — 1] ist
echy (4;) < echpy1(4;).

(iii) Es ist A, in Zeilenstufenform.

(b) Es sei A in Zeilenstufenform und es sei r die Zeilenstufenanzahl von A. Ferner seien Tupel (Iy, ...

(Af,..., AL, (A1,..., A1) wie folgt rekursiv gegeben.

Fiir ¢ € [1,7] sei

l; == ech;(A;11),
Ap =l - (Aiga).

Es sei

Am{A fiir i = r + 1,

(Hhe[l,z‘q] addp; —(ay), ., ) (A7) fiiri e [1,r].

Dann gilt:

(i) Fir ¢ € [1,7], h € [1,m] ist

echy,(A;) = echp,(4).
Firie[1,7], h € [i,r], k € [1,m] ist

Akechy, = Ok h-

(ii) Es ist A; in reduzierter Zeilenstufenform.

(16.19) Algorithmus (Gauf-Eliminierung).
(a) Algorithmus zur Berechnung einer Zeilenstufenform:

e KEingabe: A € K™*" fiir einen Koérper K und gewisse m,n € Ny
e Ausgabe: p(A) € K™*™ in Zeilenstufenform fiir einen Zeilenoperator p auf K"

e Verfahren:

function rowechelonform(A)
for ¢ from 1 to m do
;= min {echy,(4) | h € [i,m]};
if [ € [l,n] then
wihle k € [1,m] mit | = echy(A4);
else
return A;
end if;
A= swi(A);
for he[i+1,m] do
A= addh,i,fAh,zA;f (A);
end for;
end for;

return A;
end function;
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(b) Algorithmus zur Berechnung einer reduzierten Zeilenstufenform:

e Eingabe: A € K™*" fiir einen Koérper K und gewisse m,n € Ny
e Ausgabe: p(A) € K™*™ in reduzierter Zeilenstufenform fiir einen Zeilenoperator p auf K™*"

e Verfahren:
function reducedrowechelonform(A)

A := rowechelonform(A);
r:=max {h € [1,m] | echn(A) € [1,n]};

for ¢ from r to 1 do
l:=-ech;(A4);
A= mulLA;; (A);
for he[l,i—1] do
A:=addp; a4, ,(A);
end for;
end for;

return A;
end function;

16.20) Korollar. Es seien ein Kérper K, m,n € Ny und A € K™*" gegeben.
geg

(a) Es existiert ein Zeilenoperator p auf K™*" welcher sich als Kompositum von Vertauschungs- und Addi-
tionsoperatoren schreiben lasst, so, dass p(A) in Zeilenstufenform ist.

(b) Wenn A in Zeilenstufenform ist, dann existiert ein Zeilenoperator p auf K™*™, welcher sich als Komposi-
tum von Multiplikations- und Additionsoperatoren schreiben lisst, so, dass p(A) in reduzierter Zeilenstu-
fenform und ech;(p(A)) = ech;(A) fiir alle ¢ € [1,m] ist.

(c) Es existiert ein Zeilenoperator p auf K™*™ so, dass p(A) in reduzierter Zeilenstufenform ist.

(16.21) Beispiel. Es seien B, B, B” € R3*® gegeben durch

2 3 -9 -7 -15 11 -3 -2 4 10 0 0 1
B=|-2 2 -6 -10 -24|,B=(0 1 -3 -3 -7|,B"=(0 1 -3 0 -1
1 1 -3 -2 -4 00 0 -2 —4 0 0 0 1 2

Dann ldsst sich B durch eine Folge elementarer Zeilenoperationen in die Matrix B’ und in die Matrix B”
iiberfithren.

Beweis. Wir benutzen das Gaufische Eliminationsverfahren:
2 3 -9 -7 -15 1 1 -3 -2 —4

2 2 —6 —10 —-24| 2% 12 2 —6 —10 —24
1 1 -3 -2 -4 2 3 -9 -7 -15
add oadd 11 -3 -2 4 Sw L1 3 2 !
3,1,—2 2,1,2 0 4 —-12 —14 -32 2,3 0 1 -3 -3 -7
01 -3 -3 -7 0 4 —-12 —14 -32
o 11 =3 =2 =4\ ., (1 1 -3 -2 —4
251001 -3 -3 —7)—5 0 1 -3 -3 -7
00 0 -2 —4 00 0 1 2
e o 11 -30 0\ 10 0 0 1
2,3,3 1,3,2 0 1 _3 0 _1 1,2,—1 0 1 _3 0 _1 D
00 0 1 2 00 0 1 2

Alternativer Beweis von Beispiel (16.8). Nach Beispiel (16.21), Proposition (16.17) und Proposition (16.10) ist

—2 2 —6 -10\ [-24 10 0 0 1 _11 g
Sol(| 238 =9 —7 |, [-15])=Sol(f0 1 =3 o). (-1])={|, [+a|]]|lacR)
1 1 -3 -2 —4 00 0 1 2 5 0
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1 0
-1 3

=5 |+ ][] O
2 0

Elementarmatrizen

Als néchstes werden wir sehen, dass sich elementare Zeilenoperationen als Matrixmultiplikationen mit soge-
nannten Elementarmatrizen schreiben lassen.

(16.22) Definition (Elementarmatrizen). Es sei ein kommutativer Ring R und n € Ny gegeben.
(a) Fir k,l € [1,n] heift
kayl = SWkJ(En)

die Vertauschungsmatriz (oder die Elementarmatriz zum Vertauschungsoperator) der k-ten und I-ten
Zeile.

(b) Fiir k,l € [1,n] mit k # ! und ¢ € R heifst
Addy,1,c == addy,,c(En)

die Additionsmatriz (oder die Elementarmatriz zum Additionsoperator) des c-fachen der I-ten zur k-ten
Zeile.

(c) Fiir k € [1,n], c € R* heift
Mul, . := muly .(E,)

die Multiplikationsmatriz (oder die Elementarmatriz zum Multiplikationsoperator) der k-ten Zeile um
das c-fache.

(d) Eine Elementarmatriz in R"*™ ist ein P € R™*™ von der Form P = Swy,; fiir gewisse k,l € [1,n] oder
P = Addy . fiir gewisse k,l € [1,n] mit k # [ und ¢ € R oder P = Muly, . fiir gewisse k € [1,n], c € R*.

(16.23) Beispiel.
(a) In Q3*3 ist

1 00
SW273 = 0 0 1
0 1 0
(b) In Q3*3 ist
1 00
Addz120=(0 1 0
2 0 1
(c) In Q3*3 ist
1 0 0
Mulp_3=10 -3 0
0O 0 1

(16.24) Bemerkung. Es seien ein kommutativer Ring R und n € Ny gegeben.
(a) Fir k,l € [1,n] gilt

e firi=k,
(Swgi)i— =< ep fiiri=1I,
e; firie[l,n]\{k}.
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(b) Fiir k,l € [1,n] mit k # [ und ¢ € R gilt

er +ce firi =k,

(Addps. )i = { fir i € [1n] \ {k).

(c) Fiir k € [1,n], c € R* gilt

cep fliri==k,

(Mulg,c)i,— = {ei fiir i € [1,n] \ {k}.

Beweis.

(a) Fir k,l € [1,n] gilt

(Ep)i,—, fallsi=k, e, fallsi=k,
(ka,l)i,f = (SW}C’l(En))i’f = (E7l)k7_, falls 7 = l, = €k, falls 7 = l,
(En)i—, fallsie[l,n]\{k, 1} e;, fallsie[l,n]\{k, 1},

fiir i € [1,n].

(b) Fiir k,l € [1,n] mit k # [ und ¢ € R gilt

(En)g,— +c(Byp)_, fallsi=Fk,

Add cli,— — dd c En G- = ’ s

(Addite)i— = (addeae (B {(En)i,_, falls 7 € [1,n] \ {k}
_ Jextce, fallsi=k,
e falls i € [1,n] \ {k},

fiir ¢ € [1,n].
(c) Fiir k € [1,n], c € R* gilt
(Muly )i - = (muly o (E,); - = § ke Bl i = _ feo fallbi =g
o ’ ’ En)i—, fallsi€[1,n]\ {k} e,  fallsi e [1,n]\ {k},

fiir i € [1,n]. O
(16.25) Proposition. Es seien ein kommutativer Ring R, m,n € Ny und A € R™*™ gegeben.

(a) Fiir k,1 € [1,m] gilt
SWk’l(A) = SWkJ A.

(b) Fir k,l € [1,m] mit k # [ und ¢ € R gilt
addkyl_rc(A) = Addk,l,c A.

(c) Fiir k € [1,m], c € R* gilt
muly, .(A) = Mulg . A.

Beweis.

(a) Fiir k,1 € [1,m] gilt

Zje[l,m] (e1);A -, fallsi=k,
(SwiiA)i— = Z (Swi)ijAj— = Zje[l,m] (er);A;_, fallsi =1,
j€ll,m] 2 jenm(€i)jAj—, fallsi e [1,m]\ {k,1}
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D jepm d1iAs -, fallsi=k, A, fallsi=Fk,

Zje[l,m] 8pjAj—, fallsi=1, = (A, fallsi=]|,
Eje[l’m] 8; ;A —, fallsie [1,m]\ {k,1} A;—, fallsie[l,m]\ {k, !}
== SW]C’[(A)Z",

fiir ¢ € [1,m] und damit Swy; A = swy, ;(A4).

(b) Fiir k,7 € [1,m] mit k # [ und ¢ € R gilt

Doicnimiler +cep)jA; ., fallsi=F,
(Addk,l,c A)i7_ = (Adko’C)i,,‘A;,_ = J€ltm] ’ )
je%:m] Y e m (€A - falls i € [1,m] \ {k}
_ Eje[l,m](ékd + Cél,j)Aj7_, falls i = k,
Zj6[1,77L] 6i,jAj,—a falls 7 € [1,m] \{k}
At eA, fallsi=Fk, s ()
T4, falls i € [1,m] \ {k} [ b 0T

fir ¢ € [1,m] und damit Addy ;. A = addy..(A4).
(¢) Fiir k € [1,m], ¢c € R* gilt

o L Zje[l,m](cek)jAj;*7 falls i = k,
(Muly,  A); — = j€§m](MUIk,C)Z,JAJa = {Zje[l,m] (), Aj_,  falls i € [1,m] \ {k}}
B {Zje[lym]csmAj,, falls i = k, }_ {cAk,, falls i = k, }
Dieim digAj—,  fallsi € [1L,m]\ {k} A, —, fallsie[1,m]\ {k}
= mulg (A4);,—
fiir ¢ € [1,m] und damit Mulg . A = muly, .(A4). O

(16.26) Korollar. Es seien ein kommutativer Ring R und ein n € Ny gegeben.
(a) Fir k,l € [1,n] ist Swy; € GL,(R) mit

SW;} = SWl,k = SWk’l.

(b) Fiir k,l € [1,n] mit k # [ und ¢ € R ist Addy,; . € GL,(R) mit
Add ;= Addg .

(¢) Fir k € [1,n], c € R* ist Mul, . € GL,,(R) mit
Mul,;}: = Muly, 1.
Beweis.
(a) Fir k,l € [1,n] gilt
Swi1 Swk, = swy i (swyi(En)) = E,

nach Proposition (16.25)(a) und Bemerkung (16.15)(a), d.h. Swy; € GL,(R) mit Swlzj = Swp, =
ka,l(En) = SWl,k(En> = Swy k.

(b) Fiir k,1 € [1,n] mit k # 1 und ¢ € R gilt

Addg,,—c Addy . = addg1,—c(addii,c(En)) = Ep,
AAdd]ﬁlyC Adko’_C = addhl,c(addk,l’_c(En)) En

nach Proposition (16.25)(b) und Bemerkung (16.15)(b), d.h. Addy ;. € GL,,(R) mit Add,;ic = Addy —.
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(¢) Fir k € [1,n], c€ R* gilt

Muly, -1 Muly, . = muly, -1 (mulg (E,)) = E,,
Muly, . Muly, -1 = muly (muly .-1(E,)) = E,

nach Proposition (16.25)(c) und Bemerkung (16.15)(c), d.h. Muly, . € GL,,(R) mit Mul,;i =Muly ;1. O

(16.27) Korollar. Es seien ein kommutativer Ring R, m,n € Ny und ein Zeilenoperator p auf R™*™ gegeben.
Ferner sei p’ der entsprechende Zeilenoperator auf R™*™. Dann ist p'(E,,) € GL,,(R) und fir A € R™*™ gilt

p(A) = p/(Ep) A.

Beweis. Es seien k € Ny, elementare Zeilenoperatoren p; auf R™*" fiir ¢ € [1,k] mit p = py o...0 p; gegeben.
Ferner sei p fiir i € [1, k] der zu p; entsprechende elementare Zeilenoperator auf R™*™, so dass p’ = pj 0...0p}
gilt. Nach Proposition (16.25) gilt

P (Em) = p(- - (01(Em))) = 0k (En) - .. 01 (Em),

d.h. p'(E,,) ist ein Produkt von Elementarmatrizen. Jede Elementarmatrix ist nach Korollar (16.26) invertierbar,
also auch p’(E,,) nach Proposition (6.27)(a). Fiir A € K™*™ gilt ferner

p(A) = pi(.. (p1(A))) = Py (Em) ... p1 (Em) A = p(Em) A
nach Proposition (16.25). O

Inversion von Matrizen

Unsere Erkenntnisse iiber Zeilenoperationen und Elementarmatrizen erlauben uns, einen Algorithmus anzu-
geben, welcher von einer quadratischen Matrix iiber einem Korper entscheidet, ob diese invertierbar ist, und
gegebenfalls die Inverse zu berechnen:

(16.28) Satz (Invertierbarkeitskriterium und Inversenbestimmung). Es seien ein Kérper K, n € Ny und
A e K™*" gegeben.

(a) Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(i) Esist A € GL,(K).
(ii) Fiir jeden Zeilenoperator p auf K™*™ gilt: Wenn p(A) in reduzierter Zeilenstufenform ist, dann
ist p(A) = E,,.
(iii) Es gibt einen Zeilenoperator p auf K™*" mit p(A) = E,,.

(b) Es sei ein Zeilenoperator p auf K™*™ mit p(A) = E,, gegeben. Dann ist
AT = p(En).

Beweis. Zunichst gelte Bedingung (a)(i), d.h. es sei A € GL,(K), und es sei ein Zeilenoperator p auf K"*"
so gegeben, dass p(A) in reduzierter Zeilenstufenform ist. Nach Korollar (16.27) gibt es ein R € GL,(K)
mit p(A) = RA. Mit A und R ist dann aber auch p(A) = RA invertierbar. Insbesondere hat p(A) keine
Nullzeilen, d.h. die Zeilenstufenanzahl von p(A) ist n. Da aber p(A) in reduzierter Zeilenstufenform ist, impliziert
dies bereits p(A) = E,,, d.h. Bedingung (a)(ii) gilt.

Als néchstes gelte Bedingung (a)(ii), d.h. fiir jeden elementaren Zeilenoperator p auf K™*" so, dass p(A) in redu-
zierter Zeilenstufenform ist, gelte p(A) = E,,. Da es nach Korollar (16.20)(c) stets einen solchen Zeilenoperator p
auf K™*™ gibt, impliziert dies bereits die Giiltigkeit von Bedingung (a)(iii).

Schlieflich gelte Bedingung (a)(iii), d.h. es gebe einen Zeilenoperator p auf K™*™ mit p(A) = E,. Nach Ko-
rollar (16.27) ist p(E,) € GL,(K) und es gilt E, = p(A) = p(E,) A. Dies impliziert p(E,)~* = A nach
Bemerkung (6.15). Nach Proposition (6.27)(c) ist dann aber auch A = p(E,)~! invertierbar mit

AT = (p(En) )T = p(Ea),
d.h. Bedingung (a)(i) gilt.
Insgesamt sind Bedingung (a)(i), Bedingung (a)(ii) und Bedingung (a)(iii) dquivalent. O
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Das Gaufsche Eliminationsverfahren (16.18) liefert zu einer gegebenen Matrix A € K™*™ fiir einen Koérper K
und ein n € Ny einen Zeilenoperator p auf K™*™ so, dass p(A) in reduzierter Zeilenstufenform ist. Das Invertier-
barkeitskriterium (16.28) besagt nun, dass A genau dann invertierbar ist, wenn p(A) = E,, ist, und dass in diesem
Fall A=! = p(E,,) gilt. Wenn A invertierbar ist, so kénnen wir also die zusammengesetzte Matrix (A | E,) durch
eine Zeilenoperation auf die Matrix (En ‘ Ail) in reduzierter Zeilenstufenform bringen.

(16.29) Beispiel. Es sei A € Q3*3 gegeben durch

1 1
A=1(1 1
1 0

=

Dann ist A € GL3(Q) mit

Beweis. Wir wenden elementare Zeilenoperationen auf die Matrix (A ‘ Eg) an:

111100fdd OOll_lO,dd O 0 11 -1 0

1 1 0/0 1 0 &2 11 1 0/0 1 o =411 0 1 0

1 0 1{0 0 1 1 0 1/{0 0 1 1 00]-1 1 1

4 0 0 1 1 -1 0 ] 1 0 0] -1 1 1

eshloor 01 00 -1 o1 01 0 -1

1 0 0]-1 1 1 00 1|1 -1 0

Nach dem Invertierbarkeitskriterium (16.28) ist A invertierbar mit
-1 1 1
At=(1 0o -1]. O

1 -1 0

Lineare Gleichungen iiber kommutativen Ringen

Lineare Gleichungssysteme {iber kommutativen Ringen sind meist deutlich schwieriger zu 16sen als tiber Kérpern.
Wir fassen hier lediglich die bereits studierten Ergebnisse iiber lineare Gleichungen aus den Abschnitten 12
und 13 noch einmal zusammen.

(16.30) Definition (Losung einer linearen Gleichung). Es seien ein kommutativer Ring R und n € Ny gegeben.

(a) Esseien a € R**™ und b € R**! gegeben. Die Losungsmenge Sol(a, b) des linearen Gleichungssystems zur
erweiterten Koeffizientenmatrix (a ‘ b) wird auch Ldsungsmenge der linearen Gleichung zur erweiterten
Koeffizientenmatrix (a ‘ b) genannt. Ein Element von Sol(a,b) wird auch Lésung der linearen Gleichung
zur erweiterten Koeflizientenmatrix (a ‘ b) genannt.

(b) Es sei a € R**™ gegeben. Die Losungsmenge Sol(a,0) der linearen Gleichung zur erweiterten Koeffizien-
tenmatrix (a ‘ O) wird auch Lésungsmenge der homogenen linearen Gleichung zur Koeffizientenmatrix a
genannt. Ein Element von Sol(a,0) wird auch Lisung der homogenen linearen Gleichung zur Koeffizien-
tenmatrix a genannt.

(16.31) Beispiel.
(a) Esist

Sol((2238 168) , (—24)) — (_11260> 1z (_2873) |

(b) Es ist
Sol((2238 168), (4)) = 0.
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Beweis. Dies folgt aus Beispiel (12.30). O

(16.32) Bemerkung (Losbarkeitskriterium und Losungsbestimmung fiir lineare Gleichungen in 2 Unbekannten
iiber Z bzw. K[X]). Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Kérper K. Ferner seien a € R'*? und b € R'*!
gegeben.

(a) Genau dann gibt es eine Losung der linearen Gleichung zur erweiterten Koeflizientenmatrix (a ‘ b), wenn
ged(ag,az) | b

gilt. (°9)

(b) Es seien pi,p2,q € R mit a1 = py ged(ay,as), as = ps ged(ay, as) und b = gged(ay, as) gegeben. Ferner
sei 2’ € Sol(a, ged(aq,az)) gegeben. Dann ist

R?*1, falls a = 0,
Sol(a, b) =
ol(a, ) qx’+R(p2>, falls a # 0.
—p1
Beweis. Dies folgt aus Satz (12.29). O

(16.33) Bemerkung (Losbarkeitskriterium und Losungsbestimmung fiir lineare Gleichungen in einer Unbe-
kannten iiber Z/n bzw. K[X]/f). Es sei R = Z oder R = K[X] fiir einen Koérper K. Ferner seien m € R
und a,b € R gegeben.

(a) Genau dann gibt es eine Losung der linearen Gleichung zur erweiterten Koeffizientenmatrix ([a]m | [b]m),
wenn

ged(m, a) | b
gilt.

(b) Es seien p,q,r € R mit m = pged(m, a), a = gged(m,a) und b = r ged(m, a) gegeben. Ferner sei ' € R
mit [2'] = [¢]~! in R/p gegeben. Dann ist

R/m, falls (m, a)

Sollen: Bl = {[r]m[x']m 4 (RJm) Bl flls (m,a) # (0,0).

Beweis. Dies folgt aus Satz (13.21). O

17 Kombinatorische Funktionen

Bevor wir im néchsten Abschnitt zu kombinatorischen Problemen und zugehérigen Losungsanséitzen kommen,
fiihren wir nun einige Funktionen ein, welche uns dann im néchsten Abschnitt immer wieder begegnen werden.

Fakultaten

Wir beginnen mit der Fakultdtsfunktion. Im néchsten Abschnitt wird diese bei der Bestimmung der Anzahl von
Permutationen auftreten, siche Korollar (18.31) und Korollar (18.32).

(17.1) Definition (Fakultét). Fir n € Ny heifit
nl = H i,
i€[1,n]

gelesen n fakultdt, die Fakultdt von n.

50Unter Missbrauch der Notation notieren wir hier den Eintrag by = b1,1 von b € R¥1 als b.
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(17.2) Beispiel. Es gilt

0l =1,
=1,
2l =2,
31 =6,
41 = 24.

Beweis. Es gilt

o= [ i=1
= J] i=1,
2= J[ i=1-2=2

3= J[ i=1-2-3=6,
i€[1,3]

4 = Hi:1-2-3-4:24. O
i€[1,4]

Die Fakultdtsfunktion erfiillt folgende Rekursionsgleichung:
(17.3) Bemerkung. Es gilt
1, fiir n =0,
nl =
(n—1)!n, fiirneN.

Beweis. Fir n =0 gilt

und fiir n € N gilt

nl = H i=( H i)yn=(n—1)n. O

1€[1,n] i€[l,n—1]

Binomialkoeffizienten

Als néchstes kommen wir zu den Binomialkoeffizienten, welche im n#chsten Abschnitt bei der Bestimmung
der Anzahl von Kombinationen und Multikombinationen auftreten werden, siehe Korollar (18.62) und Korol-
lar (18.50).

(17.4) Definition (Binomialkoeffizient). Fiir n € Z, k € Ny heifst

n\  liepmyn—i+1)
k) k! ’

gelesen n dber k, der Binomialkoeffizient von n {iiber k.
Im Regelfall werden wir nur Binomialkoeffizienten (Z) fiir n, k € Ny betrachten.

(17.5) Beispiel. Es gilt

§-n
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Beweis. Es gilt

<5>  MLiepyG—-i+1) 5.4.3

= = 10.
3 3! 1-2-3 0

(17.6) Bemerkung. Fiir n,k € Ny mit k& > n gilt

()

Beweis. Fir n,k € Ng mit &k > n ist n+ 1 € [1, k], also

I[[ n—i+n="J] @-i+1) - (n—(n+1)+1)=0

i€[L,k] i€[1,k]\{n+1}
und damit
n\ Hie[l,k](n_i—"l) _0
k) k! o

Die Binomialkoeflizienten erfiillen folgende Rekursionsgleichung:
(17.7) Proposition. Es gilt
, firneZ, k=0,
") = 4o, fiir n =0, k € N,
k n—1 n—1 "
(k)+(k71), firne€Z, k € N.

Beweis. Firn € Z, k =0 gilt

n\ _[(n) _ Hie[l,o](n_i‘i‘l) 1 _
k) \o) o! 1
Firn =0, k € N gilt
n 0
= = O
()= ()
nach Bemerkung (17.6). Fiir n € Z, k € N gilt

(n 1> N <n 1> B Hie[l,k](n— 1—i+1) N Hie[l)kfl](n— 1—i+1)

_ Hie[l;kfl] (n—i)-(n—k)+ Hie[l,kfl] (n—1i)-k
a !
Mgy =9 -(n=k+k)  ILcor—y(n—9) Tlhepmyn—i+1)

()

(a) Firn € Z, k € Ny ist (}) € Z.

(17.8) Korollar.

(b) Fiir n,k € Ny ist (}) € No.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

(17.9) Korollar. Fiir n € Z, k € Ny gilt

(-5,

1€[0,k]
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Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Nach Proposition (17.7) lassen sich die Binomialkoeffizienten nicht-negativer ganzer Zahlen rekursiv im soge-
nannten Pascalschen Dreieck berechnen:

(17.10) Beispiel. Die Binomialkoeffizienten (}) fiir n, k € [0,4] sind wie folgt gegeben.

()]0 1 2 3 4 k
0 /1 00 0 O
1|1 1 0 0 0
2 |1 2 1 0 0
3 /13 3 1 0
4 11 4 6 4 1
n

(17.11) Proposition. Fiir n € Ny, k € [0, n] gilt

(1) =

Beweis. Es seien n € Ny, k € [0,n] gegeben. Dann ist [1,k] — [n — k + 1,n], i = n — i+ 1 eine wohldefinierte
Bijektion mit Inverser [n — k + 1,n] — [1, k], j — n — j + 1. Folglich gilt

ny Hie[l,k](n_i+ 1) _ Hje[nfk+1,n]j _ Hje[Ln]j _ n! 0
k) k! B k! k! [icpn-nJ K (n— k)
(17.12) Korollar. Fiir alle n € Ng, k € [0,n] gilt
n _(n
n—k) \k/)
Beweis. Nach Proposition (17.11) gilt
n B n! B n! _(n
n—k) (m—k!'(n—m-k) nm-k'k \k
fiir alle n, k € Np. O

(17.13) Proposition (binomischer Lehrsatz). Es seien ein Ring R und z,y € R mit xy = yx gegeben. Fiir
n € Ny gilt

(x+y)" = Z (Z) akynh,
ke[0,n]

Beweis. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0 gilt

(z+y)"=(x+y’=1= 0 2090 = Z 0 ki 0=k — Z n gkynk

0 k k '
ke[0,0] ke[0,n]
Es sei also n € N mit
_ n—1 el
wrart= (M et
ke[0,n—1]

gegeben. Nach Proposition (17.7) gilt dann auch

@i = @)= X ("))t e )

ke[0,n—1]

_ n—1\ o1k n—1\ k ho1k
_Z<k>xy” x—i—Z(k)xy y

kel[o,n—1] kel[0,n—1]
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Z (” ; 1) xk+1yn—1—k + Z (n; 1) xkyn—k
k 1]

ke[0,n—1] €[0,n—

Y N e o

ke[l,n] ke0,n— 1]
— Z n—1 k n k_|_ n— xnynfn_'_ n—1 zOyn 0_|_ Z n—1 Ikynfk
k—1 n— 0 k
ke[l,n—1] kel[l,n—1]
n—1 n— n—1 _ n—1\ . . .
(" e ) (e ()
kE[ln 1]

0 n—0 n k. n—k n n, n—m __ k, n— k
- (o) 2 (k)” (o= 2 ()
ke[l,n—1] c€[0,n]

Nach dem Induktionsprinzip gilt
(x+y)" = Z (k) ahyn=k
kelo,n]
fiir alle n € Np. O

(17.14) Korollar. Fiir n € Ny gilt

> ()= ()

Beweis. Es sei n € Ny gegeben. Fiir k € Ny \ [0,n] ist dann (}) = 0 nach (17.6). Nach dem binomischen
Lehrsatz (17.13) folgt

n o n - n k n—=k
Z(k>_z(k>_z<k>l AR (141 = 2, 0
keNg kelo,n] kel0,n]

Multinomialkoeffizienten

Binomialkoeffizienten lassen sich zu sogenannten Multinomialkoeffizienten verallgemeinern, welche im néchsten
Abschnitt bei der Bestimmung der Anzahl von Kombinationen iiber mehreren Indexmengen sowie der Anzahl
der Représentanten von Multikombinationen auftreten werden, siche Korollar (18.95) und Korollar (18.102).

(17.15) Definition (Multinomialkoeffizient). Fiir n € Z, r € Ny, k € N, heifst

(n) - ( n ) _ liens, w3+ 1)
k kl,...,kr ' Hje[l,?"] k]! ’

gelesen n dber k (oder n dber kq, ..., k), der Multinomialkoeffizient von n iiber k.

(17.16) Beispiel. Es gilt

7
(372) = 210.

Beweis. Es gilt

7\  Iliepsin(T—i+1) 7.6.5-4-3
N 1-2-3-1-2

3,2 31 2l =210. .

Viele der obigen Aussagen iiber Binomialkoeffizienten lassen sich ebenfalls zu Aussagen iiber Multinomialkoef-
fizienten verallgemeinern. Wir iiberlassen die Beweise dem Leser.
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(17.17) Bemerkung. Fiir n,r € Ng, k € N} mit Zje[l,T] k; > n gilt

()

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(17.18) Proposition. Es gilt

1, firneZ,r e Ny, k=0,
n\ O, firn=0,r € N, k € Nj \ {0},
k) ) Gk b o) firn € Z, r €N, l € [1,r], k € Nj mit k =0,
_1 n—1 . T
( k ) + Zle [1,r] (k1 kl,l,kl—l,kHl,...,kr)’ firneZ,reN, ke N".
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(17.19) Korollar.
(a) Fiir n € Z, r € Ny, k € Nj ist (}) € Z.
(b) Fiir n,r € No, k € Nj ist (}) € No.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(17.20) Bemerkung. Firn € Z, r € N, k € Nj gilt

n\ _ n n=>enr—1 b
k ki,... kro1 k, '

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(17.21) Korollar. Firn € Z, r € N, k € Nj gilt

ny _ H n-— Zle[l,j—l] Ky

k ‘ k; ’

]E[lvT]
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(17.22) Proposition. Es seien n,r € Ny und k € Njj gegeben.
(a) Wenn Zie[l,r] ki < n gilt, dann ist

n!

n
(klv - -Jfr) C Lepn kit (0= Yicp g k)l

(b) Wenn > | ki = n gilt, dann ist

i€[1,7]

( n ) B n!
klv"'7k7' Hje[l,’r‘] k]'.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(17.23) Korollar. Fiir n,r € No, k € Nj mit >°,. ) ki < n gilt

(i 2) = )
kl,...,kr kl"'”k?"’n_Zie[l,r]ki ’

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
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(17.24) Proposition (Multinomialsatz). Es seien ein Ring R, r € Ny und = = (z1,...,2,) € R" mit z;2; =
xjx; fiir 4,5 € [1,r] gegeben. Fir n € Ny gilt

(Car- X () I

JE[Lr] keNg JE[L,r]
>jen, ki=n
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(17.25) Korollar. Fiir n,r € Ny ist

s ()

keNg
e, ki=n

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

Stirlingzahlen

Schliefslich fithren wir die sogenannten Stirlingzahlen ein, welche analog zu den Binomialkoeffizienten eine Re-
kursionsgleichung erfiillen, vgl. Proposition (17.7), und {iber diese definiert werden kénnen. Im Gegensatz zu
den Binomialkoeffizienten werden wir die Stirlingzahlen in beiden Argumenten fiir ganze Zahlen definieren. Im
néchsten Abschnitt werden die Stirlingzahlen bei der Bestimmung der Anzahlen von Partitionen und Permuta-
tionen auftreten, siehe Korollar (18.133) und Korollar (18.152).

17.26) Proposition. Es gibt genau eine Abbildung {"}: Z x Z — Z, (n, k) — {7} mit
- k

{n}_ 1, firn=0,k=0,
kJ )0, firneZ\{0}, k=0und fir n=0, k € Z\ {0},

und so, dass die folgenden drei dquivalenten Bedingungen erfiillt sind.
e Fiir n,k € Z gilt {Z} =k {";1} + {Z:i .
e Firn,k € Zgilt {}} = %({”Zl} {0

o Fiirn,k € Z gilt {7} = {{T1} — (k+1{, 1, }.
Diese Abbildung erfiillt

{n}_ 1, firn,k € Z mitn ==k,
kf )0, firn,keZmitn <k und mitn >0, k< 0.

Beweis. Es gibt genau eine Abbildung {;} ZXZ—1Z,(nk)— {Z} mit {Z} fiir n, k € Z gegeben durch

L, fallsn =0, k =0,
0, falls n > 0, k = 0,
0, falls n <0, k=0,

{Z} =10 fallsn =10, k > 0,
k {n;l} + {Z:i , falls m > 0, k > 0,
Ly {0, fallsn <0,k >0,
(5~ (k+ 1){,, ), falls k <0.

Zuniichst zeigen wir {7} = 0 fiix n,k € Z mit n > 0, k < 0 durch Induktion nach k. Fiir k = ~1, n € Z

mit n > 0 gilt n+1 > 1 > 0 und damit
n n n+1 n n+1
e e A R R R S
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Es sei k € Z mit k < —1 so gegeben, dass {kj_l} =0 flir n € Z mit n > 0 ist. Dann gilt auch

{Z}:{ZE}_(“U'{,CL}=0—(k+1)-0=o

fiir n € Z mit n > 0. Nach dem Induktionsprinzip gilt {Z} =0firn,k€Z mitn >0,k <0.
Insbesondere gilt {2} =0 fiir k € Z mit £ < 0 und damit

{n}_ 1, frn=0,k=0,
kf )0, firneZ\{0}, k=0und firn=0, ke Z\ {0}.

Als néachstes zeigen wir, dass {Z} = k{”;l} + {Z:}} fiir alle n,k € Z gilt. Fiir n,k € Z mit n > 0, k > 0
gilt {3} = k{".'} + {}~1} nach Definition. Fiir n,k € Z mit n < 0, k > O gilt n —1 < n < 0,
also {";1} = %({Z} - {Z:}}) und damit {Z} = k{";l} + {Z:}} Firn,keZmitk<0gilt k—1<k <0,
also {Zj = {Z} - k{”;l} und damit {Z} = k{";l} + {Z:i} Insgesamt gilt {Z} = k{”;l} + {Zj} fiir
alle n, k € Z.

Die Aquivalenz der drei genannten Bedingungen lisst sich analog zeigen.
Schliefslich zeigen wir {Z} =1flirn € Z und {Z} =0 flir n, k € Z mit n < k durch Induktion nach n. Fiirn =0

gilt{Z}:{g}zlfﬁrk:0:nund{2}:{2}:0fﬁrk€Zmitk>0:n.Fﬁrn€Zmitn>Oso,
dass {Z:} =1 und {";1}=0fﬁrk€Zmitk>n—lgilt, gilt auch

n n—1 n n—1 n-0+4+1, firk=n, 1, firk=mn,
=N = =
k k k—1 n-04+0, firkeZmitk>n 0, fir k € Z mit k > n.

Es sei n € Z mit n < 0 so gegeben, dass zﬂ} =1 und {”Zl} =0 fir k € Z mit £k > n+ 1 gilt. Um zu

zeigen, dass {1} = 0 fiir k € Z mit k > n gilt, fiihren wir Induktion nach k (°!). Fiir k =0 gilt {}} = {{} =0.
Fir k € Z mit £ > 0 und {kﬁl} = 0 gilt auch

{Z}:llc({n_z:l}—{kﬁl})=,i(0—0):o

nach (innerer und &ufierer) Induktionsvoraussetzung. Fiir k € Z mit n < k < 0 und { kil} = 0 gilt auch

{Z}:{Zii}_(k“){kil}:()—(kﬂ)-ozo

nach (innerer und &ufserer) Induktionsvoraussetzung. Nach dem Induktionsprinzip gilt {Z} =0 fir k € Z
mit k£ > n. Nach (dufserer) Induktionsvoraussetzung folgt

{Z}:{ZE}_("“){HL}=1—(n+1)-0:1.

Nach dem Induktionsprinzip gilt {""} =1 fiir n € Z und {}} =0 fiir n,k € Z mit n < k. O

(17.27) Definition (Stirlingzahl). Essei {_}: ZxZ — Z, (n, k) — {}} die nach Proposition (17.26) eindeutige
Abbildung mit

{n} 1, firn=0,k=0,
kf )0, firneZ\{0}, k=0und fir n=0, k € Z\ {0},
und mit
n n—1 n—1
R N Rt
fiir n, k € Z. Fiir n, k € Z heifst {Z} die Stirlingzahl von n iber k.
Fiir n,k € Z setzen wir ferner

HE

51'Wir fijhren also eine Induktion innerhalb des Induktionsschlusses.
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Die doppelte Schreibweise der Stirlingzahlen hat Thren Ursprung in der Tatsache, dass man historisch die
Zahlen m fiir n, k € Ny als Stirlingzahlen erster Art und die Zahlen {Z} fiir n, k € Ny als Stirlingzahlen zweiter
Art bezeichnet.

Die Stirlingzahlen lassen sich rekursiv im sogenannten Stirlingschen Tandem berechnen:

(17.28) Beispiel. Die Stirlingzahlen {Z} und [Z] fiir n, k € [—4, 4] sind wie folgt gegeben.

i} -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 k f]|-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
411 0 0 0 00 0 00 -4 1 0 0 0 00 0 00
-3/6 1 0 0 00 0 00 -3/6 1 0 0 00 0 00
-2 |11 3 1 0 00 0 0 0 2|7 3 1 0 00 0 00
-1/6 2 1 1 00 0 00 -1/ 1 1 1 1 00 0 00
o0 0 0O 0 1 0 0 0 0 o/0 0 0 0 1.0 0 00
1|0 0 0 0 01 000 110 0 0 0 01 0 00
20 0 0 0 01 1 00 210 0 0 0 0 1 1 00
3 /0 0 0 0 01 3 10 3]0 0 0 0 02 3 10
4 10 0 0 0 01 7 6 1 410 0 0 0 06 11 6 1
n n

Die die Stirlingzahlen definierende Rekursionsgleichung lasst sich auch wie folgt ausdriicken.

(17.29) Bemerkung. Fiir n,k € Z gilt

il = )R

Beweis. Fir n, k € Z gilt

L R R B ) A A P

und damit
(n n—1 n—1
R S R -

18 Kombinatorik

Die mathematische Kombinatorik beschéftigt sich mit der Bestimmung von Kardinalitdten gewisser endlicher
Mengen, sprich dem Zahlen mathematischer Objekte. Durch Modellierung lassen sich so viele Z&hlprobleme des
Alltags 16sen.

Wir beginnen mit der Vorstellung einiger allgemeiner Methoden zur Berechnung von Kardinalitdten. Danach
studieren wir die klassischen Modelle fiir Auswahlen: Variationen, Permutation (in Mengen), Multikombinatio-
nen und Kombinationen. Als Spezialfille erhalten wir Formeln fiir Anzahlen bereits eingefiihrter mathematischer
Objekte wie Teilmengen und Abbildungen. Den Abschluss bilden Modelle fiir Unterteilungen wie Partitionen
mit vorgegebener Anzahl an Teilen, surjektive Abbildungen und Permutationen (von Mengen) mit vorgegebener
Anzahl von Bahnen.

Kombinatorische Beweisprinzipien
Zunichst studieren wir einige allgemeine Strategien zur Bestimmung von Kardinalitdten endlicher Mengen.

(18.1) Bemerkung (Gleichheitsregel). Es seien endliche Mengen X und Y gegeben. Genau dann gilt | X| = |Y|,
wenn es eine Bijektion X — Y gibt.

(18.2) Beispiel. Es ist

|{n € [1,100] | es gibt ein k € N mit n = k*}| = 10.
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Beweis. Es sei f: N — N, k + k% Da fiir k,I € [1,10] aus k> = I? bereits k = [ folgt, ist f injektiv.
Wegen f([1,10]) C [1,100] und f(N\ [1,10]) C N\ [1,100] gilt ferner
f([1,10]) = f([1,10]) N [1,100] = {n € N | es gibt ein k € [1,10] mit n = f(k)} N [1,100]
{n € [1,100] | es gibt ein k € [1,10] mit n = f(k)}
{n €[1,100] | es gibt ein k € N mit n = f(k)}
{n € [1,100] | es gibt ein k € N mit n = k*}.

Folglich ist
ARG ™  [1,10] = {n € [1,100] | es gibt ein k € N mit n = k?}
eine Bijektion und damit
|{n € [1,100] | es gibt ein k € N mit n = k*}| = |[1, 10]| = 10. O
(18.3) Anwendungsbeispiel.
(a) Hexadezimalziffern seien als Elemente von {0,1,...,9,A,B,...,F} modelliert. Da
[0,15] — {0,1,...,9,A)B,...,F},0—~0,1—1,...,9—9, 10— A, 11 —»B,..., 15— F

eine Bijektion ist, ist die Anzahl aller Hexadezimalziffern gleich

l{0,1,...,9,A,B,...,F}| =[0,15]| = 16.

(b) Spielerkombinationen in der zweiten Runde beim Spiel Reise nach Jerusalem mit vier Startspielern seien
als 3-elementige Teilmengen von X = {Elias, Julia, Laura, Michael}, d.h. als Elemente von {U € Pot(X) |
|U| = 3} modelliert. Da

X = {U ePot(X) | |U| =3}, z— X\ {z}
eine Bijektion ist, ist die Anzahl aller solchen Spielerkombinationen gleich

{U € Pot(X) | U] = 3} = [X]| = 4.

(18.4) Bemerkung (Summenregel). Es seien n € Ny und ein disjunktes n-Tupel endlicher Mengen (X7, ..., X,,)
gegeben. Dann gilt

U xl= Y Il
i€([1,n] i€[1,n]

(18.5) Anwendungsbeispiel. Eine Obstschale mit drei Apfeln, vier Bananen, zwei Birnen und zwei Orangen
sei als Menge

[1,3] x {Apfel} U [1,4] x {Banane} U [1,2] x {Birne} U [1,2] x {Orange}
modelliert. Nach der Summenregel (18.4) ist die Anzahl der Obststiicke auf einer solchen Obstschale gleich

I[1,3] x {Apfel} U [1,4] x {Banane} U [1,2] x {Birne} U [1,2] x {Orange}|
=1[1, 3] x {Apfel}| + |[1,4] x {Banane}| + |[1,2] x {Birne}| + [[1,2] x {Orange}|
=3+4+2+2=11.

(18.6) Korollar (Differenzregel). Fiir jede endliche Menge X und jede Teilmenge U von X gilt

X\ U| = X] 0],
Beweis. Fiir jede endliche Menge X und jede Teilmenge U von X gilt X = UU(X\U), also | X| = |U|+|X \ U]
nach der Summenregel (18.4) und damit | X \ U| = |X|— |U|. O
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(18.7) Beispiel. Es ist
[{n € [1,10] | n ¢ P}| = 6.
Beweis. Nach der Differenzregel (18.6) ist

[{n € [1,10] | n ¢ P}| = |[1,10]\ {n € [1,10] [ n € P}| = [[1,10] \ {2,3,5, 7} = [[1,10]| — [{2,3,5, 7}|
=10—-4=6. O

(18.8) Bemerkung (Produktregel). Es seien n € Ny und ein n-Tupel endlicher Mengen (X7, ..., X,,) gegeben.
Dann gilt

X xil= [T Xl

i€[1,n] i€[1,n]

(18.9) Anwendungsbeispiel. Ein Spielkartenset beim Kartenspiel Skat sei als Menge
{O0,O, M, &} x {7,8,9,10,B,D,K, A}

modelliert. Nach der Produktregel (18.8) ist die Anzahl der Spielkarten in diesem Set gleich
HO, O, b, &} x {7,8,9,10,B,D, K, A} = {9, O, b, &} [{7,8,9,10,B,D,K,A}| =4 -8 = 32.

(18.10) Proposition (Inklusions-Exklusionsprinzip). Fir n € Ny und jedes n-Tupel endlicher Mengen
(X1,...,X,) gilt

U xl= D> =t > Nl
i€1,n] i€1,n] J|LCJE1—?] jed

Beweis. Wir zeigen zuniéichst die behauptete Aussage fiir den Fall n = 2. Es seien also endliche Mengen X
und Y gegeben. Nach der Differenzregel (18.6) gilt [ X \ Y| = | X\ (X NY)| = |X|—-|XNY]| und [V \ X| =
Y\N(XNY)|=]Y|-|XNY|. Wegen XUY = (X \Y)U(XNY)U(Y\ X) impliziert die Summenregel (18.4)
nun

XUY|=|(X\Y)UXNY)U[Y\X)| = X\Y|+|XNY|+|Y\X|=|X|+|Y]-|XNY]
Nun zeigen wir durch Induktion nach n, dass fiir n € Ny und jedes n-Tupel endlicher Mengen (X7, ..., X,,) stets

U Xil= ) 7t Y 1) Xl

i€[1,n] i€[1,n] JC[1,n] jEJ

[J|=i

gilt. Fiir n = 0 gilt

U Xil==0= D DRTAP e SRC e S A P

i€[1,0] i€[1,0] JC[1,0] jeJ i€[l,n] JC[1,n] j€J

|J|=i [J|=i
Es sei also ein n € N so gegeben, dass fiir jedes (n — 1)-Tupel endlicher Mengen (X7,..., X)) stets
U xil= > 7" > 1N
i€[1,n—1] i€[1,n—1] JC[1,n—1] jeJ

|J|=i

gilt. Fiir jedes n-Tupel endlicher Mengen (X7, ..., X,) gilt dann auch

U XI—I U xuXu=1 U Xl+1XI-1 U X)nX.l

i€[1,n] €[1,n—1] i€[l,n—1] 1€[1l,n—1]
=| U Xl+1X-1 U xinX)l
i€[l,n—1] i€[l,n—1]
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)G D ST @ B N F S S L SN A (G et b

i€[l,n—1] JC[1,n—1] jeJ i€l,n—1] JC[1,n—1] jeJ
|J|=1 |J|=1
= > DTN Y D Y )X
i€[l,n—1] JC[1,n] jeJ i€[l,n—1] JC[1,n] jeJ
|J|=i |J]|=i+1
n¢J neJ
= > U)X Xl Y G Y ) Xl
i€[l,n—1] JC[l,n] jE€J i€[2,n] JC[1,n] jEJ
J|=1 J|=i
‘n;‘] lnle.]
eI DRI A R DEC D DRI AR
i€[1,n] JC[1,n] jeJ i€[1,n] JC[1,n] jeJ
|J|=i |J]|=1
n¢J neJ
S E IS SRl a RIS STa PYIES SESILD Sl P!
i€[1,n] JC[1,n] jeJ JC[1,n] jeJ i€[1,n] JC[1,n] jeJ
|J|=i |J]|=1 |J|=1
n¢J neJ

Nach dem Induktionsprinzip gilt

U xl= > ot > N Xl
i€[1,n] i€[1,n] JC[1,n] jEJ
[J]=i
fiir alle n € Ny und jedes n-Tupel endlicher Mengen (X7, ..., X,).
(18.11) Beispiel. Es gilt
{n € [1,100] | 2 | n oder 3 | n oder 5 | n}| = 74.
Beweis. Fir k € N sei X, := {n € [1,100] | k | n}. Dann ist | X| = 100 div k fiir k¥ € N, also insbesondere
|X,| = 100 div 2 = 50,
| X5| = 100 div 3 = 33,
| X5| = 100 div 5 = 20.
Wegen 2,3,5 € P gilt fiir k,1 € {2,3,5} mit k # [ ferner
XpNX;={ne[l1,100] | k| n}Nn{n e [1,100] | I | n} ={n € [1,100] | k | n und I | n}
={n € [1,100] | kl | n} = Xy,
also
1 Xo N X3| = [ Xg| = 100 div 6 = 16,
| X2 N X5] = [X10| = 100 div 10 = 10,
X350 X5| = [ X15] = 100 div 15 = 6.
Schliefslich gilt
XoNXsNXs;={ne[l1,100] | 2| n} N{n e [1,100] | 3| n}N{n € [1,100] | 5 | n}
={ne€1,100] |2 |nund 3 |nund 5 | n} = {n € [1,100] | 30 | n} = X3,
also
X2 N X3 N X5| = | Xs0| = 100 div 30 = 3.
Nach dem Inklusions-Exklusions-Prinzip (18.10) folgt

{n € [1,100] | 2 | n oder 3 | n oder 5 | n}|

={ne€1,100] | 2 | n}U{n € [1,100] | 3| n}U{n € [1,100] | 5 | n}| = | X2 U X3 U X5|
= |Xa| + | X3| + | X5] — [Xa N X5] — [ X2 N X5| — | X3 N X5+ | X2 N X3 N X5
=50+33+20—-16—-10—6+3 ="T74.
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Ein weiteres Beweisprinzip, welches sich nicht direkt zur Bestimmung von Anzahlen eignet, aber dennoch in
Beweisen kombinatorischer Natur Anwendung findet, ist das sogenannte Schubfachprinzip:

(18.12) Bemerkung (Schubfachprinzip). Es seien endliche Mengen X und Y und eine Abbildung f: X — Y
gegeben. Wenn | X| > |Y] ist, dann ist f nicht injektiv.

Wir erldutern das Schubfachprinzip (18.12) an Beispielen aus dem téglichen Leben:
(18.13) Anwendungsbeispiel.

(a) Eine Clique aus mindestens 13 Personen seien als Elemente einer Menge C' modelliert. Die Monate im
gregorianischen Kalender seien als Elemente von M = {Januar, ..., Dezember} modelliert. Die Zuordnung
des jeweiligen Geburtsmonats zu den betrachteten Personen sei als Abbildung g: C' — M modelliert.
Nach dem Schubfachprinzip (18.12) ist ¢g nicht injektiv, d.h. es gibt (mindestens) zwei Personen, welche
im gleichen Monat Geburtstag haben.

(b) Die Besucher einer Party (aus mindestens zwei Personen) seien als Elemente einer Menge P modelliert. Die
Anzahl der anderen Leute, welche die jeweiligen Teilnehmer kennen, sei als Abbildung a: P — [1,n — 1]
modelliert. Nach dem Schubfachprinzip (18.12) ist @ nicht injektiv, d.h. es gibt (mindestens) zwei Besucher,
welche die gleiche Anzahl von Leuten kennen.

(c¢) Kugeln seien als Elemente einer Menge K modelliert. Boxen seien als Elemente einer Menge B modelliert.
Eine Verteilung der Kugeln auf die Boxen sei als Abbildung b: K — B modelliert. Wenn es mehr Kugeln
als Boxen gibt, so ist b nach dem Schubfachprinzip (18.12) nicht injektiv, d.h. es gibt bei der Verteilung
stets eine Box, in welcher mehr als eine Kugel liegt.

Variationen und Permutationen

Als néchstes wollen wir Auswahlen aus einer vorgegebenen Gesamtheit modellieren und die Moglichkeiten solcher
Auswahlen zéhlen. Dabei spielt es fiir die Anzahl und somit auch fiir unser Modell eine Rolle, ob wir die Objekte
unter Beachtung der Reihenfolge auswéhlen und ob wir die wiederholte Auswahl desselben Objektes zulassen.
Wir beginnen mit der Auswahl von Objekten unter Beachtung der Reihenfolge und der Méglichkeit der Wieder-
holung. Haben wir eine Menge X gegeben und wollen aus dieser Menge vier Objekte nacheinander auswéhlen,
so konnen wir diese Auswahl als Abbildung [1,4] — X auffassen. Im Wesentlichen werden wir genau diesen
Standpunkt einnehmen, wobei man in der Kombinatorik klassisch eher mit Tupeln und der zugehdrigen In-
dexschreibweise an Stelle von Abbildungen arbeitet. Eine Auswahl von vier Objekten aus X werden wir somit
als 4-Tupel mit Eintrigen in X, d.h. als ein Element von X* auffassen.

Etwas allgemeiner mochte man die Auswahl manchmal nicht lediglich durchnummerieren, sondern Auswahlen
in der Menge X fiir andere Elemente einer Menge I treffen. Daher definieren wir noch etwas allgemeiner:

(18.14) Definition (Variation). Es sei eine Menge X gegeben.

(a) Es sei eine Menge I gegeben. Die Menge der Variationen in X tiber I ist definiert als
Vary(X) := X7,

Ein Element von Vary(X) wird eine Variation in X iiber I (oder I-Variation in X oder I-Variation mit
Wiederholung in X) genannt.

(b) Es sei k € Ny gegeben. Die Menge der k-Variationen in X ist definiert als
Vary, (X) := Varp ;)(X).
Ein Element von Vary(X) wird eine k- Variation (oder k-Variation mit Wiederholung) in X genannt.
(18.15) Beispiel.
(a) Esist (5,3,9,7) eine 4-Variation in [1,9].
(b) Esist (5,3,5,7) eine 4-Variation in [1,9].
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(18.16) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

Vars({a, b, c,d}) = {(a,a,a), (a,a,b), (a,a,c),(a,a,d),(a,b,a),(a,b,b),(a,b,c),(a,b,d), (a,c,a),(a,c,b),
(a,c,c),(a,c,d),(a,d,a),(a,d,b),(a,d,c),(a,d,d), (b,a,a),(ba,b), (b a,c), (b, a,d),
(b,b,a), (b,b,b),(b,b,c),(b,b,d), (b,c,a),(b,c,b),(b,cc),(bcd),(bd,a),(b,db),
(b,d,c), (b,d,d), (c,a,a),(c,a,b),(c,a,c),(ca,d),(c,b, a),(cbb),(cb,c),(cb,d),
(¢c,e,a), (c,e,b), (¢, e 0), (¢, e,d), (¢, d,a),(c,d,b),(c,d,c),(c,d,d),(d,a,a),(d, a,b),
(d,a,c),(d,a,d),(d,b,a),(d,b,b),(d,b,c),(d,b,d),(d,c,a),(d,c,b),(d,c,c),(dcd),
(d,d,a),(d,d,b),(d,d,c),(d,d,d)}.

Wir betrachten einige Beispiele aus dem téglichen Leben:
(18.17) Anwendungsbeispiel.

(a) Ein Wort bestehend aus genau sechs Buchstaben des lateinischen Alphabets (ohne Sonderzeichen) ldsst
sich als 6-Variation in {A,B, ..., Z} auffassen.

(b) Eine vierstellige PIN lasst sich als 4-Variation in [0, 9] auffassen.

(c¢) Ein Rateversuch beim Spiel Mastermind ldsst sich als 4-Variation in {blau, gelb, griin, rosa, rot, violett}
auffassen.

(d) Eine Totowette (fiir 11 Spiele) lésst sich als 11-Variation in {1, 0,2} auffassen.
(e) Ein Byte ldsst sich als [0, 7]-Variation in {0, 1} auffassen.

(f) Die Teilnechmer einer Klausur seien als Elemente einer Menge T' modelliert. Das Ergebnis der Klausur
lasst sich als Variation in {1.0,1.3,1.7,2.0,2.3,2.7,3.0,3.3,3.7,4.0,5.0} iiber T auffassen.

(¢) Eine Verteilung von zehn durchnummerierten Kugeln auf vier unterschiedlich farbige Boxen ldsst sich
als 10-Variation in {rot, blau, gelb, griin} auffassen.

(18.18) Bemerkung. Es seien n, k € Ny, eine n-elementige Menge X und eine k-elementige Menge I gegeben.
Dann gilt

|Var;(X)| = nF.
Beweis. Nach der Produktregel (18.8) gilt
[Vare(X)| = [X*] = | X[F = n*.

Wegen |I| = k gibt es eine Bijektion e: [1,k] — I, welche uns wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende
Abbildungen

Var;(X) — Varg(X), y— yoe,
Varg(X) — Vary(X), z+ zoe !

liefert. Nach Satz (3.29)(c) und der Gleichheitsregel (18.1) folgt
|Var;(X)| = |Varg(X)| = n”. O
(18.19) Beispiel.
(a) Esist
[Vary([1,9])] = 6561.
(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

|Vars({a, b, c,d})| = 64.
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Beweis.

(a) Nach Bemerkung (18.18) ist

|Vary([1,9])] = 9* = 6561.

(b) Nach Bemerkung (18.18) ist

|Vars({a,b,c,d})| = 4* = 64. O

Wir kommen zu unseren Beispielen aus dem taglichen Leben zurtick:
(18.20) Anwendungsbeispiel.

(a) Worter, welche aus genau sechs Buchstaben des lateinischen Alphabets (ohne Sonderzeichen) bestehen,
seien als 6-Variationen in {A,B,...,Z} modelliert. Nach Bemerkung (18.18) ist die Anzahl aller solchen
Worter gleich

|Varg({A, B, ...,Z})| = 26° = 308915 776.

(b) Vierstellige PINs seien als 4-Variationen in [0, 9] modelliert. Nach Bemerkung (18.18) ist die Anzahl aller
solchen PINs gleich

|Var, ([0, 9])| = 10* = 10000.

(¢) Rateversuche beim Spiel Mastermind seien als 4-Variationen in {blau, gelb, griin, rosa, rot, violett} model-
liert. Nach Bemerkung (18.18) ist die Anzahl der Moglichkeiten fir einen beliebigen Rateversuch gleich

|Var, ({blau, gelb, griin, rosa, rot, violett})| = 6* = 1296.

(d) Totowetten (fiir 11 Spiele) seien als 11-Variationen in {1, 0,2} modelliert. Nach Bemerkung (18.18) ist die
Anzahl aller moéglichen Totowetten gleich

|Vary; ({1,0,2})| = 3"t = 177147.
(e) Bytes seien als [0, 7]-Variationen in {0, 1} modelliert. Nach Bemerkung (18.18) ist die Anzahl aller Bytes
gleich
|Var(o 71({0,1})| = 2° = 256.
(f) Die 400 Teilnehmer einer Klausur seien als Elemente einer Menge T modelliert. Die moglichen Ergebnisse

der Klausur seien als Variationen in {1.0,1.3,1.7,2.0,2.3,2.7,3.0,3.3,3.7,4.0, 5.0} iiber T' modelliert. Nach
Bemerkung (18.18) ist die Anzahl aller méglichen Klausurergebnisse gleich

|Varr({1.0,1.3,1.7,2.0,2.3,2.7,3.0,3.3,3.7,4.0,5.0})| = 11%°° ~ 3,61 - 1011°.

(g) Verteilungen von zehn durchnummerierten Kugeln auf vier unterschiedlich farbige Boxen seien als 10-Varia-
tionen in {rot, blau, gelb, griin} modelliert. Nach Bemerkung (18.18) ist die Anzahl aller solchen moglichen
Verteilungen gleich

|Varyo({rot, blau, gelb, griin})| = 4'° = 1048 576.

Bevor wir zu unserem néchsten Auswahlmodell kommen, fithren wir fiir eine gegebene Variation noch ein
Konzept ein, welches diese bis auf Reihenfolge der Eintréage charakterisiert, siehe Satz (18.42):

(18.21) Definition (H&aufigkeitsfunktion). Es seien k& € Ny, eine Menge X, eine k-elementige Menge I und
eine I-Variation x in X gegeben. Die Abbildung

He: X = No,y—= {i el |z =y}

heifst Haufigkeitsfunktion von z in X.
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Geméf Konvention (3.9) fassen wir eine Héufigkeitsfunktion einer Variation in einer Menge X meist auch als
Familie iiber X auf und sprechen dann von einer Haufigkeitsfamilie bzw. im Spezialfall X = [1,n] fiir ein n € Ny
auch vom Hdiufigkeitstupel der Variation.

Etwas allgemeiner als in Definition (18.21) lassen sich Haufigkeitsfunktionen fiir solche Variationen in einer
Menge X definieren, bei denen jedes Element von X nur endlich oft als Eintrag vorkommt.

(18.22) Beispiel.
(a) Das Héufigkeitstupel der 4-Variation (5,3,9,7) in [1,9] ist gegeben durch

H(5,3,9,7) = <O7 07 1) 07 17 07 17 0) 1)

(b) Das Haufigkeitstupel der 4-Variation (5,3,5,7) in [1,9] ist gegeben durch
K(5,3,5,7) = (07 07 13 0,2, 07 ]-7 03 O)
In Korollar (18.102) werden wir die Anzahl aller Variationen, welche eine gegebene Familie als Haufigkeitsfamilie
besitzen, bestimmen.

Als néchstes modellieren wir Auswahlen, bei denen wir weiterhin die Reihenfolge beachten, jedoch die Méglich-
keit der Wiederholung ausschliefsen wollen:

(18.23) Definition (Permutation). Es sei eine Menge X gegeben.

(a) Es sei eine Menge I gegeben. Die Menge der Permutationen in X iiber I ist definiert als
Perm;(X) := {x € Vary(X) | fiir 4,5 € I mit ¢ # j gilt x; # x;}.

Ein Element von Perm;(X) wird eine Permutation in X iiber I (oder I-Permutation in X oder I-Variation
ohne Wiederholung in X) genannt.

(b) Es sei k € Ny gegeben. Die Menge der k-Permutationen in X ist definiert als
Permy,(X) := Permyy ;) (X).
Ein Element von Permy (X) wird eine k-Permutation (oder k- Variation ohne Wiederholung) in X genannt.

Eine Variation x in einer Menge X iiber einer Menge [ ist also genau dann eine Permutation, wenn z: I — X,
1 +— x; injektiv ist.

(18.24) Beispiel.

(a) Esist (5,3,9,7) eine 4-Permutation in [1,9].

(b) Die 4-Variation (5,3,5,7) in [1,9] ist keine 4-Permutation in [1,9].
(18.25) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

Perms({a,b,c,d}) = {(a,b,¢), (a,b,d), (a,c,b),(a,c,d),(a,d,b), (a,d,c), (b, a,c),(b,a,d),(bc,a),(b,cd),
(b7 d7 a’)? (b7 d7 C)? (07 a’ b)7 (C’ a7 d)7 (67 b7 a)’ (C7 b’ d)’ (07 d7 a’)? (07 d7 b)? (d’ a7 b)? (d’ a7 C)’
(d,b,a),(d,b,c),(d,c,a),(d,c,b)}

Als néchstes wieder einige Beispiele aus dem téglichen Leben:
(18.26) Anwendungsbeispiel.

(a) Ein Wort bestehend aus genau sechs verschiedenen Buchstaben des lateinischen Alphabets (ohne Sonder-
zeichen) ldsst sich als 6-Permutation in {A,B,...,Z} auffassen.

(b) Eine Auftragsverteilung beim Spiel Risiko auf vier Spieler liasst sich als Permutation in der Menge der
Auftrige tiber {Désirée, Kirstin, Michael, Sebastian} auffassen.
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(c) Die Teilnehmer eines Wettbewerbs (mit mindestens drei Teilnehmern) seien als Elemente einer Men-
ge T modelliert. Eine Medaillenverteilung bei diesem Wettbewerb lasst sich als Permutation in T iiber
{gold, silber, bronze} auffassen.

(d) Eine Tabelle der Fuffball-Bundesliga der Saison 2016/17 lasst sich als 18-Permutation in
{FC Augsburg, Hertha BSC, SV Werder Bremen, SV Darmstadt 98, Borussia Dortmund,
Eintracht Frankfurt, SC Freiburg, FC Ingolstadt 04, FC Schalke 04, Hamburger SV,

TSG 1899 Hoffenheim, 1. FC Koéln, RB Leipzig, Bayer 04 Leverkusen, 1. FSV Mainz 05,
Borussia Monchengladbach, FC Bayern Miinchen, VL. Wolfsburg}

auffassen.

(e) Eine Mischung eines Skatkartenspiels lédsst sich als 32-Permutation in {Q, {, &, &} x{7,8,9,10,B,D, K, A}
auffassen.

(f) Eine Verteilung von vier unterschiedlich farbigen Kugeln auf zehn durchnummerierte Boxen derart, dass
in jeder Box hochstens eine Kugel liegt, lasst sich als Permutation in [1,10] iiber {rot, blau, gelb, griin}
auffassen.

Es sei eine Menge X gegeben. Fiir jede Menge I werden die Elemente von Perm;(X) Permutationen in X {iber I
genannt, wahrend die Elemente der symmetrischen Gruppe Sx Permutationen von X genannt werden. Falls X
endlich ist, sind Permutationen von X im Wesentlichen dasselbe wie Permutationen in X iiber X:

(18.27) Bemerkung. Es sei eine Menge X gegeben.

(a) Fiir jede Permutation 7 von X ist (m(x))zex eine Permutation in X {iber X.

(b) Wenn X endlich ist, dann ist flir jede Permutation « in X iiber X die Abbildung X — X, y — z, eine
Permutation von X.

Beweis.

(a) Jedes m € Sx ist bijektiv, also insbesondere injektiv, so dass (7w(x))zecx eine Permutation in X {iber X
ist.

(b) Es sei eine Permutation x in X tber X gegeben, so dass z: X — X, y — x, injektiv ist. Wenn X endlich
ist, impliziert dies aber bereits die Bijektivitat von x, d.h. es gilt z € Sx. O

(18.28) Bemerkung. Es seien n € Ny, k € [1,n] und eine n-elementige Menge X gegeben. Fiir jedes
x € Permy_1(X) sei eine Abzéhlung e, von X \ {x1,...,25_1} gegeben. Dann sind

Permy_1(X) x [I,n — k + 1] = Permy(X), (2, ) = (21,...,2k-1,€2(])),
Permy (X) — Permy_1(X) x [L,n —k+ 1], y = (Y1, Ye—1), €5 (yx))
wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende Bijektionen.

Beweis. Fir x € Permy_1(X), j € [L,n — k + 1] gilt stets e,(j) € X \ {z1,...,2x-1} und damit
(x1,...,Tk—1,€2(J)) € Permy(X). Folglich haben wir eine wohldefinierte Abbildung

fiPermg_1(X) x [1,n — k+ 1] = Permg(X), (z,5) — (x1,...,Tk—1,€x(7))-

Da fir y € Permg(X) insbesondere (y1,...,yx—1) € Permy_1(X) ist, haben wir ferner eine wohldefinierte
Abbildung

g: Permy(X) — Permy_1(X) x [I,n —k + 1], y = ((y1,. .- ,yk_l),egl(yk)).
Wir erhalten

g(f(xvj)) = 9(1517. .. vxkfhei(j)) = ((!.Cl, s 7xk*1)ﬂe;1(ew(j))) = (l’,j)
fir € Permy_1(X), j € [1,n — k + 1] sowie

Fla) = F((yrs- - ye—1)rex (k) = (W1, k=1, a(es (W) = (W1, - k1, Uk) = ¥

fiir y € Permg(X). Somit gilt g o f = idperm;_, (x)x[1,n—k+1] UNd f 0 g = idperm, (x), d.h. f und g sind sich
gegenseitige invertierende Abbildungen und damit Bijektionen nach Satz (3.29)(c). O

193



(18.29) Beispiel. Wir haben folgende Bijektion.

Perm, ([1,3]) x [1,2] — Permy([1, 3]),

(18.30) Korollar. Es seien n € Ny und eine n-elementige Menge X gegeben. Dann ist

1 fir b —
Permy, (X)| = 4 ur k=0,
|[Permy_1(X)|(n —k+1), firk e [l,n].
Beweis. Fiir k = 0 gilt
[Permy, (X)| = [Permo(X)| = {()}| = 1.
Fir k € [1,n] sind

Permy_1(X) x [1,n — k 4+ 1] = Permg(X), (x,j) — (z1,...,z_1,€2(J)),
Permy (X) — Permy_1(X) x [L,n —k+ 1], y = (Y1, Ye—1), €5 (Yx))

wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende Bijektionen nach Proposition (18.28), nach der Gleichheitsre-
gel (18.1) und der Produktregel (18.8) gilt also

|Permy (X)| = |Permy_1(X) X [1,n — k + 1]| = |Permy_1 (X)||[1,n — k + 1]|. O

(18.31) Korollar. Es seien n,k € Ny, eine n-elementige Menge X und eine k-elementige Menge I gegeben.
Dann gilt

Perm; (X)|= [[ m—-i+D)= ][]

1€[1,k] i€[n—k+1,n]

Wenn k € [0,n] ist, so gilt

|Perm;(X)| = Tk

Beweis. Zunichst zeigen wir |Perm;(X)| = Hie[Ll] (n—1i+1) fiir I € Ng durch Induktion nach . Fiir I = 0 gilt
Permy(X)|=1= [ m—i+1)= [] n—i+1)
1€[1,0] 1€[1,1]
nach Korollar (18.30). Fiir I € [1,n] mit [Permy_1(X)| = [[;cp1_q(n — i+ 1) gilt
[Permy (X)| = [Permy_y (X)|[[Ln—1+1]|= ] (m—i+1)-(n—1+1)= [] (n—i+1)
i€[1,0—1] i€[1,]

nach Korollar (18.30). Schlielich sei [ € N mit I > n + 1 und |Permy_1(X)| = J[;c(y;_(n — i + 1) gegeben.
Dann ist

Perm;(X) =0

nach dem Schubfachprinzip (18.12), wegen n + 1 € [1,{] gilt also

H(n—i+1):( H (mn—i+1)-(n—(m+1)+1)=0= |Permy(X)|.
i€[1,]] 1€[1,]\{n+1}
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Nach dem Induktionsprinzip gilt [Perm;(X)| = [I;¢(y ;(n — i+ 1) fiir alle [ € No.
Wegen |I| = k gibt es eine Bijektion e: [1,k] — I,
Abbildungen

welche uns wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende

Perm;(X) — Permy(X), y — yoe,

Permy (X) — Perm;(X), z+— zoe™!

liefert. Nach Satz (3.29)(c) und der Gleichheitsregel (18.1) folgt

[Perm;(X)| = [Permy,(X)| = [ (n—i+1).
i€[1,k]

Da [1,k] = [n—k+1,n], i = n — i+ 1 eine Bijektion ist, gilt weiter

|Perm;(X)| = H (n—i+1)= H i.

i€[1,k] i€n—k+1,n]

Wenn k € [0, n] ist, so folgt schlieflich

[licpin? nl
|Perm;(X)| = i = UL B . O
ie[7z—1—k[+1,n] Hie[Ln_k] 7 (n —k)!

(18.32) Korollar. Es seien n € Ny und eine n-elementige Menge X gegeben. Dann gilt
|Sx| =nl.

Beweis. Nach Bemerkung (18.27) und Korollar (18.31) gilt

Sx| = Permx(X)|= J[ i= [] i=n" O
i€[n—n+1,n] i€[1,n]
(18.33) Beispiel.
(a) Es ist

|Permy([1,9])| = 3024.

(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

|Perms({a, b, c,d})| = 24.

(c¢) Es ist
S5| = 120.
Beweis.

(a) Nach Korollar (18.31) ist

[Permy([1,9))| = J] (9—i+1)=9-8-7-6=3024.
1€[1,4]

(b) Nach Korollar (18.31) ist

|Perms({a, b, c,d})

= JJu-i+1n=4-32=24
i€[1,3]

(¢) Nach Korollar (18.32) ist

IS5| = 5! = 120. O
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Wir kommen zu unseren Beispielen aus dem téglichen Leben zuriick:

(18.34) Anwendungsbeispiel.

(a)

(d)

(e)

(f)

Worter, welche aus genau sechs verschiedenen Buchstaben des lateinischen Alphabets (ohne Sonderzei-
chen) bestehen, seien als 6-Permutationen in {A, B, ..., Z} modelliert. Nach Korollar (18.31) ist die Anzahl
aller solchen Worter gleich

Permg({A,B,...,Z})| = J] (26—i+1)=26-25-24-23-22-21 = 165765 600.
1€[1,6]

Auftragsverteilungen beim Spiel Risiko auf vier Spieler (bei 15 zur Verteilung stehenden Auftrégen) seien
Permutationen in [1,15] tiber {Désirée, Kirstin, Michael, Sebastian} modelliert. Nach Korollar (18.31) ist
die Anzahl der moglichen Auftragsverteilungen gleich

‘Perm{Désirée,Kirstin,MiChael,Sebastian}([L 15])| = H (15 — i+ 1) =15-14-13-12 = 32760.
i€[1,4]

Acht Teilnehmer eines Wettbewerbs seien als Elemente einer Menge T modelliert. Medaillenverteilungen
bei diesem Wettbewerb seien als Permutationen in T iiber {gold, silber, bronze} modelliert. Nach Korol-
lar (18.31) ist die Anzahl moglichen Medaillenverteilungen gleich

|Perm (yo1d sitber,bronze} (1) =[] (8 —i+1) =8-7-6 = 336.
ie[l,B]

Die moglichen Tabellen der Fukball-Bundesliga der Saison 2016/17 seien als 18-Permutationen in

M = {FC Augsburg, Hertha BSC, SV Werder Bremen, SV Darmstadt 98, Borussia Dortmund,
Eintracht Frankfurt, SC Freiburg, FC Ingolstadt 04, FC Schalke 04, Hamburger SV,
TSG 1899 Hoffenheim, 1. FC Koéln, RB Leipzig, Bayer 04 Leverkusen, 1. FSV Mainz 05,
Borussia Monchengladbach, FC Bayern Miinchen, VL. Wolfsburg}

modelliert. Nach Korollar (18.31) ist die Anzahl aller moglichen Tabellen gleich

[Permys(M)] = [[ (18 —i+1)=18/~6,40-10".
i€[1,18]

Die moglichen Mischungen eines Skatkartenspiels seien als 32-Permutationen in
X = {Q?a <>7 ‘7 *} X {7a 8, 97 107 B, D7 K7 A}
modelliert. Nach Korollar (18.31) ist die Anzahl aller moglichen Mischungen gleich

[Permaz(X)| = [ (32—i+1) =320~ 2,63-10%.
i€[1,32]

Verteilungen von vier unterschiedlich farbigen Kugeln auf zehn durchnummerierte Boxen derart, dass
in jeder Box hochstens eine Kugel liegt, seien als Permutationen in [1,10] iiber {rot,blau, gelb, griin}

modelliert. Nach Korollar (18.31) ist die Anzahl aller solchen moglichen Verteilungen gleich

‘Perm{rot,blau,gelb,grﬁn}([17 10])‘ = H (10 —i+ 1) =10-9-8-7 = 5040.
1€[1,4]
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Multikombinationen und Kombinationen

Im Folgenden studieren wir Auswahlen, welche gleichzeitig stattfinden oder, mit anderen Worten, bei denen die
Reihenfolge der Auswahl keine Rolle spielt. Dies kénnen wir dadurch modellieren, dass wir solche Variationen als
gleich betrachten, deren Eintrage durch eine Permutation der Indizes auseinander hervorgehen. Diese schwéchere
Form der Gleichheit kénnen wir wiederum mit Hilfe einer geeigneten Aquivalenzrelation formalisieren.

Zur einfacheren Beschreibung fassen wir Variationen als Abbildungen auf, vgl. Konvention (3.9).

(18.35) Definition (Eintragsgleichheit). Es seien Mengen X und I gegeben. Fiir z,y € Var;(X) gelte genau
dann x ~ y, wenn es eine Permutation 7 von I mit y = x o 7w gibt. Die Relation ~ wird Fintragsgleichheit von
Variationen in X iiber I genannt.

(18.36) Beispiel. Esist (5,3,9,7) ~ (7,3,5,9) in Vars([1,9]).

Beweis. Es sei x :=(5,3,9,7) und y := (7,3,5,9). Fiir die Permutation 7: [1,4] — [1,4], 1 =4, 2 — 2, 3 — 1,
4 — 3 gilt dann

Tr(1) = Tg =T =1y,
Tr2) = T2 = 3 = yq,
Tr(3) = T1 =5 = y3,

Tra) = T3 =9 =Yg,
also y = x o 7. Folglich gilt x ~ y. O
(18.37) Bemerkung. Es seien Mengen X und I gegeben. Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf Vary(X).

Beweis. Es seien z,y, z € Vary(X) mit  ~ y und y ~ z gegeben, so dass es 7,0 € Sy mit y = zow und z = yoo
gibt. Dann folgt z =y o0 =2z om oo und wegen w o o € S; somit x ~ z. Folglich ist ~ transitiv.

Fiir alle © € Var;(X) gilt x = x o idy, wegen id; € Sy also « ~ x. Folglich ist ~ reflexiv.

Es seien x,y € Vary(X) mit x ~ y gegeben, so dass es ein m € Sy mit y = z o 7 gibt. Dann folgt * = yon~
und wegen 7~ ! € S; somit y ~ z. Folglich ist ~ symmetrisch.

Insgesamt ist ~ eine Aquivalenzrelation auf Vary(X). O

1

Unser Modell fiir Auswahlen ohne Beachtung der Reihenfolge werden Aquivalenzklassen von Variationen unter
der Eintragsgleichheit sein:

(18.38) Definition (Multikombination). Es sei eine Menge X gegeben.

(a) Es sei eine Menge I gegeben. Die Menge der Multikombinationen in X tber [ ist definiert als
MComb;(X) := Var;(X)/~.

Ein Element von MComb;(X) wird eine Multikombination in X iiber I (oder I-Multikombination in X
oder I-Kombination mit Wiederholung in X) genannt.

Fiir eine Variation = (z;);ecr in X iiber I schreiben wir auch
[zi)ier := [z].
(b) Es sei k € Ny gegeben. Die Menge der k-Multikombinationen in X ist definiert als
MComby,(X) := MComby; ) (X).

Ein Element von MComby(X) wird eine k-Multikombination (oder k-Kombination mit Wiederholung)
in X genannt.

Fiir eine k-Variation = (z1,...,2k) in X schreiben wir auch

[X1, ..., 2] := [x].
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(18.39) Beispiel.

(a)
(b)

Es ist [5,3,9,7] = [3,5,7,9] eine 4-Multikombination in [1,9].
Es ist [5,3,5,7] = [3,5,5, 7] eine 4-Multikombination in [1,9].

(18.40) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

MCombs({a,b,c,d}) = {[a, a,a], [a,a,b],[a,a,d],|a,a,d],]|a,b,b],|a,b,c],a,b,d,la,cd,lacd),[a,d,d],
[b’ b’ b]’ [b7 b’ C:I’ [b7 b’ d]7 [b’ C7 C]7 [b7 C’ d]7 [b7 d’ d]’ [C’ C’ c]’ [C7 c7 d]? [C’ d7 d]7 [d’ d? d]}

Wir betrachten wieder einige Beispiele aus dem téglichen Leben:

(18.41) Anwendungsbeispiel.

(a)

(b)

Eine Belegung einer Getrankekiste mit zwolf Flaschen aus drei verschiedenen Getrénkesorten ldsst sich
als 12-Multikombination in {Cola, Fanta, Sprite} auffassen.

Die Kandidaten bei einer Wahl, bei der jeder Wiahler genau eine (giiltige) Stimme fiir einen Kandidaten
abgibt, seien als Elemente einer Menge K modelliert. Die Wahler seien als Elemente einer Menge W
modelliert. Das Wahlergebnis lasst sich als Multikombination in K iiber W auffassen.

FEin Lostopf bestehend aus 100 Losen, wobei jedes Los entweder mit ,,Hauptpreis“ oder mit ,, Trostpreis”
oder mit ,Niete" beschriftet ist, lasst sich als 100-Multikombination in {Hauptpreis, Trostpreis, Niete}
auffassen.

Ein Wurf beim Spiel Kuiffel 1dsst sich als 5-Multikombination in {{-], L7, [ E ] ¥} auffassen.

Die Teilnehmer einer Klausur seien als Elemente einer Menge T modelliert. Das anonymisierte Ergebnis ei-
ner Klausur (Notenspiegel) ldsst sich als Multikombination in {1.0,1.3,1.7,2.0,2.3,2.7, 3.0, 3.3, 3.7,4.0,5.0}
iber T auffassen.

Eine Verteilung von zehn gleich aussehenden Kugeln auf vier unterschiedlich farbige Boxen lésst sich
als 10-Multikombination in {rot, blau, gelb, griin} auffassen.

Bei Multikombinationen tiber endlichen Mengen kommt es nicht auf die Reihenfolge der Eintrage der Repréa-
sentanten an, sondern nur auf die jeweiligen Anzahlen der verschiedenen vorkommenden Eintréage. Mit anderen
Worten: Die Haufigkeitsfunktionen der Représentanten sind gleich. Etwas genauer erhalten wir folgenden Zu-
sammenhang zur dquivalenten Beschreibung von Multikombinationen:

(18.42) Satz. Es seien k € Ny, eine Menge X und eine k-elementige Menge I gegeben. Dann ist

MComb;(X) = {m € N{ | 3" m, =k}, [2] =
yeX

eine wohldefinierte Bijektion.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung

wo: Varp(X) — N, o e .

Nach dem Homomorphiesatz fiir Mengen (5.15) induziert p_ eine wohldefinierte Injektion

fi_: Varp(X)/=,, — N

mit p_ = fi_oquo, gegeben durch fijy) = . = ({7 € I | 2; = y}|)yex fiir x € Vary(X), und mit Im g = Imp_.
Um zu zeigen, dass =, = ~ ist, seien z, 2’ € Var;(X) gegeben. Zunéchst gelte z =, 2’ in Var;(X), d.h. es
gelte W, = s in NE. Fiir jedes y € X ist dann

Hiellwi =y} = (ha)y = (har)y = i € T | 25 = w},

d.h. es gibt eine Bijektion

fpfiel|e,=y} > {icel|z, =y}
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Wir definieren 7: I — I, i = fu (i) und o: [ — I, i f;il(i). Fir i € I folgt xr;) = Tf, () = x} sowie
x;(i) = .I‘};il(i) = x;, also

o(m(i)) = fiL, (v(D) = 7 (fuy ) = i,
m(o(i)) = far , (0(i)) = fo (fo:' (@)

Folglich ist c om = m oo = id;, d.h. m und o sind sich gegenseitig invertierende Permutationen von I. We-
gen x; = x.(; fiir i € I gilt ferner 2’ = x o 7 und damit x ~ z’. Umgekehrt gelte x ~ 2’ und damit 2’ ~ =,
d.h. es gebe eine Permutation m von I mit x = 2’ o w. Ferner sei y € X gegeben. Fir ¢ € [ mit z; = y
gilt x;(i) = ; = y und fiir i’ € I mit @, = y gilt z,-1(;) = &}, = y. Folglich schrinken 7 und 7! zu sich
gegenseitig invertierenden Bijektionen

{iel|z, =y} = {i' el|x, =y}, i— (i),
{i'el|z, =y} = {iel |z =y}, i —n i)
ein. Es gilt also
ey = i € 1 |5 =y} = {7’ € T |l =y} = ()
fir y € X, folglich p, = p,s und damit =, 2’. Somit gilt in der Tat =, = ~ und folglich
Var;(X)/=,_ = Var;(X)/~ =MComb;(X).

Als néchstes bestimmen wir Imfi_ = Im p_. Fiir x € Vary(X) gilt I = Uyex {iel|x; =y}, also

Sy = S Hiellm=y = i€l e =y} =1l =

yeX yeX yeX
und damit p, € {a € NéX) | > -yex My = k}. Nun sei umgekehrt ein m € N((JX) mit >° v my =k gegeben und
es sei | := [{y € X | my # 0}|. Ferner sei e eine Abzéhlung von I und f eine Abzéhlung von {y € X | m, # 0}.
Dann gilt [1,k] = U,cpg Djep 1y mro) T 1 2 epq Mr)- Es sei @ € Varr(X) gegeben durch z; = f(r)
fir i € I und r € [1,1] mit e7 (i) € D ey mrG) T 1L jenmeel Firy € X\ A{f(r) [ r € [1,1]} gilt
dann (pg)y = 0 = my, und fiir r € [1,1] gilt

()pmy =i €l |zi=f} =ielle @ el Y. mppn+1 D mypl}

JE[IT 1] J€E(1,7]

=10 myp+1 Y mpgll = mye.

jEl,r—1] JE[1,7]

Folglich gilt (pz), = m, fiir alle y € X, d.h. es ist g, = m. Wir haben somit

Impg_ =Imu_ —{mGN |Zmy—k}

yeX

Insgesamt ist

fi 1A= - MComby (X) = {m € N{ | Y~ my =k}, [2] = o

yeX

eine Bijektion. O
(18.43) Beispiel. Wir haben folgende Bijektion.

)%{m€N3|m1+m2+m3f2}
(2’070)7
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Satz (18.42) legt nahe, den Begriff der Haufigkeitsfunktion bzw. Haufigkeitsfamilie auf Multikombinationen
auszudehnen:

(18.44) Definition (Hiaufigkeitsfunktion). Es seien k& € Ny, eine Menge X, eine k-elementige Menge I und
eine I-Variation z in X gegeben. Die Haufigkeitsfunktion von z in X wird auch Haufigkeitsfunktion von [z]
in X genannt und als

Mg i= Mot X = No, y = {i €1 | 2; =y}
notiert.
(18.45) Beispiel.
(a) Das Héufigkeitstupel der 4-Multikombination [5,3,9,7] in [1, 9] ist gegeben durch

I“L[5,3,9,7] = (07 07 1a 07 17 07 17 O? 1)

(b) Das Haufigkeitstupel der 4-Multikombination [5,3,5,7] in [1,9] ist gegeben durch

Wi5,3,5,7 = (0> 0,1,0,2,0,1,0, 0)

Da Multikombinationen sich wie Mengen verhalten, in denen Elemente mehr als einmal vorkommen diirfen,
werden Multikombinationen in einer Menge X oder deren Haufigkeitsfamilien manchmal auch Multimengen
iiber X genannt und dann mit Mengenklammern oder leicht modifizierten Mengenklammern notiert. Vgl. Pro-
position (18.108).

Multikombinationen in einer angeordneten Menge wie [1,n] fiir ein n € Ny konnen iiber kanonische Représen-
tanten beschrieben werden:

(18.46) Proposition. Es seien n,k € Ny gegeben. Dann ist
{z € Varg([1,n]) | fir i € [1,k — 1] gilt x; < 2441}
eine Transversale von MComby ([1,n]).
Beweis. Zunéchst sei y € Varg([1,n]) gegeben und es sei a := (|{i € [1,k] [ y; = j}l)jeqn,n- Wir definie-

L
ren x € Varg([l,n]) durch z; := 1 fir [ € [Ln] und i € [3 ey _qa; + 1,2 en,ya;] Firi € [1,k—1]
ist x; < x;41. Ferner gilt fiir [ € [1,n] stets

{ie LMz =01=I Y aj+1, Y all=a={ic[Lk|y=1]
je[1,l—1

J ] JE(L.1]

so dass [y] = [z] nach Satz (18.42) folgt.

Als néichstes seien x, 2" € Varg([1,n]) mit z; < x4 und zj < @, fiirdi € [1
gegeben. Nach Satz (18.42) gilt dann auch |{i € [1,k] | z; = j}| = [{i € [1,
induktiv & = 2’ erhalten.

Insgesamt ist {x € Varg([1,n]) | fiir ¢ € [1,k — 1] gilt x; < 2,41} eine Transversale von MComby([1, n]). O

sowie [z] = [2/] in MComby([1, n])

k]
k] | «f = j}| fir j € [1,n], so dass wir

Fiir k € N lésst sich die Anzahl der k-Multikombinationen einer gegebenen endlichen Menge X rekursiv berech-
nen, siehe Korollar (18.49). Im Beweis benutzen wir die Zerlegung

MComby (X) = | J {C € MComby(X) | (no)y =k — i}
1€[0,k]

fiir ein y € X, wobei sich die Anzahlen der Teilmengen via folgender Bemerkung zu Anzahlen von Multikombi-
nationen von X \ {y} ergeben:

(18.47) Bemerkung. Es seien k € Ny, eine Menge X und y € X gegeben. Fiir ¢ € [0, k] ist
MComb; (X \ {y}) = {C € MComby(X) | (uo)y = k — i}, [z] = [ (y)jen k-]

eine wohldefinierte Bijektion.
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(18.48) Beispiel. Wir haben folgende Bijektion.

MCombs([1,3]) = {C € MCombs([1,4]) | (hc)a = 1},

(18.49) Korollar. Es sei eine endliche Menge X gegeben. Dann ist

fir k=0, falls X = 0,
IMComby (X)| = < 0, fiir k € N, falls X = (),
> icfox) IMComb; (X \ {y})|, fir k € No, y € X.

Beweis. Es sei k € Ny gegeben. Falls X = ) ist, so gilt

([}, falls k =0,

MComby (X) = MComb =
omby(X) omby (9) {@, falls & € N,
und damit

1, falls k=0,

IMComby (X)| =
0, fallskeN.

Im Folgenden sei X # () und es sei y € X gegeben. Dann ist

MComby (X) = | {C € MComby(X) | (nc)y =k — i}.
1€[0,k]

Fiir i € [0, k] ist ferner
MComb; (X \ {y}) = {C € MComby(X) [ (kc)y =k — i}, [2] = [ (y)jepp—i]

eine wohldefinierte Bijektion. Nach der Summenregel (18.4) und der Gleichheitsregel (18.1) folgt

IMComby(X)| = | | {C € MComby(X) | (uc)y = k — i}

1€[0,k]
= Y {C e MComby(X) | (ne)y =k —i}| = ) [MComb;(X \ {y})l. O
1€[0,k] 1€[0,k]

Die durch Korollar (18.49) gegebene Rekursion lédsst sich nun ausnutzen um eine Formel fiir die Anzahl der
Multikombinationen in einer gegebenen Menge zu verifizieren:

(18.50) Korollar. Fiir n,k € Ny, jede n-elementige Menge X und jede k-elementige Menge I gilt

k+n—1>

IMComb;(X)| = ( i

Beweis. Um zu zeigen, dass n, k € Ny und jede n-elementige Menge X stets [MCombyg(X)| = (k+z 1) gilt, fithren
wir Induktion nach n. Fir n = 0, &k € Ny und jede n-elementige Menge X gilt X = (J, nach Korollar (18.49),
Proposition (17.7) und Bemerkung (17.6) also

1, fallsk=0 k—1 k+n—1
MComby,(X)| = { 4 - .
[MComby (X)| {0, fallskeN} < k > ( k )
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Es sei n € N so gegeben, dass fiir k& € Ny und jede (n — 1)-elementige Menge X' stets |MComby (X')|

(k+(";1)_1) = (k""z_z) gilt. Ferner seien k € Ny und eine n-elementige Menge X gegeben. Dann ist X # (), d.h.

es gibt ein y € X. Nach Korollar (18.49), der Induktionsvoraussetzung und Korollar (17.9) folgt
1+n—2 k+n-—1
MConiby ()] = Y Mcomti(x\ gl = 3 (7707 = (M),
i€[0,k] i€[0,k]

Nach dem Induktionsprinzip gilt [MComby(X)| = (’”;“1) fiir n, k € Ny und jede n-elementige Menge X.
Nun seien n, k € Ny, eine n-elementige Menge X und eine k-elementige Menge I gegeben. Dann gibt es eine
Abzéhlung e: [1, k] — I, welche uns wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende Abbildungen

MComb;(X) — MComby(X), [y] — [y o €],
MComby (X) — MComb;(X), [z] ~ [z oe™!]

liefert. Nach Satz (3.29)(c) und der Gleichheitsregel (18.1) folgt

-1
IMComb;(X)| = [MComby,(X)| = (k +Z ) O
(18.51) Beispiel.
(a) Es ist
|IMComby([1,9])] = 495.
(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist
|IMCombs({a, b, c,d})| = 20.
Beweis.
(a) Nach Korollar (18.50) und Korollar (17.12) ist
44+9-1 12 12-11-10-9
(b) Nach Korollar (18.50) ist
3+4-1 6 6-5-4
M = = = = .
IMCombs({a,b,c,d})| ( 3 ) (3) 13,3 20 O

Wir kommen zu unseren Beispielen aus dem téglichen Leben zuriick:
(18.52) Anwendungsbeispiel.

(a) Belegungen einer Getrinkekiste mit zwolf Flaschen aus drei verschiedenen Getrinkesorten seien als 12-Mul-
tikombination in {Cola, Fanta, Sprite} modelliert. Nach Korollar (18.50) ist die Anzahl aller moglichen
Belegungen gleich

12 —1 14
|IMComb;s({Cola, Fanta, Sprite})| = ( ;31 ) = (2) =91.

(b) Die vier Kandidaten bei einer Wahl, bei der jeder der 130 Wéhler genau eine (giiltige) Stimme fiir einen
Kandidaten abgibt, seien als Elemente einer 4-elementigen Menge K modelliert. Die Wihler seien als
Elemente einer 130-elementigen Menge W modelliert. Die Wahlergebnisse seien als Multikombinationen
in K iiber W modelliert. Nach Korollar (18.50) ist die Anzahl aller moglichen Wahlergebnisse gleich

1304+4-1\ (1
IMComby (K)| = ( 304*_ : ) - < §3> — 383306.
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(c¢) Ein Lostopf bestehend aus 100 Losen, wobei jedes Los entweder mit ,Hauptpreis* oder mit ,, Trostpreis®
oder mit ,, Niete* beschriftet ist, sei als 100-Multikombination in {Hauptpreis, Trostpreis, Niete} modelliert.
Die Anzahl aller verschiedenen moglichen Lostopfe ist gleich

1004+3 -1 102
|IMCombj oo ({Hauptpreis, Trostpreis, Niete})| = ( 3+ 1 ) = ( 5 ) = 5151.

(d) Wiirfe beim Spiel Kniffel seien als 5-Multikombination in {L],L7, [ E1 L B} modelliert. Nach Korol-
lar (18.50) ist die Anzahl aller méglichen Wiirfe gleich

IMCombs ({7, 5%, %, 63,5, 63| = (5+§_ 1) - (150) — 252.

(e) Die 400 Teilnehmer einer Klausur seien als Elemente einer Menge T modelliert. Die moglichen Notenspiegel
seien als Multikombinationen in {1.0,1.3,1.7,2.0,2.3,2.7,3.0,3.3,3.7,4.0,5.0} iiber T modelliert. Nach
Korollar (18.50) ist die Anzahl aller méglichen Notenspiegel gleich

A004+11—1\ /410
IMComby ({1.0,1.3,1.7,2.0,2.3,2.7, 3.0, 3.3, 3.7,4.0,5.0})| = < J_ : ) _ (10)

~ 3,31-10%.

(f) Verteilungen von zehn gleich aussehenden Kugeln auf vier unterschiedlich farbige Boxen seien als 10-Mul-
tikombinationen in {rot, blau, gelb, griin} modelliert. Nach Korollar (18.50) ist die Anzahl aller solchen
moglichen Verteilungen gleich

1 4-1 1
IMComb;g({rot, blau, gelb, griin})| = ( OZ—_ ) ) = (33) — 286.

Schlieflich betrachten wir den Fall von Multikombinationen, die von einer Permutation reprasentiert werden.
Zunéchst stellen wir fest, dass mit einem Représentanten auch alle anderen Permutationen sind:

(18.53) Bemerkung. Es seien Mengen X und I und I-Variationen z und y in X mit z ~ y gegeben. Genau
dann ist = eine I-Permutation in X, wenn y eine I-Permutation in X ist.

Beweis. Wegen x ~ y gibt es ein # € S; mit y = z o7, oder dquivalent z = yor~!. Da 7 und 7! bijektiv sind,
ist folglich x: I — X genau dann injektiv, wenn y: I — X injektiv ist, d.h. = ist genau dann eine I-Permutation
in X, wenn y eine I-Permutation in X ist. O

Im Folgenden bezeichnen wir Einschrankungen der Eintragsgleichheit ~ auf die entsprechenden Mengen von
Permutationen wieder als ~.

Von Permutationen reprasentierte Multikombinationen modellieren Auswahlen ohne Beachtung der Reihenfolge,
bei denen die Méglichkeit der Wiederholung ausgeschlossen wird. Wir geben auch diesen eine Bezeichnung:

(18.54) Definition (Kombination). Es sei eine Menge X gegeben.
(a) Es sei eine Menge I gegeben. Die Menge der Kombinationen in X iiber T ist definiert als
Comby(X) := Permy(X)/~.

Ein Element von Comb;(X) wird eine Kombination in X iiber I (oder I-Kombination in X oder I-Kom-
bination ohne Wiederholung in X) genannt.

(b) Es sei k € Ny gegeben. Die Menge der k-Kombinationen in X ist definiert als
Comby,(X) := Combyy 1 (X).

Ein Element von Comby(X) wird eine k-Kombination (oder k-Kombination ohne Wiederholung) in X
genannt.
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(18.55) Beispiel.

(a) Esist [5,3,9,7] = [3,5,7,9] eine 4-Kombination in [1,9].

(b) Die 4-Multikombination [5,3,5,7] = [3,5,5,7] in [1,9] ist keine 4-Kombination in [1,9].
(18.56) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

Combs({a,b,c,d}) = {[a,b, ], [a,b,d], [a,c,d],[b,c,d]}.

Auch fiir Kombinationen betrachten wir wieder einige Beispiele aus dem téglichen Leben:
(18.57) Anwendungsbeispiel.

(a) Eine Zichung der Lottozahlen ldsst sich als 6-Kombination in [1,49] auffassen.

(b) Eine Skathand lésst sich als 10-Kombination in {Q, {, &, &} x {7,8,9,10,B,D,K, A} auffassen.

(c) Die Gesamtheit der Fufball-Bundesliga-Absteiger der Saison 2016/17 ldsst sich als 2-Kombination (ohne
Relegationsplatz) oder 3-Kombination (mit Relegationsplatz) in

{FC Augsburg, Hertha BSC, SV Werder Bremen, SV Darmstadt 98, Borussia Dortmund,
Eintracht Frankfurt, SC Freiburg, FC Ingolstadt 04, FC Schalke 04, Hamburger SV,
TSG 1899 Hoffenheim, 1. FC Koéln, RB Leipzig, Bayer 04 Leverkusen, 1. FSV Mainz 05,
Borussia Monchengladbach, FC Bayern Miinchen, VL, Wolfsburg}

auffassen.

(d) Eine Verteilung von vier gleich aussehenden Kugeln auf zehn durchnummerierte Boxen derart, dass in
jeder Box hochstens eine Kugel liegt, lisst sich als 4-Kombination in [1,10] auffassen.

(18.58) Bemerkung. Es seien n, k € Ny gegeben. Dann ist
{z € Vary([1,n]) | firi € [1,k — 1] gilt x; < x441}
eine Transversale von Comby([1,n]).

Beweis. Nach Proposition (18.46) ist {# € Varg([l,n]) | fiir i € [1,k — 1] gilt &; < 2,11} eine Transversale
von Varg([1,n]) bzgl. ~ und damit

{z € Vary([1,n]) | fir i € [1,k — 1] gilt x; < 2,41} N Permy([1, n))

= {z € Permy([1,n]) | fir ¢ € [1,k — 1] gilt z; < xi41}
= {x € Permy([1,n]) | fiir i € [1,k — 1] gilt 2; < z;41}
= {z € Varg([1,n]) | fur i € [1,k — 1] gilt &; < j41}

eine Transversale von Comby,([1,n]). O

Zunéchst zdhlen wir nun Kombinationen in einer endlichen Menge. Danach fithren wir den Fall von Multi-
kombinationen in einer endlichen Menge auf den Fall von Kombinationen in einer anderen endlichen Menge
zuriick.

(18.59) Bemerkung. Es seien Mengen X und I sowie eine I-Permutation z in X gegeben. Dann ist
S = x],r—zom

eine Bijektion.

Beweis. Wegen
[z] ={y e Var;(X) |z ~y} ={y € Var;(X) |esgibt einm € Sy mit y=zon} ={xon |7 €S}

ist S; — [x], 7 = xom surjektiv. Fiir 7,0 € S; mit zor = xoo gilt x;(;) = 7,(; fiir i € I, da x eine I-Permutation
in X ist also auch 7 (i) = o(4) fir ¢ € I und damit = = o. Folglich ist S; — [z], 7 — x o 7 auch injektiv und
somit insgesamt bijektiv. O
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(18.60) Beispiel. Wir haben folgende Bijektion.

&
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(18.61) Korollar. Es seien k € Ny, eine Menge X und eine k-elementige Menge I gegeben. Fiir jede I-Kom-
bination C in X gilt

C| = kL.

Beweis. Es sei eine I-Kombination C' in X gegeben. Dann gibt es eine I-Permutation = in X mit C' = [x]
und nach Bemerkung (18.59) gibt es eine Bijektion S; — [z]. Insbesondere ist C' als Menge endlich und nach
Korollar (18.32) gilt

Cl =[]l = [S1] = K. O

(18.62) Korollar. Es seien n,k € Ny, eine n-elementige Menge X und eine k-elementige Menge I gegeben.
Dann gilt

|Comb(X)| = (Z)

Beweis. Da Comby(X) = Perm;(X)/~ nach dem Hauptsatz iiber Aquivalenzrelationen (5.20) eine Partition
von Perm;(X) ist, gilt

Perm;(X) = U C.
CeComby(X)
Die Summenregel (18.4) und Korollar (18.61) liefern
Perm;(X)[=| | <Cl= > = > k'=|Comb(X)|k.
CeComby(X) CeComby(X) CeComby(X)

Nach Korollar (18.31) folgt schlieftlich

Perm; (X [Licpmn—i+1) n
|Comb1(X)\:| kf( )l _ Lliens o - <k>

(18.63) Beispiel.
(a) Es ist
|Comby([1,9])| = 126.
(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

|Combs({a, b, c,d})| = 4.

Beweis.

(a) Nach Korollar (18.62) ist

9 9-8-7-6
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(b) Nach Korollar (18.62) und Korollar (17.12) ist
|Combg({a,b,c,d})| = <;1> = <;1> =4. O

Korollar (18.62) liefert kombinatorische Beweise fiir Korollar (17.8)(b) und Bemerkung (17.6):
Alternativer Beweis von Korollar (17.8)(b). Nach Korollar (18.62) gilt fiir n, k € Ny stets

(Z) = |Comby([1, n])| € No. D

Alternativer Beweis von Bemerkung (17.6). Nach dem Schubfachprinzip (18.12) gilt fiir n € Ng, k € Ny \ [0, n]
stets Permy([1,7]) = @ und damit Comby([1,n]) = 0, nach Korollar (18.62) also

(Z) = |Comby,([1,n])| = 0. O

Wir kommen zu unseren Beispielen aus dem taglichen Leben zurtick:
(18.64) Anwendungsbeispiel.

(a) Ziehungen der Lottozahlen seien als 6-Kombinationen in [1,49] modelliert. Nach Korollar (18.62) ist die
Anzahl aller moéglichen Ziehungen der Lottozahlen gleich

4
|Comb([1,49])| = (69> — 13983816

(b) Skathinde seien als 10-Kombinationen in {Q, , &, &} x {7,8,9,10,B,D, K, A} modelliert. Nach Korol-
lar (18.62) und Anwendungsbeispiel (18.9) ist die Anzahl aller méglichen Skathidnde gleich

‘Comb10<{®a 03‘7*} X {7?8793 107B7D7K7A})‘ = (4108) = (:1))(2)) = 64512 240.

(c¢) Die Gesamtheit der Fuftball-Bundesliga-Absteiger der Saison 2016,/17 sei als 2-Kombination (Mannschaft
auf Relegationsplatz steigt nicht ab) oder 3-Kombination (Mannschaft auf Relegationsplatz steigt ab) in

M = {FC Augsburg, Hertha BSC, SV Werder Bremen, SV Darmstadt 98, Borussia Dortmund,
Eintracht Frankfurt, SC Freiburg, FC Ingolstadt 04, FC Schalke 04, Hamburger SV,
TSG 1899 Hoffenheim, 1. FC Koéln, RB Leipzig, Bayer 04 Leverkusen, 1. FSV Mainz 05,
Borussia Monchengladbach, FC Bayern Miinchen, VL. Wolfsburg}

modelliert. Nach der Summenregel (18.4) und Korollar (18.62) ist die Anzahl aller mdoglichen Absteiger-
gesamtheiten gleich

|Combs (M) U Combs(M)| = [Combs(M)| + |Combs(M)| = (128> + (138) = 969.

(d) Verteilungen von vier gleich aussehenden Kugeln auf zehn durchnummerierte Boxen derart, dass in jeder
Box héchstens eine Kugel liegt, seien als 4-Kombinationen in [1, 10] modelliert. Nach Korollar (18.62) ist
die Anzahl aller solchen moglichen Verteilungen gleich

|Comba([1,10])] = (14()) — 210.

Die Formeln fiir die Anzahlen von Multikombinationen und Kombinationen legen die Vermutung nahe, dass es
eine Verbindung zwischen Multikombinationen und Kombinationen gibt. Diese werden wir in Korollar (18.116)
studieren.
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Auswahlmodelle iiber mehreren Indexmengen

Die bisher betrachteten Modelle iiber Auswahlen lassen sich durch Verwendung der (dufieren) disjunkten Ver-
einigung, siehe Definition (2.48)(Db), als Indexmenge zu Modellen iiber mehreren Mengen verallgemeinern. Der
interessanteste Fall ist der einer Kombination iiber mehreren Mengen. Wir iiberlassen die Beweise dem Leser.

(18.65) Definition (Variation). Es seien eine Menge X und r € Ny gegeben.

(a) Es sei ein r-Tupel von Mengen I = (Iy,...,1I,) gegeben. Die Menge der Variationen in X tber I ist
definiert als

Vary(X) := Var|;(X).

Ein Element von Vary(X) wird eine Variation in X iiber I (oder I-Variation in X oder I-Variation mit
Wiederholung in X) genannt.

Fiir eine Variation = = (i, ;)(,,j)e| 7 in X iiber I schreiben wir auch
T j = (Ti 5)iser
fir j € [1,7] sowie
(@1, x—p) = ((@iy1)inens- - - (@i, r)iver,) = .
(b) Es sei k € Njj gegeben. Die Menge der k-Variationen in X ist definiert als
Vary(X) = Varg, .. ¢, (X) := Var( g,1,...1,6.7) (X)-
Ein Element von Vary(X) wird eine k- Variation (oder k-Variation mit Wiederholung) in X genannt.

Die in Definition (18.65)(a) festgelegte Notation entspricht (weitgehend) einer Identifikation entlang der bijek-
tiven Abbildung

Vary(X) — Vary, (X) x ... x Vary (X), 2 — (@i 1)iselys- - > (Xinr)ipel,)-
(18.66) Beispiel.
(a) Esist ((5,3),(9,7)) eine (2,2)-Variation in [1,9].
(b) Esist ((5,3),(5,7)) eine (2,2)-Variation in [1,9].

(18.67) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

Vary1({a,b,¢,d}) = {((a, a), (a)), ((a; ), (b)), (¢, a), (¢)), ((a, @), (d)), ((a, b), (a)), ((a; b), (b)), ((a, b), (¢)),
((a,0), (d)), ((a, ¢), (), ((a, ¢), (b)), ((a, ¢), (¢)), ((a, ¢), (d)), ((a,d), (a)), ((a, ), (),
((a,d),(¢)), ((a; d), (d)), (b, a), (a)), ((b; @), (b)), ((b, @), (¢)), (b, a), (d)), ((b, ), (a)),
((b,0), (), ((b,0), (¢)), ((b,]), (d)), (b, ¢), (a)), (b, ¢), (b)), ((b; ), (), ((bs €), (d)),
((b,d), (), (b, d), (b)), (b, d), (c)), (b, d), (d)), ((¢, ), (a)), (¢, a), (b)), ((¢; @), (¢)),
((¢,a),(d)), (¢, 0), (a)), (¢, b), (b)), (¢, b), (), ((¢, D), (d)), (¢, ), (@), (¢, ), (),
((e;0); (€)); (¢, ¢), (d)), (¢, d), (@), (¢, d), (b)), (¢, d); (¢)), (¢, d), (d)), ((d; a), (a)),
((d; a), (b)), ((d; a), (¢)), ((d, a), (d)), ((d; b), (a)), ((d, ]), (b)), ((d, ]), (¢)), ((d, ]), (d)),
((d; ¢), (@), ((d; ¢), (b)), ((d; ¢), (¢)), ((d; ¢), (d)), ((d, d), (a)), ((d, ), (b)), ((d, d), (¢)),
((d; d), (d))}-

(18.68) Anwendungsbeispiel. Ein Geheimzahlset fiir Mobiltelefone bestehend aus einer vierstelligen PIN
und einer achtstelligen PUK lésst sich als (4, 8)-Variation in [0, 9] auffassen.

(18.69) Bemerkung. Es seien n,r € Ny, & € Nj, eine n-elementige Menge X und ein r-Tupel endlicher
Mengen I = (I1,...,I,) mit |I;| = k; fiir j € [1,7] gegeben. Dann gilt

[Var;(X)| = nici,n ki

207



Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(18.70) Beispiel.
(a) Esist

Varz»([1,9])| = 6561.

(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

|Vars 1 ({a, b, c,d})| = 64.

Beweis.

(a) Nach Bemerkung (18.69) ist

|Varg 2([1,9])] = 9272 = 9* = 6561.

(b) Nach Bemerkung (18.69) ist

|Vara 1 ({a, b, c,d})| = 4°T! = 4° = 64. O

(18.71) Anwendungsbeispiel. Geheimzahlsets fiir Mobiltelefone bestehend aus einer vierstelligen PIN und
einer achtstelligen PUK seien als (4, 8)-Variationen in [0, 9] modelliert. Nach Bemerkung (18.69) ist die Anzahl
aller solchen Geheimzahlsets gleich

|Var, 5([0,9])| = 10478 = 102 = 1000 000 000 000.

(18.72) Definition (Permutation). Es seien eine Menge X und r € Ny gegeben.

(a) Es sei ein r-Tupel von Mengen I = (I1,...,1I.) gegeben. Die Menge der Permutationen in X iiber I ist
definiert als

Perm;(X) := Permy;(X).

Ein Element von Perm; (X)) wird eine Permutation in X iiber I (oder I-Permutation in X oder I-Variation
ohne Wiederholung in X) genannt.

(b) Es sei k € Njj gegeben. Die Menge der k-Permutationen in X ist definiert als

Permy,(X) = Permy, ., (X) := Perm[y 1,1,...[1,%,7)(X)-
Ein Element von Permy (X) wird eine k-Permutation (oder k- Variation ohne Wiederholung) in X genannt.
(18.73) Beispiel.
(a) Esist ((5,3),(9,7)) eine (2,2)-Permutation in [1,9].
(b) Die (2,2)-Variation ((5,3),(5,7)) in [1,9] ist keine (2, 2)-Permutation in [1, 9].

(18.74) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

Permy 1 ({a,b,¢,d}) = {((a, ), (¢)), ((a,0), (d)), ((a, ¢), (b)), ((a, ¢), (d)), ((
((b;a), (), ((
((¢,a), (1)), ((e,
((d, a), (), ((

(18.75) Anwendungsbeispiel. Die Besucher eines Kindergeburtstags seien als Elemente einer Menge K
modelliert. Eine Aufstellung fiir eine Spielrunde Ruck Zuck lésst sich als (5, 5)-Permutation in K auffassen.
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(18.76) Bemerkung. Es seien n,r € Ny, £ € Nf, eine n-elementige Menge X und ein r-Tupel endlicher
Mengen I = (I1,...,I,) mit |I;| = k; fiir j € [1,7] gegeben. Dann gilt

|Perm; (X)| = 11 (n—i+1).
ie[lvzje[l,r] k;]

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(18.77) Beispiel.
(a) Esist

|Perms 5([1,9])] = 3024.

(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

|Perms 1 ({a, b, ¢, d})| = 24.

Beweis.

(a) Nach Bemerkung (18.76) ist

Permgo([1,9))] = [ 9O-i+1)= [ 9-i+1)=9-8-7-6=3024.
i€[1,2+2] i€[1,4]

(b) Nach Bemerkung (18.76) ist

[Permg s ({a,b,c,d})| = [[ (4-i+1)= ] 4-i+1)=4-3.2=24 O
i€[1,2+1] i€[1,3]

(18.78) Anwendungsbeispiel. Die 13 Besucher eines Kindergeburtstags seien als Elemente einer 13-elemen-
tigen Menge K modelliert. Aufstellungen fiir eine Spielrunde Ruck Zuck seien als (5,5)-Permutationen in K
modelliert. Nach Bemerkung (18.76) ist die Anzahl aller moglichen Aufstellungen gleich

[Perms 5(K)| = J] (13-i+1)=13-12-11-10-9-8-7-6-5 -4 = 1037836 800.
i€[1,5+5]

(18.79) Definition (Eintragsgleichheit). Es seien eine Menge X, r € Ny und ein r-Tupel von Mengen
I = (I,...,1I,) gegeben. Fiir z,y € Var;(X) gelte genau dann = ~ y, wenn z_ ; ~ y_ ; fiir j € [1,7] gilt.
Die Relation ~ wird Eintragsgleichheit von Variationen in X {iber I genannt.

(18.80) Bemerkung. Es seien eine Menge X, r € Ny und ein r-Tupel von Mengen I = (I3, ..., I,) gegeben.
Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf Vary(X).

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(18.81) Definition (Multikombination). Es seien eine Menge X und r € Ny gegeben.

(a) Es sei ein r-Tupel von Mengen I = (I1,...,I,) gegeben. Die Menge der Multikombinationen in X tber I
ist definiert als

MComby(X) := Var;(X)/~.

Ein Element von MComb;(X) wird eine Multikombination in X iiber I (oder I-Multikombination in X
oder I-Kombination mit Wiederholung in X) genannt.

Fiir eine Variation z = (z_1,...,2— ) = ((®iy1)ienys - - - (@i, r)iner,) in X tber I schreiben wir auch

(el o)) = (i alivens - (@i, rlier,) = [2].
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(b) Es sei k € Nj, gegeben. Die Menge der k-Multikombinationen in X ist definiert als

MCombyg (X) = MComby, ... x, (X) := MComb(; 1,],....(1,%.7) (X)-

..... ,.

Ein Element von MComby(X) wird eine k-Multikombination (oder k-Kombination mit Wiederholung)
in X genannt.

Fiir eine k-Variation © = ((£1,1, .-+, %ky,1),- -5 (X109 - - -, Th ) in X schreiben wir auch
(T2, s Thy 1]y ooy By oo Tl r]) i= [T

(18.82) Beispiel.
(a) Esist ([5,3],[9,7]) = ([3,5],[7,9]) eine (2,2)-Multikombination in [1,9].

(b) Esist ([5,3],[5,7)) = ([3,5], 5, 7)) eine (2, 2)-Multikombination in [1, 9].

(18.83) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

RS

&
o
:—/
~—

(18.84) Anwendungsbeispiel. Die angebotenen Eissorten einer Eisdiele seien als Elemente einer Menge E
modelliert. Eine Auswahl von zwei Eisbechern bestiickt mit drei bzw. zwei Kugeln lasst sich als (3, 2)-Multi-
kombination in E auffassen.

(18.85) Bemerkung. Es seien n,r € Ny, £ € Nj, eine n-elementige Menge X und ein r-Tupel endlicher
Mengen I = (Iy,...,I,) mit |I;| = k; fiir j € [1,7] gegeben. Dann gilt

_ kj+n— 1) .
IMComb; (X)) j};[ﬂ ( k
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(18.86) Beispiel.
(a) Es ist
IMCombg »([1,9])| = 2025.
(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist
IMCombs 1 ({a, b, ¢, d})| = 40.
Beweis.

(a) Nach Bemerkung (18.85) ist

24+9-1 2+9-1 10 10 10-9 10-9

(b) Nach Bemerkung (18.85) ist

2+4-1 1+4-1 ) 4 5-4 4
ot (fasa) = (75471 () < (2) () <2 g
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(18.87) Anwendungsbeispiel. Die 20 angebotenen Eissorten einer Eisdiele seien als Elemente einer 20-ele-
mentigen Menge E modelliert. Auswahlen von zwei Eisbechern bestiickt mit drei bzw. zwei Kugeln seien
als (3,2)-Multikombination in E modelliert. Nach Bemerkung (18.85) ist die Anzahl aller solchen Auswahlen
gleich

34201\ (24201 22\ /21\ 22-21-20 21-20
M E — . = . = . = 2 4 .
[MCombs,»(E)| ( 3 ) ( 2 ) (3) <2) 2.3 1.2 000

(18.88) Bemerkung. Es seien eine Menge X, r € Ny, ein r-Tupel von Mengen I = (I3,...,I,) und I-Varia-
tionen x und y in X mit z ~ y gegeben. Genau dann ist = eine I-Permutation in X, wenn y eine I-Permutation
in X ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(18.89) Definition (Kombination). Es seien eine Menge X und r € Ny gegeben.

(a) Es sei ein r-Tupel von Mengen I = (Iy,...,I,.) gegeben. Die Menge der Kombinationen in X iiber I ist
definiert als

Comb;(X) := Permy(X)/~.

Ein Element von Comby(X) wird eine Kombination in X iiber I (oder I-Kombination in X oder I-Kom-
bination ohne Wiederholung in X) genannt.

(b) Es sei k € Njj gegeben. Die Menge der k-Kombinationen in X ist definiert als
Comby (X) = Comby, .. k. (X) := Comb([Lkl],_“’[LkT])(X).

Ein Element von Combyg(X) wird eine k-Kombination (oder k-Kombination ohne Wiederholung) in X
genannt.

(18.90) Beispiel.
(a) Esist ([5,3],[9,7]) = ([3,5],]7,9]) eine (2, 2)-Kombination in [1,9].
(b) Die (2, 2)-Multikombination ([5,3], [5,7]) = ([3,5], [5,7]) in [L,9] ist keine (2, 2)-Kombination in [1,9].

(18.91) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

Comby 1 ({a, b, ¢,d}) = {([a, 0], [¢]), ([a, ], [d]), ([a, c], [b]), ([a, ], [d]), ([a, ] [b]), ([a. d], [e]), ([b, ], [a]),
([, ¢, [d)), ([b, d], [a]), (b, d], [¢]), ([¢, d]; [a]), ([¢, d], [b]) }-

(18.92) Anwendungsbeispiel. Eine Kartenverteilung beim Skat ldsst sich als (10,10, 10)-Kombination
in {O,O, M, &%} x{7,8,9,10,B,D,K, A} auffassen.

(18.93) Bemerkung. Es seien eine Menge X, r € Ny, ein r-Tupel von Mengen I = (I1,...,I,.) sowie ei-
ne I-Permutation z in X gegeben. Dann ist

Sp, X ... xSy, = [z], (m,...,m) = (x_ j 0m)jeg
eine Bijektion.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

(18.94) Korollar. Es seien eine Menge X, r € Ny und ein r-Tupel endlicher Mengen I = (Iy,...,I,) gegeben.
Fiir jede I-Kombination C in X gilt

cl= 1T 1.

JE[L,r]

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
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(18.95) Korollar. Es seien n,r € Ny, k € Nj, eine n-clementige Menge X und ein r-Tupel endlicher Men-
gen I = (Ir,...,I;) mit |[;| = k; fiir j € [1,r] gegeben. Dann gilt

|Comb; (X)| = (Z)

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(18.96) Beispiel.
(a) Es ist

‘Come’Q([l, 9])| = 756.

(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

|Comby 1 ({a, b, ¢, d})| = 12.

Beweis.

(a) Nach Korollar (18.62) ist

9 9.-8-7-6
1 — -_———_— .
\Combz,Q([ ;9] (272> 1-2.1-92 756
(b) Nach Korollar (18.62) ist
4 4.3.2
) _ _ - 12.
\Combzg({& , G, d})| (27 1) 1-2-1 -

(18.97) Anwendungsbeispiel. Verteilungen beim Kartenspiel Skat seien als (10,10, 10)-Kombinationen
in {©,O, 4, &} x {7,8,9,10,B,D,K, A} modelliert. Nach Korollar (18.95) ist die Anzahl aller méglichen Ver-

teilungen gleich

32 [Licp 1041041032 =i+ 1)
10,B,D,K,A})| = = :
|Comb1g,10,10({9, &, #, &} x {7,8,9,10,B,D,K, A})| (107 10, 10) 101- 10! - 101

= 2753294 408 504 640.

Repriasentanten von Multikombinationen

Als Anwendung unserer Ergebnisse iiber Kombinationen iiber mehreren Mengen bestimmen wir die Anzahl der
Représentanten einer Multikombination.

(18.98) Beispiel. Die 4-Multikombination [3,5,5,7] in [1,9] ist gegeben durch

[3,5,5,7 ={(3,5,5,7),(3,5,7,5),(3,7,5,5), (5,3,5,7),(5,3,7,5), (5,5,3,7), (5,5,7,3),(5,7,3,5),
(5,7,5,3),(7,3,5,5),(7,5,3,5), (7,5,5,3)}

(18.99) Anwendungsbeispiel. Das Wort MISSISSIPPI sei als 11-Variation « in {I,M,P, S} modelliert. Ein
String, welcher durch Umordnung der Zeichen des Worts MISSISSIPPI gebildet wird, ldsst sich als Element
der 11-Multikombination [z] in {I,M,P,S} auffassen.

(18.100) Proposition. Es seien n,k € Ny und eine k-Multikombination C' in [1,n] gegeben. Dann ist
F: Comby([1,k]) = C

gegeben durch
F([i)i;, =y

fir j € [1, (ue)yl, y € [1,n], i € Permy, ([1, k]), eine wohldefinierte Bijektion.
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Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

(18.101) Beispiel. Wir haben folgende Bijektion.

Comby g,2,1([1,4]) — [1,3,3,4],
(A, 11,12, 3], [4]) = (1,3,3,4),
(1,11, [2,4], [3]) = (1,3,4,3),
(11,01, [3, 4], [2]) = (1,4,3,3),
(12, 1], [1,3], [4]) = (3,1,3,4),
(12, [], [1,4], [3]) = (3,1,4,3),
(121,11, [3, 4], [1]) = (4,1,3,3),
(131 (], [1, 2], [4]) = (3,3,1,4),
(13, 1], [1,4],[2]) = (3,4,1,3),
(131, {1, [2,4], [1]) = (4,3,1,3),
(4,11, [1, 2], [3]) = (3,3,4,1),
(4], 11, [1,3], [2]) = (3,4,3,1),
(4], 11, 12,3, [1]) = (4,3,3,1)

(18.102) Korollar. Es seien n,k € Ny, eine n-elementige Menge X, eine k-elementige Menge I und eine

Abzéhlung e von X gegeben. Fiir jede I-Multikombination C' in X iiber I gilt

k
|C|:< )
Hcooe

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

(18.103) Beispiel. Fiir die 4-Multikombination [3,5,5,7] in [1,9] gilt
I3,5,5,7]| =

Beweis. Das Haufigkeitstupel der 4-Multikombination [3,5,5,7] in [1, 9] ist gegeben durch
35,57 = (0,0,1,0,2,0,1,0,0).

Nach Korollar (18.102) und Proposition (17.22)(b) ist daher

4 4!
3,5,5,7)| = = = 12.
13:5,5, 7] (0,07170,2,0,170@) 0'-0!-1!-0!-2!-0!-1!-0!- 0!

O

(18.104) Anwendungsbeispiel. Das Wort MISSISSIPPI sei als 11-Variation z in {I,M,P,S} modelliert.
Strings, welche durch Umordnung der Zeichen des Worts MISSISSIPPI gebildet werden konnen, seien als Ele-

mente der 11-Multikombination [z] in {I,M, P, S} modelliert. Die Haufigkeitsfamilie von [z] ist gegeben durch

=

z|)I )

=
I

x

[=]
(=]
Hz]
[=]

b

4
1
2,
4

o
I

)
)
)
)

=

xz])S

Nach Korollar (18.102) ist die Anzahl aller Strings, welche durch Umordnung der Zeichen des Worts MISSISSIPPI

gebildet werden konnen, gleich

11 11-10-9-8-7-6-5-4-3-2.1
I[ﬂs]l=< >= — 34650.

4,1,2,4 1-2-3-4-1-1-2-1-2-3-4
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Teilmengen

Als néchstes zéhlen wir Teilmengen mit einer vorgegebenen Anzahl an Elementen. Hierzu zeigen wir, dass solche
Teilmengen gerade Kombinationen entsprechen. Multikombinationen kénnen dementsprechend als ,,Mengen mit
Wiederholungen aufgefasst werden. Die Héufigkeitsfunktion einer Multikombination, sieche Definition (18.44),
entspricht dann gerade der Verallgemeinerung der Indikatorfunktion, siehe Definition (3.35).

(18.105) Definition (k-Teilmenge). Es seien k € Ny und eine Menge X gegeben. Die Menge der k- Teilmengen
von X ist definiert als

Poty(X) := {U € Pot(X) | U ist endlich mit |U| = k}.
Ein Element von Poty(X) wird eine k-Teilmenge von X genannt.
(18.106) Beispiel. Es ist {3,5,7,9} eine 4-Teilmenge von [1,9)].
(18.107) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

Pots({a,b,c,d}) = {{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}}.
(18.108) Proposition. Es seien k& € Ny und eine Menge X gegeben. Dann ist

Comby (X) — Potg(X), [z] — {z; | i € [1,k]}
eine wohldefinierte Bijektion.
Beweis. Wir betrachten die Abbildung

f: Permy(X) — Pot(X), z — {z; | i € [1,k]}.
Nach dem Homomorphiesatz fiir Mengen (5.15) induziert f eine wohldefinierte Injektion

f: Permy(X)/=¢ — Pot(X)
mit f = f o quo, gegeben durch f([z]) = f(z) = {z; | i € [1, k]} fiir € Perm(X), und es ist Im f = Im f.
Um zu zeigen, dass =; = ~ ist, seien z,2’ € Permy(X) gegeben. Genau dann gilt * =; 2’ in Permy(X),
wenn f(z) = f(z') in Pot(X) ist, d.h. wenn {x; | i € [1,k]} = {2} | i € [1, K]} gilt. Da  und 2’ jeweils k-Permuta-
tionen sind, ist dies dquivalent zur Existenz eines m € Sy mit 2’ = z o, d.h. zu z ~ 2’. Somit gilt in der
Tat =; = ~ und folglich Permy(X)/=; = Permy(X)/~ = Comby(X).

Ferner ist

Im f =Im f = {U € Pot(X) | es gibt ein x € Permy(X) mit U = f(z)}
= {U € Pot(X) | es gibt ein & € Perm(X) mit U = {z; | i € [1,k]}} = Pot(X).

Insgesamt ist
FIm T2 Comby (X) = Pot(X), [2] = {a; | i € [1, 4]}
eine Bijektion. -

(18.109) Korollar. Es seien n, k € Ny und eine n-elementige Menge X gegeben. Dann ist

Poty, (X)| = (Z)

Beweis. Nach Proposition (18.108) gibt es eine Bijektion Comby(X) — Potg(X), so dass nach der Gleichheits-
regel (18.1) und Korollar (18.62) bereits

oty ()] = [Comiy ()] = ()

folgt. O
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(18.110) Beispiel.
(a) Es ist

|Pot4([1,9])] = 126.
s selen verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist
b) Es sei hied Objek b, c,d ben. D i
|Pots({a,b,c,d})| = 4.

Beweis.

(a) Nach Korollar (18.109) ist
9 9-8-7-6

(b) Nach Korollar (18.109) und Korollar (17.12) ist

Pots({a,b,c,d})| = (g) - <‘11) = 4. O

Wir erhalten nochmals alternative kombinatorische Beweise fiir Aussagen iiber Binomialkoeffizienten:

Alternativer Beweis von Korollar (17.8)(b). Nach Korollar (18.109) gilt fiir n, k € Ny stets

(Z) = |Pot([1,7])| € No. O

Alternativer Beweis von Bemerkung (17.6). Nach Korollar (18.109) gilt fiir n € Ny, k € Ny \ [0, n] stets

(Z) = [Potx([1,n])| = 0. O

Korollar (18.109) erlaubt uns auch, einen kombinatorischen Beweis fiir die Rekursionsformel (17.7) zu fiih-
ren, indem wir eine Rekursionsgleichung fiir die Anzahl der Teilmengen einer gegebenen endlichen Menge mit
vorgegebener Kardinalitdt herleiten:

(18.111) Bemerkung. Es sei eine endliche Menge X gegeben. Dann ist

1, fir k =0,
|Poty (X)] =< 0, fir k € N, falls X = (),
|Poty (X \ {z})| + |Potg—1(X \ {z})|, firkeN, ze€ X.

Beweis. Fiir k = 0 gilt
[Poty (X)| = [Poto(X)| = {0} = 1.
Falls X = () ist, so gilt auferdem

|Poty(X)| = |Potr(0)| = |[{U € Pot() | U ist endlich mit |U| = k}|
=|{U € {0} | U ist endlich mit |U| = k}| =0

fiir ¥ € N. Im Folgenden sei X # () und es seien k € N und z € X gegeben. Dann ist
Poty(X) = {U € Poty,(X) | ¢ U} U{U € Poty(X) | z € U}.
Ferner gilt

{U € Poty(X) | z ¢ U} = Poty(X \ {z})
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und es sind
Poty—1 (X \ {z}) = {U € Potp(X) |2 € U}, V= VU {z},
{U € Poty(X) |z € U} = Poty_1 (X \ {z}), U= U\ {«}
sich gegenseitig invertierende Bijektionen. Nach der Summenregel (18.4) und der Gleichheitsregel (18.1) folgt
|Poty(X)| = |[{U € Poty(X) | x ¢ U} U{U € Poty(X) | x € U}|
= |{U € Poty(X) |z ¢ U} + |[{U € Poty(X) | z € U}
= [Poti (X \ {z})| + [Potp—1 (X \ {z})]. 0
Bemerkung (18.111) liefert einen kombinatorischen Beweis fiir Proposition (17.7):

Alternativer Beweis von Proposition (17.7) fir n,k € Ny. Es seien n,k € Ny gegeben. Nach Korollar (18.109)
und Bemerkung (18.111) gilt

1, falls n € Ng, k=0,
n
(1) = Po(in.apl = {o. fals 1 — 0, k € 1,
|[Poty([1,n — 1])| + |Pote—1([1,n —1])|, fallsneN, ke N
1, falls n € Ny, k =0,
=<0, falls n =0, k € N, O

(" + (o)), fallsneN, keN.

Alternativ hétten wir natiirlich auch den bisherigen Beweis von Proposition (17.7) zum Beweis von Bemer-
kung (18.111) verwenden konnen.

Als néchstes wollen wir alle Teilmengen einer endlichen Menge zdhlen. Hierzu nutzen wir das Konzept der
Indikatorfamilie, siehe Definition (3.35).

(18.112) Proposition. Es seien n € Ny und eine n-elementige Menge X gegeben. Dann gilt
[Pot(X)| = 2™.

Beweis. Nach Satz (3.37) und Satz (3.29)(c) ist Pot(X) — {0,1}*, U — xu eine Bijektion, so dass nach der
Gleichheitsregel (18.1) und Bemerkung (18.18) bereits

[Pot(X)] = [{0,1)| = [Varx ({0, 1})] = [{0, 1}| X! = 2"
folgt. O
(18.113) Beispiel. Es ist

IPot([1,9])] = 512.
Beweis. Nach Proposition (18.112) ist

[Pot([1,9])] = 2° = 512. O
Proposition (18.112) liefert einen kombinatorischen Beweis fiir Korollar (17.14):
Alternativer Beweis von Korollar (17.14). Es ist

Pot([1,n]) = U {U € Pot([1,n]) | U ist k-elementig}.

ke[0,n]

Nach Proposition (18.112), der Summenregel (18.4) und Korollar (18.109) folgt

2 = por(lLn)l = U Pon(ndl= ¥ Ponadi= ¥ (})

kel0,n] ke[0,n] kel0,n]

Wegen () = [Poty([1,n])| = 0 fiir k € Ng \ [0, n] folgt weiter

5050 :

ke0,n keNg
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Stars and Bars

Es seien n € N, k € Ny gegeben. Nach Korollar (18.50), Korollar (17.12) und Korollar (18.62) gilt

IMComby ([1, n])| = (k * o 1) - (k;"I 1) — |Comby_y ([, k+n—1])].

Im Folgenden werden wir sehen, dass eine kanonische Bijektion von MComby,([1, n]) nach Comb,,_1 ([1, k+n—1])
angegeben werden kann.

(18.114) Proposition. Es seien n € N, k € Ny gegeben. Dann ist
{m e N} Z m; =k} — Comb,,_1([1,k+n—1]), m | Z m; + liep,n-1]
Jj€l,n] JEL]
eine wohldefinierte Bijektion.

Beweis. Falls n =1 ist, so gilt

{meNg | > my=k}={meNg| Y m;=k}={meNg|m =k}={(k)}

J€lL,n] SRy
und
Comb,,—1([1,k +n —1]) = Comb;_1([1,k 4+ 1 — 1]) = Combyq([1, k]) = {[]},
so dass
fi{meNj | Z m; =k} — Comb,_1([1,k+n—1]), m | Z m; + iepn—1]
Jell,n] JelLi]

notwendigerweise eine wohldefinierte Bijektion ist.
Im Folgenden gelte n > 2. Fiir m € Ny mit }°,.y ,;m; =k und [ € [1,n — 2] gilt

Somi+l< Y omy+l+1
JE[L] FE[L,1+1]

Folglich erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung

FiAmeNy | Y mj=k}— Comb, 1 ([Lk+n—1]),m—[> m;+icnn .
JE[1,n] JEL]

Fiir x € Var,_1([1,k +n — 1]) mit 2; < x4, fiir [ € [1,n — 2] gilt ferner

R D D (e R R

Jj€[2,n—1]
=z —1+ Z T; — Z Tj1— Z 1+k+n—xz,_1—1
j€[2,n—1] j€[2,n—1] j€[2,n—1]
C S e Y e X ekrak
j€[1,n—1] j€[2,n] j€[1,n]

Da {z € Var,_1([1,k +n — 1)) | firl € [1,n — 2] gilt ; < z;41} nach Bemerkung (18.58) eine Transversale
von Comb,,_1([1,k + n — 1]) ist, erhalten wir somit eine wohldefinierte Abbildung

g: Comb,,_1([1,k+n—1]) = {m e N} | Z m; =k},
JE€[L,n]
welche fiir € Var,,—1([1,k 4+ n — 1]) mit 2; < 241 fir [ € [1,n — 2] durch
21— 1 fiir j =1,
g([z]); = qzj—xjo1—1 fir j € [2,n — 1],
k+n—xp1—1 firj=n
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gegeben ist.

Fiir m € Ny mit 37, ,ym; = k gilt
g(f(m)); = g([ Z my + l]le[l,n—l])j
re(1,l]
Zre[l,l] mr+1—1 falls j =1,
=92 epmrti— epjmyme+i—1) -1 fallsje2n—1], »p =my
ktn—CQ , cppymr +n—1)—1 falls j =n

fiir j € [1,n], also g(f(m)) = m. Fir z € Var,,_1([1,k + n — 1]) mit x; < x;4q fiir I € [1,n — 2] gilt

Y gz +i=g(a+ D gllal)yj+l=a1 -1+ Y (25 —zjo1—1) +1

JEML] JE[2,]] JE[2,1]
J€E(2,]] JE(2,1] JE(2,1] JEL,l] JE(2,1] JE(L,]

fir I € [1,n — 1], also

Flg(a) = 1> g(l=D); + iepn-1 = [Eicpn-y = [z]-
JEL]
Folglich ist go f = id{mENS\Zje[l,n] m;=k} und fog = idcomb,, _,([1,k+n—1]); d-h. f ist eine invertierbare Abbildung
mit f~! = g und damit bijektiv nach Satz (3.29)(c). O

(18.115) Beispiel. Wir haben folgende Bijektion.

{m e N3 | Z m; = 2} — Comby([1,4]),

JEN,3]
(2,0,0) — [3,4],
(1,1,0) — [2,4],
(1,0,1) — [2,3],
(0,2,0) — [1,4],
(0,1,1) — [1, 3],
(0,0,2) — [1,2].

(18.116) Korollar. Es seien n € N, k € Ny und eine k-elementige Menge I gegeben. Dann ist
MComby([1,n]) = Comby, _1([1,k +n —1]), [z] = [[{i € I | z; € [L,I]}] + iep,n-1
eine wohldefinierte Bijektion.

Beweis. Nach Satz (18.42) ist

p_: : MComby([1,n]) — {m € Ny | Z m; =k}, [x] = Wy
je[lmn]
eine wohldefinierte Bijektion und nach Proposition (18.114) ist
g: {m e Ny | > my =k} = Comb,_1([Lk+n—1]), me= [ > mj + Uiepn-1
JE[1,n] JjeL.d]

eine wohldefinierte Bijektion. Folglich ist auch g o pu_ eine Bijektion. Nach der Summenregel (18.4) gilt

9(ka) = 9((I{i € T @i = })jepn) = [ D>, i€ Iz =3} +liepn—1

JEL]
= U tiellz=5}+Niepn-=[{i €T |2 € LU} +iecnn
JEL]
fir « € Vary([1, n]). O
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(18.117) Beispiel. Wir haben folgende Bijektion.

MCombs([1, 3]) — Combs([1,4]),

[1,1] = [3,4],
[1,2] = [2,4],
[1,3] = [2,3],
2,2] = [1,4],
2,3] = [1,3],
[3,3] — [1,2].

Alternativer Beweis von Korollar (18.50). Wenn n = 0, k = 0 ist, dann ist |Var;(X)| = n¥ = 0° = 1, also

IMComb; (X)| = 1 = (_01> _ (k o 1).

Wenn n = 0, k € N ist, dann ist [Var;(X)| = n* = 0% = 0, nach Bemerkung (17.6) gilt also

IMComb (X)] = 0 = (k;1> - (’”’;‘1).

Im Folgenden sei daher n € N, k € Ny. Nach Korollar (18.116) gibt es eine Bijektion
MComby([1,n]) — Comb,_1([1,k +n — 1)),

so dass nach der Gleichheitsregel (18.1) und Korollar (17.12) insbesondere

IMComby([1,n])| = |Comby,_1 ([1,k +n — 1])| = <’“Zﬁ; 1> _ <k+Z— 1)

gilt.
Wegen | X| = n gibt es eine Bijektion e: [1,n] — X, welche uns wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende
Abbildungen

MComby([1,n]) — MComb;(X), [z] — [e o z],
MComb;(X) — MComby([1,n]), [y] = [e” o y]

liefert. Nach der Gleichheitsregel (18.1) und Korollar (17.12) gilt insbesondere

k+n1)

O
k

IMComb;(X)| = [MComby([1,n])| = (

Die in Satz (3.37) etablierte Bijektion zwischen Teilmengen einer Menge X und Familien ldsst sich zur Veran-
schaulichung der Bijektion aus Korollar (18.116) zwischen Multikombinationen und Kombinationen verwenden.
Hierzu schrinken wir zunéchst die Bijektion aus Satz (3.37) auf die Menge aller Teilmengen von gegebener Kar-
dinalitét ein und benutzen diese Bijektion sowie die Bijektionen aus Proposition (18.108) und Korollar (18.116),
um einerseits eine Bijektion zwischen Multikombinationen und gewissen Tupeln in {0, 1}, welche wir als Strings
notieren, vgl. Definition (10.2), und anderererseits eine Bijektion zwischen Kombinationen und diesen Strings
herzuleiten.

(18.118) Bemerkung. Es seien k € Ny und eine Menge X gegeben. Die Abbildungen
Poty(X) = {w e {0,1}* | {z € X |w, =1} =k}, U = xu,
{we{0,1}* |{z € X |w, =1} =k} — Pot(X), w— {z € X |w, =1}
sind zueinander invers.
Beweis. Diese Abbildungen entstehen durch Einschrinken der sich gegenseitig invertierenden Abbildungen aus

Satz (3.37). O
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(18.119) Beispiel. Wir haben folgende Bijektion.

Poty([1,4]) — {0,1}*,
{1,2} + 1100,
{1,3} — 1010,
{1,4} — 1001,
{2,3} ~ 0110,
{2,4} + 0101,
{3,4} + 0011.

(18.120) Korollar. Es seien k € Ny und eine Menge X gegeben. Dann ist
Comby (X) = {w € {0,1}* | {z € X | w, = 1}| = k}, [2] = X{aslic[h)
eine wohldefinierte Bijektion.
Beweis. Nach Proposition (18.108) ist
Comby (X) — Potg(X), [z] — {z; | i € [1,k]}
eine wohldefinierte Bijektion und nach Bemerkung (18.118) und Satz (3.29)(c) ist
Poty,(X) = {w € {0,1}* | {z € X |w, =1} =k}, U = xu
eine wohldefinierte Bijektion. Folglich ist auch das Kompositum
Combyg (X) — {w € {0, 1}X | Hz € X |we = 1} =k}, [2] = X{aslic[1,k)}
eine wohldefinierte Bijektion. O
(18.121) Beispiel. Wir haben folgende Bijektion.

Comba([1,4]) — {0, 1}4,

~—

1,2
1,3
1,4
2,3
2,4
3,4

(18.122) Korollar. Es seien n € N, k € Ny gegeben. Dann ist
MComby([1,n]) = {w € {0, 1}* ™1 | |{j € [1,k+n—1]|w; =1} =n— 1},
[#] = Xqigset miesenny+ienn—1}
eine wohldefinierte Bijektion.
Beweis. Nach Korollar (18.116) ist
MComby([1,7]) = Comb,_1([1,k +n —1]), [z] = [[{i € [1,k] | z; € 1,1} + icpin-
eine wohldefinierte Bijektion und nach Korollar (18.120) ist
Comby,—1([1,k+n—1]) = {w € {0, 1} [ [{j € [Lk+n—1] |w; =1} =n—1}, [y] = X¢yhep,n-1
eine wohldefinierte Bijektion. Folglich ist auch das Kompositum
MComby([1,n]) = {w € {0, 1}* ™1 | |[{j € [1,k+n—1]|w; =1} =n— 1},
[2] = X{){ien kw0 +iE1n—1}

eine wohldefinierte Bijektion. O
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(18.123) Beispiel. Wir haben folgende Bijektion.

MComby([1,3]) — {w € {0, 1}" | |{j € [L,4] | w; =1}| =2},

Wir veranschaulichen einige der diversen Bijektionen aus diesem Abschnitt am Beispiel von 4-Multikombi-
nationen in [1, 3], welche ihren zugehorigen Haufigkeitstupeln, 2-Kombinationen in [1,4 + 3 — 1] = [1, 6] sowie
Strings in {0,1} der Lénge 6 entsprechen, welche genau 2 mal den Eintrag 1 haben. Die Korrespondenz zu
den Strings in {0,1} ist unter dem Namen stars and bars bekannt, man schreibt dann auch  (star) statt 0
sowie | (bar) statt 1 und verwendet die Stringnotation aus Definition (10.2), verzichtet also auf Klammern und
Kommata.

Nach Satz (18.42) entspricht beispielsweise die 4-Multikombination [1, 1, 2, 3] dem Héaufigkeitstupel (2,1, 1). Nach
Korollar (18.122) gehort hierzu der String **|x|*, welchen wir erhalten, indem wir gerade an den Stellen 3 = 2+1
und 5=2+1+4+2=(2+1)+ (14 1) den Eintrag | und sonst den Eintrag x setzen. Die *x-Eintrige entspre-
chen in ihrer Anzahl dabei gerade den Eintrigen des Hiufigkeitstupels, wihrend die |-Eintrdge der Abgrenzung
der x-Eintrige dienen. Auf der anderen Seite entspricht dies nach Korollar (18.120) gerade der 2-Kombinati-
on [3,5], da die |-Eintrége an den Stellen 3 und 5 zu finden sind.

MComby([1,3]) | {m € NG | 3 jenami =4} | {we {x[}°[[{s € [1,6] | ws = [}[ = 2} | Comby([1,6])
[1,1,1,1] (4,0,0) orork] | [5, 6]
[1,1,1,2] (3,1,0) ok | k| [4, 6]
[1,1,1,3] (3,0,1) sk || [4,5]
[1,1,2,2] (2,2,0) ok | k| 3, 6]
[1,1,2,3] (2,1,1) ok ok |k [3, 5]
[1,1,3,3] (2,0,2) ok | |k [3,4]
[1,2,2,2] (1,3,0) x| eokk | [2, 6]
1,2,2,3] (1,2,1) | ok 2, 5]
[1,2,3,3] (1,1,2) * ||k [2,4]
[1,3,3,3] (1,0,3) | | Hokk (2, 3]
2,229 (0,4,0) e 1,6]
2,2,2,3] (0,3,1) [tk | [1,5]
[2,2,3,3] (0,2,2) [k |k [1,4]
2,3,3,3] 0,1,3) ||k 1,3]
[3,3,3,3] (0,0,4) [ [k [1,2]

(18.124) Definition (stars-and-bars-String). Es seien n € N, k € Ny und eine k-Variation x in X gegeben.
Der String

X{|{i€[L.k][zi€[1,0}[+1]I€[1,n—1]}
heifit stars-and-bars-String von [z] in X.
(18.125) Beispiel.
(a) Der stars-and-bars-String der 4-Multikombination [5,3,9,7] in [1,9] ist gegeben durch

110110110110.

(b) Der stars-and-bars-String der 4-Multikombination [5,3,5,7] in [1,9] ist gegeben durch

110110011011.
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Partitionen

Unterteilungen einer Gesamtheit in ,,gleichberechtigte” Teilgesamtheiten lassen sich mit Hilfe von Partitionen,
siehe Definition (5.18), modellieren. Wie bei Teilmengen sind wir in erster Linie an Partitionen mit einer vor-
gegebenen Anzahl an Teilen interessiert:

(18.126) Definition (k-Partition). Es seien k € Ny und eine Menge X gegeben. Die Menge der k-Partitionen
von X ist definiert als

Part(X) := {P | P ist eine endliche Partition von X mit |P| = k}.
Ein Element von Party(X) wird eine k-Partition von X genannt.
(18.127) Beispiel. Esist {{1,3,5,8},{2,7},{4,9},{6}} eine 4-Partition von [1,9].

(18.128) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

Parts({a,b,¢,d}) = {{{a, b}, {c}, {d}}, {{a, ¢}, {b}, {d}}, {{a, d}, {b}, {c}}, {{b, ¢}, {a}, {d}},
{6, d} {a}, {c}}, {{e, d}, {a}, {0} }}-

Auch einige Beispiele aus dem téglichen Leben lassen sich durch Partitionen modellieren:
(18.129) Anwendungsbeispiel.

(a) Eine Gesamtheit von 20 Studierenden sei als 20-elementige Menge S modelliert. Eine Aufteilung der
Studierenden in fiinf Lerngruppen (derart, dass keine Lerngruppe leer bleibt) ldsst sich als 5-Partition
von S auffassen.

(b) Eine Verteilung von zehn durchnummerierten Kugeln auf vier gleich aussehende Boxen derart, dass keine
Box leer bleibt, lasst sich als 4-Partition von [1, 10] auffassen.

Um fiir ¥ € N die Anzahl der k-Partitionen einer gegebenen endlichen, nicht-leeren Menge X zu bestimmen,
gehen wir wie bei Multikombinationen vor und ermitteln fiir diese Anzahl eine geeignete Rekursion. Hierzu
bedienen wir uns des gleichen Tricks wie im Beweis von Bemerkung (18.111) und betrachten die Zerlegung

Party(X) = {P € Party(X) | {z} ¢ P} U{P € Part(X) | {z} € P}

fiir ein € X. Die Anzahlen der beiden Teilmengen konnen wir dann nach folgender Proposition rekursiv
bestimmen:

(18.130) Proposition. Es seien eine Menge X und ein x € X gegeben.
(a) Es sei k € Ny gegeben und fiir jedes Q € Party (X \ {«}) sei eine Abz&hlung eg von Q gegeben. Dann ist
Party, (X \ {z}) x [1,k] = {P € Party(X) | {z} ¢ P}, (Q,1) = (2 \ {ea(i)}) U{ea(i) U{x}}
eine wohldefinierte Bijektion.
(b) Es sei k € N gegeben. Dann sind

Party_1 (X \ {z}) = {P € Party(X) | {z} € P}, Q— QU {{z}},
{P € Party(X) | {z} € P} — Party (X \ {z}), P P\ {{z}}

wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende Bijektionen.

Beweis.

(a) Fir Q € Party (X \ {z}) und ¢ € [1, k] gilt

X=X\ Ofr= JQuizt= U QUeal)U{ah,

QeQ QeQ\{ea(d)}
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also ist (Q \ {eg(i)}) U {eg(i) U {z}} € Party(X), und wegen eg(i) # 0 ist eq(i) U{z} # {z} und
damit {z} ¢ (Q\ {ea(?)}) U{eg(i) U{z}}. Folglich haben wir eine wohldefinierte Abbildung

[ Party (X \{z}) x [1,k] = {P € Part(X) [ {x} ¢ P}, (Q.1) = (Q\ {ea(i)}) U{ea(i) U {z}}.

Um zu zeigen, dass f injektiv ist, seien (Q,1),(Q',i") € Party(X \ {z}) x [1,k] mit f(Q,7) = f(Q',)
gegeben, also so, dass

P = (Q\{ea(i)}) U{ea(i) Ufz}} = (@ \ {ea (i")}) U{ea (i) U {z}}

gilt. Dann ist eg(i) U {z} = eg/(¢') U {x} der Teil von x in P. Es folgt Q \ {eg(i)} = Q' \ {eg/ (i)}
sowie eg(i) = eg/ (i), also Q = Q'. Wegen eg(i) = eg/(i’) impliziert die Injektivitit von eg = eg, dann
aber auch ¢ = i’. Folglich ist f injektiv.

Um zu zeigen, dass f surjektiv ist, sei ein P € Party(X) mit {z} ¢ P gegeben. Wir setzen
Q:={P\{z}| PeP}

Ferner sei ¢ € [1, k] das eindeutige Element mit eg (i) U{z} € P. Dann ist P\ {eg(i) U{z}} = O\ {ea(i)}
und damit P = (Q\ {eg(?)}) U{eg(i) U{z}} = f(Q). Folglich ist f surjektiv.

(b) Fiir Q € Party_1(X \ {z}) gilt
X=X \{zh) Ufa} = |J QU{a},
QeQ
also ist QU {{z}} € Party(X) und {z} € QU {{z}}. Folglich haben wir eine wohldefinierte Abbildung
f:Party_1 (X \ {z}) = {P € Party(X) | {z} € P}, Q— QU {{z}}.
Fiir P € Party(X) mit {z} € P ist ferner

x=Jr= | PU{a},

PeP PeP\{z}

also X \ {z} = UPEP\{x} P und damit P\ {z} € Party_1 (X \ {z}). Folglich haben wir auch eine wohlde-
finierte Abbildung

g: {P € Party(X) | {z} € P} — Party_1(X \ {z}), P — P\ {{z}}.
Wir erhalten

g(f(Q)=(Qu{{z}H)\ {{z}} =2
fir Q € Part_1(X \ {z}), also g o f = idpare,_, (x\{x})> SOWie
Fo(P) = (P\ {{a ) U {{e}} = P

fiir P € Party(X) mit {x} € P, also f o g = id{pecparty(x)|{z}ep}- Folglich sind f und g sich gegenseitige
invertierende Abbildungen und damit Bijektionen nach Satz (3.29)(c). O

18.131) Beispiel.
( ) Beisp
(a) Wir haben folgende Bijektion.

Party([1,3]) x [1,2] — {P € Party([1,4]) | {4} ¢ P},
({{1,2}, {31}, 1) = {{1,2,4},{3}},
({{1,2},{3}},2) = {{1,2},{3,4}},

({{1,31, {23}, 1) = {{1,3,4},{2}},

({{1,3},{2}},2) = {{1,3},{2,4}},

({{2,3}, {13}, 1) = {{2,3,4}, {1}},

({{2,3},{1}},2) = {{2,3},{1,4}}.
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(b) Wir haben folgende Bijektion.

Party([1,3]) = {P € Parta([1,4]) | {4} € P},
{{1,2,3} = {{1,2,3}, {4}}.

(18.132) Korollar. Es sei eine endliche Menge X gegeben. Dann ist

1, fiir k =0, falls X =0,

0 fir k =0, falls X
[Party (X)| = { i £ =0, falls X 70,

0, fiir k € N, falls X = (),

k|Party (X \ {z})| + |Partp—1 (X \ {z})], firkeN, z e X.
Beweis. Fiir k = 0 gilt

1, falls X =0,
0, falls X # 0.

[Party,(X)| = [Parto(X)| = {
Falls X = () ist, so gilt auRerdem
|Party, (X)| = |Party(0)] =0
fiir k € N. Im Folgenden sei X # () und es seien k¥ € N und z € X gegeben. Dann ist
Party(X) = {P € Party(X) | {z} ¢ P} U{P € Party(X) | {z} € P}.
Nach Proposition (18.130) gibt es dann Bijektionen

Party (X \ {z}) x [1,k] = {P € Parti(X) | {z} ¢ P},
Party_1 (X \ {z}) = {P € Partx(X) | {«} € P},

und nach der Summenregel (18.4), der Gleichheitsregel (18.1) und der Produktregel (18.8) folgt

[Party (X)| = |[{P € Partg(X) | {z} & P} U{P € Party(X) | {z} € P}
= |{P € Party(X) | {z} ¢ P} + |[{P € Party(X) | {«} € P}
= [Party (X \ {z}) x [1, k]| + [Part,—1 (X \ {z})]
= [Party (X \ {2 })[|[1, k]| + [Party—1 (X \ {z})[ = k [Party (X \ {z})| + [Party_1 (X \ {z})|.O

(18.133) Korollar. Fiir n,k € Ny und jede n-elementige Menge X ist

|Party (X)| = {Z}

Beweis. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0, k¥ € Ny und jede n-elementige Menge X gilt X = (), nach
Korollar (18.132) also

1, fallsk=0 0 n
Part,(X)| = ’ b= = .
[Party(X)] {o, falls k € N } {k} {k}
Es sei n € N so gegeben, dass fiir k¥ € Ny und jede endliche Menge X’ mit | X’| = n—1 stets [Party(X')| = {", '}

gilt. Ferner seien k € Ny und eine n-elementige Menge X gegeben. Dann ist X # ), d.h. es gibt ein 2 € X. Nach
Korollar (18.132) und der Induktionsvoraussetzung folgt

0 falls k = 0
|Party,(X)| = { ’ . }

k|Parti(X \ {z})| + |Partp—1(X \ {z})|, fallsk €N

_Jo, falls k=0, | {n}
E{"+ {31}, fallskeN kf
Nach dem Induktionsprinzip gilt [Part,(X)| = {}} fiir n,k € Ny und jede n-elementige Menge X. O
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(18.134) Beispiel.
(a) Esist

|Party([1,9])| = 7770.

(b) Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist
|Parts({a,b,c,d})| = 6.

Beweis.

(a) Nach Korollar (18.133) ist
9
|Part4([1,9])| = {4} = 7770.
(b) Nach Korollar (18.133) ist

Parts({a, b, c,d})| = {;‘} = 6. O

Wir kommen zu unseren Beispielen aus dem téglichen Leben zuriick:
(18.135) Anwendungsbeispiel.

(a) Eine Gesamtheit von 20 Studierenden sei als 20-elementige Menge S modelliert. Aufteilungen der Stu-
dierenden in fiinf Lerngruppen (derart, dass keine Lerngruppe leer bleibt) seien als 5-Partitionen von S
modelliert. Nach Korollar (18.133) ist die Anzahl aller solchen moglichen Aufteilungen gleich

2
Part(S)| = { 50} = 749206 090 500.

(b) Verteilungen von zehn durchnummerierten Kugeln auf vier gleich aussehende Boxen derart, dass keine
Box leer bleibt, seien als 4-Partitionen von [1,10] modelliert. Nach Korollar (18.133) ist die Anzahl aller
solchen moglichen Verteilungen gleich

[Parta([1, 10))] = {140} — 34105,

Abbildungen

Nun widmen wir uns Abbildungen zwischen endlichen Mengen. Da Abbildungen und Familien einander ent-
sprechen, siche Bemerkung (3.8) und Konvention (3.9), kdnnen wir diesen Fall auf den bereits behandelten von
Variationen, siehe Definition (18.14), zuriickfiihren:

(18.136) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und endliche Mengen X und ¥ mit |X| =m und |Y| = n gegeben.
Dann gilt

[Map(X,Y)| =n"™.
Beweis. Nach Bemerkung (18.18) gilt
Map(X,Y)| = |[Y¥| = [Varx (V)| = [V X = p™. O

Auch injektive Abbildungen haben wir im Wesentlichen bereits behandelt — diese entsprechen gerade den Per-
mutationen, siehe Definition (18.23):
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(18.137) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und endliche Mengen X und Y mit |X| = m und |Y| = n gegeben.
Dann gilt

Map,,;(X,Y)|= [[ m—i+1= [ 4
i€[1,m] i€[n—m-+1,n]
Wenn m € [0, n] ist, so gilt

n!
Map. (X, V)| = ————.
| a“pm_]( ’ )l (Tl*m)'

Beweis. Nach Korollar (18.31) gilt
[Map;,; (X, Y)| = [Permx (V)| = H (n—i+1)= H i.
i€[1,m] i€[n—m+1,n]
Wenn m € [0, n] ist, so gilt nach Korollar (18.31) ferner

n!
Mapyy (X, V)] = [Permx (V)] = = O

Es bleiben surjektive Abbildungen zwischen endlichen Mengen zu zéhlen. Surjektive Abbildungen modellieren
Unterteilungen von Gesamtheiten in zu unterscheidende Unterteile, wie wir an folgenden Beispielen aus dem
taglichen Leben sehen:

(18.138) Anwendungsbeispiel.

(a) Eine Gesamtheit von 400 Studierenden sei als 400-elementige Menge S modelliert. Zehn Tutoren seien als
Elemente einer 10-elementigen Menge T modelliert. Eine Aufteilung der Studierenden in Tutoriengruppen
(derart, dass keine Gruppe leer bleibt) ldsst sich als surjektive Abbildung von S nach T auffassen.

(b) Fiinf unterschiedliche StiRigkeiten seien als Elemente von {Bonbon, Keks, Lutscher, Schokoriegel, Wein-
gummi} modelliert. Drei Kinder seien als Elemente von {Elias, Julia, Laura} modelliert. Eine Verteilung
der Siifigkeiten auf die Kinder (derart, dass jedes Kind mindestens eine Siifigkeit kriegt) ldsst sich als
surjektive Abbildung von {Bonbon, Keks, Lutscher, Schokoriegel, Weingummi} nach {Elias, Julia, Laura}
auffassen.

(c) Eine Verteilung von zehn durchnummerierten Kugeln auf vier unterschiedlich farbige Boxen derart, dass
keine Box leer bleibt, 14sst sich als surjektive Abbildung von [1, 10] nach {rot, blau, gelb, griin} auffassen.

Damit besitzen surjektive Abbildungen vom Modellierungsaspekt Ahnlichkeiten zu den zuvor behandelten Par-
titionen; lediglich der Unterscheidungsaspekt kommt neu hinzu. Daher ist es auch nicht verwunderlich, dass das
Zahlen surjektiver Abbildungen analog vonstatten geht und sich eine dhnliche Formel fiir die Anzahl surjektiver
Abbildungen ergibt, siehe Korollar (18.142).

(18.139) Proposition. Es seien eine Menge X und ein x € X gegeben.

(a) Es sei n € Ny gegeben. Dann sind

F': Map,;(X \ {z}, [1,n]) x [L,n] = {f € Mapg,;(X, [L,n]) | f7 ({f(2)}) # {«}}

gegeben durch

o Ja(a) fir 2’ € X\ {x},
(F(g,0))(=") = {j fiir o — 2,
fiir (g,7) € Mapg,;(X \ {«},[1,n]) x [1,7], und

G: {f € Mapsurj(X’ [1,7’L]) | fﬁl({f(z)}) 7é {LE}} — Ma’psurj(X \ {Qf}, [1,7’1]) X [1,7’1],

wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende Bijektionen.
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(b) Es sei n € N gegeben. Dann sind

F': Mapg (X \ {},[1,n = 1]) x [1,n] = {f € Mapy,;(X, [1,n]) [ 7 ({f(2)}) =
gegeben durch
g(z) fir 2’ € X \ {z} mit g(2’) € [1,5 — 1],
(F(g:0))(@") = §g(a’) + 1 fir o’ € X\ {w} mit g(2') € [j,n — 1],
j firz’ ==
fiir (gaj) € Mapsurj(X \ {x}’ [Ln - 1]) X [1,7’L], und
G {f € Mapg (X, [1,n]) | f7H({f(2)}) = {&}} = Mapg; (X \ {},[1,n — 1]) x
gegeben durch G(f) = (G(f)1, f(x)) mit
o) = f() fir ' € X \ {z} mit f(2') € [1,j — 1],
(G F@')—1 fiir 2’ € X\ {a} mit f(2') € [j +1,7]

fiir f € Mapsurj (Xv [Ln]) mit fﬁ
nen.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen.

(18.140) Beispiel.
(a) Wir haben folgende Bijektion.

Map,,;([1, 3], [1,2]) x [1,
(1—=1,2—1,3—2),
(1—1,2—~1,3—2),
(1—2,2—2,3—1),
(1—2,2—23—1),
(1—=1,2—23—1),
(1—1,2~2,3—1),
(1—2,2—1,3—2),
(( )
(( )
(( )
(( )
(( )

S

111111111111

1—22—1,3—2),
1—2,2—=1,3—1),
1—2,2—1,3—1),
1—1,2—23—2),
1—1,2—2,3—2),

— O Y N N N N

{
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

(b) Wir haben folgende Bijektion.

Mapsurj([l,?)], [1,1]) x [1,2] = {
(1—1,2—~1,3—1),1)—(
(1—=1,2—1,3—1),2)—(

f e Mapg,([1,4],[1,2]) | f
1—1,2—~1,3—24—1),
1—1,2~1,3—24—2),
12,2523 1,4 1),
1—2,2—23— 1,4~ 2),
1—1,2—~23— 1,4~ 1),
1—1,2—23— 14— 2),
12,251,324 1),
1—2,2—1,3— 24— 2),
1—2,2—1,3—~ 14— 1),
1—2,2—13— 1,4~ 2),
1—1,2—~23—24—1),
1— 1,252,324 2).

f € Mapsurj([174]’ [172]) I f_

1222324 1),
11,2 1,3 1,4 2).

(18.141) Korollar. Es sei eine endliche Menge X gegeben. Dann ist

|Mapsurj (Xa [17 nD|

{f@h #

UODE

L{f(x)}) = {x}, wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende Bijektio-

{41},

{41},

fiir n = 0, falls X = 0,
fiir n = 0, falls X # 0,
fir n € N, falls X = 0,

n(IMapy,; (X \ {z}, [1,n])| + Mapg,; (X \ {z},[1,n - 1])]), firneN, ze X,
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Beweis. Fiir n = 0 gilt

1, falls X =0,

Map,..: (X, [1,n])| = [Map,.;(X, [1,0])] = [Map,. (X, 0)| =
[Mapy,; (X, [1,n])] = [Mapg,; (X, [1, 0])| = [Map,;(X, 0)| {07 falls X # 0.

Falls X = () ist, so gilt auBerdem
|Mapsurj (X’ [17 TLD| = |Mapsurj (®7 [17 n])| =0
fiir n € N. Im Folgenden sei X # () und es seien n € N und 2 € X gegeben. Dann ist
Ma’psurj (X7 [13 n])
= {f € Mapg,; (X, [1,7]) | F7H({f(2)}) # {2}} U{f € Mapg (X, [L,n]) | F7 ({f(2)}) = {z}}.
Nach Proposition (18.139) gibt es dann Bijektionen
Map,,, (X \ {}, [1,n]) x [1,n] = {f € Mapy,;(X, [1,n]) | ' ({f(2)}) # {=}},
Mapsurj(X \ {I}a [1,7’1 - 1]) X [lzn] - {f € Mapsurj(X7 [lvn]) | fﬁl({f(x)}) = {l‘}},
und nach der Summenregel (18.4), der Gleichheitsregel (18.1) und der Produktregel (18.8) folgt
|Mapsurj (Xv [17 TLD|

= [{f € Mapg; (X, [1,n]) | 71 ({F(2)}) # {2}} U{f € Map(X, [1,0]) | f7 ({f(2)}) = {a}}]
= {f € Map (X, [L.n) | [T {F(@)}) # {2} + {S € Map, (X, [1,n]) | F7({f(2)}) = {=}}]
]
]

X, |1,n
X, [1
= [Mapg,;(X \ {x}, [1,7]) x [1,n]| + [Mapg,;(X \ {z}, [1,n = 1]) x [1,7]]

= [Map,,; (X \ {x}, [1, n])[ |[1, n][ + [Map,; (X \ {z}, [1,n — 1])[|[1, n]]

= n(|Mapg,; (X \ {z}, [1,n])[ + [Map.,;(X \ {z},[1,n —1])]). O

(18.142) Korollar. Fiir m,n € Ny, jede m-elementige Menge X und jede n-elementige Menge Y ist

|Mapsurj(X7 Y)' =n! {m}

n

Beweis. Um zu zeigen, dass fiir m,n € No und jede m-elementige Menge X stets [Mapg,,;(X, [1,n])| = n! {"'}
gilt, fithren wir Induktion nach m. Fir m = 0, n € Ny und jede m-elementige Menge X gilt X = (, nach
Korollar (18.141) also

1, fallsn= 111, fallsn=
Map,.. (X, [1,n])| = , fallsn =0, _ , fallsn =0, . 0 _adml
! 0, fallsneN n!-0, fallsnéeN n n
Es sei m € N so gegeben, dass fiir n € No und jede (m — 1)-elementige Menge X' stets [Mapg,,;(X’, [1,n])|

=n! {mgl} gilt. Ferner seien m € Ny und eine m-elementige Menge X gegeben. Dann ist X # (), d.h. es gibt
ein z € X. Nach Korollar (18.141) und der Induktionsvoraussetzung folgt

0, falls n =0,
[Map,,,; (X, [1,n])] = {n ([Mapyy; (X \ {2}, [1,n])] + [Mapg; (X \ {z},[1,n — 1])|), falls n € N }

_ {O!- {Tg}, fallsn:O,}

nm{™ "+ (n—1)1{"]}), fallsneN

0!- {m}, falls n = 0, m
= 0 =n! .
nl(n{™ "+ {7 1), fallsneN n

Nach dem Induktionsprinzip gilt [Mapg,,;(X, [1,n])| = n! {™} fiir m,n € Ny und jede m-elementige Menge X.
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Nun seien m,n € Ny, eine m-elementige Menge X und eine n-elementige Menge Y gegeben. Dann gibt es eine
Bijektion e: [1,n] — Y, welche uns wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende Abbildungen

Mapsurj (X’ [1’ TL]) - Mapsurj (Xv Y)v f = eo fv
Mapsurj (X7 Y) - Mapsurj (Xa [17 TL]), g e to g

liefert. Nach Satz (3.29)(c) und der Gleichheitsregel (18.1) folgt

m
|Mapsurj(X’ Y)' = |Mapsurj (X7 [15 n])| =n! {n} O

(18.143) Beispiel.

(a)

(b)

Es ist
Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben. Dann ist

‘Mapsurj({aa b, c, d}> [17 3])| = 36.

Beweis.

(a)
(b)

Nach Korollar (18.142) ist [Mapy,,;([1,9], [1,4])| = 4! {]} = 186480.

Nach Korollar (18.142) ist [Mapy,,;({a,b,c,d}, [1,3])| = 3! {g} = 36. O

Wir kommen zu unseren Beispielen aus dem téglichen Leben zuriick:

(18.144) Anwendungsbeispiel.

(a)

Eine Gesamtheit von 400 Studierenden sei als 400-elementige Menge S modelliert. Zehn Tutoren seien als
Elemente einer 10-elementigen Menge T modelliert. Aufteilungen der Studierenden in Tutoriengruppen
(derart, dass keine Gruppe leer bleibt) seien als surjektive Abbildungen von S nach T' modelliert. Nach
Korollar (18.142) ist die Anzahl aller solchen moglichen Aufteilungen gleich

4
Map,.:(S,T)| = 10! 00 ~ 1,00 - 10%%°,
surj 10

Fiinf unterschiedliche Siiigkeiten seien als Elemente von {Bonbon, Keks, Lutscher, Schokoriegel, Wein-
gummi} modelliert. Drei Kinder seien als Elemente von {Elias, Julia, Laura} modelliert. Verteilungen
der Siifigkeiten auf die Kinder (derart, dass jedes Kind mindestens eine Siiigkeit kriegt) seien als sur-
jektive Abbildungen von {Bonbon, Keks, Lutscher, Schokoriegel, Weingummi} nach {Elias, Julia, Laura}
modelliert. Nach Korollar (18.142) ist die Anzahl aller solchen moglichen Verteilungen gleich

3
= 150.

5
|Mapy,,,;({Bonbon, Keks, Lutscher, Schokoriegel, Weingummi}, {Elias, Julia, Laura})| = 3! { }

Verteilungen von zehn durchnummerierten Kugeln auf vier unterschiedlich farbige Boxen derart, dass keine
Box leer bleibt, seien als surjektive Abbildungen von [1,10] nach {rot, blau, gelb, griin} modelliert. Nach
Korollar (18.133) ist die Anzahl aller solchen mdoglichen Verteilungen gleich

10
[Mapg,,,;([1, 10], {rot, blau, gelb, griin})| = 4! { 4 } = 818 520.

Dass in Korollar (18.142) Stirlingzahlen wie bei Partitionen auftauchen, ist nicht verwunderlich: Jede surjek-
tive Abbildung f: X — Y von einer m-elementigen Menge X in eine n-elementige Menge Y gibt Anlass
zur n-Partition X/=; der Fasern von f. Der Faktor n! ergibt sich aus der Tatsache, dass mit jeder solchen
Abbildung f: X =Y auch mo f: X — Y fiir 7 € Sy eine surjektive Abbildung mit X/=,.y = X/=; ist. Dies
fiihrt zu einem alternativen Beweis fiir Korollar (18.142). Die Details seien dem Leser zur Ubung iiberlassen.
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Permutationen

Schliefslich zdhlen wir Permutationen von Mengen, siehe Definition (14.1), mit einer vorgegebenen Anzahl an
Bahnen. Da die Bahnen gerade den Zykeln entsprechen, lassen sich hierdurch Unterteilungen in zyklische Gebilde
modellieren.

(18.145) Notation. Es seien n,k € Ny gegeben. Wir setzen
Snk={m €S, |I|1,n]/n| =k}.
(18.146) Beispiel. Esist (1,3,5,8)(2,7)(4,9) = (1,3,5,8)(2,7)(4,9)(6) € Sg 4.
(18.147) Beispiel. Es ist
Sa2 =1{(1,2,3),(1,2,4),(1,3,2),(1,3,4),(1,4,2), (1,4,3),(2,3,4), (2,4, 3), (1,2)(3,4), (1,3)(2,4),
(1,4)(2,3)}.
Ein Beispiel aus dem téaglichen Leben:

(18.148) Anwendungsbeispiel. Eine Sitzordnung auf einer Feier mit 50 Teilnehmern um zehn runde Tische
derart, dass kein Tisch leer bleibt, lésst sich als Element von Ss 19 auffassen.

Ein &hnlicher Trick wie in den Beweisen von Bemerkung (18.111), Korollar (18.132) und Korollar (18.142) fiihrt
auch beim Z&hlen von Permutationen mit vorgegebener Anzahl von Bahnen zum Ziel: Diesmal betrachten wir
die Zerlegung

Sk ={m€Spi|mn) #n}U{r €Ssi|m(n) =n}
und bestimmen wie in Proposition (18.130) und Proposition (18.139) die Anzahl der beiden Teilmengen rekursiv:
(18.149) Proposition. Es sei n € N gegeben.
(a) Es sei k € Ny gegeben. Dann sind
F:Spo1kx[L,n—1] = {m €Sn | 7m(n) #n}
gegeben durch
o(i) firie[Ln—1)\{j}
(F(o,j)(i) = qn  fiiri=j
o(j) fir i =n,
fir (0,7) € Sp—1,5 X [1,m — 1], und
G:{meSui|mn)#n} — Sp_1k X [1,n—1]
gegeben durch G(m) = (G(r)1, 7 1(n)) mit
S MRS Nk b
fir 7 € S,, , mit m(n) # n, wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende Bijektionen.
(b) Es sei k € N gegeben. Dann sind
F:S,_1k-1—{meSur|7m(n)=n}
gegeben durch
o(i) firiell,n—1],
n flir i = n,

(F(0))(i) = {

fiir 0 € S;,—1 k-1, und

1]

G:{m €Spk | m(n) =n} = S 1 xo1, 7 7|

wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende Bijektionen.
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Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
(18.150) Beispiel.
(a) Wir haben folgende Bijektion.

(b) Wir haben folgende Bijektion.

8371 — {’/T € S472 | 7'('(4) = 4},
(1’2’ 3) H (1’27 3)7
(1,3,2) — (1,3,2).

(18.151) Korollar. Es ist

17 fﬁrn:OJg:O,
[Snk] =40, firneN, k=0und flir n=0, k €N,
(TL — ].) ‘Snfl’k‘ + |Sn71,k71|; fir n € N7 k e N.

Beweis. Firn =0, k=0 gilt

[Snkl = [So,0l = {m € So | |[1,0]/n| =0} =1,
firn e N, k=0 gilt

[Snkl = [Snol = {m € Sn [ |[1,n]/x] = 0} =0,
und fiir n =0, k € N gilt

ISn.k| = [So.x

={reS,||[1,0]/7] =k} =0.
Im Folgenden seien n, k € N gegeben. Dann ist

Sk ={m €Sni|m(n) #n}U{r € Spi | 7(n) =n}.
Nach Proposition (18.149) gibt es Bijektionen

Sn—1k X [1,n—1] = {7 € S, 1 | 7(n) # n},
Sn—1,k—1 = {7 € Sp i | 7(n) =n},

und nach der Summenregel (18.4), der Gleichheitsregel (18.1) und der Produktregel (18.8) folgt

[Snkl = {7 € S [ w(n) # n} U{m € Spp [ m(n) = n}
= {m € Snk | m(n) #n}|+ {r € Snw | m(n) =n} = [Sp-1k x [Ln = 1] +[Sn—1k-1]
= [Sp—1.kl [[L,n = 1| + [Sn—1,6-1] = (0 = 1) [Sp—1,k| + [Sn—1,8-1]-
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(18.152) Korollar. Fiir n, k € Ny ist

n
|Sn,k| = |:k:| .

Beweis. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n =0, k € Ny gilt
Syp] = 1, fallsk=0, [0] [n
Mo, fallskeN [ [k [k

nach Korollar (18.151). Es sei n € N so gegeben, dass fir k € Ny stets [S,—1%| = [”;1] gilt. Fir k € Ny gilt
nach Korollar (18.151), der Induktionsvoraussetzung und Bemerkung (17.29) dann auch

Suel = {o, falls k = o,} _ {o, o fallsks o,} _ m
(n—1)[Sp—1.k] + [Sn—1,4-1]|, falls k€N (n—1)[" "]+ [i7}], fallskeN k
Nach dem Induktionsprinzip gilt |S,, x| = [Z] fiir alle n, k € Ny. O
(18.153) Beispiel.
(a) Esist [Sg 4| = 67284.
(b) Esist |Sq| =11.

Beweis.
(a) Nach Korollar (18.152) ist [So.4| = []] = 67284.
(b) Nach Korollar (18.152) ist |Syo| = [3] = 11. O

Wir kommen zu unserem Beispiel aus dem téglichen Leben zuriick:

(18.154) Anwendungsbeispiel. Sitzordnungen auf einer Feier mit 50 Teilnehmern um zehn runde Tische
derart, dass kein Tisch leer bleibt, seien als Elemente von Sso 10 modelliert. Nach Korollar (18.152) ist die
Anzahl aller solchen méglichen Sitzordnungen gleich

50
= ~ 1 2 . 1 62.
[S50,10] LO] ,02-10

19 Wahrscheinlichkeitstheorie

In der Wahrscheinlichkeitstheorie beschéftigen wir uns mit mathematischen Modellen fiir Vorgénge, deren Aus-
gang abhiingig vom Zufall ist, sogenannte Zufallsexperimente. Hierbei geben wir lediglich einen groben Uberblick
iiber die relevantesten Konzepte fiir den Fall, dass das zu modellierende Zufallsexperiment nur endlich viele még-
liche Ergebnisse hat, und iiberlassen den Fall unendlich vieler Ausgiinge (°?) weiterfiihrenden Veranstaltungen.
Nach der Einfiihrung eines axiomatischen Modells fiir Zufallsexperimente mit endlich vielen Ausgidngen und
der Betrachtung eines Standardfalls betrachten wir mit Zufallsgréfen, Produktwahrscheinlichkeitsraumen und
bedingter Wahrscheinlichkeit Moglichkeiten, um aus gegebenen Modellen neue Modelle zu konstruieren. Dies
wenden wir an, um die in Abschnitt 18 eingefiihrten Auswahlmodelle geeignet im Rahmen der Wahrschein-
lichkeitsrechnung zu interpretieren. Danach reiffen wir das Konzept der stochastischen Unabhéngigkeit an und
beschliefsen den Abschnitt schlieflich mit Begriffen zum Studium reellwertiger Zufallsgrofen.

52De facto wird dieser Fall iiblicherweise in zwei Fille untergliedert: Den abzihlbaren Fall, bei dem die Formalisierungen der mog-
lichen Ergebnisse in Bijektion zur Menge der natiirlichen Zahlen stehen, und den iiberabzéhlbaren Fall. Bereits fiir den abzéhlbaren
Fall wird das Konzept der Konvergenz aus der Analysis benétigt.
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Quasiendliche Wahrscheinlichkeitsraume

Das zentrale Konzept dieses Abschnitts ist der eines (quasi)endlichen Wahrscheinlichkeitsraums, ein mathe-
matisches Modell fiir Zufallsexperimente mit endlich vielen Ausgidngen. Da wir bei konkreten Fragestellungen
iiblicherweise an der Wahrscheinlichkeit gewisser Ereignisse statt an der Wahrscheinlichkeit einzelner Ergebnisse
des Zufallsexperiments interessiert sind, wird in unserem Modell bereits den diesen Ereignissen entsprechenden
Objekten (welche wir Ereignisse des Wahrscheinlichkeitsraums nennen werden) eine Wahrscheinlichkeit zugeord-
net. Dieses Vorgehen ist etabliert und erlaubt eine Verallgemeinerung auf allgemeine Wahrscheinlichkeitsraume —
Modelle mit unendlichen Ergebnismengen. In Proposition (19.9) werden wir jedoch sehen, dass die Wahrschein-
lichkeiten samtlicher Ereignisse eines quasiendlichen Wahrscheinlichkeitsraums durch die Wahrscheinlichkeiten
der Ausginge des zu modellierenden Zufallsexperiments festgelegt sind.

Auch wenn wir in den Beispielen meist endliche Ergebnismengen haben werden, betrachten wir auch Wahr-
scheinlichkeitsraume mit unendlichen Ergebnismengen, bei denen nur endlich viele Ergebnisse eine positive
Wahrscheinlichkeit haben. Hierdurch kénnen wir mittels reellwertiger Zufallsgréfsen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen auf der Menge der reellen Zahlen konstruieren und diese Verteilungen mittels Erwartungswert und
Varianz, siehe Definition (19.56) und Definition (19.63) beschreiben.

(19.1) Definition ((quasi)endlicher Wahrscheinlichkeitsraum).

(a) Ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus einer nicht leeren Menge X zusammen mit einer
Abbildung P: Pot(X) — R derart, dass folgende Axiome gelten.

e Nichtnegativitit. Fir A € Pot(X) ist
P(A) > 0.

e Normiertheit. Es ist
P(X)=1.

o Additivitat. Fir disjunkte A, B € Pot(X) gilt
P(AUB) = P(A) + P(B).

o Endlichkeit und Normiertheit des Tragers. Die Teilmenge {z € X | P({z}) > 0} von X ist endlich

und es gilt
S Pah = Y P{ad) =1
reX zeX

P({z})>0

Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl den besagten quasiendlichen Wahrscheinlichkeits-
raum als auch die unterliegende Menge mit X. Die unterliegende Menge von X wird Ergebnismenge (oder
Grundmenge) von X genannt. Ein Element von X wird Ergebnis (oder Ausgang) von X genannt. Die
Potenzmenge Pot(X) wird Ereignismenge (oder Ereignisraum) von X genannt. Ein Element von Pot(X)
wird Freignis von X genannt. Das Element () von Pot(X) wird unmdgliches Ereignis von X genannt. Das
Element X von Pot(X) wird sicheres Ereignis von X genannt. Die Abbildung P wird Wahrscheinlich-
keitsverteilung (oder Wahrscheinlichkeitsmaf) von X genannt. Fiir jedes Ereignis A von X wird P(A) die
Wahrscheinlichkeit von A in X genannt.

Fiir einen quasiendlichen Wahrscheinlichkeitsraum X mit Wahrscheinlichkeitsverteilung P schreiben
wir P = PX := P sowie P(x) := P({x}) fiir jedes Ergebnis x von X.

(b) Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum dessen Ergebnis-
menge endlich ist. (°3)

53Es lasst sich zeigen, dass fiir endliche Mengen die Endlichkeit und Normiertheit des Trigers automatisch erfiillt ist. Vgl.
Proposition (19.10)(b).
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Der allgemeinere Begriff eines (beliebigen) Wahrscheinlichkeitsraums wird iiblicherweise auf einem sogenann-
ten Messraum definiert, d.h. auf einer Menge X versehen mit einer sogenannten Sigmaalgebra. Dabei ist eine
Sigmaalgebra eine Teilmenge von Pot(X), welche abgeschlossen unter gewissen Mengenoperationen ist. Fiir
jede Menge X ist Pot(X) stets eine Sigmaalgebra. Somit kénnen wir jede Menge X als Messraum versehen
mit Pot(X) auffassen. Die Definition fiir allgemeinere Messrdume wird benétigt, da sich zeigen lésst, dass es auf
gewissen unendlichen Mengen X wie bspw. R keine Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit gewissen wiinschens-
werten Eigenschaften gibt.

Ferner fordert man fiir das allgemeinere Konzept eines Wahrscheinlichkeitsraums die sogenannte Sigmaaddi-
tivitat, ein Axiom, welches im Allgemeinen echt stérker als die in Definition (19.1) geforderte Additivitét ist.
Wegen der Endlichkeit des Tréagers sind Additivitdt und Sigmaadditivitdt unter Annahme der iibrigen Axiome
dquivalent.

(19.2) Beispiel.

(a) Es wird {0,1} ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben durch

0 fir A=0,
P(A) =5 fir Ae{{0} {1}},
1 fiir A= {0,1}.

(b) Es wird {0, 1} ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben durch

0 fir A=0,
1 . _
P(A) = { | flfr A= {0},
5 fiir A= {1},
1 fiir A={0,1}.

(c¢) Es wird R ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben durch

P(A) = {1 fiir A € Pot(R) mit 0 € A,

0 fir A € Pot(R) mit 0 ¢ A.

Beweis.

(a) Essei P: Pot({0,1}) — R gegeben durch

0 fir A=0,
P(A) =<1 fiir A € {{0},{1}},
1 fiir A={0,1}.

Wir verifizieren die Axiome eines quasiendlichen Wahrscheinlichkeitsraums:

e Nichtnegativitit. Fir A € Pot(X) ist

0, falls A=0,
P(A)= ¢ 3, falls A€ {{0},{1}}, p > 0.
1, falls A={0,1}

o Normiertheit. Es ist
P({0,1}) = 1.
o Additivitat. Es gilt

POUO)=P0)=0=0+0=P(0)+ P(0),
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POU{0}) = P{0}) = 5 =0+ 5 = P) + P({0)),
PO} = P({1}) = % =0+ 5 = PO) + P({1})
POU{0,1}) = P({0,1}) =1=0+1= P(0) + P({0,1}),
PO} O {1)) = P{0,1}) =1 = 5 + 5 = P({0}) + P({1}).

Fiir disjunkte A, B € Pot(X) ist auferdem AUB = BUA und P(A)+ P(B) = P(B)+ P(A). Folglich
gilt

P(AUB) = P(A) + P(B)

fiir alle disjunkten A, B € Pot(X).
e Endlichkeit und Normiertheit des Trigers. Es ist

{we {01} | P({}) > 0} = {z € {0,1} | {u} € {0}, {1}}} = 0.1}
endlich und es gilt
S Pleh) = PN+ P({1) =5 +5 =1
z€{0,1}

Insgesamt wird {0,1} ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung
P=P.

(b) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

(c) Es sei P: Pot(X) — R gegeben durch

P(A) = 1 fiir A€ Pot(R) mit 0 € A,
10, fiir A€ Pot(R) mit 0 ¢ A.
Wir verifizieren die Axiome eines quasiendlichen Wahrscheinlichkeitsraums:

e Nichtnegativitit. Fir A € Pot(X) ist

P(A) = 1, falls A € Pot(R) mit 0 € A, >0
0, falls A € Pot(R) mit 0 ¢ A

e Normiertheit. Wegen 0 € R ist
P(R) =1.

o Additivitit. Es seien disjunkte A, B € Pot(X) gegeben. Genau dann gilt 0 € AU B, wenn 0 € A
oder 0 € B ist, und genau dann gilt 0 € A, wenn 0 ¢ B ist. Folglich gilt

1+0, falls0e€ A, 0¢ B
0+1, fallsO¢ A, 0€e B, ) = P(A)+ P(B).

0+0, fallsO¢ A, 0¢ B

1, falls0e AUB, |
0, fallsO¢ AUB |

P(AUB){

e FEndlichkeit und Normiertheit des Trdgers. Es ist
{reR[P({z}) >0} ={z e R|{z} = {0}} = {0}

eine endliche Teilmenge von R und es gilt

> P{z}) =P({o}) =1.

zeX
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Insgesamt wird R ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung P = P.
O

(19.3) Anwendungsbeispiel.

(a) Die moglichen (realen) Ergebnisse eines Miinzwurfs mit einer gewohnlichen Miinze seien als (formale)
Ergebnisse des endlichen Wahrscheinlichkeitsraums {Kopf, Zahl} mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung
gegeben durch

fiir A =10,
fir A € {{Kopf}, {Zahl}},
fiir A = {Kopf, Zahl}.

P(A) =

= o= O

modelliert, wobei Kopf dem Ergebnis entspreche, dass die Miinze nach dem Wurf den Kopf zeigt, und Zahl
dem Ergebnis entspreche, dass die Miinze nach dem Wurf die Zahl zeigt. Die Wahrscheinlichkeit, dass die
Miinze nach dem Wurf den Kopf zeigt, ist dann gleich

1
P(Kopf) = 3

(b) Die moglichen (realen) Ergebnisse eines Miinzwurfs mit einer gezinkten Miinze seien als (formale) Ergeb-
nisse des endlichen Wahrscheinlichkeitsraums {Kopf, Zahl} mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben

durch
0 firA=0,
1 . _
P(A) = § f?r A = {Kopt},
5 fiir A= {Zahl},
1 fir A = {Kopf, Zahl}.

modelliert, wobei Kopf dem Ergebnis entspreche, dass die Miinze nach dem Wurf den Kopf zeigt, und Zahl
dem Ergebnis entspreche, dass die Miinze nach dem Wurf die Zahl zeigt. Die Wahrscheinlichkeit, dass die
Miinze nach dem Wurf den Kopf zeigt, ist dann gleich

1

Wir studieren einige Eigenschaften von quasiendlichen Wahrscheinlichkeitsrdumen:

(19.4) Bemerkung. Es sei ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X gegeben. Fiir alle Ereignisse A und B
von X mit A C B gilt

P(B\ A) =P(B) — P(A)
und
P(A) < P(B).
Beweis. Es seien Ereignisse A und B von X mit A C B gegeben. Dann gilt B = AU (B\ A), also
P(B)=P(AU(B\ A))=P(A)+P(B\ A
und damit P(B\ A) = P(B) — P(A). Wegen
0<P(B\A) =P(B)—-P(A)
folgt insbesondere P(A) < P(B). O
(19.5) Korollar. Es sei ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X gegeben. Es gilt
P(0) =o0.
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Beweis. Nach Bemerkung (19.4) gilt

P@) =P\ 0)=P(®) —P(@) =0. O
(19.6) Korollar. Es sei ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X gegeben. Fiir jedes Ereignis A von X
gilt

P(X\A4)=1-P(A)
und

P(A) <1.
Beweis. Fiir jedes Ereignis A von X gilt
P(X\A)=P(X)-P(A)=1-P(4)
nach Bemerkung (19.4). Wegen
0<P(X\A) =1-P(A4)
folgt insbesondere P(A) < 1. O

(19.7) Bemerkung (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit). Es sei ein quasiendlicher Wahrscheinlich-
keitsraum X gegeben. Fiir jedes Ereignis A von X, jedes n € Ny und jedes disjunkte n-Tupel von Ereignis-
sen (By,...,B,) von X (%) mit A C Uiep,n Bi gilt

= ) PANB;).
i€[1,n]
Beweis. Fiir jedgs Ereignis A von X, jed_es n € Ny uqd jedes disjunkte n-Tupel von Ereignissen (B, ..., By,)
von X mit A C Uepy,ny Bi gilt A= ANU;ep, Bi = Uiep (AN Bi), also
P(A)=P( | (AnBy) ZPAOB O
i€[1,n] i€[1,n]

(19.8) Proposition. Es sei ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X gegeben. Fiir n € Ny und jedes n-Tu-
pel von Ereignissen (A1,...,A,) von X gilt

P(J A4)= ) (07" > P4

i€[1,n] 1€[1,n] JC[1,n] jE€J
[J|=i
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(19.9) Proposition. Es sei ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X gegeben. Fiir jedes Ereignis A von X
gilt

P(A)=P{z € A|P(x)>0})= > P)=> P(x)
z€A €A
P(z)>0

Beweis. Fiir jedes Ereignis A von X gilt
P{z e A[P(x)>0)=P( |J {z})= D Pl@)=> P()

T€EA r€A z€A
P({z})>0 P(z)>0

54Wir nehmen also an, dass B; fiir i € [1,n] ein Ereignis von X ist.
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Insbesondere gilt also

P({z € X |P(z) > 0}) = Y _P(x)

zeX

Nun sei ein Ereignis A von X gegeben. Dann gilt {z € X | P(z) > 0} € AU{x € X | P(z) > 0}, nach
Bemerkung (19.4) und Korollar (19.6) also

=P({r e X |P(x) >0}) <P(AU{r e X |P(z) >0}) <1
und damit

=P(AU{z e X |P(z) >0}) =P(A)+P{z € X | P(z) >0}) —P(An{z € X | P(z) > 0})
=P(A)+1—-P{z € A|P(x) > 0})
nach Proposition (19.8). Es folgt

P(A)=P({z € A|P(x) >0}) = > P(x) O

T€EA

In Proposition (19.9) haben wir gesehen, dass sich die Wahrscheinlichkeit jedes Ereignisses eines quasiendlichen
Wahrscheinlichkeitsraums in eine Summe der Wahrscheinlichkeiten der zugehorigen Ergebnisse zerlegen lasst.
Umgekehrt liefert dies eine Methode zur Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsrdumen:

19.10) Proposition.
(
(a) Es seien eine Menge X und eine Abbildung f: X — R so gegeben, dass folgende Eigenschaften gelten.

e Nichtnegativitit. Fir x € X ist
f(xz) >0.

e FEndlichkeit des Trigers. Die Teilmenge
{zreX|f(z)>0}

von X ist endlich.

o Normiertheit. Es ist

> ) =

zeX

Dann wird X ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben durch

A)=>" f(x)

z€A
fiir jedes Ereignis A von X.

(b) Es seien eine endliche Menge X und eine Abbildung f: X — R so gegeben, dass folgende Eigenschaften
gelten.

e Nichtnegativitat. Fiir x € X ist
fl@) = 0.

o Normiertheit. Es ist

> fla) =

reX
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Dann wird X zu einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben

durch
A=Y @)

T€EA
fiir jedes Ereignis A von X.

Beweis.

(a) Es sei P: Pot(X) — R, A > , f(z). Wir verifizieren die Axiome eines quasiendlichen Wahrschein-
lichkeitsraums:

o Nichtnegativitdt. Fir A € Pot(X) ist f(z) > 0 fiir z € A, also auch
A)=> fx)>0
€A

o Normiertheit. Es ist

=> flx)=

reX
o Additivitdt. Fiir disjunkte A, B € Pot(X) gilt
P(AUB)= > f(x)=)_ f(x)+ > f(x)=P(A)+ P(B).
z€AUB €A z€B
e Endlichkeit und Normiertheit des Trigers. Fir x € X gilt
P({z})= > f(y
ye{z}

Folglich ist {z € X | P({z}) > 0} = {z € X | f(z) > 0} endlich und es gilt

Y Pl =) fla)=

zeX zeX
Insgesamt wird X ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung PX = P.

(b) Da {z € X | f(z) > 0} als Teilmenge der endlichen Menge X selbst endlich ist, folgt dies aus (a). O

(19.11) Beispiel. Es wird {0,1,2} zu einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsver-
teilung gegeben durch

0 fiir A€ {0,{0}},

+ fir A e {{1},{0,1}},
P(4) 2 fiir A € {{2},{0,2}},

1 fiir A e {{1,2},{0,1,2}}.

Beweis. Es sei f: {0,1,2} = R, x + 5. Dann ist f(z) > 0 fiir x € {0,1,2} und es gilt
zr 0 1 2
= —_ = = —_ - = 1.
>, f= > 3=3+3+3
z€{0,1,2} z€{0,1,2}

Nach Proposition (19.10)(b) wird {0,1,2} zu einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlich-
keitsverteilung gegeben durch

0, fallsl1¢ A, 2¢ A, 0, falls A€ {0,{0}},
L o falls1e A, 2¢ A, L falls A € {{1},{0,1}},
A):Zf(x): g el ) ¢A _ ;, ) {{}{ }}
oy 2, falls1¢ A 2¢€ A, 2, falls A € {{2},{0,2}},
1, fallsle A, 2€ A 1, falls A € {{1,2},{0,1,2}},
fiir jedes Ereignis A von {0, 1, 2}. O
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Laplacerdume

Nimmt man an, dass die Ergebnisse eines Zufallsexperiments alle gleichberechtigt sind, so modelliert man dieses
durch einen Laplaceraum, bei der sich die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses aus dem Verhéltnis der fiir das
Ereignis giinstigen Ergebnisse und der Anzahl aller Ergebnisse ergibt:

(19.12) Definition (Laplaceraum). Ein Laplaceraum (oder uniformer Raum oder Laplaceexperiment) ist ein
endlicher Wahrscheinlichkeitsraum X mit Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben durch

A
P(4) =
RY
fiir jedes Ereignis A von X.

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses in einem Laplaceraum lésst sich also durch Berechnung der Kardinali-
taten einer endlichen Menge und einer Teilmenge bestimmen. Mit anderen Worten: Wahrscheinlichkeitstheore-
tische Fragestellungen in Laplacerdumen entsprechen im Wesentlichen kombinatorischen Fragestellungen.

(19.13) Beispiel.

(a) Der Wahrscheinlichkeitsraum X mit Ergebnismenge X = {0,1} und Wahrscheinlichkeitsverteilung gege-

ben durch
0 firA=0,
P(A) =14 fiir A e {{0},{1}},
1 fir A=0,1}.

ist ein Laplaceraum.

(b) Der Wahrscheinlichkeitsraum Y mit Ergebnismenge Y = {0, 1} und Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben

durch
0 firA=0,
1 . _
P(A) = {1 fle"A {0},
5 fiir A= {1},
1 fir A={0,1}.

ist kein Laplaceraum.
Beweis.

(a) Esist | X|=|{0,1}| = 2. Wegen

P@)=0=7 = &”'
P} = 5 = 1.
Py =5 =1,

P{0,1}) =1= ; _ I{?;H

ist X ein Laplaceraum.

(b) Esist |Y|=|{0,1}] = 2. Wegen

_ 1,1 {o}
P({O})_Z#i_W
ist Y kein Laplaceraum. O
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(19.14) Bemerkung. Es sei ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum X gegeben. Genau dann ist X ein Lapla-
ceraum, wenn

1

P(z) = m

fiir jedes Ergebnis x von X gilt.

Beweis. Wenn X ein Laplaceraum ist, so gilt P(A4) = % fiir jedes Ereignis A von X, also insbesondere

w1
@ ="xT =X

fiir jedes Ergebnis « von X. Umgekehrt, wenn P(z) = ﬁ fiir jedes Ergebnis  von X gilt, so ist nach Proposi-

tion (19.9) auch
LA
P(A) = P(z) = — ==
2P0 =2 K~ x)
fiir jedes Ereignis A von X, d.h. X ist ein Laplaceraum. O

Bisher haben wir Laplacerdume nur beschrieben. Nun zeigen wir, dass eine Gleichverteilung auf jeder endlichen
Menge existiert, d.h. dass sich jede endliche Menge als Laplaceraum auffassen lésst:

(19.15) Bemerkung. Es sei eine nicht leere endliche Menge X gegeben. Dann wird X zu einem Laplace-
raum X = Xpaplace mit Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben durch

_ 4l

PXLaplace (A) —
| X

fiir jedes Ereignis A von Xyaplace-

Beweis. Essei f: X - R, z — \71| Dann ist f(x) > 0 fiir x € X und es gilt

1 1
> =Y =X =1
xeXf(x) zeX |X| | ||X| :

Nach Proposition (19.10)(b) wird X zu einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsver-
teilung gegeben durch

1 1 | A
P(A):Zf(x):z:m:V”m:m
€A €A
fiir jedes Ereignis A von X. O

Alternativer Beweis von Bemerkung (19.15). Es sei P: Pot(X) — R, A — %. Wir verifizieren die Axiome
eines quasiendlichen Wahrscheinlichkeitsraums:

o Nichtnegativitdt. Fir A € Pot(X) ist

A
L

o Normiertheit. Es ist

_ X

P(X) = Xk

o Additivitdt. Fiir disjunkte A, B € Pot(X) gilt

_JAUB| _ A+ |B| _ |4 | |B| _

P(AUB) = X X x| |X|_P(A)+P(B).
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o Endlichkeit und Normiertheit des Trigers. Fir x € X ist

P({z}) = ||{§ — % > 0.

Insbesondere ist {z € X | P({z}) > 0} = X endlich und es gilt

1 1
ZP({x}):Zm:|Xm:1.

zeX rzeX

Insgesamt wird X zu einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung PX = P. [

(19.16) Definition (Laplaceraum). Es sei eine nicht leere endliche Menge X gegeben. Der endliche Wahrschein-
lichkeitsraum X = Xpaplace aus Bemerkung (19.15) wird Laplaceraum (oder uniformer Raum) auf X genannt.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Xpaplace Wird auch Gleichverteilung auf X genannt und als Pynye =
pPX £ = PXraplace notiert.

uni

Sofern wir keine anderweitigen Vereinbarungen treffen, fassen wir eine Menge nach Bemerkung (19.15) stets als
Laplaceraum auf.

(19.17) Beispiel. Es wird [1,6] zu einem Laplaceraum.
Beweis. Dies folgt aus Bemerkung (19.15). O

(19.18) Anwendungsbeispiel. Die moglichen (realen) Ergebnisse eines Wiirfelwurfs mit einem gewthnlichen
Wiirfel seien als (formale) Ergebnisse des Laplaceraums [1,6] modelliert, wobei x fiir « € [1,6] dem Ergebnis
entspricht, dass der Wiirfel nach dem Wurf die Seite mit genau x Augen zeigt.

Das (reale) Ereignis, dass der Wiirfel nach dem Wurf mindestens fiinf Augen zeigt, entspricht dem (formalen)
Ereignis {5,6} von [1,6]. Seine Wahrscheinlichkeit ist gleich

[{5,6}] _ 2 _ 1

PUS6) = Tgl =6~ 3

Das (reale) Ereignis, dass der Wiirfel nach dem Wurf eine gerade Anzahl an Augen zeigt, entspricht dem
(formalen) Ereignis {2,4,6} von [1,6]. Seine Wahrscheinlichkeit ist gleich

{2,4,6} _ 3 _1

P({2,4,6h) = et = =5

Zufallsgrofien

Als néchstes wollen wir Methoden kennenlernen, um aus gegebenen Wahrscheinlichkeitsrdumen neue Wahr-
scheinlichkeitsraume zu konstruieren. Die fruchtbarste Methode liefern dabei sogenannte Zufallsgréften, mit
deren Hilfe sich die fiir eine gegebene Fragestellung relevanten Merkmale eines Zufallsexperiments extrahieren
lassen.

Wir veranschaulichen die Idee an einem einfiihrenden Beispiel:

(19.19) Anwendungsbeispiel. In einer Urne befinden sich zehn rote und 20 schwarze Kugeln. Es wird blind
eine Kugel entnommen. Die moglichen (realen) Ergebnisse dieser Entnahme seien als (formale) Ergebnisse des
Laplaceraums U = [1,10] x {rot} U [1,20] x {schwarz} modelliert. Die Anzahl der Ergebnisse ist nach der
Summenregel (18.4) gleich

|U| =[1,10] x {rot} U[1,20] x {schwarz}| = |[1,10] x {rot}| + |[1,20] x {schwarz}| = 10 + 20 = 30.

Das (reale) Ereignis, dass die gezogene Kugel rot ist, entspricht dem (formalen) Ereignis [1,10] x {rot} von U.
Seine Wahrscheinlichkeit ist gleich

PY([1,10] x {rot}) = 1,10 x {rot}| 10 1

U] 30 3
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Das (reale) Ereignis, dass die gezogene Kugel schwarz ist, entspricht dem (formalen) Ereignis [1, 20] x {schwarz}
von U. Seine Wahrscheinlichkeit ist gleich
1,20] x {schwarz}| 20 2

PY([1,20] x {schwarz}) = I U] =3 =3

Die Menge C = {rot,schwarz} wird zu einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum mit der Wahrscheinlichkeits-
verteilung gegeben durch

fiir B =0,

fiir B = {rot},

fir B = {schwarz},

fir B = {rot, schwarz}.

PY(B) =

= whw~ O

In Anwendungsbeispiel (19.19) interessieren wir uns also nicht in erster Linie fiir Ereignisse im Wahrscheinlich-
keitsraum U (auch wenn wir diese letzten Endes zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten benttigen), sondern
fiir Elemente der Menge C, welcher sich ebenfalls als Wahrscheinlichkeitsraum auffassen lasst. Der Fokus auf
das interessierende Merkmal ldsst sich mit Hilfe einer Zufallsgrofe modellieren:

(19.20) Definition (Zufallsgrofe). Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und eine Menge Y
gegeben. Eine Zufallsgrofie (oder Zufallsvariable) auf X mit Werten in Y (oder Y -wertige Zufallsgrifie auf X
oder Y -wertige Zufallsvariable auf X) ist eine Abbildung f: X — Y.

(19.21) Beispiel. Die Abbildung [1,6] — [0,1],  — 2 mod 2 ist eine Zufallsgréfe auf [1, 6] mit Werten in [0, 1].
(19.22) Anwendungsbeispiel.

(a) In einer Urne befinden sich zehn rote und 20 schwarze Kugeln. Es wird blind eine Kugel entnom-
men. Die moglichen (realen) Ergebnisse dieser Entnahme seien als (formale) Ergebnisse des Laplace-
raums U = [1,10] x {rot} U [1,20] x {schwarz} modelliert. Die Farben der Kugeln seien als Elemen-
te der Menge {rot,schwarz} modelliert. Die Zuordnung der zugehorigen Farbe zu jeder Kugel in der
Urne lésst sich als Zufallsgroke a: U — {rot,schwarz} gegeben durch a(z,rot) = rot fir x € [1,10]
und a(z, schwarz) = schwarz fiir « € [1, 20] auffassen.

(b) Die moglichen (realen) Ergebnisse eines Wiirfelwurfs mit einem gewohnlichen Wiirfel seien als (formale)
Ergebnisse des Laplaceraums [1,6] modelliert. Die Zuordnung der Paritédt zu jeder Augenzahl lisst sich
als Zufallsgrofe p: [1,6] — {gerade, ungerade} gegeben durch

( gerade fir x € {2,4,6},
xTr) =
b ungerade fiir x € {1, 3,5},
auffassen.
Der Sinn einer Zufallsgrofe ist die Konstruktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf ihrer Zielmenge:

(19.23) Proposition. Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und eine Zufallsgrofe f: X — Y
gegeben. Dann wird Y ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum Y = Y mit Wahrscheinlichkeitsverteilung
gegeben durch

PY1(B) =PX(f71(B) = Y P¥(x)
reX
f(x)eB
fiir jedes Ereignis B in Y.
Beweis. Es sei Q: Pot(Y) — R, B — P(f~(B)). Nach Proposition (19.9) gilt dann
QB)=P(f'(B)= > P@)= > P
cef-1(B) reX

f(z)eB

fir B € Pot(Y'). Wir verifizieren die Axiome eines quasiendlichen Wahrscheinlichkeitsraums:
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e Nichtnegativitit. Fir B € Pot(Y') ist
Q(B) =P(f~(B)) > 0.

e Normiertheit. Wegen f~1(Y) = X ist
QY)=P(fT1(Y))=P(X)=1

o Additivitit. Fiir disjunkte B, B’ € Pot(Y) sind f~!(B) und f~1(B’) disjunkt und es gilt
QBUB)=P(f~(BUB') =P(f~1(B)Uf(B) =P(f~(B) + P(f~'(B")

= Q(B) +Q(B).
e Endlichkeit und Normiertheit des Tragers. Fir y € Y mit Q({y}) > 0 gilt

S P@) = Q) >0,

zeX

f@)=y
es gibt also insbesondere ein € X mit f(z) = y und P(x) > 0. Folglich ist {y € Y | Q({y}) > 0}
eine Teilmenge von {f(z) | P(x) > 0} = f({z € X | P(x) > 0}). Als Bild der endlichen Teil-
menge {r € X | P(z) > 0} von X unter f ist aber f({x € X | P(x) > 0}) endlich, also ist
auch {y € Y | Q({y}) > 0} endlich. Ferner gilt

Ry => > Pa)=> P =L

yey yeY zeX zeX
J(z)=y
Insgesamt wird Y ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung PY = Q.

O

(19.24) Definition (durch Zufallsgréfe induzierter Wahrscheinlichkeitsraum). Es seien ein quasiendlicher
Wahrscheinlichkeitsraum X und eine Zufallsgréfe f: X — Y gegeben. Der Wahrscheinlichkeitsraum Y = Y}
aus Proposition (19.23) wird der durch f induzierte Wahrscheinlichkeitsraum genannt. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung von Yy wird auch Wahrscheinlichkeitsverteilung von f genannt und als Py = P}/ := PY’s notiert.

(19.25) Beispiel. Der durch die Zufallsgrofe [1,6] — [0, 1],  — = mod 2 induzierte Wahrscheinlichkeitsraum
ist der Laplaceraum mit Ergebnismenge [0, 1].

Beweis. Es sei r: [1,6] — [0,1], x — 2z mod 2. Die von r induzierte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf [0, 1]
erfiillt

2

P(y) =P(r '({y})) = {P({Z 4,6}), fallsy= 0,} 1

P({1,3,5}), fallsy=1 -
fiir jedes Ergebnis y von [0, 1]. O
(19.26) Anwendungsbeispiel.

(a) In einer Urne befinden sich zehn rote und 20 schwarze Kugeln. Es wird blind eine Kugel entnom-
men. Die moglichen (realen) Ergebnisse dieser Entnahme seien als (formale) Ergebnisse des Laplace-
raums U = [1,10] x {rot} U [1,20] x {schwarz} modelliert. Die Farben der Kugeln seien als Elemente der
Menge C' = {rot,schwarz} modelliert. Die Zuordnung der zugehorigen Farbe zu jeder Kugel in der Urne
sei als Zufallsgrofe a: U — C gegeben durch a(z,rot) = rot fiir « € [1,10] und a(z, schwarz) = schwarz
fiir z € [1,20] modelliert.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des durch a induzierten Wahrscheinlichkeitsraums mit Ergebnismenge C'
ist nach Anwendungsbeispiel (19.19) gegeben durch

fiir B = (),

fir B = {rot},

fiir B = {schwarz},

fiir B = {rot, schwarz}.

PC(B) =PY(a”!(B)) =

= owhw- O
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(b) Die moglichen (realen) Ergebnisse eines Wiirfelwurfs mit einem gewoéhnlichen Wiirfel seien als (formale)
Ergebnisse des Laplaceraums [1,6] modelliert. Paritaten seien als Elemente von @ = {gerade, ungerade}
modelliert. Die Zuordnung der Paritét zu jeder Augenzahl sei als Zufallsgrofe p: [1,6] — Q gegeben durch

( gerade fir x € {2,4,6},
€Tr) =
P ungerade fiir x € {1, 3,5},

modelliert.

Der durch p induzierte Wahrscheinlichkeitsraum ist der Laplaceraum mit Ergebnismenge @, vgl. Bei-
spiel (19.25).

Alternativer Beweis von Beispiel (19.2)(c). Die von der Inklusion inc: {0} — R, aufgefasst als Zufallsgrofe auf
dem Laplaceraum {0}, induzierte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R ist gegeben durch

P(A) = P(inc-'(4)) = {P({O}), falls 0 € A,} _ {1, falls 0 € A,

P(0), falls 0 ¢ A 0, falls0¢ A,

fiir jedes Ereignis A von R. O

Zufallsgrofen auf quasiendlichen Wahrscheinlichkeitsraume induzieren nach Proposition (19.23) die Struktur ei-
nes quasiendlichen Wahrscheinlichkeitsraums auf IThrer Zielmenge. Umgekehrt liefert jeder quasiendliche Wahr-
scheinlichkeitsraum eine Zufallsgrofse:

(19.27) Bemerkung. Es sei ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X gegeben. Dann ist die Identi-
tit idx: X — X eine Zufallsgrofe auf X mit Werten in X. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des durch idy
induzierten Wahrscheinlichkeitsraums Xjq, ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.

(19.28) Bemerkung. Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und eine Zufallsgrofe f: X — Y
gegeben. Fiir y € Y \ Im f ist

P¥(y) =0.
Beweis. Fiir y € Y \ Im f ist f~'({y}) = 0, nach Korollar (19.5) also

PY(y) = PX(f7'({y}) = P*(0) = 0. O

Produktwahrscheinlichkeitsraume

Unabhéngige Zufallsexperimente lassen sich mit Produktrdumen modellieren.

(19.29) Proposition. Es seien eine endliche Menge I und eine Familie von quasiendlichen Wahrscheinlich-
keitsraumen (X;);es tiber I gegeben. Dann wird X ;¢ ; X; ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahr-
scheinlichkeitsverteilung gegeben durch

PXiGIXi(A) _ Z HPXL(xZ)

zeAiel
fiir jedes Ereignis A in X ,c; X;.

Beweis. Es sei f: X;c; X; — R, @ — [[;c;P%(z;). Wir verifizieren die Bedingungen aus Proposi-
tion (19.10)(a):

e Nichtnegativitit. Fiir x € X ;o7 X; ist P (x;) > 0 fiir jedes i € I, also auch

J(@) = [[P¥ () > 0.

i€l
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e Endlichkeit des Trigers. Fiir jedes i € I ist {x € X, c; X; | PXi(x;) > 0} endlich. Folglich ist auch
{ze X Xi| fx) >0} ={ze X X;| [[P¥(x:) >0} ={z € X X; | PXi(x;) > 0 fiir i € I}
iel iel el iel

=z e X X; | PXi(2;) > 0}

icl i€l
endlich.

o Normiertheit. Fiir jedes i € I ist ), P¥i(x;) = 1. Folglich ist auch

Yo tw= Y [[PYe) =] Y PNy =]]t1=1

zeX,cr Xi weXor X; €1 el z,eX; i€l

Nach Proposition (19.10)(a) wird X ;c; X; ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeits-
verteilung gegeben durch

PReri) =3 f@) =3 J[P¥ @)
z€A zeAiel
fiir jedes Ereignis A in X ,c; X;. O
(19.30) Definition (Produktwahrscheinlichkeitsraum). Es seien eine endliche Menge I und eine Familie von
quasiendlichen Wahrscheinlichkeitsrdumen (X;);er iiber I gegeben. Der Wahrscheinlichkeitsraum X ;c; X; mit

der Wahrscheinlichkeitsverteilung aus Proposition (19.29) heift Produktwahrscheinlichkeitsraum (oder Produk-
traum oder Produkt von Wahrscheinlichkeitsraumen oder Produkt) von (X;)ier.

(19.31) Beispiel. Es sei X der Laplaceraum mit Ergebnismenge {0,1} und Y der endliche Wahrscheinlich-
keitsraum mit Ergebnismenge {0, 1} und Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben durch

0 fiir B =10,

1 s _
P(B) = {1 fle‘B—{O},

5 fiir B = {1},

1 fir B=1{0,1}.

(a) Der Produktraum X x X ist der Laplaceraum mit Ergebnismenge {0,1} x {0, 1}.

(b) Der Produktraum Y x Y ist ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge {0,1} x {0,1}. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von Y x Y erfiillt

75 fiir (y1,92) = (0,0)
PYXY(ylva) = 1% fiir (yhy?) € (Lo)a <O7 1)}a
16 fiir (y1,y2) = (1,1).

(c¢) Der Produktraum X X Y ist ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge {0,1} x {0,1}. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von Y x Y erfiillt

XXY x _ fiir (SL‘,y) € {(070)7 (1’0)}a
P @) { fiir (z,y) € {(0,1), (1,1)}.

ool ool

Beweis.
(a) Fir (z1,22) € X x X gilt

LI
RANRY

1 1

PXXX — PX PX — - = .
(z1,72) (z1) P~ (22) 17X <X

_ Ll
=55~
Nach Bemerkung (19.14) ist daher X x X ein Laplaceraum.
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(b) Fiir (yl,yg) €Y xY gilt

i . i falls (y1,y2) = (0,0),
3.4 falls (y1,92) = (1,0)
PYXY(yl,yz) _ Py(yl)PY(y2) — 4 4 ) s U)y
13, falls (y1,2) = (0,1),
% . %, falls (y1,92) = (1,1)
%7 falls (y1,y2) - (050)7
= %7 falls (y1,y2) € {(1,0),(0,1)},
%, falls (y1,92) = (1,1).
(¢) Fiir (z,y) € X x Y gilt
% . i, falls (z,y) = (0,0),
Lol falls (z,y) = (1,0),
PXXY(LE,y):PX(I)PY(y): ? ;1 . ( )_( )
51, falls (z,y) = (0,1),
1. %7 falls (z,y) = (1,1)
_J& falls (z,y) € {(0,0),(1,0)},
3, falls (y1,92) € {(0,1),(1,1)}. -

(19.32) Bemerkung. Es seien eine endliche Menge I und eine Familie von Laplacerdumen (X;);cr iiber I
gegeben. Dann ist X ;c; X; ebenfalls ein Laplaceraum und fiir jedes Ereignis A von X, X; gilt

A
P(A) = ———
Hie] |X2|
Beweis. Fiir jedes Ergebnis « von X ;c; X; gilt
1 1 1
g g Xl TLer 1Xil [ XGer X

Nach Bemerkung (19.14) ist daher X ,;c; X; ein Laplaceraum. Fiir jedes Ereignis A von X;c; X; gilt somit
AL 4

[ Xier Xil  ILies 1Xil
(19.33) Anwendungsbeispiel. Die mdoglichen (realen) Ergebnisse eines Wiirfelwurfs mit zwei gewohnlichen

Wiirfeln seien als (formale) Ergebnisse des Produktraums [1, 6] x [1, 6] modelliert.
Das (reale) Ereignis, dass die Wiirfel nach dem Wurf einen Pasch zeigen, entspricht dem (formalen) Ereignis

A=A{(z,2) [z €[1,6]} ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}
von [1,6] x [1,6]. Seine Wahrscheinlichkeit ist nach Bemerkung (19.32) gleich
|A| 6 1

PA) = el mel ~66 6

P(A) O

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wissen wir, dass bei einem Zufallsexperiment ein gewisses Ereignis eintritt, so legen wir die Wahrscheinlichkeiten
fiir die unter dieser Annahme noch moglichen Ereignisse durch geeignete Einschrankung auf das eintretende
Ereignis fest, d.h. wir ,normieren“ mit der Wahrscheinlichkeit des eintretenden Ereignisses:

(19.34) Proposition. Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und ein Ereignis B von X
mit PX(B) > 0 gegeben. Dann wird B ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsver-
teilung gegeben durch
_ P4

A= px(a)

fiir jedes Ereignis A in B.

247



Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(19.35) Definition (durch Einschrinkung gegebener Wahrscheinlichkeitsraum). Es seien ein quasiendlicher
Wahrscheinlichkeitsraum X und ein Ereignis B von X mit PX(B) > 0 gegeben. Der Wahrscheinlichkeits-
raum B aus Proposition (19.34) wird der durch Restriktion (oder durch Finschrinkung) auf B gegebene Wahr-
scheinlichkeitsraum genannt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von B wird auch durch Restriktion (oder durch
Einschrinkung) auf B gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung genannt.

(19.36) Beispiel. Es sei X der Laplaceraum mit Ergebnismenge [1, 5] und es sei B das Ereignis von X gegeben
durch

B = {z € X | x ist ungerade}.

Dann ist die Wahrscheinlichkeit des Ergebnisses 3 im durch Einschrankung gegebenen Wahrscheinlichkeits-
raum B gleich

Beweis. Die Anzahl der Ergebnisse von X ist gleich |X| = 5. Wegen B = {1,3,5} ist |B| = 3, die Wahrschein-
lichkeit von B in X also gleich
Bl 3
pX(py = 1Bl _3,
(B) X5
Folglich ist die Wahrscheinlichkeit von 3 in B gleich

1
= . 0
3

_PY)

P = b ()

SIS

(19.37) Bemerkung. Es seien ein Laplaceraum X und ein Ereignis B von X mit PX(B) > 0 gegeben. Dann
ist der durch Einschriankung gegebene Wahrscheinlichkeitsraum B ein Laplaceraum.

Beweis. Fiir jedes Ereignis A in B gilt

B

PY(A) x4
PE(A) = == ==
W= pxm) T E B
Folglich ist B ein Laplaceraum. O

Alternativer Beweis von Beispiel (19.36). Wegen B = {1, 3,5} ist

1 1
PE3)= — ==
(3) EiRE
nach Bemerkung (19.37). O

(19.38) Anwendungsbeispiel. Die moglichen (realen) Ergebnisse eines Wiirfelwurfs mit zwei gewohnlichen
Wiirfeln seien als (formale) Ergebnisse des Produktraums [1,6]paplace X [1,6]raplace modelliert. Das (reale) Er-
eignis, dass die Wiirfel nach dem Wurf einen Pasch zeigen, entspricht dem (formalen) Ereignis

B={(z,z) [z e[l,6]} ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}

von X. Das (reale) Ergebnis, dass die Wiirfel nach dem Wurf einen Sechserpasch zeigen, entspricht dem (for-
malen) Ergebnis (6,6) von X. Unter der Bedingung, dass die Wiirfel nach dem Wurf einen Pasch zeigen, ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sie einen Sechserpasch zeigen, nach Bemerkung (19.37) gleich

1 1
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Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und ein Ereignis B von X mit P(B) > 0 gegeben, so
dass B durch Restriktion zu einem Wahrscheinlichkeitsraum wird. Die Inklusion inc: B — X ist dann eine
Zufallsgrofe auf B mit Werten in X, induziert ihrerseits also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X:

(19.39) Definition (bedingte Wahrscheinlichkeit). Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und
ein Ereignis B von X mit P(B) > 0 gegeben, und es bezeichne inc: B — X die Inklusion von B in X. Der
durch die Inklusion inc: B — X, aufgefasst als Zufallsgrofe auf dem durch Restriktion gegebenen Wahrschein-
lichkeitsraum B mit Werten in X, induzierte Wahrscheinlichkeitsraum Xpg := Xj,. wird der durch B induzierte
Wahrscheinlichkeitsraum genannt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Xp wird auch bedingte Wahrschein-
lichkeitsverteilung von X unter (der Bedingung) B genannt und als P(— | B) = PX(— | B) := PX& notiert. Fiir
jedes Ereignis A von X wird P(A | B) die bedingte Wahrscheinlichkeit von A in X unter (der Bedingung) B
genannt.

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung PX (— | B): Pot(X) — R auf einem quasiendlichen Wahrscheinlich-
keitsraum X unter einem bedingenden Ereignis B von X mit P(B) > 0 entspricht einer Erweiterung der durch
Restriktion gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung P?: Pot(B) — R auf beliebige Ereignisse von X:

(19.40) Bemerkung. Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und ein Ereignis B von X
mit P(B) > 0 gegeben. Fiir jedes Ereignis A in X ist
P
P(A|B) = (1;4(;)8)
Beweis. Es bezeichne inc: B — X die Inklusion. Fiir jedes Ereignis A von X ist dann
inc'(A)={zr € B|inc(x) € A} ={r€B|xzc A} = ANB,
also
PX(ANB)

PX(A | B) — PXB(A) — PXincB (A) = PB(inC_l(A)) = PB(Aﬁ B) == PX(B)

O

(19.41) Korollar. Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und ein Ereignis B von X
mit P(B) > 0 gegeben. Jedes Ereignis A in B ist ein Ereignis in X und es gilt

PB(A) =PX(A|B).

Beweis. Es sei ein Ereignis A in B gegeben. Dann ist A eine Teilmenge von B und B eine Teilmenge von X,
also auch A eine Teilmenge von X, d.h. A ist ein Ereignis in X. Nach Bemerkung (19.40) gilt ferner

PX(ANB) PX(A)

PUAID) = pxp ~ pR(p)

=P5(A). O

(19.42) Beispiel. Es seien Ereignisse A und B des Laplaceraums [1, 5] gegeben durch

A={z e X |z >3},
B = {z € X | z ist ungerade}.

Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B gleich

2
P(A|B)=-.
(A1B)=2
Beweis. Die Anzahl der Ergebnisse von X ist gleich |X| = 5. Wegen B = {1, 3,5} ist
|B] _ 3
PB)=1— ==
und wegen ANB ={x € B|xz>3}={3,5}ist
|[ANB| 2
P(ANB) = = -,
Nach Bemerkung (19.40) folgt
P(ANB) % 2
PA|B)= ——t=2=". O
(A1 B) P(B) 33
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(19.43) Bemerkung. Es seien ein Laplaceraum X und ein Ereignis B von X mit PX(B) > 0 gegeben. Fiir
jedes Ereignis A in X gilt

|AN B
| B

P(A|B) =

Beweis. Fiir jedes Ereignis A in X gilt

|[ANB]|
P(AN B) IX] |AN B
P(A|B) = = = . O
(A1 B) P(B) 1Bl |B|
1X]
Alternativer Beweis von Beispiel (19.42). Wegen B = {1,3,5} und ANB ={x € B |z >3} = {3,5} ist
|[ANB| 2
P(A|B) = ==
(418) = 552 = 3
nach Bemerkung (19.43). O

(19.44) Anwendungsbeispiel. Die moglichen (realen) Ergebnisse eines Wiirfelwurfs mit zwei gewohnlichen
Wiirfeln seien als (formale) Ergebnisse des Produktraums

X = [176]Laplace X [1; 6]Laplace

modelliert. Das (reale) Ereignis, dass die Wiirfel nach dem Wurf einen Pasch zeigen, entspricht dem (formalen)
Ereignis

B = {(:L‘,.Z‘) | x € [176]} = {(L 1)7 (272)7 (373>7 (4,4), (575)7 (6’6)}’

von X. Das (reale) Ereignis, dass (mindestens) einer der beiden Wiirfel eine gerade Augenzahl zeigt, entspricht
dem formalen Ereignis

A= ({z €[1,6] | z ist gerade} x [1,6]) U ([1,6] x {y € [1,6] | y ist gerade})
= ({2,4,6} x [1,6]) U([1,6] x {2,4,6})
von X. Wegen
ANB={(2,2),(4,4),(6,6)}
ist

ANB 3 1

nach Bemerkung (19.32) und Bemerkung (19.43).

(19.45) Bemerkung (Satz von Bayes). Es sei ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X gegeben. Fiir
alle Ereignisse A und B von X mit P(A) > 0 und P(B) > 0 gilt

P(A)P(B| A)=P(A| B)P(B).
Beweis. Fiir alle Ereignisse A und B von X mit P(A) > 0 und P(B) > 0 gilt
P(A)P(B|A)=P(BNA)=P(ANnB)=P(A| B)P(B)

nach Bemerkung (19.40). O
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Auswahlmodelle als Wahrscheinlichkeitsraume

Wir wenden unsere bisherigen Konzepte an, um die kombinatorischen Auswahlmodelle aus Abschnitt 18 als
Wahrscheinlichkeitsrdume aufzufassen:

(19.46) Konvention. Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und eine endliche Menge I
gegeben.

(a) Wir fassen Var;(X) = X = X,.; X als Produktwahrscheinlichkeitsraum von (X);c; auf.

(b) Es sei PVa1(X)(Perm;(X)) > 0. Wir fassen Perm(X) als durch Restriktion gegebenen Wahrscheinlich-
keitsraum auf.

(¢) Wir fassen MComb;(X) als durch quo: Var;(X) — MComb;(X), « + [z] induzierten Wahrscheinlich-
keitsraum auf.

(d) Es sei PV211(X)(Perm;(X)) > 0. Wir fassen Comby(X) als durch quo: Perm;(X) — Comb;(X), x + [z]
induzierten Wahrscheinlichkeitsraum auf.

(19.47) Bemerkung. Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und eine endliche Menge I
gegeben.

(a) Fiir jedes Ereignis A von Varj(X) ist

PV (4) = S I[P () = Y [ ¥ ).

zeAiel reAyeX
(b) Es gebe ein 2 € Perm;(X) mit [],.; P*(2;) > 0. Fiir jedes Ereignis A von Perm;(X) ist

PPermI(X) (A) _ ZmGA Hie] PX (371) ZJ;EA HyeX(PX (y))uz @)

ZmePermI(X) Hie[ PX (.’EZ) - ZIGPermI(X) HyGX(PX (y))p’n(y) .

(¢) Fiir jedes Ereignis B von MCombj(X) ist

puComb(X) By = SN TP (@) = Y 1] [T X ()o@

CeBweCicl CeB  yeX
(d) Es gebe ein z € Perm;(X) mit [],.; P*(x;) > 0. Fiir jedes Ereignis B von Comb;(X) ist

pCombs(X) (B = Ycen Yacc Llier P (1) _ > cen HyeX(PX(y))HC(y)
- ceComby (x) 2owec LLier P (@) 3 cecomb, (x) [T,ex(PX(y))re®

Beweis.

(a) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Vary(X) = X! = X,.; X ist nach Proposition (19.29) gegeben

durch
preni(a) = prerX(a) = 3 [P @) =3 [T I P¥w =3 [T )
zeAiel rzeAyeX zlE:Iy reAyeX

fiir jedes Ereignis A von Vary(X).
(b) Nach Proposition (19.9) und (a) ist

PVMI(X)(PermI(X)) _ Z PVarz(X)(x) — Z HPX (z;) > 0.

z€Permy (X) x€Permy (X) i€l

Nach Proposition (19.34) und (a) folgt

PVMI(X)(A) erA Hie[ pX (z:)

PPcrmI(X) A) = —
() = 5V 00 (Permy (X)) ~ epermy ) Loy PX ()
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ZmeA HyEX(PX (y)) Ha (y)
ZmGPermI (X) HyEX (PX (y))}ix ()

fiir jedes Ereignis A von Perm;(X).

(¢) Nach Proposition (19.23) und (a) gilt
PMCombI(X)(B) _ Z PVMI(X)(Z’) _ Z PVarI(X) Z Z PVMI(X)(Z’)

xev?rg();) J:E[Vz]irIBgX) CeB LE[V{]HAX)

quo(z)e x|E x|=

S O SETIERD 9D 0| LR wp of 1 (LI
ceBzeC ceBzeCiel CeBzeCyeX

=Y > TI®EX@yre® =" (el T] ¥ ()re®
CeBzxzeCyeX ceB yeX

(d) Nach Proposition (19.23), (b) und (a) und Korollar (18.61) gilt
PCombI (X)(B) — Z PPermI (X) (.I') — Z PPerm](X) Z Z PPermI(X)(x)

T ees oes ) cepeeiameo
_ Permy(X) _ Hie[ PX(%)
- %%P @)= é; ZyGPermI(X) [Lic PX(wi)
. Ycen 2ec Licr PX(z;) _ > CeB 2oveC Hyex(PX(y»H”(y)
a > ceComby(x) 2ozec Lier PX (@) B Y CeComby (X) 2uzeC [1,cx (PX(y))r=®
 YeenZwee Lex®PX @)@ Yo [CTTex (PX(y) e
- Y CeComby (X) 2azeC [1,cx (PX(y))re® B >_ceComb, (x) IC| [Tyex (PX(y))re®
S TLex X)) e TTyex (PX ()40 ®
— Ycecombs (x) HITTTex PX(@)He® 1IN e comp, (x) Tyex (PX () e ®)
 Yeepllex®X(y)He®
a > CeComby (X) [1,cx(PX(y))re®
fiir jedes Ereignis B von Comb;(X). O

(19.48) Beispiel.
(a) Es sei X der Laplaceraum mit Ergebnismenge {0,1}.
(i) Fiir z € Varz(X) ist

1
PVarg(X) - -
@)=

(ii) Fir C € MCombs(X) ist

PMComb3(X)(C) _ %, falls C' € {[0,0,0],[1,1,1]},
3, falls C € {[0,0,1],[0,1,1]}.

(b) Es sei X der endliche Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge {0, 1} und

L fiir 4y = 0,
P(y):{g fiir y = 1
1 y=1

(i) Fiir z € Varz(X) ist

&, falls 2 € {(0,0,0)},
pYans(X) (g — J 510 falls @ €{(1,0,0),(0,1,0),(0,0, )},
9, falls x € {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)},
(1,1,1)

64>
21 falls ¢ € {(1,1,1

647

2
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(ii) Fir C € MCombs(X) ist

1

64°
PMCombg(X) (C) —J) 9

647
27
647

Beweis.

(a) (i) Nach Bemerkung (19.47)(a) ist

1

PVars(X) PX —

H a:, H 2

i€[1,3] e1,3
fir « € Varg(X).
(ii) Nach Proposition (19.23) und (i) ist
1
PMCombg(X)(C) _ Z PVarg(X)(x) _ Z 1 _ g _ {27 falls C € {[0,0,0
zE€Vary (X) zeC 8 8 EX falls €' € {[O’O’ 1
[z]=C

fiir C € MCombjs(X).

(b) (i) Nach Bemerkung (19.47)(a) ist
PV (a) = TT (B¥ (1)) = (BX(0))+(®) (BX (1)) = ()00 (et
yex 4 4
(1)3(2)0, falls py (0) = 3, pa(1) =0,
()23, falls pg(0) =2, (1) =1,
G2, falls 1,(0) = 1, (1) = 2,
(%)O (%)37 falls p,(0) =0, py(1) =3
6—14, falls z € {(0,0,0)},
)3 s o e {(1,0,0),0,1,0),0,0,1)},
2, falls 2 € {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)},
2T falls 2 € {(1,1,1)},
fir z € Varg(X).
(ii) Nach Proposition (19.23) und (i) ist
6—14, falls C' =
PMCombg(X)(C) _ Z PV'MS(X)(x) _ Z PV"”S(X)(;U) _ 3. %, falls C' =
3.2, falls C =
x€Vary (X) zeC 64°
[z]=C %, falls C' =
L. falls C € {[0,0,0]},
= 69—4, falls C € {[0,0,1]},
20 falls C € {[0,1,1],[1,1,1]},

fiir ¢ € MCombgs(X).

falls C' € {[0,0,0]},
falls C' € {[0,0,1]},
falls C € {[07 ]-7 1}7 [13 ]-7 1]}

[
[
[
[

0,0,0},

0,0,1

0,1,1},

1,1,1

]
]
]
]

)

O

(19.49) Bemerkung. Esseien n € N, k € Ny, ein Laplaceraum X mit |X| = n und eine k-elementige Menge I

gegeben.

(a) Der endliche Wahrscheinlichkeitsraum Vary(X) ist ein Laplaceraum.

(b) Es gelte & < n. Dann ist Perm;(X) ein Laplaceraum.
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(¢) Es gelte £ < n. Dann ist Comb;(X) ein Laplaceraum.
Beweis.

(a) Dies folgt aus Bemerkung (19.32).

b) Wegen k < n ist Perm;(X) # (), nach (a) gilt also pVarr(X) (Perm; (X)) = [Permi(X)] - ), Nach Bemer-
( g g

[Varr (X)]
kung (19.37) und (a) ist Perm;(X) ein Laplaceraum.
(c) Fiir alle C' € Comb;(X) gilt
1 1 1 1
x W _ TT(Lyeew) — (1yS,exncw _ (L L
[T @* @) = T (e = (3)ex e = (e = L
yeX yeX
Nach Bemerkung (19.47)(d) ist also
PCOmbI(X) (B) = ZCGB HyeX(PX (y)>HC(y) — ZCGB ni" — |B| ni"
ZCECombI(X) Hyex(PX(y))”C(y) ZCECombI(X) nik |Comby (X)) Tle
___ |B]
|Comb;(X)|
fiir jedes Ereignis B von Comb;(X). Folglich ist Comb;(X) ein Laplaceraum. O
Alternativer Beweis.
(c) Fiir jedes Ergebnis C von Comby(X) gilt
1 1
PCombI(X) C) = PPermI(X) — —
©) 2 (z) by |Permy (X)) > |Permy (X)]
z€Permy (X) z€Permy (X) zeC
quo(z)=C [z]=C
_ |C| B k! B 1
[Perm;(X)|  [Ligpy(n—i+1)  [Comb;(X)]

nach Proposition (19.23) und (b), Korollar (18.61), Korollar (18.31) und Korollar (18.62). Nach Bemer-
kung (19.14) ist daher Comb;(X) ein Laplaceraum. O

Nach Beispiel (19.48)(a)(ii) ist MComb; (X)) fiir einen Laplaceraum X und eine endliche Menge I im Allgemeinen
kein Laplaceraum. Stattdessen erhalten wir:

(19.50) Bemerkung. Es sei n,k € Ny, ein Laplaceraum X mit |X| = n und eine k-elementige Menge I
gegeben. Fiir jedes Ereignis B in MComb; (X) gilt

1
MCombj (X _
P () () = 3 |0
CceB
Beweis. Fiir alle C € MComby(X) gilt
1 1

H (PX (y))He® = H (g)uc(y) - (E)Zyex He(y) — (n =

yeX yeX
Nach Bemerkung (19.47)(c) folgt

. 1 1 1
pHComti () = 3 6] TL X @)e® = Y 10l = 3 10l = 2 3 o

CeB  yeX CeB CeB CeB

fiir jedes Ereignis B in MComb;(X). O
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Alternativer Beweis. Nach Proposition (19.23), Bemerkung (a) und Bemerkung (18.18) gilt

PMCombI(X)(B) _ Z PVMI(X)(JC) — Z ‘Varl Z Z i = Z |C|

z€Varr (X) xz€Vary (X CeB zeVary( X) n CEB
quo(z)EB [:v]GB [z]=
1
==l
CceB
fiir jedes Ereignis B von MComby; (X). O

(19.51) Anwendungsbeispiel.

(a) (i) Die moglichen (realen) Ergebnisse eines Wiirfelwurfs mit drei gewohnlichen Wiirfeln seien als
(formale) Ergebnisse des endlichen Wahrscheinlichkeitsraums Varg([1,6]) modelliert. Nach Bemer-
kung (19.49)(a) ist Vars([l,6]) ein Laplaceraum. Die Anzahl der Ergebnisse ist nach Bemer-
kung (18.18) gleich

|Vars([1, 6])] = 6°.

Das (reale) Ereignis, dass die Wiirfel nach dem Wurf dreimal eine 6 zeigen, entspricht dem (formalen)
Ereignis

A={(6,6,6)}
von Vars([1,6]). Seine Wahrscheinlichkeit ist gleich

A 1 1
4] — — 2 0,0046.

P = Nan(e)] ~ 6@ ~ 216

Das (reale) Ereignis, dass die Wiirfel nach dem Wurf genau zweimal eine 6 zeigen, entspricht dem
(formalen) Ereignis

A" = {6} x {6} x [1,5] U {6} x [1,5] x {6} U[L,5] x {6} x {6}

von Vars([1,6]). Die Anzahl der Ergebnisse von A’ ist nach der Summenregel (18.4) und der Pro-
duktregel (18.8) gleich

A" = [{6} x {6} x [1,5] U{6} x [1,5] x {6} U[L,5] x {6} x {6}
= |{6} x {6} x [1,5]| + |{6} x [1,5] x {6}| + |[1,5] x {6} x {6}| =5+5+5=15.
Die Wahrscheinlichkeit von A’ ist folglich gleich
|A’| 15 5

=~ 0,0694.

PA) = Mool — 6~ 7

Das (reale) Ereignis, dass die Wiirfel nach dem Wurf mindestens zweimal eine 6 zeigen, entspricht

dem (formalen) Ereignis AU A’ von Vars([1, 6]). Seine Wahrscheinlichkeit ist gleich

) — p_l, 1516 2 2
P(AUA) =P(A) +P(4) = 63+63 = & = 35 = 57 ~0074L

(ii) Die moglichen (realen) Ergebnisse eines Wiirfelwurfs mit drei gewohnlichen Wiirfeln seien als (for-
male) Ergebnisse des endlichen Wahrscheinlichkeitsraums MCombg([1, 6]) modelliert.

Das (reale) Ereignis, dass die Wiirfel nach dem Wurf dreimal eine 6 zeigen, entspricht dem (formalen)
Ereignis

B ={[6,6,6]}
von MCombs([1, 6]). Wegen

16,6.6]] = [{(6,6,6)} =1
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ist seine Wahrscheinlichkeit nach obiger Bemerkung gleich

6,6,6]] 1 _
P(B) = "= = gic ~ 0,0046.

Das (reale) Ereignis, dass die Wiirfel nach dem Wurf genau zweimal eine 6 zeigen, entspricht dem
(formalen) Ereignis

B = {C € MCombs ([1,6]) | 1o(6) = 2)
von MCombs([1, 6]). Die Abbildung

[1,5] = B', z + [z,6,6]
ist eine Bijektion. Wegen

|[,6,6]] = [{(«,6,6),(6,2,6),(6,6,z)}| =3
fiir = € [1,5] ist die Wahrscheinlichkeit von B’ nach obiger Bemerkung gleich

1 1 1 5-3 5
n_ _ _ — -2 o
P(B) = > Cl= > 12,6,6]| = > 3= " = 5 = 0,0694.
ceB’ z€[1,5] xz€[1,5]

Das (reale) Ereignis, dass die Wiirfel nach dem Wurf mindestens zweimal eine 6 zeigen, entspricht
dem (formalen) Ereignis B U B’ von MCombs([1, 6]). Seine Wahrscheinlichkeit ist gleich

IO (N S D

VAN n_ * -
P(BUB)=P(B)+P(B) =+ 5= =35 =

Pokerhénde (in der Variante Texas Hold’em) nach dem Austeilen seien als 2-Kombinationen in

K ={9,0,8,&) x {2,3,4,5,6,7,8,9,10,B,D,K, A},

d.h. als Ergebnisse des endlichen Wahrscheinlichkeitsraums Combs(K) modelliert. Nach Bemer-
kung (19.49)(c) ist Comby(K) ein Laplaceraum. Die Anzahl der Ergebnisse ist nach der Produktre-
gel (18.8) und Korollar (18.62) gleich

4-13 52 5251
K)| = = = ——=126-51.
|Comby (K)| ( ) ) <2) 1 6-5

Das (reale) Ereignis, dass eine Pokerhand nach dem Austeilen zwei Asse enthilt, entspricht dem
(formalen) Ereignis

A= {[(flaA)v(fQ’A)] | flan € {@703‘7&} mit fl 7é f2}
= {[z1,22] | 1,22 € {0, O, M, &} x {A} mit x1 # 22} = Combs ({0, O, M, &} x {A})

von Combg(K). Die Anzahl der Ergebnisse von A ist nach Korollar (18.62) gleich

] = [Combu({9, &, 4. &} x {A})] = (;‘) —13 5y

Die Wahrscheinlichkeit von A ist folglich gleich

. 1 1
4] 2-3 — =~ 0,0045.

P(4) = |Comby(K)| ~ 26-51 13-17 221

Das (reale) Ereignis, dass eine Pokerhand nach dem Austeilen eine 2 und eine 7 in unterschiedlichen
Kartenfarben enthélt, entspricht dem (formalen) Ereignis

B ={[(f1,2),(f2, D] | f1, f2 € {0, , M, &} mit f1 # fo}
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= {[(f1,2), (f2,1)] | f € Perma({©, O, &, 1)}
von Combs(K). Die Abbildung
Permy({Q, O, b, &}) = B, f = [(f1,2), (f2,7)]
ist eine Bijektion. Nach der Gleichheitsregel (18.1) und Korollar (18.31) ist die Anzahl der Ergebnisse
von B folglich gleich
|B| = |Perma({Q, O, 4, &})| =4-3 =12.
Somit ist die Wahrscheinlichkeit von B gleich

|B| 12 2 2
—~_ ~0,0090.

P(B) = |Comby(K)| — 26-51 13-17 221

Pokerhénde (in der Variante Texas Hold’em) nach dem Austeilen seien als 2-Permutationen in
K = {(97 <>7 ‘7 *} X {2a 37 47 57 67 73 87 97 107 B7 D7 Ka A}7

d.h. als Ergebnisse des endlichen Wahrscheinlichkeitsraums Perms(K) modelliert. Nach Bemer-
kung (19.49)(b) ist Permy(K) ein Laplaceraum. Die Anzahl der Ergebnisse ist nach der Produktre-
gel (18.8) und Korollar (18.31) gleich

|[Permy(K)| = 52 - 51.

Das (reale) Ereignis, dass eine Pokerhand nach dem Austeilen zwei Asse enthilt, entspricht dem
(formalen) Ereignis

A={((f1,A),(f2,A) | fi, o € {0, O, b, &} mit f1 # fo}
={(z1,22) | 1,22 € {0, O, M, &} X {A} mit 1 # 22} = Permy ({0, &, d, &} x {A})
von Permy(K). Die Anzahl der Ergebnisse von A ist nach Korollar (18.31) gleich
|A] = |[Perma({Q, O, b, &} x {A})| =4-3.
Die Wahrscheinlichkeit von A ist folglich gleich

|A| 4.3 1
P(A) = = = =
(4) |Permy(K)| ~ 52-51  13-17 221

~ 0,0045.

Das (reale) Ereignis, dass eine Pokerhand nach dem Austeilen eine 2 und eine 7 in unterschiedlichen
Kartenfarben enthélt, entspricht dem (formalen) Ereignis

B = {((f1’2)7(f2’7)) | i, f2 € {@7<>a‘v*} mit fi # fZ}
U{((f1,7), (f2,2) | f1, f2 € {9, O, 4, &} mit f1 # fo}
={((f1.2), (f2,7)) | f € Permy({©, O, b, &})}
U{((f1.7), (f2,2)) | f € Permz({D, O, &, &})}
von Perms(K'). Die Abbildungen

Perm?({®7 s ‘7&}) - {((fla 2)7 (f2a 7)) | S Pel‘mg({v, s ‘7*})}7 [ ((fh 2), (f27 7)),
Permy ({90, ¢, b, &}) = {((f1,7), (f2,2)) | f € Perma ({0, O, d, 1)}, [ ((f1,7), (f2,2)),
sind Bijektionen. Nach der Summenregel (18.1), der Gleichheitsregel (18.1) und Korollar (18.31) ist

die Anzahl der Ergebnisse von B folglich gleich
1B = {((f1,2), (f2,7)) | f € Permy({Q, O, b, &})}
U{((f1,7), (f2,2)) | f € Perma ({9, O, &, & 1)}
= {((£1,2), (f2,7) | f € Permy({©, O, b, 1)}
+ H((£1.7), (f2,2)) | f € Perma({Q, O, &, o} }
= |Permy ({9, &, &, &})| + [Perma ({9, &, b, &})| = 2|Perma ({0, O, &, &})| =2-4 - 3.
Somit ist die Wahrscheinlichkeit von B gleich

B |B| _2:43_ 2 2 o000
"~ |Permy(K)| 5251  13-17 221

P(B)
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Stochastische Unabhangigkeit

Es sei ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X gegeben. Der Produktwahrscheinlichkeitsraum X x X dient
zur Modellierung eines doppelt durchgefiihrten Zufallsexperiments, deren einzelne Durchfiihrungen unabhéngig
voneinander geschehen.

Fiir alle Ereignisse A und B von X gilt

POX(AxB) = S PX@)PX(y) = 3 Y PX @) PX () = S PX (@) S PX(y)

(z,y)€EAXB r€AyEB z€A yEB
=PX(A)P¥(B).

Daher ist insbesondere
PX¥*X (4 x X) = PX(4) P¥(X) = PX(4),
P**X(X x B) = PX(X)P¥(B) = PX(B)
und damit
PX*X((Ax X)N (X x B)) = P***(A x B) = PX(A)P¥(B) = P**¥ (A x X)P***(X x B)

fiir alle Ereignisse A und B von X.
Wir wollen Ereignisse A und B von X unabhéngig nennen, wenn Sie sich so verhalten wie ihre entsprechenden
Ereignisse A x X und X x B im Produktwahrscheinlichkeitsraum X x X:

(19.52) Definition (stochastische (Un)abhéngigkeit). Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X
und Ereignisse A und B von X gegeben. Wir nennen A und B stochastisch unabhdngig, falls

P(ANB)=P(A)P(B)
gilt; ansonsten stochastisch abhdngig.

(19.53) Beispiel. Es seien verschiedene Objekte a, b, ¢, d gegeben und es sei X der Wahrscheinlichkeitsraum
mit Ergebnismenge {a, b, ¢, d} und mit

l f..
P(a) = { 3 ?rxe{a,b},
5 fiir z € {c,d}.

(a) Die Ereignisse {a,b} und {a,c} sind stochastisch unabhéngig.
(b) Die Ereignisse {a,b} und {c, d} sind stochastisch abhéngig.

Beweis.
(a) Es ist
P({a,b}) = Pla) + PB) = 3 + 3 = .
P({a,c}) = Pla) + P(c) = 3 + 5 = 5.
P({a,} 1 {a,c}) = Pla) = 3,
also
P({a,b) 0 {a,}) = 5 = = - 5 = P({a,0)) P({a.c})

Folglich sind {a, b} und {a, c} stochastisch unabhéingig.
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(b) Es ist

P({a,b}) =P(a) + P(b) = é + é = ;,
P({e,d}) = P(e) + P(d) = g + 5 = 5.
P({a,0} n{c,d}) = P(0) =0,
also
2 21
P({a,b} N {e.d}) = 0% 2 = 2 -+ = P({a, b)) P({e,d)}).
Folglich sind {a, b} und {c, d} stochastisch abhéngig. O

(19.54) Anwendungsbeispiel. In einer Urne befinden sich zehn rote und 20 schwarze Kugeln. Die mog-
lichen (realen) Ergebnisse einer einfachen Entnahme einer Kugel seien als (formale) Ergebnisse des Laplace-
raums U = RU S mit R = [1,10] x {rot} und S = [1,20] x {schwarz} modelliert.

(a) Eswird blind eine Kugel entnommen, zuriickgelegt, und eine zweite Kugel blind entnommen. Die moglichen
(realen) Ergebnisse dieser zweifachen Entnahme seien als (formale) Ergebnisse des endlichen Wahrschein-
lichkeitsraums Vary (U) modelliert. Nach Bemerkung (19.49)(a) ist Vary(U) ein Laplaceraum. Die Anzahl
der Ergebnisse ist nach Bemerkung (18.18) und Anwendungsbeispiel (19.19) gleich

|Vary (U)| = 30% = 900.

Das (reale) Ereignis, dass die erste gezogene Kugel rot ist, entspricht dem (formalen) Ereignis A = R x U
von Varg(U). Die Anzahl der Ergebnisse von A ist nach der Produktregel (18.8) gleich

|Al =|RxU|=|R|-|U|=10-30=300.
Seine Wahrscheinlichkeit ist somit gleich

A 300 1

P Wan @) ~ 900 ~ 3

Das (reale) Ereignis, dass die zweite gezogene Kugel rot ist, entspricht dem (formalen) Ereignis
B=UXxR

von Varg(U). Seine Wahrscheinlichkeit ist ebenfalls gleich

wie man durch eine analoge Rechnung erkennt.

Das (reale) Ereignis, dass beide gezogenen Kugeln rot sind, entspricht dem (formalen) Ereignis
ANB=Rx R=Vary(R)

von Varg(U). Die Anzahl der Ergebnisse von A N B ist nach Bemerkung (18.18) gleich
|A N B| = |[Vary(R)| = 10* = 100.

Seine Wahrscheinlichkeit ist somit gleich

JAnNB| 100 1

P(ANB)= —+— = — = —.
( ) [Vara(U)] 900 9
Wegen
1 1 1
P(AﬂB)—§—§-§—P(A)P(B)

sind A und B stochastisch unabhéngig.
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(b) Es wird blind eine Kugel entnommen, beiseite gelegt, und eine zweite Kugel blind entnommen. Die mogli-
chen (realen) Ergebnisse dieser zweifachen Entnahme seien als (formale) Ergebnisse des endlichen Wahr-
scheinlichkeitsraums Perms(U) modelliert. Nach Bemerkung (19.49)(b) ist Permy(U) ein Laplaceraum.
Die Anzahl der Ergebnisse ist nach Korollar (18.31) und Anwendungsbeispiel (19.19) gleich

[Permy(U)| = J] (30 —i+1) =30-29 = 870.
1€[1,2]

Das (reale) Ereignis, dass die erste gezogene Kugel rot ist, entspricht dem (formalen) Ereignis
A={z € Perma(U) | 1 € R} = {(x1,22) | 1 € R, z2 € U\ {x1}}
= U {@n,2) |22 € U\ {z1}}

T1ER
von Permy(U). Fiir jedes z1 € R ist
UN{a1} = {(21,22) [ 22 € U\ {z1}}, 22 = (21, 22)

eine Bijektion. Die Anzahl der Ergebnisse von A ist nach der Summenregel (18.4), der Gleichheitsre-
gel (18.1) und der Differenzregel (18.6) gleich

|Al = | U {(z1,22) |22 € U\ {m1}}| = Z H(z1,22) |22 € U\ {71}}| = Z U\ A{z1}]
r1ER r1ER 1€ER
= Z 29 = 10 - 29 = 290.
r1€R

Seine Wahrscheinlichkeit ist somit gleich

A 290 1

PA)= ———— = =_.
(4) |Permq(U)| 870 3
Das (reale) Ereignis, dass die zweite gezogene Kugel rot ist, entspricht dem (formalen) Ereignis

B = {z € Permz(U) | 2 € R}

von Permy(U). Seine Wahrscheinlichkeit ist ebenfalls gleich

wie man durch eine analoge Rechnung erkennt.

Das (reale) Ereignis, dass beide gezogenen Kugeln rot sind, entspricht dem (formalen) Ereignis
ANB={x € Permy(U) | 1 € R, 3 € R} = Permy(R)
von Permy(U). Die Anzahl der Ergebnisse von A N B ist nach Korollar (18.31) gleich

|AN B| = [Permy(R)| = ] (10—i+1)=10-9 = 90.
i€[1,2]

Seine Wahrscheinlichkeit ist somit gleich

|AN B 90 1
PANB)= ————— = — = —.
( ) |Permo(U)| 870 29
Wegen
1 1 11
P(ANB)=—+#-=-.--=P(A)P(B
(ANB)= 55 # 5 =33 = PA)P(B)

sind A und B stochastisch abhéngig.
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(19.55) Bemerkung. Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und Ereignisse A und B von X
mit P(B) > 0 gegeben. Genau dann sind A und B stochastisch unabhéngig, wenn

P(A| B) =P(4)
gilt.

Beweis. Nach Bemerkung (19.40) gilt P(ANB) = P(B) P(A4 | B). Folglich ist P(AN B) = P(A) P(B) dquivalent
zu P(B)P(A | B) = P(A)P(B). Wegen P(B) > 0 sind daher A und B genau dann stochastisch unabhéngig,
wenn P(A | B) = P(A) gilt. O

Erwartungswert und Varianz

Zum Abschluss dieser Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie betrachten wir noch zwei Kennzahlen zur
Beschreibung reellwertiger Zufallsgrofen.
Die erste Kennzahl ist der Erwartungswert, ein mit den Wahrscheinlichkeiten gewichteter Mittelwert:

(19.56) Definition (Erwartungswert). Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und eine Zu-
fallsgrofte f auf X mit Werten in R gegeben. Der Erwartungswert von f ist definiert durch

)= Pla) f(x)

zeX

(19.57) Beispiel. Es sei X der endliche Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge [1,5] und P(z) = %
fir x € X. Der Erwartungswert der Inklusion inc: X — R ist gegeben durch

E(inc) = %

Beweis. Es ist

E(inc) Z P(z)inc(z) = Z 1% T
reX

reX

1 55 11
— 12 22 432+ 42 4+ 52 iy O
= Z;{ +20 43+ 4+ 5%) = o =

(19.58) Anwendungsbeispiel. Die moglichen (realen) Ergebnisse eines Wiirfelwurfs mit zwei gewohnlichen
Wiirfeln seien als (formale) Ergebnisse des Produktraums [1,6] x [1,6] modelliert. Nach Bemerkung (19.32)
ist [1,6] x [1,6] ein Laplaceraum. Die Zuordnung der Augensumme zu jedem Ergebnis sei als Zufallsgro-
Be s: [1,6] x [1,6] = R, (z,y) — x + y modelliert.

Der Erwartungswert von s ist gleich

Bo= Y Pegsew= Y Y plrn=p(X Y et Y Y
6

(:c y)€[1,6]x[1,6] z€[1,6] y€[1,6] z€[1,6] y€[1,6] z€[1,6] y€[1,6]
LD DD DIETED DD DI E N LU BRI P
2 2
ye[l 6] z€[1,6] z€[1,6] y€[1,6]

Der Erwartungswert einer reellwertigen Zufallsgrofe héngt nur von ihren Werten ab:

(19.59) Bemerkung. Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und eine Zufallsgrofe f auf X
mit Werten in R gegeben. Dann ist

E(f)=) Py= > Py

yeR y€lm f

Beweis. Nach Proposition (19.23) und Bemerkung (19.28) ist

E(f)=) P@)fl@)=> Y Pa)f@)=Y > Pay=> Ply= > Py O

reX yER zeX yeER zeX yeR yElm f
f(@)=y f(@)=y
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(19.60) Anwendungsbeispiel. Die moglichen (realen) Ergebnisse eines Wiirfelwurfs mit zwei gewohnlichen
Wiirfeln seien als (formale) Ergebnisse des Produktraums [1,6] x [1,6] modelliert. Nach Bemerkung (19.32)
ist [1,6] x [1,6] ein Laplaceraum. Die Zuordnung der Augensumme zu jedem Ergebnis sei als Zufallsgro-
Be s: [1,6] x [1,6] = R, (z,y) — = + y modelliert.

Dann ist

Ims = {s(z,y) | (z,y) € [1,6] x [1,6]} ={z+y | (x,y) € [1,6] x [1,6]} = [2,12]
und die Wahrscheinlichkeitsverteilung von s erfiillt

fiir z € {2,12},
Z  fiir z € {3,11},

P(z) = Z P(z,y) = Z 1 % fir z € {4, 10},

=17
(2.9)€[L6]x[1.6] (2.)€[L6]x[L6] 3 fir 2 € {5,9},
s(z,y)=z aty=z 2 fiir z € {6,8},

& fiir z € {7}

Nach Bemerkung (19.59) ist der Erwartungswert von s gleich

2€Im s
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
= __ .24 = — 44— _. —_ . — . — . — .1 114+ =12
36 +36 3+36 +36 5+36 6+36 7+36 8+36 9+36 0+36 +36
2 3 4 5 6
=—(2412)+ — 1)+ —(4+1 — — — .
36( + )+36(3+ )+36( + 0)+36(5+9)+36(6+8)+36 7

(14+2434+4+5)-144+6-7
36 N

7.

Als ein Maf fiir die Streuung der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsgréfe mit Werten in R, also der
Abweichung von ihrem Erwartungswert, fiilhren wir die sogenannte Varianz ein. Hierzu fassen wir die Menge
dieser Zufallsgrofen wie folgt auf:

(19.61) Bemerkung. Es sei eine Menge X gegeben.
(a) Die Menge Map(X,R) wird ein kommutativer Ring mit Addition und Multiplikation gegeben durch

(f +9)(x) = fz) + g(x),
(f9)(@) = f(z)g(x)

fir x € X, f,g € Map(X,R). Die Null und die Eins von Map(X,R) sind gegeben durch

0(z) =0,
1(z) =1

fir z € R. Fiir f € Map(X,R) ist das Negative von f in Map(X,R) gegeben durch
(=)(@) = —f(z)

fiir x € R. Ein f € Map(X,R) ist genau dann invertierbar in Map(X,R), wenn f(z) fiir jedes © € X
invertierbar in Map(X,R) ist, und in diesem Fall ist

fir z € R.
(b) Es sei
t: R — Map(X,R), a — (z — a).

Dann ist ¢ injektiv und es gilt:
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o Vertraglichkeit mit den Additionen. Fir a,a’ € R ist v(a + a’) = v(a) + ¢(a’).

o Vertraglichkeit der Nullen. Es ist ¢(0) = 0.

o Vertraglichkeit der Negative. Fiir a € R ist «(—a) = —i(a).

o Vertrdaglichkeit mit den Multiplikationen. Fiir a,a’ € R ist ¢(aa’) = t(a) t(a’).

o Vertraglichkeit der Finselemente. Es ist ¢(1) = 1.

o Vertriglichkeit der Inversen. Fiir a € R* ist 1(a) € (Map(X,R))* mit ¢(a™") = (¢(a)) ™.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(19.62) Konvention. Es sei eine Menge X gegeben. Sofern keine Missverstandnisse entstehen fassen wir von
jetzt an Map(X,R) als kommutativen Ring wie in Bemerkung (19.61)(a) auf und identifizieren R mit dem
Bild der injektiven Abbildung ¢: R — Map(X,R), a — (x — a) aus Bemerkung (19.61)(b). Das heiftt, unter
Missbrauch der Notationen schreiben wir R anstatt Im¢, und fiir ¢ € R notieren wir das Bild ¢(a): X — R,
z — a von a auch als a.

Die Menge Map(R, R) wird auf verschiedene Arten zu einem Monoid: Mit der werteweisen Multiplikation aus
Bemerkung (19.61)(a) sowie mit der Komposition wie in Bemerkung (6.22). Sofern aus der jeweiligen Situation
nicht klar ist, welche Struktur gemeint ist, sagen wir dies explizit dazu. Insbesondere sei angemerkt, dass die
Potenznotation mit der Struktur aus Bemerkung (19.61)(a) eine andere Bedeutung kriegt: Bzgl. der werteweisen
Multiplikation gilt etwa f2(z) = (f(z))? fir z € R, f € Map(R,R), withrend bzgl. der Komposition f%(z) =
f(f(2)) fir x € R, f € Map(R, R) ist.

(19.63) Definition (Varianz). Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und eine Zufallsgrofe f
auf X mit Werten in R gegeben. Die Varianz von f ist definiert durch

V(f) = E((f - E(f))*).

(19.64) Beispiel. Es sei X der endliche Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge [1,5] und P(r) = 3¢
fiir x € X. Die Varianz der Inklusion inc: X — R ist gegeben durch

14
V(inc) = —
(inc) 5
Beuweis. Nach Beispiel (19.57) ist E(inc) = 4, also
11 11 11
V(inc) = E((inc — E(inc))?) = E((inc — 3)2) = P(x)(inc - 3)2(33) => 135(3: - 3)2
zeX zeX
1 1, 1 11, 11, 11, 11, 11,
= S (11— )2 422- — S 44— -
EPILICEE VS IR RS SIS DRRUEE SRS 35
1 8 5 2 1 4 1 210 14
:71772 2772 252 472 72:7'7:7. O
o 2B (o G +5 () = ) =

(19.65) Bemerkung. Es seien ein quasiendlicher Wahrscheinlichkeitsraum X und eine Zufallsgrofe f auf X
mit Werten in R gegeben. Dann ist

V() =Y _Py)y-Ef)*= > P y—E)
yeR y€lm f
Beweis. Nach Bemerkung (19.59) ist
E(f) =) Py
y€R

Nach Proposition (19.23) und Bemerkung (19.28) ist

V() =E(f-E(f)*) =D P (f—E))>*x)=Y_ > P)(f(z)-Ef)?

zeX yeER zeX
f(z)=y
=> ) P@@-EW)’ =) P -E)’= > Pl y—E)> O
yeR zeX yeR yElm f

f(z)=y
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(19.66) Anwendungsbeispiel. Die moglichen (realen) Ergebnisse eines Wiirfelwurfs mit zwei gewohnlichen
Wiirfeln seien als (formale) Ergebnisse des Produktraums [1,6] x [1,6] modelliert. Nach Bemerkung (19.32)
ist [1,6] x [1,6] ein Laplaceraum. Die Zuordnung der Augensumme zu jedem Ergebnis sei als Zufallsgro-
Be s: [1,6] x [1,6] = R, (z,y) — = + y modelliert.

Nach Anwendungsbeispiel (19.60) ist Im s = [2, 12], die Wahrscheinlichkeitsverteilung von s erfiillt

L fiir 2 € {2,12},

36
2 fiir z € {3,11},
P(2) = & fiir z € {4,10},

o fiir z € {5,9},
= fiir z € {6,8},
& fiir z € {7},

und der Erwartungswert von s ist gleich E(s) = 7. Nach Bemerkung (19.65) ist die Varianz von s gleich

V(s) =Y P(2) (= — E(s))?

z€R
1 2 3 4 5 6
= 2-7+ = - B-74+— - A4-74+—=-G6-7°4+—= - 6-7°4+—-(7T-7)7?
56 B+ g B g (=14 g0 BT+ 52 (6-7)"+ 2 (T-7)
5 4 3 2 1
— 8=+ = 9-7+ = (10-7+ = - (11 =7+ —-(12-17)2
+36( )+36( )+36( )+36( )+36( )
1 2 3 4 5
=— 2254+ —-2-16+—-2-94+—-2-44-—-2-1
36 T3 " 36 " 36 T3
- 2:25+42-2:16+3-2-94+4-2-44+5-2-1 35
- 36 6

Zusatzliche Konzepte

Im Folgenden geben wir einige zusétzliche Definitionen, deren Studium dem Leser zur Ubung iiberlassen sei.

(19.67) Definition (Binomialverteilung). Es seien k € Ny und p € [0, 1]g gegeben. Ferner sei X der endliche
Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge {0, 1} und

1—p firy=0,
P(y)={ L
P fir y =1,

und es sei
f:Varg(X) = R, z — pg(1).

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des von f induzierten Wahrscheinlichkeitsraums wird Binomialverteilung zu
den Parametern k und p genannt und als

Bing, =P} : R =R
notiert.

(19.68) Definition (hypergeometrische Verteilung). Es seien n,m,k € Ny mit m < n und k < n gegeben.
Ferner sei

f: Combg([1,n]) = R, [z] — |{i € [1,k] | =; € [1,m]}]

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des von f induzierten Wahrscheinlichkeitsraums wird hypergeometrische Ver-
teilung zu den Parametern n, m, k genannt und als

Hypmm’k = PH}: R—R

notiert.
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20 Graphen

Graphen bilden mathematische Modelle fiir Netze aller Art, wie bspw. Strafen- und Schienennetze, Rechner-
netze oder auch die Struktur des Internets, und sind deshalb fiir die Informatik besonders relevant. Im Rahmen
dieser Vorlesung beschrinken wir uns im Wesentlichen auf einige grundlegende Konzepte zur Beschreibung und
Modifikation von Graphen — theoretische Entwicklungen iiberlassen wir weitgehend weiterfiihrenden Veranstal-
tungen.

Warnend sei zu Beginn angemerkt, dass insbesondere in der Graphentheorie die Terminologiebildung nicht sehr
einheitlich ist — die hier eingefiihrten Konzepte konnen in anderen Texten leicht unterschiedliche Bedeutungen
haben.

Begriffsbildung

Wir beginnen mit der Definition eines Graphen:

(20.1) Definition (Graph). Ein Graph (genauer ein ungerichteter Graph) besteht aus Mengen V und E zusam-
men mit einer Abbildung W: E — Pot(V) so, dass W(a) fiir alle a € FE nicht leer und endlich
mit |W(a)| < 2 ist. Die Menge V wird Eckenmenge des Graphen und ihre Elemente werden Ecken (oder
Eckpunkte oder Punkte oder Knoten oder Objekte) im Graphen genannt. Die Menge E wird Kantenmenge des
Graphen und ihre Elemente werden Kanten im Graphen genannt. Fiir a € E wird W (a) die Eckenmenge von a
und ihre Elemente werden Endpunkte von a genannt.

Fiir einen Graphen G mit Eckenmenge V', Kantenmenge E und Abbildung W: E — Pot(V) so, dass W (a)
fir a € E die Eckenmenge von a ist, schreiben wir V(G) := V, E(G) := E und V(a) = V%) := W(a)
fira € E.

Graphen werden oft durch Skizzen veranschaulicht:

(20.2) Beispiel. Wir haben einen Graphen G gegeben durch

V(G) = {132737475a63 778}7
E(G) = {a,b7C7 d7e’fag7hai7ja k7l}

sowie V(a) = {1,2}, V(b) = {1,4}, V(c) = V(d) = V(e) = {1,5}, V(f) = {4}, V(g) = {4,6}, V(h) = {5,6},
V(z) = {57 7}7 V(J) = V(k> = {678}7 V(l) = {778}'

o ?2
a
4
o3 1T 0D f
cld]e g
/o
5@ ®6
i i k
I
7@ 03

In Beispielen werden wir im Folgenden einen Graphen G mit endlicher Eckenmenge und endlicher Kantenmenge
iiblicherweise durch solche Skizzen wie in Beispiel (20.2) ,definieren”, da dies knapper und intuitiver ist als
die Angabe von V(G), E(G) und V(a) fir a € E(G). Wegen der Endlichkeit ist dann stets eine vollstdndige
Formalisierung méglich, auch wenn wir diese nicht explizit angeben.

(20.3) Definition (leerer Graph). Der Graph mit Eckenmenge () heit leerer Graph und wird unter Missbrauch
der Notation ebenfalls mit () bezeichnet.
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Untergraphen
Zur Herausstellung gewisser Teile eines Graphen hat man das Konzept eines Untergraphen:

(20.4) Definition (Untergraph). Es sei ein Graph G gegeben. Ein Untergraph von G ist ein Graph U so,
dass V(U) C V(G) und E(U) C E(Q) gilt, und so, dass fiir jede Kante a in U die Endpunkte von a in U genau
die Endpunkte von a in G sind.

(20.5) Beispiel. Es sei G der folgende Graph.

o>
a
4
o3 1T [ =l
cld]e g
)
5@ ®6
i J k
l
T@—@ 38

(a) Der folgende Graph ist ein Untergraph von G.

@2
a
4

1@ o0 f
€

®5 ® 6

J k

o7 [

@2 o 2 02
a a m a
4 b 4 4
1@ [ ==ty 1@ o f 1@ o f
e e e
@9 @5 @6 @5 @6 @5 @ 6
J k J k J k
[ g [ ] o7 @3 o7 [ ]

Untergraphen sind durch die Angabe ihrer Ecken- und ihrer Kantenmenge bestimmt.

(20.6) Definition (induzierter Untergraph). Es seien ein Graph G und eine Teilmenge W von V(G) gegeben.
Der Untergraph G|w von G gegeben durch V(G|w) = W und E(G|w) = {a € E(G) | V(a) € W} heifst der
durch W induzierte Untergraph von G.
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(20.7) Beispiel. Es sei G der folgende Graph.

2
a
4
@3 1T [ =iy
cld|e )
/o
5@ @6
% 7 k
l
7@ ® 3

Dann ist G|{1,3,5,6,83 Wie folgt gegeben.

®3 o1

(20.8) Definition (aufspannender Untergraph). Es sei ein Graph G gegeben. Ein Untergraph U von G heifst
aufspannend (in G), falls

V({U) =V(G)
ist.
(20.9) Beispiel. Es sei G der folgende Graph.
02
4
®3 1 T [ ==
clid|e g
/)
5@ @6
i J k
!
7@ @3

(a) Der folgende Untergraph von G ist aufspannend.

[ ]
a
4
3 1@ [ =
C €
h
5@ @6
J k
7@ @3
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(b) Der folgende Untergraph von G ist nicht aufspannend.

[
a
4
1T o0 f
cldle g
/o
5@ @6
J k
@3

In Graphalgorithmen werden iiblicherweise Untergraphen eines gegebenen Graphen modifiziert. Zur knappen
Beschreibung bedienen wir uns folgender Schreibweisen:

(20.10) Notation. Es seien ein Graph G und ein Untergraph U von G gegeben.
(a) Fiir eine Teilmenge W von V(G) sei U UW der Untergraph von G gegeben durch

VUUW) = V(U)UW,
E(U UW) = E(U),

und es sei U \ W der Untergraph von G gegeben durch
VIUNW) = V(U)\ W,
EU\W) ={acEU)|V(e) CV(U)\ W}
(b) Fiir eine Teilmenge F von E(G) sei U U F' der Untergraph von G gegeben durch

VUUF)=V(U)U | V(a),
acF
E(UUF)=E(U)UF,

und es sei U \ F' der Untergraph von G gegeben durch

VU\F)=V(),
E(U\ F) =E(U)\ F.

(20.11) Beispiel. Es sei G der im Folgenden links dargestellte Graph und es sei U der im Folgenden rechts
dargestellte Untergraph von G.

o2 o2
a a
4 b 4
@3 1T oo f @3 1@ 0— f
cldl|e g c e
‘ h
5@ ®6 @5
7 7 k 7
l l
7@ ® 3 7@ ® 3
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(a) Esist UU{5,6} der im Folgenden links dargestellte Untergraph von G und es ist U\ {5, 6} der im Folgenden
rechts dargestellte Untergraph von G.

[ ] [ )
a a
b 4 b 4
®: 1@0———eD f ®: 10———e>D f
C [
®5 ®6
i
l l
T@—@ 8 T@—@ 8

(b) Esist UU{h,i,j,1} der im Folgenden links dargestellte Untergraph von G und es ist U \ {h, i, 5,1} der im
Folgenden rechts dargestellte Untergraph von G.

e 2 o2
a a
4 4
®3 1@ oo f ®3 1@ o0 f
C € C €
h
5@ @6 ®5
i J
l
T@—@ 38 7@ @3

Inzidenz und Adjazenz

Als néchstes stellen wir einige Begriffe zur Beschreibung der Beziehung von Ecken und Kanten innerhalb von
Graphen bereit:

(20.12) Definition (Inzidenz). Es seien ein Graph G, eine Ecke x und eine Kante a in G gegeben. Wir sagen,
dass x mit a inzidiert, wenn = ein Endpunkt von a ist.

x

.7
(20.13) Definition (Adjazenz, Nachbarschaft). Es seien ein Graph G und eine Ecke z in G gegeben.

(a) Es seien eine Ecke y in G und eine Kante a in G gegeben. Wir sagen, dass y iiber a adjazent zu x (oder
verbunden mit x oder benachbart zu x) ist, wenn x und y Endpunkte von a sind.

T a Yy
o———©O

(b) Eine Ecke y in G heifst adjazent zu x (oder verbunden mit x oder benachbart zu x oder ein Nachbar von ),
wenn es eine Kante a in G so gibt, dass y {iber a zu = adjazent ist. Die Menge

MNz) =T%x) := {y € V(GQ) | y ist adjazent zu z}.

heifst Nachbarschaft von x in G.
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(20.14) Beispiel. Es sei G der folgende Graph.

o2
a
4
®3 1T 00D f
cldle g
/o
5@ ®6
i J k
l
' J ®s3

(a) Die Ecke 5 inzidiert mit den Kanten ¢, d, e, h, i und inzidiert nicht mit den Kanten a, b, f, g, j, k, L.
(b) Esist I'(5) = {1,6,7}.

Beschreibung von Ecken und Kanten

Die folgenden Begriffe dienen der Beschreibung gewisser Phéanomene in Graphen.

(20.15) Definition (isolierte Ecke, Schlinge, parallele Kanten). Es sei ein Graph G gegeben.
(a) Eine Ecke z in G heifit isoliert, falls T'(z) = () ist.

T
([

(b) Eine Kante ! in G heit Schlinge (oder Schleife), falls sie nur einen Endpunkt hat, und ansonsten eine
Nichtschlinge (oder Nichtschleife).

[ =)y

Die Menge der Schlingen in G bezeichnen wir mit
Eioop(G) := {l € E(G) | l ist eine Schlinge}.

(¢) Kanten a und b in G heifen parallel, falls sie dieselben Endpunkte haben.

o ?2
a
4
o3 1T 00D f
cld]e g
/o
5@ ®6
i J k
l
7@ 03

Dann ist 3 eine isolierte Ecke und f eine Schlinge in G. Ferner sind ¢, d, e sowie j, k jeweils parallel.
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Beschreibung von Graphen
Graphen als Ganzes kénnen durch die nachfolgenden Begriffe beschrieben werden:
(20.17) Definition (Mehrfachkanten, schlichter Graph). Es sei ein Graph G gegeben.
(a) Wir sagen, dass es Mehrfachkanten in G gibt, falls es parallele Kanten a und b in G mit a # b gibt.

(b) Der Graph G wird schlicht (oder einfach) genannt, falls es keine Schlingen und keine Mehrfachkanten in G
gibt.

In schlichten Graphen sind Kanten durch Angabe ihrer Eckpunkte eindeutig festgelegt. Wir vereinbaren daher:

(20.18) Notation. Es seien ein schlichter Graph G und adjazente Ecken x und y in G gegeben. Wir bezeichnen
die eindeutige Kante a in G mit Endpunkten z und y als (z,y) = (y,2) = 2y = yz := a.

(20.19) Beispiel.
(a) Der Graph

@2
a
4
o3 IT 00 f
cld]|e g
/)
5@ @6
% 7 k
l
I J @3

ist nicht schlicht, er hat sowohl Schlingen als auch Mehrfachkanten.

(b) Der Graph

@2

@3 1@ @4
5@ @6
7@ @3

ist schlicht.

(20.20) Definition (vollstindiger Graph). Ein Graph G heifit vollstindig, falls G schlicht ist und je zwei
(verschiedene) Ecken in G adjazent sind.

(20.21) Beispiel. Die folgenden fiinf Graphen sind vollstdndig.

VAN

. I,

| WY

271



Endlichkeit, Ordnung und Grofse
In unseren Beispielen haben wir bisher stets endliche Graphen im folgenden Sinn betrachtet:
(20.22) Definition (endlicher Graph, Ordnung, Grofe).

(a) Ein Graph G heift endlich, wenn seine Eckenmenge V(G) und seine Kantenmenge E(G) endlich sind, und
ansonsten unendlich.

(b) Es sei ein endlicher Graph G gegeben. Wir nennen |V(G)| die Ordnung und |E(G)| die Gréfle von G.
Im Folgenden werden wir in der Regel endliche Graphen betrachten.

(20.23) Beispiel. Der Graph

o?2
a
4
®3 1T 00D f
cld]e g
‘ h
5@ ®6
i J k
l
I J ® 3

ist endlich, er hat die Ordnung 8 und die Groéfe 12.

Grad
Der Grad einer Ecke gibt an, mit wievielen Kanten die Ecke inzidiert, wobei Schlingen doppelt gezdhlt werden.

(20.24) Definition (Eckengrad). Es seien ein endlicher Graph G und eine Ecke x in G gegeben. Der Grad
(oder Eckengrad) von z in G ist definiert als

deg(z) = deg® () := |{a € E(G) \ Eioop(G) | z inzidiert mit a}| + 2|{a € Eipop(G) | x inzidiert mit a}|.

(20.25) Beispiel. Es sei G der folgende Graph.

@2
a
4
o3 1T [ =,
clid]|e )
/o
5@ ®56
i 7 k
l
7@ ® 3

Dann ist deg(1) = 5, deg(2) = 1, deg(3) = 0, deg(4) = 4, deg(5) = 5, deg(6) = 4, deg(7) = 2, deg(8) = 3.
(20.26) Bemerkung. Es seien ein endlicher Graph G und eine Ecke z in G gegeben. Dann ist

deg(z) = |{a € E(G) | z inzidiert mit a}| + |{a € Eioop(G) | x inzidiert mit a}|.
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Beweis. Nach der Summenregel (18.4) gilt

deg(z) = [{a € E(G) \ Eioop(G) | x inzidiert mit a}| + 2 |{a € Ejoop(G) | x inzidiert mit a}|
= |{a € E(G) \ Eio0p(G) | x inzidiert mit a}| + [{a € Eioop(G) | x inzidiert mit a}|
+ |{a € Eioop(G) | z inzidiert mit a}|
= [{a € E(G) \ Eioop(G) | z inzidiert mit a} U{a € Eipop(G) | x inzidiert mit a}|
+ |{a € Eioop(G) | x inzidiert mit a}|
= |{a € E(G) | z inzidiert mit a}| + |{a € Ejoop(G) | © inzidiert mit a}|.

(20.27) Lemma (Handschlaglemma; EULER, 1736). Es sei ein endlicher Graph G gegeben. Dann gilt

S deg(e) = 2 [E(G)].

z€V(G)
Beweis. Nach der Summenregel (18.4) gilt einerseits

H(z,a) € V(G) x (E(G) \ Eioop(G)) | = inzidiert mit a}|

=| J {(@,a)]a€E(G)\ Eiop(G) so, dass & mit a inzidiert}|
zeV(G)

= 2

zeV(G)

= Z {a € E(G) \ Eioop(G) | x inzidiert mit a}|
zeV(G)

{(z,a) | a € E(G) \ Eipop(G) so, dass z mit a inzidiert}|

und andererseits

H(z,a) € V(G) x (E(G) \ Eioop(G)) | = inzidiert mit a}|

= | U {(z,a) | x € V(G) so, dass & mit a inzidiert}|
a€E(G)\Eioop (G)
= Z H{(z,a) | z € V(G) so, dass x mit a inzidiert}|

a€E(G)\Eioop (GF)

= Z {z € V(G) | = inzidiert mit a}| = Z V(a)| = Z 2
a€E(G)\Eioop (G) a€E(G)\Eioop (G) a€E(G)\Eioop (G)
= 2[E(G) \ Eroop(G)]-

Analog gilt

H{(z,a) € V(G) x Eioop(G) | « inzidiert mit a}| = Z {a € Eioop(G) | x inzidiert mit a}|

z€V(G)
sowie
{(z,a) € V(G) x Eioop(G) | @ inzidiert mit a}| = Z {z € V(G) |  inzidiert mit a}|
H.EE]OOP(G)
= Y Nal= > 1=[Ewp(@)]
aeEloop(G) aeE]oop(G)

Folglich ist

Z {a € E(G) \ Eioop(G) | x inzidiert mit a}| = 2|E(G) \ Eioop(G)],
zeV(G)

Z {a € Eioop(G) | z inzidiert mit a}| = |Eioop(G)-
zeV(Q)
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Wir erhalten

Z deg(z)

zeV(G)
= Z (Ha € E(G) \ Eioop(G) | x inzidiert mit a}| 4+ 2 |{a € Ejoop(G) | x inzidiert mit a}|)
zeV(G)
Z {a € E(G) \ Eioop(G) | x inzidiert mit a}| + 2 Z {a € Eioop(G) | x inzidiert mit a}|
z€V(QG) z€V(G)
2[E(G) \ Eroop(G)| + 2 [Eroop (G)| = 2(JE(G) \ Etoop(G)] + [Eroop (G)) = 2 [E(G)]. O

(20.28) Korollar. Es sei ein endlicher Graph G gegeben. Dann ist [{z € V(G) | deg(x) ist ungerade}| gerade.

Beweis. Nach dem Handschlaglemma (20.27) ist

0=, Z deg(x) = Z deg(x) + Z deg(x)

zeV(G) zeV(G) z€V(G)
deg(z) ist gerade deg(z) ist ungerade
= Z 0+ Z 1 = |{z € V(GQ) | deg(z) ist ungerade}|. O
zeV(G) z€V(G)
deg(x) ist gerade deg(x) ist ungerade
Kantenfolgen

Dient ein Graph etwa als Modell fiir ein Strafennetz, so ldsst sich ein Abgehen gewisser Straflen in einer
bestimmten Reihenfolge mit Hilfe von Kantenfolgen modellieren:

(20.29) Definition (Kantenfolge). Es sei ein Graph G gegeben.

(a)

(b)
()
(d)
()

(f)

Es seien Ecken = und y in G gegeben. Eine Kantenfolge (genauer endliche Kantenfolge) von x nach y
in G ist ein Tupel p = (z9, a1, 21, a2, ...,ax, ) fir ein k € Ny bestehend aus Ecken z; in G fiir i € [0, k]
und Kanten a; in G fir ¢ € [1,k] derart, dass g =  und xp = y ist und z;_; und z; fiir i € [1,k]
die Endpunkte von a; sind. Die Ecken z; fiir ¢ € [0, k] werden Ecken der Kantenfolge und die Kanten a;
fiir i € [1,k] werden Kanten der Kantenfolge genannt. Wir schreiben V(p) = V%(p) := {wo,..., 21}
und E(p) = E%(p) := {ai,...,ar}. Die Ecke 2 wird Anfangspunkt, die Ecke y wird Endpunkt und die
Ecken z; fiir i € [1,k — 1] werden innere Punkte der Kantenfolge genannt. Die nicht-negative ganze
Zahl k wird Linge der Kantenfolge genannt. Eine Kantenfolge der Lange 0 heifst trivial, und ansonsten
nicht-trivial.

Eine Kantenfolge in G ist eine Kantenfolge von = nach y in G fiir gewisse Ecken z und y in G.

Fiir eine Kantenfolge p = (zg, a1,x1,4as,...,ax, k) in G schreiben wir auch p = zoaiz10as ... agxg. Ist G
schlicht, so schreiben wir unter Missbrauch der Notation auch xq ...z, = (xq,...,x%) := p.

Eine Kantenfolge in G heiflt geschlossen, falls ihr Anfangspunkt auch ihr Endpunkt ist, ansonsten offen.
Ein Kantenzug in G ist eine Kantenfolge in G, in welcher alle Kanten verschieden sind.
Eine Tour (oder ein Rundgang) in G ist ein geschlossener Kantenzug in G.

Ein Weg in G ist ein Kantenzug in G, in welchem alle Ecken bis auf méglicherweise Anfangs- und Endpunkt
verschieden sind.

Ein Kreis in G ist ein geschlossener Weg in G.
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(20.30) Beispiel. Es sei G der folgende Graph.

@2
a
4
o3 1T [ =
clid]|e g
/o
5@ ®56
i 7 k
l
T@—@38

(a) Die Kantenfolge 2alc5h6g4ble5i7 in G ist ein offener Kantenzug, aber kein Weg.

(b) Die Kantenfolge 2a1c¢5i7 in G ist ein offener Weg.

(¢) Die Kantenfolge 1e5h6k817i5h6g4 f4b1 in G ist geschlossen, aber keine Tour.
)

(d) Die Kantenfolge 1e5h6g4bl in G ist ein Kreis.

Q2 Q2
a a
b 4 4
@3 1@—<—0> f @3 1T 0— f
c\V/ dVe +g cVd|e g
o /o
5@———@6 5@ ®6
i J k 7 J k
l l
7@ ® 3 7@ ® 3
e 2 @2
a a
b 4 b 4
@3 1T+03f @3 1@———0D f
cl|ldVe +g cldvVe %\g
o /o
5@———@ 6 5@———@ 6
7 J k 7 J k
l l
T@—<—@38 T@—@38

Kantenfolgen lassen sich stets zu Wegen verkiirzen:

(20.31) Bemerkung. Es seien ein Graph G, Ecken z und y in G, ein k € Ny sowie eine Kantenfolge p =
xoai ...axy von x nach y in G gegeben. Wenn es ¢,5 € [0,k — 1] mit ¢ < j und x; = z; gibt, dann ist
P = xoaq ... 0;T;aj41 - .. apTy eine Kantenfolge von = nach y in G mit E(p’) C E(p).

(20.32) Korollar. Es seien ein Graph G, Ecken x und y in G sowie eine Kantenfolge p von z nach y in G
gegeben. Ferner sei

[ :=min {k € Ny | es gibt eine Kantenfolge p’ der Léinge k von = nach y in G mit E(p") C E(p)}
und es sei ¢ eine Kantenfolge der Lange [ von = nach y in G mit E(g) C E(p). Dann ist ¢ ein Weg von x nach y
in G.
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Beweis. Es seien Ecken x; fiir ¢ € [0,1] und Kanten a; fir ¢ € [1,{] mit ¢ = xoai1z1a2 ... aq;z; gegeben. Wegen
der Minimalitét von [ ist fiir ¢, j € [0,{ — 1] mit ¢ < j dann (x¢, a1, ...,a;, 25, aj11, ..., a;, ;) keine Kantenfolge
von x nach y, es gilt also x; # z;. Folglich ist ¢ ein Weg. O

(20.33) Bemerkung. Es sei ein Graph G gegeben.
(a) Fiir jede Schlinge ! mit Endpunkt z in G ist zlz ein Kreis in G.

(b) Fiir parallele Kanten a und b mit Endpunkten z und y in G ist zaybz ein Kreis in G.

Zusammenhang

Mit Hilfe von Kantenfolgen l&sst sich beschreiben, ob sich ein Graph als ,disjunkte Vereinigung“ gewisser
induzierter Untergraphen, den Zusammenhangskomponenten, darstellen l&sst.

(20.34) Bemerkung. Es sei ein Graph G gegeben. Fir z,y € V(G) gelte genau dann = ~ y, wenn es eine
Kantenfolge von = nach y gibt. Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf V(G).

Beweis. Es seien z,y,2z € V(G) mit * ~ y und y ~ z gegeben, so dass es k,I € Ny und Kantenfolgen
ToA1T1a3 . ..aETE VOn Tg = x nach zp = y und yob1y1b2 . .. byy; von yg = y nach y; = z. Dann ist aber z, = y = o
und damit zgaixias...axrb1y1bs ... by, eine Kantenfolge von xy = x nach y; = z, es gilt also auch = ~ z.
Folglich ist ~ transitiv.

Fiir alle z € V(G) ist = eine Kantenfolge von x nach z, es gilt also z ~ x. Folglich ist ~ reflexiv.

Es seien 2,y € V(G) mit x ~ y gegeben, so dass es ein k € Ny und eine Kantenfolge xgaiz1as . . . axxy von xg = x
nach z = y gibt. Dann ist xray ...asz1a170 eine Kantenfolge von x; = y nach xg = x, es gilt also auch y ~ .
Folglich ist ~ symmetrisch.

Insgesamt ist ~ eine Aquivalenzrelation auf V(G). O

(20.35) Definition (Zusammenhangskomponente). Es sei ein Graph G gegeben. Die Aquivalenzrelation ~
auf V(G) aus Bemerkung (20.34) heift Zusammenhang. Fiir x € V(G) heikt G|, die Zusammenhangskompo-
nente von z (in G).

Eine Zusammenhangskomponente heifst trivial, falls ihre Eckenmenge nur aus einer isolierten Ecke besteht, und
ansonsten nicht-trivial.

(20.36) Beispiel. Es sei G der folgende Graph.

o2
a
b 4
o3 IT [ =)y,
cld]e g
/o
5@ @6
i 7 k
l
T@—@38

(a) Der Graph G hat die Zusammenhangskomponenten G|j;) und G|iz).
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(b) Der Graph H := G\ {5,6} hat die Zusammenhangskomponenten H |y}, H|(3) und H|f7.

(| ]
a
b 4
o3 10— O0D f
l
T@—@38

(20.37) Bemerkung. Es seien ein Graph G und Ecken z und y in G gegeben. Genau dann gilt  ~ y, wenn
es einen Weg von x nach y gibt.

Beweis. Wenn = ~ y, d.h. wenn es eine Kantenfolge von z nach y in G gibt, dann gibt es nach Korollar (20.32)
auch einen Weg von x nach y in G. Wenn es umgekehrt einen Weg von = nach y gibt, dann gibt es insbesondere
auch eine Kantenfolge von = nach y in G, da jeder Weg eine Kantenfolge ist. O

(20.38) Definition (zusammenhéngender Graph). Ein Graph G heifit zusammenhdingend, falls fiir alle Ecken x
und y in G stets z ~ y gilt, sonst unzusammenhdngend.

(20.39) Beispiel.
(a) Der Graph

o2
a
b 4
@3 1T [ ==iyi
cld]|e g
/o
5@ @6
i J k
l
TO—@38

ist unzusammenhéngend.

(b) Der Graph

Qo2
a
b 4
1T [ ==l
cld|e g
/o
5@ @6
i J k
l
T@—@38

ist zusammenhéngend.
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Briicken

(20.40) Definition (Briicke). Es seien ein Graph G, Ecken x und y in G und eine Kante ¢ in G mit den
Endpunkten x und y gegeben. Wir nennen a eine Bricke in G, falls z » y in G\ {a} gilt, und ansonsten eine
Nichtbriicke in G.

(20.41) Beispiel.

(a) Es sei G der folgende Graph.

3 o/ X; < 3/ Gg
NPy

Dann ist e eine Briicke in G.

(b) Es sei G der folgende Graph.

9

s

\/ T

Dann ist e eine Nichtbriicke in G.

(¢) Es sei G der folgende Graph.

< X:/j\z/ i
RN

Dann ist e eine Nichtbricke in G.

(d) Es sei G der folgende Graph.

Dann ist e eine Briicke in G.

278



Beweis.

(a) In G\ {e} gibt es keine Kantenfolge von 1 nach 5, so dass 1 » 5 gilt. Folglich ist e eine Briicke in G.

SN i
RN

(b) In G\ {e} ist 1d4i6f5 eine Kantenfolge von 1 nach 5, so dass 1 ~ 5 gilt. Folglich ist e eine Nichtbriicke
in G.

[ ]
<

(¢) In G\ {e} ist 1€'5 eine Kantenfolge von 1 nach 5, so dass 1 ~ 5 gilt. Folglich ist e eine Nichtbriicke in G.

3./ X;/’\g/ ﬂ
NN

(d) In G\ {e} ist 5 eine isolierte Ecke, so dass insbesondere 1 « 5 gilt. Folglich ist e eine Briicke in G.

g

(20.42) Bemerkung. Es sei ein Graph G gegeben.
(a) Jede Schlinge in G ist eine Nichtbriicke in G.

(b) Es sei eine Ecke x in G gegeben, welche zu genau einer Nichtschlinge a in G inzident ist. Dann ist a eine
Briicke.

Beweis.

(a) Es sei eine Schlinge ! in G gegeben und es sei z die zu [ inzidente Ecke in G. Wegen der Reflexivitit von ~
gilt dann z ~ z in G\ {l}, d.h. [ ist eine Nichtbriicke in G.
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(b) Es sei y die von x verschiedene zu a inzidente Ecke in G. Da a die einzige zu x inzidente Nichtschlinge a
in G ist, sind alle zu z inzidenten Kanten in G \ {a} Schlingen. Insbesondere gibt es keine Kantenfolge
von x nach y in G\ {a}. Folglich gilt = »~ y in G \ {a}, d.h. a ist eine Briicke in G. O

(20.43) Proposition. Es seien ein endlicher Graph G und eine Briicke ¢ in G mit den Endpunkten  und y
gegeben. Dann gibt es eine Ecke z in der Zusammenhangskomponente (G \ {a})], so, dass deg®(z) ungerade
ist.

Beweis. EsseiU := (G\{a})|j,) und esseip:= [{z € V(U) | deg¥ (2) ist ungerade}|. Wenn deg® (y) ungerade ist,

so ist z := y eine Ecke in U derart, dass deg®(z) = deg®(y) ungerade ist. Daher sei im Folgenden angenommen,
dass deg®(y) gerade ist. Dann ist

deg? (y) = deg® M} (y) = deg®(y) — 1

ungerade und damit p > 1. Nach Korollar (20.28) ist jedoch p gerade, so dass p > 1 bereits p > 2 impli-
ziert. Folglich gibt es eine von y verschiedene Ecke z in U so, dass degU(z) ungerade ist. Wegen z # y ist
allerdings deg®(z) = deg®\ % (2) = deg¥(2) und damit insbesondere deg®(z) ungerade. O

Eulerziige und Eulertouren
(20.44) Definition (Eulerzug, Eulertour). Es sei ein endlicher Graph G gegeben.

(a) Ein Eulerzug in G ist ein Kantenzug in G, in welcher jede Kante von G (genau einmal) vorkommt.

(b) Eine FEulertour (oder Fulerrundgang) in G ist ein geschlossener Eulerzug in G.

In einem Graphen ist ein Eulerzug also ein Kantenzug, in welchem jede Kante des Graphen (genau einmal)
vorkommt. Entsprechend ist eine Eulertour eine Tour, in welcher jede Kante genau einmal vorkommt.

(20.45) Beispiel.
(a) (i) Es sei G der folgende Graph.

/\ L
\/ e

Die Kantenfolge 1a2b3c4d1e5f6g7h5 ist ein offener Eulerzug in G.

/\
\/

(ii) Es sei G der folgende schlichte Graph.

A

L 3,
RN

ﬂ.+.®

280



Die Kantenfolge 451234253 ist ein offener Eulerzug in G.

1

5@—<—02

<

1@—<—03

(b) (i) Essei G der folgende Graph.

< X:/j\z/ g
NS

Die Kantenfolge 1a2b3c4d1e5f6g7h5€e'l ist eine Eulertour in G.

g

(ii) Es sei G der folgende schlichte Graph.
1 2
/ ! .\
6 0\ >< /o 3
o——©O
5 4
Die Kantenfolge 12342514561 ist eine Eulertour in G.
1 2
/ I .\
PO
() @
5 4

(a) (i) In der Kantenfolge 1a2b3c4dlebf6g7h5 kommt jede Kante von G genau einmal vor. Folglich
ist 1a2b3c4dleb f6gThb ein offener Eulerzug in G.

_—

—_———

Beweis.

(ii) In der Kantenfolge 451234253 kommt jede Kante von G genau einmal vor. Folglich ist 451234253 ein
offener Eulerzug in G.
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(b) (1) In der Kantenfolge 1a2b3cddle5f6g7hbe’l kommt jede Kante von G genau einmal vor. Folglich
ist 1a2b3c4dle5f6g7h5¢’'1 eine Eulertour in G.

(ii) In der Kantenfolge 12342514561 kommt jede Kante von G genau einmal vor. Folglich ist 12342514561

eine Eulertour in G. O

(20.46) Bemerkung. Es seien ein Graph G, Ecken 2 und y und eine Kante a in G mit den Endpunkten x
und y gegeben. Eine Kantenfolge p = xpa1z1as . .. agz von x nach y in G\ {a} fiir ein k € Ny ist genau dann
ein Eulerzug in G \ {a}, wenn zgaiz1as . .. apzrazx eine Eulertour in G ist.

(20.47) Bemerkung. Es seien ein zusammenhingender endlicher Graph G, Ecken z und y in G sowie ein
Eulerzug p von x nach y gegeben.

(a) Fiir z € V(G) \ {x,y} ist deg(z) gerade.

(b) Wenn p offen ist, dann sind deg(z) und deg(y) ungerade. Wenn p geschlossen ist, dann ist deg(z) = deg(y)
gerade.

Beweis. Es sei m die Grofe von G und es seien Ecken z; in G fiir ¢ € [0,m] und Kanten a; in G fiir i € [1,m)]
mit p = xga1T1as . .. 4y Ty, gegeben. Fiir jede Ecke z in G gilt dann
deg(z) = [{a € E(G) \ Eioop(G) | #z inzidiert mit a}| + 2|{a € Eioop(G) | z inzidiert mit a}|
= |{i € [1,m] | a; € E(G) \ Eioop(G) und z inzidiert mit a;}|
+2[{i € [1,m] | a; € Eigop(G) und z inzidiert mit a;}|
= i€ [l,m]|a € E(G)\ Eioop(G) und z = z;_1 }|
+{iel,m]|a; € E(G) \ Eioop(G) und z = x;}|
+{iel,m]|a; € Eioop(G) und z = z;_1}| + |{i € [1,m] | a; € Eioop(G) und z = z;}|
=Hiel,m]|z=zia}[+[{i €[l,m]|z =z}
=Hie0om—1]|z=a}+{iel,m]|z=z}| =0, +2|{t € [Il,m—1] | z =2} + 0. 4.

(a) Fir z € V(G) \ {z,y} ist 6., = 0 =15, und damit deg(z) = 2|{i € [1,m — 1] | z = x;}| gerade.

(b) Wenn p offen ist, dann ist x # y, also 8, , =0 =8, , und damit deg(z) =1+ 2[|{i € [I,m — 1] | z = z;}|
und deg(y) = 2|{i €[l,m—1]|z=ux;}| + 1 ungerade. Wenn p geschlossen ist, dann ist = = v,
also &, , =1 =108, , und damit deg(z) =1+2|{i € [1,m —1] | z = z;}| + 1 = deg(y) gerade. O

(20.48) Satz (Algorithmus von Fleury). Es seien m € Ny, ein zusammenhéngender endlicher Graph G der
Grofe m und Ecken z und y in G so gegeben, dass

0 firze V(G)\{z,y},
deg(2) =2 { 0 fiir z € {x,y}, falls 2 = v,
1 fiir z € {z,y}, falls ¢ # y.
Ferner seien Tupel (a1,...,am), (o, ..., Zm), (Go,-..,Gn) wie folgt rekursiv gegeben.
Fiir ¢ € [1,m] sei a; eine zu x;_; inzidente Nichtbriicke in G;_1, sofern eine solche existiert, und ansonsten eine
zu x;_1 inzidente Briicke in G;_1.
Es sei g := z. Fiir i € [1,m] sei x; der Endpunkt von a; in G;_; mit V&¥i-1(a;) = {x;_1, x;}.
Es sei
G fiir i = 0,
Gi =1 Gio1 \ {ai} tir ¢ € [1,m], falls a; eine Nichtbriicke in G;_; ist,
Gi—1 \ {zi—1} fiir i € [1,m], falls a; eine Briicke in G;_; ist.

Dann gilt:

(a) Fir alle ¢ € [0,m] ist G; ein zusammenhéngender endlicher Graph der Grofe m — ¢ mit

0 firze V(G;) \{zi, vy},
deg® (z) =2 {0 fiirz € {zi,y}, falls x; =y,
1 fiir z € {z;,y}, falls x; # y.
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Fiir alle ¢ € [1,m] gibt es genau dann keine zu x;_; inzidente Nichtbriicke in G;_1, wenn degG"*1 (xi-1) =1
ist.

(b) Esist zgaizias ... amnxy, ein Eulerzug von z nach y in G.

Alternativer Beweis von Beispiel (20.45)(a)(#). Wir verwenden den Algorithmus von Fleury (20.48).
Es sei zg := 4 und Gy := G.

VAN

1Q9———O 3

Eine zu xy = 4 inzidente Nichtbriicke in Gg ist a; := 45. Daher setzen wir 21 := 5 und G; := Gg \ {45}.

A

oO—— 0

®3

Eine zu x; = 5 inzidente Nichtbriicke in G ist as := 51. Daher setzen wir 25 := 1 und Gg := G1 \ {51}.

1
/ .\
%. 2
.7
Die einzige zu 23 = 1 inzidente Kante in G5 ist die Briicke ag := 12. Daher setzen wir x5 := 2 und G5 := G2\ {1}.

A
X

1@

5

4 ®3

5
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Eine zu x3 = 2 inzidente Nichtbriicke in G3 ist a4 := 23. Daher setzen wir z4 := 3 und G4 := G3 \ {23}.
1
/ .\
%
.7
Eine zu x4 = 3 inzidente Nichtbriicke in G4 ist a5 := 34. Daher setzen wir x5 := 4 und G5 := G4 \ {34}.
1
/ .\
5 %% 2

1@—<—03

5 2

o——©0

4 3

Die einzige zu x5 = 4 inzidente Kante in G5 ist die Briicke ag := 42. Daher setzen wir g := 2 und Gg := G5\ {4}.

7/\.2

1@—<—03

Die einzige zu z¢ = 2 inzidente Kante in Gg ist die Briicke a7 := 25. Daher setzen wir 27 := 5 und G7 := Gg\{2}.

C

Die einzige zu z7 = 5 inzidente Kante in G ist die Briicke ag := 53. Daher setzen wir zg := 3 und Gs := G7\{5}.

R
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Nach dem Algorithmus von Fleury (20.48) ist xozixozszs25262708 = 451234253 ein Eulerzug in G.

1

5@—<—@2

41@—=—@3 O

Im vorangegangenen Beispiel waren in jedem Schritt i € [1,8] mit deg®~*(x;_;) > 1 alle zu x;_; inzidenten
Kanten stets Nichtbriicken, so dass wir beispielsweise statt a; = 45 alternativ auch a} := 42 oder a} := 43
hétten betrachten kénnen. Dies muss nicht der Fall sein, wie wir im nachfolgenden Beispiel sehen werden: Dort
kénnten wir statt as = 24 auch a), := 25 betrachten, aber nicht af := 23, da dies eine Briicke in G ist.

(20.49) Beispiel. Es sei G der folgende schlichte Graph.

54./2\.53

Die Kantenfolge 124523 ist ein Eulerzug in G.

1 2 3

1@———@5

Beweis. Wir verwenden den Algorithmus von Fleury (20.48).
Es sei g := 1 und Gg := G.

54./2.\.53

Die einzige zu 2 = 1 inzidente Kante in G ist die Briicke a; := 12. Daher setzen wir 21 := 2 und G := Go\{1}.

34./2\.53

Eine zu x; = 2 inzidente Nichtbriicke in Gy ist as := 24. Daher setzen wir 25 := 4 und Gg := G1 \ {24}.

34./3\.52
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Die einzige zu z3 = 4 inzidente Kante in G5 ist die Briicke ag := 45. Daher setzen wir 23 := 5 und G5 := G2\ {4}.

1 2 3

1@———05

Die einzige zu z3 = 5 inzidente Kante in G ist die Briicke a4 := 52. Daher setzen wir z4 := 2 und G4 := G35\ {5}.

1 2 3

1@——@5

Die einzige zu z4 = 5 inzidente Kante in G4 ist die Briicke a5 := 23. Daher setzen wir z5 := 3 und G5 := G4\ {2}.

1 2 3

1@——@5

Nach dem Algorithmus von Fleury (20.48) ist zozixozszscs = 124523 ein Eulerzug in G.

1 2 3

1@———@5 O]

(20.50) Satz (EULER 1736; HIERHOLZER 1873). Es sei ein zusammenhéngender endlicher Graph G gegeben.
(a) Genau dann gibt es einen offenen Eulerzug in G, wenn es genau zwei Ecken ungeraden Grades in G gibt.
(b) Genau dann gibt es eine Eulertour in G, wenn alle Ecken in G geraden Grad haben.

Beweis.

(a) Wenn es einen offenen Eulerzug p in G gibt, dann haben nach Bemerkung (20.47) Anfangs- und Endpunkt
von p ungeraden Grad und alle anderen Ecken in G geraden Grad. Umgekehrt, wenn es genau zwei Ecken
ungeraden Grades in G gibt, so liefert der Algorithmus von Fleury (20.48) einen offenen Eulerzug in G
von einer dieser beiden Ecken zur anderen.

(b) Wenn es eine Eulertour in G gibt, dann haben nach Bemerkung (20.47) alle Ecken in G geraden Grad.
Umgekehrt, wenn alle Ecken in G geraden Grad haben, so liefert der Algorithmus von Fleury (20.48) eine
Eulertour in G. O

(20.51) Beispiel (Konigsberger Briickenproblem). Es sei G der folgende Graph.
ne

s @

Dann gibt es keine Eulertour in G.

Beweis. Es ist deg(n) = deg(s) = deg(e) = 3 und deg(c) = 5. Nach Satz (20.50)(b) gibt es keine Eulertour
in G. O
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Hamiltonwege und Hamiltonkreise

(20.52) Definition (Hamiltonweg, Hamiltonkreis). Es sei ein endlicher Graph G gegeben.

(a) Ein Hamiltonweg (oder Hamiltonpfad) in G ist ein Weg in G, in welcher jede Ecke von G (genau einmal)
vorkommt.

(b) Ein Hamiltonkreis in G ist ein geschlossener Hamiltonweg in G.
(20.53) Beispiel.
(a) Es sei G der folgende schlichte Graph.

1 2 3
® o o

{ { [ ]
4 5 6

Die Kantenfolge 321654 ist ein offener Hamiltonweg in G.

1 2 3
® @ @

[ (] ()
4 5 6
(b) Es sei G der folgende schlichte Graph.
1 2 3
.> g.g <.
[ [ [
4 5 6
Die Kantenfolge 1425361 ist ein Hamiltonkreis in G

2
@

~Q—<—0 -
o @—<—@ w

ot

Wailder und Baume

Spezielle Arten von Graphen sind Wilder und Béaume:
(20.54) Definition (Wald, Baum, Blatt).
(a) Ein Wald ist ein Graph, in welchem es keine nicht-trivialen Kreise gibt.

(b) Ein Baum ist ein zusammenhéngender Wald.

(c) Es sei ein Wald W gegeben. Ein Blatt in W ist eine Ecke in W, welche zu hochstens einer Kante inzident
ist.
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(20.55) Beispiel.
(a) Der Graph

/N

AN
/N

ist ein Wald, in welchem es 13 Blatter gibt.
(b) Der Graph

/N

/N
/N

ist ein Baum, in welchem es 5 Blétter gibt.

(20.56) Bemerkung. Jeder Wald ist stets ein schlichter Graph.

Beweis. Es sei ein Wald G gegeben. Dann gibt es keine nicht-trivialen Kreise in G. Nach Bemerkung (20.33)(a)
gibt es also insbesondere keine Schlingen und nach Bemerkung (20.33)(b) gibt es insbesondere keine Mehrfach-

kanten in G. Folglich ist G schlicht.

(20.57) Definition (Spannbaum). Es sei ein Graph G gegeben. Ein Spannbaum von G ist ein aufspannender

Untergraph U von G, welcher ein Baum ist.

(20.58) Beispiel. Es sei G der folgende schlichte Graph.

o N Ny
N

Dann ist
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ein Spannbaum von G.

Gefiarbte Graphen

(20.59) Definition (gefdrbter Graph). Ein gefirbter Graph (oder eckengefdrbter Graph) besteht aus einem
Graphen G zusammen mit einer Familie ¢ {iber V(G) derart, dass fiir alle adjazenten Ecken z und y in G stets

Cx F# Cy

ist. Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl den besagten gefirbten Graphen als auch den unter-
liegenden Graphen mit G. Die Familie ¢ wird Féarbung (oder Eckenfirbung) von G genannt. Fiir jede Ecke x in

G wird ¢, die Farbe von x in G genannt.

Fiir einen gefirbten Graphen G mit Fiirbung ¢ schreiben wir clr = clr := ¢.

(20.60) Beispiel.

(a) Wir haben einen schlichten gefirbten Graphen G gegeben durch

V(G) =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9},
E(G) = {12,23,26,34, 67, 78,89}

sowie clr; = rot, clro = blau, clr3 = rot, clry, = blau, clrs = rot, clrg = rot, clr; = blau, clrg = rot,

clrg = blau.
1 2 3 4
@ ([ (] (]
@ (] o @
5 6 7 8

=)

(b) Wir haben einen schlichten gefarbten Graphen G gegeben durch

V(G) = {1’ 2) 37 47 57 6}7
E(G) = {12,14,23,24, 35,36, 45}

sowie clr; = gelb, clro = rot, clrg = blau, clry, = blau, clrs = gelb, clrg = gelb.

1 2 3
O/ '/ .
e——O O
4 5 6

(20.61) Definition (gefarbter Graph).

(a) Es sei eine Menge C gegeben. Ein C-gefirbter Graph (oder C-eckengefirbter Graph) ist ein gefdrbter

Graph G mit clr, € C fiir jede Ecke z in G.

(b) Es sei k € Ny gegeben. Ein [1, k]-gefirbter Graph wird auch k-gefirbter Graph (oder k-eckengefarbter

Graph) genannt.

(20.62) Definition (Farbbarkeit). Es sei k € Ny gegeben. Ein Graph G wird k-farbbar (oder k-eckenfdrbbar)
genannt, falls es einen k-gefarbten Graphen mit unterliegendem Graphen G gibt.

(20.63) Bemerkung. Es seien ein Graph G und k € Ny gegeben. Genau dann ist G ein k-firbbarer Graph,
wenn es eine k-elementige Menge C und einen C-gefiirbten Graphen mit unterliegendem Graphen G gibt.
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(20.64) Beispiel. Der folgende Graph ist 3-farbbar.
1 2 3
./ ./ .
o————©O [ J
4 5 6

Beweis. Dies folgt aus Beispiel (20.60)(b). O

(20.65) Definition (chromatische Zahl). Es sei ein Graph G gegeben. Wir nennen
min {k € Ny | G ist k-farbbar}

die chromatische Zahl (oder Féarbungszahl oder Eckenfirbungszahl) von G.
(20.66) Beispiel. Es sei G der folgende schlichte Graph.

1 2 3
? / o /’
o o ®
4 5 6

Die chromatische Zahl von G ist 3.

Beweis. Nach Beispiel (20.64) ist G ein 3-farbbarer Graph.

Umgekehrt seien k£ € Ny und ein beliebiger k-gefarbter Graph mit unterliegendem Graphen G gegeben. Wir
notieren diesen gefarbten Graphen wieder als G. Da 1 und 2 adjazent in G sind, gilt clr; # clro. Da 1 und 4
adjazent in G sind, gilt clry # clry. Da 2 und 4 adjazent in G sind, gilt clry # clry. Folglich ist

k> |{clry | z € V(G)}| > |{clry, clra, clra }| = 3.
Insgesamt ist die chromatische Zahl von G gleich

min {k € Ny | G ist k-farbbar} = 3. O

Graphpartitionen

(20.67) Definition (k-partiter Graph). Es sei k¥ € Ny gegeben. Ein k-partiter Graph besteht aus einem
Graphen G zusammen mit einer k-Partition P von V(G) derart, dass fiir alle adjazenten Ecken x und y in G
der Teil von z in P ungleich dem Teil von y in P ist. Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl den
besagten k-partiten Graphen als auch den unterliegenden Graphen mit G. Die k-Partition P wird k-Partition
(oder Partition) von G genannt. Fiir z € X wird der Teil von z in P auch der Teil von x in G genannt.

Fiir einen k-partiten Graphen G mit k-Partition P schreiben wir Pt(G) := P.

(20.68) Definition (bipartiter Graph, tripartiter Graph).
(a) Ein 2-partiter Graph wird auch bipartiter Graph genannt.
(b) Ein 3-partiter Graph wird auch tripartiter Graph genannt.
(20.69) Beispiel.
(a) Wir haben einen schlichten bipartiten Graphen G der Ordnung 9 gegeben durch

V(G) = {x17x271’371’4a T5,Y1,Y2,Y3, y4},
E(G) = {x1y1, x2y1, T2y2, T3Y3, T3y, T5Y1, T5Ya ),
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Pt(G) = {{z1, 22, 23,24, 25}, {y1, Y2, Y3, ya } }-

Z1

3 @

® s

/O Ya
s @

(b) Wir haben einen schlichten tripartiten Graphen G der Ordnung 6 gegeben durch

V(G) = {xlaylay2721,Z2,Z3}7
E(G) = {xlylaxly%xlzlaIIZSa9122»?41237?}22’179223}’

Pt(G) = {{z1}, {1, 92}, {21, 20, 23} }.

@ V1
@ Y2
1 @
([ J ([ J o
Z1 z2 zZ3

(20.70) Bemerkung. Es sei k € Ny gegeben.

(a) Essei ein k-partiter Graph G gegeben. Dann wird der unterliegende Graph von G zu einem Pt(G)-gefarbten
Graphen mit Farbung gegeben wie folgt: Fiir jede Ecke x in G ist clr, der Teil von z in G.

(b) Es sei ein gefiarbter Graph G derart gegeben, dass {clr, | © € V(G)} eine k-elementige Menge ist. Dann
wird der unterliegende Graph von G zu einem k-partiten Graphen mit Partition von G gegeben durch

Pt(G) = {{y € V(G) | clry =clry} | 2 € V(G)}.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(20.71) Korollar. Es seien k € Ny und ein Graph G gegeben. Genau dann ist G ein k-farbbarer Graph, wenn
es einen k-partiten Graphen mit unterliegendem Graphen G gibt.

Planare Graphen

(20.72) Vorstellung (planarer Graph). Ein planarer Graph ist ein Graph, welcher so in der Ebene gezeichnet
werden kann, dass sich seine Kanten nur an den Endpunkten beriihren und ansonsten nicht schneiden.
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(20.73) Beispiel.

(a) Der folgende Graph ist planar.

(b) Der folgende Graph ist nicht planar.
/.\
.\ /.
([ )

Ohne Beweis. O

Es sei ein endlicher zusammenhingender planarer Graph G gegeben. Dann ist die Anzahl derjenigen Flichen
in einer Zeichnung von G, bei welcher sich seine Kanten nur an den Endpunkten beriihren und ansonsten nicht
schneiden, welche durch Kanten von G begrenzt werden, unabhéngig von der Zeichnung von G. Bezeichnet n
die Ordnung, m die Gréfe und p die Anzahl dieser Fliachen von GG, wobei wir die dufiere, unendlich grofie Fléche
stets mitzahlen, so gilt der Fulersche Polyedersatz:

n—m+p=2

(20.74) Satz (Vierfarbensatz; APPEL/HAKEN, 1976). Die chromatische Zahl jedes planaren Graphen ist kleiner
oder gleich 4.

Ohne Beweis. O

21 Diskrete Optimierung

Zum Abschluss betrachten wir exemplarisch einen einfachen Algorithmus, mit dem sich ein Optimierungspro-
blem einer durch einen Graphen modellierten Situation 16sen lisst. (5%)

Gewichtete Graphen

Zur Beschreibung des Optimierungsproblems miissen wir Graphen mit einer sogenannten Gewichtsfunktion
versehen:

(21.1) Definition (gewichteter Graph). Ein gewichteter Graph (genauer kantengewichteter Graph) besteht aus
einem Graphen G zusammen mit einer Abbildung w: E(G) — R. Unter Missbrauch der Notation bezeichnen
wir sowohl den besagten gewichteten Graphen als auch den unterliegenden Graphen mit G. Die Abbildung w
wird Gewichtsfunktion von G genannt.

Fiir einen gewichteten Graphen G mit Gewichtsfunktion w: E(G) — R schreiben wir w = w% := w.

In Skizzen schreiben wir Gewichte der Kanten in einem gewichteten Graphen iiblicherweise in runden Klammern
an die Kanten:

(21.2) Beispiel. Wir haben einen schlichten gewichteten Graphen G gegeben durch

V(G) ={1,2,3,4,5,6},
E(G) = {12,16,23,25,34,36,45,56}

55Weitere solche Algorithmen werden in Vorlesungen zur diskreten Optimierung studiert; an der RWTH Aachen bspw. im Rahmen
des Kurses Datenstrukturen und Algorithmen (etwa 2. Semester im Studiengang B.Sc. Informatik).
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sowie w(12) = 1, w(16) = 3, w(23) = 4, w(25) = 4, w(34) = 5, w(36) = 3, w(45) = 2, w(56) = 1.

2 (4) 3
1y —® B \
o W\ .
O o« @
6 (1) 5

Graphen lassen sich auf kanonische Weise als gewichtete Graphen auffassen:
(21.3) Bemerkung. Jeder Graph G wird zu einem gewichteten Graph mit w(a) =1 fiir a € E(G).

(21.4) Konvention. Es sei ein Graph G gegeben. Wenn wir in Zukunft vom gewichteten Graphen G sprechen,
so meinen wir damit stets G mit der Gewichtsfunktion gegeben durch w(a) =1 fiir a € E(G).

(21.5) Definition (Gewicht eines endlichen Untergraphen). Es seien ein gewichteter Graph G und ein endlicher
Untergraph U von G gegeben. Das Gewicht von U ist definiert als

w(U):= Y wa).

a€cE(U)

(21.6) Beispiel. Es sei G der folgende schlichte gewichtete Graph.

oV o
(1) (5)
e (4) (3) \:
(3) ® .%
6 1) 5
Dann ist
W(G\{1,2,3,5}) =9.
Beweis. Es ist
w(Gl{1,2,35)) = > w(a) =w(12) + w(23) + w(25) =1+4+4=09. O

a€E(G|{1,2,3,5})

Minimale Spannbidume

Das Optimierungsproblem, welches wir 16sen wollen, lautet nun wie folgt: Man finde in einem gegebenen end-
lichen gewichteten Graphen einen Spannbaum von minimalem Gewicht, einen sogenannten minimalen Spann-
baum:

(21.7) Definition (minimaler Spannbaum). Es sei ein endlicher gewichteter Graph G gegeben. Ein Spann-
baum 7" von G heiflt minimal, wenn

w(T) = min {w(T") | T' ist ein Spannbaum von G}
ist.

(21.8) Beispiel. Es sei G der folgende schlichte gewichtete Graph.

3
[ ]
AN

(
1@ ®>2
(3
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Dann ist

A

ein minimaler Spannbaum von G.

Beweis. Es sei T7 der im Folgenden links dargestellte Untergraph von G, es sei 15 der im Folgenden mittig
dargestellte Untergraph von G, und es sei T5 der im Folgenden rechts dargestellte Untergraph von G.

3 3

3
[ ) [ )] [ ]
<7 ¥> <7&>
—0 2 1@ o2 1@ o2

1@
(3) (3)

Dann ist

{T" | T' ist ein Spannbaum von G} = {Ty,T%, T3}.

Wegen
w(Ty) =w(12) + w(13) =3+ 2 =5,
w(Ty) =w(12) + w(23) =3+ 1 =4,
w(T3) =w(13)+w(23)=2+1=

ist folglich
w(T3) = 3 =min{5,4, 3} = min {w(71), w(T2),w(73)} = min {w(7") | T" ist ein Spannbaum von G}
und damit T3 ein minimaler Spannbaum von G. O

Das Optimierungsproblem zur Bestimmung eines minimalen Spannbaums wird durch folgenden Algorithmus
gelost:

(21.9) Satz (Algorithmus von Kruskal). Es sei ein endlicher gewichteter Graph G der Groke m gegeben. Ferner
sei (a1, ..., am) eine m-Permutation in E(G) mit

w(ar) < w(ag) <wl(az) < ... < w(an).

Das Tupel (T, ..., Tmn) sei wie folgt rekursiv definiert: Fiir ¢ € [0, m] sei

0, falls i = 0,
T; =< T;—1 U{a;}, fallsie€[l,m]und T;_1 U{a;} keinen Kreis enthélt,
T 1, falls ¢ € [1,m] und T;_1 U {a;} einen Kreis enthélt.

Dann ist T3, ein minimaler Spannbaum von G.

Beweisskizze. Es ist vergleichsweise leicht zu zeigen, dass T, ein Spannbaum von G ist.
Angenommen, T}, ist nicht minimal. Es sei U ein minimaler Spannbaum von G so, dass

|E(T,,) NE(U)| = max {|E(T,,) NE(U")| | U’ ist ein minimaler Spannbaum von G}

Da T),, nicht minimal ist, gilt E(7},,) \ E(U) # 0. Wir setzen ¢ := min{j € [1,m] | a; € E(T,,) \ E(U)}.

Da U ein Spannbaum von G ist, enthélt U U {a;} genau einen Kreis. Als Baum enthélt T, keine Kreise, so
dass es auf besagtem Kreis notwendigerweise eine Kante b geben muss, welche nicht zu T,,, gehort. Es ldsst sich
zeigen, dass U’ := (U U {a;}) \ {b} ein minimaler Spannbaum von G mit |E(T},) \ E(U’)| = |E(T:,) \ E(U)| +1
ist, im Widerspruch zur Wahl von U. O
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(21.10) Algorithmus (Algorithmus von Kruskal).
e Fingabe: endlicher, zusammenhéngender gewichteter Graph G der Grofe m
e Ausgabe: minimaler Spannbaum 7" von G

e Verfahren:

function kruskal(G)
bestimme m-Permutation (aq,...,an) in E(G) mit w(a;) < w(az) < ... < w(am);
T:=0;
for ¢+ from 1 to m do
if T U{a;} enthilt keinen Kreis then
T:=TU{a;};
end if;
end for;
return T;
end function;

(21.11) Beispiel. Es sei G der folgende schlichte gewichtete Graph.

2 (4) 3
o o
(1) (5)
]7.//////<4> <3>\\\\\\:
6 (1) 5
Dann ist
2 3

ein minimaler Spannbaum von G.

Beweis. Wir verwenden den Algorithmus von Kruskal (21.9). Zunédchst ordnen wir die Kanten von G nach
aufsteigendem Gewicht:
w(a) H 1 ‘ 2 ‘ ‘ 5
a | 12,56 | 45 | 16,36 | 23,25 | 34

w
W~

Es sei Ty := 0.
2 (4) 3
1 .\ @ ©) ®
(3) ® ® (2)
6 (1) 5

2 (4) 3
L@ (4) (3) °
(3) ® ® (2)
6 (1O 5
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Da T7 U {56} keinen Kreis enthalt, setzen wir Ty := T7 U {56}.

2 (4) 3
yo * )
1 0\ @ @ ®
) g o @
6 () s
Da Ty U {45} keinen Kreis enthélt, setzen wir T5 := Tp U {45}.
2 (4) 3
1y AONE) \
1 .\ @ @ e
SN o @
6 1) 5
Da T3 U {16} keinen Kreis enthélt, setzen wir Ty := T3 U {16}.
2 (4) 3
yo * 4
L e () 3) °
®3) g o @
6 1) 5

Da T, U {36} keinen Kreis enthélt, setzen wir 75 := T4 U {36}.

2 (4) 3

ot ® .
1 .\ ) (3)
(3) ® (2

6 (1) 5

Da T5 U {23} den Kreis 23612 enthilt, setzen wir Ty := Ts.

2 3
Q @
) .y (4) (3) wg
g N\ @
6 (1) 5

Da Ts U {25} den Kreis 25612 enthilt, setzen wir Ty := Tg.

2 3
@ )
y (3) \

5)
4
1@ @
m. .A
6 (1) 5

Da T U {34} den Kreis 34563 enthélt, setzen wir Ty := T7.

2 3
@ @
1 .y /(3) :
g
6 5

1
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