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Kapitel 1

Die ganzen Zahlen und verwandte
Zahlbereiche

1 Die naturlichen Zahlen

Peanostrukturen

Wir formalisieren zundchst den Zahlprozess, wie er etwa in der Grundschule oder sogar im Kindergarten erlernt
wird.

(1.1) Definition (Peanostruktur). Eine Peanostruktur besteht aus einer Menge N zusammen mit einer injek-
tiven Abbildung s: N — N und einem Element o« € N \ Im s so, dass folgendes Axiom gilt.

o Induktionsaziom. Fiir jede Teilmenge U von N mit {a} Us(U) C U gilt U = N.

Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl die besagte Peanostruktur als auch die unterliegende
Menge mit N. Die Abbildung s wird Nachfolgerabbildung von N genannt. Das Element « wird Anfangselement
von N genannt.

Fiir eine Peanostruktur N mit Nachfolgerabbildung s und Anfangselement o schreiben wir suc = sucV := s
und sucn = suc” n := s(n) fiir n € N sowie « = &V := a. Fiir n € N nennen wir sucn den Nachfolger von n.

Das Induktionsaxiom fiir eine Peanostruktur N besagt also gerade, dass fiir jede Teilmenge U von N gilt:
Wenn « € U ist und wenn fiir n € U auch stets sucn € U gilt, dann ist bereits U = N. Auf dem Induktionsaxiom
beruht das Induktionsprinzip, siche Bemerkung (1.5).

Mit weiterfiihrenden Mitteln der (axiomatischen) Mengenlehre konstruiert man die Menge Ng der natirlichen
Zahlen mit Null, indem man 0 := @, 1 := {0}, 2 := {0,1}, usw. setzt. Man kann dann zeigen, dass Ny eine
Peanostruktur mit suc0 = 1, sucl = 2, suc2 = 3, usw., und &’ = 0 wird. Wir verzichten hier auf einen
formalen Beweis, da er den Rahmen dieser Veranstaltung sprengen wiirde. Es sei lediglich angemerkt, dass die
Existenz der natiirlichen Zahlen im Wesentlichen ein Axiom der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre ist: Die Existenz
der natiirlichen Zahlen folgt aus der Existenz einer unendlichen Menge, welche man per Axiom fordert.
Ebenso kann man zeigen, dass N zu einer Peanostruktur wird, siehe Aufgabe 2.

(1.2) Proposition. Es sei eine Peanostruktur N gegeben. Dann ist
N = {«} U Im suc.
Beweis. Siehe Aufgabe 1(a). O
(1.3) Korollar. Es sei eine Peanostruktur N gegeben. Dann ist die Einschriankung
suc/ VM N o N\ {a}
eine Bijektion.

Beweis. Siehe Aufgabe 1(b). O
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(1.4) Definition (Vorgingerabbildung). Es sei eine Peanostruktur N gegeben. Die Vorgingerabbildung von N
ist gegeben durch

prec = (suc/N\eH =1 N\ {a} — N.

Fiir n € N nennen wir precn den Vorgdnger von n.

Induktion und Rekursion

(1.5) Bemerkung (Induktionsprinzip). Es seien eine Peanostruktur N und fiir jedes n € N eine Aussage ¢,
gegeben. Ferner gelte ¢, und es folge aus der Giiltigkeit von ¢,, fiir n € N stets die Giiltigkeit von ¢gyc,. Dann
gilt ¢, fiir alle n € N.

Beweis. Es sei U := {n € N | ¢, gilt}. Da ¢4 gilt, ist « € U. Fiir alle n € U ist ferner ¢, giiltig, nach
Annahme also auch @gycp, d.h. sucn € U. Wir erhalten U = N nach dem Induktionsaxiom, d.h. ¢,, ist giiltig
fiir allen € N. O]

In Bemerkung (1.5) nennt man @, den Induktionsanfang und ¢, fir n € N die Induktionsannahme fir den
Induktionsschluss ¢n = Psuc,, -

Aquivalent kénnen wir in Bemerkung (1.5) auch annehmen, dass ¢, gilt, und dass fiir alle n € N\ {«} aus der
Giiltigkeit von @precrn auch die Giiltigkeit von ¢, folgt, vgl. Proposition (1.2).

Es seien Mengen I und X gegeben. Wir erinnern daran, dass eine Familie in X iiber I eine Teilmenge x von I x X
ist, mit der Zusatzbedingung, dass es fiir alle ¢ € I genau ein y € X mit (¢,y) € = gibt. Wir schreiben dann
tiblicherweise x; = y und (z;);c; = «.

(1.6) Satz (Rekursionssatz). Es sei eine Peanostruktur N gegeben. Fiir jede Menge X, jede Abbildung
t: X — X und jedes Element a € X gibt es genau eine Familie z = (2, )pen in X mit 24 = a und Zgyen, = t(xy)
fir n € N.

Beweis. Um die Existenz von = zu zeigen, setzen wir
I:={yC NxX|(xa)e€yund fir (n,b) € y ist auch (sucn,t(b)) € y}

und

x::ﬂ].

Zunichst zeigen wir, dass = das bzgl. Inklusion kleinste Element von [ ist. Fiir alle y € I ist («,a) € y, also
auch (o, a) € (I = z. Fiir (n,b) € x = (I gilt (n,b) € y fiir alle y € I, also auch (sucn,t(b)) € y fir alley € I
und damit (sucn,t(b)) € (I = z. Folglich ist € I. Wegen x = (I C y fir alle y € I ist x ferner das bzgl.
Inklusion kleinste Element von I.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass x eine Familie in X {iber N ist, also dass es fiir alle n € N genau ein b € X
mit (n,b) € x gibt. Hierzu fithren wir Induktion nach n.

Wegen = € I ist (x,a) € z. Fiir die Eindeutigkeit sei ein beliebiges ¢’ € X mit («,a’) € x gegeben und
es sei ' := z \ {(«,a’)}, so dass * = 2/ U {(a,b)} gilt. Da x das bzgl. Inklusion kleinste Element von I
ist, impliziert dies ' ¢ I. Fiir (n,b) € 2/ C = gilt jedoch (sucn,t(b)) € x; und wegen a ¢ Imsuc sogar
(sucn,t(b)) € z\ {(«,a’)} = 2’. Dies bedeutet jedoch, dass (x,a) ¢ o’ ist. Wegen («,a) € 2 = 2/ U {(«,a’)}
folgt (o, a) = («,a’), also @’ = a. Insgesamt haben wir gezeigt, dass es genau ein b € X mit («,b) € z gibt.

Es sei ein beliebiges n € N gegeben und es gebe genau ein b € X mit (n,b) € x. Wegen = € T folgt
dann (sucn,t(b)) € z. Fir die Eindeutigkeit sei ein beliebiges ¢ € X mit (sucn,c’) € z gegeben und es
sei 2/ := z\ {(sucn, )}, so dass = 2’ U {(sucn, )} gilt. Da x das bzgl. Inklusion kleinste Element von I
ist, impliziert dies 2’ ¢ I. Es gilt jedoch (&, a) € x; und wegen « ¢ Imsuc sogar («,a) € z \ {(sucn,c')} =2’
Fiir (m,d) € o’ C z gilt ferner (sucm,t(d)) € z. Fiir (m,d) € 2’ C x mit m # n folgt wegen der Injektivi-
tét der Nachfolgerfunktion aber sucm # sucn, es ist also sogar (sucm,t(d)) € x \ {(sucn, )} = «’. Folglich
gibt es ein d € X mit (n,d) € 2’ C x und (sucn,t(d)) ¢ z’. Die Induktionsvoraussetzung impliziert nun
aber d = b. Somit haben wir (n,b) € 2’ und (sucn, (b)) ¢ x’. Wegen (sucn, t(b)) € x = 2’ U {(sucn, ')} folgt
(sucn,t(b)) = (sucn,c'), also ¢ = t(b). Insgesamt haben wir gezeigt, dass es genau ein ¢ € X mit (sucn,c) € ©
gibt.
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Nach dem Induktionsprinzip (1.5) gibt es also fiir jedes n € N genau ein b € X mit (n,b) € z, d.h. x ist eine
Familie in X iiber N. Nach Konstruktion gilt ferner: Es ist («,a) € z, d.h. x4 = a. Flir n € N ist (n,z,) € z,
also ist auch (sucn,t(z,)) € x, d.h. Teuen = t(zn).

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei eine beliebige Familie 2’ = (2],)nen in X gegeben. Dann gilt 2, = a = z4.
Fir n € N mit 2}, = z,, folgt ferner

x/sucn = t(l';z) = t(mn) = Tsucn-

Nach dem Induktionsprinzip (1.5) gilt daher z], = x,, fiir alle n € N, also 2’ = z. O

Anstelle der Aussage in Satz (1.6) kann man (mit der dort verwendeten Notation) auch sagen, dass es genau
eine Familie z = (2, )nen in X mit

S a, falls n = «,
" suc(Tprecn ), falls n# «,

fir n € N gibt.

(1.7) Korollar. Es sei eine Peanostruktur N gegeben. Fiir jede Menge X, jede Abbildung ¢: X — X und jedes
Element a € X gibt es genau eine Abbildung f: N — X mit f(«) = a und fosuc=1to f.

(1.8) Korollar. Es seien Peanostrukturen N und P gegeben. Ferner sei f: N — P die eindeutige Abbildung
mit f(al) = of und f osucy = suct o f und es sei g: P — N die eindeutige Abbildung mit g(a?) = oV

und g o suc” = suc’v o g. Dann invertieren f und g sich gegenseitig.

Beweis. Es gilt
g(f(e™)) = g(a”) = a¥,
go fosuch =gosucf o f =sucNogof

sowie

Flg(a)) = f(a™) = &,
fogosuc? = fosuc™ og=suc’ o foy.

N P

Andererseits haben wir aber auch idy (o) = ¥ und idy o suc”y = suc® oidy sowie idp(af) = a«f und
idp o sucP” = suc’ o idp. Nach Korollar (1.7) folgt g o f = idy sowie f o g = idp, d.h. f und g sind sich
gegenseitig invertierende Abbildungen. O

Korollar (1.7) und Korollar (1.8) besagen zusammen insbesondere, dass alle Peanostrukturen isomorph sind, un-
ter Verwendung eines geeigneten Isomorphiebegriffs: Es gibt sich gegenseitig invertierende Abbildungen, welche
vertriglich mit den Nachfolgerabbildungen und den Anfangselementen sind. Wir werden daher im Folgenden
ausschlieflich mit der Peanostruktur Ny arbeiten.

Algebraische Struktur

Als néchstes wollen wir die bekannte algebraische Struktur auf Ny herleiten, unter Verwendung der auf der
Menge Ny definierten Peanostruktur.

Fiir die formale Einfiihrung der Addition auf Ny wiederholen wir zunéchst die notwendigen Konzepte aus der
Algebra.

Ein Monoid besteht aus einer Menge M zusammen mit einer Verkniipfung - auf M, welche Multiplikation (oder
Monoidverkniipfung) von M genannt wird, derart, dass die Multiplikation assoziativ ist und es ein neutrales
Element bzgl. der Multiplikation, die Fins von M, gibt. Dieses neutrale Element ist eindeutig durch die Multi-
plikation bestimmt und wird als 1 notiert. Ein Monoid heifst kommutativ, falls seine Multiplikation kommutativ
ist. Ein Monoid M erfiillt die Kiirzungseigenschaft, falls fiir x,y,z € M aus xz = yz oder zx = zy stets x = y
folgt.

Ein abelsches Monoid ist ein kommutatives Monoid A, fiir welches wir jedoch eine andere Standardnotation
verwenden: Die Monoidverkniipfung von A heiftt Addition von A und wird als + notiert. Das neutrale Element
bzgl. der Addition heifit Null von A und wird als 0 notiert.

Um keinen Missbrauch zwischen den Notationen im abstrakten Kontext und den konkreten Elementen von Ny
zu haben, verwenden wir vorerst noch die Notationen aus Definition (1.1) anstatt der Zahlen 0, 1, 2, usw.
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(1.9) Proposition. Die Menge Ny wird ein abelsches Monoid, welches die Kiirzungseigenschaft erfiillt, mit
Addition rekursiv gegeben durch

m, falls n = «,
m-4+n=
suc(m + precn), fallsn # o.

fiir m,n € Ny. Die Null von Ny ist gegeben durch
0=«

Ferner gilt
sucn =n+sucl =sucO0+n

fir alle n € Ng.

Beweis. Wir definieren eine Verkniipfung a auf Ny durch a(m,«) := m fir m € Nyg und a(m,sucn) :=
suc(a(m,n)) fiir m,n € Ny (hier benutzen wir implizit Korollar (1.7)).

Um Assoziativitdt von a, d.h. a(m,a(n,p)) = a(a(m,n),p) fiir m,n,p € Ny, zu zeigen, fithren wir Induktion
nach p. Fir p = « gilt

a(m,a(n, ®)) = a(m,n) = ala(m,n), o).
Es sei also p € Ny beliebig gegeben und gelte a(m, a(n,p)) = a(a(m,n),p) fur m,n € Ny. Dann folgt auch
a(m,a(n,sucp)) = a(m, suc(a(n,p))) = suc(a(m, a(n,p))) = suc(a(a(m, n),p)) = a(a(m,n),sucp)

fiir m, n € Ny. Nach dem Induktionsprinzip gilt also a(m, a(n,p)) = a(a(m,n),p) fiir alle m,n,p € Ny, d.h. a ist
assoziativ.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass « ein neutrales Element bzgl. a ist. In der Tat gilt a(n, «) = n fir n € Ny
nach Definition von a, d.h. o ist ein rechtsneutrales Element bzgl. a. Um a(a,n) = n fir n € Ny zu zeigen,
fiihren wir Induktion nach n. Fiir n = « gilt

alo, &) = «.
Es sei also n € Ny beliebig gegeben und gelte a(x, n) = n. Dann folgt auch
a(o, sucn) = suc(a(a,n)) = sucn.

Nach dem Induktionsprinzip gilt also auch a(e«,n) = n fir alle n € Ny, d.h. « ist ein linksneutrales Element
bzgl. a. Insgesamt ist « ein neutrales Element bzgl. a.
Fir n € Ny gilt

sucn = suc(a(n, «)) = a(n,suc ).

Um sucn = a(suc , n) fiir n € Ny zu zeigen, fithren wir Induktion nach n. Fir n = « gilt
suc & = a(suc «, o).

Es sei also n € Ny beliebig gegeben und gelte sucn = a(suc &, n). Dann folgt auch
suc(sucn) = suc(a(suc o, n)) = a(suc &, sucn).

Nach dem Induktionsprinzip gilt also auch sucn = a(suc «, n) fiir alle n € Ny.
Um Kommutativitit von a, d.h. a(m,n) = a(n,m) fir m,n € Ny, zu zeigen, filhren wir Induktion nach n.
Fiir n = « gilt

a(m,«) =m = a(x,m),

da o« ein neutrales Element bzgl. a ist. Es sei also n € Ny beliebig gegeben und gelte a(m,n) = a(n,m)
fiir m € Ng. Unter Ausnutzung des Assoziativitidt von a folgt dann auch

a(m,sucn) = suc(a(m,n)) = suc(a(n,m)) = a(n,sucm) = a(n, a(suc ¢, m)) = a(a(n, suc o), m)
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= a(sucn,m)

fiir m € Ng. Nach dem Induktionsprinzip gilt also a(m,n) = a(n,m) fir alle m,n € Ny, d.h. a ist kommutativ.
Um unter Ausnutzung der Kommutativitat von a schlieflich die Kiirzungseigenschaft fiir a zu zeigen, miissen
wir nachweisen, dass aus a(m,p) = a(n,p) fiir m,n,p € Ny stets m = n folgt. Hierzu fithren wir Induktion
nach p. Es sei zunéchst p = o und es seien m,n € Ny mit a(m, «) = a(n, «) gegeben. Dann gilt auch

m=a(m,x) = a(n,x) =n.

Es sei nun p € Ny beliebig gegeben und es folge aus a(m,p) = a(n,p) fir m,n € Ny stets m = n. Ferner
seien m,n € Ny mit a(m,sucp) = a(n, sucp) gegeben. Dann folgt

suc(a(m, p)) = a(m,sucp) = a(n,sucp) = suc(a(n,p)),

wegen der Injektivitdt von suc also a(m,p) = a(n,p) und damit m = n. Nach dem Induktionsprinzip folgt also
aus a(m,p) = a(n,p) fir m,n,p € Ny stets m = n, d.h. a erfiillt die Kiirzungseigenschaft.

Insgesamt wird Ny ein abelsches Monoid, welches die Kiirzungseigenschaft erfiillt, mit Addition gegeben durch
m+n = a(m,n) fir m,n € Ny und Null 0 = «. Ferner gilt sucn = n + suc0 = suc0 + n fiir alle n € Nj. O

(1.10) Konvention. Ab jetzt betrachten wir Ny als abelsches Monoid mit Addition gegeben wie in Propositi-
on (1.9).

(1.11) Proposition. Das einzige negierbare Element von Ny ist 0.
Beweis. Wegen 04 0 = 0 ist 0 negierbar in Ny mit —0 = 0. Fiir n # 0 gilt hingegen
m 4+ n = m + suc(precn) = suc(m + precn) # 0

fiir alle m € Ny, da 0 = « ¢ Imsuc ist. Dies bedeutet aber, dass jedes negierbare Element n € Ny bereits gleich 0
sein muss. O

Ein Halbring besteht aus einem abelschen Monoid R zusammen mit einer Verkniipfung - auf R, welche Multi-
plikation von R genannt wird, derart, dass die unterliegende Menge von R zusammen mit der Multiplikation
ein Monoid wird, und so, dass fiir alle z € R die Abbildungen R — R, y — ay und R — R, y — yx Homomor-
phismen abelscher Monoide sind. Ein Halbring heifst kommutativ, falls sein unterliegendes Monoid kommutativ
ist, also falls seine Multiplikation kommutativ ist.

Ein Halbbereich ist ein Halbring R so, dass das unterliegende abelsche Monoid die Kiirzungseigenschaft erfiillt,
und so, dass fiir x,y,z € R aus xz = yz oder zx = zy stets x = y oder z = 0 folgt.

(1.12) Satz. Die Menge Ny wird ein kommutativer Halbbereich mit Addition und Multiplikation rekursiv
gegeben durch

m, falls n = «,
m+n=
suc(m + precn), falls n # «,
, falls n = «,
m-n=
(m - (precn)) +m, falls n # «,

fiir m,n € Ny. Die Null und die Eins von Ny sind gegeben durch

0=«

1 =suc «.
Ferner gilt
sucn=n+1=1+n

fir alle n € Ng.
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Beweis. Nach Proposition (1.9) wird Ny ein abelsches Monoid, welches die Kiirzungseigenschaft erfiillt, mit
Addition gegeben durch

m, falls n = «,
m+n=
suc(m + precn), falls n # «,

fiir m,n € Ng, und Null 0 = . Wir definieren eine Verkniipfung b auf Ny durch b(m, «) := « fiir m € Ny
und b(m, sucn) := b(m,n) +m fiir m,n € Ny (hier benutzen wir implizit Korollar (1.7)).

Zuerst wollen wir zeigen, dass b(—,p): Ng — Ny fiir p € Ny ein Homomorphismus abelscher Monoide ist, fithren
wir Induktion nach p. Fiir p = « gilt

bm—+n,a)=0=0=04+0=a+ o =b(m, «) + b(n, x)
fiir m,n € Ny sowie
b(0, ) = o« = 0,

d.h. b(—, &) ist ein Homomorphismus abelscher Monoide. Es sei also p € Ny beliebig gegeben und es sei b(—, p)
ein Homomorphismus abelscher Monoide. Dann folgt

b(m + n,sucp) = b(m +n,p) + (m +n) = (b(m, p) + b(n,p)) + (m + n) = (b(m, p) +m) + (b(n,p) +n)
= b(m, sucp) + b(n,sucp)

fiir m,n € Ny sowie
b(0,sucp) = b(0,p) + 0 = b(0,p) = 0,

d.h. auch b(—,sucp) ist ein Homomorphismus abelscher Monoide. Nach dem Induktionsprinzip ist also b(—, p)
fiir alle p € Ny ein Homomorphismus abelscher Monoide.
Als néchstes wollen wir zeigen, dass suc « ein neutrales Element bzgl. b ist. In der Tat gilt

b(n,sucot) =b(n,x) +n=a+n=0+n=n

fiir n € Ny, d.h. suc ¢ ist ein rechtsneutrales Element bzgl. b. Um b(suc &, n) = n fiir n € Ny zu zeigen, fithren
wir Induktion nach n. Fir n = « gilt

b(suc o, &) = ox.
Es sei also n € Ny beliebig gegeben und gelte b(suc &, n) = n. Dann folgt auch
b(suc &, sucn) = b(suc &, n) + suc & = n + suc o« = sucn.

Nach dem Induktionsprinzip gilt also auch b(suc ,n) = n fiir alle n € Ny, d.h. suc« ist ein linksneutrales
Element bzgl. b. Insgesamt ist suc x ein neutrales Element bzgl. b.

Um Kommutativitdt von b, d.h. b(m,n) = b(n,m) fiir m,n € Ny, zu zeigen, fiihren wir Induktion nach n.
Fir n = « gilt

b(m, o) = o =0=">b(0,m) = b(x,m)

fiir m € Ny, da b(—, m) ein Homomorphismus abelscher Monoide ist. Es sei also n € Ny beliebig gegeben und
gelte b(m,n) = b(n,m) fir m € Ny. Da suc « ein linksneutrales Element bzgl. b und b(—,m) fir m € Ny ein
Homomorphismus abelscher Monoide ist, folgt dann auch

b(m,sucn) = b(m,n) + m = b(n,m) + b(suc ¢, m) = b(n + suc o, m) = b(sucn,m)

fiir m € Ny. Nach dem Induktionsprinzip gilt also b(m,n) = b(n,m) fir alle m,n € Ny, d.h. b ist kommutativ.
Aus der Kommutativitat von b folgt, dass b(p,—) = b(—,p) fiir alle p € Ny ein Homomorphismus abelscher
Monoide ist.
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Um Assoziativitidt von b, d.h. b(m,b(n,p)) = b(b(m,n),p) fiir m,n,p € Ny, zu zeigen, fithren wir Induktion
nach p. Fiir p = « gilt

b(m,b(n, «)) = b(m, &) = o = b(b(m,n), ).

Es sei also p € Ny beliebig gegeben und gelte b(m, b(n, p)) = b(b(m,n), p) fiir m,n € Ng. Da b(m, —) fiir m € Ny
ein Homomorphismus abelscher Monoide ist, folgt dann auch

b(m,b(n,sucp)) = b(m,b(n,p) +n) = b(m,b(n,p)) + b(m,n) = b(b(m,n),p) + b(m,n) = b(b(m,n), sucp)

fiir m,n € Ny. Nach dem Induktionsprinzip gilt also b(m, b(n,p)) = b(b(m,n), p) fiir alle m,n,p € Ny, d.h. b ist
assoziativ.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass aus b(m,n) = 0 fiir m,n € Ny stets m = 0 oder n = 0 folgt. Hierzu fithren
wir Induktion nach n. Fiir n = o« gilt n = o = 0. Es sei also n € Ny beliebig gegeben und es folgt aus b(m,n) = 0
fiir m € Ny stets m = 0. Ferner sei m € Ny mit b(m,sucn) = 0 gegeben. Es folgt b(m,n) +m = b(m,sucn) =0
und da b kommutativ ist, folgt die Negierbarkeit von m in Ny. Nach Proposition (1.11) folgt m = 0.

Unter Ausnutzung der Kommutativitit von b verbleibt zu zeigen, dass aus b(m,n) = b(m, p) fiir m,n,p € Ny
stets m = 0 oder n = p folgt. Hierzu fiihren wir Induktion nach n. Es sei zundchst n = o und es seien m,p € Ny
mit b(m, «) = b(m,p) gegeben. Dann folgt b(m,p) = b(m,a) = &« = 0, also m = 0 oder p =0 = «x = n. Es
sei nun n € Ny beliebig gegeben und es folge aus b(m,n) = b(m,p) fir m,p € Ny stets m = 0 oder n = p.
Ferner seien m,p € Ny mit b(m,sucn) = b(m,p) gegeben und es gelte m # 0. Dann folgt 0 # b(m,n) + m =
b(m,sucn) = b(m,p), nach Proposition (1.11) also auch p # 0. Es folgt

b(m,n) + m = b(m,p) = b(m, suc(precp)) = b(m, prec p) + m.

Da die Addition von Ny jedoch die Kiirzungseigenschaft erfiillt, impliziert dies bereits b(m,n) = b(m, precp),
also n = precp und damit sucn = suc(precp) = p. Nach dem Induktionsprinzip folgt also aus b(m,n) = b(m,p)
fiir m,n,p € Ny stets m = 0 oder n = p.

Insgesamt wird Ny ein kommutativer Halbbereich mit Multiplikation gegeben durch m-n = b(m, n) fir m,n € Ny
und Eins 1 = suc . Ferner gilt sucn =n + 1 =1+ n fiir alle n € Ny nach Proposition (1.9). O

(1.13) Konvention. Ab jetzt betrachten wir Ny als kommutativen Halbbereich mit Addition und Multiplika-
tion gegeben wie in Satz (1.12).

Da wir nun Addition und Multiplikation auf Ny hergeleitet haben, werden wir ab jetzt das Induktionsprinzip
in der bekannten Form verwenden. Wir schreiben also 0 statt o sowie n 4 1 statt sucn sowie n — 1 statt precn
fir n € Ny.

Ordnungsstruktur

Es sei eine Menge X gegeben. Eine Relation r auf X heiflt transitiv, falls fir z,y,2 € X aus z r y und y r z
stets = r z folgt; reflexiv, falls fiir z € X stets z r x gilt; antisymmetrisch, falls fir z,y € X auszry und y r x
stets © = y folgt; und konnez, falls fiir z,y € X stets x r y oder y r x oder x = y gilt. Eine (partielle) Ordnung
auf X ist eine Relation auf X, welche transitiv, reflexiv und antisymmetrisch ist. Eine Totalordnung auf X ist
eine konnexe Ordnung auf X.

Eine total geordnete Menge ist eine Menge X zusammen mit einer Totalordnung <, welche Totalordnung von X
genannt wird.

Es sei eine total geordnete Menge X gegeben. Fiir z,y € X schreiben wir z < y, falls < y und z # y ist. Die
Relation < auf X ist transitiv und irrefleziv, d.h. fiir kein z € X gilt = < z.

(1.14) Proposition. Die Menge Ny wird eine total geordnete Menge, wobei die Totalordnung von Ny wie folgt
gegeben ist. Fiir m,n € Ny gilt genau dann m < n, wenn es ein ¢ € Ny mit m + g = n gibt.

Beweis. Wir definieren eine Relation o auf Ny wie folgt: Fiir m,n € Ny gelte m o n genau dann, wenn es
ein g € Ny mit m + ¢ = n gibt. Wir wollen zeigen, dass o eine Totalordnung auf Nj ist.

Es seien m,n,p € Ny mit m o n und n o p gegeben. Dann gibt es ¢, € Ng mit m + ¢ =n und n +r = p. Es
folgt m 4+ g+ r =n+r = p, also m o p. Folglich ist o transitiv.

Fir n € Ny gilt stets n + 0 = n, also n o n. Folglich ist o reflexiv.
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Es seien m,n € Ng mit m o n und n o m gegeben. Dann gibt es ¢, € Ng mit m 4+ ¢ =n und n+r = m. Es
folgt m 4+ ¢ +r = n+r = m. Da Ny die Kiirzungseigenschaft erfiillt, impliziert dies aber bereits ¢ + r = 0. Auf
Grund der Kommutativitit der Addition erhalten wir ¢ = 0 nach Proposition (1.11) und somit m = n. Folglich
ist o antisymmetrisch.

Es sei m € Ny gegeben. Um zu zeigen, dass fiir n € Ny stets m o n oder n o m gilt, filhren wir Induktion
nach n. Fir n = 0 gilt 0 +m = m, also n = 0 0 m. Es sei also n € Ny beliebig gegeben und gelte m o n
oder n o m. Wir nehmen zunéchst an, dass m o n gilt, so dass es ein ¢ € Ny mit m + ¢ = n gibt. Es
folgt m+q+ 1 =n+ 1, also auch m o (n + 1). Nun nehmen wir an, dass n o m gilt, so dass es ein ¢ € Ny
mit n + ¢ = m gibt. Wegen der Reflexivitdt konnen wir ferner 0.B.d.A. annehmen, dass m # n ist. Dann
folgt ¢ # 0, also (n+ 1)+ (¢ — 1) = n+ ¢ = m und damit (n + 1) o m. Nach dem Induktionsprinzip gilt fiir
alle n € Ny somit m o n oder n o m. Folglich ist o konnex.

Insgesamt wird Ny eine total geordnete Menge mit Totalordnung < = o. O

(1.15) Konvention. Ab jetzt betrachten wir Ny auch als total geordnete Menge mit Totalordnung gegeben
wie in Proposition (1.14).

(1.16) Bemerkung. Fiir m,n € Ny gilt genau dann m < n, wenn es ein p € N mit m + p = n gibt.

Beweis. Es seien m,n € Ny gegeben. Genau dann gilt m < n, wenn m < n und m # n gilt. Nun ist m < n
dquivalent dazu, dass es ein p € Ny mit m + p = n gibt. Auf Grund der Kiirzungsregel ist dann jedoch
m # n = m + p dquivalent zu p # 0, d.h. zu p € N. Insgesamt gilt genau dann m < n, wenn es ein p € N
mit m + p = n gibt. O

Wenn nichts anderes gesagt wird, fassen wir eine Teilmenge einer total geordneten Menge als total geordnete
Menge bzgl. der eingeschrinkten Totalordnung auf. So wird etwa {1,3,7} eine total geordnete Teilmenge von Ny
mit 1 <3 < 7.

Es sei eine partiell geordnete Menge X gegeben. Ein kleinstes Element von X ist ein Element x € X so,
dass z < y fiir alle y € X gilt. Ein grofites Element von X ist ein Element x € X so, dass y < z fiir alle y € X
gilt. Es lasst sich zeigen, dass kleinste und grofite Elemente stets eindeutig bestimmt sind.

(1.17) Bemerkung.

(a) Esist 0 das kleinste Element von Ny. Es gibt kein grofites Element von Ny.

(b) Esist 1 das kleinste Element von N. Es gibt kein groftes Element von N.

(¢) Fiir alle n € Ny ist 0 das kleinste und n das gréfste Element von {m € Ny | m < n}.
Beweis.

(a) Fiir alle n € Ng ist 0 + n = n und damit 0 < n. Folglich ist 0 das kleinste Element von Nj.
Fiir jedes n € Ny gilt ferner n < n+ 1 und damit n+ 1 £ n. Folglich gibt es kein groftes Element von No.

(b) Siehe Aufgabe 8(a).

(c¢) Es sei n € Ny gegeben und es sei U := {m € Ny | m < n}. Da 0 nach (a) kleinstes Element von Ny ist,
folgt 0 € U und 0 < m fiir alle m € U, d.h. 0 ist das kleinste Element von U. Nach Definition von U gilt
ferner n < n, also n € U, sowie m < n fir alle m € U, d.h. n ist das grofste Element von U. O

(1.18) Proposition. Fiir alle n € Ny besitzt jede nicht-leere Teilmenge von {m € Ny | m < n} ein kleinstes
und ein grofites Element.

Beweis. Siehe Aufgabe 7(a). O

Eine wohlgeordnete Menge ist eine total geordnete Menge X so, dass jede Teilmenge (aufgefasst als total geord-
nete Teilmenge bzgl. der eingeschrinkten Totalordnung) ein kleinstes Element besitzt.

(1.19) Korollar. Es ist Ny eine wohlgeordnete Menge.
Beweis. Siehe Aufgabe 7(b). O

(1.20) Proposition. Es seien m,n,p € Ny gegeben.
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(a) Genau dann gilt p+m < p+n, wenn m < n ist.
(b) Genau dann gilt pm < pn, wenn m < n oder p = 0 ist.
Beweis.
(a) Genau dann gilt p+m < p+n, wenn es ein ¢ € Ny mit p+m+q = p+n gibt. Da Ny die Kiirzungseigenschaft
erfiillt, ist dies aber dquivalent dazu, dass es ein ¢ € Ny mit m + ¢ = n gibt, d.h. zu m < n.

(b) Da Ny ein Halbbereich ist, gilt genau dann pm = pn, wenn m = n oder p = 0 ist.

Es gelte p # 0 und m < n, so dass es nach Bemerkung (1.16) ein ¢ € N mit m + ¢ = n gibt. Wir
erhalten pm + pq = p(m + q) = pn, wobei wegen p # 0 und ¢ # 0 auch pg # 0 ist. Folglich ist nach
Bemerkung (1.16) auch pm < pn.

Wir haben also insbesondere: Wenn m < n oder p = 0 ist, dann ist in jedem Fall pm < pn.

Andererseits, wenn m % n und p # 0 ist, dann folgt aus der Konnexitét von <, dass n < m ist, also pn < pm
und damit pm ¢ pn. Mittels Kontraposition schlieken wir, dass pm < pn stets m < n oder p = 0

impliziert. O
(1.21) Korollar. Es ist

Ny ={1}.
Beweis. Siehe Aufgabe 8(b). O
Aufgaben

Aufgabe 1 (Peanostrukturen). Es sei eine Peanostruktur N gegeben. Zeigen Sie:
(a) Esist
N = {«} U Imsuc.
(b) Die Einschrankung
suc/ VM N o N\ {a}
ist eine Bijektion.

Aufgabe 2 (natiirliche Zahlen). Zeigen Sie, dass N zu einer Peanostruktur wird (mit einer geeignet zu definie-
renden Nachfolgerabbildung und einem geeignet zu definierenden Anfangselement).

Aufgabe 3 (Cantor-Diagonalisierung). Es seien p: Ny x Ny — Ny und s: Ny x Ny — Ny x Ny definiert durch

p(m,n) = Z 1+ n,

i€[1,m+n]
( ) (n+1,0), falls m = 0,
s(m,n) :=
(m—1,n+1), fallsm#0,

fir (m,n) € Ny x Ny. Zeigen Sie:
(a) Es gilt p(0,0) = 0 und p(s(m,n)) = p(m,n) + 1 fiir alle (m,n) € Ng x Np.

(b) Die Menge Ny x Ny wird eine Peanostruktur mit Nachfolgerabbildung suco*No = s und Anfangselement
N() XN() —
o = (0,0).

(¢) Esist p: Ng x Ny — Ny eine Bijektion.

Aufgabe 4 (Potenzgesetze). Fiir n,k € Ny definieren wir rekursiv

& 1, falls kK = 0,
n” =
n*~1n, falls k #0.

Zeigen Sie:
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(a) Fiir n,k,l € Ny gilt

’I’Lk TLl = nkH.

(b) Fiir n, k,l € Ny gilt

(nk)l — nkl.

(¢) Fir m,n,k € Ny gilt
m*nk = (mn)F.
Aufgabe 5 (Zyklizitédt). Es sei ein abelsches Untermonoid U von Ny mit 1 € U gegeben. Zeigen Sie, dass dann
bereits U = Ny ist.
Aufgabe 6 (Ordnung auf Ng). Es seien m,n € Ny gegeben. Zeigen Sie: Genau dann gilt m < n, wenn es
ein p € Ny mit n = suc?(m) gibt.
Aufgabe 7 (Wohlordnung auf Ny). Zeigen Sie:

(a) Fir alle n € Ny besitzt jede nicht-leere Teilmenge von U,, = {m € Ny | m < n} ein kleinstes und ein
grofstes Element.

Hinweis. Induktion nach n.

(b) Es ist Ny eine wohlgeordnete Menge.
Hinweis. Betrachten Sie fiir U C Ny und n € U die Teilmenge V := {m € U | m < n}.

Aufgabe 8 (Einheiten von Ny). Zeigen Sie:
(a) Esist 1 das kleinste Element von N.
(b) Esist Nj = {1}.

2 Die ganzen Zahlen

Formales Negieren

Es seien eine abelsche Gruppe Z und ein injektiver Homomorphismus abelscher Monoide ¢: Ny — Z gegeben.
Wenn wir Ny mit Im ¢ identifizieren, so kénnen wir also Z als ,Erweiterung* von Ny auffassen, in welcher
Negative stets existieren und in welcher sich die iiblichen Rechenregeln bzgl. der Addition, wie Assoziativitét
und Kommutativitat, fortsetzen.

In Z lassen sich also beliebige Differenzen z —y von Elementen z,y € Z bilden. Insbesondere also von Elementen
aus Im¢ oder, wenn wir direkt mit Ny arbeiten wollen, Differenzen der Form ¢(m) — ¢(s) fiir m,s € Ng. Wir
erhalten also die Abbildung

d: Ng x Ng = Z, (m, s) = t(m) — (s).

Wir wollen nun der Frage nachgehen, welche Elemente aus Ny x Ny via der Differenzbildung auf dasselbe Element
in Z abgebildet werden (mit anderen Worten, welche Paare bildgleich bzgl. d sind). Es seien (m,s), (n,t) €
Ny x Ny gegeben. Nach Definition von d gilt genau dann d(m,s) = d(n,t), wenn ¢(m) — ¢(s) = ¢t(n) — ¢(t) ist.
Dies ist dquivalent zu ¢(m) + ¢(t) = ¢(n) + ¢(s). Da ¢ als Homomorphismus vertréglich mit den Additionen ist,
gilt dies wiederum genau dann, wenn «(m +t) = «(n + s) ist, und dies ist auf Grund der Injektivitdt von ¢
dquivalent zu m +t =n + s.

Unsere Analyse motiviert nun folgende Definition.

(1.22) Definition (Differenzgleichheit). Die Relation = auf Ny x Ny sei wie folgt definiert: Fur (m, s), (n,t) €
Ny x Ny gelte genau dann (m, s) = (n,t), wenn

m+t=n+s
ist.

Haben wir (m, s), (n,t) € Ny x Ng mit (m, s) = (n,t) gegeben, so sagen wir, dass (m, s) und (n,t) differenzgleich
sind.
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Es sei eine Menge X gegeben. Eine Relation r auf X heiltt symmetrisch, falls fiir x,y € X aus x r y stets y r
folgt. Eine Aquivalenzrelation auf X ist eine Relation auf X, welche transitiv, reflexiv und symmetrisch ist.

Es sei eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben. Fiir 2 € X heift [z] = {Z € X | Z ¢ 2} die Aquivalenzklasse
von x bzgl. c. Die Menge aller Aquivalenzklassen X/c = {[z] | # € X} wird Quotient von X modulo ¢ genannt.

(1.23) Bemerkung. Es ist = eine Aquivalenzrelation auf Ny x N.

Beweis. Es seien (m,s), (n,t), (p,u) € Ng x Ng mit (m,s) = (n,t) und (n,t) = (p,u) gegeben. Dann gilt
m+t=n+sund n+u=p+t, also

m4ut+t=m+t+u=n+s+u=n+ut+s=p+t+s=p+s+t.

Da das abelsche Monoid Ny die Kiirzungseigenschaft erfiillt, folgt m + v =s+p =p+ s, d.h. (m,s) = (p,u).
Folglich ist = transitiv.

Fiir (m,s) € Ng x Ny gilt m + s = m + s, also (m, s) = (m, s). Folglich ist = reflexiv.

Fir (m, s), (n,t) € NoxNg mit (m, s) = (n, t) gilt m+t = n+s, also auch n+s = m+t und damit (n,t) = (m, s).
Folglich ist = symmetrisch.

Insgesamt ist = eine Aquivalenzrelation. O

(1.24) Definition (Menge der ganzen Zahlen). Die Menge der ganzen Zahlen ist definiert als
7 = (NO X N())/E

Ein Element von Z heilst ganze Zahl.
Die Aquivalenzklasse eines Paares (m, s) € Ny x Ny wird Differenz von (m, s) genannt und als

[m, 5] := [(m, 5)]=

notiert.

(1.25) Bemerkung. Fiir (m,s) € Ny x Ny, k € Ny gilt
[m+k, s+ k| = [m,s]

in Z.

Beweis. Fir (m,s) € Ng x Ng, kK € Ng gilt m+k+s = m+ s+ k, also (m+ k,s + k) = (m,s) und
damit [m + k, s + k] = [m, s] in Z. O

Als néchstes kommen wir zu ersten Aussagen hinsichtlich der algebraischen Struktur von Z. Wir haben Z aus der
Not heraus, nicht beliebige Differenzen bilden zu kénnen, konstruiert. Daher sollte sich nun eine Addition auf Z
ergeben, bei welcher jedes Element ein Negatives besitzt. Obwohl wir auf Ny eine Halbringstruktur und damit
zwei Verkniipfungen definiert haben, betrachten wir zunéchst nur die Addition, da bzgl. dieser Verkniipfung
Negative konstruiert werden sollten. Die multiplikative Struktur sowie die Ordnung werden danach in Satz (1.32)
betrachtet.

Eine Gruppe ist ein Monoid G in welchem jedes Element invertierbar ist. Das Inverse eines Elements g € G ist
eindeutig bestimmt und wird als ¢~ notiert.

Eine abelsche Gruppe ist eine kommutative Gruppe A, wobei wir die additive Notation eines abelschen Monoids
verwenden. Das Negative (Inverse bzgl. der Addition) eines Elements a € A wird als —a notiert.

(1.26) Satz. Die Menge Z wird eine abelsche Gruppe mit Addition gegeben durch
[m, 5] +2 [n,t] = [m +0 n, s +N0 1]

fiir (m, s), (n,t) € Ny x Ng. Die Null von Z ist gegeben durch
0% = [oNo, oMol

Fiir (m,s) € Ng x Ny ist das Negative von [m, s] in Z gegeben durch

—[m, s] = [s,m].
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Beweis. Um zu zeigen, dass die beschriebene Addition wohldefiniert ist, seien (m, s), (7, §), (n,t), (7, t) € NogxNy

mit (m, s) = (m, §) und (n,t) = (7, t) gegeben. Dann gilt m + § = m + s und n+ ¢ = 1 + ¢, also auch
m+n+§+t=m+s+n+it=m+s+n+t=m-+n+s+t,

dh. (m+n,s+t)=(m+n,s+1).

Somit erhalten wir eine wohldefinierte Verkniipfung

a:ZxZ—Z, (Im,s],[n,t]) — [m+mn,s+t].

Wir wollen zeigen, dass Z eine abelsche Gruppe mit Addition a wird.
Fir (m, s), (n,t), (p,u) € Ng x Ny gilt

a([m, s], a([n,t], [p,u])) = a([m, s, [n + p,t + u])

=[m+(+p)s+E+uw]=I[m+n)+p (s+t)+u
:a([m—i—ms—i—t],[pm}) :a(a([mﬂ

sls [n, 1)), [p, u]).

Folglich ist a assoziativ.
Fiir (m, s), (n,t) € Ny x Ny gilt

a([m, s, [n,t]) = [m+n,s+t] = [n+m,t + s] = a([n, t], [m, s]).

Folglich ist a kommutativ.
Fiir (m, s) € Ng x Ny gilt

a([m,s],[0,0]) = [m +0,s + 0] = [m, s].

Folglich ist [0, 0] ein neutrales Element bzgl. a.
Fiir (m, s) € Ng x Ny gilt

a([m, s, [s,m]) = [m + s,s+m] = [0,0]

nach Bemerkung (1.25). Folglich ist [s,m] ein inverses Element zu [m, s| bzgl. a.
Insgesamt wird Z eine abelsche Gruppe mit Addition gegeben durch [m,s] + [n,t] = a([m,s], [n,t]) fur
(m, s), (n,t) € Ng x Ng, Null 0 = [0, 0] und Negativen —[m, s] = [s,m] fiir (m,s) € Ny x Np. O

(1.27) Konvention. Ab jetzt betrachten wir Z als abelsche Gruppe mit Addition gegeben wie in Satz (1.26).
Als néchstes wollen wir Ny in Z wiederfinden:
(1.28) Proposition. Die Abbildung
t: Ng = Z, n— [n,0]
ist ein injektiver Homomorphismus abelscher Monoide.
Beweis. Fiir m,n € Ny gilt
t(m+n)=[m+n,0] =[m+n,0+0] =[m,0] + [n,0] = t(m) + ¢(n).

Da ferner auch

1(0) =10,0] =0
gilt, ist ¢ somit ein Homomorphismus abelscher Monoide. Fiir m,n € Ny mit «(m) = ¢(n) in Z gilt [m, 0] = [n, 0],
alsom=m+0=n+0=mn in Ny. Folglich ist ¢ injektiv. O

(1.29) Konvention. Von jetzt an identifizieren wir Ny mit dem Bild der injektiven Abbildung ¢: Ny — Z
aus Proposition (1.28). Das heiflt, unter Missbrauch der Notationen schreiben wir Ny anstatt Im¢, und, fiir
n € Ny, notieren wir das Bild ¢(n) von n auch durch n. Ferner versehen wir Im: = Ny via Strukturtransport
entlang ¢|™*: Ny — Im ¢ mit der bereits auf Ny definierten Struktur (Peanostruktur, Halbring, total geordnete
Menge). Hierdurch wird das abelsche Monoid Ny = Im ¢ ein abelsches Untermonoid von Z.
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Durch diese Konvention kénnen wir nun eine neue Darstellung der Elemente in Z herleiten: Ganze Zahlen werden
zu Differenzen (in Z) von Elementen aus Ny.
(1.30) Bemerkung. Fiir (m,s) € Ny x Ny ist

[m,s] =m —s.
Beweis. Fir (m,s) € Ng x Ny ist

[m, s] = [m,0] + [0,s] = [m,0] —[s,0] = m —s. O
(1.31) Bemerkung.

(a) Esist

Z={m—s|(m,s) €Ny xNp}.

(b) Fiir m,n,s,t € Ny gilt genau dann
m—-s=n-—1
in Z, wenn
m+t=n+s
in Ny gilt.
Beweis.

(a) Nach Bemerkung (1.30) gilt

Z = (Ng xNo)/=={[m,s] | (m,s) e Ng xNo} ={m —s| (m,s) € Ng x Ng}. O

Algebraische Struktur und Ordnungsstruktur

Da wir auf Ny neben der Struktur eines abelschen Monoids noch mehr Struktur definiert haben, stellt sich
natiirlich die Frage, ob sich diese Struktur irgendwie auf Z fortsetzen ldsst. Eine positive Antwort liefert der
nachfolgende Satz.

Ein Ring besteht aus einer abelschen Gruppe R zusammen mit einer Verkniipfung - auf R, welche Multiplikation
von R genannt wird, derart, dass die unterliegende Menge von R zusammen mit der Multiplikation ein Monoid
wird, und so, dass fiir alle x € R die Abbildungen R — R, y — ay und R — R, y — yz Homomorphismen
abelscher Gruppen sind. Letztere Bedingung ist dquivalent dazu, dass die beiden Distributivgesetze erfiillt sind,
also dass z(y + z) = (zy) + (z2) und (z 4+ y)z = (x2) + (y2) fir alle z,y, z € R gilt. Ein Ring heift kommutativ,
falls sein unterliegendes Monoid kommutativ ist, also falls seine Multiplikation kommutativ ist.

Ein total geordneter Ring ist ein Ring R zusammen mit einer Totalordnung <, welche Totalordnung von R
genannt wird, so, dass fiir z,y,z € R aus x < y stets  + z < y + z folgt, und so, dass fiir z,y € Raus 0 < x
und 0 < y stets 0 < zy folgt.

Es sei eine total geordnete Menge X gegeben. Eine volle total geordnete Teilmenge von X ist eine total geordnete
Menge U so, dass die unterliegende Menge von U eine Teilmenge von X ist und so, dass fiir x,y € U genau
dann z <Y y gilt, wenn <X y gilt.

(1.32) Satz.
(a) Die Menge Z wird ein total geordneter kommutativer Ring mit Addition und Multiplikation gegeben durch
(m =% ) +% (n~7 ) = (m 4" n) = (s +"0 1),
(m="5) " (n="1t) = (m Moo s Nog) 2 (m ot 4o g o),
fiir (m, s), (n,t) € Ny x Ny. Die Null und die Eins von Z sind gegeben durch

0% = oMo,
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1% = 1Mo,

Fiir (m, s) € Ny x Ny ist das Negative von m —Z s in Z gegeben durch
—(m—-%5)=5-Lm.

Die Totalordnung von Z ist wie folgt gegeben. Fiir (m, s), (n,t) € Ny x Ny gilt genau dann m —%s <% n—7%¢,
wenn m +No ¢ <No p 4 No g gt

(b) Der Halbring Ny wird bzgl. der Struktur aus (a) ein Unterhalbring von Z. Die total geordnete Menge Ny
ist eine volle total geordnete Teilmenge von Z.

Beweis.
(a) Nach Satz (1.26) und Konvention (1.29) wird Z eine abelsche Gruppe, mit Addition gegeben durch
(m—s)+(n—1) = (m+n)— (s+1)

fiir (m, s), (n,t) € Ng x Ng. Ferner wird Ny ein abelsches Untermonoid von Z.

in Ny, also auch

mn + st +mt + 50+ mt = mn + mt + st +mt + 57 = m(n +t) + st + mt + 50
= m(fi +t) + st + mt + 57 = mi + ms + st + mt + 30
= mf + & + mt + st +mt = (m + 37 + mt + st + mt
= (M + 8)7t + mt + st + 1t = i + si + mt + st + mt

M+ si + st +mt + mt = mi + s(fi +t) + mt + mt
= ma + s(n +t) +mt + mt = mn + sn + st +mt +mt
= mf + sn + mt + st +mt = mn + sn + (M + s)t +mt
= i + sn + (m + 8)t + mt = mn + sn +mt + 5 +mt
= mf + 5t +mt + sn +mt

in Ng. Da Ny jedoch die Kiirzungsregel (bzgl. der Addtion) erfiillt, impliziert dies

(mn + st) + (mt + 37) = (i + &) + (mt + sn)

in Ng und damit (mn + st) — (mt + sn) = (/i + 5t) — (mt + 37) in Z.

Somit erhalten wir eine wohldefinierte Verkniipfung
b:ZxXZ—7Z,(m—s,n—t)— (mn+st) — (mt+ sn).

Wir wollen zunéchst zeigen, dass Z ein kommutativer Ring mit Multiplikation b wird.

Fiir (m, s), (n,t), (p,u) € Ng x Ny gilt

b(m —s,b(n—t,p—u)) =b(m — s, (np+tu) — (nu + tp))
— (mlnp+ tu) + s(nu + tp)) — (m(nu + tp) + s(np + tu)
= (mnp + mtu + snu + stp) — (mnp + mtp + snp + stp)
= (mnp + stp + mtu + snu) — (mnu + stp + mitp + snp)
= ((mn + st)p + (mt + sn)u) — ((mn + st)p + (mt + sn)p)
=b((mn+ st) — (mt + sn),p —u) =b(b(m —s,n —t),p — u)
Folglich ist b assoziativ.

Fiir (m, s), (n,t) € Ny x Ny gilt

b(m —s,n—1t) = (mn+ st) — (mt + sn) = (nm +ts) — (ns +tm) = b(n — t,m — s).
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Folglich ist b kommutativ.
Fiir (m,s) € Ny x Ny gilt

bim —s,1N) =b(m —5,1-0)=(m-1+5-0)—(m-0+s-1)=m—s.

Folglich ist 1N ein neutrales Element bzgl. b.

Fiir (m, s), (n,t), (p,u) € Ny x Ny gilt

b(m — s, (n — 1) + (p— w)) = b(m — s, (n+p) — (¢ +u))

(m(n +p) + s(t +w) — (m(t +u) + 5(n +p))
(mn 4+ mp + st + su) — (mt + mu + sn + sp)

= (mn + st + mp + su) — (mt + sn + mu + sp)

= (mn + st) — (mt + sn) + (mp + su) — (mu + sp)
=b(m—s,n—1t)+b(m—s,p—u).

Folglich gelten die Distributivgesetze.

Insgesamt wird Z ein kommutativer Ring mit Multiplikation gegeben durch (m—s)-Z(n—t) = b(m—s,n—t)
fiir (m, s), (n,t) € Ny x Ny und Eins 1% = 1Mo,

Als néchstes kommen wir zur Ordnung auf Z. Um zu zeigen, dass die beschriebene Totalordnung wohlde-
finiert ist, seien (m, s), (M, §), (n,t), (7,t) € Ng x Ngmit m —s=m—§und n —t =7 —t in Z gegeben,
sodass m+S=m+sund n+t=n+tin Ny gilt. Wenn m +¢ < n + s in Ny gilt, dann folgt
m4t+s+t=m+s+i+t=m+5+t+t=m+t+5+t<n+s+35+1
=n+t+s+i=n+t+s+i=n+s+s+t

und damit /m + ¢ < 72 + § in Ny nach Proposition (1.20)(a).

Somit erhalten wir eine wohldefinierte Relation o auf Z gegeben durch (m —s) o (n —t) fiir (m, s), (n,t) €
Np x Ny genau dann, wenn m+t < n+ s in Ny ist. Wir wollen zeigen, dass o eine Totalordnung auf Z ist.

Es seien (m,s),(n,t),(p,u) € Ng x Ng mit (m —s) o (n —t) und (n —t) o (p — u) gegeben. Dann
git m+t<n+sundn+u < p+tin Ny, also auch
m+ut+t=m+t+u<n+t+s+u=nt+u+s<p+t+s=p+s+t

und damit m 4+ u < p+ s in Ny nach Proposition (1.20)(a), d.h. (m — s) o (p — u). Folglich ist o transitiv.

Fiir (m,s) € Ng x Ny gilt stets m +s < m + s in Ny, also auch (m — s) o (m — s) in Z. Folglich ist o
reflexiv.

Es seien (m, s), (n,t) € Ng xNg mit (m—s) o (n—t) und (n—t) o (m—s) gegeben. Dann gilt m+t < n+s
und n+s < m+t in Ny, also m+t = n+s in Ny und damit m—s = n—t in Z. Folglich ist o antisymmetrisch.

Fir (m,s),(n,t) € Ng x Ng gilt m+t¢t < n+sodern+s < m-+tin Ny, also (m —s) o (n —t)
oder (n —t) o (m — s) in Z. Folglich ist o konnex.

Insgesamt wird Z eine total geordnete Menge mit Totalordnung <% = 0. Um zu zeigen, dass Z ein total
geordneter Ring ist, verbleibt es, die Vertraglichkeit von Addition und Multiplikation mit der Totalordnung
Zu zeigen.

Es seien (m, s),(n,t) € Ny x Ng mit m —s < n —t in Z gegeben, so dass m +t < n + s in Ny gilt. Fiir
alle (p,u) € Ny x Ny folgt dann

m+pt+t+tu=m+it+p+tu<nt+s+ptu=n+p+s+u
in Ny, also
(m—s)+@—-u)=m+p)—(s+u)<(n+p)—(+u)=@n—-1)+{p—u

in Z.
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Es seien (m, s), (n,t) € Ng x Ng mit 0 <m — s und 0 < n —t in Z gegeben, so dass s < m und ¢t < n in
Ny gilt. Wegen s < m gibt es ein ¢ € Ny mit m = s + ¢. Nach Proposition (b) folgt aus ¢t < n nun gt < gn
und damit

mt + sn=(s+q)t+sn=st+qt+sn=qt+st+sn
<gn+st+sn=sn+qn+st=(s+q)n+ st =mn+ st
in Ny, also 0 < (mn + st) — (mt+ sn) = (m —s) - (n —t) in Z.
Insgesamt wird Z ein total geordneter Ring.
(b) Wir betrachten Z mit der Struktur aus (a). Fiir m,n € Ny gilt dann
m-Non=mNon0oNoo)—(mNo40Non)=(m-0)Ln-0)=m"n
Ferner ist 1N = 1%, Somit ist Ny ein Unterhalbring von Z.

Fiir m,n € Ny gilt ferner genau dann m <o n, wenn (m — 0) <% (n — 0) gilt, d.h. wenn m <Z n gilt.
Folglich ist Ny eine volle total geordnete Teilmenge von Nj. O

(1.33) Konvention. Ab jetzt betrachten wir Z als total geordneten kommutativen Ring mit Addition, Multi-
plikation und Totalordnung gegeben wie in Satz (1.32).

Mit Hilfe der natiirlichen Zahlen ergibt sich nun folgende Beschreibung von Z.
(1.34) Satz.
(a) Es ist
No={z€Z|z >0},
N={zeZ]|xz >0}
(b) Es ist
Z=NU{0}U-N.

Beweis.

(a) Da 0 nach Bemerkung (1.17)(a) das kleinste Element von Ny ist, gilt > 0 fiir alle © € Ny. Es sei also
umgekehrt ein z € Z mit & > 0 gegeben. Nach Bemerkung (1.31)(a) gibt es m, s € Ny mit z = m — s. Es
folgt m — s = x > 0, also m > s. Dies bedeutet aber, dass es ein p € Ny mit m = s + p gibt, wir haben
alsox=m —s=peNy.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass Ng = {z € Z | x > 0} ist. Es folgt
N=No\{0}={z€Z|z>0undz#0}={x€Z|z>0}.
(b) Esseix € Z gegeben. Da < eine totale Striktordnung auf Z ist, gilt entweder > 0 oder x = 0 oder x < 0.

Nach (a) ist jedoch x > 0 dquivalent zu z € N, und es ist < 0 dquivalent zu —z > 0, also zu —z € N
und damit zu x € —N. O

(1.35) Korollar. Es ist Z ein Bereich.

Beweis. Es ist Z ein total geordneter Ring.

Es seien 2,y € Z mit x > 0 und y > 0 gegeben. Nach Bemerkung (1.31)(a) gilt z,y € N, also =,y € Ny mit
z # 0 und y # 0. Da Ny ein kommutativer Halbbereich ist, folgt xy € Ny und xy # 0, also zy € N und
damit zy > 0. O

(1.36) Korollar. Es ist
7* ={1,-1}.
Beweis. Siehe Aufgabe 11. O

Ein archimedisch geordneter Ring ist ein total geordneter Ring R so, dass fiir alle z,y € R mit x > 0 und y > 0
ein n € Ny mit x - n > y existiert.

(1.37) Korollar. Es ist Z ein archimedisch geordneter Ring.
Beweis. Fir x,y € Z mit x > 0 und y > 0 gilt zy > 1y = y nach Satz (1.34)(a) und Bemerkung (1.17)(b). O
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Aufgaben

Aufgabe 9 (universelle Eigenschaft der ganzen Zahlen). Wir betrachten im Folgenden Ny als abelsches Monoid
und Z als abelsche Gruppe. Zeigen Sie:

(a) Fiir jedes Monoid M und jeden Monoidhomomorphismus ¢: Ny — M so, dass ¢(n) fir alle n € Ny
invertierbar in M ist, gibt es genau einen Monoidhomomorphismus ¢: Z — M mit ¢ = @|n,-

NO L M
inc‘[ } @
7 .

(b) Fiir jede Gruppe G und jeden Monoidhomomorphismus ¢: Ny — G gibt es genau einen Gruppenhomo-
morphismus ¢: Z — G mit ¢ = @|y,-

Ny —— G

.
inc‘[ ¢

Z

Aufgabe 10 (Differenzgleichheit auf abelscher Gruppe). Es sei eine abelsche Gruppe A gegeben. Wir definieren
eine Relation = auf A x A wie folgt: Fiir (z, s), (y,t) € A x A gelte genau dann (z,s) = (y,t), wenn z+¢t =y +s
ist. Zeigen Sie:

(a) Es ist = eine Aquivalenzrelation auf A x A.

(b) Auf B := (A x A)/= gibt es eine Gruppenstruktur so, dass A und B als abelsche Gruppen isomorph
werden.

Aufgabe 11 (Einheiten von Z). Zeigen Sie, dass
z* ={1,-1}

ist.

3 Die rationalen Zahlen

Formales Invertieren

Es seien ein kommutatives Monoid @ und ein injektiver Monoidhomomorphismus ¢: Z — @Q mit ¢(z) invertierbar
in @ fiir alle z € Z \ {0} gegeben. Wenn wir Z mit Im ¢ identifizieren, so kénnen wir also @ als , Erweiterung®
auffassen, in welcher Inverse fiir alle Elemente ungleich der Null existieren und in welcher sich die iiblichen
Rechenregeln bzgl. der Multiplikation, wie Assoziativitdt und Kommutativitét, fortsetzen.

Wir erhalten die Abbildung

f:Zx (Z\{0}) = Q, (z,a) — t(z)t(a)""

Wir wollen nun der Frage nachgehen, welche Elemente aus Zx (Z\{0}) via f auf dasselbe Element in ) abgebildet
werden (mit anderen Worten, welche Paare bildgleich bzgl. f sind). Es seien (z, a), (y,b) € Z x (Z\ {0}) gegeben.
Nach Definition von f gilt genau dann f(z,a) = f(y,b), wenn ¢(z)t(a)~! = t(y) t(b) ! ist. Dies ist dquivalent
zu 1(x)e(b) = 1(y)i(a). Da ¢ als Homomorphismus vertriglich mit den Multiplikationen ist, gilt dies wiederum
genau dann, wenn ¢(zb) = ¢(ya) ist, und dies ist auf Grund der Injektivitat von ¢ dquivalent zu xb = ya.

Diese Analyse motiviert nun folgende Definition.
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(1.38) Definition (Bruchgleichheit). Die Relation = auf Z x (Z\ {0}) sei wie folgt definiert: Fiir (x,a), (y,b) €
Z x (Z \ {0}) gelte genau dann (z,a) = (y,b), wenn

b = ya

ist.
Haben wir (z,a), (y,b) € Z x (Z\ {0}) mit (z,a) = (y,b) gegeben, so sagen wir, dass (z,a) und (y,b) bruchgleich
sind.

(1.39) Bemerkung. Es ist = eine Aquivalenzrelation auf Z x (Z \ {0}).
Beweis. Siehe Aufgabe 12(a). O

(1.40) Definition (Menge der rationalen Zahlen). Die Menge der rationalen Zahlen ist definiert als

Q= (Zx (Z\{0})/=.

Ein Element von Q heilt rationale Zahl.
Die Aquivalenzklasse eines (x,a) € Z x (Z \ {0}) wird Bruch von (z,a) genannt und als

T

- = [(x, a)]E

a
notiert.
(1.41) Bemerkung. Fiir (z,a) € Z x (Z\ {0}), d € Z\ {0} gilt

xd_w

ad  a
in Q.
Beweis. Fiir (z,a) € Zx (Z\{0}), d € Z\ {0} gilt zda = zad, also (zd, ad) = (z,a) und damit 24 = £ in Q. O

Analog zu Satz (1.26) konnen wir nun folgenden Satz herleiten, welcher zeigt, dass sich fast alle Elemente aus Q
invertieren lassen.

(1.42) Satz. Die Menge Q wird ein kommutatives Monoid mit Multiplikation gegeben durch
.Z y
a-Zb

fir (x,a), (y,b) € Z x (Z\ {0}). Die Eins von Q ist gegeben durch

.Q

S
SalES
8

Z
1Q:L
1Z°

Fiir (z,a) € (Z\ {0}) x (Z\ {0}) ist £ invertierbar in Q mit

Iy-ne_ 2
(Gye=2
Beweis. Siehe Aufgabe 12(b). O

(1.43) Konvention. Ab jetzt betrachten wir Q als kommutatives Monoid mit Multiplikation gegeben wie in
Satz (1.42).

Nun kénnen wir Z in Q wiederfinden:

(1.44) Proposition. Die Abbildung
17— Q, x— %

ist ein injektiver Homomorphismus kommutativer Monoide.
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Beweis. Siehe Aufgabe 12(c). O

(1.45) Konvention. Von jetzt an identifizieren wir Z mit dem Bild der injektiven Abbildung ¢: Z — Q aus
Proposition (1.44). Das heifst, unter Missbrauch der Notationen schreiben wir Z anstatt Im ¢, und, fiir « € Z,

notieren wir das Bild «(x) = § von x auch durch z.

Analog zu Bemerkung (1.30) ldsst sich durch diese Konvention eine neue Darstellung der Elemente in Q herleiten:

(1.46) Bemerkung. Fiir (z,a) € Z x (Z\ {0}) ist

Ezgca_l
a
Beweis. Fir (z,a) € Z x (Z\ {0}) ist
f:f.l:f.(g)flzxal D
a 1 a 1 '1

(1.47) Bemerkung.
(a) Es ist
Q={za'|z€Z,acz\{0}}

(b) Fir z,y € Z, a,b € Z\ {0} gilt genau dann

in Q, wenn
xb = ya
in Z gilt.
Beweis.

(a) Nach Bemerkung (1.46) gilt
Q= (Zx(zZ\{0}))/== {g | (z,a) € Zx (Z\{0})} = {za™" | (x,a) € Z x (Z\ {0})}. O

Da die Darstellung der Elemente von Q als Briiche, d.h. als Aquivalenzklassen von Elementen aus Z x (Z\ {0})
durchaus iiblich ist, werden wir, trotz Bemerkung (1.46) und Bemerkung (1.47), im Folgenden dieser kiirzeren
Darstellung meist den Vorzug geben.

Algebraische Struktur und Ordnungsstruktur

Nachdem wir die formale Inversion gekldrt haben, setzen wir nun auch die Addition und die Totalordnung von Z
auf Q fort.

Ein Kdrper ist ein kommutativer Ring K so, dass jedes Element von K \ {0} invertierbar ist.

Ein total geordneter Kérper ist ein total angeordneter Ring, dessen unterliegender Ring ein Korper ist.

In einem total geordneten Ring R ist das Signum eines Elements « € R gegeben durch

1, falls x > 0,
sgnr =<0, fallsx =0,
—1, falls x <0,

und der Absolutbetrag von x durch

2] x, falls z > 0,
€Tl =
—z, fallsz <0,

so dass x = (sgnz) |z| gilt.
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(1.48) Satz.

(a) Die Menge Q wird ein total geordneter Kérper mit Addition und Multiplikation gegeben durch

T oy _zlb+taly
a b a-Zb ’
¢y _zly
a b a'Zb’

fir (z,a),(y,b) € Z x (Z\ {0}). Die Null und die Eins von Q sind gegeben durch

VA

OQ:()i
12°

Z

1Q:L
12°

Fir (z,a) € Z x (Z \ {0}) ist das Negative von £ in Q gegeben durch

a

Fiir (z,a) € Z x (Z\ {0}) mit £ # 0 in Q ist das Inverse von ¥ gegeben durch

a

SHES

Die Totalordnung von Q ist wie folgt gegeben. Fiir (z,a), (y,b) € Z x (Z\ {0}) gilt genau dann £ <% ¥,
wenn (sgna) z|b| <% (sgnb) yla| ist.

(b) Der total geordnete Ring Z wird bzgl. der Struktur aus (a) ein voller total geordneter Unterring von Q.
Beweis.

(a) Siehe Aufgabe 12(b).

(b) Siehe Aufgabe 12(c). O
(1.49) Konvention. Ab jetzt betrachten wir Q als total geordneten Koérper mit Addition, Multiplikation und
Totalordnung gegeben wie in Satz (1.48).

Aufgaben
Aufgabe 12 (Konstruktion der rationalen Zahlen). Zeigen Sie:

(a) Die Bruchgleichheitsrelation = auf Z x (Z \ {0}) ist eine Aquivalenzrelation.

(b) Die Menge Q wird ein total geordneter Kérper mit Addition und Multiplikation gegeben durch

T oy _zlb+taly
a b a-Zb ’
¢y _zly
a b a'Zb’

fiir (z,a), (y,b) € Zx(Z\{0}). Die Totalordnung von Q ist wie folgt gegeben. Fiir (x,a), (y,b) € Zx(Z\{0})
gilt genau dann £ <@ ¥ wenn (sgna)z|b| <% (sgnb)yal ist.

(¢) Die Abbildung

L:Z—)Q,Z"—)%

ist ein injektiver Ringhomomorphismus, welcher die Ordnungen erhélt und reflektiert.
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Aufgabe 13 (universelle Eigenschaft der rationalen Zahlen). Wir betrachten im Folgenden Z und Q als kom-
mutative Monoide bzw. als kommutative Ringe. Zeigen Sie:

(a) Fiir jedes Monoid M und jeden Monoidhomomorphismus ¢: Z — M so, dass ¢(z) fiir alle z € Z \ {0}
invertierbar in M ist, gibt es genau einen Monoidhomomorphismus ¢: Q — M mit ¢ = @|z.

7z M
inc‘[ 4.5
o .

(b) Fiir jeden Ring R und jeden Ringhomomorphismus ¢: Z — R so, dass ¢(z) fiir alle z € Z\ {0} invertierbar
in R ist, gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢: Q — R mit ¢ = @|z.

7z R

-
inc‘[ s?J

Q
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Kapitel II

Teilbarkeitslehre

1 Division mit Rest und die g-adische Darstellung

Division mit Rest

(2.1) Satz (Division mit Rest). Fiir alle © € Z, n € Z \ {0} gibt es eindeutige g € Z, r € [0, |n| — 1] mit
r=ng-+r.

Beweis. Es sei U := {y € Ny | es gibt ein p € Z mit y =  — np}. Da Z nach Korollar (1.37) ein archimedischer
Ring ist, gibt es ein p € Ny mit |n|p > |z|. Wir erhalten

n(sgnn)p = |nlp = |z| = —x
und damit
x —n(—(sgnn)p) =z + n(sgnn)p > 0.

Folglich ist © — n(—(sgnn)p) € U und damit U # (. Da Ny nach Korollar (1.19) wohlgeordnet ist, besitzt U ein
kleistes Element 7. Es ist r = © — ng bzw. x = nqg + r fiir ein ¢ € Z nach Definition von U. Ferner ist U C Ny,
also r > 0 nach Satz (1.34)(a). Wegen r — |n| < r ist ferner x — n(q¢+sgnn) =x —ng —nsgnn=r — |n| ¢ U.
Dies bedeutet jedoch, dass r — |n| ¢ N, also r — |n| < 0 und damit r < |n| gilt.

Fiir die Eindeutigkeit seien ¢’ € Z, v € [0,|n| — 1] mit x = nqg’ + 1’ gegeben. O.B.d.A. gelte 7' > r, so
dass ' —r € [0,7] C [0, |n| — 1] ist. Dann gilt ng +r =z = ng¢’ + 1/, also

In|(senn)(q — ¢') =nlqg—q') =ng—ng =r"—r €0, |n| - 1].
Dies impliziert jedoch bereits n(¢g—¢') = ' —r = 0 und damit g—¢’ = 0 wegen n # 0, alsor’ =rund ¢ = ¢q. O

(2.2) Definition (ganzzahliger Anteil, Rest). Es seien © € Z, n € Z \ {0} gegeben und es seien ¢ € Z,
r € [0,|n| — 1] die eindeutigen ganzen Zahlen mit x = ng + r. Dann heift z div n := ¢ der ganzzahlige Anteil
und  mod n := r der Rest bei der Division mit Rest von x durch n.

Die g-adische Darstellung

(2.3) Satz. Es seien g € N mit ¢ > 2 und « € Ny gegeben. Ferner seien Folgen (¢;)ien, und (7;)ien, in Z
rekursiv definiert durch

L xZ, falls 7= 0’
“ gi—1 divg, fallsi>1,
r; = ¢; mod g,

fiir i € Ny.

23
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(a) Es existiert ein n € Ny mit r, = ¢, und r;, = ¢; = 0 fiir ¢ > n. Wenn x # 0 ist, dann kann n € Ny so
gewahlt werden, dass zusétzlich r, = ¢, # 0 gilt.
(b) Es gilt

T = Z g'r;.

1€Np
Beweis. Nach Definition von (g;):en, und (r;);en, gilt

¢ = g(q; div g) + (¢; mod g) = gq; 1 + 7
fir alle i € Ny.

(a) Wegen g > 2 ist ¢; = ¢qi—1 divg < ¢;—; fur alle i« € N, d.h. (g;)ien, ist eine streng monoton fallende
Folge. Es sei n € Ny das kleinste Element mit ¢, < g. Dann ist ¢, = g -0+ ¢, und ¢, € [0,g — 1],
also g¢n+1 = q¢n divg = 0 und r,, = g, mod g = g,,. Durch Induktion folgt ¢; = 0 und r; = 0 fiir alle ¢ € Ny
mit ¢ > n. Im Fall n = 0 gilt ferner g = ¢o = = und damit ryg = gop # 1, sofern  # 0. Im Fall n > 1
gilt ¢,—1 > ¢ auf Grund der Minimalitit von n, also r, = ¢, = ¢,—1 divg > 1 und damit r,, = ¢, # 0.
Somit gilt in jedem Fall r,, = q,,. Falls x # 0 ist, gilt ferner r,, = g, # 0.

(b) Da ¢; = ggqi+1 + r; fiir alle 7 € Ny gilt, folgt

Yogri=) g e~ 9a1) = Y (da 9 an) =Y da— Y 9 ain

1€Ng 1€Ng 1€Ng i€Ng 1€Ng
_ 7 7 _ 0 _
= da-> du=9"0w=nx [
1€Ng 1€N

Fiir eine Teilmenge X eines abelschen Monoids A bezeichne X MNo) = {2 € XNo | z; = 0 fiir fast alle i € Ny}.
(2.4) Satz. Es sei g € N mit g > 2 gegeben. Dann ist
0,9 — 1] & Ng, r Z g'r;
1€Ng
eine Bijektion.

Beweis. Wir setzen a: [0,g — 1]M0) — Ny, r — > ien, 9' ri- Nach Satz (2.3) gibt es fiir jedes x € Ny ein
r€[0,g — 1]MN) mit = a(r), d.h. « ist surjektiv.
Um zu zeigen, dass o auch injektiv ist, seien r,s € [0, g — 1](

S g ri—si) =Y g'ri— Y g'si = ag(r) — ag(s) =0

i1€Ng 1€Ng 1€Np

No) mit a(r) = a(s) gegeben, so dass

gilt. Ferner sei ein n € Ny mit r; — s; = 0 fiir 4 > n gegeben (wegen r, s € [0, g — 1]N0) gibt es sogar ein n € Ny
mit r; = s; = 0 fiir ¢ > n). Dann folgt

0= g'ri—s)= > g'(ri—s),

i€Ng i€[0,n]

also

g e = sl = g"(ra —sa) =1 D glri—s)I< D glri—sl< > g(g-1)

i€[0,n—1] i€[0,n—1] i€[0,n—1]
= > @=g)= D ¢ D g= ) d - D =g
1€[0,n—1] 1€[0,n—1] 1€[0,n—1] 1€[1,n] 1€[0,n—1]

Dies impliziert jedoch |r,, — s,| = 0 und damit r,, — s,, = 0. Induktiv folgt r; — s; = 0 fiir alle i € Ny, d.h. r = s.
Folglich ist o injektiv. O
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Satz (2.4) besagt also gerade, dass es bei gegebenem g € N mit g > 2 fiir jedes € Ny genau einr € [0,g — 1](N0)
mit z =), g'r; gibt.

(2.5) Definition (g-adische Darstellung). Es seien g € N mit ¢ > 2 und « € Ny gegeben. Das eindeutige
re[0,g— 1N mit 2 = D ien, g'r; heillt g-adische Darstellung von x.
Ist r die g-adische Darstellung von  und n € Ny mit r; = 0 fiir ¢ > n, so schreiben wir

(Pny v sT1,70)g = .
Satz (2.3) liefert eine Methode zur Berechnung der g-adischen Darstellung eines Elements aus Ny:
(2.6) Algorithmus (g-adische Darstellung).
(a) Rekursive Version:

e Eingabe: g € Nmit g > 2 und z € Ny
e Ausgabe: g-adische Darstellung von x

e Verfahren:

function gadic(z, g)
if 2 =0 then
return ();
end if;

return gadic(xdivyg, ¢) U(x mod g);
end function;

(b) Nicht-rekursive Version:

e Eingabe: g € Nmit ¢ > 2 und z € Ny
e Ausgabe: g-adische Darstellung von x

e Verfahren:

function gadic(z, g)
d:=();
q:=ux;
r:=qgmod g;

while ¢ # 0 do

d:=(r)ud;
q:=qdivg;
r:=qmod g;

end while;

return d;
end function;

Aufgaben

Aufgabe 14 (Division mit Rest). Entwerfen Sie einen Algorithmus zur Berechnung der Division mit Rest unter
Einhaltung der nachfolgenden Vorgaben und implementieren Sie ihn in Magma.

e Eingabe: (z,n) € Z x Z\ {0}
e Ausgabe: (¢,7) € Z x [0,|n| — 1] mit x =ng +r

e Verfahren: Das Programm soll wiederholt n von x abziehen bzw. zu x addieren (je nach Vorzeichen von z),
bis der Rest erreicht ist.

Hinweis. Fiir n < 0 kénnen Sie ausnutzen, dass ng +r = (—n)(—q) + r ist.
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Aufgabe 15 (g-adische Darstellung). Implementieren Sie Algorithmus (2.6)(b) zur Berechnung der g-adischen
Darstellung eines Elements aus Ny in Magma. Testen Sie Thre Implementation, indem Sie die 26-adische Dar-
stellung von

2386772756428542408

berechnen. Welches Wort erhalten Sie, wenn Sie 0 als A, 1 als B, usw. interpretieren?

2 Teilbarkeit und Ideale
Teilbarkeit

(2.7) Definition (Teilbarkeit). Es seien a,b € Z gegeben. Wir sagen a teilt b (oder dass a ein Teiler von b ist
oder dass b ein Vielfaches von a ist), geschrieben a | b, falls ein ¢ € Z mit b = aq existiert. Wenn a kein Teiler
von b ist, so schreiben wir a 1 b.

(2.8) Beispiel. Es gilt 3 | 6 und 4 1 6.
(2.9) Bemerkung. Es scien a € Z, b € Z\ {0} gegeben. Genau dann gilt a | b, wenn b mod a = 0 ist.
(2.10) Proposition.

(a) Fiir a,b,c € Z folgt aus a | bund b | ¢ stets a | c.

(b) Fira € Z gilt a | a.

(c) Fiir a,b € Z gilt genau dann a | b und b | a, wenn |a| = |b| ist.
Beweis.

(a) Es seien a,b,c € Z mit a | b und b | ¢ gegeben, d.h. es gebe p,q € Z mit b = ap und ¢ = bg. Dann folgt

¢ = bg = (ap)q = a(pg),
also a | c.
(b) FiraeZgilta=a-1,dh. a|a.

(¢) Es seien a,b € Z gegeben. Zunichst gelte a | b und b | a, d.h. es gebe p,q € Z mit b = ap und a = bq.
Dann folgt

a =bq = (ap)q = a(pq).

Da Z ein Bereich ist, folgt a = 0 oder pg = 1. Wenn a = 0 ist, dann ist b = ap = 0 = a, also auch |a| = [b].
Wenn pg = 1 ist, dann ist p € Z* = {1, —1}, also auch in diesem Fall |a| = |a] |p| = |ap| = |b|.

Ist umgekehrt |a| = |b], also b = ua fir ein u € Z*, so folgt & = ub und damit @ | b und b | a. O

(2.11) Korollar.

(a) Die Teilbarkeitsrelation auf Z ist transitiv und reflexiv.

(b) Die Teilbarkeitsrelation auf N und auf Ny ist eine Ordnungsrelation.
(2.12) Proposition.

(a) Fiir a,b,c € Z gilt: Wenn a | b und a | ¢, dann auch a | b+ c.

(b) Fira € Z gilt a | 0.

(¢) Fiir a,b,c € Z gilt: Wenn a | b, dann auch «a | be.

Beweis.
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(a) Es seien a,b,c € Z mit a | b und a | ¢ gegeben, d.h. es gebe p, g € Z mit b = ap und ¢ = ag. Dann folgt
b+c=ap+aq=alp+q),
also a | b+ c.
(b) Fira € Z gilt 0 =a -0, also a | 0.

(c¢) Es seien a, b, c € Z gegeben und es gelte a | b. Dann gibt es ein ¢ € Z mit b = aq. Es folgt

be = (ag)c = alge),
also a | be. 0
(2.13) Korollar. Fiir a,b € Z gilt genau dann a | b, wenn a | —b gilt.

Beweis. Es seien a,b € Z gegeben. Wenn a | b gilt, so auch a | b(—1) = —b nach Proposition (2.12)(c).
Wenn a | —b gilt, so auch a | —(—b) = b. O

(2.14) Bemerkung. Es seien a,b,c € Z gegeben.

(a) Wenn a | b gilt, dann auch ca | cb.

(b) Wenn ca | ¢b und ¢ # 0 gilt, dann auch a | b.
Beweis. Siehe Aufgabe 16(a). O
(2.15) Bemerkung. Fiir a,b € Z gilt genau dann a | b, wenn —a | b gilt.
Beweis. Siehe Aufgabe 16(b). O
(2.16) Bemerkung. Fiir a € Z gilt 1 | a und —1 | a.
Beweis. Siehe Aufgabe 16(c). O
(2.17) Bemerkung. Fiir a € Z gilt 0 | a genau dann, wenn a = 0 ist.
Beweis. Siehe Aufgabe 16(d). O
(2.18) Bemerkung. Es sei a € Z gegeben. Genau dann gilt a | 1, wenn a € Z* ist.
Beweis. Siehe Aufgabe 16(e). O

Ideale

Als néchstes wollen wir Teilbarkeit aus der Sichtweise der Algebra betrachten. Hierzu erinnern wir zunéchst an
den Begriff einer abelschen Untergruppe.

Es sei eine abelsche Gruppe A gegeben. Eine abelsche Untergruppe von A ist eine abelsche Gruppe U so, dass
die unterliegende Menge von U eine Teilmenge von A ist und so, dass fiir z, 2’ € U stets z +Y 2/ = 2 +4 2/ gilt.
Es sei nun eine Teilmenge U von A gegeben. Da die Addition jeder Untergruppe von A vollstdndig durch die
Addition von A bestimmt ist, gibt es hochstens eine Struktur einer abelschen Gruppe auf U so, dass U mit dieser
Struktur eine abelsche Untergruppe von A wird. Wir sagen daher auch, dass U eine Untergruppe von A ist,
falls so eine Gruppenstruktur auf U existiert. Genau dann ist U eine abelsche Untergruppe von A, wenn U # ()
und fiir z, 2’ € U stets auch x — 2’ € U ist.

(2.19) Definition (Ideal). Ein Ideal von Z ist eine abelsche Untergruppe I von Z so, dass fiir z € I, a € Z
stets xa € I gilt. Die Abbildung

ZxI—1I,(a,2)— za

wird Skalarmultiplikation von I genannt.

Ein Ideal I von Z heifst echt (oder strikt), falls I # Z gilt.

Ist I ein Ideal von Z, so schreiben wir I < Z. Ist I kein Ideal von Z, so schreiben wir I 4 Z. Ist I ein echtes
Ideal von Z, so schreiben wir I < Z.
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Ein Ideal von Z ist also gerade ein Z-Untermodul von Z.
(2.20) Beispiel. Es ist

{z € Z | x ist gerade}
ein Ideal von Z.

(2.21) Lemma (Idealkriterium). Es sei eine Teilmenge I von Z gegeben. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent.

(a) Es ist I ein Ideal von Z.
(b) Es gilt:
o Abgeschlossenheit unter Addition. Fir alle z,y € I ist

r+yel

o Abgeschlossenheit unter der Null. Es ist

0el.

o Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation. Fir alle x € I, a € Z ist

za € I.
(¢) Es gilt:
o Es ist
140
o Firallex,ye I, acZist
ra+y €l

(d) Esist I eine abelsche Untergruppe von Z.

Beweis. Zunichst gelte Bedingung (a), d.h. es sei I ein Ideal von Z. Dann ist I insbesondere eine abelsche
Untergruppe von Z, nach dem Untergruppenkriterium ist fiir z,y € I also stets x +y € I und es ist 0 € [.
Ferner ist nach Definition (2.19) fiir x € I, a € Z stets za € I. Insgesamt gilt also Bedingung (b).

Als néchstes gelte Bedingung (b), d.h. es sei I abgeschlossen unter Addition, unter der Null und unter Skalar-
multiplikation. Wegen 0 € I ist insbesondere I # (). Sind x,y € I, a € Z gegeben, so ist ferner za € I und
folglich xa + y € I. Wir haben somit die Giiltigkeit von Bedingung (c) gezeigt.

Nun gelte Bedingung (c), d.h. es sei I # 0 und fiir z,y € I, a € Z sei stets za + y € I. Dann ist fiir z,y € T
insbesondere —z + y = z(—1) + y € I. Nach dem Untergruppenkriterium ist also I eine abelsche Untergruppe
von Z, d.h. es gilt Bedingung (d).

Schliefslich gelte Bedingung (d), d.h. es sei I eine abelsche Untergruppe von Z, und es seien z € I, a € Z
gegeben. Wenn a = 0 ist, dann ist za = 0 € I. Wenn a > 0 ist, dann ist za = ;. , @ € I, da I als
abelsche Gruppe abgeschlossen unter Addition ist. Wenn a < 0 ist, dann ist —a > 0, also 2(—a) € I und damit
auch za = —(x(—a)) € I, da I als abelsche Gruppe abgeschlossen unter Negation ist. Somit ist also in jedem
Fall za € I. Da x € I, a € Z beliebig gegeben waren, ist folglich I ein Ideal von Z, d.h. es gilt Bedingung (a).
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b), Bedingung (c) und Bedingung (d) dquivalent. O

(2.22) Bemerkung. Es seien Ideale I und J von Z gegeben. Dann gilt:
(a) Esist I NJ ein Ideal von Z.
(b) Esist I + J ein Ideal von Z.
Beweis. Siehe Aufgabe 17. O
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Als néchstes werden wir den Teilbarkeitsbegriff mit dem Idealbegriff in Verbindung bringen.
(2.23) Notation. Fiir n € Z schreiben wir
nZ = {na | a € Z}.
(2.24) Bemerkung. Es seien n,z € Z gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
(a) Esgilt n | .
(b) Esist x € nZ.
(c) Es gilt 2Z C nZ.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (b), danach die Aquivalenz von
Bedingung (b) und Bedingung (c).

Genau dann gilt n | x, wenn es ein ¢ € Z gibt mit © = ng, d.h. genau dann, wenn = € nZ ist. Folglich sind
Bedingung (a) und Bedingung (b) dquivalent.

Als néchstes gelte Bedingung (b), d.h. es sei x € nZ. Dann gibt es ein a € Z mit « = na. Fiir b € Z folgt

xb = (na)b = n(ab) € nZ.

Somit ist y € nZ fur alle y € 2Z, also 2Z C nZ, d.h. es gilt Bedingung (c). Gilt umgekehrt Bedingung (c), d.h.
ist 2Z C nZ, so ist wegen & = z - 1 € 2Z insbesondere z € nZ, d.h. es gilt auch Bedingung (b). Folglich sind
Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

(2.25) Korollar. Fiir alle n € Z ist nZ ein Ideal von Z.

Beweis. Fir z,y € nZ gilt n | x und n | y nach Bemerkung (2.24), also n | z + y nach Proposition (2.12)(a)
und damit « + y € nZ nach Bemerkung (2.24). Weiter gilt n | 0 nach Proposition (2.12)(a) und damit 0 € nZ
nach Bemerkung (2.24). Fiir z € nZ gilt schlieflich n |  nach Bemerkung (2.24), fiir a € Z ist also n | za nach
Proposition (2.12)(c) und damit xa € nZ nach Bemerkung (2.24). Nach dem Idealkriterium (2.21) ist nZ ein
Ideal von Z. O

(2.26) Korollar. Fiir m,n € Z gilt genau dann mZ = nZ, wenn |m| = |n| ist.

Beweis. Es seien m,n € Z gegeben. Genau dann gilt mZ = nZ, wenn mZ C nZ und nZ C mZ ist. Nach
Bemerkung (2.24) ist dies dquivalent zu n | m und m | n, und dies ist wiederum &quivalent zu |m| = |n| nach
Proposition (2.10)(c). O

(2.27) Satz. Die Menge der Ideale von Z ist gegeben durch
{nZ | n € No}.

Beweis. Nach Korollar (2.25) ist nZ ein Ideal von Z fiir alle n € Ny.

Es sei also umgekehrt ein beliebiges Ideal I von Z gegeben. Wenn I = {0} ist, dann gilt I = 0Z. Wir nehmen also
im Folgenden an, dass I # {0} ist. Dann ist 7\ {0} # 0 und da mit jedem x € I auch —z € I ist, folgt I NN # ().
Da Ny nach Korollar (1.19) wohlgeordnet ist, besitzt INN ein kleistes Element n. Wir wollen zeigen, dass I = nZ
ist. Zunéchst ist wegen n € I auch na € I fir alle a € Z, d.h. nZ C I. Es sei also umgekehrt = € I gegeben.
Nach dem Satz iiber die Division mit Rest (2.1) gibt es ¢ € Z, r € [0,n — 1] mit © = ng + r. Wegen = € I
und n € [ folgt r = ©z — ng € I. Die Minimalitét von n liefert nun » = 0 und damit x = nqg +r = ng € nZ.
Folglich ist auch I C nZ und damit insgesamt I = nZ. O

Aufgaben
Aufgabe 16 (Teilbarkeit). Zeigen Sie:

(a) Fiir a,b,c € Z gilt: Wenn a | b gilt, dann auch ca | ¢b. Wenn ca | ¢b und ¢ # 0 gilt, dann auch a | b.
(b) Fiir a,b € Z gilt genau dann a | b, wenn —a | b gilt.
(c) Firae€Zgilt 1| a und —1 | a.
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(d) Fiir a € Z gilt genau dann 0 | a, wenn a = 0 ist.
(e) Fiir a € Z gilt genau dann a | 1, wenn a € Z* ist.
Aufgabe 17 (Schunitt und Summe von Idealen). Es seien Ideale I und J von Z gegeben. Zeigen Sie:
(a) Esist I N J ein Ideal von Z.
(b) Esist I + J ein Ideal von Z.

Aufgabe 18 (Inklusion von Idealen). Es seien Ideale I und .J von Z gegeben. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender
Bedingungen.

(a) Esist I CJ
(b) Esist INJ =1.
(c) Esist I +J=J.

Aufgabe 19 (Idealprodukt). Es seien Ideale I und J von Z gegeben. Das Produkt von I und J ist gegeben
durch

IJ=1-J:={2€Z]esgibt ne€ Ny, x €1,y € J fiir k € [1,n] mit z = Z TrYk -
ke[1l,n]

Zeigen oder widerlegen Sie:
(a) Es ist I.J ein Ideal von Z.
(b) Esist INJ C IJ.
(¢) Esist IJ CINJ.

3 Grofiter gemeinsamer Teiler und euklidischer Algorithmus

Gemeinsame Teiler und gemeinsame Vielfache
(2.28) Definition (gemeinsamer Teiler, gemeinsames Vielfaches). Es seien a,b € Z gegeben.
(a) Ein gemeinsamer Teiler von a und b ist ein d € Z so, dass d | a und d | b gilt.
(b) Ein gemeinsames Vielfaches von a und b ist ein m € Z so, dass a | m und b | m gilt.
(2.29) Beispiel.
(a) Essind 1, 2, —3 gemeinsame Teiler von 12 und 18.

(b) Es sind 12 und —24 gemeinsame Vielfache von 4 und 6.

Grofiter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches
(2.30) Definition (grofter gemeinsamer Teiler, kleinstes gemeinsames Vielfaches). Es seien a,b € Z gegeben.

(a) Ein gréfter gemeinsamer Teiler von a und b ist ein gemeinsamer Teiler g von a und b derart, dass jeder
gemeinsame Teiler d von a und b auch ein Teiler von g ist.

(b) Ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b ist ein gemeinsames Vielfaches [ von a und b derart,
dass jedes gemeinsame Vielfache m von a und b auch ein Vielfaches von [ ist.

(2.31) Beispiel.
(a) Es ist 6 ein grofter gemeinsamer Teiler von 12 und 18.

(b) Es ist —12 ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von 4 und 6.
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(2.32) Bemerkung. Es seien a,b € Z mit a | b gegeben.

(a) Es ist a ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b.

(b) Es ist b ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b.
Beweis.

(a) Esgilt a | b und a | a nach Proposition (2.10)(b), d.h. a ist ein gemeinsamer Teiler von ¢ und b. Ferner ist
jeder gemeinsame Teiler von @ und b insbesondere ein Teiler von a. Folglich ist a ein grofster gemeinsamer
Teiler von a und b.

(b) Esgilt a | b und b | b nach Proposition (2.10)(b), d.h. b ist ein gemeinsames Vielfaches von @ und b. Ferner
ist jedes gemeinsame Vielfache von ¢ und b insbesondere ein Vielfaches von b. Folglich ist b ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches von a und b. O

(2.33) Korollar. Es sei a € Z gegeben.

(a) Esist a ein grofiter gemeinsamer Teiler von 0 und a.

(b) Es ist 0 ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von 0 und a.
Beweis.

(a) Nach Proposition (2.12)(b) gilt a | 0, es ist also @ nach Bemerkung (2.32)(a) ein grofter gemeinsamer
Teiler von 0 und a.

(b) Dies lasst sich dual zu (a) beweisen. O
(2.34) Proposition. Es seien a,b € Z gegeben.

(a) Es sei ein grofiter gemeinsamer Teiler g von a und b sowie g’ € Z gegeben. Genau dann ist ¢’ ein grofiter
gemeinsamer Teiler von a und b, wenn |g| = |¢'] ist.

(b) Es sei ein kleinstes gemeinsames Vielfaches | von a und b sowie I’ € Z gegeben. Genau dann ist I’ ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b, wenn || = |I'| ist.

Beweis.

(a) Zunichst sei ¢’ ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b. Dann ist ¢’ insbesondere ein gemeinsamer
Teiler von a und b und g ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b, wir haben also ¢’ | g. Andererseits
ist aber auch g ein gemeinsamer Teiler von a und b und ¢’ ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b,
wir haben also auch g | ¢’. Mit Proposition (2.10)(c) folgt |g| = |¢’|-
Ist umgekehrt |¢g'| = |g|, so gilt ¢’ = g oder ¢’ = —g. Wenn ¢’ = ¢ gilt, so ist ¢’ ein grofter gemeinsamer
Teiler von a und b. Es gelte also schlieflich ¢’ = —g. Nach Bemerkung (2.15) ist dann mit g auch ¢’ ein
gemeinsamer Teiler von a und b. Ist ferner ein beliebiger gemeinsamer Teiler d von a und b gegeben, so
ist d auch ein Teiler von g, da g ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b ist, und also auch ein Teiler
von ¢’ nach Proposition (2.12)(c).

(b) Dies léasst sich dual zu (a) beweisen. O
(2.35) Proposition. Es seien a,b,da’,b’ € Z gegeben.

(a) Es sei ein grofiter gemeinsamer Teiler g von a und b gegeben. Genau dann ist g ein grofter gemeinsamer
Teiler von a’ und ', wenn die gemeinsamen Teiler von a und b genau die gemeinsamen Teiler von a’ und o’
sind.

(b) Es sei ein kleinstes gemeinsames Vielfaches [ von ¢ und b gegeben. Genau dann ist / ein kleinstes gemein-
sames Vielfaches von o’ und V', wenn die gemeinsamen Vielfachen von a und b genau die gemeinsamen
Vielfachen von o’ und b’ sind.

Beweis.

(a) Siehe Aufgabe 21.
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(b) Dies lasst sich dual zu (a) beweisen. O

(2.36) Proposition. Es seien a,b € Z und ein gemeinsamer Teiler d # 0 von a und b gegeben.
a) Fiir jeden groften gemeinsamer Teiler g von a und b ist 4 ein groRter gemeinsamer Teiler von ¢ und 2.
d d d
(b) Fiir jedes kleinste gemeinsame Vielfache [ von a und b ist é ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von
b
und 7.
Beweis.
(a) Siehe Aufgabe 22.

(b) Dies ldsst sich dual zu (a) beweisen. O

Idealtheoretische Interpretation

Nach Satz (2.27) gibt es fir jedes Ideal I von Z ein n € Ny mit I = nZ. Andererseits sind fiir a,b € Z auch
die Summe aZ + bZ und der Schnitt aZ N bZ Ideale von Z, sieche Bemerkung (2.22), es gibt also m,n € Ny
mit aZ + bZ = mZ und aZ N bZ = nZ. Nun drangt sich die Frage auf, welche Verbindung es zwischen m
bzw. n sowie ¢ und b gibt. Das Lemma von Bézout (2.38) wird hierauf eine Antwort geben: Es ist m ein grofter
gemeinsamer Teiler und n ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b.

(2.37) Bemerkung. Es seien a,b € Z gegeben.
(a) Es sei d € Z gegeben. Genau dann ist d ein gemeinsamer Teiler von a und b, wenn aZ + bZ C dZ gilt.
(b) Esseim € Z gegeben. Genau dann ist m ein gemeinsames Vielfaches von a und b, wenn mZ C aZNbZ gilt.
Beweis.

(a) Genau dann ist d ein gemeinsamer Teiler von a und b, wenn d | @ und d | b gilt. Nach Bemerkung (2.24)
ist dies dquivalent zu aZ C dZ und bZ C dZ. Da dZ als abelsche Untergruppe von Z jedoch abgeschlossen
unter der Addition und der Null ist, gilt genau dann aZ C dZ und bZ C dZ, wenn aZ + bZ C dZ ist.
Insgesamt ist d genau dann ein gemeinsamer Teiler von a und b, wenn aZ + bZ C dZ gilt.

(b) Genau dann ist m ein gemeinsames Vielfaches von ¢ und b, wenn a | m und b | m gilt. Nach Bemer-
kung (2.24) ist dies dquivalent zu mZ C aZ und mZ C bZ. Dies ist jedoch dquivalent zu mZ C aZ N bZ.
Insgesamt ist m genau dann ein gemeinsames Vielfaches von a und b, wenn mZ C aZ N bZ gilt. O

(2.38) Lemma (Lemma von Bézout, algebraische Version). Es seien a,b € Z gegeben.
(a) Essei g € Z gegeben. Genau dann ist g ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b, wenn
97 = aZ + bZ
gilt. Insbesondere gibt es stets einen grofiten gemeinsamen Teiler von a und b.
(b) Es seil € Z gegeben. Genau dann ist [ ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b, wenn
IZ =aZ NbOZL
gilt. Insbesondere gibt es stets ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b.

Beweis.

(a) Zunichst gelte gZ = aZ+ bZ. Dann ist insbesondere aZ+bZ C gZ, d.h. g ist ein gemeinsamer Teiler von a
und b nach Bemerkung (2.37)(a). Fiir jeden gemeinsamen Teiler d von a und b gilt ferner gZ = aZ+b7Z C dZ
nach Bemerkung (2.37)(a), also d | g nach Bemerkung (2.24). Insgesamt ist g also ein grofiter gemeinsamer
Teiler von a und b.

Nach Bemerkung (2.22)(b) ist aZ + bZ ein Ideal von Z. Folglich gibt es nach Satz (2.27) ein ¢’ € Z
mit aZ+bZ = g'Z. Wie wir gerade gesehen haben, ist dann ¢’ ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b.

Schlieflich sei umgekehrt g ein grofster gemeinsamer Teiler von a und b. Wie wir gerade gesehen, gibt es
einen grofiten gemeinsamen Teiler ¢’ von a und b mit aZ + bZ = ¢g'Z. Dann ist aber bereits |g| = |¢'| nach
Proposition (2.34)(a) und also ¢Z = ¢'Z = aZ + bZ nach Korollar (2.26).
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(b) Dies lasst sich dual zu (a) beweisen. O

(2.39) Korollar (Lemma von Bézout, arithmetische Version). Es seien a,b € Z und ein grokter gemeinsamer
Teiler g von a und b gegeben. Dann gibt es x,y € Z mit

g =azx + by.

Beweis. Nach dem Lemma von Bézout (2.38)(a) ist gZ = aZ+bZ. Insbesondere gilt also g = ¢-1 € gZ = aZ+bZ,
d.h. es gibt z,y € Z mit g = ax + by. O

(2.40) Korollar. Es seien a,b € Z und ein grofiter gemeinsamer Teiler g von a und b gegeben. Fiir ¢ € Z ist
dann cg ein grofter gemeinsamer Teiler von ca und cb.

Beweis. Es sei ¢ € Z gegeben. Da g ein gemeinsamer Teiler von a und b ist, gilt g | @ und g | b, also auch cg | ca
und cg | ¢b nach Bemerkung (2.14)(a), d.h. c¢g ist ein gemeinsamer Teiler von ca und cb. Um zu zeigen, dass cg
ein grofter gemeinsamer Teiler von ca und cb ist, sei ein beliebiger gemeinsamer Teiler d von ca und cb gegeben.
Nach dem Lemma von Bézout (2.39) gibt es x,y € Z mit g = ax + by. Wegen d | ca und d | ¢b folgt

d | cax + cby = c(ax + by) = cg
nach Proposition (2.12)(a), (¢). Insgesamt ist cg ein grofter gemeinsamer Teiler von ca und cb. O

(2.41) Korollar. Es seien (a,b) € Z x Z\ {(0,0)} und ein grofter gemeinsamer Teiler g von a und b gegeben.
Fiir ¢ € Z gilt genau dann a | be, wenn 5 | ¢ gilt.

Beweis. Es sei ¢ € Z gegeben. Zunichst gelte a | be. Nach dem Lemma von Bézout (2.39) gibt es z,y € Z
mit g = ax+by. Es folgt gc = acx+bcy. Nun gilt a | a nach Proposition (2.10)(b) und a | bc nach Voraussetzung,
also auch a | acx + bcy = gc nach Proposition (2.12)(a), (c). Wegen (a,b) # (0,0) ist jedoch g # 0, es folgt
also £ | ¢ nach Bemerkung (2.14)(b).

Nun gelte umgekehrt £ | c. Nach Bemerkung (2.14)(a) folgt a | gc sowie g | be. Dies impliziert aber bereits a | be
nach Proposition (2.10)(a). O

Nach Lemma (2.38)(a) gibt es fiir jedes Paar ganzer Zahlen einen grofiten gemeinsamen Teiler sowie ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches, und nach Proposition (2.34) sind diese eindeutig bis auf Vorzeichen.

(2.42) Definition (grofter gemeinsamer Teiler, kleinstes gemeinsames Vielfaches).

(a) Fiir a,b € Z bezeichne ged(a,b) den eindeutig bestimmten nicht-negativen grofiten gemeinsamen Teiler
von a und b.

(b) Fiir a,b € Z bezeichne lem(a,b) das eindeutig bestimmte nicht-negative kleinste gemeinsame Vielfache
von a und b.

Wir haben also wohldefinierte Abbildungen ged: Z x Z — Ny und lem: Z x Z — Ny konstruiert.

Teilerfremdheit

(2.43) Definition (Teilerfremdheit). Es seien a,b € Z gegeben. Wir sagen, dass a und b teilerfremd (oder
relativ prim oder koprim) sind, wenn ged(a,b) = 1 ist.

und teilerfremd.

(2.44) Bemerkung. Fiir (a,b) € Z x Z\ {(0,0)} sind

a b
ged(a,b) ged(a,b)

Beweis. Fiir (a,b) € Z x Z\ {(0,0)} ist

b _ged(a, b)

a
= =1
ged(a, b))’ ged(a, b)) ged(a, b)

ged(

und

b sind teilerfremd. O

nach Proposition (2.36)(a), d.h. 2d(a )

gcdl(la,b)
(2.45) Proposition. Es seien a,b € Z gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Es sind a und b teilerfremd.
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(b) Die Menge der groften gemeinsamen Teiler von a und b ist Z*.
(c) Die Menge der gemeinsamen Teiler von a und b ist Z*.

(d) Esist Z = aZ + VZ.

(e) Fiir alle ¢ € Z gibt es x,y € Z mit ¢ = ax + by.

(f) Es gibt 2,y € Z mit 1 = azx + by.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalent von Bedingung (a) und Bedingung (b), danach die Aquivalenz von
Bedingung (b) und Bedingung (c), danach die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (d), danach
die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (f), und schlieflich die Aquivalenz von Bedingung (e) und
Bedingung (f).

Es sind a und b genau dann teilerfremd, wenn ged(a,b) = 1 ist. Es sei g ein beliebiger grofter gemeinsamer
Teiler von a und b. Nach Proposition (2.34)(a) gilt |g] = |ged(a,b)| = ged(a,b). Folglich sind a und b genau
dann teilerfremd, wenn |g| = 1 ist, d.h. wenn g € Z* ist. Dies zeigt die Aquivalenz von Bedingung (a) und
Bedingung (b).

Wenn die Menge aller grofiten gemeinsamen Teiler gleich Z* ist, so auch die Menge aller gemeinsamen Teiler nach
Bemerkung (2.18). Umgekehrt, wenn die Menge aller gemeinsamen Teiler gleich Z* ist, dann insbesondere auch
die Menge aller groften gemeinsamen Teiler nach Bemerkung (2.16). Dies zeigt die Aquivalenz von Bedingung (b)
und Bedingung (c).

Nach dem Lemma von Bézout (2.38)(a) ist 1 genau dann ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b, wenn
aZ 4 bZ = 7 gilt. Dies zeigt die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (d).

Die Teilerfremdheit von a und b impliziert nach dem Lemma von Bézout (2.39), dass es z,y € Z mit ax + by =
ged(a,b) = 1 gibt. Umgekehrt, wenn es x,y € Z mit ax + by = 1 gibt, so haben wir 1 € aZ + bZ = ged(a, b)Z
nach dem Lemma von Bézout (2.38)(a), also gcd(a,b) | 1 nach Bemerkung (2.24) und damit ged(a,b) = 1 nach
Bemerkung (2.18). Dies zeigt die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (f).

Wenn es fiir ¢ € Z stets x,y € Z mit ¢ = ax + by, so auch insbesondere fiir ¢ = 1. Umgekehrt, wenn es x,y € Z
mit 1 = az + by gibt, so folgt ¢ = (azx + by)c = a(xzc) + b(yc). Dies zeigt die Aquivalenz von Bedingung (e) und
Bedingung (f).

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b), Bedingung (d), Bedingung (e) und Bedingung (f) dquivalent. [

(2.46) Bemerkung. Es seien teilerfremde a,b € Z gegeben. Fiir ¢ € Z gilt genau dann a | be, wenn a | ¢ gilt.

Beweis. Dies folgt aus Korollar (2.41). O

(2.47) Korollar. Es seien a,b,c € Z gegeben. Genau dann sind a und b sowie a und ¢ jeweils teilerfremd,
wenn a und be teilerfremd sind.

Beweis. Zunéchst seien a und b sowie a und ¢ jeweils teilerfremd und es sei ein beliebiger gemeinsamer Teiler d
von a und bc gegeben. Wegen der Teilerfremdheit von a und b sind auch d und b teilerfremd, so dass nach
Bemerkung (2.46) auch d | ¢ gilt. Folglich ist d ein gemeinsamer Teiler von ¢ und c¢. Nun sind aber auch a
und c teilerfremd, es folgt also d € Z* nach Proposition (2.45). Nach Bemerkung (2.16) ist also die Menge der
gemeinsamen Teiler von a und be gegeben durch Z* | und also sind a und be teilerfremd nach Proposition (2.45).

Wenn umgekehrt a und be teilerfremd sind, dann sind auch a und b sowie a und c jeweils teilerfremd nach
Proposition (2.12)(c). O

Beziehung zwischen dem grofsten gemeinsamen Teiler und dem kleinsten gemein-
samen Vielfachen

(2.48) Satz. Es seien a,b € Z gegeben. Dann ist
ged(a, b) lem(a, b) = |ab|.

Insbesondere sind a und b genau dann teilerfremd, wenn lem(a, b) = |ab| ist.
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Beweis. Zunéchst seien a und b teilerfremd. Nach Proposition (2.45) gibt es dann z,y € Z mit 1 = ax + by.
Da lem(a, b) ein gemeinsames Vielfaches von a und b ist, gibt es ferner p, ¢ € Z mit lem(a, b) = ap = bq. Es folgt

ab(qx + py) = abqxr + abpy = bgax + apby = lem(a, b)ax + lem(a, b)by = lem(a, b)(ax + by) = lem(a, b),

also ab | lem(a, b). Andererseits ist aber auch ab ein gemeinsames Vielfaches von a und b, und da lem(a,b) ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b ist, folgt lem(a, b) | ab. Proposition (2.10)(c) liefert

lem(a, b) = |lem(a, b)| = |abl.
Im Folgenden seien a und b beliebig. Wenn (a,b) = (0,0) ist, so gilt

ged(a, b) lem(a, b)) =0-0=0=10-0| = |ab|.

Es sei also im Folgenden (a, b) # (0,0), so dass ged(a, b) # 0 ist. Nach Bemerkung (2.44) sind sed(apy und gcd?a 5
teilerfremd. Der bereits bewiesene Spezialfall und Proposition (2.36) zeigen

lem(a,b) lem( a b )= | a - b = |abl|
ged(a,b) ged(a,b)’ ged(a, b))’ 'ged(a,b) ged(a,b)'  ged(a,b) ged(a,b)’

also
ged(a, b) lem(a, b) = |ab|.
Gilt schlieflich lem(a,b) = |ab|, so folgt aus ged(a,b)lem(a,b) = |ab| bereits ged(a,b) = 1, d.h. a und b sind

teilerfremd. O

Der euklidische Algorithmus

Nach dem Lemma von Bézout (2.39) wissen wir, dass es fiir a,b € Z stets x,y € Z mit ged(a,b) = ax + by
gibt, d.h. dass sich ged(a,b) als Linearkombination von a und b iiber Z schreiben lasst. Wir wollen nun einen
Algorithmus herleiten, welcher zum einen ged(a,b) und zum anderen eine solche Darstellung (z,y) € Z x Z
berechnet.

(2.49) Lemma. Fiir a,b,q € Z gilt
ged(a, b) = ged(b, a — bq).

Beweis. Es seien a, b, q € Z gegeben. Fiir d € Z mit d | b gilt nach Proposition (2.12)(a), (c) genau dann d | a,
wenn d | a — bg gilt. Somit sind die gemeinsamen Teiler von a und b genau die gemeinsamen Teiler von b
und a — bq, also ged(a,b) = ged(b, a — bg) nach Proposition (2.35)(a). O

(2.50) Korollar. Firae€Z,be Z\ {0} ist
ged(a, b) = ged(b, a mod b).

Beweis. Es seien a,b € 7Z gegeben. Wir setzen ¢ := a div b und r := a mod b. Dann ist a = bg 4+ r, nach
Lemma (2.49) also

ged(a, b) = ged(b, a mod b). O

(2.51) Satz. Es scien a € Z, b € Z \ {0} gegeben. Ferner sei eine Folge (r;)ien, in Z rekursiv definiert durch

a, falls ¢ = 0,

), falls i =1,
e ri—gmod r;_y, fallsi>2 r;,_q #0,
0, falls i > 2, 7,1 =0,

fiir ¢ € Ng. Dann existiert ein n € N mit |r,| = ged(a, b) und r; = 0 fiir i > n.
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Beweis. Wegen r; = r;_pmodr;_y € [0,|r;_1| — 1] gilt |ry| < |r;_q| fiir ¢ > 2. Somit ist rjp4; = 0. Wir
setzen n := min{i € N | r; =0} — 1. Dann ist r,; = 0, induktiv also r; = 0 fiir alle i € Ny mit ¢ > n. Nach
Korollar (2.50) gilt ferner

ged(ri—a,ri—1) = ged(ri—1, ri—2 mod ;1) = ged(ri—1,7;)
fir i € N, 4 > 2 mit r;_; # 0. Induktiv erhalten wir
ged(a, b) = ged(ro, 1) = ged(rn, Tnt1) = ged(ry, 0).
Nun ist aber |r,| = ged(ry,0) = ged(a, b) nach Korollar (2.33)(a). O
(2.52) Algorithmus (euklidischer Algorithmus).
e Eingabe: a,b € Z.
e Ausgabe: ged(a, b).

e Verfahren:

function ea(a, b)
if b=0 then
return a;
end if;

r:=amod b;
while 7 # 0 do
a:=b;
b:=r;
r:=amodb;
end while;

return |b|;
end function;

(2.53) Beispiel. Es ist gcd(2238,168) = 6.
Beweis. Wir berechnen den ged (2238, 168) mittels euklidischem Algorithmus:

2238 =168 - 13 + 54,

168 =54 -3 + 6,
94 =6-940.
Somit ist ged(2238,168) = 6. O

(2.54) Satz. Es seien a € Z, b € Z\ {0} gegeben. Ferner seien Folgen (7;)ieng, (€i)ieNg, (¥i)ieN, in Z rekursiv
definiert durch

a, falls i = 0,
)0, falls i = 1,
L ri—o mod r;_1, fallsi>2, 7,1 #0,
0, falls i > 2, r;,_1 =0,
1, falls i = 0,
_J0, falls i =1,
T Ti—g — xTieq(ri—odivr_q), fallsi>2, r,_q #0,
0, falls i > 2, r;_1 =0,
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0, falls i = 0,
)L falls i =1,
v Yi—z — Yi—1(ri—g divr;_y), fallsi>2,r;_y #0,
0, falls i > 2, r;,_1 =0,
fir ¢ S NO.

(a) Fiir alle i € Ny gilt
r; = ax; + by;.
(b) Es existiert ein n € N mit
|rn| = lazy, + byn| = ged(a, b)
und r; = 0 fiir 7 > n.

Beweis.

(a) Um az; + by; = r; fiir alle ¢ € Ny zu zeigen, fithren wir Induktion nach i. Zunéchst gilt

arog+byg=a-1+b-0=a=rg,
ary1+byr =a-0+b-1=0b=r,
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also ax; + by; = r; fiir ¢ € {0,1}. Es sei also ein i € Ny mit ¢ > 2 gegeben und gelte az;_o + by;—o = 72

sowie ax;_1 + by;—1 = r;—1. Wenn r;_1 # 0 ist, erhalten wir

ax; +by; = a(wi—o — xi—1(ri—2 divri_1)) + b(yi—2 — Yi—1(ri—2 divri_1))

=ax;—g — ax;—1(ri—o div r;_1) + byi—2 — by;—1(ri—a div r;_q)

=axio+byi—o — (axi—1 +byi—1)(rice divri_1) =ri—o —ri_1(ri—o divri_y) = 1;.

Wenn r;_; = 0 ist, erhalten wir ebenfalls
ax; +by; =a-04+b-0=0=r;.
Nach dem Induktionsprinzip gilt ax; + by; = r; fiir alle 7 € Ny.
(b) Nach Satz (2.51) gibt es ein n € N mit |r,| = ged(a, d) und r; = 0 fiir ¢ > n. Wir erhalten
|azyn + byn| = |rn| = ged(a, b)
nach (a).
(2.55) Beispiel. Es ist gcd(2238,168) = 6 und
6 = 2238 - (—3) + 168 - 40.
Beweis. In Beispiel (2.53) haben wir ged (2238, 168) mittels euklidischem Algorithmus berechnet:

2238 = 168 - 13 + 54,

168 =54 -3 + 6,
54=6-9+0.
Wir setzen
To :— 2238,
7 = 168, @ =13,
ro = 54, q2 =3,

r3 =6, qs ‘= 97
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und berechnen Koeffizienten x;,y; € Z fiir ¢ € [0, 3] mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus:

o =1, Yo := 0,

€Ty = 0; Y1 = la

Ty :i=20—T11 =1—0-13=1, Yo =Y —y1q1 =0—1-13 = —13,

T3 Z:.’El—(EQQQ:O—l‘?):—?), Y3 :yl—qugzl—(—13)3:40
Somit ist

6 = ged(2238,168) = 2238 - (—3) + 168 - 40. O
Aufgaben

Aufgabe 20 (grofter gemeinsamer Teiler). Es seien a,b € Z fiir ¢ € [1,n] gegeben.

(a) Definieren Sie die Begriffe eines gemeinsamen Teilers, eines gemeinsamen Vielfachen, eines groften ge-
meinsamen Teilers und eines kleinsten gemeinsamen Vielfachen von a; fiir ¢ € [1, n] analog zur Definition
fir n = 2.

(b) Essein > 2. Es seien ein grofiter gemeinsamer Teiler g von a; fiir ¢ € [1,n—1] und ein grofiter gemeinsamer
Teiler h von g und a,,. Zeigen Sie, dass h ein grofter gemeinsamer Teiler von a; fiir @ € [1,n] ist.

Aufgabe 21 (Charakterisierung von grofiter gemeinsamer Teilers). Es seien a,b,a’,b € Z und ein grofter
gemeinsamer Teiler g von a und b gegeben. Zeigen Sie: Genau dann ist ¢ ein grofiter gemeinsamer Teiler von o
und b’, wenn die gemeinsamen Teiler von a und b genau die gemeinsamen Teiler von o’ und ¥’ sind.

Aufgabe 22 (grofter gemeinsamer Teiler der Kofaktoren). Es seien a,b € Z sowie ein gemeinsamer Teiler d # 0

und ein grofster gemeinsamer Teiler g von a und b gegeben. Zeigen Sie, dass 4 ein gréfiter gemeinsamer Teiler

von § und g ist.
Aufgabe 23 (lineare diophantische Gleichungen in 2 Unbekannten). Es seien a,b,c € Z gegeben.
(a) Zeigen Sie, dass es genau dann ein (x,y) € Z X Z mit ax + by = ¢ gibt, wenn ged(a, b) | ¢ gilt.
Nun gelte ged(a,b) | ¢ und es sei
S:={(z,y) €EZXZ|ax+by=c}.
Ferner sei ein (z9,y0) € Z X Z mit axg + byg = ged(a, b) gegeben.
(b) Beschreiben Sie S in Abhéngigkeit von a, b, ¢, g, yo-
(c) Wie erhélt man aus a, b, ¢, xo, yo ein (z,y) € S mit || minimal?
(d) Wie erhiilt man aus a, b, ¢, zg, yo €in (z,y) € S mit 22 + 3? minimal?
Aufgabe 24 (lineare diophantische Gleichungen).
(a) Es seien b; € Z fiir ¢ € [1, 3] gegeben durch

by := 25, by := 252, b3 := 2520.

Bestimmen Sie die Menge aller (z,y) € Z x Z mit
1827x + 4158y = b;
fiir € [1,3].
(b) Bestimmen Sie die Menge aller (z,y,2) € Z X Z x Z mit

1274z 4 2156y — 415z = 928,
455z + 770y — 1382z = 331.
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(¢) Bestimmen Sie die Menge aller (z,y,2) € Z x Z x Z mit

1274z 4 2156y — 415z = 928,
455z + 770y — 138z = 311.

Aufgabe 25 ((erweiterter) euklidischer Algorithmus).

(a) Implementieren Sie den euklidischen Algorithmus (2.54) fiir Z in Magma.

Bestimmen Sie als Anwendung fiir viele ,zufillige a,b € N mit b < a, wieviele Divisionsschritte der
Algorithmus benétigt, bis der grofste gemeinsame Teiler gefunden ist. Vergleichen sie diese Anzahl jeweils
mit 1271#2(105; b).

Hinweis: Die Konstante 12#2 erhalten Sie in Magma durch (12 * Log(2)) / (Pi(RealField())A2);

(b) Implementieren Sie den erweiterten euklidischen Algorithmus fiir Z in Magma. Benutzen Sie nur sechs
lokale Variablen in ihrer Funktion.

4 Primfaktoren

Irreduzibilitat

Nach Bemerkung (2.16), Proposition (2.10)(b) und Proposition (2.12)(c) hat jedes a € Z die Teiler 1, —1, a, —a.
Im Folgenden legen wir besonderes Augenmerk auf diejenigen a € Z, welche genau diese Teiler haben, also fiir
welche aus a = xy bereits z,y € {1,—1,a, —a} folgt. Da nach Proposition (2.12)(b) jede ganze Zahl ein Teiler
von 0 ist und nach Bemerkung (2.18) die Teiler von 1 (und damit auch von —1) gerade die Einheiten von Z
sind, werden wir hierbei die Sonderfille a € {0,1, —1} aufien vorlassen.

(2.56) Definition ((ir)reduzibles Element). Es sei a € Z\ {0, 1, —1} gegeben. Wir sagen, dass a reduzibel (oder
zerlegbar oder zusammengesetzt) ist, falls es z,y € Z \ Z* mit a = zy gibt. Falls a nicht reduzibel ist, so sagen
wir, dass a irreduzibel (oder unzerlegbar) ist.

Eine Zahl a € Z \ {0,1,—1} ist also genau dann irreduzibel, wenn aus a = xy fiir z,y € Z stets ¢ € Z*
oder y € Z* folgt.

(2.57) Bemerkung. Es sei a € Z\ {0,1,—1} gegeben. Genau dann ist a irreduzibel, wenn fir alle d € Z
mit d | a stets |d| = 1 oder |d| = |a] gilt.

Beweis. Es sei a irreduzibel. Ferner sei d € Z mit d | a gegeben, so dass also a = dg fiir ein ¢ € Z gilt. Die
Irreduzibilitdt von a impliziert d € Z* oder g € Z*. Wenn d € Z* gilt, so folgt |d| = 1, und wenn g € Z* gilt,
so folgt |¢| = 1 und damit |a| = |dg| = |d||q| = |d|.

Nun sei umgekehrt angenommen, dass fir alle d € Z mit d | a stets |d| = 1 oder |d| = |a| gilt. Um zu zeigen,
dass a irreduzibel ist, seien z,y € Z mit a = zy gegeben. Dann gilt | a und y | a, nach Voraussetzung
also |z| = 1 oder |z| = |a|. Im Fall |z| = |a| erhalten wir |a| = |zy| = |z||y| = |a||y| und damit |y| = 1. Somit
gilt || =1 oder |y| =1, d.h. x € Z* oder y € Z*. O

(2.58) Bemerkung. Es sei p € Z gegeben. Genau dann ist p irreduzibel, wenn —p irreduzibel ist.

Beweis. Zunichst sei p irreduzibel und es seien z,y € Z mit —p = zy gegeben. Dann folgt p = —zy = (—a)y,
auf Grund der Irreduzibilitit von p, also —z € Z* oder y € Z*. Dann ist aber auch x € Z* und damit —p = xy
irreduzibel.

Wenn umgekehrt —p irreduzibel ist, dann ist auch p = —(—p) irreduzibel. O

(2.59) Bemerkung. Es seien irreduzible p, ¢ € Z gegeben. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.
(a) Es gilt |p| = |q|.
(b) Es gilt p | q.

(c) Esgilt ¢ | p.
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Beweis. Wenn |p| = |q| gilt, dann folgt p | ¢ nach Proposition (2.10)(c).

Es gelte also umgekehrt p | ¢. Da ¢ irreduzibel ist, folgt |p| = 1 oder |p| = |g| nach Bemerkung (2.57). Wegen
der Irreduzibilitdt von p gilt aber p ¢ Z*, also |p| # 1 und damit [p| = |q|.

Folglich sind Bedingung (a) und Bedingung (b) #quivalent. Die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (c)
folgt aus Symmetriegriinden. Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

(2.60) Proposition. Es seien a,p € Z gegeben und es sei p irreduzibel. Genau dann sind p und a teilerfremd,
wenn p 1 a gilt.

Beweis. Zunichst gelte p { a. Ferner sei ein gemeinsamer Teiler d von p und a gegeben. Wegen der Irreduzibilitét
von p gilt |d| = 1 oder |d| = |p| nach Bemerkung (2.57). Nun gilt jedoch p t a, also |p| # |d| nach Bemerkung (2.15)
und damit |d| = 1. Nach Proposition (2.45) sind p und a teilerfremd.

Sind umgekehrt p und a teilerfremd, so ist die Menge der gemeinsamen Teiler von p und a gleich Z* nach
Proposition (2.45). Wegen p irreduzibel ist p ¢ Z* und damit p kein gemeinsamer Teiler von p und a. Wegen p | p
nach Proposition (b) folgt p 1 a. O

Primzahlen
Die Irreduzibilitdt von ganzen Zahlen lasst sich wie folgt charakterisieren:

(2.61) Lemma. Es sei p € Z\ {0,1,—1} gegeben. Genau dann ist p irreduzibel, wenn fiir a,b € Z mit p | ab
stets auch p | a oder p | b gilt.

Beweis. Zunichst sei p irreduzibel und es seien a,b € Z mit p | ab gegeben. Es gelte ferner p 4 a. Nach
Proposition (2.60) sind p und a teilerfremd sowie p und ab nicht teilerfremd. Folglich sind p und b nicht
teilerfremd nach Korollar (2.47), es gilt also p | b nach Proposition (2.60).

Nun gelte umgekehrt fiir a,b € Z mit p | ab stets p | a oder p | b. Ferner seien z, y € Z mit p = xy gegeben. Dann
gilt insbesondere p | p = xy nach Proposition (2.10)(b), also p | x oder p | y. Da wegen p = xy aber auch z | p
und y | p gilt, folgt |z| = |p| oder |y| = |p| nach Proposition (2.10)(c). Da |z| = |p| genau dann gilt, wenn |y| =1
ist, also wenn y € Z* ist, impliziert dies y € Z* oder z € Z* und damit die Irreduzibilitdt von p. O

In der Algebra nennt man Elemente eines kommutativen Rings prim, wenn sie die charakterisierende Eigenschaft
aus Lemma (2.61) erfiillen. Im Allgemeinen sind dann irreduzible (in Analogie zu (2.56) definiert) und prime
Elemente verschieden, d.h. die zu Lemma (2.61) analoge Aussage gilt nicht fiir jeden kommutativen Ring. Da in Z
die beiden Begrifflichkeiten zusammenfallen, verzichten wir auf die formale Einfithrung von primen Elementen
in Z. Nichtsdestotrotz hat sich der folgende Begriff etabliert, auch unter Nicht-Mathematikern:

(2.62) Definition (Primzahl). Eine Primzahl ist eine irreduzible natiirliche Zahl.
Die Menge aller Primzahlen bezeichnen wir mit

P = {p € N | p irreduzibel}.

(2.63) Bemerkung. Es seip € N\ {1} gegeben. Genau dann ist p eine Primzahl, wenn fiir alle d € Nmit d | p
stets d = 1 oder d = p gilt.

Beweis. Dies folgt aus Bemerkung (2.57). O
(2.64) Bemerkung. Es sei p € Z gegeben. Genau dann ist p irreduzibel, wenn |p| eine Primzahl ist.
Beweis. Nach Bemerkung (2.58) ist p genau dann irreduzibel, wenn |p| irreduzibel ist, d.h. wenn |p| eine Primzahl

ist. O

Der Fundamentalsatz der Arithmetik

2.65) Notation. Es sei eine Teilmenge S von N gegeben. Fiir a € N(S) setzen wir
( g geg 0

nig(a) := H §%.

ses

(2.66) Bemerkung. Es sei eine Teilmenge S von N gegeben.
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(a) Fiir a,b € N(()S) ist

ms(a +b) = ms(a) s (D).
(b) Es ist

ng(0) = 1.

(¢) Firce Ny, a € NE)S)

ist
nig(ac) = mg(a)®.
Beweis.
(a) Fiir a,b € N ist

ms(a+b) = [] s = [Lsm = [T s™) = ([T )] s") = msta) ms ).

sES sES sES seS sES
(b) Es ist
ms(0)=[[s% =[["=]]1=1
seS SES seS

(c) Fir ce Ny, a € NE)S)

g (ac) = H slads = H §%¢ = H(s“s)c = (H §%)¢ = mg(a)C. O

seS ses seS seSs

ist

Es sei eine Teilmenge S von N gegeben. Wie in der linearen Algebra ist e5 € Nés) fiir s € S gegeben durch

€s = (és,t)t€S~
(2.67) Satz (Fundamentalsatz der Arithmetik). Es ist
Tip : NEJP) —N, a~ Hpa”
peP
eine Bijektion.

Beweis. Um die Surjektivitdt von mp zu beweisen, miissen wir zeigen, dass es fiir jedes n € N ein a € NSP)

mit n = mp(v) gibt. Hierzu fithren wir Induktion nach n. Fir n = 1 gilt

n=1= 7T]p>(0)
nach Bemerkung (2.66)(b). Es sei also ein n € N mit n > 1 beliebig gegeben und es sei angenommen, dass es
fiir jedesm € Nmit m <neinb € N(()P)

n = pr”’*" = 1ip(ey,).

peP

mit m = 7p(b) gibt. Wenn n eine Primzahl ist, gilt

Andernfalls ist n reduzibel, es gilt also I, m € N\ {1} mit n = Im. Wir haben [ < n und m < n nach Bemer-

kung (2.57), so dass es nach Induktionsvoraussetzung b,c € NSP) mit | = 7p(b) und m = mp(c) gibt. Nach
Bemerkung (2.66)(a) impliziert dies jedoch

n=Im= ﬂp(b) T[]pv(c) = 7'[[[»([) + C).

Nach dem Induktionsprinzip gibt es also fiir jedes n € N ein a € ng) mit n = mp(a), d.h. 7p ist surjektiv.

Fiir die Injektivitat seien a,b € ng) mit 7tp(a) = 7p(b) gegeben. Ferner sei ein beliebiges p € P gegeben. Nach
Lemma (2.61) gilt genau dann p | tp(a), wenn a, > 0 ist. Entsprechend gilt genau dann p | 7tp(b), wenn b, > 0
ist. Wenn nun a, = 0 ist, so folgt p { mp(a) = 7p(b), also b, = 0 = a,. Es sei also im Folgenden a, > 0, so
dass p | p(a) = mp(b) und damit auch b, > 0 folgt. Dies impliziert jedoch a — e, € N(()P) und b—e, € ng),
und 7p(a) = mp(b) impliziert mp(a — ep) = (b — €p,). Induktiv kénnen wir annehmen, dass a — e, = b — e, ist,
also auch a = b. Dies impliziert die Injektivitdt von 7tp. O
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Der Fundamentalsatz der Arithmetik (2.67) besagt also gerade, dass es fiir jedes n € N genau ein a € N(()P)

mit n = 7tp(a) = [[,cpp™ gibt.

Algebraisch kénnen wir dies so interpretieren: In Analogie zum Begriff eines Moduls {iber einem kommutati-
ven Ring konnten wir den Begriff eines Moduls iiber einem kommutativen Halbring einfiihren, wobei wir als
unterliegende Struktur lediglich ein abelsches (bzw. kommutatives) Monoid und keine abelsche Gruppe voraus-
setzten. Wie jedes kommutative Monoid wiirde dann N ein Nyo-Modul via Ng x N = N; (¢, z) — z¢; dies ist im
Wesentlichen die Aussage der Potenzgesetze. Der Fundamentalsatz der Arithmetik (2.67) (zusammen mit Be-
merkung (2.66)) wiirde dann implizieren, dass 7tp: N(()P) — N, a > [[,cpp® ein Isomorphismus von No-Moduln
ist. Dies wire wiederum eine naheliegende Definition dafiir, dass P eine Basis des No-Moduls N ist.

(2.68) Definition (Primfaktorzerlegung). Es sei n € N gegeben. Das eindeutige a € ng)

heifst Primfaktorzerlegung von n.

mit n = Hpe]ppap

(2.69) Definition (Primfaktor). Es sei a € Z \ {0} gegeben. Ein Primfaktor (oder Primteiler) von a ist eine
Primzahl p mit p | a.

p-adische Bewertung

(2.70) Definition (p-adische Bewertung). Es sei a € Z \ {0} gegeben.
(a) Ist v € ng) die Primfaktorzerlegung von |a|, so schreiben wir

v(a) :=w.

(b) Fiir p € PP heifst

die p-adische Bewertung von a.

(2.71) Bemerkung. Fiir a € Z \ {0} ist

a = (sgna) H pvr(@),

p€eP

Beweis. Fir a € Z\ {0} gilt |a| = mp(v(a)) und damit

a = (sgna)a| = (sgna) me(v(a)) = (sgna) [ p. .
p€eP

(2.72) Bemerkung.
(a) Fir a,b e Z\ {0} ist

v(ab) = v(a) + v(b).

(c) Fiir c € Ny, a € Z\ {0} ist
v(a®) = v(a)e.
Beweis.
(a) Fiir a,be Z\ {0} ist

v(ab) = v(lab]) = v(la| [b]) = v(7e(v(a)) (v (b)) = v(7e(v(a) + V(D)) = v(a) + v (b).
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(b) Es ist
v(1) = v(mp(0)) = 0.
(¢) Fir c € Ng, a € Z\ {0} ist
v(a®) = v([a®]) = v(lal]?) = v((me(v(a)))) = v(me(v(a) ¢)) = v(a)c. H
(2.73) Korollar. Es sei p € P gegeben.
(a) Fir a,b e Z\ {0} ist

vp(ab) = vp(a) +vp(b).

Beweis.
(a) Fir a,b € Z\ {0} ist v(ab) = v(a) + v(b) nach Bemerkung (2.72)(a), also
vp(ab) = (v(ab)), = (v(a) +v(b))p = vp(a) + vp(b).
fiir p € P.
(b) Nach Bemerkung (2.72)(b) ist v(1) = 0, also
vp(1) = (v(1))p =0, =0
fir p € P. O
(2.74) Proposition. Es seien a,b € Z \ {0} gegeben. Genau dann gilt
a|b,
wenn fiir alle p € P stets
vp(a) < vp(D)
ist.
Beweis. Wenn a | b gilt, so gibt es ein ¢ € Z mit b = aq und es folgt
vp(b) = vplag) = vy(a) + vp(q) = vp(a)

fiir p € P nach Korollar (2.73)(a).

Es gelte umgekehrt vy (a) < v,(b) fiir alle p € P, so dass d := v(b) — v(a) € N(()P) ist. Nach Bemerkung (2.66)(a)
folgt

CLTCP(d) = ﬂP(V(G)) ﬂp(d) = 7T]}»(V(a) + d) = ﬂp(V(b)) =b
und damit a | b. O

(2.75) Korollar. Es seien a € Z\ {0}, p € P gegeben. Genau dann ist p ein Primfaktor von a, wenn vp(a) > 1
ist.

Beweis. Wenn p ein Primfaktor von a ist, d.h. wenn p | a gilt, dann ist v,(a) > v,(p) = 1 nach Proposition (2.74).
Umgekehrt, wenn v,(a) > 1 gilt, dann ist

ve(p) = 8¢,p < vg(a)

fiir alle ¢ € P, es ist also p ein Primfaktor von a nach Proposition (2.74). [
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(2.76) Korollar. Es seien a,b € Z\ {0} gegeben.

(a) Esist
ged(a,b) = Hpmin(vp(a),vp(b)).
pEP
(b) Es ist
lem(a, b) = H pmax(vp(a),vp (b))
pEP
Beweis.

(a) Wegen min(vy(a),vy(b)) < vp(a) und min(vy(a),vy(b)) < vp(b) ist Hpeppmi“(vp(“)’vp(b)) ein gemein-

samer Teiler von a und b nach Proposition (2.74). Fiir jeden gemeinsamen Teiler d von a und b gilt
ferner v,(d) < wvp(a) und v,(d) < v,(b) fir alle p € P nach Proposition (2.74), somit auch
vp(d) < min(vy(a),v,(b)) fur alle p € P und folglich d | Hpeppmi“(vp(“)’vp(b)) nach Proposition (2.74).

Somit ist ged(a, b) = [],cp pmnVr(@ve ),
(b) Dies lésst sich dual zu (a) beweisen. O
(2.77) Korollar. Es sei p € P gegeben. Fiir a,b € Z \ {0} ist
vp(a+b) = min(v,(a), v, (b)).

Beweis. Es seien a,b € Z \ {0} gegeben. Dann ist ged(a,b) ein gemeinsamer Teiler von a und b, also nach
Proposition (2.12)(a) auch ein Teiler von a + b. Nach Korollar (2.76)(a) und Proposition (2.74) folgt

vpla+b) > vy(ged(a,b)) = min(v,(a), v,(b)). O

Aufgaben

Aufgabe 26 (Reduzibilitdt). Es sei ein reduzibles n € N mit n > 4 gegeben. Zeigen Sie, dass
n|(n—1)

gilt.

Aufgabe 27 (Primzahltest). Es sei n € N\ {1} gegeben. Zeigen Sie: Wenn fiir jede Primzahl p mit p?> < n
stets p 1 n gilt, dann ist n selbst eine Primzahl.

Aufgabe 28 (reduzible Elemente). Zeigen Sie, dass es zu jedem n € N ein R € N derart gibt, dass alle Elemente
im ganzzahligen Intervall [R + 1, R 4 n| reduzibel sind.

Aufgabe 29 (konstante Eins als g-adische Darstellung). Fiir g € Nmit g > 2und{ € Nsei Rg; = (1,...,1,1),
die Zahl, welche g-adisch durch [ Einsen dargestellt wird. Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Fiir alle g € N mit g > 2 gilt: Wenn [ eine Primzahl ist, dann auch Ry .
(b) Fiir alle g € N mit g > 2 gilt: Wenn R, ; eine Primzahl ist, dann auch [.
Aufgabe 30 (Fundamentalsatz der Arithmetik fiir Qs¢). Zeigen Sie, dass
mp: Z®) = Qso, a — Hpap
pEP
ein Gruppenisomorphismus ist.

Aufgabe 31 (Zerlegung in irreduzible Elemente). Es sei U := {4n+ 1| n € No}. Ein a € U heift U-reduzibel,
falls es z,y € U \ {1} mit a = xy gibt, sonst U-irreduzibel.

(a) Zeigen Sie, dass U ein Untermonoid von N ist.
(b) Zeigen Sie, dass jedes Element aus U ein Produkt aus U-irreduziblen Elementen ist.

(c) Ist die Zerlegung in (b) eindeutig (bis auf Reihenfolge der Faktoren)?
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Arithmetische Funktionen

1 Die Dirichlet-Algebra

Definition arithmetischer Funktionen und Beispiele

(3.1) Definition (arithmetische Funktion). Eine arithmetische Funktion (oder zahlentheoretische Funktion)
ist eine Abbildung von N nach C.

(3.2) Beispiel.

(a) Die Teilerfunktion t: N — C gegeben durch t(n) = |{d € N | d ist ein Teiler von n}| fiir n € N ist eine
arithmetische Funktion.

(b) Die Primteilerfunktion w: N — C gegeben durch w(n) = [{p € P| p ist ein Primteiler von n}| fir n € N
ist eine arithmetische Funktion.

(c) Die p-adische Bewertung v,: N — C ist eine arithmetische Funktion.

Dirichlet-Faltung
Es ist Map(N, C) ein C-Vektorraum mit Addition gegeben durch

(f +9)(n) = f(n) +g(n)
fir n € N, f,¢g € Map(N, C). Wir wollen nun eine Multiplikation auf Map(N, C) definieren.
(3.3) Definition (Dirichlet-Faltung, Dirichlet-Eins).
(a) Die Verkniipfung * auf Map(N, C) gegeben durch

(fxg)n)= > fla)g

a,beN
(Lb:n

firn € N, f, g € Map(N, C) heifst Dirichlet-Faltung. Fir f,g € Map(N, C) wird f xg das Dirichlet-Produkt
von f und g genannt.

(b) Die arithmetische Funktion ¢ gegeben durch
e(n) =0dn1
heifst Dirichlet-Fins (oder Dirichlet-Identitdt).
(3.4) Bemerkung. Es seien arithmetische Funktionen f und g gegeben. Fiir n € N gilt

(Fx9)m) =Y F(dg(5) =D F(5)g(d)

deN deN
d|n d|n

45
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(3.5) Proposition. Der C-Vektorraum Map(N, C) wird eine nullteilerfreie kommutative C-Algebra mit Multi-
plikation gegeben durch die Dirichlet-Faltung *. Die Eins von Map(N, C) ist gegeben durch die Dirichlet-Eins e.

Beweis. Wir verifizieren die Axiome einer C-Algebra.
Fiir f,g,h € Map(N, C) gilt

(f*(gxh)n)= Y fla)gxh)d) =D fl@() ghe)= > > fla)lgdh(c)

a,deN a,deN b,ceN a,deNb,ceN
ad=n ad n be=d ad=n bc=d
= > flag®he) = > (f he)= > (Y fla)g®)h(c)
a,b,ceN d,ceN a,beN d,ceN a,beN
abc=n dc:n ab:d de=n ab=d
= Y (Fx9)(@dh(e) = ((f * g) * h)(n)
tzl,ceN

fiir alle n € N und damit f x (g * h) = (f * g) * h. Folglich ist % assoziativ.
Fir f,g € Map(N,C) gilt

(fxg)n)= > fla)gb)= > gb)f(a) = (g* f)(n)
“ren bacy

fiir alle n € N und damit f % g = g % f. Folglich ist * kommutativ.
Fiir f € Map(N, C) gilt

(/<)) = > FCreld) =D F(5)8a1 = 1(De(t) = ()
%%N %E‘N

fiir alle n € N und damit f x ¢ = f. Folglich ist ¢ ein neutrales Element bzgl. x.
Fir f,g,h € Map(N, C) gilt

(f*(g+m)n)= " fla)g+h)b) =D fla)g®)+h®) =D (fla)yg(b)+ fa)hb))

a,beN a,beN a,beN
ab=n ab=n ab=n

= (Y f@g®)+ (D f(@h(d) = (f*g)(n) + (fxh)(n) = ((f *g) + (f * 1)) (n)
a,beN a,beN
ab=n ab=n

fiir alle n € N und damit f* (g+h) = (fxg)+ (f*h). Firr z€ C, f,g € Map(N,C) gilt
(f* (z9))(n) = > fla)(z9)(0) = > fla)(zg(b) = > 2(f( )=2 > fla z(f *g)(n)
a,beN a,beN a,beN a,beN
ab=n ab=n ab=n ab:n
= (2(f*g))(n)

fiir alle n € N und damit f * (zg) = z(f * g). Folglich gelten die Distributivgesetze.
Insgesamt wird Map(N, C) eine C-Algebra mit Dirichlet-Faltung als Multiplikation und Dirichlet-Eins als Eins-
element. O

(3.6) Definition (Dirichlet-Algebra). Die Menge der arithmetischen Funktionen Map(N, C) mit der C-Alge-
brastruktur aus Proposition (3.5) heift Dirichlet-Algebra und wird mit A4 bezeichnet.

(3.7) Bemerkung. Die Dirichlet-Algebra A ist nullteilerfrei.
Beweis. Um zu zeigen, dass A nullteilerfrei ist, seien f, g € A\ {0} gegeben. Mit mg := min{m € N | f(m) # 0}
und ng := min{n € N| g(n) # 0} gilt dann

(f*g)(mono) = > f(a f(mo)g(no) # 0,

a,beN
ab:mono

also insbesondere f * g # 0. O
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(3.8) Definition (Dirichlet-Invertierbarkeit). Eine arithmetische Funktion f heifst Dirichlet-invertierbar, falls f
invertierbar im Ring A ist. Fiir eine Dirichlet-invertierbare arithmetische Funktion f wird (f~1)* das Dirichlet-
Inverse von f genannt.

(3.9) Proposition. Es ist

T={feAlr)#0}

Das Dirichlet-Inverse einer Dirichlet-invertierbaren arithmetischen Funktion f ist gegeben durch

ﬁ, falls n =1,

(f~H*n) = f(l)z den F(2)(FHA@), falls o> 1,

n,d<n
fiir n € N.

Beweis. Es sei f € A gegeben. Fiir g € A, n € N erhalten wir

(f*g)(n Zf = > f d) + f(1)g(n)

deN deN
d|n d|n,d<n

oder dquivalent

FWgn) = (Frg)m) = > F(5)9(d)

deN

d|n,d<n
Ist f € A*, so folgt
1 falls n =1
—1 o n 1 o ) B
SO = e = 3 SQUTD =N 8 s f@@, falls > 1,
deN d|n,d<n
dlnd<n
also f(1) # 0 sowie
1 _
f_l(n) _ f(l)a falls n = 1,
1) > de;\inf(%)f Y(d), fallsn>1,

fiir n € N. Ist umgekehrt f(1) # 0, so definieren wir g: N — C rekursiv durch

%1), falls n =1,
g(n) := Ay el () g(d), fallsn > 1,
,d<n
und erhalten f * g = ¢, d.h. f ist invertierbar in A und f~! = g. O

Multiplikativitat

(3.10) Definition (Multiplikativitdt). Eine arithmetische Funktion f # 0 heift (schwach) multiplikativ, falls
fiir teilerfremde m,n € N stets

f(mn) = f(m)f(n)

gilt.
Die Menge aller multiplikativen arithmetischen Funktionen bezeichnen wir mit

Amu = {f € A| f multiplikativ}.



48 KAPITEL III. ARITHMETISCHE FUNKTIONEN

(3.11) Bemerkung. Es sei eine multiplikative arithmetische Funktion f gegeben. Dann gilt

F) = 1.

Beweis. Da f # 0 ist, gibt es ein n € N mit f(n) # 0. Die Teilerfremdheit von 1 und n impliziert

fln) = f(1-n) = f(1)f(n)
und damit f(1) = 1. O
(3.12) Bemerkung. Eine arithmetische Funktion f # 0 ist genau dann multiplikativ, wenn fiir n € N stets
= [[ s~
peP
gilt.

Beweis. Zunichst sei f multiplikativ. Fiir p,¢ € P mit p # ¢ und k,l € Ny sind p* und ¢ stets teilerfremd.
Unter Beachtung von Bemerkung (3.11) impliziert die Multiplikativitidt von f induktiv f(n) = [[,cp f(p* (n))
fir n € N.

Nun gelte umgekehrt f(n) = HpeIP f(p'»™) fiir n € N. Um zu zeigen, dass f multiplikativ ist, seien teilerfrem-
de m,n € N gegeben. Dann sind die Mengen der Primfaktoren von m und n disjunkt, es gilt also

Hpvp(m) Hpvp(n) Hpvp(m) Hpvp — (H f(pvp(m)))(H f(pvp(n)))

peEP p€EP peP p€EP pEP pEP
plm pln plm pln

=[] re" N f@=™)) = f(m)fn). O

p€EP pEP
(3.13) Beispiel. Die Teilerfunktion 1: N — C ist multiplikativ.

Beweis. Es seien teilerfremde m,n € N gegeben. Dann lésst sich jeder Teiler d von mn eindeutig als d = ab
mit a | m und b | n schreiben, d.h.

{a € N|ateilt m} x {b € N|bteilt n} — {d € N|d teilt mn}, (a,b) — ab
ist eine wohldefinierte Bijektion. Folglich gilt
T(mn) = {d € N | d teilt mn}| = |[{a € N | a teilt m}| |{b € N | b teilt n}| = t(m)T(n).
Damit ist T multiplikativ. [

(3.14) Proposition. Die Menge der multiplikativen arithmetischen Funktionen A, ist eine Untergruppe
von A*.

Beweis. Fiir jede multiplikative arithmetische Funktion f gilt f(1) = 1 # 0 und damit f € A* nach Proposi-
tion (3.9). Folglich ist A,y € A*. Um zu zeigen, dass Ay eine Untergruppe von A* ist, verwenden wir das
Untergruppenkriterium.

Es seien f,g € Amu gegeben. Um zu zeigen, dass f * g € Ay ist, seien ferner teilerfremde m,n € N gegeben.
Dann ist

{a € N|ateilt m} x {b € N|bteilt n} — {d € N|d teilt mn}, (a,b) — ab

eine Bijektion. Folglich gilt

(Fxg)mn) = 3 f(dg(*) = > flablg(*) = DY flablg(~

dE?eN (a, |b)eN‘><N aleN bbe‘N

mn alm, b|n a|lm bjn

= > F@F®)9()g(3) = Y Fa)g(Z) D fB)g(5) = (f * g)(m)(f * ) (n).
aeN beN aeN beN

alm bln alm bln
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Somit ist f * g € Apul.
Fiir m,n € N gilt genau dann mn = 1, wenn m = n = 1 ist. Folglich haben wir

e(mn) = 8mn1 = dm 10,1 = e(m)e(n)

fiir m,n € N. Insbesondere ist ¢ € Apu.
Schlieflich sei f € Apu gegeben. Wir definieren eine arithmetische Funktion g durch

H f Vp(n)
pEP
Fir p € P, k € Ny gilt dann
(f+9)") =D flag®) = > fE)e@)= Y fe)f @)= > fla)f ') =)
a,beN i,5€Ny i,5€Ny a,beN

ab=p® i+j=k it+j=k ab=p"*
Andererseits ist g € A, also auch f*g € A und damit f*g = & nach Bemerkung (3.12). Folglich ist g = f~1
und somit f~! multiplikativ.
Nach dem Untergruppenkriterium ist A,y eine Untergruppe von A*. O
Aufgaben
Aufgabe 32 (invertierbare arithmetische Funktionen). Fiir I € N, j € [1,] setzen wir
Part(l,5) := {a € N’ | Z a; =1}
i€[1,5]

Zeigen Sie:

(a) Firl e N, j € [1,]] ist

Part(l,j) = | (Part(k,j—1) x {Il—k}).

kelj—1,0—1]

(b) Fur fe A*, pe P, | € Ngilt

GERED D=l S | (5

J€[L,1] a€Part(l,5) i€[1,5]

(c¢) Fir f € Apu, n € N mit n > 1 gilt

G =110 > 7 Y IT s

PEP jE[1,vp(n)] a€Part(vy(n),j) i€[1,4]

2  Summatorfunktion

Punktweise Einsfunktion und M&bius-Funktion

(3.15) Definition (punktweise Eins). Die arithmetische Funktion
uN—-C, n—1

heifst punktweise Eins (oder punktweise Einsfunktion).

(3.16) Bemerkung. Die punktweise Eins t ist eine multiplikative arithmetische Funktion.

Nach Proposition (3.14) ist ¢ insbesondere Dirichlet-invertierbar. Das Dirichlet-Inverse von t, also das Inverse
von t im Ring der arithmetischen Funktion .4, hat einen eigenen Namen:
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(3.17) Definition (Mé&bius-Funktion). Die arithmetische Funktion
we=(HA
heifst Mobius-Funktion (oder Mébiussche Funktion oder Mébiussche My-Funktion).
(3.18) Bemerkung. Die Mébius-Funktion p ist eine multiplikative arithmetische Funktion.
Beweis. Dies folgt aus Proposition (3.14). O

(3.19) Proposition. Fiir n € N ist

(n) = (=1)*()  falls n quadratfrei ist,
: 0, falls n nicht quadratfrei ist.

Beweis. Fiir n € N gilt

L(ll), falls n = 1, 1, falls n =1,

— 1 —
W =2 =4 D0 e (@) cid), fallsn>1 (T =% aen w(d), fallsn> 1,
d|n,d<n dln, d<n

nach Proposition (3.9). Insbesondere erhalten wir

ue)=- > wd=- > u@)

deN j€[0,k—1]
dlp*, d<p®

fir p € P, k € N. Es ergibt sich

fiir p € P. Dies impliziert fiir p € P, k € N mit £ > 2 jedoch

we)=— > up)=- Y u),

J€[0,k—1] J€([2,k—1]

woraus sich induktiv u(p*) = 0 ergibt. Da p multiplikativ ist, erhalten wir

—1)@®  falls n quadratfrei is
wm) = [Twe ™) = C IT vC 1T o 11 0)={é 1, falls n quadratrel ist,

2P >cP oeP ocP falls n nicht quadratfrei ist,
vp(n)=0 vp(n)=1 vp(n)>2

fir n € N. O

Summator

(3.20) Definition (Summatorfunktion). Die Abbildung
T:- A= A f— fxtL

heiflt Summator (oder Summationsoperator) auf A. Fir f € A wird Tf die Summatorfunktion (oder summa-
torische Funktion) von f genannt.

(3.21) Beispiel. Es ist
Tu =ce.
Beweis. Da pu= (11)A ist, gilt

Tu=pxt1=c¢. O
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(3.22) Bemerkung. Es sei eine arithmetische Funktion f gegeben. Fiir n € N ist

n)=>_ f(d)

deN
d|n

Beweis. Fir n € N gilt
(THm) = (fx0)n) = D~ FdZ) = Y (). O
deN deN

d|n d|n

(3.23) Korollar. Es sei eine arithmetische Funktion f gegeben. Genau dann ist f Dirichlet-invertierbar,
wenn T f Dirichlet-invertierbar ist.

Beweis. Nach Bemerkung (3.22) ist (Tf)(1) = f(1). Folglich gilt genau dann f(1) # 0, wenn (Tf)(1) # 0 ist.
Nach Proposition (3.9) ist also f genau dann Dirichlet-invertierbar, wenn T f Dirichlet-invertierbar ist. O

(3.24) Bemerkung. Fiir f,g € A gilt

T(fxg)=Tfxg=[f=*Ty.
Beweis. Da A assoziativ und kommutativ ist, gilt
T(f*g)= (f*g)*t—( )xg="Tf=*g,
T(fxg)=(fxg)x1=fx(gx)=[f+Ty
fiir f,g € A. O

Mo6biussche Umkehrformel

(3.25) Bemerkung. Der Summator T: A — A ist ein C-Vektorraumautomorphismus. Der zu T inverse C-Vek-
torraumautomorphismus T~!: A — A ist gegeben durch

T 'lg=g*n
fir g € A.

Beweis. Zunéchst ist T: A — A, f — f % ein Vektorraumhomomorphismus, da A eine Algebra iiber C ist.
Wegen L L = w* L = ¢ ist jedoch T auch invertierbar mit T=*: A — A gegeben durch T~'g = g * u fiir g € A.
Dies impliziert aber bereits, dass T ein Vektorraumautomorphismus ist. O]

(3.26) Korollar (Mobiussche Umkehrformel). Es sei eine arithmetische Funktion f gegeben. Fiir n € N ist

fn) =" wa)(Tf)().

a,beN
ab=n

Beweis. Es ist f = T Y(Tf) = w* Tf und damit

f(n) = (wxTf)(n) = Y w(a)(Tf)(b)

a,beN
ab=n

fir n € N. O

(3.27) Korollar. Es sei eine arithmetische Funktion f gegeben. Genau dann ist f multiplikativ, wenn T f
multiplikativ ist.

Beweis. Nach Bemerkung (3.16) und Bemerkung (3.18) sind t und p multiplikativ. Da A, nach Propositi-
on (3.14) eine Untergruppe von A* ist, gilt: Wenn f multiplikativ ist, dann ist auch Tf = f * v multiplikativ;
und wenn T f multiplikativ ist, dann ist nach Bemerkung (3.25) auch f = T=}(Tf) = Tf * p multiplikativ. [
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Aufgaben
Aufgabe 33 (Primteilerfunktion). Berechnen Sie w * p.

Aufgabe 34 (Liouville-Funktion). Die Liouville- Funktion ist definiert als
AN C,ne (—1)%M)
wobei Q(n) := > pvp(n) fiir n € N.
(a) Die Liouville-Funktion A ist multiplikativ.

(b) Das Dirichlet-Inverse von A ist gegeben durch

A (n) = |u(n)]
fir n € N.

(c) Fiir n € N gilt

, falls n kein Quadrat ist.

Z A(d {1, falls n ein Quadrat ist,

deN
dln

(d) Fir n € N gilt

An) =" ().

deN
d?|n

3 Teilersummen und vollkommene Zahlen

Teilersummenfunktion

(3.28) Definition (Teilersummenfunktion). Die Summatorfunktion o := Tinc der Inklusion inc: N — C,
n — n heilt Teilersummenfunktion.

(3.29) Bemerkung. Fiir n € N ist
=2
deN
d|n
Beweis. Nach Bemerkung (3.22) gilt

o(n) = (Tinc) Z inc(d) = Z d

deN deN
d|n d|n

fir n e N. O
(3.30) Bemerkung. Die Teilersummenfunktion ¢ ist eine multiplikative arithmetische Funktion.

Beweis. Da die Inklusion inc: N — C eine multiplikative arithmetische Funktion ist, gilt dies nach Korol-
lar (3.27) auch fir deren Summatorfunktion Tinc = o. O

(3.31) Proposition. Fiir n € N gilt
=11° =11°

peP peP
pln

vp(n)+1 _ vp(n)+1 _




3. TEILERSUMMEN UND VOLLKOMMENE ZAHLEN 53

Beweis. Firp e P, k € N gilt

+1 -1
Syan y et
dEN 1€[0,k]
d|p”

nach der geometrischen Summenformel. Da o nach Bemerkung (3.30) multiplikativ ist, folgt

vp(n)+1 _ vp(n)+1 _ 1
n) = [To=™) = pr = 1
peP peP pep P
pln pln
fiir n € N nach Bemerkung (3.12). O

Mersenne-Zahlen und Mersenne-Primzahlen

(3.32) Definition (Mersenne-Zahl). Fiir n € N heifst
M, =2" -1
die n-te Mersenne-Zahl (oder n-te Mersennesche Zahl).

(3.33) Beispiel. Es ist

M; =1,
My = 3,
M =7,
M, = 15,
M; = 31.

(3.34) Proposition. Es sei n € N gegeben. Wenn die n-te Mersenne-Zahl M,, eine Primzahl ist, dann ist
auch n eine Primzahl.

Beweis. Es sei n reduzibel, etwa n = Im mit I,m € Nund [ > 1, m > 1. Dann ist auch 2! 1> 1 und
Zie[o,mfu(y)i > 1 und damit

My =My, =2 —1=02' -1)( Y (@)
i€[0,m—1]

reduzibel.
Im Umkehrschluss folgt: Wenn M,, eine Primzahl ist, dann ist auch n eine Primzahl. O

(3.35) Definition (Mersenne-Primzahl). Die Primzahlen der Form M, fiir p € P heifien Mersenne-Primzahlen
(oder Mersennesche Primzahlen).

Die Umkehrung von Proposition (3.34) gilt nicht, wie folgendes Beispiel zeigt.
(3.36) Beispiel. Es ist
M;; =23 -89.

Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Mersenne-Primzahlen gibt. Am 25. Januar 2013 wurde die 48. bekannte
Mersenne-Primzahl von COOPER, WOLTMAN und KUROWSKI im Rahmen des Projekts GIMPS (Great Internet
Mersenne Prime Search) gefunden, sie lautet 257885161 — 1 und hat 17425 170 Dezimalstellen.

(3.37) Bemerkung. Es sei p € P so gegeben, dass M,, eine Mersennesche Primzahl ist. Dann gilt

o(M,) =2°.
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Beweis. Da M,, eine Primzahl ist, gilt

o(Mp) =Y d=1+M,=1+2"-1=2" O
deN
M,
(3.38) Bemerkung. Fiir n € N gilt
M, = o(2"71).
Beweis. Nach Proposition (3.31) gilt fiir n € N stets

2n -1
2-1

o2" ) = =M,,. O

Vollkommene Zahlen

(3.39) Definition (vollkommene Zahl). Eine vollkommene Zahl (oder perfekte Zahl) ist eine natiirliche Zahln
mit

n:Zd.

deN
d|n,d<n

Die ersten vier vollkommene Zahlen waren schon in der Antike bekannt:

(3.40) Beispiel. Die ersten fiinf vollkommenen Zahlen sind
6, 28, 496, 8128, 33550336.

Es ist unbekannt, ob es unendlich viele vollkommene Zahlen gibt. Ferner sind alle bekannten vollkommenen
Zahlen gerade — es ist nicht bekannt, ob es ungerade vollkommene Zahlen gibt.
Zum Studium von vollkommenen Zahlen eignet sich die Teilersummenfunktion, wie folgende Bemerkung zeigt.

(3.41) Bemerkung. Es sei n € N gegeben. Genau dann ist n vollkommen, wenn o(n) = 2n ist.

Beweis. Nach Definition (3.39) ist n genau dann vollkommen, wenn > g4eny d = n ist. Wegen

d|n,d<n
U(n):Zd: Z d+n

deN deN
d|n d|n,d<n
ist dies aber zu o(n) = 2n dquivalent. O

Charakterisierung vollkommener Zahlen durch Mersenne-Primzahlen

(3.42) Satz (EUKLID, EULER). Es sei eine gerade natiirliche Zahl n gegeben. Genau dann ist n vollkommen,
wenn

n= 2V2(n)MV2(")+1
gilt und M, ()41 eine Mersennesche Primzahl ist.

Beweis. Es gelte zunédchst n = 2V2(")MV2(H)+1 und es sei My,)11 € P. Nach Bemerkung (3.37) gilt
0(My,(ny+1) = 2"2(WF1 und nach Bemerkung (3.38) gilt 0(22(")) = My, (,)41. Da My, ()41 ungerade und
damit teilerfremd zu 2V2(") ist und da o nach Bemerkung (3.30) eine multiplikative arithmetische Funktion ist,
erhalten wir

U(n) = G(zvz(n)Mvz(n)nLl) = 0-(2‘,2(71))()-(N[vz(n)Jrl) = 1v[v2(n)+12‘/2(n)—H = 2n.

Nach Bemerkung (3.41) ist n vollkommen.
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Nun sei umgekehrt n vollkommen und es sei m := so dass n = 2¥2("m gilt. Nach Bemerkung (3.41) und

Bemerkung (3.38) erhalten wir

2v2(n) 9

22 = 20 = o) = 6(2m) = 0(2*)o(m) = My, uy410(m)
und damit My, )41 | 2v2(M)+lpy Da My, (n)41 ungerade ist, folgt My, )41 | m, d.h. es ist m = My, (,)41¢ fiir
ein g € N. Wegen n = 2V2(Wm = 2V2(")MV2(n)+1q und va(n) > 0 ist ¢ ein echter Teiler von n. Da aber

m

o(m) = gva(n)+1 — 2v2(n)+1q =(1+ MV2(n)+1)q =q+ Mv2(n)+1q =q+m

Mvz (n)+1

gilt, sind folglich ¢ und m die einzigen Teiler von m. Dann muss aber bereits ¢ = 1 und m = My, ()41 eine
Primzahl sein.

Aufgaben

Aufgabe 35 (vollkommene Zahlen). Es sei n € N gegeben. Zeigen Sie, dass n genau dann vollkommen ist,
wenn

R
=
deN
d|n
ist.

Aufgabe 36 (Unvollkommenheit von Primzahlpotenzen). Es seien p € P und k € N gegeben. Zeigen Sie,
dass p* nicht vollkommen ist.

4 Derivation von arithmetischen Funktionen

Derivationsoperator
(3.43) Definition (derivierte arithmetische Funktion). Die Abbildung D: A — A gegeben durch
(Df)(n) = f(n)In(n)

fir n € N, f € A, heilt Derivationsoperator (oder Ableitungsoperator) auf A. Fir f € A wird Df die derivierte
arithmetische Funktion (oder arithmetische Ableitung) von f genannt.

(3.44) Bemerkung (Leibniz-Regel). Fiir f,g € A gilt

D(f*g) =Df g+ f*Dg.

Beweis. Fir f,g € A, n € N gilt

(D(f *9))(n) = (f *g)(m)In(n) = (Y f(a - Y fla = 3 Fa)g(b)In(ad)
zsesf ‘;é’EFJ e

= > fla a)+ (b)) = > fla)g(b)In(a) + > f(a)g(b)In(b
e z:es e

= > (Of + > fla = (Df * g)(n) + (f * Dg)(n)
e e

= (Df *g+ f*Dg)(n)

und damit D(f xg) =Df x g + f * Dg. m

(3.45) Proposition. Der Derivationsoperator D: A — A ist ein C-Vektorraumendomorphismus mit

KerD = Ce,
ImD = A\ A*.
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Beweis. Fir f,g € A, n €N gilt

(D(f +9)(n) = (f + g)(n) In(n) = (f(n) + g(n)) In(n) = f(n)In(n) + g(n)In(n) = (Df)(n) + (Dg)(n)
= (Df +Dg)(n)

und damit D(f + g) = Df + Dg. Ferner gilt fiir z € C, f € A, n € N stets
(D) (n) = (2f)(n)In(n) = (2f(n))In(n) = 2(f(n) In(n)) = 2(Df)(n) = (2(Df))(n)

und damit D(zf) = z(Df). Somit ist D ein C-Vektorraumendomorphismus.
Da In(1) = 0 ist, gilt fiir f € A stets

(D)) = F(1)In(1) = £(1)-0 = 0.
Wegen In(n) # 0 fiir n € N mit n # 1 ist der Kern von D somit gegeben durch

KeeD={fe A|Df=0}={f € A|(Df)(n) =0 fir alle n € N}
={feA|(Df)(n) =0 fir alle n € Nmit n # 1}
={fe Al f(n)In(n) =0 fir alle n € N mit n # 1}
={feA| f(n) =0 fir alle n € Nmit n # 1} = Ce.

Da nach Proposition (3.9) aufserdem
A\NAC={fe Al f(1)=0}

ist, gilt ferner Df € A\ A fiir f € A und damit InD C A\ A*. Es sei umgekehrt g € A\ A* gegeben, so
dass ¢g(1) = 0 gilt. Fiir f € A gegeben durch

0, falls n =1,
f(n) = 1
g(n)m, falls n # 1,

fir n € N erhalten wir

0, fallsn =1,
mﬁmw#mnmm={mm7hm”¢l}—mm

fiir n € N und damit Df = g. Folglich ist g € Im D. Insgesamt gilt
ImD = A\ A*. O

Derivation und Summator

(3.46) Bemerkung. Fiir f € A gilt
DTf —TDf = f % Du.
Beweis. Nach Bemerkung (3.44) gilt
DTf=D(f*xu)=Dfx1t+ f«xDu=TDf + f « Dt
und damit DTf — TDf = f *Du fir f € A. O
(3.47) Korollar. Fir f € A gilt
TD?f = DTDf — Df % Dt.
Beweis. Nach Bemerkung (3.46) gilt
DTDf — TD?f = DTDf — TDDf = Df % Dt

und damit TD?f = DTDf — Df * Du fiir f € A. O
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von-Mangoldt-Funktion

(3.48) Definition (von-Mangoldt-Funktion). Die arithmetische Funktion
A:=T"'Du

heifst von-Mangoldt-Funktion.

(3.49) Bemerkung. Die von-Mangoldt-Funktion A ist nicht Dirichlet-invertierbar.

Beweis. Nach Proposition (3.45) ist Dt nicht Dirichlet-invertierbar. Folglich ist A = T~!Dt nach Korollar (3.23)
ebenfalls nicht Dirichlet-invertierbar. O

Nach Proposition (3.14) ist A insbesondere nicht multiplikativ.
(3.50) Proposition. Fiir n € N ist

An) = Inp, fallsn=p* firpeP, k€N,
B 0, sonst.

Beweis. Wir definieren eine arithmetische Funktion f durch

Inp, fallsn=p"firpeP, keN,
fn) =

0, sonst.

Fiir n € N gilt dann

(THO) =D fd=> > (@)=Y > p=> vy(n)p=(]]p*™)=hn

deN PEP jE[1,vp(n)] PEP jE[1,vp(n)] peP peEP

d|n pln pln pln pln
— \(n) In(n) = (DU)(n),
also Tf = Dt und damit A = T~ 'Di = f. O

(3.51) Bemerkung. Es ist
A = -TDp.
Beweis. Nach Bemerkung (3.25), Bemerkung (3.46) und Proposition (3.45) gilt
A=T'Di=pu*Dit=DTpu— TDu = De — TDp = —TDyp. O
(3.52) Proposition. Fiir f € A gilt
f*A=T7'DTf-Df=Df —TDT'f.
Beweis. Nach Bemerkung (3.46) und Bemerkung (3.24) gilt
DTf —TDf = f+Du= f« TA = T(f * A)
und nach Bemerkung (3.25) somit
f*A=TDTf-TDf) =T 'DTf - T 'TDf =T 'DTf - Df
fir f € A. Ferner liefert Bemerkung (3.24) auch
f+*A=TT ' f« A=T(T'f*A)=DTT'f —TDT'f =Df - TDT!f
fir f € A. O
(3.53) Korollar (Selberg-Identitit). Es gilt

T ID2=DA + A x A,
TD?nu = DA+ A % A.
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Beweis. Nach Proposition (3.52), Bemerkung (3.25), Proposition (3.45) und Bemerkung (3.51) gilt

Ax A =T 'DTA —DA =T D% — DA,
AxA=DA—~TDT 'A =DA+TD(-T'A) = DA + TDDu = DA + TD?y,

also T71D? = DA+ A * A und TD?p = —DA + A x A. O

Die in Korollar (3.53) hergeleiteten Formeln finden im Beweis des Primzahlsatzes Anwendung: Die Abbil-
dung 7t: R — R gegeben durch

n(x) ={peP|p <z}

fiir z € R heiltt Primzahlfunktion. Der Primzahlsatz besagt, dass 7 asymptotisch gleich der Funktion R — R,
T g st
C))

T—00 ——
Inz

=1.

Aufgaben
Aufgabe 37 (Quotientenregel). Zeigen Sie: Fiir f,g € A gilt

D(f+g~")=(Dfxg—fxDg)xg >



Kapitel IV

Modulare Arithmetik

1 Kongruenzen und Restklassenringe

Kongruenzen ganzer Zahlen

(4.1) Definition (Kongruenz ganzer Zahlen). Es sei n € Z gegeben. Fiir a,b € Z sagen wir, dass a kongru-
ent b modulo n ist, geschrieben a =, b, wenn n | a — b gilt, und sonst, dass a inkongruent b modulo n ist,
geschrieben a #,, b.

(4.2) Bemerkung. Es sei n € Z geben. Fiir a € Z gilt genau dann a =,, 0, wenn n | a gilt.
(4.3) Beispiel. Esist 1=;,8,3=;10,2=79, 2=716, 2 =; —5, 16 =; —5.
(4.4) Bemerkung. Es seien n,a,b € Z gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
(a) Esgilt a =, 0.
(b) Es gibt ein ¢ € Z mit a = ng + b.
(¢) Esist a —b € nZ.

Beweis. Genau dann gilt a =, b, d.h. n | a —b, wenn es ein ¢ € Z mit a = ng+ b gibt. Somit sind Bedingung (a)
und Bedingung (b) dquivalent.

Ferner gilt nach Bemerkung (2.24) genau dann a =, b, d.h. n | a — b, wenn a — b € nZ ist. Folglich sind auch
Bedingung (a) und Bedingung (c) dquivalent.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

(4.5) Bemerkung. Fiir alle n € Z ist

=p ==

—n-

Beweis. Es seien n € Z und a, b € Z gegeben. Es ist a =, b dquivalent zu n | a —b, und es ist a =_,, b dquivalent
zu —n | a — b. Nach Bemerkung (2.15) gilt jedoch genau dann n | a — b, wenn —n | a — b gilt, d.h. a =, b ist
dquivalent zu a =_,, b.

Folglich ist =, = =_,,. O]

Eigenschaften von Kongruenzen
(4.6) Proposition. Fiir alle n € Z ist =,, eine Aquivalenzrelation auf Z.

Beweis. Es sei n € Z gegeben.

Es seien a,b,c € Z mit a =, b und b =,, ¢ gegeben, so dass n | a — b und n | b — ¢ gilt. Dann gilt jedoch
auch n | (a —b) + (b — ¢) = a — ¢ nach Proposition (2.12)(a), d.h. a =, c. Folglich ist =,, transitiv.

Fiir alle a € Z gilt n | 0 = @ — a nach Proposition (2.12)(b), also a =, a. Folglich ist =,, reflexiv.

Es seien a,b € Z mit a =,, b gegeben, so dass n | a — b gilt. Dann gilt auch n | b — a nach Korollar (2.13),
d.h. b =,, a. Folglich ist =,, symmetrisch.

Insgesamt ist =,, eine Aquivalenzrelation auf Z. O

59
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(4.7) Proposition. Es sei n € Z gegeben.
(a) Fiir a,a,b,b € Z mit a =, @ und b =, b gilt auch a + b=, a+ b.
(b) Fiir a,a € Z mit a =,, a gilt auch —a =,, —a.
(¢) Fiir q,a, b,b € Z mit a =, @ und b=, b gilt auch ab =,, ab.

Beweis.

(a) Es seien a,d,b,b € Z mit a =, @ und b =,, b gegeben, so dass n | a —a und n | b — b gilt. Nach
Proposition (2.12)(a) gilt dann auch n | (a —a) + (b—b) = (a+b) — (a+b),dh. a+ b=, a+b.

(b) Esseien a,a € Z mit a =,, a gegeben, so dass n | a—a gilt. Nach Korollar (2.13) folgt n | a—a = —a—(—a),
d.h. —a =, —a.

(c¢) Es seien

a? d? b’
on (2.12)(a), (c) gilt dann auch

beZmita=,aundb=,b gegeben, so dass n | a — a und b — b gilt. Nach Propositi-
)
n|(a—a)b+a(b—b) =ab—ab+ ab— ab = ab — ab,
d.h. ab =, ab. O
(4.8) Bemerkung. Es seien n,d,a,b € Z mit d | n gegeben. Wenn a =,, b ist, dann auch a =4 b.

Beweis. Wegen a =, b gilt, d.h. n | a — b, dann gilt wegen d | n auch d | a — b nach Proposition (2.10)(a) und
damit a =4 b. O]

(4.9) Bemerkung. Es seien m € N und n; € Z fiir ¢ € [1,m] gegeben. Fiir a,b € Z gilt genau dann
a =, b
fiir alle ¢ € [1,m], wenn

@ =lem(ni)iei,m
gilt.

Beweis. Es seien a,b € Z gegeben. Fiir ¢ € [1,m] gilt genau dann a =, b, wenn n; | a — b gilt, und es gilt genau
dann a Ziem(n,),c )y, b Wenn lem(n;)i[1,m] | @ —b gilt. Nach Definition eines kleinsten gemeinsamen Vielfachen
ist die Bedingung n; | a — b fiir alle i € [1,m] jedoch dquivalent zur Bedingung lem(n;);c(1,m) | @ — b. Folglich
gilt genau dann a =, b fiir alle ¢ € [1,m], wenn a Slem(n:)icpm O 8ilt. O

Konstruktion der Restklassenringe

(4.10) Proposition. Es sei n € Z gegeben. Die Menge Z/=,, wird ein kommutativer Ring mit Addition und
Multiplikation gegeben durch

2] +%/= [y] = [z +7 ),
2] 2= [y] = [z 2 y]

fir x,y € Z. Die Null und die Eins von Z/=,, sind gegeben durch

OZ/En _ [OZ],
12/=n = [17].

Fiir x € Z ist das Negative von [z] in Z/=,, gegeben durch

(=[] = = [(~a)").
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Beweis. Um zu zeigen, dass die beschriebene Addition und die beschriebene Multiplikation wohldefiniert sind,
seien z,Z,y,y € Z mit [x] = [£] und [y] = [§] gegeben. Dann gilt © =, Z und y =,, g, also auch z +y =, T+ §
und zy =, Z§ nach Proprosition (4.7)(a), (¢) und damit [z + y] = [ + §] und [zy] = [Z7] in Z/=,.
Somit erhalten wir eine wohldefinierte Verkniipfungen

a: L/=p X L=y — L/=n, ([z],[y]) = [z +y],

m: Lj=, X L]=, — Z]=y, ([z],[y]) — [xy].
Wir wollen zeigen, dass Z/=,, ein kommutativer Ring mit Addition a und Multiplikation m wird.
Fir z,y,z € Z gilt

a(lal, a([yl, [2)) = alla]; [y + 2]) = [z + (v + 2)] = [(& + y) + 2] = a([z + y], [2]) = ala((z], [4)), [2])-

Folglich ist a assoziativ.
Fiir alle z,y € Z gilt

a([z], [y]) = [z +y] = [y + 2] = a([y], [2])-
Folglich ist + kommutativ.
Fiir x € Z gilt

a([0], [¢]) = [0 + 2] = [].

Folglich ist [0] ein neutrales Element bzgl. a.
Fir x € Z gilt

a([=], [z]) = [(=z) + =] = [0].
Folglich ist [—z] ein zu [z] inverses Element bzgl. a.

Analog zeigt man, dass m assoziativ und kommutativ und dass [1] ein neutrales Element bzgl. m ist.
Fir x,y,2z € Z gilt

m([z], a(ly], [2])) = m([a], [y + 2]) = [2(y + 2)] = [2y + 22] = a([ay], [22]) = a(m([z], [y]), m([x], [2]))-
Folglich gelten die Distributivgesetze.

Insgesamt wird Z/=,, ein kommutativer Ring mit Addition und Multiplikation gegeben durch [z]+[y] = a([z], [y])
und [z] - [y] = m([z], [y]) fir ,y € Z, Null 0 = [0], Eins 1 = [1] und Negativen —[z] = [—z] fiir z € Z. O

(4.11) Definition (Restklassenring). Es sei n € Z gegeben. Der kommutative Ring Z/n := Z/=,, mit Addition
und Multiplikation gegeben wie in Proposition (4.10) heifit Restklassenring von Z modulo n. Fir x € Z heifst
die Aquivalenzklasse [z],, := [z]=, auch die Restklasse von x modulo n.

n

Der Restklassenring Z/n wird in der Literatur oft auch als Z/nZ bezeichnet und iiber das Ideal nZ konstruiert,
vgl. Bemerkung (4.4).

(4.12) Bemerkung. Fiir alle n € Z ist

Z/n=17Z/(—n).
Beweis. Fiir n € Z gilt nach Bemerkung (4.5) stets =,, = =_,,, also
Zin=2]=,=2Z/=_, =7/(—n)
als Mengen und nach Definition von Addition und Multiplikation auch als Ringe. O

(4.13) Bemerkung. Es sei n € Z gegeben. Fiir a € Z ist
[a), = a+ nZ.
Beweis. Fiir a € Z gilt nach Bemerkung (4.4) stets
al={a€Z|a=,a}={acZ|a—acnZ}={acZ|aca+nl}=a+nZ. O
(4.14) Konvention. Es sei n € Z gegeben. Fiir a € Z schreiben wir unter Missbrauch der Notation meistens

kurz a anstatt [a], fr die Restklasse von a modulo n, und sagen dann immer dazu, sobald a als Element
von Z/n anzusehen ist.

Mit Konvention (4.14) gilt fiir z,y € Z also z = y in genau dann Z/n, wenn = =,, y in Z.

(4.15) Beispiel. In Z/7Tist 1 =8 = —6,3 =10 = —4,2 = —5. Es gilt 54+4 =9 =2 3-4 = 12 = 5,
13-13 = (-1) - (=1) = L.
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Kongruenzen und Division mit Rest

Die Bezeichnung Restklasse bzw. Restklassenring kommt daher, dass jedes Element in Z/n fir n € N, also jede
Restklasse modulo n, durch den Rest eines beliebigen Reprasentanten bei Division mit Rest durch n représentiert
wird, wie wir nun sehen werden.

(4.16) Proposition. Es sei n € Z \ {0} gegeben.

(a) Fiir a € Z ist a =, a mod n.

(b) Fiir a,b € Z gilt genau dann a =, b, wenn a mod n = b mod n ist.
Beweis.

(a) Fiir alle a € Z gilt a = n(adivn) + (e mod n) nach dem Satz iiber die Division mit Rest (2.1), also
a =, a mod n nach Bemerkung (4.4).

(b) Es seien a,b € Z gegeben. Nach (a) gilt ¢ =,, a mod n und b =,, b mod n. Folglich gilt genau dann a =, b,
wenn a mod n =, bmod n ist. Dies widerum ist dquivalent zu n | (e mod n) — (b mod n). Da jedoch
amodn € [0,|n] — 1] und b mod n € [0,|n| — 1] gilt, ist n | (¢ mod n) — (b mod n) gleichbedeutend mit
(a mod n) — (b mod n) =0, d.h. mit ¢ mod n = b mod n. O

(4.17) Korollar. Es sein € Z\ {0} gegeben.
(a) Fiir a € Z ist a = amod n in Z/n.
(b) Fiir a,b € Z gilt genau dann a = b in Z/n, wenn a mod n = b mod n in Z ist.
Beweis.
(a) Fiir a € Z gilt a =, a mod n in Z nach Proposition (4.16)(a), also a« = a mod n in Z/n.

(b) Es seien a,b € Z gegeben. Genau dann gilt @ = b in Z/n, wenn a =, b in Z ist. Nach Proposition (4.16)(b)
ist dies jedoch dquivalent zu @ mod n = b mod n in Z. O

(4.18) Korollar. Fiir n € Z \ {0} ist
Z/n=A{0,...,|n| —1}.
Beweis. Fir n € Z\ {0}, z € Z ist x mod n € [0, |n| — 1]. O

(4.19) Definition (Standardtransversale). Fiir n € Z\ {0} heift [0, |n| — 1] die Standardtransversale (oder das
Standardreprasentantensystem) von Z bzgl. =,,.

Nullteiler im Restklassenring

(4.20) Bemerkung. Es sei p € Z \ {0,1,—1} gegeben. Genau dann ist p irreduzibel, wenn fir a,b € Z
mit ab =, 0 stets auch a =, 0 oder b =, 0 gilt.

Beweis. Nach Lemma (2.61) ist p genau dann irreduzibel, wenn fiir a,b € Z mit p | ab stets auch p | a oder p | b
gilt, d.h. wenn aus ab =, 0 stets a =, 0 oder b =, 0 folgt. O

(4.21) Proposition. Es sei n € Z gegeben. Genau dann ist Z/n ein Bereich, wenn n = 0 oder n irreduzibel
ist.

Beweis. Wenn n = 0 ist, so ist Z/n = Z/0 = Z ein Bereich. Wenn n € Z* = {1, —1} ist, soist Z/n = Z/1 = {0}
kein Bereich. Wenn n € Z \ {0,1, —1} ist, so ist Z/n nach Bemerkung (4.20) genau dann ein Bereich, wenn n
irreduzibel ist. O

In Abschnitt 3 werden wir sehen, dass Z/n fir n irreduzibel sogar ein Korper ist.
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Aufgaben
Aufgabe 38 (Rechnen in Z/n).

(a) Berechnen Sie 17 423 +40 — 8 und 2 - (—3) - 15 und 6000000 in 7,/7.
(b) Berechnen Sie (—8) +13 —2+5und 4-3-5 und 9** in Z/8.
(c) Tst 32016 — 32012 iy, 7/807

Aufgabe 39 (chinesischer Restsatz). Zeigen Sie: Wir haben einen wohldefinierten bijektiven Ringhomomor-
phismus Z/6 — Z/2 x Z./3, |z]s — ([x]2, [7]3)-

Aufgabe 40 (Inverse in Z/n).
(a) Bestimmen Sie die Inversen der invertierbaren Elemente in Z/11.
(b) Es sei a € Z so, dass a? in Z/12 invertierbar ist. Ist dann auch a invertierbar?

Aufgabe 41 (abelsche Untergruppen von Z/n). Es sei n € Z gegeben. Bestimmen Sie alle abelschen Unter-
gruppen von Z/n.

2 Lineare Kongruenzgleichungen und der chinesische Restsatz

Lineare Kongruenzgleichungen in einer Unbekannten

(4.22) Bemerkung. Es seien n,a,b € Z gegeben. Fiir x € Z gilt genau dann
axr =, b,

wenn es ein y € Z mit
axr+ny=>

gibt.

Beweis. Fir x € Z gilt nach Proposition (4.4) (und Proposition (4.6)) genau dann ax =, b, wenn es ein y € Z
mit ax + ny = b gibt. O

(4.23) Korollar. Es seien n,a,b € Z gegeben. Genau dann gibt es ein z € Z mit
ax =, b,

wenn
ged(a,n) | b

gilt.

Beweis. Nach Bemerkung (4.22) gibt es genau dann ein « € Z mit ax =, b, wenn es x,y € Z mit ax +ny = b
gibt. Dies ist nach Aufgabe 23(a) dquivalent dazu, dass ged(a,n) | b gilt. O

(4.24) Korollar. Es sei n € Z gegeben. Fiir a € Z gibt es genau dann ein = € Z mit
ar =, 1,
wenn ¢ und n teilerfremd sind.

Beweis. Es sei a € Z gegeben. Nach Korollar (4.23) gibt es genau dann ein 2 € Z mit az =, 1, wenn ged(a, z) | 1
gilt. Dies ist nach Bemerkung (2.18) dquivalent zu ged(a,n) = 1, d.h. zur Teilerfremdheit von a und n. O
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(4.25) Proposition. Es seien n,a,b € Z mit (a,n) # (0,0) und ged(a, n) | b gegeben. Ferner sei zg € Z mit

a
ged(a,n) 10 = geatemy

gegeben. Fiir z € Z gilt genau dann
ax =, b,

wenn

b
weatam 70 ged(a, n)

T

ist.

Beweis. Es sei x € Z gegeben. Wegen mxo =

I
ged(a,n) " ged(a,n

Yo =1
)
und also mit

azo + nyo = ged(a, n).

1 gibt es nach Bemerkung (4.22) ein yo € Z mit

Fiir y € Z gilt nach Aufgabe 23(b) genau dann ax + ny = b, wenn

b n

(LL', y) € (Uﬁoayo)

ged(a,n) | ‘ged(a,n)  ged(a,n)

ist. Nach Bemerkung (4.22) bedeutet dies aber, dass ax =,, b genau dann gilt, wenn

b n n
ged(a,n)  ged(a,n)

zZ=|

T € o

ist, d.h. wenn

b
T =gatem 0 ged(a, n)
gilt.
(4.26) Beispiel.

(a) Es gibt kein x € Z mit 18z =3¢ 20.

(b) Fiir z € Z gilt genau dann 18x =3¢ 12, wenn x =5 —1 ist.

(¢) Fiir z € Z gilt genau dann 18z =3¢ 24, wenn x =5 —2 ist.

Beweis.

o ged(a, n)]m

(a) Da ged(18,30) = 6 ist und 6 1 20 gilt, gibt es nach Korollar (4.23) kein 2 € Z mit 18z =3¢ 20.

(b) Esist £.2=23.2=6=5 1. Fiir z € Z ist 18z =3 12 nach Proposition (4.25) #quivalent zu

12
xz52~€:4z5—1.

(c¢) Fiir z € Z ist 18z =3 24 nach Proposition (4.25) dquivalent zu

24
x552-€:855—2.
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(4.27) Korollar. Es seien n,a,z,y € Z mit (a,n) # (0,0) gegeben. Genau dann gilt
ar =, ay,

wenn
T =ratem Y

ist.

Beweis. Nach Bemerkung (2.44) sind
mit

und teilerfremd, so dass es nach Korollar (4.24) ein zg € Z

a n
ged(a,n) ged(a,n)

mxo =t 1 gibt. Ferner folgt aus Proposition (4.25), dass ax =, ay genau dann gilt, wenn
T=_m T gcd(ii,m ist. Nun impliziert mxo =

on (4.7)(c), so dass also die Bedingung ax =,, ay dquivalent zur Bedingung x = i Y ist. O

. 1 jedoch mxoy = S Y nach Propositi-

n n
ged(a,n ged(a,n

Alternativer Beweis von Korollar (4.27). Es ist ax =, ay dquivalent zu n | ax — ay = a(x — y), und es ist

=_z— v dquivalent zu - |  — y. Nach Korollar (2.41) gilt jedoch genau dann n | a(x — y), wenn
O

m |  — y gilt. Folglich ist ax =,, ay Aquivalent zu x =t V-
Alternativer Beweis von Beispiel (4.26)(b), (c).
(b) Esseiz € Z gegeben. Wegen ged(6,30) = 6 gilt nach Korollar (4.27) genau dann 18z =30 12, wenn 3z =5 2
ist. Wegen 2 -3 = 6 =5 1 ist dies aber widerum aquivalent zu x =52 -2 =4 =5 —1.
(c) Esseix € Z gegeben. Wegen ged(6,30) = 6 gilt nach Korollar (4.27) genau dann 18z =3¢ 24, wenn 3z =5 4
ist. Wegen 2 -3 = 6 =5 1 ist dies aber widerum aquivalent zu x =5 2-4 =8 =5 —2. O

(4.28) Korollar. Es seien n,a,z,y € Z so gegeben, dass a und n teilerfremd sind. Genau dann gilt az =, ay,
wenn r =, y gilt.

(4.29) Korollar. Es scien p € P, a,z,y € Z mit p{ a gegeben. Genau dann gilt ax =, ay, wenn z =, y gilt.

Beweis. Nach Proposition (2.60) folgt aus p { a, dass a und p teilerfremd sind. Somit folgt aus Korollar (4.28),
dass die Bedingungen ax =, ay und x =, y dquivalent sind. O

Simultane Kongruenzen: Der chinesische Restsatz

(4.30) Bemerkung. Esseien m € N, n; € Z fiir i € [1,m] und ein gemeinsames Vielfaches n € Z von (n;);c[1,m]
gegeben. Dann ist

Z/n - H Z/ni’ [x]" = ([x]n1)ze[1,m]
i€[1,m]
ein wohldefinierter Ringhomomorphismus.

Beweis. Es selen z,& € Z mit [z], = [Z], in Z/n gegeben, so dass © =, Z in Z gilt. Da n ein gemeinsames
Vielfaches von (n;);e[1,m) ist, folgt x =,,, T fiir alle i € [1,m] nach Bemerkung (4.8). Somit gilt auch [z],,, = [Z],
in Z/n; fiir alle ¢ € [1,m] und damit ([z]n,)ie1,m] = ([Z]n,)ie(1,m) 0 [];ep1,m) Z/ns- Folglich erhalten wir eine
wohldefinierte Abbildung

T Z/TL — H Z/nzﬁ [x]n = ([x]ni)ie[lum].

i€[1,m]

Fir x,y € Z gilt

T([@]n + [y]n) = 7([z + yln) = ([ + Yln,)icp,m) = ([ln; + Wln)icitm = (@ln)ieirm) + (Wln:)ici,m)
= m([z]n) + 7([y]n),
m([@]n [yln) = 7([2y]n) = ([xy}m)ieu,m] = ([z]n, [y]m)ie[l,m] = ([x]m)ie[l,m] ([y]m)ie[l,m]
= m([z]n) 7([y]n)
und es ist

(1) = 7([1]n) = ([Un)iep,m = (Diep,m = 1-

Somit ist 7 ein Ringhomomorphismus. O
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(4.31) Proposition. Esseien m € N, n; € Z fiir 7 € [1,m] und ein gemeinsames Vielfaches n € Z von (n;);e[1,m]
gegeben. Genau dann ist

Z/TL - H Z/n“ [‘T]n = ([ﬂm)ie[l,m]
i€[1,m]
injektiv, wenn |n| = lem(n;);e[ m) ist.
Beweis. Es sei m: Z/n = [L;c(1 m) Z/Mi, [2]n = ([2]0,)ien,m)-
Zunéchst sei 7 injektiv. Wegen n; | lem(n;) je(1,m) fiir 4 € [1,m] gilt
m({lem(n;)jep,miln) = (lem(n;)jep miln,)ieq,m) = 0.

Die Injektivitdt von 7 impliziert [lem(n;) e[1,m]ln = 0 in Z/n, es gilt also n | lem(n;) e[1,m) in Z. Andererseits
ist n ein gemeinsames Vielfaches und lem(n;) e(1,m] ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von (1;);¢[1,mm). Daher
gilt auch lem(n;) e[1,m] | 7. Nach Proposition (2.10)(c) gilt daher |n| = lem(n;);e1,m)-

Nun gelte umgekehrt |n| = lem(n;)ig(1,m)- Es sel @ € Z mit ([z]n,)ie(1,m) = 0 in [[;c(1 ) Z/ni gegeben. Dann
gilt [2],, = 01in Z/n; und damit x =, 0 in Z fiir alle i € [1,m]. Nach Bemerkung (4.9) folgt & Zjcm(n,), ;. 05
wegen n = lem(n;)iep,m) also =, 0 in Z und damit [z], = 0 in Z/n. Folglich ist Kerm = {0} und damit
7 injektiv. O

(4.32) Lemma (chinesischer Restsatz, arithmetische Version). Es seien m € N und paarweise teilerfremde
n; € Z fur i € [1,m] gegeben. Ferner seien a; € Z fiir i € [1,m] gegeben. Fiir ¢ € [1,m] sei y; € Z mit

( H nj)yi =n, 1
Jell,mN\{i}

gegeben.
Fiir x € Z gilt genau dann

T =n,; Q4

fiir alle ¢ € [1,m], wenn

xEer[l,m]"k Z ai( H nj)yi

i€[l,m]  je[l,m]\{}
ist.

Bewets. Wenn

xEHkG[l,m]nk Z ai( H nj)yi

i€[l,m]  je[l,m]\{i}

gilt, dann nach Bemerkung (4.8) auch

T =n, Z ai( H nj)yi =np ak( H nj)yk =ny Ok * 1=ag

ie[l,m]  je[l,m]\{i} je[t,m]\{k}

fir k € [1,m)].
Es gelte umgekehrt « =,,; a; fiir alle ¢ € [1,m]. Nach Bemerkung (4.30) ist

w2/ T mi— [I 2/ e, = (@it

i€[1,m] 1€[1,m]

ein wohldefinierter Ringhomomorphismus. Wegen der paarweise Teilerfremdheit von (1)1, ist

I i =lem(ni)ieps,m

i€[1,m]
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und damit 7 injektiv nach Proposition (4.31). Wie wir gerade gesehen haben gilt jedoch
i€[1,m] Jje1,m]\{i}

fir alle k € [1,m], also

w([@lr, ) = (@odrerm = 0 Y @l T n)wde)veim

i€[l,m]  jE[l,m]\{i}

=m([ Y aC T 29l )

i€[l,m]  jE[l,m]\{i}

und auf Grund der Injektivitdt von 7w somit

e =Y @il T n)wilit,c e

i€[l,m]  je[l,m]\{i}

Dies bedeutet aber gerade

T =T Z ai( H n5)Yi- O

i€[l,m]  jE[l,m]\{i}

(4.33) Beispiel. Fiir z € Z gilt genau dann

T =5 3,

T =7 5,

T =9 77
wenn

T =315 -2

ist.

Beweis. Es ist

Nach dem chinesischen Restsatz gilt also genau dann x =5 3 und x =7 5 und = =9 7, wenn
ist. O]

(4.34) Satz (chinesischer Restsatz, algebraische Version). Es seien m € N und paarweise teilerfremde n; € Z
fiir 7 € [1,m] gegeben. Dann ist

z/C 1T no— 11 2Z/mi; @, me = (@ndicnm)
1€[1,m] i€[1,m]
ein Ringisomorphismus.

Beweis. Nach Bemerkung (4.30) ist 72 Z/(I L;cp1 ) i) = Tiep m) Z/mis (21
homomorphismus.
Wegen der paarweise Teilerfremdheit von (n;);c[1,m) ist

I i =lem(ni)ieps,m

i€[1,m]

= ([]n, )ic1,m] €in Ring-

i€[1,m] i
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und damit 7 injektiv nach Proposition (4.31).

Um die Surjektivitét von 7 zu zeigen, seien a; € Z fiir i € [1,m] gegeben. Da (n;);c[1,m) paarweise teilerfremd ist,
sind ([T mp\ iy 7y) und n; fiir alle ¢ € [1,m] teilerfremd. Nach Korollar (4.24) gibt es daher fiir alle ¢ € [1,m]
ein y; € Z mit

( H nj)yi =n; L.
Jelt,m]\{i}
Nun folgt

Z ai( H n;)Yi Znp Ok

i€[1,m] JE[,m]\{i}

nach Lemma (4.32) fiir k € [1,m] und damit

(Y al IT mdwidmecnm) =D, @l T n)vidndsenm = [0kl ke m-

i€[1l,m] Je[l,m]\{i} i€[1,m] jel,m]\{:}
Somit ist 7 in der Tat surjektiv. O
Da Z/1 = {0} ist, ergibt sich aus dem Fundamentalsatz fiir Arithmetik:

(4.35) Korollar. Fiir alle n € Z\ {0} ist

Z/n — l_IZ/pvp(n)7 [2]n = ([€] yop ) )pep
pEP

ein Ringisomorphismus.

Aufgaben

Aufgabe 42 (zwei simultane Kongruenzen). Es seien m,n € N, a,b € Z gegeben. Zeigen Sie: Genau dann gibt
es ein z € Z mit x =y, a und T =, b, wenn a =gcq(m,n) O ist.

Aufgabe 43 (simultane lineare Kongruenzgleichungen). Bestimmen Sie die Menge aller x € Z mit

6x =16 8,
152 =927 3,
14x =49 35.

3 Die prime Restklassengruppe

Prime Restklassen

(4.36) Definition (prime Restklasse). Es sei n € Z gegeben. Die Einheitengruppe (Z/n)* wird prime Rest-
klassengruppe genannt, ihre Elemente prime Restklassen.

(4.37) Bemerkung. Fiir alle n € Z\ {0} ist

(Z/n)" — ><P(Z/pv”(”))X7 [@]n = ([2]pvpm) )pep

ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Dies folgt aus Korollar (4.35). O

Um die primen Restklassengruppen (Z/n)* fur n € Z\ {0} zu verstehen, geniigt es also, die primen Restklas-
sengruppen (Z/p*)* fiir p € P, k € Ny zu verstehen.
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Modulare Einheiten

(4.38) Definition (modulare Einheit). Es seien n € Z und a € Z gegeben. Wir sagen, dass a invertierbar
modulo n (oder eine Einheit modulo n) ist, falls a invertierbar in Z/n ist.

(4.39) Bemerkung. Es seien n € Z und a € Z gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
(a) Esist a eine Einheit modulo n.
(b) Es existiert ein x € Z mit az =, 1.
(c) Esist a teilerfremd zu n.

Beweis. Die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (b) gilt nach Definition von Z/n. Die Aquivalenz
von Bedingung (b) und Bedingung (c) gilt nach Korollar (4.24). O

(4.40) Korollar. Fiir n € Z ist

(Z/n)* ={[z] | € Z so, dass x teilerfremd zu n ist}.

Endliche Primkorper

Mit Korollar (4.40) kénnen wir eine Antwort auf die Frage geben, wann ein Restklassenring von Z ein Korper
ist.

(4.41) Satz. Fiir n € Z ist Z/n genau dann ein Kérper, wenn n irreduzibel ist.

Beweis. Es sei n € Ny gegeben. Dann ist Z/n = Z/(—n) stets ein kommutativer Ring. Wenn n = 0 ist, so
ist Z/{0} = Z kein Korper. Wenn n = 1 ist, so ist Z/{1} = {0} ebenfalls kein Korper.

Im Folgenden sei also n > 1. Wir betrachten die Standardtransversale [0,n — 1] von Z bzgl. =,,. Wegen n > 1
gilt stets 0 # 1 in Z/n. Somit ist Z/n genau dann ein Korper, wenn jedes = € [1,n — 1] invertierbar in Z/n ist.
Nach Korollar (4.40) gilt dies aber genau dann, wenn jedes x € [1,n — 1] teilfremd zu n ist. Wegen n > 1 ist
dies dquivalent dazu, dass n eine Primzahl ist. O

(4.42) Definition (endliche Primkérper). Fiir p € P heift F), := Z/p der Primkérper zur Primzahl p.

Euler-Funktion

(4.43) Definition (Euler-Funktion). Die Euler-Funktion (oder Eulersche Funktion oder Eulersche Phi-Funk-
tion) ist definiert als

@:N—=C,n— |{z €[l,n] |z ist teilerfremd zu n}|.
(4.44) Bemerkung. Fiir alle n € N ist
o(n) = (Z/n)*|.
Beweis. Es sei n € N gegeben. Wir betrachten die Transversale [1,7n] von Z bzgl. =,,. Nach Korollar (4.40) ist
(Z/n)* ={[z] | * € Z mit ged(z,n) =1} = {[z] | = € [1,n] mit ged(z,n) =1}
und damit
((Z/n)*| = {[z] | = € [1,n] mit ged(z,n) = 1}| = {z € [1,n] | ged(z,n) = 1} = ¢(n). 0
(4.45) Korollar. Fiir alle p € P ist
e(p)=p-1L
Beweis. Fiir p € P ist Z/p =T, ein Korper nach Satz (4.41) und damit
¢(p) = (Z/p)*| = [F;| = [Fp \ {0} = [Fp| -1 =p—1

nach Bemerkung (4.44). O
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(4.46) Korollar. Die Euler-Funktion ¢ ist eine multiplikative arithmetische Funktion.

Beweis. Fiir n € N gilt

(Z/n)* = X (Z/p™™)"

peEP

nach Bemerkung (4.37) und somit

o(n) = 12/ = X @/p )| = [] I@/p)| = T o)

peP peP peP

nach Bemerkung (4.44). Die Multiplikativitdt von ¢ folgt nun aus Bemerkung (3.12). O

(4.47) Proposition. Fiir n € N gilt

1
o(n)=n (- o)

peP
pln

Beweis. Siehe Aufgabe 44(a). O
(4.48) Proposition. Die Summatorfunktion der Euler-Funktion ¢ ist
Te =inc: N— C, n — n.

Fir n € N gilt

> o(d) =n.

deN
d|n

Beweis. Siehe Aufgabe 45(a). O

(4.49) Korollar. Fiir n € N gilt

(d)
(n)=n By,
¢ {ﬁ% y

Beweis. Siehe Aufgabe 45(b). O

Der Satz von Lagrange

(4.50) Definition (Aquivalenz modulo Untergruppe). Es seien n € Z und eine Untergruppe U von (Z/n)*
gegeben. Fiir a, 3 € (Z/n)* sagen wir, dass « dquivalent 3 modulo U ist, geschrieben o ~y 3, wenn 3~ 1o € U
gilt.

X

(4.51) Proposition. Essein € Z gegeben. Fiir jede Untergruppe U von (Z/n)* ist ~ eine Aquivalenzrelation

auf (Z/n)*.

Beweis. Es sei eine Untergruppe U von (Z/n)* gegeben.

Es seien a, 8,7 € (Z/n)* mit a ~y § und B ~y v gegeben, so dass f~ta € U und y~13 € U gilt. Dann gilt
jedoch auch v~ ta = (y718)(87ta) € U, d.h. a ~p 7. Folglich ist ~¢; transitiv.

Fiir alle a € (Z/n)* gilt a 'a =1 € U, also a ~y a. Folglich ist =,, reflexiv.

Es seien «, 8 € (Z/n)* mit a ~y B gegeben, so dass B~ a € U gilt. Dann gilt auch o= 18 = (37 1a)"! € U,
d.h. 8 ~y «a. Folglich ist ~y symmetrisch.

Insgesamt ist ~¢ eine Aquivalenzrelation auf (Z/n)*. O
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(4.52) Definition (Nebenklasse). Es seien n € Z und eine Untergruppe U von (Z/n)* gegeben. Fiir o € Z
heift die Aquivalenzklasse o]y := [a]~, auch die Nebenklasse von o modulo U. Die Menge der Nebenklassen
modulo U wird mit

(Z/n)* U = (Z/n)" |~u
bezeichnet.

Fiir n € Z und eine Untergruppe U von (Z/n)* lésst sich auf der Quotientenmenge (Z/n)* /U eine Gruppen-
struktur definieren, &hnlich zur Konstruktion der Struktur der unterliegenden abelschen Gruppe auf Z/n. Auf
diese Struktur kommt es uns jedoch nicht an, weswegen wir sie an dieser Stelle nicht studieren werden.

Der Bezeichnung Nebenklasse erklért sich wie folgt:

.5 emerkung. Es seien n € Z und eine Untergruppe U von (Z/n)* gegeben. Fiir o € (Z/n)* ist
4.53) B k Es sei Z und eine U U Z/n)* ben. Fii Z/n)* i
[a]y = aU.
Beweis. Fir a € (Z/n)* gilt
[ ={ac(Z/n)* |a~ya}={ac (Z/n)" |atacU}={ac(Z/n)*|acal}=al. O
. emerkung. Es seien n € Z und eine Untergruppe U von (Z/n)* gegeben. Dann ist
4.54) B k Es sei Z und eine U U Z/n)* ben. D i
U—aU, &— af

eine wohldefinierte Bijektion.

Beweis. Da (Z/n)* eine Gruppe ist, haben wir eine wohldefinierte Bijektion
(Z/n)* = a(Z/n)*, § = af,
welche nach Definition von alU zu einer Bijektion
U—alU, &— af
einschrankt. O

(4.55) Definition (Nebenklassenindex). Es seien n € Z und eine Untergruppe U von (Z/n)* gegeben. Der
Nebenklassenindex von U in (Z/n)* ist definiert als

[(Z/n)* - U] == |(Z/n)" /UI.
(4.56) Lemma (Satz von Lagrange). Es sei n € N gegeben. Fiir jede Untergruppe U von (Z/n)* gilt
@(n) =U|-[(Z/n)" : U].

Beweis. Es sei eine Untergruppe U von (Z/n)* gegeben. Dann ist (Z/n)* /U = (Z/n)*/~y eine Partition
von U, so dass

zm*= |y X
Xe(zZ/n)* /U
gilt. Nach Bemerkung (4.53) gilt | X| = |U] fiir alle X € (Z/n)* /U und damit
om)=zm>l=1 U Xl= > XI= > UI=UZ/Mn)*/U

Xe(Z/n)* /U Xe(z/n)* /U Xe(z/n)* /U
=|U|-[(Z/n)* : U]

nach Bemerkung (4.44). O
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Zyklische Untergruppen
(4.57) Definition (von einem Element erzeugte Untergruppe). Es sei n € Z gegeben. Fiir a € (Z/n)* heiftt

(o) = (a)grp = ﬂ {U | U ist eine Untergruppe von (Z/n)* mit o € U}

von (Z/n)* die von « erzeugte Untergruppe von (Z/n)*.

(4.58) Bemerkung. Es seien n € Z und « € (Z/n)* gegeben. Dann ist (a) die bzgl. Inklusion kleinste
Untergruppe von (Z/n)*, welche « als Element enthéalt.

Beweis. Es sei i := {U | U ist eine Untergruppe von (Z/n)* mit o € U}, so dass

()=uU=U

veu

gilt. Dann ist a € U fiir alle U € U, also auch

a € ﬂU=<Oz>.

veu

Fiir eine beliebige Untergruppe U von (Z/n)* mit g € U gilt hingegen U € U, also

()= (U CU. O
U'ed

(4.59) Notation. Es sei n € Z gegeben. Fiir o € (Z/n)* schreiben wir
of ={a* | ke Z}.

(4.60) Definition (diskrete Exponentiation). Es sei n € Z gegeben. Fiir a € (Z/n)* heift
exp,,: Z — (Z/n)*, k — of

die diskrete Exponentiation zur Basis a.

(4.61) Bemerkung. Es seien n € Z und « € (Z/n)* gegeben. Die diskrete Exponentiation
exp,,: Z — (Z/n)*, k — of

ist ein Gruppenhomomorphismus mit
Imexp, = oZ.

Beweis. Fir k,l € Z ist
exp, (k +1) = o = o ol = exp,, (k) exp,,(1).

Folglich ist exp,,: Z — (Z/n)*, k + oF ein Gruppenhomomorphismus. Ferner gilt
Imexp, = {exp, (k) | k € Z} = {a" | k € Z} = o”. O

Wir werden nun sehen, dass das Erzeugnis einer primen Restklasse gerade gleich der Menge aller Potenzen
dieser Restklasse ist.

(4.62) Lemma. Es sei n € Z gegeben. Fiir a € (Z/n)* ist
(o) = a”.

Beweis. Es sei ein a € (Z/n)* gegeben. Dann ist o = a! € o und es ist a” eine Untergruppe von (Z/n)* nach
Bemerkung (4.61). Da (o) nach Bemerkung (4.58) aber die bzgl. Inklusion kleinste Untergruppe von (Z/n)* ist,
welche a enthilt, impliziert dies bereits (o) C a?. Umgekehrt ist insbesondere o € () nach Bemerkung (4.58),
also auch o* € (a) nach dem Untergruppenkriterium, d.h. es ist aZ C (). Insgesamt haben wir (a) = o?. [



3. DIE PRIME RESTKLASSENGRUPPE 73

(4.63) Definition (Ordnung). Es seien n € Z und « € (Z/n)* gegeben. Die Ordnung von « ist definiert als
ord o := |()].
(4.64) Bemerkung. Es sei n € N gegeben. Fiir alle a € (Z/n)* gilt
orda | @(n).
Beweis. Da (a) eine Untergruppe von (Z/n)* ist, gilt
order = [{a)] | @(n)
fiir alle a € (Z/n)* nach dem Satz von Lagrange (4.56). O
(4.65) Satz. Es seien n € Z und « € (Z/n)* gegeben. Dann ist
Z/(ord o) — (@), [k] — oF
ein wohldefinierter Gruppenisomorphismus. Insbesondere ist
orda =min{k € N| " =1}
und
() = {a¥ | k €[0,orde — 1]}.

Beweis. Nach Bemerkung (4.61) und Lemma (4.62) ist exp,: Z — (Z/n)*, k — o* ein Gruppenhomomorphis-

mus mit Imexp, = a? = (a). Insbesondere ist Kerexp, eine abelsche Untergruppe von Z, d.h. es existiert

nach Lemma (2.21) und Satz (2.27) ein m € Ny mit Kerexp, = mZ. Da (Z/n)* eine endliche Gruppe ist,
kann exp,: Z — (Z/n)* nicht injektiv sein. Folglich ist mZ = Kerexp,, # {0} und damit m > 0. Genauer gilt

m = min(NNmZ) = min(NN Kerexp,) = min {k € N | exp,, (k) = 1} = min {k € N | o = 1}.

Es seien k,[ € Z gegeben. Genau dann gilt of = ol in (Z/n)*, wenn o*~! = 1 ist, d.h. wenn k — [ € Kerexp, =
mZ gilt. Dies ist nach Bemerkung (4.4) dquivalent zu k =,,  in Z, d.h. zu k = [ in Z/m. Folglich haben wir
eine wohldefinierte injektive Abbildung

e: Z/m — (), [k] — oF.

Wegen ([k]) = o* = exp, (k) fiir k € Z ist
Ime = Imexp, = o’ = (a)

nach Bemerkung (4.61) und Lemma (4.62), d.h. € ist auch surjektiv. Ferner gilt
e([k] +[1]) = e([k +1]) = exp, (k +1) = exp, (k) exp, (1) = e([k]) ([1])

fiir k,1 € Z nach Bemerkung (4.61), d.h. € ist ein Gruppenhomomorphismus. Auf Grund der Bijektivitit ist e
also sogar ein Gruppenisomorphismus.
Insbesondere folgt

orda = |{(a)| = [Ime| = |Z/m| =m =min {k € N | o = 1}
(@) =TIme = {e([k]) | k€ [0,m — 1]} = {* | k € [0,m — 1]} = {o* | k € [0,orda — 1]}

nach Korollar (4.18). O
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(4.66) Korollar. Es seien n € Z, m € Z und o € (Z/n)* gegeben. Genau dann gilt
am =1

in (Z/n)*, wenn
orda | m

gilt.

Beweis. Nach Satz (4.65) ist
Z/(ord a) — (@), [k] — oF

ein wohldefinierter Gruppenisomorphismus. Folglich gilt genau dann o™ = 1, wenn m = 0 in Z/(ord ) ist, d.h.
wenn ord a | m gilt. O

(4.67) Korollar. Es seien n € Z und « € (Z/n)* gegeben. Fiir alle k € Z gilt
ord a
ged(k,orda)’
Beweis. Nach Satz (4.65), Korollar (4.66) und Korollar (2.41) gilt
orda® =min{leN| (") =1} =min{leN|a* =1} =min{l € N | ord o | kl}

ord « ord «

S W O
ged(k, ord ) X ged(k, ord a)

orda* =

=min{l € N|

(4.68) Korollar. Es seien n,k € Z und a € (Z/n)* gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
(a) Esist (a®) = (a).
(b) Es ist ord a* = ord a.
(¢) Es sind k und ord « teilerfremd.

Beweis. Wegen o € (a) gilt (o) C (a) nach Bemerkung (4.58). Somit haben wir genau dann (a*) = (a), wenn
|(a®)| = |{a)| gilt, d.h. genau dann, wenn ord o* = ord « ist. Folglich sind Bedingung (a) und Bedingung (b)
dquivalent.

Nach Korollar (4.67) gilt ferner ord a = (ord o*) ged(k, ord a¢). Somit ist die Bedingung ord o* = ord @ iquivalent
zur Bedingung ged(k,ord o) = 1, d.h. zur Teilerfremdheit von & und ord ce. Wir haben also auch die Aquivalenz
von Bedingung (b) und Bedingung (c) gezeigt.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) &dquivalent. O

(4.69) Korollar. Esseienn € Z und « € (Z/n)*. Die Anzahl aller 8 € (Z/n)* mit («) = (8) ist durch ¢ (ord «)
gegeben.

Beweis. Nach Satz (4.65) gilt
(@) = {a* | k € [0,orda— 1]} = {a* | k € [1,0rd a]}.

Somit gilt fiir B € (Z/n)* mit (o) = (B) stets 3 = oF fiir ein k € [1,0ord a]. Aus Korollar (4.68) folgt nun
{8 € (Z/n)* | {a) = (B)} = [{k € [Lord o] | {a) = (")} = [{k € [1,0rd o] | k teilerfremd zu ord o}

= @(ord o). O

(4.70) Beispiel. In (Z/7)* ist

() = {1},

(2]) = {1,2,4},

([3]) ={1,2,3,4,5,6},

([4]) = {1,2,4},

<[5]> = {1’273747576}7

([6]) = {1,6}.

Insbesondere ist ord [1] = 1, ord [2] = 3, ord [3] = 6, ord [4] = 3, ord [5] = 6, ord [6] = 2.
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(4.71) Proposition. Es seien n € Z und a, 8 € (Z/n)* gegeben. Wenn ord « teilerfremd zu ord 3 ist, dann
gilt
ord(af) = (ord «)(ord 3).

Beweis. Es sei ord « teilerfremd zu ord 8. Nach Proposition (2.45) gibt es =,y € Z mit 1 = (ord a)x + (ord 5)y.
Da (Z/n)* kommutativ ist, ergibt sich

o= a(orda)w+(0rd6)y — a(orda)z a(ord,@)y — a(ordB)y _ a(ord,@)yﬂ(ord,@)y — (aﬁ)(ordﬁ)y

und damit

aord(aﬁ) _ (aﬁ)(ordﬁ)yord(aﬁ) - 1.

Nach Korollar (4.66) gilt also ord « | ord(«3). Analog zeigt man, dass ord 8 | ord(a/3) gilt. Somit ist ord(«3) ein
gemeinsames Vielfaches von ord o und ord 8 und daher lem(ord o, ord 8) | ord(a8). Da jedoch ord « teilerfremd
zu ord (3 ist, gilt lem(ord o, ord 8) = (ord @) (ord ) nach Satz (2.48) und damit (ord «)(ord ) | ord(e3). Ferner
liefert die Kommutativitéit von (Z/n)* auch

(aﬁ)(orda)(ordﬁ) — a(orda)(ordﬁ) B(orda)(ordﬁ’) =1

und damit ord(afB) | (ord «)(ord 3) nach Korollar (4.66). Es folgt ord(a3) = (ord )(ord 8) nach Propositi-
on (2.10)(c). O

Der Satz von Euler

(4.72) Satz (Satz von Euler). Es seien teilerfremde n € N, a € Z gegeben. Dann gilt

a®™ = 1.

Beweis. Da a und n teilerfremd sind, ist @ nach Bemerkung (4.39) eine Einheit modulo n, d.h. esist [a] € (Z/n)*.
Nach Bemerkung (4.64) gilt ferner ord [a] | ¢(n) und nach Korollar (4.66) somit

[aco(n)] — [a]QJ(n) =1
in Z/n. Dies bedeutet aber gerade
a®™ = 1. O

Alternativer Beweis des Satzes von Euler (4.72). Da a und n teilerfremd sind, ist a nach Bemerkung (4.39) eine
Einheit modulo n, d.h. es ist [a] € (Z/n)*. Folglich ist

(Z/n)* = (Z/n)*, € = [al €

eine wohldefinierte Bijektion. Auf Grund der Kommutativitét von (Z/n)* erhalten wir

II ¢= II t@o=c II e II 9,

£e(Z/n)> £e(Z/n)> €e(Z/n)> £e(Z/n)>
also
1= H [a] = [a]/@/™) "] = [a] (™) = [¢®™)]
ge(z/n)x
in Z/n und damit a®™ =, 1 in Z. O

(4.73) Korollar. Es seien p € P, a € Z mit p{a gegeben. Dann gilt

p—1 —
a =, L
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Beweis. Nach Korollar (4.45) ist @(p) = p — 1, so dass aus dem Satz von Euler (4.72) bereits

aP~1 = q°®) =1
folgt. O

(4.74) Korollar (kleiner Satz von Fermat). Es sei p € P gegeben. Fiir alle a € Z gilt
a’ =, a.
Beweis. Es sei a € Z gegeben. Wenn p { a gilt, dann ist aP~? =, 1 nach Korollar (4.73) und damit auch a? =, a

nach Proposition (4.7)(c). Wenn hingegen p | a gilt, so haben wir o =, 0?7 = 0 =, a nach Proposition (4.7)(c).
Folglich gilt in jedem Fall a” =, a. O

(4.75) Korollar (Satz von Wilson). Es sei n € N mit n > 1 gegeben. Genau dann ist n eine Primzahl, wenn
(n-1'=, -1
gilt.

Beuweis. Es sei zuniichst n eine Primzahl. Fiir jedes a € [1,n — 1] gilt a"~! =,, 1 nach Korollar (4.73) und
somit a” ! —1 =0 in F,,. Da F,, ein Korper ist, hat das Polynom z"~! — 1 iiber F,, jedoch héchstens n — 1
Nullstellen. Folglich gilt

iber F,,. Es folgt

“1=0""-1= [ 0-a)= [ o= ][] a=m®-1)

a€ll,n—1] a€l,n—1] a€ll,n—1]

inF,, dh.esgilt (n—1)=, —1in Z.
Fiir die Umkehrung siehe Aufgabe 46. O

Alternativer Beweis des Satzes von Wilson (4.75). Fiir a € FX gilt genau dann a~! = a, wenn (a—1)(a+1) =

a? —1 = 0 ist. Nun ist F,, nach Satz (4.41) ein Kérper und damit insbesondere ein Bereich. Folglich gilt
fiir o € FX genau dann o= = o, wenn a — 1 = 0 oder a + 1 = 0 ist, d.h. wenn « € {1,—1} ist. Somit ist fiir
jedes o € FX \ {1,—1} das Inverse a~! ein Element von FX \ {1, -1, a}. Es folgt

(n—=0= [ =] e=1--D- J] a=-1=[-]

a€ll,n—1] a€FX aeFi\{1,-1}
in F,, und damit
(n—1'=, —1. -

Fiir die Umkehrung siehe Aufgabe 46.

(4.76) Korollar. Fiir jede ungerade Primzahl p gilt

p+1
2

(W7 =, (-1)

Beweis. Siehe Aufgabe 47. O
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Anwendung: Ein symmetrisches Kryptosystem

Im Folgenden wollen wir als Anwendung ein einfaches Verfahren zu Ver- und Entschliisseln von Nachrichten
kennenlernen. Die Ausgangssituation ist wie folgt: Ein Sender verschliisselt einen gegebenen Text und sendet
das Chiffrat danach iiber einen unsicheren Kanal an einen Empfanger, welcher den Geheimtext anschliefend
wieder entschliisselt und so den urspriinglichen Text erhélt.

Wir betrachten zunéchst ein sogenanntes symmetrisches Kryptosystem, bestehend aus einer Menge von Klar-
texten P, einer Menge von Geheimtexten (oder Chiffraten) C und einem Schlissel K, welcher seinerseits zwei
Abbildungen e: P — C, die Verschliisselungsfunktion, und eine Abbildung d: C — P, die Entschlisselungsfunk-
tion, mit

doezidp

bedingt. Der Schliissel wird sowohl zum Verschliisseln als auch zum Entschliisseln benutzt und sollte daher
sowohl dem Sender als auch dem Empfinger vorliegen und ansonsten geheim sein.

Im Folgenden wird die Menge der Klartexte P immer eine endliche Menge sein, meistens von der Form [0,n —
1] fiir ein hinreichend grofses n € N. In der Praxis muss ein zu verschliisselnder Text also zunéchst in ein
Element oder eine Folge von Elementen aus P umgewandelt werden. Diesen Prozess werden wir hier nicht néher
thematisieren.

(4.77) Anwendung.
e Initialisierung:

— Wihle geeignete grofe natiirliche Zahl n (mit @(n) grof, etwa eine Primzahl).

— Wabhle eine Einheit a modulo n.

Berechne b € [1,n — 1] mit b invers zu a modulo n.
Halte den Schliissel K := (n,a,b) geheim.
— Die Menge der Klartexte ist P := [0,n — 1]. Die Menge der Geheimtexte ist C := [0,n — 1].

e Verschliisselung eines Klartexts = € P:

— Berechne
e(z) = ax mod n.
e Entschliisselung eines Geheimtexts y € C:
— Berechne
d(y) = by mod n.
e Beispiel:
— Wir wihlen n = 101, a = 26. Dann ist 26 - 35 = 910 =1¢; 1, also b = 35. Der Schliissel ist
K = (n,a,b) = (101, 26, 35).
Die Menge der Klartexte und der Geheimtexte ist
P =C=[0,n—1] =0,100].
— Die Verschliisselung des Klartexts x = 50 ergibt
e(r) = az mod n = 26 - 50 mod 101 = 1300 mod 101 = 88.
— Die Entschliisselung des Geheimtexts y = 88 ergibt

d(y) = by mod n = 35 - 88 mod 101 = 3080 mod 101 = 50.
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Der wesentliche Bestandteil des Schliissels K = (n,a,b) aus Anwendung (4.77) ist natiirlich a, da n nach
hinreichend oftmaliger Anwendung bekannt ist und b aus n und a berechnet werden kann.

Das Kryptosystem in (4.77) besitzt dariiberhinaus einige offensichtliche Nachteile: Es ist vergleichsweise unsicher,
sofern n im Vergleich zur Gesamtgrofe der iibertragenen Daten nicht sehr groft ist. Insbesondere ist es also fiir
eine haufige Anwendung ungeeignet. Ferner ist es zwingend notwendig, dass sich Sender und Empfanger vor
der Nachrichteniibermittlung auf einen gemeinsamen geheimen Schliissel geeinigt haben. Dies kann etwa iiber
einen sicheren Kanal passieren, welcher jedoch in der Praxis nicht immer gegeben ist (wéren sichere Kanéile
stets gegeben, so wiirde man keine Verschliisselungstechniken bendtigen). Wir werden in Anwendung (4.104)
ein Verfahren kennenlernen, welches einem einen Schliisselaustausch iiber einen unsicheren Kanal gestattet.

Anwendung: RSA-Kryptosystem

Als néchstes werden wir ein Verschliisselungsverfahren kennenlernen, bei welchem das Problem des gemein-
samen Schliissels nicht auftaucht, da es keinen gemeinsamen Schliissel gibt. Es handelt sich hierbei um ein
sogenanntes Public-Key-Kryptosystem, bei welchem im Vergleich zu einem symmetrischen Kryptosystem der
gemeinsame Schliissel K durch zwei Schliissel ersetzt wird, einem gffentlichen Schliissel Kopen und einem pri-
vaten Schliissel Kpyiy. Der offentliche Schliissel wird zum Versenden von Nachrichten benutzt und wird nicht
geheimgelten, sondern offentlich publiziert, etwa auf der persénlichen Homepage des Empfangers. Entsprechend
darf die Verschliisselungsfunktion e: P — C eines Public-Key-Kryptosystems nur vom 6ffentlichen Schliissel
abhéangen.

Die Ausgangssituation ist also nun wie folgt: Ein Sender ermittelt den 6ffentlichen Schliissel des Empféingers,
verschliisselt mit dessen Hilfe einen gegebenen Text und sendet danach das Chiffrat iiber einen unsicheren
Kanal an den Empfianger. Dieser entschliisselt anschliefsend den Geheimtext mit Hilfe des privaten Schliissels
und erhélt so den urspriinglichen Text.

Bevor wir in Anwendung (4.80) ein konkretes Verfahren vorstellen, wollen wir zunéchst die dahinterstehende
Theorie herleiten.

(4.78) Proposition. Es seien p,q € P mit p # ¢ gegeben. Ferner seien sich modulo @(pq) gegenseitig inver-
tierbare a,b € Z gegeben. Fiir alle x € Z gilt dann

ab —
x =pq xX.

Beweis. Es sei x € Z gegeben.
Zunichst sei p kein Primfaktor von z. Nach Korollar (4.73) gilt dann zP~! =, 1. Nun ist nach Korollar (4.46)
und Korollar (4.45) jedoch @(pq) = @(p) @(q) = (p — 1)(g — 1), es gilt also auch z®P? = (gzP~1)a=1 = 1.

Wegen ab =,(,q) 1 impliziert dies 1% =, z. Ist hingegen p ein Primfaktor von z, so haben wir x =, 0 und somit

auch in diesem Fall % =,0=, z.
Es gilt also in jedem Fall 2%° =, z. Analog ist auch z%® =, x und damit 2 =lem(p,q) T Nach Bemerkung (4.9).
Wegen p # ¢ sind p und q teilerfremd, es ist also lem(p, ¢) = pq nach Satz (2.48) und damit 2% =, =. O

(4.79) Korollar. Es seien p,q € P mit p # ¢ und sich modulo @(pq) gegenseitig invertierbare a,b € Z gegeben.
Dann sind

Z/(pq) = Z/(pq), [x] — [z]*,
Z/(pa) — Z/(pq), [y] — [y’

sich gegenseitig invertierbare Monoidisomorphismen.
Das vorangegangene Korollar ist Grundlage des nachfolgenden Verschliisselungsverfahrens.
(4.80) Anwendung (RSA-Kryptosystem; RIVEST, SHAMIR, ADLEMAN; 1977).

e Initialisierung:

— Wihle geeignete grofte Primzahlen p und ¢ mit p # ¢ (ungefahr 250 Stellen).
— Berechne n:= pq und @(n) = (p—1)(¢ — 1).
— Wihle geeignetes a € [1, @(n)] mit ged(a, @(n)) = 1.

— Berechne b € [1, ¢(n)] mit b invers zu a modulo @(n).
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— Publiziere den &ffentlichen Schliissel Kopen := (1, a) (zum Beispiel auf persénlicher Homepage).
— Halte den privaten Schliissel Kpyiy := b geheim.
— Die Menge der Klartexte ist P := [0,n — 1]. Die Menge der Geheimtexte ist C := [0,n — 1].

e Verschliisselung eines Klartexts = € P:
— Berechne
e(z) = 2 mod n.
e FEntschliisselung eines Geheimtexts y € C:
— Berechne
d(y) = y* mod n.
e Beispiel:

— Wir wihlen p =3, ¢ = 11. Dann ist n = p¢g =3-11 =33 und @(n) = (p—1)(¢—1) =2-10 = 20.
Wir wahlen a = 3. Dann ist 3-7 = 21 =99 1, also b = 7. Der 6ffentliche Schliissel ist

Kopen = (n,a) = (33,3).
Der private Schliissel ist

Kpiv =0=17.
— Die Verschliisselung des Klartexts x = 13 ergibt

e(z) = % mod n = 13 mod 33 = (13 - 169) mod 33 = (13 - 4) mod 33 = 52 mod 33 = 19.
— Die Entschliisselung des Geheimtexts y = 19 ergibt

d(y) = y® mod n = 197 mod 33 = (—14)" mod 33 = (196>(—14)) mod 33

= ((—2)*(—14)) mod 33 = (8 - 14) mod 33 = 112 mod 33 = 13.

Die Sicherheit des RSA-Kryptosystems beruht auf der Schwierigkeit, grofle natiirliche Zahlen zu faktorisieren.
Koénnte ein Angreifer aus der Kenntnis des offentlichen Schliissels Kopen := (n,a) in Anwendung (4.80) die
Primfaktoren von n ermitteln, so kénnte er auch @(n) und damit mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algo-
rithmus’ den privaten Schliissel berechnen. Umgekehrt kann man auch zeigen, dass sich mit Hilfe des privaten
Schliissels die Primfaktoren von n ermitteln lassen.

Aufgaben
Aufgabe 44 (Eulersche Phi-Funktion). Zeigen Sie:

(a) Fiir n € N gilt

1
o(n)=n (1~ )

peP
pln

(b) Die Abbildung f: N — N, n+— ne@(n) ist injektiv.
Aufgabe 45 (Summatorfunktion der Euler-Funktion). Zeigen Sie:

(a) Die Summatorfunktion der Euler-Funktion ist gegeben durch

Te =inc: N — C.
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(b) Fir n € N gilt

¢(n)=n2¥~

deN
d|n

Aufgabe 46 (Satz von Wilson). Es sei n € N mit n > 1 gegeben. Zeigen Sie: Wenn
(n-1=, -1
gilt, dann ist n eine Primzahl.
Aufgabe 47 (Satz von Wilson fiir ungerade Primzahlen). Zeigen Sie: Fiir jede ungerade Primzahl p gilt

(P =, (1)

Aufgabe 48 (Satz von Wilson fiir Primzahlzwillinge). Es sei n € N mit n > 1 gegeben. Zeigen Sie: Genau
dann sind n und n + 2 Primzahlen, wenn

4n = 1) =542 —(n+4)
ist.
Aufgabe 49 (Struktur der primen Restklassengruppe (Z/2%)*). Zeigen Sie:
(a) Fir ! € Ny, a € Z gilt

(14 4a)? =g4s 1+ 21724,

(b) Fiir k € N mit k > 2 ist 5 invertierbar modulo 2* und die Ordnung von [5] in (Z/2%)* ist gegeben durch

ord [5] = 2F72.
(¢) Fiir k € Nist

71, fir k=1,
(Z)2F)* = L 7)2, fiir k = 2,
Z)2 x 7J2k2) fiir k > 3.

4 Primitivwurzeln und Indexarithmetik

Diskrete Exponentiation und diskreter Logarithmus

Es seien n € Z, a € (Z/n)* gegeben. Nach Definition (4.60) und Bemerkung (4.61) haben wir einen Gruppen-
homomorphismus

exp,,: Z — (Z/n)*, k — oF,

die diskrete Exponentiation zur Basis . Ferner induziert diese nach Satz (4.65) den Gruppenisomorphismus
Z/(ord a) — (o), [k] — oF.

Wir werden im Folgenden diesen Gruppenisomorphismus wieder aufgreifen.

(4.81) Definition (diskrete Exponentiation, diskreter Logarithmus). Es seien n € Z und « € (Z/n)* gegeben.

(a) Unter Missbrauch der Terminologie unter der Notation bezeichnen wir den Gruppenisomorphismus
exp,,: Z/(orda) = (a), [k] — o

als diskrete Fxponentiation zur Basis «.
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(b) Der zur diskreten Exponentiation exp,: Z/(ord o) — () inverse Gruppenhomomorphismus
log,,: (@) = Z/(ord «)
heiltt diskreter Logarithmus zur Basis a.
(4.82) Beispiel.

(a) Die diskrete Exponentiation zur Basis 2 in Fy; ist wie folgt gegeben:

k. J]o 1 2 3 4 5 6 7 8 9][10
expy(k) [1 2 4 8 5 10 9 7 3 6] 1

Insbesondere ist ord 2 = 10 in lel und (2) = Fy;. Der diskrete Logarithmus zur Basis 2 in Fy; ist wie folgt

gegeben:
o [1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
logo(@) [0 1 8 2 4 9 7 3 6 5

(b) Die diskrete Exponentiation zur Basis 2 in F7 ist wie folgt gegeben:
ko 1 23
expo(k) [1 2 41
Insbesondere ist ord2 = 3 in F5* und (2) = {1,2,4}. Der diskrete Logarithmus zur Basis 2 in F7 ist wie
folgt gegeben:
o |1 2 4
logy(a) [0 1 2

(c) Die diskrete Exponentiation zur Basis 2 in Z/21 ist wie folgt gegeben:

k|0 1 2 3 4 56
expp(k) |1 2 4 8 16 111
Insbesondere ist ord2 = 6 in (Z/21)* und (2) = {1,2,4,8,11,16}. Der diskrete Logarithmus zur Basis 2
in Z/21 ist wie folgt gegeben:

o |1 2 4 8 11 16
logy(a) [0 1 2 3 5 4

Im Allgemeinen ist es ein schwieriges Problem, diskrete Logarithmen zu berechnen.
(4.83) Bemerkung. Es seien n € Z und o € (Z/n)* gegeben.
(a) Fir 8,v € (a) ist
log, (B7) = loga (B) + 1og, (7)-
(b) Es ist
log,, (1) = 0.
(c) Firk €z, 8 €{a)ist
log,,(8*) = log, (B)k.
Beweis. Diese Eigenschaften gelten, da log,,: (a) — Z/(ord ) ein Gruppenhomomorphismus ist. O
(4.84) Korollar. Es sei n € Z gegeben. Fiir a € (Z/n)*, B € (a), v € (8) gilt v € () und

log,, (7) = log,,(8) logs(7)-

Beweis. Es seien o € (Z/n)*, B € (a), v € (B) sowie k € Z mit logs(7y) = [k] gegeben. Wegen 8 € («) ist dann
auch v = 8% € (a) und nach Bemerkung (4.83)(c) gilt

log,, (7) = log,(8") = log, (B) k = log,(8) [k] = log,(8B) logs (7). O
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Primitivwurzeln

(4.85) Definition (Primitivwurzel). Es sei n € Z gegeben. Eine Primitivwurzel modulo n ist ein r € Z so,
dass r invertierbar modulo n ist und (Z/n)* = ([r]) gilt.

(4.86) Beispiel.
(a) Es ist 2 eine Primitivwurzel modulo 11.
(b) Es ist 2 keine Primitivwurzel modulo 7.
(c) Es ist 2 keine Primitivwurzel modulo 21.
Beweis.
(a) Dies folgt aus Beispiel (4.82)(a).
(b) Dies folgt aus Beispiel (4.82)(b).
(c) Dies folgt aus Beispiel (4.82)(c). O

(4.87) Bemerkung. Es seien n € N, r € Z so gegeben, dass r invertierbar modulo n ist. Genau dann ist r
eine Primitivwurzel modulo n, wenn

ord [r] = @(n)
ist.
Beweis. Da stets ([r]) C (Z/n)* gilt, ist r genau dann eine Primitivwurzel modulo n, wenn [([r])| = |(Z/n)*|
ist. Nach Bemerkung (4.44) und Definition (4.63) gilt dies jedoch genau dann, wenn ord[ ] = @(n) ist. O

(4.88) Korollar. Es seien n € N, k € Z und eine Primitivwurzel » modulo n gegeben. Genau dann ist r* eine
Primitivwurzel modulo n, wenn k und @(n) teilerfremd sind.

Beweis. Da r eine Primitivwurzel modulo n ist, gilt ord[ ] = @(n) nach Bemerkung (4 87). Ferner ist r*
genau dann eine Primitivwurzel modulo n, wenn ord [r*] = ¢(n) gilt, d.h. wenn ord [r]* = ord[r] ist. Nach
Korollar (4.68) ist dies jedoch dquivalent zur Teilerfremdheit von k und ord [r] = @(n). O

(4.89) Korollar. Es sei n € N gegeben. Wenn es eine Primitivwurzel modulo n gibt, dann ist die Anzahl aller
inkongruenten Primitivwurzeln modulo n durch @(@(n)) gegeben.

Beweis. Es sei eine Primitivwurzel » modulo n gegeben, so dass (Z/n)* = ([a]) gilt. Nach Korollar (4.69) und
Bemerkung (4.87) ist die Anzahl aller Primitivwurzeln modulo n gegeben durch

|{s € [1,n — 1] | s ist Primitivwurzel modulo n}| = [{s € [L,n — 1] | (Z/n)* = ([s])}|
=o€ (Z/n)" | (Z/n)* = (o)} = {o € (Z/n)* | ([r]) = (o)} = @(ord [r]) = @(@(n)). O
Als néchstes wollen wir zeigen, dass es modulo Primzahlen stets Primitivwurzeln gibt.

(4.90) Proposition. Fiir alle n € Z existiert ein a € (Z/n)* mit
ord o = lem(ord ) ge (z/n)x -

Beweis. Wir setzen [ := lem(ord 3)ge(z/n)x - Fiir p € P ist v,(I) = max {v,(ord 3) | B € (Z/n)*} nach Korol-
lar (2.76)(b). Folglich gibt es fiir jedes p € P ein §, € (Z/n)* so, dass v,(l) = vp(ord 5,) ist. Fiir p € P gilt
also p*»() | ord B, und nach Korollar (4.67) folgt

ord % B ord 3, ~ord 3, _
p - rd ~ ord - '
ng(:vpi(%v ord ) (;Vp(ﬁlz;
ord fp ord fp
Insbesondere ist (8,77 ),cp paarweise teilerfremd. Da v, (1) = 0 fiir fast alle p € P gilt, ist ord 8,»*" =1
ord Bp ord Bp
und damit auch 3,7 =1 fiir fast alle p € P. Wir setzen o := [Ler Bo »? und erhalten
ord By ord 8
ord o = ord( H Bpr ™) H ord 3, pr® Hpvp(l =1 =lem(ord ) ge(z/n)x
peP peP pEP

nach Proposition (4.71). O
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(4.91) Korollar. Fiir alle p € P existiert eine Primitivwurzel modulo p.

Beweis. Wir setzen [ := lem(ord 6)6@,5. Dann ist A = 1 und somit A — 1 = 0 fiir alle 8 € Fx. Da das

Polynom z! — 1 {iber F, héchstens [ Nullstellen hat, gilt nach Bemerkung (4.44) folglich ¢(p) = Fx| < I
Andererseits gilt nach Bemerkung (4.64) stets ord 8 | ¢(p) fiir alle 8 € F)f und damit [ = lem(ord ) 4 eFx | o(p).
Insgesamt haben wir

¢(p) =1 =lem(ord B)Be]F;f‘

Nach Proposition (4.90) gibt es jedoch eine Einheit » modulo p mit ord [r] = lem(ord 8)se(z/n)x = @(p), s0
dass r nach Bemerkung (4.87) eine Primitivwurzel modulo p ist. O

Es ist bekannt, modulo welchen natiirlichen Zahlen es Primitivwurzeln gibt. Wir werden diese Charakterisierung
im Folgenden angeben, jedoch im Rahmen der Vorlesung nicht beweisen:

(4.92) Satz (GAuUss). Es sei n € N gegeben. Genau dann existiert eine Primitivwurzel modulo n, wenn
ne{2,4y U{p" |peP\{2}, ke N} U{2p" |pe P\ {2}, ke N}
ist.

Ohne Beweis. O

Index

Es seien n € Z, p € (Z/n)*, o € (p) gegeben. Nach Definition (4.81)(b) des diskreten Logarithmus
log,: (p) = Z/(ord p)

gilt fiir ¥ € Z genau dann p* = a, wenn log,(a) = [k] ist. Jede Restklasse in Z/(ord p) besitzt einen eindeutigen
Vertreter in der Standardtransversalen [0, (ord p) — 1].

Wir wollen nun eine Abbildung einfiihren, welche jeder Einheit modulo n, also jedem Vertreter einer primen
Restklasse, den eindeutigen Standardvertreter des diskreten Logarithmus zu einer gegebenen Basis p zuordnet.
Damit wir dies auch wirklich fiir jede Einheit modulo n machen kénnen, muss (Z/n)* = (p) gelten, d.h. p muss
von einer Primitivwurzel modulo n représentiert werden. Der Standardvertreter des diskreten Logarithmus ist
dann ein Element von [0, (ord p) — 1] = [0, ¢(n) — 1]

(4.93) Definition (Index). Es seien n € Z und eine Primitivwurzel r modulo n gegeben. Fiir a € Z teilerfremd
zu n heikt das eindeutige k € [0, @(n)—1] mit a =,, r* der Index (oder der diskrete Logarithmus) von a modulo n
zur Basis r, geschrieben

ind,(a) = k.

(4.94) Bemerkung. Es seien n € Z und eine Primitivwurzel » modulo n gegeben. Fiir a € Z teilerfremd zu n
gilt

logy,([a]) = [ind,(a)].

(4.95) Korollar. Es seien n € Z und eine Primitivwurzel » modulo n gegeben. Fiir a € Z teilerfremd zu n und
fiir k € Ny gilt genau dann

’I"k =n Q,
wenn

k E(p(n) indr(a)
gilt.

(4.96) Beispiel. Es ist 2 eine Primitivwurzel modulo 11. Der Index modulo 11 zur Basis 2 ist wie folgt gegeben:
a ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
inds(a) ‘ 0 1 8 2 4 9 7 3 6 5
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Beweis. Dies folgt aus Beispiel (4.82)(a). O

Wie bei allgemeinen diskretes Logarithmen ist es in der Regel vergleichsweise schwierig, Indizes zu gegebenen
Primitivwurzeln als Basen zu berechnen.

(4.97) Bemerkung. Es seien n € Z und eine Primitivwurzel » modulo n gegeben.
(a) Fiir a,b € Z teilerfremd zu n ist
ind, (ab) = (ind,(a) 4+ ind, (b)) mod ¢@(n).
(b) Es ist

ind,(1) = 0.

(c) Fiir k € Ny und a € Z teilerfremd zu n ist

ind, (a*) = (ind,(a) k) mod @(n).

Beweis.
(a) Dies folgt aus Bemerkung (4.83)(a).
(b) Dies folgt aus Bemerkung (4.83)(b).
(c) Dies folgt aus Bemerkung (4.83)(c). O

(4.98) Bemerkung. Es seien n € Z und Primitivwurzeln r und s modulo n gegeben. Fiir a € Z teilerfremd
zu n gilt

inds(a) = (inds(r) ind, (a)) mod @(n).

Beweis. Dies folgt aus Korollar (4.84). O

Spezielle monomiale Kongruenzgleichungen in einer Unbekannten

(4.99) Bemerkung. Es seien n € Z, eine Primitivwurzel » modulo n, ein k¥ € Ny und ein a € Z teilerfremd
zu n gegeben. Fir x € Z gilt genau dann

F =, aq,
wenn z teilerfremd zu n und
ind,(z) k =4 (n) ind,(a)
ist.

Beweis. Es sei x € Z gegeben. Zuniichst gelte ¥ =, a, so dass ¥ = a in Z/n. Nach Bemerkung (4.39)
ist a wegen der Teilerfremdheit zu n eine Einheit modulo n, also auch z eine Einheit modulo n und damit z
teilerfremd zu n. Nach Bemerkung (4.97)(c) folgt aus z* =,, a ferner

ind, (z) k =g, ind,(z") = ind, (a).
Ist umgekehrt 2 teilerfremd zu n und ind,(z) k =45 ind,(a), so folgt
Z‘k =, (Tindr(x))k' _ rind,‘(x)k‘ =, Tindr(u) =, a. |

(4.100) Proposition. Es seien n, k € Ny, a € Z so gegeben, dass a teilerfremd zu n ist und eine Primitivwurzel
modulo n existiert. Die folgenden Bedingungen sind &quivalent.

(a) Es existiert ein « € Z mit

zF =, a.
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(b) Fiir jede Primitivwurzel » modulo n gibt es ein y € Z mit
ky = (n) ind,(a).

(¢) Fiir jede Primitivwurzel r modulo n gilt
ged(k, @(n)) | ind,(a).

(d) Es gilt

@ (n)
ascdlk o) =, 1.

Beweis. Es sei eine Primitivwurzel » modulo n gegeben.
Wenn es ein x € Z mit 2¥ =,, a gibt, so gilt auch

kind,(v) = ind,(z) k = (n) ind,(a)
nach Bemerkung (4.99). Umgekehrt, wenn es ein y € Z mit ky =) ind,(a) gibt, so gilt auch
(FF)Y = rky =, pinde(@) = o
Dies zeigt die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (b).
Nach Korollar (4.23) gibt es genau dann ein y € Z mit ky =y, ind,(a), wenn ged(k, @(n)) | ind,(a). Folglich

sind auch Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent.
Schliefslich gilt nach Bemerkung (4.99) und Bemerkung (4.97)(b) genau dann

@ (n)
aeedko(m) =, 1,
wenn
: @(n)
do(a) —2___
ind (a) ged(k, @(n)) — ™

@(n)
ged( gcd(q;c(,:;)(n)) ,@(n))

ist. Nach Bemerkung (4.27) ist diese Bedingung wegen = ged(k, @(n)) jedoch dquivalent zu

ind,-(a) =gcd(k,@(n)) 0,

d.h. zu ged(k, @(n)) | ind,(a). Dies zeigt die Aquivalenz von Bedingung (d) und Bedingung (c).
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b), Bedingung (c¢) und Bedingung (d) dquivalent. O
@ (n)
(4.101) Proposition. Es seien n, k € Ny, eine Primitivwurzel » modulo n sowie a € Z mit a&=d® @ =, 1
gegeben. Ferner sei yg € Z mit
i = 1
ged(k, (p(n))yo oo
gegeben. Fiir z € Z gilt genau dann

zF =, a,

wenn

ind,-(a)

ind, () = e —
ind, () myogcd(kz,(p(n))

ist.
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Beweis. Da a% =, 1 gilt, ist insbesondere a eine Einheit modulo n und nach Proposition (c) gilt
ged(k, @(n)) | ind,(a).

Es sei 2 € Z gegeben. Nach Bemerkung (4.99) gilt genau dann
zF =, a,

wenn z teilerfremd zu n und

kind,(z) =g (n) ind,(a)

ist. Wegen myo Eng&S,;)(n)) 1 ist dies nach Proposition (4.25) jedoch genau dann der Fall, wenn
. ind,-(a)
ind,(z) = o ——
(z) ey ged(k, @(n))
gilt. O

(4.102) Beispiel.

(a) Es gibt kein z € Z mit 2% =1; 6.

4

(b) Fiir z € Z gilt genau dann x* =17 3, wenn & =171 4 oder =11 —4 ist.

Beweis.

(a) Nach Beispiel (4.96) ist 2 eine Primitivwurzel modulo 11 und es ist ind3(6) = 9. Da ged(4, (11)) =
ged(4,10) = 2 ist und 219 gilt, gibt es nach Proposition (4.100) kein 2 € Z mit a* =1, 6.

(b) Es sei # € Z gegeben. Nach Bemerkung (4.99) gilt genau dann % =1; 3, wenn 4indy(z) =19 inda(3) ist.
Es ist ind2(3) = 8 nach Beispiel (4.96). Wegen gcd(4,10) = 2 ist die Bedingung 4inda(x) =109 8 nach
Korollar (4.27) dquivalent zur Bedingung indz(x) =5 2. Wegen inda(z) € [0, 10] gilt dies genau dann der
Fall, wenn inds(x) € {2,7} ist, d.h. genau dann, wenn = =1, 2 =4oderz=112"=117=11 —4ist. O

(4.103) Beispiel. Fiir z € Z gilt genau dann 3z* 4+ 2% — 422+ +5 =1, 0, wenn 2 =;; 3 oder x =1; —5 ist.
Beweis. Es sei x € Z gegeben. Wegen 3 -4 =17 1 ist

et 4 a® —da? o+ 5= 3(2t +42® —4-42® +4x +4-5) =1y (2t + 423 + 62 + 4z +9)
=3(x* + 42 + 62 + 42 +14+8) =3((x + 1)* +8) =11 3((x + 1)* - 3).

Somit gilt genau dann 32* + 2% — 422 + 2 + 5 =1, 0, wenn (z + 1)* =1; 3 ist. Nach Beispiel (b) ist dies jedoch
dquivalent zu x + 1 =17 4 oder z 4+ 1 =11 —4, d.h. zu z =17 3 oder z =1 —5. O]

Anwendung: Diffie-Hellman-Schliisselaustausch

Es seien p € P, eine Primitivwurzel 7 modulo p und ein a € [1,p — 1] gegeben. Eine naive Methode, um den
Index ind,(a) zu berechnen, ist die Berechnung aller Potenzen r* fiir k € [1,p — 1]. Wenn p grof genug ist,
dauert dies zu lange, man spricht vom DL-Problem (diskreter Logarithmus) fiir p.

Im Allgemeinen ist kein wesentlich effizienterer Algorithmus zur Berechnung der Indizes bekannt, d.h. das
DL-Problem kann fiir eine sorgfaltig ausgewéhlte Primzahl p nicht in vertretbarer Zeit gelost werden. Auf
dieser Problematik beruht ein Verfahren aus der Kryptographie, welches wir im Folgenden diskutieren wollen.
Das Verfahren dient zur Konstruktion eines gemeinsamen Schliissels zur Verwendung in einem symmetrischen
Kryptosystem, wie etwa das in Anwendung (4.77).

(4.104) Anwendung (Diffie-Hellman-Schliisselaustausch; DIFFIE, HELLMAN, MERKLE; 1976).
e Initialisierung:

— Wihle geeignete grofe Primzahl p (so, dass das DL-Problem fiir p nicht 16sbar ist) und eine Primi-
tivwurzel r € [1, p — 1] modulo p.
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e Austausch von Informationen:

— Benutzer A wihlt k € [0,p — 2], berechnet a := r* mod p und sendet a an Benutzer B.
— Benutzer B wiihlt [ € [0,p — 2], berechnet b := r! mod p und sendet b an Benutzer A.

e Generierung des Schliissels K := 7% mod p:

— Benutzer A berechnet b* mod p = K.
— Benutzer B berechnet o' mod p = K.

e Beispiel:

— Wir wahlen p = 11 und r = 2.

— Benutzer A wihlt & = 5 und sendet ¢ = 7" mod p = 2° mod 11 = 10 an Benutzer B. Dieser
wihlt [ = 7 und sendet b = ! mod p = 27 mod 11 = 7 an Benutzer A.

— Benutzer A berechnet

K =b" mod p = 7" mod 11 = ((7%)% - 7) mod 11 = (49% - 7) mod 11 = (5% - 7) mod 11
=(25-7) mod 11 = (3-7) mod 11 = 21 mod 11 = 10.

Benutzer B berechnet

K =a' mod p = 10" mod 11 = (—1)" mod 11 = (—1) mod 11 = 10.

Anwendung: Elgamal-Kryptosystem

Die Idee des Diffie-Hellman-Schliisselaustauschs (4.104) ldsst sich auch im Public-Key-Kryptosystem in Anwen-
dung (4.106) wiederfinden, welches auf folgender Beobachtung beruht:

(4.105) Bemerkung. Es seien p € P, eine Primitivwurzel » modulo p und ein k € Ny gegeben. Fiir | € Ny und
er: Fp = Fp x Fy, [a] = ([r'], [(7)][2]),
d: Fy x By = Fp, (1], [o]) = [y1] 7" 2]
gilt
doe =idy,.

Beweis. Es sei | € Ny gegeben. Fiir € Z gilt dann

d(ei([])) = d([r'), [(r")[2]) = d([r'), [(F)" 2]) = [ 7F[(0F) 2] = [a].
Somit ist d o e; = idg, . O
(4.106) Anwendung (Elgamal-Kryptosystem).
e Initialisierung:

— Wihle geeignete groke Primzahl p (so, dass das DL-Problem fiir p nicht losbar ist), eine Primitiv-
wurzel r € [1,p — 1] modulo p und ein k € [0,p — 2].

— Berechne a := r*

mod p.
— Publiziere den &ffentlichen Schliissel Kopen := (p,7, @) (zum Beispiel auf personlicher Homepage).
— Halte den privaten Schliissel Ky := £k geheim.

— Die Menge der Klartexte ist P := [0, p — 1]. Die Menge der Geheimtexte ist C := [0,p — 1] x [0,p — 1].
e Verschliisselung eines Klartexts = € P:

— Wibhle zufillig [ € [0,p — 2].
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— Berechne
ei(z) = (r' mod p,a'  mod p).
e Entschliisselung eines Geheimtexts (y1,y2) € C:

— Berechne z € Z mit z invers zu y§ modulo p.

— Berechne
d(y1,y2) = zy2 mod p.

e Beispiel:

— Wir wihlen p = 2579, 7 = 2, k = 765. Dann ist a = r* mod p = 27%° mod 2579 = 949. Der &ffentliche
Schliissel ist

Kopen = (p,7,a) = (2579, 2,949).
Der private Schliissel ist
Koviv = k = 765.
Die Menge der Klartexte ist
P =1[0,p—1] =[0,2578].
Die Menge der Geheimtexte ist
C=[0,p—1] x[0,p—1] = [0,2578] x [0, 2578].
— Die Verschliisselung des Klartexts = 1299 fiir [ = 853 ergibt
e(z) = (' mod p,a' z mod p) = (2553 mod 2579, 949853 . 1299 mod 2579) = (435, 2396).
— Die Entschliisselung des Geheimtexts (y1,y2) = (435,2396) ergibt sich wie folgt: Es ist
435765 . 1980 =957 1,
also z = 1980. Wir erhalten

d(y1,y2) = zy2 mod p = 1980 - 2396 mod 2579 = 1299.

Aufgaben

Aufgabe 50 (schnelle modulare Exponentiation). Entwerfen Sie einen praktikablen Algorithmus zur Berech-
nung der diskreten Exponentiation unter Einhaltung der nachfolgenden Vorgaben und implementieren Sie diesen
in Magma.

e Eingabe: (a,k,n) e Nx N x N
e Ausgabe: b € [0,n — 1] mit b =,, expy, (k)

e Verfahren: Das Programm soll exp[a](k’) aus exp[a](?) fiir geignete ¢ € Ny und der Binérdarstellung von &
berechnen.

Hinweis. Benutzen Sie zur Berechnung der Bindrdarstellung zum Beispiel Thr Programm aus Aufgabe 15.

Aufgabe 51 (Indexberechnung). Entwerfen Sie einen Algorithmus zur Berechnung der Indizes beziiglich einer
Primitivwurzel unter Einhaltung der nachfolgenden Vorgaben und implementieren Sie diesen in Magma.

e Eingabe: (r,p) e NxPmitr <p—1
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e Ausgabe: (ind,(a))qe[1,p—1) oder false

e Verfahren: Das Programm soll nacheinander alle méglichen Exponenten k betrachten und hierfiir die
zugehorige Potenz a := r* mod p berechnen. Sofern sich herausstellt, dass r keine Primitivwurzel modulo p
ist, soll false ausgegeben werden. Andernfalls soll das Programm k an die Stelle a einer Liste schreiben
und diese am Ende ausgeben.

Aufgabe 52 (monomiale Kongruenzgleichungen).

(a) Bestimmen Sie die Menge aller x € Z mit

1622 =14 55.

(b) Bestimmen Sie die Menge aller z € Z mit

228 =55 11.

(¢) Bestimmen Sie die Menge aller € Z mit

zt =74,

.’II7 =11 3.

(d) Bestimmen Sie die Menge aller z € Z mit

7T
T =10403 20.

Hinweis. Fir Potenz- und Indexberechnungen diirfen Sie Ihre Programme aus Aufgabe 50 benutzen.

Aufgabe 53 (Angriff auf RSA). Es seien n € N mit n > 2 sowie z,y € N mit 22 =, 4%, * #, v, © £, —¥
gegeben. Zeigen Sie, dass ged(z + y,n), ged(z — y,n) € [2,n — 1] gilt.

Aufgabe 54 (Elgamal-Kryptosysteme). In einem Elgamal-Kryptosystem sei der o6ffentliche Schliissel durch
Kopen = (p,7,a) = (53,2,30) gegeben. Wie lautet der Klartext zum Geheimtext (y1,y2) = (24,37)?

5 Modulare Quadrate und quadratische Reziprozitit

Modulare Quadrate
(4.107) Definition ((invertierbares) modulares Quadrat). Es seien n € Z und a € Z gegeben.
(a) Wir sagen, dass a ein Quadrat modulo n ist, falls a ein Quadrat in Z/n ist.
(b) Wir sagen, dass a ein invertierbares Quadrat modulo n ist, falls a ein Quadrat in (Z/n)* ist.
(4.108) Bemerkung. Es seien n € Z und a € Z gegeben.
(a) Genau dann ist a ein Quadrat modulo n, wenn ein z € Z mit a =,, 2 existiert.

(b) Genau dann ist a ein invertierbares Quadrat modulo n, wenn ein modulo n invertierbares x € Z mit a =,, 2>

existiert.
Beweis.

(b) Es sei zunéchst a ein invertierbares Quadrat modulo n. Dann ist a ein Quadrat in (Z/n)*, d.h. es ist a

eine Einheit modulo n und es existiert ein € Z mit a =, z2. Es folgt [a] = [z%] = [z]? und somit
[z] [z] [a]~! = 1 in Z/n. Folglich ist [z] invertierbar in Z/n mit [z]~! = [z] [a] 7! und damit z eine Einheit
modulo n.

Ist umgekehrt a =, 22 fiir eine Einheit  modulo n, so ist a ein Quadrat modulo n und eine Einheit
modulo n, also ein invertierbares Quadrat modulo n. O]
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Eine Operation auf den absolut kleinsten Reprasentanten

Fiir ungerades n € N betrachten wir im Folgenden die Transversale [— 231, 2=1] von Z/n.
(4.109) Notation. Es sei ein ungerades n € N gegeben. Fiir i € [-251, 2=1] und «a € (Z/n)* bezeichnen wir
mit icv das eindeutige j € [— 251, 21] mit [i]o = [j].

(4.110) Bemerkung. Es sei ein ungerades n € N gegeben.

(a) Firi e [—"T_l, ”T_l], a,B € (Z/n)* gilt
i(aB) = (ia)p.
(b) Fiir i € [—25L, 21] gilt

i@ =,

(c) Fiiri € [-251, 251 o € (Z/n)* gilt

(=)a = —(ia).

(4.111) Proposition. Es seien ein ungerades n € N und eine Einheit @ modulo n gegeben. Fiir i € [7"7_1, "?_1]
gilt
. ) ta 1
ilaly, = ia — nLg + §J
Beuweis. Fiir i € [-252, 221] gilt ia = n(ia div n) + (ia mod n) und damit
a] ia mod n, falls 7a mod n < %‘1, ia — n(ia div n), falls ia mod n < %‘1,
ilaln, = —
(ia mod n) —n, falls ia mod n > 241 ia —n(ia divn) —n, falls ia mod n > 244
ia — n(ia div n), falls a mod n < "T’l, . Lo tamodn 1
=9 L. . L ¢ =ia—nliadivn + ——-— + |
ia —n((iadivn) + 1), falls ia mod n > % n 2
a1
=ia—n|l—+ =] O
ia —n| - + 2j

Kronecker-Signum

(4.112) Definition (Fehlstand). Es seien ein ungerades n € N und a € (Z/n)* gegeben. Ein i € [1, 251] heift

Fehlstand (oder Inversionsrest) von a, falls ia € [—25%, —1] ist.

Die Menge aller Fehlstinde von o bezeichnen wir mit

-1 -1
1’n n

Inv(a) = Inv,(a) = {i € | ]| ia € [—

1]}

(4.113) Beispiel. Es ist

(4.114) Definition (Kronecker-Signum). Es seien ein ungerades n € N und o € (Z/n)* gegeben. Das
Kronecker-Signum (oder Signum) von o modulo n ist definiert als

e(a) = ep(a) = (—1)Mmval)l
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(4.115) Beispiel. Es ist

Beweis. Nach Beispiel (4.113) ist

e([1]) = (~1)™ O = (-1 =

e([2) = (-1 = (12 =1

e([3) = (~1IE = (1)t =,

e([4) = (1) = (-2 <1,

e(f5) = (~)! D = (1)t = 1,

e([6]) = (1)) = (-1 = -1, =
(4.116) Bemerkung. Es sei ein ungerades n € N gegeben. Fir a € (Z/n)* ist

en(e) = H (—1)Xrmen @) = H sgn(ia).

i€ll, 5] i€ll,251]

Beweis. Wegen o € (Z/n)* ist ia # 0 fiir alle i € [1, 25]. Es folgt

(i) 1 falls i € Inv(a), 1 falls ia € [-25L, 1],
nv(a)\l) = . = )
Xlnv(@) 0 falls i ¢ Inv(a) 0 falls i € [1, 251]

und damit

; -1t falls i € [-251, 1 -1 fallsio € [-25L, -1
(_1)xlm<a>(z):{( ) asz.ae[ z ]7}:{1 asz'ae[ 2 ]’}:sgn(ia)

(—1)° falls ia € [1, 251] falls iov € [1, 5]

fiir i € [1, 251]. Wir erhalten
H sgn(z‘a) _ H (_1)X1nv(a)(i) — H (_1)X1nv(a)(i) H (_1)X1nv<a>(i)
i€, 251 i€, 23] i€l 23] i€l 254
ia€[l, 251] iag[— 251
- H (o I cnt= I Cy= ey =
i€[1,*® ] i€[1,25] i€lnv(e)
zae[ 2l ia€[— 251, —1]

(4.117) Korollar. Es seien ein ungerades n € N und eine Einheit @ modulo n gegeben. Dann gilt

Beweis. Nach Bemerkung (4.116) und Proposition (4.111) gilt

)= [I seGlah= T semGa-nlZ2+ )= T[ semtel [l + 7)) =

ISR PSR JEl, 251

Fiir theoretische Zwecke sind die Formeln fiir das Signum aus Definition (4.114) und Bemerkung (4.116) etwas
schwerfallig, weswegen wir nun eine geeignetere Darstellung herleiten wollen.

(4.118) Proposition. Es sei ein ungerades n € N gegeben und es sei

n—1n

1, .
. i # 0},

X ={ie[-

Fiir 7,7 € X gelte genau dann ¢ ¢ ', wenn |i| = |¢'| ist.
b b
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(a) Es ist ¢ eine Aquivalenzrelation auf X.
(b) Fiir ¢ € X ist

i), = {5, i1
(c) Esist

n—1

1,55

eine Transversale von X bzgl. c.

(d) Es seien Transversalen T und 7" von X bzgl. ¢ und ein kommutatives Monoid M gegeben. Fiir jede
Abbildung f: X — M mit f(i) = f(—i) fur alle s € X gilt

[Ir@ =11 r@).

€T i eT’

Nun sei ferner a € (Z/n)* und eine Transversale T von X bzgl. ¢ gegeben.
(e) Es ist
{ia|i €T}
eine Transversale von X bzgl. c.
(f) Es sei Ty := [1, 25]. Dann gilt
enl) = H(_l)xm(i)ﬂ(m(ia).
=

(g) Esist

enfa) = [ (=1 xre),

i€T
Beweis. Essei a: X — N, i+ [i].
(a) Es ist c die Bildgleichheitsrelation bzgl. @ und damit eine Aquivalenzrelation.

(b) Fiir i € X ist
[ile = o™ ({a(D)}) = a7 ({lil}) = {3, —i}.

(c) Es sei Ty := [1, 251]. Da fiir alle i € X entweder i > 0 oder i < 0 gilt, ist quo|z, : To — X/c nach (b) eine
Bijektion und damit T eine Transversale von X bzgl. c.

(d) Es seieine Abbildung f: X — M mit f(i) = f(—i) fiir alle i € X gegeben. Nach (b) gibt es eine eindeutige
Abbildung f: X/c — M mit f = f o quo, gegeben durch f([i]) = f(¢) fiir ¢ € X. Insbesondere haben wir
also

[[ra=11rw= I1 re =TI 7@ =11 £

i€T icT KeX/c i €T’ i €T’

(e) Es sei T" := {ia | i € T}. Ferner sei i € X beliebig gegeben. Dann ist [ia™!] = {ia™!, —(ia™!)} nach (b).
Da T Transversale ist, gilt entweder ia™! € T oder (—i)a™! = —(ia™!) € T. Im ersten Fall ist dann
aber i € T", im zweiten ist —i € T". Folglich ist entweder ¢ € T” oder —i € T'. Da i € X beliebig war

und [¢§] = {¢, —i} fiir alle ¢ € X gilt, ist 77 somit eine Transversale von X bzgl. c.
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(f) Es sei Ty := [1, 251]. Ein Vertreter i € Tp ist genau dann ein Fehlstand von «, wenn ia ¢ Ty ist. Nach

Bemerkung (4.116) erhalten wir somit

£(a) — H (_1)X1nvn(a>(i) _ H (_1)1—XTO(iOt) — H (_1)XTO('¢')+XT0(1'04).
i€[1,252] i€To i€To
Wegen

(_1)XT0(*2')+XT0((*1')04) — (_1)XTO(*Z')+XT0(*(2'04)) _ (_1)1*XTO(Z')+1*XT0(W) — (_1)XTO(i)+XT0(m)
fiir i € X folgt

ela) = H (_1)XTU(i)+XTU(ia) _ H(_l)XTO(i)JrXTU(m).
i€Tp €T

nach (d).

g) Essei Tp :=[1, 2] un = {ia | i € T'}. Dann ist Tj eine Transversale von zgl. ¢ nach (c) un
Es sei T 1,24 und 77 | 1€T}. D ist Tp eine Tr 1 X bzgl h 41’
eine Transversale von X bzgl. ¢ nach (e).

Wegen

(_1)XTO(—i)+XT(—i) — (_1)1—XT0(i)+1—XT(i) _ (_1)XTO(i)+XT(i)
fiir ¢ € X folgt

H(_l)XTo(i)-i-XT(i) — H (_1)XT0(i')+XT(i’) — H(_l)XTO(ia)-i-XT(iCY)
€T i eT’ €T

nach (d) und damit

en(a) = H(_l)XTO(i)-FXTO(m) _ H(_l)XT(i)+XT(ia) — H(_l)l—XT(m)
€T €T €T
nach (f). O

Proposition (4.111) liefert uns eine Formel fiir das Kronecker-Signum, welche jedoch nicht fiir explizite Rech-
nungen geeignet ist.

(4.119) Korollar. Fiir alle ungeraden n € N ist
en: (Z/n)* — 7%
ein Gruppenhomomorphismus.

Beuweis. Es scien ein ungerades n € N und «, 8 € (Z/n)* gegeben. Wir setzen X := {i € [-25%, 21] | i # 0}.
Fiir 4,i’ € X gelte genau dann i ¢ i’, wenn |i| = |i’| ist. Nach Proposition (4.118)(a) ist ¢ eine Aquivalenzre-
lation auf X. Ferner ist T, := [1, 251] nach Proposition (4.118)(c) eine Transversale von X bzgl. ¢, und nach
Proposition (4.118)(e) ist Tj) := {ic | i € Ty} eine Transversale von X bzgl. ¢. Mit Proposition (4.118)(f) folgt

e(aof) = H (—1)X7o (D+xT, (1af) _ H ((—1)X7o (i)+XT0(ia)(_1)XT0(ia)+XT0(iaﬁ))

i€Ty i€Ty
= ( H (—1)X7o (i)+xT0(ia))( H (_1)XT0(iO<)+XTO(iOéﬁ))
i€Ty i€Ty
— (H (_1)XT0(1')+XTD(M))( H (_1)XT0(i’)+XTD(i/ﬂ)) = ¢(a)e(B).
i€Ty iET)
Folglich ist €: (Z/n)* — Z* ein Gruppenhomomorphismus. O

Wir studieren das Kronecker-Signum modulo einer ungeraden Primzahl:
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(4.120) Proposition. Es sei eine ungerade Primzahl p gegeben.
(a) Es sei eine Primitivwurzel  modulo p gegeben. Fiir ¢ € Z ist
ep([r]") = (-1)".
(b) Esist e,: F)\ — Z* ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.
(c) Es sei ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ¢: F* — Z* gegeben. Dann ist ¢ = ¢,,.
(d) Es ist
Kere, = {o® |a € F}}.
Beweis.

(a) Wir setzen X := {i € [-251,21] | i  0}. Fiir 4,4/ € X gelte genau dann i ¢ i/, wenn |i| = || ist.

Nach Proposition (4.118)(a) ist ¢ eine Aquivalenzrelation auf X. Da ord[r] = @(p) = p — 1 in F) ist,
haben wir r"z =, —1. Folglich ist T := {1[r]" | i € [1, p%l]} eine Transversale von X bzgl. c¢. Nach
Proposition (4.118)(g) erhalten wir

e([r]) = H(_l)l—xT(J’[r]) - H (—1)L=xr (O = H (—1)Lxr ()
JET icl1,251] ig(1,257]
— (_1)1—XT(1[T]pT_1“) - 1.
Da ¢: F — Z* nach Korollar (4.119) ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt e([r]*) = (—1)" fiir i € Z.
Nach Korollar (4.91) gibt es eine Primitivwurzel r modulo p, so dass F\ = ([r]) ist.
(b) Nach (a) gilt e([r]") = (—1)* fiir i € Z. Insbesondere ist Im ¢ = Z*, also ¢ surjektiv.

(c) Wegen der Surjektivitdt von ¢ ist Imp = Z* = {1, —1} und ¢([r]) # 1. Folglich muss ¢([r]) = —1 gelten.
Dies impliziert aber bereits

p([r]") = o(r])" = (-1)" = &(lr]")
fiir ¢ € Z nach (a) und somit ¢ = e.
(d) Es ist
Kere ={p € IF; |e(B) =1} = {[r]j | § € Z mit s([r]j) =1} = {[r]j | 7 € Z mit (—1)j =1}
={[r]*|icZ}={a*|acF}}. O

Legendre-Jacobi-Symbol

(4.121) Definition (Legendre-Jacobi-Symbol). Es seien ein ungerades n € N und ein a € Z gegeben. Das
Legendre-Jacobi-Symbol (1) von a und n, gesprochen a iiber n, ist definiert als

0, falls a nicht teilerfremd zu n.

(g) . {En([a]n), falls a teilerfremd zu n,
n/)

(4.122) Beispiel. Es ist

(5)-
()-()-()-»
(0)-()-()~

n der Literatur wird das Legendre-Jacobi-Symbol fiir (allgemeines) ungerades n € N meistens als Jacobi-Symbol bezeichnet.
Ist n sogar eine ungerade Primzahl, so spricht man vom Legendre-Symbol. Mit dieser Terminologie ist das Legendre-Symbol also
ein Spezialfall des Jacobi-Symbols.
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Beweis. Dies folgt aus Beispiel (4.115). O

(4.123) Bemerkung. Es sei ein ungerades n € N gegeben. Dann ist

(5)2

ein Monoidhomomorphismus (bzgl. der gewohnlichen Multiplikation auf Z).

Beweis. Da ¢: (Z/n)”* — Z* nach Korollar (4.119) ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt

n

<ab> B {s([ab]), falls ab teilerfremd zu n, } B {s([a]) e([b]), falls a und b teilerfremd zu n, }

0, sonst
- (4 b
\n/\n)’
fiir a,b € Z sowie

(3) = e =em =1,

Folglich ist ( ) : Z — Z ein Monoidhomomorphismus. O

n

0, sonst

(4.124) Bemerkung. Es seien ein ungerades n € N und a,b € Z gegeben. Wenn a =,, b ist, so gilt

®)-G)

Beweis. Nach Korollar (2.50) ist a genau dann teilerfremd zu n, wenn b teilerfremd zu n ist. Folglich gilt

n 0, falls a nicht teilerfremd zu n 0, falls b nicht teilerfremd zu n

(g) B {5([(1]), falls a teilerfremd zu n, } _ {a([b]), falls b teilerfremd zu n, } _ <b)

nach Korollar (4.17)(b). O

(4.125) Proposition. Es seien ein ungerades p € P und ein a € Z gegeben. Genau dann ist a ein invertierbares
Quadrat modulo p, wenn

5)-

Beweis. Nach Proposition (4.120)(d) ist Kere, = {a® | a € F)}. Somit ist a genau dann ein invertierbares
Quadrat modulo p, wenn [a] € Ker ¢ ist. Nach Definition (4.121) ist dies aber genau dann der Fall, wenn

5)-

gilt. O

ist.

(4.126) Beispiel. Es sind 1, 2 und 4 invertierbare Quadrate modulo 7. Es sind 3, 5 und 6 keine Quadrate
modulo 7.

Beweis. Dies folgt aus Beispiel (4.122). O

(4.127) Proposition (Euler-Kriterium). Es sei ein ungerades p € P gegeben. Fiir a € Z gilt

ay p=1
2;:pa2.
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Beweis. Es sei a € Z gegeben. Wenn p ein Teiler von a ist, so gilt

a p—1
—)=0=p,a 7.
(p) ?

Es gelte also im Folgenden p { a, so dass a eine Einheit modulo p ist. Nach Korollar (4.91) gibt es eine
Primitivwurzel » modulo p. Fiir diese gilt ord [r] = ¢(p) = p — 1, also [rpT_l] = [r]pz;l = [~1] in F)\ und

damit 7"z =, —1. Nach Bemerkung (4.124) und Proposition (4.120)(a) folgt

p;l )indr(a) — (T,ind,«(a))prl =, GE. O

(2) = el = e = (bt = (1)) =,

p

Kroneckers Formel und das quadratische Reziprozititsgesetz

(4.128) Proposition (KRONECKER). Es sei R: R — R definiert durch

Riz) = z—|z+1], fallsz¢i+7Z,
0, falls z € £ + Z,

fir x € R.

(a) Fir z € R gilt

sen R(z) = [ [ sen((@ — i)z — i + %)).
i€Z

(b) Fiir ein ungerades m € N mit m > 1 und z € (0, 3)g gilt

sgn R(mz) = H sgn((z — %)(m + % — 5))

. —1
1€[1, 75

Beweis.

(a) Es sei z € R gegeben. Fiir i € Z gilt genau dann (z —i)(x —i+ 3) <0, wenn z < i und « > i — § ist, d.h.
wenn i € [z, + 3]g ist. Somit gilt fiir i € Z\ {{x + 1]} stets (z —)(z — i + ) > 0 und damit

1

sgn((z —i)(x —i+ 5)) =1.
Fiir i = o + 3|, i > 2 + % gilt ferner (z —i)(z — i + 1) < 0 genau dann, wenn |z + 1] =i > = ist, d.h
wenn R(z) = 2 — [z + 3] < 0 gilt. Fiir i = 2 + 1 gilt schlieflich (z —i)(z — i+ 1) = 0 = R(x). Somit
haben wir
1 1 1 . 1
sgn R(z) = sgn((z — o+ 5 (@ — o+ 5] +5)) = [ [ sen((@ — )@ — i + 3)).

i€EL

(b) Es seien ein ungerades m € Nmit m > 1 und = € (0, 1) gegeben. Fiir i € Z folgt aus (mz—i)(mz—i+31) <
0 bereits mz < ¢ und mx > i — %, also

i >mx >0,
o +1< 1+1_m+1
i < mx 3 m2 5= "%

und damit i € [1, 2], Nach (a) folgt
sgn R(ma) = H sgn((mz —i)(mx — i+ %)) = H sgn((z — %)(x _ + i))

; m—1 . m—1 m 2m
i€[l,™5 i€[1,m3




5. MODULARE QUADRATE UND QUADRATISCHE REZIPROZITAT 97

= H sgn(z — %) H sgn(z — i + %)

i1, 5] i€[l,21t]
. m+1 -
_ G B i
= H sgn(z m) H sgn(z p + Zm)
i1, m51] i€[1,
1 m+1 1 1
= I e T smte =T+ D)
i€ll, 5] i€[1, 2]
1 i 1
= H sgn(x — E) H sgn(z + o 5)
i€[1, 5 i€f1,
= [I seal@- o)+~ —2) =
m 2
i1, st

(4.129) Satz. Fiir ungerade m,n € N gilt
my _ Y Y
(n) o H H bgn((n m)(n + m 2))
jell, 25t iell, =]
Beweis. Es sei R: R — R definiert durch

Riz) = v—|z+1], falsz¢i+7Z,
' 0, falls = € % +Z,

fir z € R.
Ist m teilerfremd zu n, so gilt

(%) = eallm)

n

i 1]): H sgnR(m%).

Je, 25 JEM, 251

I
—
%@
=X
i
|
5
+

o |

nach Korollar (4.117)

Es sei also m nicht teilerfremd zu n. Dann ist ged(m,n) > 3 und damit —*— < 2 < ”T’l Es folgt

R(m@) = R(mged(m,n)) =0

und damit
m J
— | =0= - ).
( p ) H sgn R(mn)
JE[1, 5]
Nach Proposition (4.128)(b) gilt in jedem Fall

(%): H SgnR(m%): H H sgn((%—

JelL, 25 jell, 25t iel1, =t

)=+

))- O

S|,
N =

2
m

AT

(4.130) Korollar (quadratisches Reziprozititsgesetz). Fiir ungerade m,n € N gilt

(m>—(—1)m2_1n;l(n):{(;i)’ falls m =4 1 oder n =4 1,

m —(%), falls m =4 —1 und n =4 —1.
Beweis. Es seien ungerade m,n € N gegeben. Nach Satz (4.129) gilt

B I I e fide s

Jel, 27t e, 2t

)

DO =
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= I I sea( -+ 2 -5 = () (S,

i€[l, ] jel1, 252

Wenn m =4 1 ist, so gilt 4 | m — 1 nach Bemerkung (4.4) und damit

(3) - 0 () = = (3) - (3)

Wenn n =4 1 ist, so erhalten wir (2) = (

gilt m—l =9 1 und ”5 =5 1, also auch m—

) auf analoge Weise. Ist hingegen m =4 —1 und n =4 —1, so
=5 1 und damit

n
m

2
() =0 (0) = (5): .
n m m
(4.131) Korollar. Es seien ungerade p,q € P gegeben.

(a) Esseip=41oder g =4 1. Genau dann ist p ein invertierbares Quadrat modulo ¢, wenn ¢ ein invertierbares
Quadrat modulo p ist.

(b) Es sei p =4 ¢ =4 —1. Genau dann ist p ein invertierbares Quadrat modulo ¢, wenn ¢ kein invertierbares
Quadrat modulo p ist.

Beweis. Dies folgt aus dem quadratischen Reziprozitatsgesetz (4.130) und Proposition (4.125). O
(4.132) Korollar. Es sei a € Z gegeben. Dann ist

(i) :{n € N| n ungerade} — Z

ein Monoidhomomorphismus (bzgl. der gewohnlichen Multiplikation auf {n € N | n ungerade} und Z).

Beweis. Es seien ungerade ni,ns € N gegeben. Da dann auch nins ungerade ist, existiert ein ungerades b € N
mit @ =p,p, b. Nach Bemerkung (4.8) gilt insbesondere a =,, b und a =,, b. Mit Bemerkung (4.124), dem
quadratischen Reziprozitétsgesetz (4.130) und Bemerkung (4.123) folgt

a o b - b—1 nyna—1 /T1NY o b—1 nina—1 /T %)
<n1n2)<n1n2>( 1)2 ’ ( b)i( 1)2 ’ (b)(b)
b—1 nying—1 nyp—1 b—1 b ng—1 p—1 b
= ()t T () (41 —
(' e () oy ()
e (b) <b> ()t g (b> (b)
ni ng n n2
(m+D(no+D—4 b1 [ b b b b a a
e () ()0 -(2)(2)
1 UP) ni N2 ni N9
Wegen a =; 1 gilt nach Bemerkung (4.124) und Bemerkung (4.123) ferner
a 1
()= (1> =t

Insgesamt ist ein (%) : {n € N| n ungerade} — Z ein Monoidhomomorphismus. O

Die Erginzungssitze zum quadratischen Reziprozitiatsgesetz

(4.133) Proposition (erster und zweiter Ergénzungssatz zum quadratischen Reziprozitétsgesetz). Es sei ein
ungerades n € N gegeben.

(a) Es gilt

-1 n—1 1, falls n =4 1,
— | = (—1) PR—
n -1, fallsn=4 —1.
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(b) Es gilt

<2> _ (—1)"2%1 _ {1, falls n =g 1 oder n =g —1,

—1, fallsn =g 3 oder n =g —3.

Beweis.

(a) Siehe Aufgabe 55(b).

(b) Siehe Aufgabe 55(c). O
(4.134) Korollar. Es seien ungerade p,q € P gegeben.

(a) Es sei ¢ =4 1. Genau dann ist p ein invertierbares Quadrat modulo ¢, wenn ¢ ein invertierbares Quadrat
modulo p ist.

(b) Essei g =4 —1. Genau dann ist p ein invertierbares Quadrat modulo ¢, wenn —g ein invertierbares Quadrat
modulo p ist.

Beweis.
(a) Dies folgt aus Korollar (4.131)(a).

(b) Nach Bemerkung (4.123), dem ersten Ergénzungssatz (4.133)(a) und dem quadratischen Reziprozitétsge-
setz (4.130) gilt

(3)- ) ()-co cvws (-comes ()-cos ()
et (0)-()

Somit ist p nach Proposition (4.125) genau dann ein invertierbares Quadrat modulo ¢, wenn —q ein
invertierbares Quadrat modulo p ist. O

(4.135) Beispiel. Es ist

1711\ 1

997 )
Beweis. Mit Hilfe von Bemerkung (4.123), Bemerkung (4.124), dem quadratischen Reziprozititsgesetz (4.130)
und den Ergénzungssétzen (4.133) berechnen wir

) b
(520)  (222) - (52) (25) - o™ (22) - (2 - o (22)
() () (3) ()0 (3] ()
o (B0) < () () < e ()< (3)
S (9= (8- (D)= (D) (H e o

Aufgabe 55 (Erginzungssitze zum quadratischen Reziprozititsgesetz). Es sei ein ungerades n € N gegeben.

v

135 1 283 1

Aufgaben

(a) Bestimmen Sie Inv,,([—1],) und Inv,([2],).

n—1

(b) Zeigen Sie, dass (=1) = en([—1],) = (—1) "= ist.

n2-1

(c) Zeigen Sie, dass (2) = e,([2],) = (—1)"=  ist.
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Aufgabe 56 (Legendre-Jacobi-Symbole und invertierbare modulare Quadrate).
(a) Berechnen Sie (22) und ().
(b) Ist 256 ein invertierbares Quadrat modulo 6017

Aufgabe 57 (6 als modulares Quadrat). Charakterisieren Sie alle p € P, fiir welche 6 ein Quadrat modulo p
ist.

Aufgabe 58 (quadratische Kongruenzgleichungen). Es sei n € Z gegeben.

(a) Es sei n ungerade und es seien a,b, ¢ € Z mit a teilerfremd zu n gegeben. Zeigen Sie: Genau dann gibt es
ein x € Z mit

az® + bz +c =, 0,
wenn b? — 4ac ein Quadrat modulo 4an ist.

s selen a € 4, b € mit ged(a, n) gegeben. Zeigen sie: Fur x € Z gilt genau dann
b) Es sei Z,beZ\A{0 it b2 d ben. Zei Sie: Fii Z gil d

2% =, a,

wenn b |  und

xT a

2 _
(E) i p2
gilt.

(c) Es sei ein Quadrat a modulo n mit (a,n) # (0,0) gegeben. Zeigen Sie: Fiir jeden gemeinsamen Primfaktor p

von ged(a,n) und zed(amy it

p* | ged(a, n).
Insbesondere gilt: Wenn ged(a, n) quadratfrei ist, dann sind ged(a, n) und m teilerfremd.

(d) Es seien a € Z, b € Z\ {0} mit (a,n) # (0,0), b* | ged(a,n) und % quadratfrei gegeben. Zeigen Sie:

Genau dann ist a ein Quadrat modulo n, wenn ;3 ein invertierbares Quadrat modulo m ist.

Aufgabe 59 (quadratische Kongruenzgleichungen).

(a) Bestimmen Sie die Menge aller x € Z

42? =39 63z — 4.

(b) Bestimmen Sie die Menge aller z € Z mit

1'2 + 473) + 58 =137 O
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