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Kapitel I

Grundlagen

1 Mengen und Abbildungen

In diesem ersten Abschnitt wiederholen wir kurz einige Konzepte der naiven Mengenlehre.

Mengen und Teilmengen

Unter einer Menge verstehen wir eine ,,Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten un-
serer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen“. Ist X eine Menge, so bezeichnen wir diejenigen
Objekte, die durch X zusammengefasst werden, als die Elemente von X. Ist x ein Element von X, so schreiben
wir € X. Ist = kein Element von X, so schreiben wir z ¢ X. Mengen X und Y sind gleich, geschrieben X =Y,
falls sie die gleichen Elemente enthalten, d.h. falls aus x € X stets x € Y folgt und falls aus x € Y stets x € X
folgt.

Mengen werden durch Beschreibungen oder Aufzdhlungen notiert. Ist X eine Menge bestehend aus genau
denjenigen Objekten, die eine gegebene Eigenschaft ¢ erfiillen, so schreiben wir {z | z erfiillt ¢} := X. Fiir
gegebene Objekte aq,as, ag, . .. schreiben wir {a1,as,as,...}:={z |z = a1 oder x = as oder x = a3 oder ... }.
Nicht jede Eigenschaft beschreibt eine Menge (Stichwort ,, Russelsches Paradoxon®).

Die Menge, welche keine Elemente enthilt, heift leere Menge und wird mit () bezeichnet.

Auferdem gehen wir in diesem Kurs davon aus, dass wir die Mengen der natirlichen Zahlen, der natirlichen
Zahlen mit Null, der ganzen Zahlen, der rationalen Zahlen bzw. der reellen Zahlen, in dieser Reihenfolge be-
zeichnet mit N) Ny, Z, Q bzw. R, kennen.

Es sei eine Menge X gegeben. Eine Teilmenge von X ist eine Menge U so, dass X alle Elemente von U enthélt,
d.h. so, dass aus u € U stets u € X folgt. Eine Teilmenge U von X heillt echt (oder strikt), falls U # X gilt.
Ist U eine Teilmenge von X, so schreiben wir U C X. Ist U keine Teilmenge von X, so schreiben wir U ¢ X.
Ist U eine echte Teilmenge von X, so schreiben wir U C X. Fiir eine Eigenschaft ¢ schreiben wir {z € X |
z erfillt ¢} ;= {z |z € X und =z erfillt ¢} fiir die Teilmenge derjenigen Elemente von X, welche ¢ erfiillt. Die
Menge aller Teilmengen von X heift Potenzmenge von X und wird mit Pot(X) := {U | U C X} bezeichnet.

Mengenoperationen

Es seien X und Y Mengen. Die Menge X NY := {z | z € X und « € Y} heifit Schnitt von X und Y. Die
Menge X UY :={z | z € X oder = € Y} heifit Vereinigung von X und Y. Ist X NY = (), so sagen wir, dass X
und Y disjunkt voneinander sind, und schreiben in diesem Fall auch X UY := XUY fiir die disjunkte Vereinigung
von X und Y. Es gelten jeweils Assoziativgesetze und Kommutativgesetze fiir Schnitt und Vereinigung, und
Schnitt und Vereinigung sind miteinander vertréglich iiber die Distributivgesetze.

Die Menge X \Y = {z | z € X und « ¢ Y} heiflt Differenz von X und Y. Die de Morganschen Regeln
beschreiben eine Kompatibilitdt von Differenz, Schnitt und Vereinigung.

Zu Objekten z, y konnen wir das geordnete Paar von x und y bilden, es wird als (z,y) notiert. Fiir Objekte
z, @', y, v gilt genau dann (z,y) = (2/,y’), wenn x = 2/ und y = ¢ ist. Fiir Mengen X und Y heift die
Menge X x Y :={(x,y) | x € X, y € Y} das kartesische Produkt von X und Y.

1



2 KAPITEL I. GRUNDLAGEN

Abbildungen

Es seien Mengen X und Y gegeben. Eine Abbildung (oder Funktion) von X nach Y besteht aus X und YV
zusammen mit einer Teilmenge f von X x Y so, dass es fir jedes x € X genau ein y € Y mit (z,y) € f gibt.
Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl die besagte Abbildung als auch die Teilmenge von X x Y
mit f. Die Menge X wird Startmenge von f genannt, die Menge Y wird Zielmenge von f genannt. Fiir eine
Abbildung f mit Startmenge X und Zielmenge Y schreiben wir f: X — Y. Fir (z,y) € f heilt y das Bild
von x unter f, es heiflt x ein Urbild von y unter f, und wir schreiben f(z) := y oder z — f(x). Die Menge aller
Abbildungen von X nach'Y bezeichnen wir mit Map(X,Y) := {f | f ist eine Abbildung von X nach Y}.

Wir betonen, dass zu einer Abbildung f: X — Y die Startmenge X und die Zielmenge Y dazugehoren. Insbe-
sondere sind Abbildungen f: X — Y und f’: X’ — Y’ genau dann gleich, d.h. es gilt f = f/, wenn X = X',
Y =Y und f(z) = f'(z) fir alle z € X gilt.

Fiir Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z heift go f: X — Z,  — g(f(z)) das Kompositum von f und g.
Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, aber nicht kommutativ.

Fiir jede Menge X haben wir die Abbildung id = idx: X — X, & — =z, genannt Identitat (oder identische
Abbildung) auf X. Fiir jede Abbildung f: X — Y ist foidx =idy o f = f.

Eine Abbildung f: X — Y heilst invertierbar, falls es eine inverse Abbildung zu f gibt, d.h. eine Abbil-
dung g: Y — X mit go f = idx und f og = idy. Da es zu f hochstens eine inverse Abbildung gibt, ist
diese durch f eindeutig festgelegt und wird mit f~! bezeichnet.

Injektivitat und Surjektivitat

Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben. Wir sagen, dass f injektiv ist, falls f verschiedene Elemente aus X
auf verschiedene Elemente in Y abbildet, dass f surjektiv ist, falls jedes Element aus Y das Bild eines Elements
aus X unter f ist, und dass f bijektiv ist, falls f injektiv und surjektiv ist. Es ist f genau dann invertierbar,
wenn f bijektiv ist.

Fiir U C X heit f(U) :={f(u) |ue U} :={y €Y |es gibt ein uw € U mit y = f(u)} das Bild von U unter f.
Der Spezialfall Im f := f(X) wird auch das Bild von f genannt. Fiir V C Y heift f~1(V) :={z € X | f(z) e V}
das Urbild von V unter f. Fiir ein y € Y heift f~1({y}) die Faser von f iiber y.

Familien

Es seien Mengen I und X gegeben. Eine Familie in X iiber [ ist eine Teilmenge x von I X X so, dass es fiir
alle i € I genau ein y € X mit (i,y) € x gibt. Die Menge I wird Indezmenge von x genannt, ihre Elemente
heifen Indizes von z. Fiir (i,y) € x heillt y die Komponente von x an der Stelle ¢, wir schreiben z; := y.
Fiir eine Familie  in X tber I schreiben wir auch (x;);e; := x. Die Menge aller Familien in X dber I
bezeichnen wir mit X! := {x | x ist eine Familie in X iiber I}. Fiir n € Ny schreiben wir auch X™ := X7l
wobei [1,n] = {i € Z | 1 < i < n} das ganzzahlige Intervall bezeichne, und notieren die Elemente
als (l‘l, ce ,:I,‘n) = (xi)ie[l’n].

Eine Familie in X iiber I ist also, bis auf die Indexnotation, im Wesentlichen dasselbe wie eine Abbildung
von I nach X; bei Abbildungen fassen wir lediglich noch Start- und Zielmenge als Bestandteile auf, bei Familien
nicht. Dies ermdoglicht uns, auch von einer Familie {iber I zu sprechen, ohne dass wir explizit angeben miissen,
in welcher Menge X diese Familie liegt. Ferner gilt U/ C X! fiir eine Teilmenge U von X (etwa Q" C R"
fiir n € Ny), aber Map(I,U) € Map(X,U). Familien 2 und y iiber I sind genau dann gleich, d.h. es gilt z =y,
wenn x; = y; fir alle ¢ € I ist.

Nichtsdestotrotz fassen wir Familien hin und wieder auch als Abbildungen auf (etwa wenn wir komponieren
wollen), d.h. wir gehen von einer Familie 2 in X {iber I zur entsprechenden Abbildung I — X, i — x; {iber.
Diese Abbildung wird dann unter Missbrauch der Notation auch wieder mit = bezeichnet. Dies ermdglicht uns
etwa, fiir eine gegebene Abbildung f: X — Y von der Familie f o x in Y iiber I zu sprechen: das ist gerade
die Familie, welche der Abbildung f o x: I — Y entspricht, also der Familie mit den Stellen (f o x); = f(z;)
firi e I.

2 Aquivalenzrelationen und Quotientenmengen

Ziel dieses Abschnitts ist es, den Begriff der (absoluten) Gleichheit von Objekten abzuschwéichen und zu for-
malisieren, was wir unter einer ,,Gleichheit unter einem gewissen Gesichtspunkt® verstehen. Hierzu dient der
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Begriff der Aquivalenzrelation.

Relationen

Aquivalenzrelationen sind spezielle Relationen, welche wir nun zunéchst einfithren werden.

(1.1) Definition (Relation). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Relation (genauer bindre Relation) auf X
ist eine Teilmenge r von X x X. Falls (z,y) € r, so sagen wir, dass = bzgl. v in Relation zu y steht und
schreiben x r y.

(1.2) Beispiel.

(a)

(b)

()

(d)

Fiir m,n € N gelte genau dann m < n, wenn es ein p € N mit n = p + m gibt. Die Relation < auf N
ist die iibliche Striktordnung auf den natiirlichen Zahlen. Als Teilmenge von N x N ist < gegeben durch
{(m,n) € N x N | es existiert ein p € N mit n = p+ m}.

Fiir m,n € N gelte genau dann m | n, lies m teilt n, wenn ein ¢ € N existiert mit n = gm. Die Relation |
auf N wird Teilbarkeitsrelation (oder Teilbarkeit) auf N genannt. Als Teilmenge von N x N ist | gegeben
durch {(m,n) € N x N | es existiert ein ¢ € N mit n = gm}.

Auf jeder Menge X haben wir folgende Relation: Fiir z,y € X gelte genau dann « = y, wenn x und y
gleich sind. Wir nennen = die Gleichheitsrelation (oder Gleichheit) auf X. Als Teilmenge von X x X ist =
gegeben durch = = {(z,z) |z € X}.

Auf jeder Menge X haben wir die Allrelation, welche als Teilmenge von X x X durch {(z,y) | z,y € X} =
X x X gegeben ist.

Wie in Beispiel (1.2)(a), (b), (c) schon angedeutet, ist es iiblich, Relationen durch Angabe der Eigenschaft,
welche fiir die in Relation stehenden Elemente erfiillt ist, zu definieren. Dies ist dquivalent zur Angabe der
Teilmenge des kartesischen Produkts und meistens etwas leserlicher.

(1.3) Definition (Transitivitdt, Reflexivitdt, Symmetrie). Es seien eine Menge X und eine Relation r auf X
gegeben.

(a)
(b)
()

Wir sagen, dass r transitiv ist, falls fir z,y,z € X aus  r y und y r z stets = r z folgt.
Wir sagen, dass r refiexiv ist, falls fiir x € X stets x r x gilt.

Wir sagen, dass r symmetrisch ist, falls fiir x,y € X aus x r y stets y r x folgt.

(1.4) Beispiel.

(a)

(b)
(c)

Die iibliche Striktordnung < auf den natiirlichen Zahlen ist transitiv, aber nicht reflexiv und nicht sym-
metrisch.

Die Teilbarkeitsrelation | auf den natiirlichen Zahlen ist transitiv und reflexiv, aber nicht symmetrisch.

Fiir jede Menge X ist die Gleichheitsrelation = auf X transitiv, reflexiv und symmetrisch.

Beweis.

(a)

(b)

Es seien m,n,p € N mit m < n und n < p gegeben. Dann gibt es g,7 € Nmit n =q¢+m und p =r + n.
Es folgt p =r+n =1r+ g+ m, also m < p. Folglich ist < transitiv.

Fiir kein m € N gibt es ein p € N mit m = p + m, d.h. es gilt m < m fiir kein m € N. Insbesondere ist <
nicht reflexiv.

Es seien m,n € N mit m < n gegeben. Dann gibt es ein p € N mit n = p 4+ m. Gébe es ein ¢ € N
mit m = ¢+ n, so wire m = ¢ +n = ¢+ p + m und damit ¢ + p = 0. Da mit p,q € N dann aber
auch 0 = ¢ + p € N sein miisste, ist dies ein Widerspruch. Folglich gilt n < m nicht. Insbesondere ist <
nicht symmetrisch.

Siehe Aufgabe 3(a). O
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Aquivalenzrelationen

(1.5) Definition (Aquivalenzrelation). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Aquivalenzrelation auf X ist eine
Relation auf X, welche transitiv, reflexiv und symmetrisch ist.

(1.6) Beispiel.

(a) Fiir 2,5 € R gelte genau dann z ¢ y, wenn 2 = y oder x = —y ist. Dann ist ¢ eine Aquivalenzrelation
auf R.

(b) Fiir z,y € Z gelte genau dann x =5 y, wenn x und y entweder beide gerade oder beide ungerade sind.
Dann ist =, eine Aquivalenzrelation auf Z.

(c) Bsist {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(1,4), (4,1),(2,4), (4,2)} eine Aquivalenzrelation auf [1,4].
(d) Fiir jede Menge X ist die Gleichheitsrelation = auf X eine Aquivalenzrelation auf X.
Beweis.

(a) Es seien z,y,z € R mit « ¢ y und y ¢ z gegeben. Dann gilt * = y oder x = —y, sowie y = z oder y = —=z.
Wir erhalten

z, falls x =y, y = z,
Lo Y fallszx =y, | J—2 falls 2 =y, y = —2,
-y, fallsz=—y [ ] -z falls = —y, y = 2,

—(=2), fallsz=—-y,y=—2

k2 falls x =y, y = z oder x = —y, y = —z,
N —z, fallsx =y, y=—zoderx=—y, y=—=z.

Also ist « = z oder x = —z, und damit x ¢ z. Folglich ist ¢ transitiv.
Da fiir alle z € R wegen « = x auch x ¢ z gilt, ist ¢ reflexiv.

Es seien z,y € R mit x ¢ y gegeben. Dann gilt * = y oder x = —y, also auch y = x oder y = —z und
damit y ¢ x. Folglich ist ¢ symmetrisch.

Insgesamt ist ¢ eine Aquivalenzrelation auf R.
(b) Es seien x,y,2 € Z mit x =5 y und y =5 z gegeben. Wenn z gerade ist, dann ist wegen x =5 y auch y
gerade und wegen y =2 z dann auch z gerade. Wenn x ungerade ist, dann ist wegen x =5 y auch y

ungerade und wegen y =5 z dann auch z ungerade. Also sind x und z entweder beide gerade oder beide
ungerade, d.h. es gilt x =5 2. Folglich ist =5 transitiv.

Da = entweder gerade oder ungerade ist, ist =5 reflexiv.
Die Symmetrie von =5 folgt aus der symmetrischen Definition von =s.
Insgesamt ist =, eine Aquivalenzrelation auf Z. O

Die bzgl. einer Aquivalenzrelation in Relation stehenden Elemente wollen wir nun zu Teilmengen zusammenfas-
sen:

(1.7) Definition (Aquivalenzklasse). Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben.
Fiir z € X heifst [z] = [z]. :== {Z € X | & ¢ 2} die Aquivalenzklasse von x in X bzgl. ¢, und es heifft z ein
Reprisentant von [x]..

Wir greifen die Bespiele aus (1.6) noch einmal auf:
(1.8) Beispiel.
(a) Fiir 2,y € R gelte genau dann x ¢ y, wenn x = y oder x = —y ist. Dann ist [z]. = {x, —z} fir z € R.

(b) Fiir z,y € Z gelte genau dann x =5 y, wenn x und y entweder beide gerade oder beide ungerade sind.
Dann ist 0]z, =2Z ={2¢ | g€ Z} und [1]z, =2Z +1={2¢+ 1| q € Z}.
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(c) Esseic:={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(1,4),(4,1),(2,4), (4,2)}. Dann ist [1]. = [2]c = [4]. =
{1,2,4} und [3]. = {3}.
(d) Es sei X eine Menge. Dann ist [z]= = {z} fiir alle z € X.
(1.9) Proposition. Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben.
(a) Fir z € X ist z € [z]..
(b) Fiir z,y € X sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
(i) Esist [z]. = [yl
(ii) Esist [z]. C [y]e.
(iii) Es gilt = cy.
Beweis.
(a) Da c reflexiv ist, haben wir ¢ x und damit = € [z] fir alle z € X.

(b) Es seien x,y € X gegeben.

Wenn [z] C [y] gilt, dann haben wir 2 € [z] C [y] nach (a) und somit x ¢ y. Es sei also umgekehrt
angenommen, dass z ¢ y gilt. Fiir alle Z € [z] haben wir & ¢ z, die Transitivitéit von ¢ liefert also Z ¢ v,
d.h. Z € [y]. Folglich ist [z] C [y].

Somit gilt genau dann [z] C [y], wenn x ¢ y ist; wir haben also die Aquivalenz von Bedingung (ii) und
Bedingung (iii) gezeigt. Nun ist aber ¢ symmetrisch, d.h. aus « ¢ y folgt y ¢ x. Folglich impliziert [z] C [y]
bereits [y] C [z] und damit [z] = [y]. Da [z] = [y] aber stets [z] C [y] impliziert, sind auch Bedingung (i)
und Bedingung (ii) dquivalent.

Insgesamt sind Bedingung (i), Bedingung (ii) und Bedingung (iii) dquivalent. O

Quotientenmengen

Als néchstes wollen wir die Aquivalenzklassen bzgl. einer Aquivalenzrelation wieder zu einer Menge zusammen-
fassen:

(1.10) Definition (Quotientenmenge). Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben.
Die Menge aller Aquivalenzklassen in X bzgl. ¢ bezeichnen wir mit

X/c:={[z]. |z € X}.

Wir nennen X/c auch die Quotientenmenge (oder den Quotienten) von X modulo ¢ und quo = quo*/¢: X —
X/c, x — [z]. die Quotientenabbildung von X/c.

Wir bestimmen die Quotientenmenge im Fall von Beispiel (1.6)(c):

(1.11) Beispiel. Es sei c:= {(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (1,2), (2,1), (1,4), (4, 1), (2,4), (4,2)}. Dann ist

[1,41/e = {{1], [2], 3, [4]} = {[1], [3]}-

Unter der Quotientenmenge einer Menge X bzgl. einer Aquivalenzrelation ¢ auf X stellen wir uns eine Art
,, Vergroberung® der Menge X vor. Diejenigen Elemente in X, welche in X nur dquivalent bzgl. ¢ sind, werden
iber die Quotientenabbildung zu gleichen Elementen in der Quotientenmenge.

(1.12) Proposition. Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben.
(a) Esist X/c = {quo(z) | z € X}.

(b) Fiir z,y € X gilt genau dann quo(z) = quo(y) in X /¢, wenn x ¢ y in X ist.
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Beweis.

(a) Nach Definition (1.10) ist
X/c={[z] |z € X} ={quo(x) | x € X}.
(b) Es seien z,y € X gegeben. Nach Definition (1.10) ist quo(z) = [x]. Somit ist genau dann quo(x) = quo(y)
in X/e, wenn [z] = [y] in X/c gilt. Letzteres ist nach Proposition (1.9)(b) aber dquivalent zuz cyin X. O

Proposition (1.12) gibt uns eine abstrakte Beschreibung von X/c fiir eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢
auf X. Man beachte, dass in dieser Beschreibung keine Aussage mehr iiber die genaue Beschaffenheit der
Elemente von X /¢, welche ja selbst Teilmengen von X waren, getroffen wird. Elemente sind von der Form quo(x)
fir ein € X, und wir haben eine Charakterisierung, wann quo(z) = quo(y) fir z,y € X gilt (ndmlich
genau dann, wenn z ¢ y). Umso beachtlicher ist es, dass fiir fast alle Anwendungszwecke diese theoretische
Beschreibung von X/c in Abhéngigkeit von X und ¢ geniigt; d.h. fiir fast alle Aspekte geniigen uns diese zwei
formalen Eigenschaften, und es ist egal, wie das Element quo(z) von X/c fiir z € X ,im Einzelnen aussieht.
Wir werden, nichtsdestotrotz, im Folgenden meistens der kiirzeren und damit lesefreundlicheren Notation [z]
den Vorzug geben.

(1.13) Korollar. Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben.
(a) Die Quotientenabbildung quo: X — X/c ist surjektiv.

(b) Fiir jedes K € X/c ist die Faser von quo tiber K gerade

quo '({K}) = K.

Beweis.
(a) Nach Proposition (1.12)(a) ist X/c = {quo(z) | z € X} = Imquo, d.h. quo: X — X/c ist surjektiv.

(b) Es sei K € X/c gegeben. Nach (a) ist quo: X — X/c surjektiv, d.h. es gibt ein € X mit K = quo(x).
Proposition (1.12)(b) liefert

quo™ ' ({K}) = quo™ ({quo(z)}) = {Z € X | quo(¥) = quo(z)} = {Z € X | Z c 2} = [2] = quo(x)
=K. O]

(1.14) Korollar. Es scien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben. Fiir jede Abbil-
dung g: X/c — Y gilt

Im g = Im(g o quo)
Beweis. Nach Korollar (1.13)(a) haben wir

Img = {g(2) | » € X/c} = {glquo(z)) | € X} = Im(g o quo). 0

(1.15) Definition (Transversale). Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben. Eine
Transversale (oder ein Reprdsentantensystem) von X bzgl. ¢ ist eine Teilmenge T' von X so, dass es fiir jedes
K € X/c genau ein t € T mit K = [t]. gibt.

Wir bestimmen einige Transversalen fiir die Aquivalenzrelationen aus Beispiel (1.6):
(1.16) Beispiel.

(a) Fiir 2,y € R gelte genau dann z ¢ y, wenn = = y oder = —y ist. Dann sind R>¢ = {z € R | z > 0},
Rco={r€R |2z <0} und {r e R| 2 < —2 oder 0 < z < 2} Transversalen von R bzgl. c.

(b) Fiir 2,y € Z gelte genau dann x =5 y, wenn x und y entweder beide gerade oder beide ungerade sind.
Dann sind {0, 1}, {1,2}, {—3,88} Transversalen von Z bzgl. =s.

(c) Esseic:={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(1,4), (4,1),(2,4), (4,2)}. Dann sind {1,3}, {2, 3}, {3,4}
Transversalen von [1, 4] bzgl. c.
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(d) Es sei X eine Menge. Dann ist X die einzige Transversale von X bzgl. =.

(1.17) Bemerkung. Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben. Eine Teilmenge T
von X ist genau dann eine Transversale von X bzgl. ¢, wenn die Restriktion quo|r: T'— X/c eine Bijektion ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 5(a). O

(1.18) Bemerkung. Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben.

(a) Es sei eine Transversale T von X bzgl. ¢ gegeben und es sei s: X/c — X definiert durch s := inc’ o
(quolr)~!. Dann ist Ims = T und quo o s = idx/,.
(b) Fiir jede Abbildung s: X/c — X mit quo o s = idy/, ist Im s eine Transversale von X bzgl. c.
Beweis.
(a) Dies folgt aus Aufgabe 5(b).
(b) Dies folgt aus Aufgabe 5(c). O

Partitionen

In diesem Abschnitt wollen wir den mengentheoretischen Aspekt von Quotientenmengen etwas genauer be-
leuchten: Jede Aquivalenzrelation ¢ auf einer Menge X partitioniert (also unterteilt) via X/c die Menge X in
Teilmengen, némlich in die Elemente von X/c. Gehen wir umgekehrt von einer Unterteilung von X in Teilmen-
gen aus, so liefert uns dies wiederum eine Aquivalenzrelation, indem wir zwei Elemente als #quivalent betrachten,
wenn sie im gleichen Teil der Unterteilung liegen. Der Hauptsatz iiber Aquivalenzrelationen besagt, dass sich
diese Konstruktionen gegenseitig umkehren.

Wir beschriinken uns auf den Beweis der ersten Aussage, also dass jede Aquivalenzrelation auf einer Menge diese
Menge partitioniert. Zunéchst préazisieren wir, was wir unter einer Unterteilung einer Menge verstehen wollen:

(1.19) Definition (Partition). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Partition von X ist eine Teilmenge P
von Pot(X) so, dass § ¢ P und

x=Jn.
Fiir x € X heift das eindeutige P € P mit « € P der Teil von x in X bzgl. P; wir schreiben [z] = [z]p := P.

(1.20) Bemerkung. Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben. Dann ist X/c eine
Partition von X und fiir alle z € X ist [2]x/. = [2]..

Beweis. Es ist X/c = {[z]. | « € X}. Fir alle K € X/c gibt es also ein # € X mit K = [z]., und mit
Proposition (1.9)(a) folgt = € [z]. = K. Insbesondere ist K # § fiir alle K € X/c und damit ) ¢ X/c. Fiir
x € X gilt ferner

z € [z]. C U [y]c = U{[y}c lye X} = UX/C

yeX

Folglich ist X = |J X/c. Um die Disjunktheit dieser Vereinigung zu zeigen, seien K, L € |JX/c mit KN L # ()
gegeben. Ferner seien z,y,z € X mit K = [z]., L = [y]. und z € K N L gegeben. Da z € K = [x]. gilt z ¢ x,
und da z € L = [y, gilt z ¢ y. Nun ist aber ¢ nach Aufgabe 2 euklidisch, wir erhalten also z ¢ y und
somit K = [z]. = [y]. = L nach Proposition (1.9)(b). O
Aufgaben

Aufgabe 1 (Relationen).

(a) Finden Sie eine Relation auf {1, 2,3}, die transitiv, aber weder reflexiv noch symmetrisch ist.

(b) Finden Sie eine Relation auf {1, 2,3}, die reflexiv, aber weder transitiv noch symmetrisch ist.

(c¢) Finden Sie eine Relation auf {1, 2,3}, die symmetrisch, aber weder transitiv noch reflexiv ist.
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Aufgabe 2 (Aquivalenzrelationen). Es seien eine Menge X und eine Relation r auf X gegeben. Wir sagen,
dass r euklidisch ist, falls fiir z,y,2 € X aus  r z und y r z stets x r y folgt. Zeigen Sie: Genau dann ist r eine
Aquivalenzrelation auf X, wenn r reflexiv und euklidisch ist.

Aufgabe 3 (Ordnungsrelationen). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Relation r auf X heift antisymmetrisch,
falls fiir z,y € X aus z r y und y r = stets z = y folgt. Eine (partielle) Ordnungsrelation auf X ist eine Relation
auf X, welche transitiv, reflexiv und antisymmetrisch ist.

(a) Zeigen Sie, dass die Teilbarkeitsrelation | aus Beispiel (1.2)(b) eine Ordnungsrelation auf N ist.

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Zeigen Sie, dass die Teilmengenrelation C eine Ordnungsrelation auf Pot(X)
ist.

Aufgabe 4 (Ordnungsrelationen und Injektivitét). Es seien eine Abbildung f: X — Y, eine Ordnungsrelation o
auf X und eine Ordnungsrelation p auf Y gegeben. Zeigen Sie: Wenn fiir z, 2’ € X aus f(z) p f(2') stets z o 2’
folgt, dann ist f injektiv.

Aufgabe 5 (Transversalen). Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben.

(a) Zeigen Sie: Eine Teilmenge T von X ist genau dann eine Transversale von X bzgl. ¢, wenn die Restriktion
quo|r: T — X/c eine Bijektion ist.

(b) Es sei eine Transversale T' von X bzgl. ¢ gegeben. Finden Sie eine Abbildung s: X/¢c — X mit Ims =T
und quo o s = idy .

(c) Zeigen Sie: Fiir jede Abbildung s: X/c — X mit quoo s = idy/. ist Im s eine Transversale von X bzgl. c.

Aufgabe 6 (Kongruenz modulo 5). Fiir z,y € Z gelte genau dann x =5 y, wenn es ein p € Z mit © = 5p + y
gibt.

(a) Zeigen Sie, dass =5 eine Aquivalenzrelation auf 7Z ist.
(b) Bestimmen Sie Z/=5. Wieviele Elemente hat der Quotient?

(¢) Geben Sie zwei Transversalen von Z bzgl. =5 an.

3 Verkniipfungen

Bisher haben wir Mengen und Abbildungen zwischen Mengen betrachtet. Die aus der Schule bekannten Men-
gen N, Z, Q und R haben jedoch neben der Zusammenfassung ihrer Elemente noch mehr Struktur — wir kénnen
etwa Elemente addieren, subtrahieren, etc. oder auch Elemente vergleichen (sagen, wann ein Element ,grofer
als ein anderes sein soll).

Wihrend der zweite Aspekt (Vergleich von Elementen) bereits kurz in Aufgabe 3 angesprochen wurde, wollen
wir in diesem und den folgenden Abschnitten den ersten Aspekt formalisieren. Was passiert also etwa bei der
Addition auf der Menge der natiirlichen Zahlen N7 Wir ordnen natiirlichen Zahlen m und n deren Summe m+n
zu. Wie wir Zuordnungen mit Hilfe der Sprache der Mengenlehre formalisieren kénnen, haben wir jedoch bereits
in Abschnitt 1 gesehen: mit Hilfe von Abbildungen. Wir miissen also die Abbildung NxN — N, (m,n) — m+n
betrachten.

Definition und Beispiele

(1.21) Definition (Verkniipfung). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Verkniipfung (oder bindre algebraische
Operation) ist eine Abbildung m: X x X — X. Fiir (z,y) € X x X schreiben wir x my := m(x, y).

Da zu einer gegebenen Menge X die Start- und die Zielmenge einer Verkniipfung auf X eindeutig festgelegt
sind (X x X bzw. X), lassen wir diese Angaben im Folgenden meist weg.

(1.22) Beispiel.

(a) Auf N haben wir die Verkniipfungen (z,y) — = 4+ y und (z,y) — 2 - y.
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(b) Auf Z haben wir die Verkniipfungen (z,y) — =z + vy, (z,y) — « —y und (z,y) — = - y.

(¢) Auf Q haben wir die Verkniipfungen (z,y) — = + v, (z,y) = ¢ —y und (z,y) — = -y. Auf Q\ {0} haben
wir die Verkniipfungen (z,y) — x -y und (x,y) — x : y.

(d) Es sei eine Menge X gegeben. Auf Map(X, X) haben wir die Verkniipfung (g, f) — go f.

Assoziativitat und Kommutativitat

Als néchstes wollen wir grundlegende Eigenschaften von Verkniipfungen studieren, die entweder erfiillt sein
kénnen oder nicht. Hierbei orientieren wir uns an den Eigenschaften von Addition und Multiplikation auf den
uns bekannten Zahlbereichen, sowie an der Verkniipfung (g, f) — g o f auf Map(X, X) fiir eine Menge X.

(1.23) Definition (Assoziativitit, Kommutativitidt). Es seien eine Menge X und eine Verkniipfung m auf X
gegeben.

(a) Wir sagen, dass m assoziativ ist, wenn fiir x,y,z € X stets
xm(ymz)=(xmy)mz
gilt.
(b) Wir sagen, dass m kommutativ ist, wenn fiir z,y € X stets
rTmy=ymz
gilt.
(1.24) Beispiel.
(a) Die Verkniipfung (x,y) — = + y auf N ist assoziativ und kommutativ.
(b) Es sei eine Menge X gegeben. Die Verkniipfung (g, f) +— g o f auf Map(X, X) ist assoziativ, aber im

Allgemeinen nicht kommutativ.

Neutrale und inverse Elemente

(1.25) Definition (neutrales Element). Es seien eine Menge X und eine Verkniipfung m auf X gegeben.
(a) Ein linksneutrales Element bzgl. m ist ein Element e € X, welches e m z = x fiir alle z € X erfiillt.
(b) Ein rechtsneutrales Element bzgl. m ist ein Element e € X, welches © m e = z fiir alle x € X erfiillt.
(¢) Ein neutrales Element bzgl. m ist ein Element e € X, welches links- und rechtsneutral bzgl. m ist.

(1.26) Beispiel.

(a) Es ist 0 ein neutrales Element bzgl. der Verkniipfung (z,y) — x + y auf Z.
(b) Fiir jede Menge X ist idx ein neutrales Element bzgl. der Verkniipfung (g, f) — g o f auf Map(X, X).

(1.27) Bemerkung. Es seien eine Menge X, eine Verkniipfung m auf X, ein linksneutrales Element e und ein
rechtsneutrales Element ¢’ bzgl. m gegeben. Dann gilt

e=e.

Beweis. Da e linksneutral ist, gilt e m z = x fiir alle z € X, also insbesondere e m ¢’ = €’. Da €’ rechtsneutral
ist, gilt z m e’ = z fur alle x € X, also insbesondere e m ¢/ = e. Insgesamt haben wir

e=eme =e¢€'. O

(1.28) Korollar. Es seien eine Menge X und eine Verkniipfung m auf X gegeben. Dann gibt es hochstens ein
neutrales Element bzgl. m.
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Beweis. Siehe Aufgabe 9(a). O

(1.29) Bemerkung. Es seien eine Menge X, eine kommutative Verkniipfung m auf X und ein e € M gegeben.
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Es ist e linksneutral bzgl. m.
(b) Es ist e rechtsneutral bzgl. m.

(c) Es ist e neutral bzgl. m.

(1.30) Definition (inverse Elemente). Es seien eine Menge X, eine Verkniipfung m auf X sowie e,z € X
gegeben.

(a) Ein linksinverses Element zu z bzgl. m und e ist ein Element y € X, welches y m x = e erfiillt. Ist e ein
neutrales Element bzgl. m, so nennen wir ein linksinverses Element zu x bzgl. m und e auch einfach ein
linksinverses Element zu x bzgl. m.

(b) Ein rechtsinverses Element zu x bzgl. m und e ist ein Element y € X, welches x m y = e erfiillt. Ist e ein
neutrales Element bzgl. m, so nennen wir ein rechtsinverses Element zu x bzgl. m und e auch einfach ein
rechtsinverses Element zu x bzgl. m.

(¢) Ein inverses Element zu x bzgl. m und e ist ein Element y € X, welches links- und rechtsinvers zu x
bzgl. m und e ist. Ist e ein neutrales Element bzgl. m, so nennen wir ein inverses Element zu = bzgl. m
und e auch einfach ein inverses Element zu x bzgl. m.

(1.31) Beispiel.
(a) Fiir jedes Element = € Z ist —z ein inverses Element zu = bzgl. der Verknipfung (z,y) — x + y auf Z.

(b) Es seien eine Menge X eine Menge und eine invertierbare Abbildung f: X — X gegeben. Dann ist
die inverse Abbildung f~!: X — X ein inverses Element zu f bzgl. der Verkniipfung (g, f) — go f
auf Map(X, X).

(1.32) Bemerkung. Es seien eine Menge X, eine assoziative Verkniipfung m auf X und ein neutrales Element e
bzgl. m gegeben. Ferner seien x € X, ein linksinverses Element y und ein rechtsinverses Element 3’ zu x bzgl. m
gegeben. Dann gilt
y=y"
Beweis. Da e neutral bzgl. m ist, gilt yme = y und emy’ = y'. Da y linksinvers zu x bzgl. m ist, gilt ymz = e.
Da g/ rechtsinvers zu x bzgl. m ist, gilt x m y = e. Unter Ausnutzung der Assoziativitdt erhalten wir
y=yme=ym(@my)=(@yma)my =emy =y O
(1.33) Korollar. Es seien eine Menge X, eine assoziative Verkniipfung m auf X und ein neutrales Element e
bzgl. m gegeben. Dann gibt es zu jedem x € X hdochstens ein inverses Element bzgl. m.
Beweis. Siehe Aufgabe 9(b). O
(1.34) Bemerkung. Es seien eine Menge X, eine kommutative Verkniipfung m auf X sowie e,z,y € X
gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Es ist y linksinvers zu x bzgl. m und e.
(b) Es ist y rechtsinvers zu x bzgl. m und e.

(c) Esist y invers zu x bzgl. m und e.

(1.35) Definition (Invertierbarkeit). Es seien eine Menge X, eine Verkniipfung m auf X und ein neutrales
Element e bzgl. m gegeben. Ein z € X heifit invertierbar bzgl. m, falls es ein inverses Element zu = bzgl. m
gibt.

(1.36) Beispiel.
(a) Es ist nur 0 bzgl. der Verkniipfung (z,y) — = + y auf Ny invertierbar.
(b) Jedes x € Z ist bzgl. der Verkniipfung (z,y) — x + y auf Z invertierbar.

(c) Es sei eine Menge X gegeben. Ein f € Map(X, X) ist bzgl. der Verkniipfung (g, f) — ¢ o f genau dann
invertierbar, wenn es eine invertierbare Abbildung ist.
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Aufgaben
Aufgabe 7 (Verkniipfungen).
(a) Geben Sie vier Verkniipfungen auf N an.

(b) Untersuchen Sie auf Z die Verkniipfungen (z,y) — = + v, (z,y) — z — vy, (z,y) — z -y auf Assoziativitét,
Kommutativitéit, links-/rechtsneutrale Elemente und links-/rechtsinverse Elemente.

(c) Untersuchen Sie auf Q \ {0} die Verkniipfungen (z,y) — z -y und (z,y) — z : y auf Assoziativitit,
Kommutativitit, links-/rechtsneutrale Elemente und links-/rechtsinverse Elemente.

Aufgabe 8 (Verkniipfungen).

(a) Untersuchen Sie auf N die Verkniipfung (m, n) — m™ auf Assoziativitit, Kommutativitit, links- /rechtsneu-
trale Elemente und links-/rechtsinverse Elemente.

(b) Untersuchen Sie auf Z die Verkniipfung (x,y) — z 4+ y — 1 auf Assoziativitit, Kommutativitit,
links- /rechtsneutrale Elemente und links-/rechtsinverse Elemente.

Aufgabe 9 (neutrale und inverse Elemente). Es seien eine Menge X und eine Verkniipfung m auf X gegeben.
(a) Zeigen Sie, dass es hochstens ein neutrales Element bzgl. m gibt.

(b) Es sei m assoziativ und es sei e ein neutrales Element bzgl. m. Zeigen Sie, dass es zu jedem z € X
hochstens ein inverses Element bzgl. m gibt.

Aufgabe 10 (links-/rechtsinverse Elemente). Bestimmen Sie eine Menge X und ein Element in Map(X, X),
welches ein links-, aber kein rechtsinverses Element bzgl. der Verkniipfung (g, f) — g o f hat.

4 Gruppen und verwandte algebraische Strukturen

Als néchstes wollen wir uns davon l6sen, Verkniipfungen als eigensténdige Objekte zu betrachten. Wir wollen
den Standpunkt einnehmen, dass Verkniipfungen ,fest“ zu einer Menge dazugehdren, und wollen die Menge
zusammen mit den Verkniipfungen als eine gemeinsame ,algebraische Struktur® ansehen.

Obwohl wir etwa auf Q mehrere uns vertraute Verkniipfungen haben, siehe Beispiel (1.22)(c), begniigen wir
uns in diesem Abschnitt zundchst mit ,einfacheren* Strukturen und studieren Mengen, die mit einer Verkniip-
fung versehen sind und einige der in Abschnitt 3 definierten Eigenschaften erfiillen. Mengen, welche mit zwei
miteinander vertraglichen Verkniipfungen ausgestattet sind, werden dann in Abschnitt 6 eingefiihrt.

Magmas

(1.37) Definition (Magma). Ein Magma besteht aus einer Menge M zusammen mit einer Verkniipfung m
auf M. Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl das besagte Magma als auch die unterliegende
Menge mit M. Die Verkniipfung m wird Multiplikation (oder Magmaverknipfung) von M genannt.

Fiir ein Magma M mit Multiplikation m schreiben wir - = - := mund 2y = z-y = 2-My := amy fir z,y € M.

Bei der Festlegung ,,- = -™ := m* in Definition (1.37) fiir die Multiplikation eines Magmas handelt es sich um
eine Notation, um in einem abstrakt gegebenen Magma (d.h. ein nicht in einem konkreten Beispiel gegebenes
Magma) einfach von der Verkniipfung sprechen zu kénnen und um diese nicht immer explizit erwihnen zu
miissen. In der Regel werden wir also von einem ,Magma M* anstatt von einem ,Magma M mit Multiplikati-
on m‘ sprechen, die Multiplikation als implizit gegeben ansehen und diese dann mit dem Symbol - bezeichnen.
Die Bezeichnung - werden wir nur dann verwenden, wenn wir explizit darauf hinweisen méchten, dass diese
Multiplikation zu M gehort (etwa, wenn wir mehrere Magmas auf einmal betrachten), in der Regel werden wir
jedoch darauf verzichten.

Die Notation ,,- (und auch die Bezeichnung ,,Multiplikation®) ist natiirlich von Beispielen motiviert, siche etwa
Beispiel (1.41)(a), (b). Es gibt natiirlich auch andere Beispiele, wo die Magmaverkniipfung keine Multiplikation
im vertrauten Sinne ist; in diesen konkret gegebenen Beispielen verwenden wir natiirlich weiterhin die jeweils
vorliegende Notation, die durch das Beispiel mitgebracht wird; siehe insbesondere Beispiel (1.41)(e).

(1.38) Definition (assoziatives Magma, kommutatives Magma).
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(a) Ein Magma M heifit assoziativ, falls die Multiplikation von M assoziativ ist.
(b) Ein Magma M heift kommutativ, falls die Multiplikation von M kommutativ ist.

Mit Hilfe der Standardnotation in einem Magma M lesen sich die in Definition (1.38) eingefiihrten (moglichen)
Eigenschaften eines Magmas wie folgt:

o Assoziatiitit. Fir x,y,z € M ist 2(yz) = (zy)z.
o Kommutativitat. Fir x,y € M ist zy = yz.

Fiir kommutative Magmas hat sich noch eine andere Bezeichnung und eine andere Notation eingebiirgert, die
natiirlich ebenfalls von den Beispielen motiviert ist, siehe etwa Beispiel (1.41)(c), (d).

(1.39) Definition (abelsches Magma). Ein abelsches Magma ist ein kommutatives Magma A mit Magmaver-
kniipfung a. Die Verkniipfung a wird auch Addition von A genannt.

Fiir ein abelsches Magma A mit Addition a schreiben wir + = +4 := g und z +y = z +4 y := a(x,y)
fir x,y € A.

Ein abelsches Magma ist also strukturell gesehen das Gleiche wie ein kommutatives Magma; wir verwenden
lediglich in abstrakten abelschen Magmas eine andere Standardnotation: Abstrakte Magmas (die ggf. auch
mal kommutativ sein diirfen, aber im Allgemeinen nicht miissen) werden multiplikativ geschrieben, abstrakte
abelsche Magmas werden additiv geschrieben.

Insbesondere gilt: Alle Aussagen iiber beliebige Magmas und iiber kommutative Magmas (in multiplikativer
Notation geschrieben) bleiben auch fiir abelsche Magmas (in additiver Notation geschrieben) korrekt. Umgekehrt
bleiben alle Aussagen iiber abelsche Magmas (in additiver Notation geschrieben) auch fiir kommutative Magmas
(in multiplikativer Notation geschrieben) korrekt. Bei der Verwendung muss gegebenenfalls nur die jeweilige
Notation angepasst werden — in der Regel werden wir getroffene Aussagen iiber Magmas bzw. kommutative
Magmas nicht in additiver Notation wiederholen.

Halbgruppen

Fiir assoziative (abelsche) Magmas verwenden wir folgende alternative Terminologie.
(1.40) Definition ((abelsche) Halbgruppe).

(a) Eine Halbgruppe ist ein Magma mit assoziativer Multiplikation. Die Magmaverkniipfung einer Halbgrup-
pe M wird auch Halbgruppenverkniipfung von M genannt.

(b) Eine abelsche Halbgruppe ist ein abelsches Magma mit assoziativer Addition.

Wir werden in diesem Kurs keine Beispiele von Magmas betrachten, welche nicht assoziativ sind — alle unsere
Magmas sind also de facto Halbgruppen, alle abelschen Magmas sind de facto abelsche Halbgruppen.

(1.41) Beispiel.

(a) Es wird N eine kommutative Halbgruppe mit Multiplikation (x,y) — z-y (die uns vertraute Multiplikation
der natiirlichen Zahlen).

(b) Es wird Q eine kommutative Halbgruppe mit Multiplikation (z,y) — x - y.

(c¢) Es wird N eine abelsche Halbgruppe mit Addition (z,y) — x+y (die uns vertraute Addition der natiirlichen
Zahlen).

(d) Es wird Z eine abelsche Halbgruppe mit Addition (z,y) — = + y.

(e) Es sei eine Menge X gegeben. Dann wird Map(X, X) eine im Allgemeinen nicht-kommutative Halbgruppe
mit Halbgruppenverkniipfung (g, f) — g o f.

(1.42) Konvention. Wegen der Assoziativitit der Multiplikation einer Halbgruppe bzw. der Addition einer
abelschen Halbgruppe kommt es bei iterativer Bildung nicht auf die Klammerung an. Im Regelfall lassen wir
daher die Klammern im Folgenden weg.
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Monoide
(1.43) Definition ((abelsches) Monoid).

(a) Ein Monoid ist eine Halbgruppe M, welche ein neutrales Element bzgl. -™ besitzt. Die Halbgruppenver-
kniipfung eines Monoids M wird auch Monoidverknipfung von M genannt. Das neutrale Element bzgl.
der Multiplikation wird auch Einselement (oder die Eins) von M genannt und als 1 = 1 notiert.

(b) Ein abelsches Monoid ist eine abelsche Halbgruppe A, welche ein neutrales Element bzgl. +4 besitzt. Das
neutrale Element bzgl. der Addition wird auch Nullelement (oder die Null) von A genannt und als 0 = 04
notiert.

Mit Hilfe der Standardnotation in einem Monoid M lesen sich die Axiome eines Monoids, d.h. dessen definierende
Eigenschaften, wie folgt:

o Assoziatwitit. Fir x,y,z € M ist z(yz) = (zy)z.

o FEzistenz der Eins. Es existiert ein e € M mit ex = ze = z fiir alle x € M. Dieses e ist nach Korollar (1.28)
eindeutig bestimmt und wird mit 1 bezeichnet. Wir haben also 1o = z1 = « fiir alle z € M.

Ist M kommutativ, so gilt zusétzlich noch:
o Kommutativitat. Fir x,y € M ist zy = yz.

Die Axiome eines abelschen Monoids A sind die eines kommutativen Monoids in additiver Notation.
Wir betrachten unsere Beispiele aus (1.41) noch einmal und wollen festhalten, welche davon Monoide bzw.
abelsche Monoide bilden.

(1.44) Beispiel.
(a) Die Halbgruppe N mit der Multiplikation (z,y) + z -y ist ein kommutatives Monoid.
(b) Die Halbgruppe Q mit der Multiplikation (z,y) — x - y ist ein kommutatives Monoid.

(c¢) Die abelsche Halbgruppe N mit der Addition (z,y) — x +y ist kein abelsches Monoid. Allerdings wird Ny
ein abelsches Monoid mit Addition (z,y) — x + y.

(d) Die abelsche Halbgruppe Z mit der Addition (z,y) — x + y ist ein abelsches Monoid.

(e) Fiir jede Menge X ist die Halbgruppe Map(X, X) mit der Halbgruppenverkniipfung (g, f) — g o f ein
Monoid. Das Einselement von Map(X, X) ist idx.

In erster Linie haben wir die Begriffe Magma, Halbgruppe und Monoid eingefiihrt, um mit deren Hilfe andere,
speziellere Strukturen einzufiithren, wie etwa im Folgenden den Begriff der Gruppe, siehe Definition (1.50), oder
auch den Begriff des Rings in Abschnitt 6.

Bevor wir Gruppen einfiihren, legen wir noch eine vereinfachte Sprechweise fiir den Begriff der Invertierbarkeit
bzgl. der Monoidverkniipfung in einem gegebenen Monoid fest:

(1.45) Definition (Invertierbarkeit).

(a) Es sei ein Monoid M gegeben. Ein Element x € M heifit invertierbar in M (oder eine Einheit von M),
falls 2 invertierbar bzgl. -™ ist. Das zu einem invertierbaren Element 2 € M bzgl. -* inverse Element y
wird auch das inverse Element (oder das Inverse) zu x in M genannt und als =1 = (z=1)™ := y notiert.

Die Menge aller invertierbaren Elemente in M bezeichnen wir mit

M* ={xz € M | x ist invertierbar}.

(b) Es sei ein abelsches Monoid A gegeben. Ein Element x € A heifit negierbar in A, falls = invertierbar
bzgl. +4 ist. Das zu einem negierbaren Element = € A bzgl. +4 inverse Element y wird auch das negative
Element (oder das Negative) zu  in A genannt und als —x = (—x)*4 := y notiert.

Die etwas ungewdhnlich aussehende Notation (z71)™ in Definition (1.45)(a) soll lediglich deutlich machen,
in welchem Monoid wir das Inverse zu z bilden — namlich gerade im Monoid M. Wir werden diese Notation
nur dann verwenden, wenn wir explizit darauf hinweisen wollen, in welchem Monoid das Inverse gebildet wird,
vgl. etwa Definition (1.69)(a).
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(1.46) Beispiel.
(a) Es wird Z ein Monoid mit Multiplikation (z,y) — xy. Die invertierbaren Elemente in Z sind 1 und —1.
(b) Es wird Ny ein abelsches Monoid mit Addition (z,y) — x +y. Das einzige negierbare Element in Ny ist 0.
(¢) Es wird Z ein abelsches Monoid mit Addition (z,y) — x + y. Jedes Element in Z ist negierbar.
Wir wollen einige einfache Eigenschaften von invertierbaren Elementen herleiten.
(1.47) Proposition. Es sei ein Monoid M gegeben.
(a) Fiir z,y € M* ist auch xy € M* mit (zy)~! =yt~
(b) Esist 1 € M* mit 17! = 1.
(c) Fiir x € M* ist auch 27! € M* mit (z7')~! =z.
Beweis. Siehe Aufgabe 11. O
(1.48) Bemerkung. Es seien ein Monoid M und a € M*, b,z € M gegeben.
(a) Genau dann gilt ax = b, wenn x = a~1b ist.
(b) Genau dann gilt ra = b, wenn z = ba~?! ist.
Beweis.
(a) Wenn azx = b gilt, dann auch

-1

z=1z=a"taz = a”'b.

Umgekehrt, wenn x = ¢~ 1b ist, dann haben wir nach Proposition (1.47)(c) auch

b= (a ") tr = ax.

(b) Dies ldsst sich analog zu (a) beweisen. O
(1.49) Korollar. Es sei ein Monoid M gegeben.

(a) Es seien a € M*, z,y € M gegeben. Wenn ax = ay oder xa = ya gilt, dann ist z = y.

(b) Es seien a € M*, x € M gegeben. Wenn ax = a oder za = a gilt, dann ist z = 1.
Beweis.

(a) Es gelte ax = ay; der andere Fall wird analog bewiesen. Nach Bemerkung (1.48)(a) ist dann

(b) Es gelte ar = a; der andere Fall wird analog bewiesen. Dann haben wir az = al und also z = 1
nach (a). O

Gruppen und abelsche Gruppen
(1.50) Definition ((abelsche) Gruppe).

(a) Eine Gruppe ist ein Monoid G, in welchem jedes Element von G invertierbar ist. Die Monoidverkniipfung
einer Gruppe G wird auch Gruppenverkniipfung von G genannt.

(b) Eine abelsche Gruppe ist ein abelsches Monoid A, in welchem jedes Element von A negierbar ist.
Die Axiome einer Gruppe G in Standardnotation lesen sich also wie folgt:

o Assoziatiitdt. Fir z,y, z € G ist z(yz) = (zy)=.
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o FEzistenz der Eins. Es existiert ein e € G mit ex = ze = « fiir alle z € G. Dieses e ist nach Korollar (1.28)
eindeutig bestimmt und wird mit 1 bezeichnet. Wir haben also 1oz = z1 = « fiir alle z € G.

o FExistenz der Inversen. Fiir jedes © € G existiert ein y € G mit yr = xy = 1. Dieses y ist nach Korol-
lar (1.33) eindeutig bestimmt und wird mit 2= bezeichnet. Wir haben also z 7'z = zz~! = 1.

Ist G kommutativ, so gilt zusétzlich noch:
o Kommutativitdt. Fir x,y € G ist zy = yx.

Die Axiome einer abelschen Gruppe A sind die einer kommutativen Gruppe, jedoch mit anderer Notation. Es
ist eine gute Ubung, alle in diesem Abschnitt vorkommenden Aussagen in die additive Notation umzuschreiben,
vgl. Aufgabe 17.

Wir betonen noch einmal: Jede kommutative Gruppe lésst sich als abelsche Gruppe auffassen und umgekehrt —
strukturell gesehen sind es die gleichen Objekte, wir bringen durch die unterschiedlichen Terminologien lediglich
zum Ausdruck, welche Notation wir verwenden. Insbesondere bleiben alle Aussagen iiber Gruppen auch fiir
abelsche Gruppen giiltig, sie miissen nur in der Notation angepasst werden.

Wie von der Menge der ganzen Zahlen Z bekannt, liefert die Existenz von negativen Elementen in einer abelschen
Gruppe eine neue Verkniipfung:

(1.51) Definition (Subtraktion). Es sei eine abelsche Gruppe A gegeben. Die Verkniipfung (z,y) — x + (—y)
auf A wird Subtraktion von A genannt und mit — bezeichnet. Wir schreiben z — y := x + (—y) fir z,y € A.

Wir betonen, dass die Addition einer abelschen Gruppe A ein Teil der Daten von A ist (d.h. A besteht aus der
unterliegenden Menge, die unter Missbrauch der Notation ebenfalls mit A bezeichnet wird, und der Addition).
Hingegen wird die Subtraktion mit Hilfe der Addition und den inversen Elementen definiert und ist insbesondere
somit durch die Daten (unterliegende Menge und Addition) eindeutig festgelegt.

Da Gruppen (multiplikativ geschrieben) im Allgemeinen nicht kommutativ sind, kénnen wir die analoge Ver-
kniipfung (z,y) — ¥, wie etwa aus dem Beispiel Q \ {0} bekannt, nicht immer bilden, da im Allgemei-
nen ry~! # y~ 'z ist. Genauer gesagt erhalten wir zwei Verkniipfungen, welche im Allgemeinen nicht iiber-
einstimmen und fiir welche sich keine neue Notation eingebiirgert hat. Lediglich bei Korpern, siehe Definiti-
on (1.108), wird die Bruchnotation manchmal verwandt.

Wir betrachten unsere Beispiele aus (1.41) und (1.44) noch einmal und wollen festhalten, welche davon Gruppen
bzw. abelsche Gruppen bilden.

1.52) Beispiel.
(1.52) p
(a) Das Monoid N mit der Multiplikation (z,y) — « -y ist keine Gruppe.

(b) Das Monoid @ mit der Multiplikation (x,y) +— x -y ist keine Gruppe. Allerdings wird Q \ {0} eine
kommutative Gruppe mit Multiplikation (z,y) — « - y.

(¢) Die abelsche Halbgruppe N mit der Addition (z,y) — x + y ist keine abelsche Gruppe. Das abelsche
Monoid Ny mit der Addition (z,y) — x + y ist keine abelsche Gruppe.

(d) Das abelsche Monoid Z mit der Addition (x,y) — 2 + y ist eine abelsche Gruppe.

(e) Das Monoid Map(X, X) fiir eine Menge X mit der Monoidverkniipfung (g, f) + go f ist im Allgemeinen
keine Gruppe.

Zu Beispiel (1.52)(e) vergleiche man auch Aufgabe 12 und Abschnitt 5.
(1.53) Konvention. Wenn wir in Zukunft von der abelschen Gruppe Z sprechen, so meinen wir damit stets Z

mit der gewohnlichen Addition. Wenn wir vom kommutativen Monoid Z sprechen, so meinen wir damit stets Z
mit der gewOhnlichen Multiplikation. Ahnlich fiir N, Ny, Q, R.
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Redundanz der Gruppenaxiome

Um zu zeigen, dass eine kommutative Halbgruppe eine Gruppe ist, geniigt es natiirlich, die definierende Eigen-
schaft eines links- oder eines rechtsneutrales Elements sowie die definierende Eigenschaft von links- oder recht-
sinversen Element bzgl. der Magmaverkniipfung zu verifizieren, vgl. Bemerkung (1.29) und Bemerkung (1.34).
Das folgende Lemma besagt, dass dies auch fiir nicht-kommutative Gruppen gilt, sodenn man sich auf eine Seite
(jeweils links oder jeweils rechts) einigt.

(1.54) Lemma. Es sei eine Halbgruppe G gegeben.

(a) Wenn es ein linksneutrales Element e bzgl. - und fiir alle € G ein linksinverses Element bzgl. - und e
gibt, dann ist G eine Gruppe.

(b) Wenn es ein rechtsneutrales Element e bzgl. - und fiir alle € G ein rechtsinverses Element bzgl. -¢
und e gibt, dann ist G eine Gruppe.

Beweis.

(a) Es seien ein linksneutrales Element e in G bzgl. -@ ein beliebiges z € G, ein linksinverses Element y zu z
bzgl. -¢ und e und ein linksinverses Element z zu y bzgl. -¢ und e gegeben. Dann gilt ex = z, ey = v,
yx = e und zy = e. Es folgt

zy = (ex)y = ((zy)z)y = (2(yz))y = (ze)y = 2(ey) = zy = ¢,
d.h. y ist auch ein rechtsinverses Element von x bzgl. m und e. Auferdem gilt
ze = z(yx) = (zy)zr = ex = x.

Da x € G beliebig gewihlt war, ist e somit auch ein rechtsneutrales Element in G bzgl. -¢. Folglich ist e
ein neutrales Element bzgl. -¢ und zu jedem x € G existiert ein inverses Element bzgl. -, d.h. G ist eine
Gruppe.

(b) Dies ldsst sich analog zu (a) beweisen. O

Die Einheitengruppe

Waéhrend in einer Gruppe jedes Element invertierbar ist, haben wir in einem beliebigen Monoid auch nicht-
invertierbare Elemente. Wenn wir unsere Multiplikation auf einem Monoid jedoch auf die invertierbaren Ele-
mente einschrinken, erhalten wir eine Gruppe:

(1.55) Bemerkung. Fiir jedes Monoid M wird M* eine Gruppe, wobei die Multiplikation auf M*

M

durch z -M™ y =z -My fiir z,y € M gegeben ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 13. O

(1.56) Definition (Einheitengruppe). Es sei ein Monoid M gegeben. Die Gruppe M* mit der Multiplikation
aus Bemerkung (1.55) heilt Einheitengruppe von M.

Ein Monoid G ist also genau dann eine Gruppe, wenn G* = G ist.

(1.57) Beispiel. Die Einheitengruppe von Z, aufgefasst als Monoid bzgl. der uns vertrauten Multiplikation,
ist gegeben durch

Z* ={1,-1}.

Produkt- und Summennotation

Als néchstes fihren wir die Produkt- bzw. Summenschreibweise ein:

(1.58) Notation. Es sei n € Ny gegeben.
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(a) Es seien ein Monoid M und z; € M fiir i € [1,n] so gegeben, dass z;z; = x;x; fiir ¢, j € [1,n]. Fir k € [0, n]
definieren wir rekursiv
H falls k = 0,
T =
(Hle[l,k_l] x;) xy, falls k> 0.

i€[1,k]
(b) Es seien ein abelsches Monoid A und z; € A fiir i € [1,n] gegeben. Fir k € [0,n] definieren wir rekursiv

falls k = 0,
Y 4y
Zze[l,k—l] z; + 1z, falls k> 0.

i€[1,k]

(1.59) Bemerkung. Es seien ein Monoid M, eine endliche Menge I und z; € M fiir ¢ € I so gegeben,
dass z;2; = z;x; fir ¢,j € I. Fiir Bijektionen e, e’: [1,[I]] — I gilt

H xe(k) H xe/(k).
ke[1,]1]] ke[1,|1]]
Beweis. Dies folgt aus der Assoziativitdt von M. O

Bemerkung (1.59) erlaubt uns, die Produkt- und Summenschreibweise auf beliebige endliche Indexmengen zu
verallgemeinern:

(1.60) Notation. Es sei eine endliche Menge I gegeben. Wir wihlen eine Bijektion e: [1,|I]] — I.

(a) Es seien ein Monoid M und x; € M fiir ¢ € I so gegeben, dass x;x; = z,x; fiir 4, j € I. Wir setzen

H.’L‘i = H xe(k

i€l ke[1,]1]]

(b) Es seien ein abelsches Monoid A und z; € A fiir i € I gegeben. Wir setzen

Zmi = Z :L‘e(k).

iel ke[1,]1]]

Wir kommen zum Spezialfall, bei welchem alle indizierten Elemente gleich sind:
(1.61) Notation.
(a) Es seien ein Monoid M und ein x € M gegeben. Fiir k € Ny setzen wir
= II =
i€[1,k)
Wenn zx invertierbar in M ist, so setzen wir
xh = (x7 )k
fiir k € N.
(b) Es seien ein abelsches Monoid A und ein z € A gegeben. Fiir k € Ny setzen wir
- Y.
1€[1,k]

Wenn z negierbar in A ist, so setzen wir
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(1.62) Bemerkung. Es sei ein Monoid M gegeben. Dann ist
T =ux
fiir alle x € M.
Nach Bemerkung (1.62) ist also die fiir den Fall k& = 1 zunichst missbriuchliche Notation ,z =% := (z71)k«
in (1.61)(a) fiir ein invertierbares Element z in einem Monoid M gerechtfertigt.

(1.63) Proposition (Potenzgesetze). Es sei ein Monoid M gegeben.
(a) Firxz € M, k,l € Ng gilt

(b) Fiir z € M, k,l € Ny gilt
(J?k)l _ xkl.

Firxz € M*, k,l € Z gilt

(c) Es sei M kommutativ. Fir z,y € M, k € Ny gilt
'yt = (ay)*.
Fir z,y € M*, k € Z gilt
'yt = (ay)*.
Beweis.

(a) Esseien x € M, k € Ng. Um 2¥2! = 2**! fiir alle [ € Ny zu zeigen, fiihren wir Induktion nach I. Fiir [ = 0
gilt

Es sei also [ > 0 und gelte 2Fal=1 = 2kH=1 Dann ist auch k +1 > [ > 0 und somit
skl — xk(xl—lx) _ (mkxl—l)x B R,

Nach dem Induktionsprinzip haben wir 2¥2! = z*+! fiir alle I € Ny.

Um zFz! = 2F* fiir alle z € M, k,l € Z zu zeigen, unterscheiden wir drei Fille. Zuerst verifizieren

wir die Gleichung fiir den Spezialfall x € M*, k € Z, | = 1, danach fir z € M*, k € Z, Il > 0 mittels
Induktion nach [, und schlieflich fiir x € M*, k€ Z, 1 < 0.

Zum ersten Fall. Es seien z € M*, k € Z,1 = 1. Fiir k > 0ist k41 > 0 und damit 2*t! = z(k+D-1p = gkg
nach Definition. Fiir k£ < 0 gilt aber —k > 0 und damit ebenfalls

l'k$1 _ (m—l)—kx _ ((f_l)_k_lx_l)x _ (x_l)_k_l(x_lx) _ (ﬁ—l)—(k—&-l) 1= (ﬁ—l)—(k-&-l)
@, falls k= -1, |1, falls b =—1,1 _ xn
T ) CEEY) D falls k< —1 [ 2R, fallsk< -1 [ '

Zum zweiten Fall. Es seien 2 € M*, k € Z. Um 2*2! = 2**! fiir | € Z, | > 0 zu zeigen, fithren wir
Induktion nach [ (wobei dies vollig analog zum Beweis fiir 2 € M, k,l € Ny geht): Fiir [ = 0 gilt
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-1

Es seien also [ > 0 und es gelte z*x = z#*!=1 Unter Benutzung des ersten Falls erhalten wir dann

auch
xkxl _ xk(xl_lx) _ (Z‘kl‘l_l)m _ xk+l—1x _ J)k-H.
Nach dem Induktionsprinzip haben wir z*z! = 2*+ fiir alle [ > 0.

Zum dritten Fall. Schliefslich seien x € M*, k,l € Z, | < 0. Dann ist —[ > 0, also

N A G R

nach dem zweiten Fall und damit #%*! = z*(2z~!)~!. Nun haben wir aber
l’ilfﬂl _ ((xfl)fl)fl(xfl)fl _ (xfl)f(fl)(xfl)fl _ (Ifl)l(l,fl)fl _ (zfl)l+(7l) — (xfl)O -1

unter Benutzung des zweiten Falls, also (z7!)~! = ! nach Bemerkung (1.32) und damit auch in diesem
Fall

ghal = gk (1)1 = gkt

Es seien # € M, k € Ng. Um (2%)! = 2 fiir alle | € Ny zu zeigen, fiihren wir Induktion nach [. Fiir [ =0
gilt

k)0 =1 = 20 = g0,

(x
Es sei also [ > 0 und gelte (z*)!=1 = 2#(=1 Mit (a) folgt

(@) = (k) Lk = GhU=Dgh — ghU=Dk _ okl
Nach dem Induktionsprinzip haben wir (z¥)! = z*! fiir alle [ € Np.

Um (xk)l =z fiir alle x € M*, k,1 € Z, unterscheiden wir drei Fille. Zuerst verifizieren wir die Gleichung
fir £ > 0,1 > 0, danach fir £ < 0, [ > 0, und schlieftlich fiir k € Z, | < 0.

Zum ersten Fall. Wir haben bereits bewiesen, dass (xk)l = oM fiir alle x € M, k,1 € Ny gilt, also
insbesondere fiir x € M*, k,le Z, k> 0,1> 0.

Zum zweiten Fall. Es seien x € M*, k,l € Z, k < 0,1 > 0. Dann ist —k > 0 und —kl > 0, also
(xk)l — ((x—l)—k)l — (x—l)(—k)l — (x—l)—kl — Z‘kl

nach dem ersten Fall.

Zum dritten Fall. Es seien x € M*, k,l € Z, k € Z, | < 0. Dann ist — > 0, also
(:L'k)_l — .’Ek(_l)

nach dem ersten oder zweiten Fall. Nun ist aber (zF)! ()~ = (2%)° = 1 und 2*(-Dz* = 2 = 1 nach (a),
also ((zF)=H)~1 = (z*)! und (z*(=D)~1 = 2* nach Bemerkung (1.32). Wir erhalten also auch in diesem
Fall

(.Z‘k)l — ((xk)—l)—l _ (xk(—l))—l _ xkl_

Es seien 2,y € M. Um 2¥y* = (29) fiir alle k € Ny zu zeigen, fiihren wir Induktion nach k. Fiir k = 0
gilt
hyP =290 =1.1=1= (ay)°.
Es sei also k > 0 und gelte 2¥~1¢*~! = (z¢)*~!. Dann ist auch
alyt = (@) (" y) = (@Y (ay) = (ey) T (ay) = (ey)”
Nach dem Induktionsprinzip haben wir zFy* = (xy)* fiir alle k € Nj.
Nun seien z,y € M*, k € Z, k < 0. Dann ist —k > 0, also

dhyt = (@) M) T =Ty ) T = e ) T = ((ay) ) T = ()

nach Proposition (1.47)(a). O
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Homomorphismen

In der Mathematik ist es iiblich, algebraische Strukturen (und auch andere), wie etwa die in diesem Abschnitt be-
trachteten (Magma, Halbgruppe, Monoid, Gruppe sowie deren abelsche Varianten), zusammen mit ihren struk-
turerhaltenden Abbildungen, sogenannte Homomorphismen, zu studieren. Strukturerhaltend bedeutet hierbei,
dass diese Abbildungen vertriglich mit allen relevanten Daten sind. Wir begniigen uns hier mit der Variante
fiir Monoide und Gruppen.

(1.64) Definition (Homomorphismus von (abelschen) Monoiden und (abelschen) Gruppen).

(a) (i) Es seien Monoide M und N gegeben. Ein Monoidhomomorphismus (oder Homomorphismus von
Monoiden oder Homomorphismus) von M nach N ist eine Abbildung ¢: M — N so, dass folgende
Axiome gelten.

o Vertrdaglichkeit mit den Multiplikationen. Fiir alle z, 2’ € M gilt

o(x M) = p(x) N o).

e Vertriglichkeit der Finselemente. Es ist
p(1M) =17

(ii) Es seien abelsche Monoide A und B gegeben. Ein Homomorphismus abelscher Monoide (oder Ho-
morphismus von abelschen Monoiden oder Homomorphismus) von A nach B ist ein Monoidhomo-
morphismus ¢: A — B.

(b) (i) Es seien Gruppen G und H gegeben. Ein Gruppenhomomorphismus (oder Homomorphismus von
Gruppen oder Homomorphismus) von G nach H ist ein Monoidhomomorphismus ¢: G — H so, dass
folgendes Axiom gilt.

o Vertraglichkeit der inversen Elemente. Fiir alle x € G ist

p((z71)9) = (p(x)"H ™.

(ii) Es seien abelsche Gruppen A und B gegeben. Ein Homomorphismus abelscher Gruppen (oder Ho-
morphismus von abelschen Gruppen oder Homomorphismus) von A nach B ist ein Gruppenhomo-
morphismus ¢: A — B.

Die Menge aller Homomorphismen abelscher Gruppen von A nach B bezeichnen wir mit

Hom(A, B) = Homaparp(4, B)
= {p € Map(A, B) | ¢ ist ein Homomorphismus abelscher Gruppen}.

Die Vertraglichkeit mit den Multiplikationen eines Monoidhomomorphismus M — N besagt, dass es egal ist,
ob wir zuerst zwei Elemente von M miteinander in M multiplizieren und das Produkt nach N abbilden oder
ob wir zunéchst die beiden Faktoren von M nach N abbilden und erst deren Bilder in N multiplizieren.

Die Axiome eines Homomorphismus abelscher Gruppen ¢: A — B in additiver (Kurz-)Notation lesen sich wie
folgt:

o Vertriglichkeit mit den Additionen. Fiir alle z, 2" € A ist p(x + 2’) = o(x) + p(a').
o Vertraglichkeit der Nullelemente. Es ist ¢(0) = 0.
o Vertraglichkeit der negativen Elemente. Fiir alle x € A ist p(—z) = —p(x).

Es kommt auch vor, dass wir Homomorphismen von einer additiv geschriebenen (also abelschen) Struktur in
eine multiplikativ geschriebene Struktur, oder umgekehrt, betrachten, siehe etwa Beispiel (1.65)(b).

Genauso wie Start- und Zielmenge Bestandteil einer Abbildung sein sollen, méchten wir, dass ein Monoidhomo-
morphismus ¢: M — N von einem Monoid M zu einem Monoid N aus der unterliegenden Abbildung ¢: M — N
sowie den Monoiden M und N besteht, auch wenn wir das nicht explizit dazu sagen. Ahnlich fiir Gruppen und
andere Strukturen, welche im Laufe der Vorlesung noch auftauchen werden.

Sind also Monoidhomorphismen ¢: M — N und ¢: M’ — N’ gegeben, so gilt genau dann ¢ = ¢’ als Monoid-
homomorphismen, wenn M = M’ und N = N’ als Monoide und ¢ = ¢’ als Abbildungen gilt.
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(1.65) Beispiel.

(a) Die Inklusion inc: Ny — Z ist ein Homomorphismus abelscher Monoide (wobei wir beide Mengen als
abelsche Monoide bzgl. der uns vertrauten Additionen auffassen). Die Inklusion inc: Z — Q ist ein Homo-
morphismus abelscher Gruppen (wobei wir beide Mengen als abelsche Gruppen bzgl. der uns vertrauten
Additionen auffassen).

(b) Es wird R eine abelsche Gruppe mit Addition (z,y) — = + y (die uns vertraute Addition der reellen
Zahlen). Es wird Rsg = {x € R | > 0} eine (kommutative) Gruppe mit Multiplikation (z,y) — = -y
(die uns vertraute Multiplikation der reellen Zahlen). Bzgl. diesen Strukturen sind die Exponentialfunkti-
on exp: R — R und die (natiirliche) Logarithmusfunktion log: Rsg — R sich gegenseitig invertierende
Gruppenhomomorphismen.

(1.66) Bemerkung. Es sei ein Monoidhomomorphismus ¢: M — N gegeben. Fiir jedes invertierbare Ele-
ment x € M ist p(z) invertierbar in N mit

p(z) ™ = p(a).
Beweis. Es sei ein invertierbares Element x € M gegeben. Dann ist
Pz p(z) = p(a7'2) = (1) = 1,
p(z)p(a™!) = p(zz™) = (1) =1
Folglich ist ¢(z) invertierbar in N mit ¢(z)~! = p(z~1). O

(1.67) Lemma. Es seien Gruppen G und H und eine Abbildung ¢: G — H gegeben. Genau dann ist ¢ ein
Gruppenhomomorphismus, wenn

p(za’) = p(z) p(z')
fir alle z, 2’ € G gilt.

Beweis. Wenn ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, dann gilt insbesondere p(xz’) = ¢(z) p(2’) fir alle z, 2" € G.
Es gelte also umgekehrt p(xz’) = p(x) p(a’) fir alle z, 2’ € G. Dann ist insbesondere

(1) = p(1-1) = (1) p(1).

Nun ist aber H eine Gruppe und damit insbesondere (1) invertierbar in H, so dass

p(1) =1
folgt. Damit ist ¢ ein Monoidhomomorphismus. Nach Bemerkung (1.66) gilt nun aber p(z)~! = p(z~1) fiir
alle z € G* = G, d.h. ¢ ist sogar ein Gruppenhomomorphismus. O

Wir betonen, dass Lemma (1.67) nur fiir Abbildungen zwischen Gruppen giiltig ist, nicht jedoch fiir beliebige
Abbildungen zwischen Monoiden.

(1.68) Beispiel.
(a) Es sei ein Monoid M gegeben. Fiir alle x € M ist
No = M, k— 2
ein Monoidhomomorphismus.
(b) Es sei eine Gruppe G gegeben. Fiir alle © € G ist
7 — G, ks zF
ein Gruppenhomomorphismus.
Beweis.
(a) Dies folgt aus dem Potenzgesetz (1.63)(a).
(b) Dies folgt aus dem Potenzgesetz (1.63)(a) und Lemma (1.67). O
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Untergruppen

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch das Konzept der Unterstrukturen: dies sind algebraische
Strukturen, die elementweise innerhalb einer umgebenden algebraischen Struktur enthalten sind und deren
Struktur (etwa die Verkniipfungen) sich durch Restriktion der umgebenden Struktur ergibt. Wir begniigen uns
mit der Variante fiir Gruppen.

(1.69) Definition ((abelsche) Untergruppe).

(a) Es sei eine Gruppe G gegeben. Eine Untergruppe von G ist eine Gruppe U so, dass die unterliegende
Menge von U eine Teilmenge von G ist und so, dass folgende Axiome gelten.

o Vertraglichkeit der Multiplikationen. Fiir alle x, 2’ € U gilt

o Vertraglichkeit der inversen Elemente. Fiir alle x € U ist
(Z‘_l)U _ (x—l)G.

Eine Untergruppe U von G heifst echt (oder strikt), falls U # G gilt.

Ist U eine Untergruppe von G, so schreiben wir U < G. Ist U keine Untergruppe von G, so schreiben
wir U £ G. Ist U eine echte Untergruppe von G, so schreiben wir U < G.

(b) Es sei eine abelsche Gruppe A gegeben. Eine abelsche Untergruppe von A ist eine Untergruppe von A.
Die Axiome einer abelschen Untergruppe U einer abelschen Gruppe A in additiver Notation lesen sich wie folgt:
o Vertriglichkeit der Additionen. Fiir alle z, 2’ € U gilt ¢ +V o/ =z +4 2.
o Vertriglichkeit der Nullelemente. Es ist 0V = 04.
e Vertriglichkeit der negativen Elemente. Fiir alle x € A ist (—2)V = (—x
(1.70) Beispiel.

(a) Es wird Z eine abelsche Gruppe mit Addition (z,y) — = + y (die uns vertraute Addition der ganzen
Zahlen). Es wird Q eine abelsche Gruppe mit Addition (z,y) — z + y (die uns vertraute Addition der
rationalen Zahlen). Mit diesen Strukturen ist Z eine abelsche Untergruppe von Q.

(b) Es wird Z* = {1, —1} eine Gruppe mit Multiplikation (z,y) — « -y (die uns vertraute Multiplikation der
ganzen Zahlen). Es wird Q% = Q \ {0} eine Gruppe mit Multiplikation (z,y) — z -y (die uns vertraute
Multiplikation der rationalen Zahlen). Bzgl. dieser Struktur ist Z* eine Untergruppe von Q*.

(1.71) Bemerkung. Es seien Gruppen G und U so gegeben, dass die unterliegende Menge von U eine Teilmenge
von G ist. Genau dann ist U eine Untergruppe von G, wenn die Inklusion inc: U — G ein Gruppenhomomor-
phismus ist.

(1.72) Korollar. Es seien Gruppen G und U so gegeben, dass die unterliegende Menge von U eine Teilmenge
von G ist. Genau dann ist U eine Untergruppe von G, wenn

fir alle z, 2’ € U gilt.

Beweis. Dies folgt aus Bemerkung (1.71) und Lemma (1.67). O
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(1.73) Konvention. Es seien eine Gruppe G und eine Teilmenge U von G gegeben. Da die Gruppenverkniipfung
jeder Untergruppe von G vollsténdig durch die Gruppenverkniipfung von G bestimmt ist, gibt es hochstens eine
Gruppenstruktur auf U so, dass U mit dieser Gruppenstruktur eine Untergruppe von G wird. Wir sagen daher
auch, dass U eine Untergruppe von G ist, falls so eine Gruppenstruktur auf U existiert.

(1.74) Lemma (Untergruppenkriterium). Es seien eine Gruppe G und eine Teilmenge U von G gegeben. Die
folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Es ist U eine Untergruppe von G.
(b) Es gilt:
e Abgeschlossenheit unter Multiplikation. Fir alle x, 2’ € U ist

za' € U.

o Abgeschlossenheit unter der Fins. Es ist
1eU.

o Abgeschlossenheit unter Inversenbildung. Fir alle x € U ist
el

(c) Es gilt:

o Es ist
U # 0.

e Fiir alle z, 2’ € U ist
2 e U.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (b), danach die Aquivalenz von
Bedingung (b) und Bedingung (c).

Es gelte zuniichst Bedingung (a), d.h. es sei U eine Untergruppe von G. Fiir z, 2’ € U ist dann z-%2’ = z-Ya’ € U,
esist 1 =1Y € U, und fiir x € U ist (z71)¢ = (z71)V € U. Folglich gilt Bedingung (b).

Nun gelte umgekehrt Bedingung (b). Da fiir z, 2’ € U stets x -¢ 2/ € U ist, kénnen wir U als Magma mit der

Multiplikation (z,z’) + z-¢ 2’ auffassen, so dass also z-U 2’ = z-¢ 2’ gilt. Wir wollen zeigen, dass das Magma U
eine Gruppe ist. Fiir z,2', 2" € U gilt

V@ Va)y=2C @ “a2")=(%2) %" =@ V)V,
d.h. -V ist assoziativ und damit U eine Halbgruppe. Ferner ist 1¢ € U und fiir 2 € U gilt

19V g =19 C g =g,

d.h. 1€ ist linksneutrales Element in U bzgl. -U. SchlieRlich ist fiir z € U auch (z71)¢ € U und es gilt
(x—l)G U T = ({E_l)G G T = ]_G7

d.h. (z71) ist linksinvers zu @ bzgl. - und 1¢. Nach Lemma (1.54) ist U also in der Tat eine Gruppe. Nach
Definition der Multiplikation von U und Korollar (1.72) ist U dann aber sogar eine Untergruppe von G, d.h. es
gilt Bedingung (a).

Folglich sind Bedingung (a) und Bedingung (b) dquivalent.

Als niichstes gelte Bedingung (b). Da U abgeschlossen unter der Eins ist, gilt 1€ € U, also insbesondere U # {).
Sind z,2’ € U gegeben, so ist ferner (z7!)¢ € U, da U abgeschlossen unter Inversenbildung ist, und folg-
lich (z71)¢.% 2’ € U, da U abgeschlossen unter der Multiplikation ist. Wir haben somit Bedingung (c) gezeigt.
Schlieflich gelte Bedingung (c). Da U # ) ist, gibt es ein Element xy € U, und somit folgt 1 = x5 'zo € U.
Fiir x € U ist auferdem =1 = 27! .1 € U. Schlieklich folgt fiir z,2’ € U, dass za’ = (z~)~ta’ € U ist.
Insgesamt gilt Bedingung (b).

Folglich sind Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O
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(1.75) Beispiel. Es wird Z eine abelsche Gruppe mit Addition (z,y) — =+ y (die uns vertraute Addition der
ganzen Zahlen). Bzgl. dieser Struktur ist 2Z := {2z | z € Z} eine Untergruppe von Z.

Beweis. Zunichst ist 0 = 20 € 2Z und damit 27 # 0. Es seien y, 3’ € 2Z gegeben. Dann gibt es x, ' € Z mit
y =2x,y =2z, und es folgt —y+y’ = —22+ 22" = 2(—z+2’) € 2Z. Nach dem Untergruppenkriterium (1.74)
ist somit 2Z eine Untergruppe von Z. O

Aufgaben
Aufgabe 11 (Inversionsregeln). Es sei ein Monoid M gegeben. Zeigen Sie:

(a) Fiir 2,y € M* ist auch zy € M* mit (xy)~! =y o~ %
(b) Esist 1 € M* mit 1-' = 1.
(c) Fiir x € M* ist auch 27! € M* mit (z7 1)~ = 2.

Aufgabe 12 (symmetrische Gruppe). Nach Beispiel (1.52)(e) ist Map(X, X) zusammen mit der Verkniipfung
(g9, f) = go f im Allgemeinen keine Gruppe. Finden Sie eine geeignete Teilmenge S von Map(X, X) so, dass S
mit der auf S eingeschrinkten Verkniipfung S x S — S, (g, f) — g o f eine Gruppe wird.

Aufgabe 13 (Einheitengruppe). Es sei ein Monoid M gegeben. Zeigen Sie, dass
M* :={x € M | x invertierbar in M}
zusammen mit der von M vererbten Multiplikation eine Gruppe ist.

Aufgabe 14 (Linksmultiplikation). Es seien eine Gruppe G und ein g € G gegeben. Zeigen Sie, dass die
Abbildung G — G, x — gz bijektiv ist.

Aufgabe 15 (kommutative Gruppen). Es sei G eine Gruppe. Fiir g € G sei g2 := gg. Zeigen Sie:
(a) Genau dann ist G kommutativ, wenn (gh)? = g*h? fiir alle g,h € G gilt.
(b) Wenn g2 =1 fiir alle g € G gilt, dann ist G kommutativ.
(c) Wenn g = g~ fiir alle g € G gilt, dann ist G kommutativ.

Aufgabe 16 (direktes Produkt). Es seien Gruppen G; und G2 gegeben. Zeigen Sie, dass G; X G zu einer
Gruppe mit Multiplikation ((z1,z2), (y1,y2)) — (z1y1, Z2y2) wird. Zeigen Sie weiter, dass G1 x G2 kommutativ
ist, falls G1 und G5 kommutativ sind.

Aufgabe 17 (abelsche Gruppen). Reformulieren Sie die Aussagen aus Abschnitt 4 fiir abelsche Gruppen (d.h.
iibersetzen Sie alles in die additive Schreibweise). Beginnen Sie mit den Axiomen.

Aufgabe 18 (Bild eines Gruppenhomomorphismus). Es sei ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — H gegeben.
Zeigen Sie, dass Im ¢ eine Untergruppe von H ist.

Aufgabe 19 (Gruppenhomomorphismen). Wir betrachten R\ {0} als kommutative Gruppe bzgl. der gewhn-
lichen Multiplikation. Zeigen Sie, dass Absolutbetrag

[=1: R\{0} = R\ {0}, z > |z|
und Signum
sgn: R\ {0} = R\ {0}, z — sgnz
Gruppenhomomorphismen sind und bestimmen Sie jeweils das Bild.

Aufgabe 20 (algebraische Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen).

(a) Es seien Gruppenhomomorphismen ¢: G — H und t: H — K gegeben. Zeigen Sie, dass o p: G — K
ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus ist.
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(b) Es sei eine Gruppe G gegeben. Zeigen Sie, dass idg: G — G ein Gruppenhomomorphismus ist.

(c) Es sei ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — H so gegeben, dass ¢ als Abbildung invertierbar ist. Zeigen
Sie, dass ¢~': B — A ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 21 (Homomorphismenmenge als abelsche Gruppe). Es seien abelsche Gruppen A und B gegeben.
Zeigen Sie, dass Hom(A, B) eine abelsche Gruppe wird, mit Addition gegeben durch

(o +¥)(@) = p(z) + ¥ ()
fir x € A, p,v € Hom(A, B).

Aufgabe 22 (Schnitt und Summe von abelschen Untergruppen). Es seien eine abelsche Gruppe A und abelsche
Untergruppen U und V' von A gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass U NV eine Untergruppe von A ist.
(b) Zeigen Sie, dass
U+V={u+v|uelU,veV}
eine Untergruppe von A ist. Man nennt U + V die Summe von U und V in A.

Aufgabe 23 (Endomorphismen von Z). Es sei n € Z gegeben. Zeigen Sie:

(a) Esist Z — Z, x — xn ein Homomorphismus abelscher Gruppen.

(b) Es ist Zn eine abelsche Untergruppe von Z.
Aufgabe 24 (abelsche Untergruppen von Z). Es sei eine abelsche Gruppe A gegeben. Eine abelsche Unter-

gruppe U von A heiflt maximal, wenn U eine echte abelsche Untergruppe von A ist und es keine echte abelsche
Untergruppe U’ von A so gibt, dass U eine echte abelsche Untergruppe von U’ ist.

(a) Bestimmen Sie alle abelschen Untergruppen von Z.
(b) Welche abelschen Untergruppen von Z sind ineinander enthalten?
(¢) Wieviele endliche abelsche Untergruppen hat Z?

(d) Welche abelschen Untergruppen von Z sind maximal?

Aufgabe 25 (Lemma von Bézout). Es seien m,n € Z mit (m,n) # (0,0) gegeben. Ein gréfiter gemeinsamer
Teiler von m und n ist eine Zahl g € Z so, dass g | m und g | n sowie d | ¢ fiir alle d € Z mit d | m und d | n
gilt. Man kann zeigen (etwa mit Hilfe der Primfaktorzerlegung), dass es stets einen grofiten gemeinsamen Teiler
von m und n gibt und dass dieser bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmt ist. Wir schreiben ged(m,n) fir den
eindeutig bestimmten nicht-negativen gréfiten gemeinsamen Teiler von m und n.

Zeigen Sie:

(a) Esist Zm + Zn = ged(m, n)Z.

(b) Es existieren x,y € Z mit ged(m,n) = am + yn.

5 Die symmetrische Gruppe

In diesem Abschnitt werden wir eine ganze Serie von Gruppen, die sogenannten symmetrischen Gruppen, etwas
genauer studieren.
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Definition der symmetrischen Gruppe

Fiir jede Menge X wird Map(X, X) = {f | f ist eine Abbildung von X nach X} ein im Allgemeinen nicht-
kommutatives Monoid mit Monoidverkniipfung (g, f) — go f und Einselement id x, siehe Beispiel (1.41)(e) und
Beispiel (1.44)(e).

(1.76) Definition (symmetrische Gruppe).
(a) Es sei eine Menge X gegeben. Die Gruppe
Sx = Map(X, X)”*
heifst symmetrische Gruppe auf X. Ihre Elemente werden Permutationen von X genannt.
(b) Es sei n € N gegeben. Wir nennen
Sn = Sp

auch die symmetrische Gruppe vom Grad n. Fiir m € S,, schreiben wir

('”(11) TF(22) ﬂ??)) ﬂ—(nn)) = Tr.

Es besteht Sx fiir eine Menge X also gerade aus allen invertierbaren Abbildungen X — X.
(1.77) Beispiel.

(a) s ist

S1={idpyt ={(1)}+
(b) B ist

So = {idf19},(1—=2,2= 1)} ={(13),(3 )}
(c) Es ist

Ss={(128),(27%).(339),(133),(339). (313)}
Man beachte, dass wir beim Bilden von Komposita — wie immer — von rechts nach links lesen:

(1.78) Beispiel. In S3 ist

=N

(378)e(339)=(313),
(331)0(373)=(331)-
Zykelschreibweise

Die klassische Schreibweise fiir Permutationen ist fiir viele Zwecke noch etwas schwerféllig. Wir fithren nun die
Zykelschreibweise ein.

(1.79) Definition (Zykel). Es sei n € N gegeben.

(a) Es seien | € [1,n] und verschiedene Elemente ji € [1,n] fiir & € [1,1] gegeben. Die Permutation ¢ € S,
gegeben durch

Jrt1, falls i = jg fiir ein k € [1,1 — 1],
C(Z) = j17 faHSi:jla
i, falls ¢ ¢ {jx | k € [1,1]},
heiftt Zykel der Linge | (oder I-Zykel) zu (j1,..., ;) und wird unter Missbrauch der Notation mit
(jlv s 7jl) = C
bezeichnet. Ferner schreiben wir
lth(jl, e ,jl) =1

fiir die Linge von (j1,..., i)
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(b) Furl € [1,n] ist ein [-Zykel in S,, ein I-Zykel zu (j1, ..., j;) fir gewisse verschiedene ji € [1,n] fir k € [1,1].
Ein Zykel in S,, ist ein [-Zykel in S,, fiir ein [ € [1, n]. Ein Zykel der Linge 1 heilt trivial, sonst nicht-trivial.
(1.80) Notation. Bei der Komposition von Zykeln wird das Kompositionssymbol meistens weggelassen.
(1.81) Beispiel.
(a) In Sg ist

4

(b) Die Permutation (3% 323%) in S5 ist kein Zykel. Stattdessen haben wir
)

(31333) =(1,2,3)(4,5).

Wir zitieren nun einen Satz, der erst spéter, etwa in einer Vorlesung iiber Algebra, formal bewiesen wird.

(1.82) Satz. Es sei n € N gegeben. Jede Permutation = € S,, lasst sich (bis auf die Reihenfolge) eindeutig als
Kompositum von paarweise disjunkten nicht-trivialen Zykeln schreiben.

Ohne Beweis. O

Dabei heifien Zykel (j1,..., ;) und (ji,...,74;) disjunkt, falls {j, | k € [1,1]} und {j}, | k € [1,!']} disjunkt sind,
d.h. falls {ji | k€ [LI}N {4 | ke [1,0]} = 0 ist.

(1.83) Definition (Zykelzerlegung). Es seien n € N und 7 € S,, gegeben. Die Menge Z C S,, der paarweise
disjunkten nicht-trivialen Zykeln mit m = O¢cz ¢ heifit Zykelzerlegung von .
Transpositionen

Die Zykel der Lénge 2 bilden die ,,Grundbausteine in der symmetrischen Gruppe S,, fiir n € N, wie wir im
Folgenden sehen werden.

(1.84) Definition (Transposition, Nachbartransposition). Es sei n € N gegeben.
(a) Eine Transposition (oder Vertauschung) in S,, ist ein Zykel der Lange 2.
(b) Eine Nachbartransposition in S, ist eine Transposition der Form (j,j 4+ 1) fiir ein j € [1,n — 1].
(1.85) Bemerkung. Es sei n € N gegeben. Fiir jede Transposition (7,j) in S,, und alle k € [1, n] gilt
(,5) = (4, k) (i, k) (K, 5)-
(1.86) Bemerkung. Es sei n € N gegeben.
(a) Esseil € Ny. Fiir jeden I-Zykel (j1,...,7) in S,, gilt
(1 d0) = G dn) - (s g2) = (1, d2) -+ (=1, )
(b) Fiir jede Transposition (4,7) in S, mit ¢ < j gilt
(G)=0U,7-1)...(+2,i+),i+ D)0 +1,i+2)...(5 — 1,4).
Beweis.
(b) Wir fithren Induktion nach j — 4, wobei fiir j — ¢ = 1 nichts zu tun ist. Es sei also j — ¢ > 1 und gelte
(j—1)=(G—-1,j-2) .. (i +2i+ )i+ 1)G+1,i+2)...(j—2,5—1).
Dann ist nach Bemerkung (1.85) aber auch

(4,5) = (4,7 — D07 -1 — 1,5)
=G -G -1,7-2) ... (+2,i+D)(,i+ DG +1,i+2)...(j—2,5 -1 —1,5). O
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(1.87) Proposition. Es sei n € N gegeben. Jedes 7 € S,, ist ein Kompositum von Nachbartranspositionen.
Beweis. Dies folgt aus Satz (1.82) und Bemerkung (1.86). O
(1.88) Beispiel.
(a) In Sy ist
(1,4,7,3,5)(2,8,6,9) = (1,4)(4,7)(7,3)(3,5)(2,8)(8,6)(6,9).
(b) In Sy ist
(1,4) = (4,3)(3,2)(1,2)(2,3)(3,4).

Signum

Die Darstellung einer Permutation als ein Kompositum von Transpositionen ist nicht eindeutig, wie man bereits
an Bemerkung (1.86) erkennt. Wir werden jedoch zeigen, dass zumindest die Paritét der Anzahl der Transpo-
sitionen festgelegt ist, siche Aufgabe 35: Lésst sich eine Permutation als ein Kompositum einer geraden Anzahl
an Permutationen schreiben, dann nicht als ein Kompositum einer ungeraden Anzahl an Permutationen (und
umgekehrt).

Um dies zu zeigen, zdhlen wir diejenigen Paare, bei welchen unter einer Permutation die Ordnungsbeziehung
vertauscht wird.

(1.89) Definition (Fehlstand). Es seien n € N und 7 € S,, gegeben. Ein Paar (i,j) € [1,n] X [1,n] heift
Fehlstand (oder Inversionspaar) von 7, falls i < j und 7 (i) > 7(j) ist.
Die Menge aller Fehlstinde von m bezeichnen wir mit

Inv(w) :={(i,7) € [1,n] x [1,n] | i < 4, 7(7) > 7(5)}.
(1.90) Beispiel. Es ist
Inv((ili 421 21’) %)) = {(17 3)3 (174)7 (23 3)7 (274)}
(1.91) Bemerkung. Es seien n € N und j € [1,n — 1] gegeben.
(a) Es ist
Inv((j,5 +1)) = {07+ D}
(b) Fir 7 € S, ist
Inv(mo (4,5 +1)) ={(i, &) | (,i") € Inv(r), i,3" ¢ {j,5 + 13} U{(6,5 + 1) [ (i, 5) € Inv(m)}

UG+ L4 [ (4,4) € Inv(m)} UL, ) | (4,5 + 1) € Inv(m)}
U{(,4) | (5 +1,4) € Inv(m)} U S,

wobei

o [{Ga+ D) falls G+ 1) ¢ Inv(),
0, falls (4,5 + 1) € Inv(m).

Beweis.
(b) Es sei m € S,, gegeben und es sei o0 := 7o (4,5 + 1). Fiir ¢ € [1,n] ist

m(j+1), fallsi=yj,
o(i) = ¢ 7(j), falls i = j + 1,
(i), falls i ¢ {j,7 + 1}.

Folglich gilt: Fiir ¢,4" € [1,n]\{j,j+1} ist genau dann (¢,4') € Inv(o), wenn (4,4') € Inv(rw). Fiir ¢ € [1,j—1]
ist genau dann (¢,7+1) € Inv(o), wenn (4, 5) € Inv(n). Fiir ¢ € [j+2,n] ist genau dann (j+1,4) € Inv(o),
wenn (j,7) € Inv(w). Fir ¢ € [1,j — 1] ist genau dann (i,5) € Inv(o), wenn (4,5 + 1) € Inv(rw). Fiir
i € [j 4+ 2,n] ist genau dann (j,4) € Inv(o), wenn (j + 1,4) € Inv(7). Genau dann ist (4,5 + 1) € Inv(o),
wenn (4,7 + 1) ¢ Inv(o). O
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(1.92) Definition (Signum). Es seien n € N und 7 € S,, gegeben. Das Signum (oder Vorzeichen) von 7 ist
definiert als

sgn = (—1)Mv(™l,
(1.93) Beispiel. Es ist
sgn(3173) =1
Beweis. Nach Beispiel (1.90) ist
Inv((3373)) ={(1,3).(1,4),(2,3),(2,4)},
also
sgn(3333) =(-1'=1. O
(1.94) Bemerkung. Es seien n € N und j € [1,n — 1] gegeben.
(a) Es ist
sgn (j,j +1) = -1
(b) Fiir m € S,, ist
sgn(mo (j,j+1)) = —sgnm.
Beweis.

(a) Nach Bemerkung (1.91)(a) ist

Inv((j,7 +1)) ={(,7 + D},
also

g (g +1) = (~D)IGHDI = (C1)t = 1, =
(b) Nach Bemerkung (1.91)(b) ist

o Inv(m)| + 1, falls (j,7+1 Inv(7),
Tav(ro (.7 + 1)) = {17 i +1) ¢ Tav(m)
[Inv(m)| — 1, falls (j,7 +1) € Inv(rw),

also

sgn(m o (j,j +1)) = (-1l = ()l (—1) = (sgn)(~1) = —sgn.

(1.95) Proposition. Fiir n € N ist
sgn: S, — Z*
ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Essein € N gegeben. Wir zeigen durch Induktion nach [ € Ng: Fiir 7, 0 € S,, so, dass ¢ ein Kompositum
von | Nachbartranspositionen ist, gilt sgn(m o o) = (sgnn)(sgno).
Fir [ =0 gilt o = id[ 4, also

sgn(moo) =sgn(roidy ) =sgnm =sgnm -1 = (sgnn)(sgnidp ) = (sgnm)(sgno)

fir alle m € S,,.
Es sei also | € N gegeben und es sei angenommen, dass sgn(w o ¢’) = (sgnn)(sgno’) fir w, 0’ € S,, so, dass ¢’
ein Kompositum von [ — 1 Nachbartransposition ist. Ferner seien w,0 € S,, gegeben und es sei angenommen,
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dass o ein Kompositum von [ Nachbartranspositionen ist. Dann ist ¢ = ¢’ o 7 fiir ein ¢’ € S,,, welches ein
Kompositum von [ — 1 Nachbartranspositionen ist, und eine Nachbartransposition 7 € S,,. Unter Ausnutzung
von Bemerkung (1.94)(b) und der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

sgn(moo) =sgn(moo’ or) =—sgn(roo’) = —sgn(r)sgn(c’) = sgn(r)(—sgn(c’)) = sgn(m) sgn(c’ o 7)

= sgn(m)sgn(o).

Nach dem Induktionsprinzip und Proposition (1.87) folgt nun, dass sgn(mroc) = (sgn)(sgn o) fiir alle 7,0 € S,,.
Dies bedeutet nach Lemma (1.67) aber, dass sgn: S,, — Z* ein Gruppenhomomorphismus ist. O

(1.96) Korollar. Es sei n € N gegeben. Fiir alle m € S,, ist
sgn al= sgn .

Beweis. Es sei m € S, gegeben. Da sgn nach Proposition (1.95) ein Gruppenhomomorphismus und z~! = # fiir
alle x € Z* = {1, —1} gilt, haben wir

= (sgnm)™! =sgnm. O

sgnmo
(1.97) Satz. Es seien n € N und 7 € S,, gegeben. Ferner sei Z die Zykelzerlegung von 7. Dann ist
sgnm = (—1)Xcez the=1Z],

Beweis. Wir unterscheiden drei Félle: Zuerst nehmen wir an, dass 7 eine Transposition ist, danach ein beliebiger
Zykel und schlieflich eine beliebige Permutation.

Zum ersten Fall. Es sei 7 eine Transposition, also 7 = (i,7) fiir 4,5 € [1,n] mit ¢ < j und Z = {xw}. Nach
Bemerkung (1.86)(b) ist dann

=) =00J—1)...(e+2,i+ 1), +1)GE+1,i+2)...(j — 1,5).
Mit Proposition (1.95) und Bemerkung (1.94) erhalten wir

sgnm =sgn((4,j—1)...(60+2,i+ 1) i+ )i +1,i+2)...(j — 1,7))
=sgn(j,j—1)...8gn(i+2,i+1)sgn(i,i+1)sgn(i+1,i+2)...sgn(j —1,7)
_ (_1)]'72'71 (_1)]42’ - 1= (_1)271 — (_1)Z<ezlth<_|2|_

—_— —

Zum zweiten Fall. Es sei 7w ein Zykel der Lange | € Ny, also 7 = (j1,...,/;) fiir verschiedene j € [1,n]
fir k € [1,1]. Nach Bemerkung (1.86)(a) ist dann

™= (j17 e 7jl) = (jhj?) e (jl717j1)7
nach Proposition (1.95) und dem ersten Fall also

sgnm = sgu((j1, j2) - . (Gi—1,51)) = sgn (j1, ja) - .. sgn (Gi—1,51) = (—1)' 71 = (=1)Zcez th =121,

Zum dritten Fall. Es sei 7 eine beliebige Permutation. Nach Proposition (1.95) und dem zweiten Fall gilt dann

sanm=sgn( O ) = [ san(Q) = [L (-1 = (-1)Teer (6D = (1) Teer W Eeest
ez ez ez
— (_1)Zcezlthcf‘z|_ O

(1.98) Beispiel. Fiir (1,4,6)(3,8,5)(7,9) € Sy gilt

sgn((1,4,6)(3,8,5)(7,9)) = (—1)*T3T273 = (—-1)° = —1.
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Aufgaben
Aufgabe 26 (Ordnung der symmetrischen Gruppe). Bestimmen Sie |S,,| fir n € N.

Aufgabe 27 (isomorphe symmetrische Gruppen). Es sei eine invertierbare Abbildung f: X — Y gegeben.
Zeigen Sie, dass es einen invertierbaren Gruppenhomomorphismus ¢: Sx — Sy so gibt, dass ¢~ !: Sy — Sx
ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 28 (symmetrische Gruppe vom Grad 3).

(a) Bestimmen Sie alle Elemente der Ss in Zykeldarstellung (vgl. Beispiel (1.77)(c)). Berechnen Sie alle (bi-
néren) Komposita in einer Tafel aus 6 - 6 Feldern. Was sind die Inversen der einzelnen Elemente?

(b) Zeigen Sie, dass {id, (1,2,3), (1, 3,2)} eine Untergruppe von Sj ist.

Aufgabe 29 (Konjugation in der symmetrischen Gruppe). Es sei n € N gegeben. Fiir m,0 € S, sei "o € S,
definiert durch

o= gmon L.

(a) Zeigen Sie: Fiir alle 7 € S,, ist die Abbildung *(—): S,, = S,,,0 — "o ein bijektiver Gruppenhomomor-
phismus.

(b) Essein € Nund 7 € S,, eine Permutation. Zeigen Sie, dass ™(—) Zykel auf Zykel abbildet und dabei die
Zykelldnge erhélt. Geben Sie eine Formel fiir 7( fiir einen beliebigen Zykel ¢ € S,, an.

Aufgabe 30 (Permutationen). Es seien 7y, o, w3, 4 € Sg definiert durch

4
1

[e219}]

mo=(12383%), m:=(33312%), m3:=(1,3,6)(2,4), ms := (1,2,3,4,5,6).

a) Geben Sie m; und 7o mittels Zykelzerlegung sowie 73 und 74 mittels klassischer Darstellung an.

(a)
(b) Berechnen Sie 71 o mg, 3 0 7y, ﬂ'gl und 74 o g © 7r4*1.
(¢) Berechnen Sie sgn g, sgnms und sgn(ms o 73).

(d) Zeigen Sie, dass {1,(1,2,3),(1,3,2)} eine Untergruppe von Ss ist.
Aufgabe 31 (Permutationen). Es seien 7y, ma, w3, m4 € Sg definiert durch

m= (333438589 m= (333338750), ma = (L2.8,6)(3,9,4)(5.7), m = (1,4)(6.7.8).

a) Geben Sie m; und 7o mittels Zykelzerlegung sowie w3 und m4 mittels klassischer Darstellung an.

(a)
(b) Berechnen Sie 71 o mg, 3 0 7y, 71'3_1 und 74 o T3 © 7r4_1.
(c) Berechnen Sie sgn o, sgn 73, sgn(ms o 73) und sgn((m3 o mp)~1).

(d) Schreiben Sie 7; als ein Kompositum von Transpositionen.

Aufgabe 32 (Permutationen). Es seien 7y, o, w3, T4 € Sg definiert durch
._ (123456789 ._ (123456789 ._ (123456789 ._ (123456789
7T1‘_(794316825)77T2'_(468923571)7’“—3'_(987654321)’774'_(987612345)'

(a) Geben Sie 7; fiir ¢ € [1, 4] mittels Zykelzerlegung an.
(
(c) Bestimmen Sie 71 o g, 7 0 7, 7r§1, 7r21.

)

b) Bestimmen Sie min {k € N | 7F = id[; g} fiir i € [1,4].
)

(d) Berechnen Sie 73234 und 7§76.

Aufgabe 33 (Kleinsche Vierergruppe). Bestimmen Sie die kleinste Untergruppe von Sy, welche (1,2)(3,4)
und (1,3)(2,4) enthélt.
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Aufgabe 34 (Inklusion von symmetrischen Gruppen). Es sei n € N mit n > 2 gegeben. Zeigen Sie, dass
U:={resS,|n(n)=n}
eine Untergruppe von S,, ist und finden Sie einen bijektiven Gruppenhomomorphismus S,,_; — U.

Aufgabe 35 (gerade Permutationen). Essein € N gegeben. Eine Permutation 7 € S,, heillt gerade, falls |Inv ()]
gerade ist, sonst ungerade.

(a) Es sei 7 € S,, gegeben. Ferner bezeichne Z die Zykelzerlegung von 7. Zeigen Sie die Aquivalenz der
folgenden Aussagen.

(i) Es ist 7 gerade.
(ii) Esist sgnm = 1.
(ii) Esist [{¢ € Z | Ith( ist gerade}| gerade.
(iv) Esist 7 ein Kompositum einer geraden Anzahl von Transpositionen.
(b) Zeigen Sie, dass
A, :={m €8S, | 7 gerade}

eine Untergruppe von S,, ist.

6 Ringe und Korper

Als néchstes wollen wir algebraische Strukturen betrachten, deren unterliegende Mengen mit zwei Verkniipfungen
versehen sind.

Ringe
(1.99) Definition (Ring).
(a) Ein Ring (genauer unitdrer Ring oder Ring mit Finselement oder Ring mit Eins) besteht aus einer

abelschen Gruppe R zusammen mit einer Verkniipfung m auf R so, dass die unterliegende Menge von R
ein Monoid mit Multiplikation m wird und so, dass folgendes Axiom gilt.

o Distributivitdt. Fir alle x,y, z € R ist

zm (y+z) = (xmy) + (zmz),
(z+y)mz=(xmz)+ (ym=z).

Die Verkniipfung m wird Multiplikation von R genannt.

(b) Es seien Ringe R und S gegeben. Ein Ringhomomorphismus (oder Homomorphismus von Ringen oder
Homomorphismus) von R nach S ist ein Homomorphismus abelscher Gruppen ¢: R — S so, dass ¢ ein
Monoidhomomorphismus (bzgl. der Multiplikation in R uns S) ist.

Die Distributivgesetze eines Rings R mit Multiplikation m lassen sich alternativ auch kurz so formulieren: Fiir
alle x € Rsind xm —: R — R und —mz: R — R Homomorphismen abelscher Gruppen. Vgl. Lemma (1.67).

(1.100) Definition (kommutativer Ring). Ein Ring R heift kommutativ, falls die Multiplikation von R kom-
mutativ ist.

Wir betonen, dass wir die in Definition (1.39) bzw. Definition (1.37) eingefiihrten Notationen fiir die Addition
eines abelschen Magmas (und also insbesondere einer abelschen Gruppe) bzw. fiir die Multiplikation eines
Magmas (und also insbesondere eines Monoids) auch fiir Ringe weiterhin verwenden, und ebenso fiir die neutralen
und inversen Elemente bzgl. dieser Verkniipfungen. Die Axiome eines Rings R in Standardnotation lesen sich
also wie folgt:

o Assoziativitdt der Addition. Fir z,y,z € Rist x + (y+ 2) = (v +y) + 2.
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FExistenz der Null. Es existiert ein n € R mit n +x = x +n = z fur alle £ € R. Dieses n ist nach
Korollar (1.28) eindeutig bestimmt und wird mit 0 bezeichnet. Wir haben also 0+ = x + 0 = z fir
alle x € R.

Ezistenz der Negativen. Fir jedes x € R existiert ein y € R mit y + x = x + y = 0. Dieses y ist nach
Korollar (1.33) eindeutig bestimmt und wird mit —z bezeichnet. Wir haben also (—z)+x =+ (—z) = 0.

Kommutativitdt der Addition. Fir z,y € Rist x +y =y + x.
Assoziatiwitat der Multiplikation. Fir z,y, 2z € R ist z(yz) = (zy)z.

Ezistenz der Eins. Es existiert ein e € R mit ex = ze = x fiir alle z € R. Dieses e ist nach Korollar (1.28)
eindeutig bestimmt und wird mit 1 bezeichnet. Wir haben also 1z = z1 = « fiir alle z € R.

Distributivitit. Fir x,y,z € R ist x(y + z) = (xy) + (z2) und (z + y)z = (x2) + (y2).

Ist R kommutativ, so gilt zusédtzlich noch:

Kommutativitat der Multiplikation. Fiir x,y € R ist xy = yzx.

Ebenso verwenden wir die Notationen und Begriffe aus Definition (1.45)(a) und Definition (1.51). Ferner betonen
wir, dass selbstverstindlich alle Aussagen iiber (abelsche) Gruppen fiir die einem Ring unterliegende abelsche
Gruppe, bestehend aus der unterliegenden Menge zusammen mit der Addition des Rings, sowie alle Aussagen
iiber Monoide fiir das einem Ring unterliegende Monoid, bestehend aus der unterliegenden Menge zusammen
mit der Multiplikation des Rings, giiltig bleiben.

(1.101) Konvention. In Ringen lassen wir die Klammern um Produkte meistens weg, d.h. es gelte Punkt- vor
Strichrechnung.

(1.102) Beispiel.

(a)

(i) Es wird N kein Ring mit Addition (z,y) — 2 + y und Multiplikation (z,y) — zy (die uns vertraute
Addition und die uns vertraute Multiplikation der natiirlichen Zahlen).

Es wird Z ein kommutativer Ring mit Addition (z,y) — x 4+ y und Multiplikation (z,y) — zy.

)

(iii) Es wird Q ein kommutativer Ring mit Addition (z,y) — x + y und Multiplikation (z,y) — zy.
) Es wird R ein kommutativer Ring mit Addition (x,y) — = + y und Multiplikation (z,y) — xy.
)

Es wird inc: Z — Q ein Ringhomomorphismus.

(ii) Es wird inc: Q — R ein Ringhomomorphismus.

(1.103) Bemerkung. Es seien Ringe R und S und eine Abbildung ¢: R — S gegeben. Genau dann ist ¢ ein
Ringhomomorphismus, wenn

oz +z') = o(x) + p(z'),
p(za') = p(z) p(z’)

fiir alle 7,2’ € R und

gilt.

p(1)=1

Beweis. Wenn ¢ ein Ringhomomorphismus ist, dann gilt insbesondere fiir z, ' € R stets p(z+2') = p(z)+p(x’)
und p(zz’) = p(z) p(z') sowie p(1) = 1.

Wenn umgekehrt fiir z,2’ € R stets p(z + 2’) = ¢(z) + ¢(2') und ¢(zz’) = p(x) p(z') sowie p(1) = 1 gilt, so
ist ¢ ein Homomorphismus abelscher Gruppen nach Lemma (1.67) sowie ein Monoidhomomorphismus, also ein
Ringhomomorphismus. O

Ein erstes Beispiel fiir einen nichtkommutativen Ring werden wir in Aufgabe 42 kennenlernen.

(1.104) Proposition. Es sei ein Ring R gegeben.
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(a) Firae Rgilta-0=0-a=0.
(b) Fiir a,b € R gilt a(—b) = (—a)b = —(ab).
(¢) Fiir a,b € R gilt (—a)(—b) = ab.
Beweis. Siehe Aufgabe 36. O

Jeder Ring R hat eine unterliegende abelsche Gruppe. Folglich haben wir fiir jedes x € R, k € Z den Aus-
druck kx = k -z € R definiert, vgl. Notation (1.61)(b).

(1.105) Notation. Es sei ein Ring R gegeben. Fiir k € Z schreiben wir auch
k=k" = k1"

Wir betonen, dass die vorangegangene Vereinbarung konform mit unserer Notation fiir das Nullelement und
das Einselement in einem Ring R ist. Sie besagt unter anderem, dass wir 2% = 2. 1% = 17 4 18 3R =3.18 =
2. 1% 4 17 =28 1 18 etc., setzen. Genauer:

(1.106) Bemerkung. Es sei R ein Ring. Fiir k € Z gilt

0%, falls k = 0,
Ef= < (k—1)R +817 falls k > 0,
(—|k|®)E, falls & < 0.

Beuweis. Es sei k € Z gegeben. Fiir k = 0 ist k¥ = k1% = 0- 1% das Nullelement von R, siehe Notation (1.61)(b)
und Notation (1.58)(b). Fiir £ > 0 haben wir

kR = k1R = (k- 1)1F 4818 = (k- )R 47 1R,
Fiir k < 0 gilt schlieflich
ER 4B kR = (k17 4 (k17 = (k+ kD17 =017 = 0F
nach Proposition (1.63)(a) und damit k¥ = (—|k|®)® auf Grund der Kommutativitiit der Addition von R. [

Wir werden héufig folgende Schreibweise antreffen:

(1.107) Notation (Kronecker-Delta). Es seien ein Ring R, eine Menge I und Elemente i,j € I gegeben. Das
Kronecker-Delta ist definiert als

17 falls i = j,
8ij =19 r o,
0% falls i # 7.
Korper

(1.108) Definition (Korper). Ein Kérper ist ein kommutativer Ring K, in welchem 0 # 1 gilt und in welchem
jedes Element von K \ {0} invertierbar (bzgl. der Multiplikation -%) ist.

Wir fassen nun noch einmal alle Axiome, welche in einem Korper K gelten, zusammen.
o Assoziativitdt der Addition. Fir alle z,y,z € Kist z + (y + 2) = (x +y) + 2.

o FExistenz der Null. Es existiert ein n € K mit n+x = z +n = z fur alle x € K. Dieses n ist nach
Korollar (1.28) eindeutig bestimmt und wird mit 0 bezeichnet. Wir haben also 0 + 2+ = x + 0 = z fiir
alle z € K.

o FExistenz der Negativen. Fiir jedes z € K existiert ein y € K mit y + x = x 4+ y = 0. Dieses y ist nach
Korollar (1.33) eindeutig bestimmt und wird mit —z bezeichnet. Wir haben also (—z)+x =+ (—z) = 0.

o Kommutativitdt der Addition. Fiir alle x,y € K ist x +y =y + x.
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o Assoziativitit der Multiplikation. Fir alle x,y, z € K ist z(yz) = (zy)z.

e Existenz der Eins. Es existiert ein e € K mit ex = xe = z fur alle z € K. Dieses e ist nach Korollar (1.28)
eindeutig bestimmt und wird mit 1 bezeichnet. Wir haben also 1x = z1 = z fiir alle z € K.

o FEuxistenz der Inversen. Es ist 0 # 1. Fiir jedes x € K \ {0} existiert ein y € K mit yz = zy = 1. Dieses y ist
nach Korollar (1.33) eindeutig bestimmt und wird mit #=! bezeichnet. Wir haben also 'z = zo=1 = 1.

o Kommutativitat der Multiplikation. Fir alle x,y € K ist zy = yzx.
o Distributivitdt. Fur alle z,y,z € K ist z(y + z) = (zy) + (zz) und (z + y)z = (xz) + (y2).

In Aufgabe 43 werden wir sehen, warum es plausibel ist, dass man die Invertierbarkeit der Null fiir einen Korper
nicht fordert.

(1.109) Beispiel.

(a) Es wird Z kein Kérper mit Addition (z,y) — x + y und Multiplikation (z,y) — zy (die uns vertraute
Addition und die uns vertraute Multiplikation der ganzen Zahlen).

(b) Es wird Q ein Korper mit Addition (z,y) — « + y und Multiplikation (x,y) — zy (die uns vertraute
Addition und die uns vertraute Multiplikation der rationalen Zahlen).

(1.110) Bemerkung. Ein kommutativer Ring K ist genau dann ein Korper, wenn
K* =K\ {0}
ist.

Beweis. Es sei zunédchst K ein Korper, so dass 0 # 1 und jedes Element von K \ {0} ist invertierbar ist,
dh. K\ {0} C K*. Fiir alle a € K* gilt aber aa™! =1 # 0, also a # 0 nach Proposition (1.104)(a), d.h. es ist
auch K* C K \ {0}. Insgesamt gilt K* = K \ {0}.

Es gelte umgekehrt K* = K \ {0}, so dass jedes Element von K \ {0} invertierbar in K ist. Wegen 1 € K* =
K \ {0} nach Proposition (1.47)(b) ist ferner 0 # 1 in K. Insgesamt ist K ein Korper. O

(1.111) Lemma. Es seien ein Korper K und a,b € K gegeben. Wenn ab = 0 gilt, dann ist a = 0 oder b = 0.
Beweis. Siehe Aufgabe 39. O

Aufgaben
Aufgabe 36 (Rechenregeln in Ringen). Es sei ein Ring R gegeben. Zeigen Sie:

(a) Firae Rgilta-0=0-a=0.
(b) Fiir a,b € R gilt a(—b) = (—a)b = —(ab).
(¢) Fiir a,b € R gilt (—a)(—b) = abd.

Aufgabe 37 (Kiirzungseigenschaft). Es sei ein Ring R gegeben. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden
Bedingungen.

(a) Fir a,b € R folgt aus ab = 0 stets a = 0 oder b = 0.

(b) Fiir a,z,y € R folgt aus ax = ay stets a = 0 oder z = y.

(¢) Fiir a,z,y € R folgt aus za = ya stets a = 0 oder x = y.
Aufgabe 38 (Ringhomomorphismus). Zeigen Sie: Fiir jeden Ring R ist

7 — R, ks kR

ein Ringhomomorphismus.



36 KAPITEL I. GRUNDLAGEN

Aufgabe 39 (Nullteilerfreiheit). Es seien ein Korper K und a,b € K gegeben. Zeigen Sie: Wenn ab = 0 gilt,
dann ist a = 0 oder b = 0.

Aufgabe 40 (Ringstrukturen auf R x R).

(a) Zeigen Sie, dass R x R zu einem kommutativen Ring mit Addition ((a1,as2), (b1,b2)) — (a1 + b1, az + b2)
und Multiplikation ((a1, as2), (b1,b2)) — (a1b1, azbs) wird. Ist R x R mit dieser Struktur ein Koérper?

(b) Zeigen Sie, dass R x R zu einem kommutativen Ring mit Addition ((a1,as2), (b1,b2)) — (a1 + b1, as + ba)
und Multiplikation ((a1,az), (b1,b2)) — (a1b1 — agba, arbs + agby) wird. Ist R x R mit dieser Struktur ein
Korper?

Aufgabe 41 (Unterring).
(a) Definieren Sie in Analogie zum Begriff der Untergruppe den Begrift des Unterrings.
(b) Zeigen Sie, dass
ZIV2) = {e+ V2 y| ey € L}
ein Unterring von R ist. Ist Z[v/2] ein Korper?
Aufgabe 42 (Endomorphismenring einer abelschen Gruppe).

(a) Es sei eine abelsche Gruppe A gegeben. Nach Aufgabe 21 kénnen wir Hom(A, A) als abelsche Gruppe
auffassen. Zeigen Sie, dass Hom(A, A) zusammen mit der Komposition als Multiplikation ein Ring wird.

(b) Zeigen Sie, dass Z x Z — Z X Z, (x1,22) — (21 + x2,22) und Z X Z — Z X Z, (x1,22) > (22,71)
Homomorphismen abelscher Gruppen sind.

(c) Finden Sie eine abelsche Gruppe A so, dass Hom(A, A) versehen mit der Ringstruktur aus (a) nicht
kommutativ ist.

Aufgabe 43 (Nullring). Es sei ein Ring R gegeben. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind.
(a) Esist 0 invertierbar in R.
(b) Esist 0=1in R.
(c) Esist R={0}.
(d) Esist R* = {0}.
Aufgabe 44 (Charakteristik). Es sei ein Korper K gegeben.
(a) Es seien n € Z, v € K gegeben. Zeigen Sie, dass nx = n® -K 1 gilt.
(b) Es sei n € N gegeben. Zeigen Sie: Wenn es ein a € K \ {0} mit na = 0 gibt, so gilt nz = 0 fiir alle z € K.

(c) Es seil angenommen, dass ein n € N mit nz = 0 fiir alle x € K existiert. Zeigen Sie, dass die kleinste
natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft eine Primzahl ist.

(d) Es sei K endlich mit | K| gerade. Zeigen Sie, dass « + x = 0 fiir alle z € K gilt.

7 Restklassenringe der ganzen Zahlen

In diesem Abschnitt wollen wir eine ganze Serie von neuen Ringen und Koérper konstruieren. Hierzu betrachten
wir Aquivalenzrelation auf der Menge Z der ganzen Zahlen, welche vertréglich mit der Ringstruktur auf Z sind.
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Kongruenz von ganzen Zahlen

Wir fithren zunéchst eine Reihe von Aquivalenzrelationen auf Z ein.

(1.112) Definition (Kongruenz modulo n). Es sei n € Z gegeben. Fiir 2,y € Z sagen wir, dass « kongruent y
modulo n ist, geschrieben x =, y, wenn es ein p € Z mit x = pn + y gibt.

(1.113) Beispiel. Esist 1=78,3=7;10,2=;9, 2=; 16,2 =7 —5, 16 =7 —5.

(1.114) Bemerkung. Fiir n € Z ist

=n — —n-

Beweis. Es seien n € Z und z,y € Z gegeben. Genau dann = =, y gilt, wenn es ein p € Z mit x = pn +y
gibt. Wegen pn + y = (—p)(—n) + y fiir alle p € Z ist diese Bedingung jedoch dquivalent zu @ =_,, y. Folglich
ist =, ==_,. O]

Auf Grund von Bemerkung (1.114) werden wir uns im Folgenden auf n € Ny beschrénken.
(1.115) Proposition. Fiir n € Ny ist =, eine Aquivalenzrelation auf Z.

Beweis. Es sei n € N gegeben.
Es seien x,y,z € Z mit x =, y und y =,, z gegeben. Dann gibt es p,g € Z mit t = pn+y und y = gn + z. Es
folgt

r=pn+y=pn+gn+z=pP+qgn+z,

also x =, z. Folglich ist =,, transitiv.

Fiir alle x € Z ist x = On + x, also = =,, . Folglich ist =,, reflexiv.

Es seien z,y € Z mit x =, y gegeben. Dann gibt es ein p € Z mit z = pn + y. Es folgt y = (—p)n + «z,
also y =,, z. Folglich ist =,, symmetrisch.

Insgesamt ist =,, eine Aquivalenzrelation auf Z. O

(1.116) Erinnerung. Fiir z € Z, n € N gibt es eindeutig bestimmte ¢ € Z, r € [0,n — 1] mit z = gn + r.
Man nennt g den ganzzahligen Anteil und r den Rest bei Division mit Rest durch n und schreibt z divn := ¢
und z mod n := r. Genau dann gilt n | z, wenn x mod n = 0 ist (vgl. Aufgabe 3(a)).

(1.117) Proposition. Es sei n € N gegeben.

(a) Fir x € Z ist x =,  mod n.

(b) Fiir z,y € Z gilt genau dann x =,, y, wenn = mod n = y mod n ist.
Beweis.

(a) Fiir alle z € Z gilt = (x divn) n + (x mod n), also z =,,  mod n.

(b) Esseien z,y € Z gegeben. Nach (a) gilt  =,,  mod n und y =,, y mod n. Folglich gilt genau dann z =, y,
wenn ¢ mod n =, y mod n ist. Dies widerum ist dquivalent zu n | (z mod n) — (y mod n). Da aber
xzmodn € [0,n — 1] und y mod n € [0,n — 1] gilt, ist n | (2 mod n) — (y mod n) gleichbedeutend mit
(z mod n) — (y mod n) = 0, d.h. mit x mod n = y mod n. O

Konstruktion der Restklassenringe

Als néchstes werden wir auf den Quotientenmengen Z/=,, fir n € Ny eine Ringstruktur konstruieren, und
zwar so, dass wir repriisentantenweise rechnen kénnen. Fiir die Addition wollen wir also etwa, dass in Z/=,, die
Gleichung [z] + [y] = [z + y] fiir 2,y € Z gilt. Oder anders ausgedriickt: Wir wollen, dass die Quotientenabbil-
dung quo: Z — Z/=,, x — [z] ein Homomorphismus abelscher Gruppen wird. Analog fiir die Multiplikation,
d.h. wir wollen, dass quo ein Ringhomomorphismus wird.

Um [z] + [y] = [z + y] in Z/=,, fiir z,y € Z zu erreichen, muss fiir (z,y), (Z,7) € Z x Z mit ([z], [y]) = ([Z], [7])
inZ/=, x7Z/=, stets [x+y] = [T+7¢| in Z/=,, gelten. Nun ist aber genau dann [z| = [Z] in Z/=,,, wenn = =, &
gilt, es ist genau dann [y] = [¢] in Z/=,, wenn y =,, § gilt, und es ist genau dann [z + y] = [ + §] in Z/=,,
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wenn x +y =, & + ¢ gilt. Folglich muss notwendigerweise aus = =, & und y =,, § stets x + y =, £ + § folgen.
Ahnlich fiir die Multiplikation.

Insgesamt miissen wir also zunéchst zeigen, dass =, vertriglich mit den Verkniipfungen des kommutativen
Rings Z ist. (1)

(1.118) Proposition. Essein € Ny gegeben. Fiir 2, %,y,§ € Z mit x =, Z und y =, § gilt auch v +y =, T+7
und zy =, Ty.

Beweis. Es seien zunéchst z,y,y € Z mit y =,, ¥ gegeben. Dann gibt es ein p € Z mit y = pn + y. Es folgt
z+y=c+pn+g=pn+ (z+g) und zy = z(pn + §) = (xp)n + (z7), also x + y =, = + § und zy =, .
Nun seien z,Z,y,y € Z mit x =, T und y =,, § gegeben. Da Addition und Multiplikation in Z kommutativ
sind, gilt dann in der Tat

T+Y=S,r+y=y+tr=,y+r=7+7Y,
TY =, TY = YT =, YT = TY. O
(1.119) Proposition. Es sei n € Ny gegeben.
(a) Die Menge Z/=,, wird ein kommutativer Ring mit Addition und Multiplikation gegeben durch
] +5/= [y] = [ +7 ],
[a] 2= [yl = [ y)
fiir z,y € Z. Die Null und die Eins von Z/=,, sind gegeben durch

OZ/En — [OZ],
1%/=n = [17].

Fiir 2 € Z ist das Negative von [z] in Z/=,, gegeben durch
(—~[e])* = = [(~a)").

(b) Die Quotientenabbildung quo: Z — Z/=,, wird bzgl. der Struktur aus (a) ein Ringhomomorphismus.
Beweis.

(a) Um zu zeigen, dass die beschriebene Addition und die beschriebene Multiplikation wohldefiniert sind,
seien , Z,y, y € Z mit [z] = [Z] und [y] = [y] gegeben. Dann gilt © =, Z und y =,, g, also auch z+y =, T+7y
und zy =, Zy nach Proprosition (1.118). Dies bedeutet aber [z + y] = [T + ¢] und [zy] = [2g] in Z/=,
gilt.

Somit erhalten wir wohldefinierte Verkniipfungen

a: L)=n X L)=n = L[=n, ([z], [y]) = [z + 9],
m:L)=, X L]=n = L/=n, ([2],[y]) — [zy].

Wir wollen zunéchst zeigen, dass Z ein kommutativer Ring mit Addition a und Multiplikation m wird.

Fiir z,y, 2z € Z gilt
[zla(ylalz]) =[rlaly+z]=[z+(y+2)] =z +y) +2] =lx+ylalz] = ([z] aly]) al2].

Folglich ist a assoziativ.

Fiir z,y € Z gilt
[z]aly] =[xz +yl =[y+z]=[ylalz]

Folglich ist + kommutativ.

IMan kénnte an dieser Stelle auch noch Vertriglichkeit mit Null, Eins und den Negativen zu zeigen versuchen. In der Tat gelten
diese Eigenschaften, sie sind jedoch redundant und folgen aus der Reflexivitdt und der Vertraglichkeit mit der Addition.
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Fir z € Z gilt
0} a[2] = [0+ 2] = [x].
Folglich ist [0] ein neutrales Element bzgl. a.
Fir x € Z gilt
[—=]afe] = [(—2) + 2] = [0].
Folglich ist [—z] ein zu [z] inverses Element bzgl. a.
Analog zeigt man, dass m assoziativ und multiplikativ und dass [1] ein neutrales Element bzgl. m ist.
Fiir z,y,z € Z gilt
[z]m ([yl a[2]) = [x] m [y + 2] = [x(y + 2)] = [y + 2] = [zy] a [z2] = ([z] m [y]) a ([z] m [2]).
Folglich gelten die Distributivgesetze.
Insgesamt wird Z/=,, ein kommutativer Ring mit Addition und Multiplikation gegeben durch [z] + [y] =
[z]aly] und [z]-[y] = [x]m[y] fir x,y € Z, Null 0 = [0], Eins 1 = [1] und Negativen —[z] = [—z] fiir z € Z.
(b) Fiir z,y € R gilt
quo(z +y) = [z +y] = [2] + [y] = quo(z) + quo(y),
quo(zy) = [zy] = [z] [y] = quo(z) quo(y).
Ferner ist
quo(l) =[1] = 1.
Nach Bemerkung (1.103) ist also quo ein Ringhomomorphismus. O

(1.120) Definition (Restklassenring). Es sei n € Ny gegeben. Der kommutative Ring Z/n := Z/=,, mit
Addition und Multiplikation gegeben wie in Proposition (1.119) heilit Restklassenring von Z modulo n. Fiir x € Z
heifit die Aquivalenzklasse [z],, := [z]=, auch die Restklasse von x modulo n.

n

Der Restklassenring Z/n wird in der Literatur oft auch als Z/nZ (oder seltener Z/Zn) bezeichnet und leicht
anders konstruiert; bei dieser alternativen Konstruktion spielt dann die Teilmenge nZ = Zn = {qn | ¢ € Z} eine
Rolle.

Rechnen in Restklassenringen

(1.121) Konvention. Es sei n € Ny gegeben. Fiir € Z schreiben wir unter Missbrauch der Notation meistens
kurz = anstatt [z], fiir die Restklasse von x modulo n, und sagen dann immer dazu, sobald x als Element
von Z/n anzusehen ist. (?)

Mit Konvention (1.121) gilt fiir 2,y € Z also x = y in genau dann Z/n, wenn x =,, y in Z.
(1.122) Beispiel. InZ/7ist 1 =8,3 =10,2 =5 Esgilt 5+4=9=2,3-4=12=5,13-13 = (—1)- (—1) = 1.

Die Bezeichnung Restklasse bzw. Restklassenring kommt daher, dass jedes Element in Z/n fir n € N, also jede
Restklasse modulo n, durch den Rest eines beliebigen Reprasentanten bei Division mit Rest durch n représentiert
wird:

(1.123) Bemerkung. Es sei n € Z \ {0} gegeben. Fiir alle z € Z ist x =  mod n in Z/n.

Beweis. Fir alle z € Z ist * =, x mod n in Z nach Proposition (1.117)(a), also x = x mod n in Z/n nach
Proposition (1.9)(b). O

(1.124) Korollar. Fiir n € N ist
Z/n=A{0,...,n—1}.

Beweis. Firn € N, x € Z ist x mod n € [0,n — 1], vgl. Erinnerung (1.116), und es gilt * = 2 mod n in Z/n
nach Bemerkung (1.123). O

Manchmal nennt man [0,n — 1] (aufgefasst als Teilmenge von Z), wobei n € N, auch die Standardtransversale
(oder das Standardreprasentantensystem) fir Z/n.

2Da in 12/™ = [12] ist, steht dies im Einklang mit Notation (1.105).
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Algebraische Struktur

Per Konstruktion ist Z/n fiir n € Z ein kommutativer Ring. Es stellt sich die Frage, fiir welche n € Z dieser
kommutative Ring ein Korper ist und, noch etwas allgemeiner, was im Allgemeinen die invertierbaren Elemente
in Z/n sind.

(1.125) Proposition. Fiir n € N ist
(Z/n)* ={[z] | v € Z mit ged(z,n) = 1}.

Beweis. Es seien n € N, x € Z gegeben.
Zunichst sei x invertierbar in Z/n. Dann gibt es ein y € Z mit yx = 1 in Z/n. Ferner gibt es p € Z, ¢ € N
mit = p ged(z,n) und n = ¢ ged(x, n) in Z. Wir erhalten

q =yxq = yp ged(z,n) g = ypn =0

in Z/n, also n | ¢ in Z. Da aber ¢ € N und ¢ | n gilt, folgt ¢ = n und damit ged(z,n) = 1.

Nun gelte umgekehrt ged(z,n) = 1. Wir wollen zeigen, dass die Abbildung I: Z/n — Z/n, [y] — [zy] injektiv ist.
Hierzu seien y,y’ € Z mit I([y]) = I([y]) gegeben, d.h. es gelte zy = zy’ in Z/n. Dann ist z(y —y') = 0 in Z/n,
also n | z(y —y'). Wegen ged(z,n) =1 folgt n |y — ¢/, also y —y' = 0 in Z/n und damit y = ¢/ in Z/n. Somit
ist [ in der Tat injektiv. Wegen der Endlichkeit von Z/n ist [ dann aber auch surjektiv, es gibt also insbesondere
ein y € Z mit xy = 1 in Z/n. Da Z/n kommutativ ist, impliziert dies aber bereits die Invertierbarkeit von x
in Z/n. O

Alternativer Beweis zu Proposition (1.125). Es sei n € N gegeben. Die Inklusion (Z/n)* C {[z] | € Z mit
ged(z,n) = 1} beweisen wir wie bisher.

Fiir die umgekehrte Inklusion sei € Z mit ged(z,n) = 1 gegeben. Nach Aufgabe 25(b) gibt es dann a,b € Z
mit za + nb = ged(x,n) = 1 in Z. Da n = 0 in Z/n, erhalten wir za = za +nb = 1 in Z/n, d.h. es ist x
invertierbar in Z/n mit =1 = a. O

(1.126) Satz. Fiir n € N ist Z/n genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Es ist Z/n stets ein kommutativer Ring. Folglich ist Z/n genau dann ein Korper, wenn 0 # 1 gilt und
jedes z € [1,n — 1] invertierbar in Z/n ist. In Z/n gilt genau dann 0 = 1, wenn n = 1 ist, und es ist 1 keine
Primzahl. Im Folgenden sei also n > 1. Nach Proposition (1.125) ist genau dann jedes = € [1,n — 1] invertierbar
in Z/n, wenn ged(xz,n) = 1 fir alle € [1,n — 1] gilt. Wegen n > 1 ist dies aber dquivalent dazu, dass n eine
Primzahl ist. O

(1.127) Definition (endliche Primkérper). Fiir p € P heit F,, := Z/p der Primkérper zur Primzahl p.

Aufgaben
Aufgabe 45 (Rechnen in Z/n).

(a) Berechnen Sie 17 + 23 +40 — 8 und 2 - (—3) - 15 und 6190090 in 7, /7.
(b) Berechnen Sie (—8) + 13 —2+5und 4-3-5 und 94 in Z/8.
(c) Ist 32016 = 32012 iy 7,/80?
Aufgabe 46 (Nullteiler in Z/n).
(a) Finden Sien € N, 2,y € Z mit x # 0 und y # 0 in Z/n, aber zy = 0 in Z/n.

(b) Es seien p,q € N mit p > 1 und g > 1. Zeigen Sie mit Hilfe von Lemma (1.111) noch einmal, dass Z/pq
kein Korper ist.

Aufgabe 47 (Inverse in Z/n).
(a) Bestimmen Sie die invertierbaren Elemente in Z/11 und geben Sie die jeweiligen Inversen an.

(b) Bestimmen Sie die invertierbaren Elemente in Z/15 und geben Sie die jeweiligen Inversen an.
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(c) Es sei a € Z so, dass a? in Z/12 invertierbar ist. Ist dann auch a in Z/12 invertierbar?

Aufgabe 48 (chinesischer Restsatz). Zeigen Sie, dass
Z]6 = Z/2 xZ]3, [z]e — ([x]2, [z]3)

ein wohldefinierter bijektiver Ringhomomorphismus ist.

41
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Kapitel 11

Lineare Strukturen

1 Lineare Gleichungssysteme

Es seien m,n € Ny und ein Kérper K gegeben. Ein lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen und n Unbe-
kannten x; fiir j € [1,n] iber K ist durch

Arizr + Aoz + o0+ Aipm, = by,
Asizy +  Asome + ...+ Aspm, = by,
Apazi + Apexe + ... + Apaz, = by

fir A; ;,b; € K, wobei ¢ € [1,m], j € [1,n], gegeben. Kurz kénnen wir hierfir auch
> Aiay=b;
Jjetin]

fiir ¢ € [1,m] schreiben. Wir nennen das lineare Gleichungssystem homogen, falls b; = 0 fiir ¢ € {1,...,m},
sonst inhomogen. Wenn wir ein solches lineares Gleichungssystem 16sen wollen, so suchen wir also die Menge
aller x = (2;),¢c(1,n) € K", welche die m Gleichungen erfiillen.

Wir beginnen mit einem Beispiel:

(2.1) Beispiel. Es seien 1, 22, 23,24 € R gegeben. Genau dann gilt

—2x1 + 2x9 — 6xz3 — 10xy = —24,
2¢1 + 3rx2 — 9r3 — Ty, = =15,
r1 + o — 31‘3 — 21‘4 = —47

wenn es ein a € R mit
r1=1,20=—-14+3a,x3=a, x4 =2

gibt.

Beweis. Zunichst gelte

— 2w + 229 — 623 — 1024 = —24,
2x1 4+ 3x9 — 9x3 — Ty = —15,

T+ o — 3x3 — 204 = —4.
Aus —2x1 + 2x9 — 623 — 1024 = —24 und 2x1 + 3z — 923 — T4 = —15 folgt

S5xo — 15x3 — 17xy = (—2x1 + 2w9 — 623 — 1024) + (221 + 329 — 923 — Txy) = —24 — 15 = —30.
Aus 2x1 + 3z — 923 — Txy = —15 und x1 + 22 — 3x3 — 224 = —4 folgt

X9 — 3x3 — 3wy = (221 + 329 — 9wy — Tay) — 2(x1 + 22 — 3wy — 224) = —15 — 2(—4) = —T.

43
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Aus 5r9 — 1523 — 1724 = —39 und zo — 3x3 — 324 = —7 folgt

—2x4 = (bwg — 15wg — 17xy) — 5(xg — 323 — 324) = -39 — 5(-7) = —4
und damit

Ty = —2.
Dies liefert

— 211 + 229 — 623 = =244+ 1024 = —24 410 - 2 = —4,
201 + 322 — 923 = —-154+ Ty = —-15+7-2 = —1,
1+ a0 —3x3=—-4+2x4,=—-4+2-2=0,
To—3x3=-T4+3x4=-T7T4+3-2=—-1.

Aus x1 + 2 — 3z3 = 0 und x5 — 3z3 = —1 folgt

21 = (1 + 22 — 3x3) — (22 —32z3) =0—(—-1) = 1.
Dies liefert nun

To—3r3=0—21=0—1=—1.
Wenn wir also a := 3 setzen, so haben wir

I3 = a,
o =—143z3 =—1+4 3a.

Gibt es umgekehrt ein ¢ € R mit 1 = 1, 29 = —1 + 3a, 3 = a, x4 = 2, so gilt auch

—2x1 +2w9 — 623 — 1024 = =214+ 2(—1+43a) — 6a — 10 -2 = —24,
2¢1 + 329 — 923 — Ty =2-14+3(-1+4+3a) —9a—7-2=—15,
1+ 23 —3x3— 224 =1+ (-14+3a)—3a—2-2=—4. O

Man kann sich vorstellen, dass ein naives Vorgehen wie im Beweis von Beispiel (2.1) bei ,grofen® linearen
Gleichungssystemen (in Anwendungen konnen durchaus auch mal mehrere Hunderttausend Gleichungen und
Unbekannte auftreten) sehr schnell zu Uniibersichtlichkeiten fithren kann. Da lineare Gleichungssysteme im
Folgenden immer wieder auftauchen werden, wollen wir zu Beginn dieses Kapitels ein systematisches Verfahren
zum Losen linearer Gleichungssysteme erarbeiten.

Die Kernidee des Verfahrens ist wie folgt: Ahnlich wie im Beweis zu Beispiel (2.1) gewinnen wir zunéchst aus
den gegebenen Gleichungen neue Gleichungen. Hierbei ersetzen wir jedoch fiir jede neue Gleichung eine der
vorherigen Gleichungen, ohne hierbei die Gesamtheit der Losungen zu verdndern. Wir erhalten also stets neue
lineare Gleichungssysteme mit der gleichen Anzahl an Gleichungen und mit den gleichen Lésungen. Dies machen
wir so lange, bis wir am Ende ein lineares Gleichungssystem haben, welches eine so einfache Gestalt hat, dass
wir die Losungen direkt bestimmen oder sogar ablesen konnen.

Matrizen

Zunichst wollen wir lineare Gleichungssysteme effizient formalisieren. Da ein lineares Gleichungssystem aus
m Gleichungen und n Unbekannten wie oben nur von den gegebenen Koeffizienten A; ; und b; fiir ¢ € [1,m],
Jj € [1,n] abhéngt, werden wir lineare Gleichungssysteme im Folgenden in rechteckigen Schemata kodieren.
Hierzu fithren wir den nachfolgenden Begriff ein.

(2.2) Definition (Matrix). Es seien m,n € Ny und eine Menge X gegeben. Die Menge der (m x n)-Matrizen
iiber X ist definiert als

Xmxn . X[l,m]x [1,71]'



1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 45
Ein Element von X™*" heiflt (m X n)-Matriz iber X (oder (m x n)-Matriz mit Eintragen in X). Fir eine
(m x n)-Matrix A iiber X schreiben wir A; ; := A(; jy fiir den Eintrag an einer Stelle (4, j) € [1,m] x [1,n] sowie

Al,l N Al,n

: : = (Aij)ien,m,jefin = A
Api oo Ann

)

Bei Matrizen, welche nur aus genau einer Zeile oder genau einer Spalte bestehen, lassen wir den jeweils zweiten
Index fiir die Eintriage weg:

(2.3) Notation. Es seien n € Ny und eine Menge X gegeben.

(a) Fir eine (n x 1)-Matrix A iiber X schreiben wir A; := A;; fiir den Eintrag an der Stelle (i,1) fiir
ein i € [1,n] sowie

Ay

s = (Adiepn = A

An

(b) Fiir eine (1 x n)-Matrix A iiber X schreiben wir A; := A;; fiir den Eintrag an der Stelle (1,4) fiir
ein i € [1,n] sowie

(Al N An) = (Ai)ie[l,n] = A.

(2.4) Definition (Zeile, Spalte). Es seien m,n € Ny, eine Menge X und ein A € X™*" gegeben.
(a) Fiir i € [1,m] heift A; ~ € K'*" gegeben durch
Ai— = (Aij)jenn)
die i-te Zeile von A.
(b) Fiir j € [1,n] heift A_ ; € K™*! gegeben durch
A_ = (Aij)iep,m]
die j-te Spalte von A.
Es seien m,n € Ny, eine Menge X und eine (m x n)-Matrix

Aixr .. Al

A= : :
Ami . Amn

iber X gegeben. Dann ist fiir ¢ € [1,m] also die i-te Zeile gegeben durch
Ai—=(Ain .. Ain),
wihrend fiir j € [1,n] die j-te Spalte durch
Al,]
Aj=1| :
A j
gegeben ist. Mit anderen Worten, fiir 7 € [1,m], 7 € [1,n] ist
(Ai-)j = Aij = (A ;)i

Wir wollen im Folgenden noch eine einfache Notation fiir ,,aneinandergehéngte” Matrizen festlegen:
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(2.5) Notation. Es seien m,n,p,q € Ny, eine Menge X sowie A € X™*" B e X™m*4, C € XP*" D e XP*4
gegeben. Die Matrix Z € X (m+P)x(n+4) gegeben durch

Ai,ja falls (Z7j
Bi7j—na falls (27]
C,‘_m,j, falls (Z,j
Bi—m,j—n, falls ( ]

[1,m] x [1,n],
7 - [1,m] x [n+1,n+ q],
" [m +1,m +p] x [1,n],
[m+1,m+p] x[n+1n+q,

7

— — ~— —

S
S
S
yJ) €

fir (i,7) € [1,m + p] x [1,n + ¢| notieren wir als

A B\ [(A|B)\ _ 7

cC D) \C|D) ™
Wir haben Matrizen eingefiihrt, um lineare Gleichungssysteme zu kodieren. Der prizise Zusammenhang wird
in der nachfolgenden Definition festgehalten:

(2.6) Definition (Lésung eines linearen Gleichungssystems). Es seien m,n € Ny und ein Koérper K gegeben.

(a) Es seien A € K™™ und b € K™*! gegeben. Die Ldsungsmenge des linearen Gleichungssystem zur
erweiterten Koeffizientenmatriz (A ‘ b) ist definiert als

Sol(A,b) := {w € K™ | fiir i € [I,m] gilt » A z; =b}.
jeltn]
Die Elemente von Sol(A, b) heiflen Lisungen des linearen Gleichungssystem zur erweiterten Koeffizienten-
matric (A ‘ b).
(b) Es sei A € K™*™ gegeben. Die Lisungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystem zur Koeffizien-

tenmatriz A ist definiert also

0
Solp(A) :=Sol(A, | & |).
0

Die Elemente von Soly(A) heifen Lisungen des homogenen linearen Gleichungssystem zur Koeffizienten-
matriz A.

Dass wir die Losungen x in Definition (2.6) aus K™*! und nicht aus K™ wiihlen, ist an dieser Stelle lediglich
eine Konvention. Der Grund hierfiir wird spéter deutlich werden.

(2.7) Beispiel. Es seien A € R3*4 und b € R3*! gegeben durch

-2 2 -6 -10 —24
A=12 3 -9 —-7],b:=1]-15
1 1 -3 =2 —4

Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeflizientenmatrix (A ‘ b) ist gegeben durch

1

-1+ 3a
a

Sol(A4,b) = { | a € R}.

2

Beweis. Dies folgt aus Beispiel (2.1). O
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Zeilenstufenform

Als néchstes studieren wir Matrizen, bei denen sich die Losungen der zugehdrigen linearen Gleichungssysteme
sofort rekursiv ermitteln lassen.
(2.8) Definition (Zeilenstufenindizes, Zeilenstufenanzahl). Es seien m,n € Ny, ein Koérper K und ein
A € K™*™ gegeben. Fiir ¢ € [1,m] heifit
ech; = echi(A) i min {j €l,n]|A;; #0}, falls A;; #0 fElI‘ ein j‘e [1,7n],
n+1, falls A, ; = 0 fiir alle j € [1,n],

der i-te Zeilenstufenindex von A. Ferner heifit
[{i € [1,m] | ech; € [1,n]}|
die Zeilenstufenanzahl von A.

. eispiel. Fiir A € gegeben durc
2.9) Beispiel. Fiir A € R3*4 ben durch

0 3 0 -1
A=10 0 0 O
1 0 0 O
ist
ech; = 2,
echy, = 6,
echy = 1.

(2.10) Definition ((reduzierte) Zeilenstufenform). Es seien m,n € Ny, ein Kérper K und ein A € K™*"
gegeben.

(a) Wir sagen, dass A in Zeilenstufenform ist, falls
ech; < ech;;;
fiir alle ¢ € [1,m — 1] gilt.
(b) Wir sagen, dass A in reduzierter Zeilenstufenform ist, falls A in Zeilenstufenform ist und
Ak ech; = Ok i
fiir alle k € [1,4], ¢ € [1,m] gilt.

Eine Matrix A in Zeilenstufenform ist von folgender Gestalt, wobei die mit * markierten Eintrdge beliebig sind
und A; ech; # 0 fiir ¢ € [1,r] und fiir ein r € [0, m]:

0 ... 0| Aieh, * ... =* * *
0 ... 0 0 0 ... 0 Agen, =
A= 0 ... 0 0 0 ... 0 0 ... 0 Arehn * ... *
0 ... 0 0 0 ... 0 0 ... 0 0 0 ... 0
0 ... 0 0 0 ... 0 0o ... 0 0 0O ... 0
Eine Matrix A in reduzierter Zeilenstufenform ist von folgender Gestalt:
0O ... 0|1 % ... % O * ... x 0
O ... 00 0 ... 0 1 * ... x 0
A=1| 0 0(0 O 0o ... 0 0 1 = *
0 0(0 O 0o ... 0 0 0 O 0
0 0(0 O 0 ... 0 0 0 O 0
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2.11) Beispiel.
(2.11) Beisp
(a) Uber R ist die Matrix

11 -1 =3
0 0 2 4
2 2 0 =2

nicht in Zeilenstufenform.

(b) Uber R ist die Matrix

11 -1 =3
0 0 2 4
0 0 O 0

in Zeilenstufenform, aber nicht in reduzierter Zeilenstufenform.

(c) Uber R ist die Matrix

11 0 -1
0 01 2
0 0 0 O

in reduzierter Zeilenstufenform.

In folgender Proposition geben wir eine rekursive Formel fiir die Losungmenge eines linearen Gleichungssystems
zu einer Matrix in Zeilenstufenform an.

(2.12) Proposition. Es seien m,n € Ny, ein Kérper K, ein A € K™*" in Zeilenstufenform und ein b € K™*!
gegeben. Ferner sei r die Zeilenstufenanzahl von A. Genau dann gibt es eine Losung des linearen Gleichungssys-
tems zur erweiterten Koeflizientenmatrix (A ‘ b), wenn die Zeilenstufenanzahl von (A ‘ b) auch gleich r ist. In
diesem Fall ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b)
gegeben durch

Sol(A,b) = {x € K™ | fiir i € [1,7] ist Teen, = A;elchi (b; — Z A; jxj)}.
j€lech;+1,n]

Beweis. Zunéchst sei die Zeilenstufenanzahl von (A ‘ b) ungleich 7, so dass es ein ¢ € [r + 1,m] mit 4; ; =0
fiir alle j € [1,n] und b; # 0 gibt.

0 ... 0 Al,echl Al,echl +1 .- Al,echr—l Al,echr cee Al,n bl
o 0 0 0 0 ce. 0 Ar,echr ce. Ar,n br .
(A]v) = 0 0 0 0 0 0 U bi#0
0 0 0 0 0 0 0 bm

Dann ist aber

Z Ai,j{L‘j: Z Oa:j:O;ébi

j€[1,n] j€[1l,n]
fiir alle x € K™*! und damit Sol(4,b) = 0.

Nun sei umgekehrt die Zeilenstufenanzahl von (A ‘ b) gleich r, so dass A; ; =0 fiir alle i € [r+1,m], j € [1,n]
und b; = 0 fiir alle ¢ € [r + 1,m] gilt.

0 ... 0 Al,echl Al,ech1+1 oo Al,echrfl ALeCh,. oo Al,n b1
(A )= | Qe 0 0 0 0 Apech, - Arn | b

0 ... 0 0 0 0 0 0 0
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Dann ist (A ‘ b) in Zeilenstufenform und es gilt
ech;((A | b)) = ech;(A).

fur ¢ € [1,7].
Nun sei ein z € K™*! gegeben. Genau dann ist = eine Lésung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten
Koeffizientenmatrix (A ‘ b), wenn

Z Ai,jwj = bl
Jeltn]

fir alle 4 € [1,m] gilt. Da A in Zeilenstufenform ist, gilt fir alle i € [1,r] stets A; ; = 0 fiir j € [1,ech; — 1] und
damit

E : A’iijj = E Ai,j‘rj = Ai,echixechi + E Ai’jl‘j.

Jj€[1,n] j€lech;,n] j€lech;+1,n]
Ferner gilt fiir ¢ € [ 4 1, m] ohnehin stets
Z Ai,jmj = Z OSUj :O:bZ
JE[1,n] j€[1,n]

Somit ist x genau dann eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b),
wenn

Aj cch; Tech; + E Az = by
j€lech;+1,n]

fiir alle ¢ € [1,7] gilt. Diese Bedingung ist jedoch &quivalent dazu, dass
oo, = Ajdn,bi — D Aijay)
j€lech;+1,n]
fiir alle ¢ € [1,7] gilt. Nun ist dies aber eine rekursive Beschreibung von z, folglich also Sol(A4,b) # 0. O

Der konstruktive Beweis von Proposition (2.12) liefert folgenden Algorithmus zur Bestimmung der Losungs-
menge eines linearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform.

(2.13) Algorithmus.
e Eingabe: A € K™*™ in Zeilenstufenform, b € K™*! fiir einen Kérper K und m,n € Ny
o Ausgabe: Sol(4, b)

e Verfahren:

function solref(A,b)
ermittle die Zeilenstufenanzahl » von A;

if b; # 0 fiir ein i € [r + 1,m| then

return 0;
end if;
l:=1;

for j from 1 to n do
if j # ech; fiir alle ¢ € [1,7] then

Tji=ay; // a; ist ein Symbol
l:=14+1;
end if;

end for;
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for ¢ from r to 1 do

_ A1 o o)
Lech; = Ai,echi(bl Zje[echﬁl,n} Am%) B
end for;

return {z | € K fir [ € [1,n —r]};
end function;

(2.14) Beispiel. Es seien A € R*** und b € R**! gegeben durch

2 2 -2 —6 4
A=10 0 1 2 1,b=11
00 0 O 0

KAPITEL I1.

LINEARE STRUKTUREN

Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) ist gegeben durch

3*0,14’(12
— ai
SOI(A,b) = { 1— 2a, ‘ ai,ag € R}
as
Beweis. Es ist
2 2 -2 —-6|4
(Alp)=10 0 1 2|1
0 0 O 010

Nach Proposition (2.12) gilt fiir x € R**! genau dann 2 € Sol(A4,b), wenn es a;,as € R gibt mit

T2 = aip,
Ty = a2,

r3=1-—2x4 =1— 2as,

1
xl:5(4—2932—&-2&634-61:4):2—x2+x3+3x4:2—a1+(1—2a2)+3a2=3—a1—|—a2. O

Elementare Zeilenoperationen

Da eine beliebige Matrix nicht in Zeilenstufenform ist, bentigen wir zum Losen allgemeiner linearer Gleichungs-
system eine Methode, um eine gegebene Matrix in eine geeignete Matrix in (reduzierter) Zeilenstufenform zu
iiberfithren. Hierbei bedeutet ,geeignet”, dass die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems zur urspriing-
lichen Matrix gleich der Losungsmenge des linearen Gleichungssystems zur Matrix in Zeilenstufenform sein

sollte.

Um den Prozess des Uberfithrens von Matrizen zu formalisieren, fithren wir Operationen auf den Zeilen von
Matrizen ein. Betrachten wir diese Zeilenoperationen simultan fiir alle (m x n)-Matrizen iiber einem Korper K
fiir gegebene m,n € Ny, so erhalten wir also eine Abbildung K™*" — K™*"™. Wir werden in Proposition (2.22)
sehen, dass diese Operatoren die Losungsmengen von linearen Gleichungssystemen invariant lassen.

(2.15) Definition (elementare Zeilenoperatoren). Es seien m,n € Ny und ein Korper K gegeben.

(a) Fiir k,1 € [1,m] heiflt swy;: K™*™ — K™*" gegeben durch

Ay, fallsi=k,
swri(A)ij = Ak, fallsi=1,
Ai,ja falls ¢ ¢ {k,l},

fiir ¢ € [1,m], j € [1,n], der Vertauschungsoperator der k-ten und l-ten Zeile.

(b) Fiir k,1 € [1,m] mit k # [ und ¢ € K heifit addg ;c: K™*" — K™*™ gegeben durch

Ak,j + CAZJ, falls i = k,

ddgc(A);j =
addy,,c(A)i {Am’ falls 7 # k,

fir ¢ € [1,m], j € [1,n], der Additionsoperator des c-fachen der l-ten zur k-ten Zeile.
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(c) Fir k € [1,m] und ¢ € K* heifit muly .: K™*" — K™*" gegeben durch

o (A) cAy;, fallsi=k,
mulg ¢ i, —
BT Ay, fallsi £k,

fiir i € [1,m], j € [1,n], der Multiplikationsoperator der k-ten Zeile um das c-fache.

Wir betonen, dass wir fiir die Definition des Additionsoperators in (2.15)(b) stets k # [ fordern, wahrend dies
fiir den Vertauschungsoperator in (2.15)(a) nicht zwingend vorgeschrieben wird: Im Fall & = [ gilt mit der dort
verwendeten Notation swy; = idgmxa. Ebenso haben wir addy, ;. = idgmx» im Fall ¢ = 0 in Definition (2.15)(b)
sowie muly . = idgmxn im Fall ¢ =1 in Definition (2.15)(c).

Wenden wir den Vertauschungsoperator swy; fiir k,1 € [1,m] auf eine Matrix A € K™*" an, so bewirkt dies,
dass die k-te und die I-te Zeile von A vertauscht werden. Steht die Matrix fiir ein lineares Gleichungssystem, so
entspricht dies also gerade der Vertauschung der k-ten und I-ten Gleichung.

Wenden wir den Additionsoperator addy . fur k,1 € [1,m], k # I, ¢ € K auf eine Matrix A € K™*"™ an, so
bewirkt dies, dass das jeweilige c-fache der Komponenten der [-ten Zeile von A zu den Komponenten der k-ten
Zeile von A addiert wird, Spalte fiir Spalte. Steht die Matrix fiir ein lineares Gleichungssystem, so entspricht
dies also gerade der Addition des c-fachen der I-ten Gleichung zur k-ten Gleichung.

Wenden wir den Multiplikationsoperator muly . fir k € [1,m], ¢ € K* auf eine Matrix A € K™*" an, so
bewirkt dies, dass jede Komponente der k-ten Zeile von A mit ¢ multipliziert wird. Steht die Matrix fiir ein
lineares Gleichungssystem, so entspricht dies also gerade der Multiplikation der k-ten Gleichung mit c.

(2.16) Definition ((elementare) Zeilenoperatoren). Es seien m,n € Ny und ein Korper K gegeben.

(a) Ein elementarer Zeilenoperator auf K™*™ ist eine Abbildung p: K™*"™ — K™*™ von der Form p = swy
fiir gewisse k,l € [1,m] oder p = addy . fiir gewisse k,{ € [1, m] mit k # [ und ¢ € K oder p = muly, . fur
gewisse k € [1,m], c € K*.

(b) Ein Zeilenoperator auf K™*" ist eine Abbildung p: K™*"™ — K™*" welche sich als (endliches) Kompo-
situm von elementaren Zeilenoperatoren schreiben lésst.

(2.17) Beispiel. Uber Q gilt

02 1 -3\ 2.0 =2 6\ 2.0 =2 6\ mu,, (1 0 -1 3
20 -2 6 |22 (o2 1 -3 222000 2 1 -3 —21(0 2 1 -3
0 4 2 -7 0 4 2 -7 00 0 -1 0 4 2 -7

Wirkt ein (elementarer) Zeilenoperator auf einer Matrix, so sprechen wir von einer (elementaren) Zeilenopera-
tion.

(2.18) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und ein Kérper K gegeben.
(a) Fir k,l € [1,m] mit k # 1 ist
addy—: K — Map(K™* ", K™*"), ¢+ add, .
ein Monoidhomomorphismus, wobei wir K als Monoid bzgl. der Addition betrachten.
(b) Fiir k € [1,m] ist
mul, _: KX — Map(K™*", K™*™), ¢+ muly .
ein Monoidhomomorphismus.
Beweis.
(a) Siehe Aufgabe 50(a).
(b) Siehe Aufgabe 50(b). O

Die wichtigste Eigenschaft einer elementaren Zeilenoperation ist ihre Fahigkeit, riickgdngig gemacht zu werden:
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2.19) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und ein Korper K gegeben.
(2.19) g : per K geg
(a) Fir k,l € [1,m] ist swy;: K™*™ — K™*" eine invertierbare Abbildung mit
SW,;} = SW| | = SWg .
(b) Fiir k,l € [1,m] mit k # ! und c € K ist addy.: K™*" — K™ eine invertierbare Abbildung mit
add; ;. = addg .
(c) Fir k € [1,m], c € K* ist mulg .: K™*"™ — K™*" eine invertierbare Abbildung mit
mul,;i =muly 1.

Beweis.

(a) Fir k,l € [1,m] gilt

swi1(A)k,j, fallsi=1, Ay, fallsi=I,
swz,k(swk,l(A))z’,j = ka’l(A)lﬁj, falls i = k, = q Ap;, fallsi=k, =A,,;
swi,i(A);;, fallsi¢ {k,1} A, ;, fallsi ¢ {k 1}

fir i € [1,m], j € [1,1], also swy ;(swy 1 (A)) = A fiir A € K™*™ und damit
SW | 0 SWg, = idgmxn.

Wegen sw; ,, = swy,; impliziert dies aber auch
SWi,| O SW ), = SW} | 0 SW, | = idgmxn

fir k,1 € [1,m], d.h. swy ist eine invertierbare Abbildung mit

SW,:} = SWi k = SWg 1.

(b) Esseien k,l € [1,m] mit k # [ gegeben. Nach Bemerkung (2.18)(a) ist addy;,— : K — Map(K™*", K™*™),
¢ +— addy,;,. ein Monoidhomomorphismus. Nun ist aber K eine abelsche Gruppe und damit addj .
fiir ¢ € K nach Bemerkung (1.66) invertierbar mit

add, ;. = addg .

(c) Essei k € [1,m] gegeben. Nach Bemerkung (2.18)(b) ist muly, _: K* — Map(K™*"™, K™*"™), ¢ — mul .
ein Monoidhomomorphismus. Nun ist aber K* eine Gruppe und damit muly . fiir ¢ € K nach Bemer-
kung (1.66) invertierbar mit

mul,;i =muly 1. O
(2.20) Korollar. Es seien m,n € Ny und ein Kérper K gegeben.
(a) Fiir k,1 € [1,m] mit k # [ ist
addy;,—: K — Sgmxn, ¢ = addy ¢
ein Gruppenhomomorphismus, wobei wir K als Gruppe bzgl. der Addition betrachten.
(b) Fiir k € [1,m] ist
mulg —: KX — Sgmxn, ¢ — muly .

ein Gruppenhomomorphismus.
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Beweis.

(a) Dies folgt aus Bemerkung (2.18)(a) und Bemerkung (2.19)(b).

(b) Dies folgt aus Bemerkung (2.18)(b) und Bemerkung (2.19)(c). O
(2.21) Bemerkung. Es seien m,n,p € Ny, ein Korper K und A € K™*" B € K™*P gegeben.

(a) Fir k,1 € [1,m] gilt

SWkJ((A B)) = (ka’l(A) SWk’l(B)) .

(b) Fiir k,l € [1,m] mit k #{ und ¢ € K gilt

adko,C((A B)) = (addkﬁlyc(A) addkylﬁc(B)) .

(c) Fir k € [1,m], c € K* gilt

mulk’c((A B)) = (mulhc(A) mulkyc(B)).

Beweis.

(a) Fir k,l € [1,m] gilt

(A B)l', falls i = k,
sJ
swea((4 B))iy =4 (4 B) . mllsi=t,

,

(A B)H7 falls i ¢ {k,1}

27]
A, falls j € [1,n], i =k,
A j, falls j € [1,n], i =1,
1,n], i ¢ {k,1},

B j_n, fallsjen+1l,n+pl,i=k,
By, fallsjen+1,n+p|,i=1,
B;j—n, fallsjen+1,n+p|, i¢{kl}

[
[
Ay, fallsje|
[
[
[

A, falls 7 1,n|,
_ swi,1(A)i; alls ] €1,n] = (swri(A) swii(B)). .
swi1(B)ij—n, fallsj€[n+1,n+p J

fiir i € [1,m], j € [L,n+ p], also swi ((A B)) = (swi(A) swi(B)).

(b) Fiir k,7 € [1,m] mit k # [ und ¢ € K gilt

addy; (A B)), = {(A B),w.*C(A B)z,j’ fallsi_k7}

(A B).., falls i # k
i,
Apj + cArj, falls j € [1,n], i = k,
. Ai7j7 falls j € [1,n], ) 7é k,
| Brjn+cBij,, fallsjen+1,n+pl,i=Fr,
B j—n, falls je n+1,n+0p|, i £k
ddy ; (A); 4, falls j € [1,n],
_ addg,y, (4) J alls j € [1,n] _ (addk,l,c(A) addk,l,c(B))~ ,
addy 1.c(B)ij—n, fallsj€[n+1,n+p| ©J

fiir i € [1,m], j € [L,n+ p], also addy.((A B)) = (add.c(A) addy.c(B)).
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(¢) Fir k € [1,m], c € K* gilt

c(A B)k_, falls i = k,
5]
(A B)ij, falls 7 # k

s

Hlulhc((A B))iJ =

cAg,j, falls j € [1,n], i = k

Aij, falls j € [1,n], @

cByjn, fallsjen+1,n +p] i=k,
Bijn, fallsjen+1l,n+pl,i#k

»J

) mulg (A); 5, falls j € [1,n],
N muly o(B)i j—n, fallsje[n+1,n+p]

} = (mulg,(A) mUIk,c(B))i

fir i € [1,m], j € [1,n+p], also muly ((A B)) = (mulk(A) mul.(B)). O

Wir betrachten elementare Zeilenoperatoren, weil sie die Losungsmengen linearer Gleichungssysteme invariant
lassen:

(2.22) Proposition. Es seien m,n € Ny, ein Korper K und ein Zeilenoperator p auf K™*™ gegeben. Ferner
seien A € K™*" b e K™*! und x € K™*! gegeben. Genau dann ist  eine Lésung des linearen Gleichungs-
system zur erweiterten Koeflizientenmatrix (A ‘ b), wenn z eine Losung des linearen Gleichungssystems zur
erweiterten Koeffizientenmatrix p((A | b)) ist.

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass es geniigt, die Aussage fiir einen elementaren Zeilenoperator p zu zei-
gen, der allgemeine Fall folgt dann durch Induktion unter Ausnutzung von Proposition (1.47)(a) und Bemer-
kung (2.19). Es sei im Folgenden also p ein elementarer Zeilenoperator auf K™*", d.h. p = swy; fiir gewis-
se k,l € [1,m] oder p = addy, . fiir gewisse k,! € [1,m] mit k # [ oder p = muly, . fiir gewisse k € [1,m], c € K*
und c € K.

Es sei x eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b), d.h. es gelte

Z Ai’j{L‘j = bi
jelln]

fir ¢ € [1,m).
Zuerst sei p = swy,; fiir gewisse k, ! € [1,m]. Dann gilt einerseits

Z SWkJ(A)kijj = Z Al’jxj = bl = SW]C’l(b)]€7

JE[1,n] JE[1,n]
Z SWk,l(A)l’jiL'j = Z Ak’jxj = bk = Skal(b)b
jE€[1,n] JE[1,n]

andererseits aber auch

Z Skal(A)i’jl'j = Z Ai,jxj = bl = Skal(b)i

JE[1,n] jE€[1,n]
fir ¢ € [1,m] \ {k,!}. Insgesamt gilt also
Z SWk’l(A)i’j.%‘j = SW}c,l(b)i
jelln]

fir alle ¢ € [1,m], d.h. x ist eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenma-
trix (swyi(A) | swii(b)) = swri((A | b)) = p((A | ).
Als néchstes sei p = addy,; . fiir gewisse k,{ € [1,m] mit k # [ und ¢ € K. Dann gilt einerseits

Z addk,l,c(A>k,j-Tj = Z (Ak’j + CA[ j Z Aijj +c Z A T = by + cb; = addk l C(b)
JE[L,n] JE€L,n] JE[L,n] JE[1,n]



1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 95

andererseits aber auch
Z addk,hc(A),;’jzj = Z AL]‘IJ‘ = bz = addk,hc(b)i
jE[1,n] j€E[1,n]

fir ¢ € [1,m] \ {k}. Insgesamt gilt also
> addgc(A)ijo; = addy o (b)i

J€[L,n]

fir alle ¢ € [1,m], d.h. x ist eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenma-
trix (addk’l,c(A) ‘ addk,l’c(b)) = addk,hc((A ‘ b)) = p((A ‘ b))
Schlieklich sei p = muly . fir gewisse k € [1,m], ¢ € K*. Dann gilt einerseits

Z mulg (A2, = Z cAyjx;=c Z A jx; = cby = mulg (b),

J€[L,n] J€[L,n] J€[L,n]
andererseits aber auch
Z mulkvc(A)ivjxj = Z Ammj = bl = mulhc(b)i
J€[ln] JE€l,n]

fir ¢ € [1,m] \ {k}. Insgesamt gilt also

Z mulg o(A); jz; = mulg .(b);
jetn]

fir alle ¢ € [1,m], d.h. x ist eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenma-
trix (mulg,c(A) | mulg,c(b)) = muly((4 | b)) = p((4 | b)).

Folglich ist in jedem Fall x auch eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenma-
trix p((A | b)).

Umgekehrt sei nun z eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix p( (A ‘ b))
Nach Bemerkung (2.19) ist p invertierbar und p~! ist ebenfalls ein elementarer Zeilenoperator auf K™*". Folglich
ist # auch eine Lésung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix p=*(p((4 | b))) =

(A]0).
(2.23) Bemerkung. Es seien m,n € Ny, ein Korper K, ein A € K™*™ ein Zeilenoperator p auf K™*"™ und
ein j € [1,n] gegeben. Genau dann gilt A; ; = 0 fiir alle ¢ € [1,m], wenn p(A); ; = 0 fiir alle ¢ € [1,m].

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass es geniigt, die Aussage fiir einen elementaren Zeilenoperator p zu zei-
gen, der allgemeine Fall folgt dann durch Induktion unter Ausnutzung von Proposition (1.47)(a) und Bemer-
kung (2.19). Es sei im Folgenden also p ein elementarer Zeilenoperator auf K™*", d.h. p = swy; fir gewis-
se k,l € [1,m] oder p = addy, . fiir gewisse k,[ € [1,m] mit k # [ oder p = muly, . fiir gewisse k € [1,m], c € K*
und c € K.

Es gelte zunéchst A; ; = 0 fiir alle ¢ € [1,m]. Wenn p = swy,; flir gewisse k,l € [1,m] ist, so haben wir

Ay, fallsi=k,
p(A)i,j = SWk:,l(A)i,j = Ak,ja falls Z = l, = O
Ai,ja falls i ¢ {k,l}

fir alle ¢ € [1,m]. Ferner, wenn p = addy ;. fur gewisse k,1 € [1,m] mit k # [ und ¢ € K ist, so haben wir

Apj+cAyy, fallsi=k, | [J04c-0, fallsi=E,
A, fallsi £k [ )0, falls i # k

p(A); = addi,c(A); = {

fir alle ¢ € [1,m]. Schlieklich, wenn p = muly, . fiir gewisse k € [1,m], ¢ € K ist, so haben wir

(A);; = muly o(A);; = cAyj, fallsi=Fk, | Jc-0, fallsi=Fk, o
PV = meelia =0 g fansizk [ )0, fallsigk [

fir alle ¢ € [1,m]. Folglich ist in jedem Fall p(A); ; = 0 fiir alle ¢ € [1,m].
Es gelte also umgekehrt p(A); ; = 0 fiir alle ¢ € [1,m]. Nach Bemerkung (2.19) ist p invertierbar und p~" ist eben-
falls ein elementarer Zeilenoperator auf K™*™. Folglich ist auch A; ; = p~(p(4));; = 0 fiir alle i € [1,m]. O

-1
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Im Allgemeinen kommutieren verschiedene (elementare) Zeilenoperatoren nicht. Es gilt jedoch folgende Aussage,
welche wir im Beweis von Satz (2.25) bendtigen werden.

(2.24) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und ein Kérper K gegeben.
(a) Fir alle k, k', € [1,m] mit k # 1, ¥ # 1 und ¢, € K gilt

adko)C o addk/J)C/ = addkl)hcl 9 addk,m.

(b) Fiir alle k, k" € [1,m], ¢, € K* gilt

mul . o muly » = muly ~ omulg ..

Beweis.
(a) Esseien k, k', € [I,m] mit k # 1, k' #1 und ¢, € K gegeben. Im Fall k = k&’ haben wir

addy ;.. o addy ;o = addy ;. 0addy ;e = addy,i e+ = addg ¢4 = addy ;o 0 addy 1 ¢
= addkgl’c/ o adko,c.

Im Fall k& # k' erhalten wir hingegen

addk%cl (A)k’,j + caddk/J,C/ (A)l,j, falls ¢ = k,}

ddy,;c(addy 1, (A))i; =
addy ic(addg 1.c(A))i, {addk/,z,c/(A)i,j» falls i #£ k

Apj+cdy;, fallsi=k,
= Ak’,j + C/Al’j, falls i = k/,

Ai,ja falls i ¢ {k, k‘l}
_ adko,C(A)k/,j + C/addk7170(A)l7j, falls 1 = K/,
~ laddee(A), falls 7 # k'

= addkgl,c/ (addkyl,C(A))i,j

fir i € [1,m], j € [1,n], also addy(addy ;. (A)) = addg 1 (addg(A4)) fir A € K™*". In beiden
Féllen gilt also

addk,l_rc o addk/yl,c/ = addk/7l£/ o adko,C.

(b) Es seien k, k' € [1,m], ¢,/ € K* gegeben. Im Fall k = k¥’ haben
muly, . o muly o = mulg . o mulg o = mulg ¢ = muly . = muly » o muly . = muly/ o~ o mul ..

Im Fall k¥ # k' erhalten wir hingegen

cmuly o (A)g,;, fallsi=k,

‘A, fallsi= K
muly o (A)ij,  falls i £ k € LKy, 8L,

} cAyj, fallsi=Ek,
A,‘J, falls i ¢ {k, k‘l}

mulg . (mulg o (A))i; = {

B {c'mulk@(A)k,,j, falls i = &/,

- 1 ¢/ 1 c A i
muly .(A); ;, falls 7 # k' } mulyr o (mulg o (A4))i 5

fir i € [1,m], j € [1,n], also mulg .(muly (A)) = muly (mulg (A4)) fir A € K™*". In beiden Fallen
gilt also

mulg . o muly » = muly ~ o muly . O
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Das Gauflische Eliminationsverfahren

Wir stellen nun ein Verfahren vor, welches mittels Zeilenoperationen eine gegebene Matrix in eine Matrix in
(reduzierter) Zeilenstufenform tiberfiihrt.

(2.25) Satz. Es seien m,n € Ny und ein Korper K gegeben.

(a) Fiir alle A € K™*™ existiert ein Zeilenoperator p auf K™*™, welcher sich als Kompositum von Vertau-
schungs- und Additionsoperatoren schreiben ldsst, so, dass p(A) in Zeilenstufenform ist.

(b) Fir alle A € K™*" in Zeilenstufenform existiert ein Zeilenoperator p auf K™*" welcher sich als Kompo-
situm von Multiplikations- und Additionsoperatoren schreiben ldsst, so, dass p(A) in reduzierter Zeilen-
stufenform und ech;(p(A)) = ech;(A) fiir alle i € [1,m] ist.

(c) Fiir alle A € K™*™ existiert ein Zeilenoperator p auf K™*" so, dass p(A) in reduzierter Zeilenstufenform
ist.
Beweis.

(a) Wir fithren vollstandige Induktion nach m, wobei fiir m = 0 nichts zu tun ist.

Es sei also ein m € N beliebig gegeben und es sei angenommen, dass es fiir alle B € K (m=1)xn" " wobei
n’ € Ny, einen Zeilenoperator o auf K(m=1*" so gibt, dass o(B) in Zeilenstufenform und o ein Kompo-
situm von Vertauschungs- und Additionsoperatoren ist. Ferner sei ein A € K™*™ gegeben.

Wenn A; ; = 0 fiir alle (¢,7) € [1,m] x [1,n] gilt, so ist A bereits in Zeilenstufenform. Folglich ist id gmxn
ein Zeilenoperator auf K", welcher sich als Kompositum von Vertauschungs- und Additionsoperatoren
schreiben ldsst, mit idgmxn(A) = A in Zeilenstufenform.

Es sei also im Folgenden angenommen, dass es ein (i,7) € [1,m] x [1,n] mit A; ; # 0 gibt. Wir setzen
[ := min {ech;(A4) | i € [1,m]} und wéhlen ein k € [1,m] mit | = echy(A).

0 ... 0 Ay | Agr ... A
0 ... 0 Ak—l,l Ak_171+1 - Ak—l,n

A= 0o ... O Ak,l Ak7l+1 - Ak,n Ak,l 7é 0
0 ... 0 Ak+1,l Ak+1,l+1 . Ak+1,n
0 ... 0 Am,l Am,l-&-l R Am,n

Ferner setzen wir
A= swy i (A).
Fir ¢ € [1,m], j € [1,n] ist dann

Apj, fallsi=1,
Al =swig(A)ij = Ay, fallsi=k,
Ai,j, falls 4 ¢ {1, k}

Somit folgt

echi(4), fallsi=1, l falls i = 1,
ech;(A") = ¢ ech;(A), fallsi=F, = qech;(4), fallsi=k,
ech;(A), fallsi ¢ {1,k} ech;(A4), fallsi¢ {1,k}

fiir ¢ € [1,m]. Wir haben also

ech;(A") =1 < ech;(A’)
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fiir ¢ € [2,m].
[0 ... O‘A:ll‘Ail,H—l ;ln\
0 . oA, AL, . AL

Nach Bemerkung (2.24)(a) gilt

add voaddy, | 4, g1 = a‘ddh’,L—A;L,.lA’l,_ll oadd, ; 4 a1

’ /=
h,l,—AhylA (YR N] R4,

1,1

fiir h, b’ € [2,m]. Wir setzen weiter

A":=( O add,, 4 a-1)(A).

hel2,m] T
Fiir j € [1,n] ist dann

Alll,j:( O add, ; _ 4 a1 )AL = /l,j
h6[2,m] h,l*71,1

und damit ech; (A”) = echi(A’) = 1. Fiir i € [2,m], j € [1,n] ist ferner

Al,=( O addy, ; _ 4 a-1) (A = addi,l,—A;,lAfll (A7) = A — A;,lAlljllA/l’j’

¥
he[2,m) o771

also fiir j € [1,!] insbesondere

0— A A0, fallsje [175‘1]’} —0

AT = AL — AL ATAL =
1,J ,J (2 i Y Rl W / 1A= gr L
Al — A AT AL, falls g =1

und damit ech;(A”) > I. Wir haben also

ech; (A”) =1 < ech;(A")

fiir ¢ € [2,m)].
/O O‘A’I’I‘A’l’l+1 Alll,n\
0 ... 0] O Al . AY
A" = N 27:l+1 2” 1 #0
0 ... 0] O A’T’n,“r1 Axm
Nun definieren wir B € K(™m=D*(=1) qurch
Bi,j = A;I—i-l,j+l
firie[l,m—1],j€[l,n—1].
/0 O‘A/lll‘Allll—i-l All/,n\
. 0 ... 0] O .
AT = : . B 1,0 #0
0 ... 0] O

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen Zeilenoperator o auf K(~D*(n=D g6 dass o(B) in Zeilen-

stufenform und o ein Kompositum von Vertauschungs- und Additionsoperatoren ist. Wegen ech; (4”) =
I < ech;(A”) fir i € [2,m] gibt es dann aber auch einen Zeilenoperator ¢ auf K™*™ so, dass A" := (A"
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in Zeilenstufenform und & ein Kompositum von Vertauschungs- und Additionsoperatoren ist (man nehme
jeweils ,,dieselben* elementaren Zeilenoperatoren und addiere 1 zu jedem Zeilenindex).

/0 O‘All/,z‘A/sz A’l’n\
. 0O ... 0| O "
A" = ) 1170
: o(B)
0 0 O
Wir setzen

p=co( O add A5 ) OSWY k.

he[2,m] hll’fﬁ

Dann ist p ein Kompositum aus Vertauschungs- und Additionsoperatoren und es ist

p(A)=o(( O add )(A) =G(A") = A"

he[2,m] T AT,

in Zeilenstufenform.

Wir fiihren vollstdndige Induktion nach m, wobei fiir m = 0 nichts zu tun ist.

Es sei also ein m € N beliebig gegeben und es sei angenommen, dass es fiir alle B € K m'xn’ in Zeilen-
stufenform, wobei m’,n’ € Ny mit m’ < m, einen Zeilenoperator o auf K™ *™ mit ¢(B) in reduzierter
Zeilenstufenform und ech;(o(B)) = ech;(B) fiir alle i € [1,m/] gibt. Ferner sei ein A € K™*" in Zeilen-
stufenform gegeben.

Wenn A, ; = 0 fiir alle (4, 5) € [1,m] x [1,n] gilt, so ist A bereits in reduzierter Zeilenstufenform. Folglich
ist idgmxn ein Zeilenoperator auf K™*™ mit idgmxn(A) = A in reduzierter Zeilenstufenform.

Es sei also im Folgenden angenommen, dass es ein (4, ) € [1,m] x [1,n] mit A; ; # 0 gibt. Wir bezeichnen
mit 7 = max {i € [1,m] | ech;(A) € [1,n]} die Stufenanzahl von A und setzen s := ech,.(A4).

Al,l Al,s—l Al,s Al,s—i—l Al,n
Ar—l,l Ar—l,s—l Ar—l,.s Ar—l,s-{-l Ar—l,n
A= 0 0 Ar,s Ar,erl Ar,n A?",s 3& 0
0 0 0 0 0
0 e 0 0 0 e 0

Ferner setzen wir

A= mul, ,-1(A).

T, 8

Fir i € [1,m], j € [1,n] gilt dann

A LA, fallsi=r,
A falls i # r,

1,59

A{i,j = mulryA;é(A)i’j = {

also insbesondere A7 ; = A1 -0 =0 fiir j € [1,s — 1] und A}, = A7IA,, =1, sowie A} ; = A;; =0

T)

firie[r+1,m], j€[l,n].

Al,l Al,s—l Al,s Al,s-&-l Al,n
Ar—l,l Ar—l,s—l A7'—1,s A7'—1,s+1 A7'—1,n
A=]0 0 1 Ao AL
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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Nach Bemerkung (2.24)(a) gilt
addk,’l",*AkYS o a'ddk}/,’l“,fAk/’S = addk’,T,*Aklﬁs © addk‘,’l‘,*AkYS
fiir k, k" € [1,r — 1]. Wir setzen weiter

A":=( O addy,,—a,,)(A).

kell,r—1]

Fiir i € [1,m], j € [1,n] ist dann

A = (O addy,_a )(A/) o addi)T’,Am(A/)iJ7 falls ¢ € [1,r — 1],
L ke[l,r—1] T ks “J Ag,ja falls 7 € [’I“, m]

Al

i,

_ Al — A AL, fallsie [1,r — 1],
falls i € [, m],

also insbesondere A7, = A; ; —A;s-0=A; j firie[l,r—1],j€[l,s =1 und A} ;= A; s — Ais-1=0
fiir i € [1,7 — 1], sowie A7, =0 fiir j € [1,s — 1] und A}/, = 1, sowie A} ; =0 fiir i € [r + 1,m], j € [1,n].

Aiq Arsr |0 AY oy A,
A'r’fl,l Arfl,sfl 0 A;!7175+1 A;AI,Ln
1"
A =0 0 1] A, AT
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Nun definieren wir B € K("=D*(=1) qurch

falls j € [1,s — 1],

Al
Biji=9 :
Al vy, fallsj € [s,n—1],

firi € [1,7 — 1], j € [1,n — 1], so dass insbesondere B; ; = A, ; fur i € [1,r — 1], j € [1,s — ] gilt.

B Bis—1 | 0| Bigs Bin1
Br—l,l Br—l,s—l 0 Br—l,s Br—l,n—l
A= |0 0 (1[4, i,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen Zeilenoperator o auf K ("=1)*("=1) g0 dass o(B) in reduzierter
Zeilenstufenform und ech;(o(B)) = ech;(B) fiir alle ¢ € [1,m'] ist. Wegen ech;(A”) < s = ech,(4) =
ech,(A") fiir i € [1,7 — 1] gibt es dann aber auch einen Zeilenoperator 6 auf K™*™ so, dass A" = 5(A")
in reduzierter Zeilenstufenform und ech;(6(A”)) = ech;(A”) = ech;(A) fiir alle ¢ € [1,m] ist (man nehme
jeweils , dieselben” elementaren Zeilenoperatoren).

o(B)1a o(B)is—1 | 0| o(B)is 0(B)1,n-1
O'(B)r—l,l U(B)r—l,s—l O U(B)T'—l,s 0(3)7'—1,71—1
A = 0 0 1A, A
0 0 0 0
0 0 0 0 0
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Wir setzen

p = oo ( O addk,T,—Ak s) © mUIr Anle
ke[lr—1] ’ e

Dann ist

p(A)

a(( O addk,r,fAk,,s)(mUIr,A;i(PO(A)))):&(( O addk,'ﬂ*Ak,s)(muL{"A:i(A)))
ke[l,r—1] . ke[l,r—1] .

6(( O addy, -4, .,)(A4)) =5(A") = A"

kell,r—1]

in reduzierter Zeilenstufenform und es gilt ech;(p(A)) = ech;(A) fir i € [1,m)].
(¢) Dies folgt aus (a) und (b). O
(2.26) Algorithmus (Gaufsches Eliminationsverfahren).
(a) Algorithmus zur Berechnung einer Zeilenstufenform:

e Kingabe: A € K™*" fiir einen Korper K und m,n € Ny
e Ausgabe: p(A) € K"*" in Zeilenstufenform fiir einen Zeilenoperator p auf K™*"

e Verfahren:
function rowechelonform(A)
if A;; =0 fiir alle ¢ € [1,m], j € [1,n] then
return A;
end if;

! := min {ech;(A4) | i € [1,m]};
wahle k € [1,n] mit [ = echy(A);
A =swy k(A);
for h €[2,m] do

A= addhvl’*ALzAle (A);
end for;

definiere B € K(=1xn=l dqurch B, j := Ajyq 4 fiiri € [L,m — 1], j € [L,n —1];
B := rowechelonform(B);
ersetze A; ; fir i € [2,m], j € [+ 1,n] durch B;_1 ;_;;

return A;
end function;

(b) Algorithmus zur Berechnung einer reduzierten Zeilenstufenform:

e Eingabe: A € K™*" fiir einen Kérper K und m,n € Ny
e Ausgabe: p(A) € K™*™ in reduzierter Zeilenstufenform fiir einen Zeilenoperator p auf K™*"

e Verfahren:

function reducedrowechelonform(A)
if A;; =0 fiir alle i € [1,m], j € [1,n] then
return A;
end if;

A := rowechelonform(A);

r:=max {i € [1,m] | ech;(A) € [1,n]};
s:=ech,(A);

A:=mul_,-1(A4);

for ke [l,r—1] do
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A= addy,r,— 4, (A);
end for;

definiere B € K("=Ux(=1) qurch B; ; := A; ; fiivi € [l,r — 1], j € [1,5 — 1]
und Bi,j = Ai,j—i—l fir 7 € [1,7‘ — 1], j e [s,n — 1],

B := reducedrowechelonform(B);

ersetze A; ; fir i € [1,7 — 1], j € [1,s — 1] durch B; ;
und A; ; firi € [1,r — 1], j € [s+ 1,n] durch B; j_1;

return A;
end function;

(2.27) Beispiel. Fiir B € R3*® gegeben durch
-2 2 -6 —-10 —-24
B=2 3 -9 -7 -15
1 1 -3 -2 -4

gibt es Zeilenoperatoren p und p’ auf R3*5 mit

11 -3 -2 —4
pBy=|0 1 -3 -3 —7],
00 0 -2 —4
10 0 0 1
/B =[0 1 -3 0 -1
00 0 1 2

Beweis. Wir benutzen das Gaufische Eliminationsverfahren (2.26):

-2 2 —6 —10 —24\ 1 1 -3 -2 -4
2 3 -9 -7 —15|28% 2 2 —6 —10 —24
1 1 -3 -2 -4 2 3 -9 -7 -15
s s, (Y1324 /11 =3 -2
L 22000 4 —12 14 —32|&8%2% (o 1 -3 -3 -7
01 -3 -3 7 0 4 —12 —14 -32

i L (V1 73 =2 A\ gy, (11 -3 -2
—2% o1 -3 -3 7| ——% (0 1 -3 -3 -7
00 0 -2 —4 00 0 1 2
11 =30 0\ .~ (10 0 01
01 -3 0 —1| 222450 1 -3 0 -1 O
00 0 1 2 00 0 1 2

addzyg,,goaddl,g,z

Insgesamt haben wir uns nun folgende Methode zur Berechnung der Losungen eines linearen Gleichungssystems
erarbeitet:

(2.28) Algorithmus.
e Eingabe: A € K™*", b€ K™*! fiir einen Kérper K und m,n € Ny
o Ausgabe: Sol(4, b)

e Verfahren:

function sol(4,b)
A := rowechelonform(A) oder A := reducedrowechelonform(A);
return solref(A4,b);

end function;
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Alternativer Beweis zu Beispiel (2.7). Nach Beispiel (2.27) gibt es einen Zeilenoperator p auf R3*5 mit

10 0 0f1
PAlp)=(0 1 =3 0|-1
00 0 12

Sol(A,b) = {

Betrachten wir zum Schluss dieses Abschnitts noch ein weiteres Beispiel, an welchem wir sehen werden, dass das
Gaufssche Eliminationsverfahren zwar prinzipiell immer funktioniert, jedoch aus praktischen Griinden manchmal
besser in leicht abgewandelter Form verwendet werden sollte.

(2.29) Beispiel. Es seien A € Q3% und b € Q3*! gegeben durch

8 8 2 30
A=[5 6 —2],b:=[11
11 2 —4 3

Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) ist gegeben durch
1

Sol(A,b) = {[2]}.
3

Beweis. Wir wenden das Gausche Eliminationsverfahren (2.26) auf (A | b) an:

8 8 2 |30\ aadq,, soedd,, o (8 8 2 | 30\ 8 2 30
5 6 =211 | 8 S 0 1 _% _%?1 20%B20 0 g 1 _% _341
11 2 —4|3 0 —9 20|13 0 0 —36|-108
u 8 8 2 |30\ a oaddis_, (8 8 024 8 0 018
Mok (g0 -2 -7 TS N (PP IO BCCCEIETRY (P
00 1 3 00 13 0 0 1|3
ma. . (1 0 0|1
1,2
— (0 1 02
0 0 1|3
Mit Proposition (2.22) erhalten wir
1
Sol(4,b) = {| 2|} O
3

Im Beweis zu Beispiel (2.29) haben wir das Gaufische Eliminationsverfahren angewandt. Hierdurch traten im
Laufe des Verfahrens Briiche auf, was das Rechnen von Hand etwas unangenehm macht.

Dies hétten wir vermeiden kénnen, wenn wir den Algorithmus leicht abgewandelt hétten. Im nachfolgenden
Beweis werden wir etwa nicht direkt die erste Spalte ,,ausrdumen‘, sondern zunéchst die Eintrdge durch Addition
von ganzzahligen Vielfachen betragsméfig verringern. Hierdurch benétigen wir zwar mehr Schritte, vermeiden
jedoch die Bildung von Briichen.

Alternativer Beweis zu Beispiel (2.29). Wir formen (A ‘ b) mittels elementarer Zeilenoperationen um:

.t

8 8 2 [30\ mu 4 4 1|15\ o 4 4 1|15
5 6 2|11 |—5 |5 6 —2[11|—"—225% 1 2 -3| -4
11 2 4|3 11 2 —4|3 -1 -10 -7 —42
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I 0 —4 13 |31 0 —4 13 | 31
3,2,1 1,2,—4 1 2 _3 _4 3 1,-2 1 2 -3 —4
0 —8 —10| —46 0 0 —36|—108
ma, [0 —4 13|31\ 0 —4 0|-8\ mu, , (0 1 02
3 11 2 —3| —4 | /222 ”’*131205%1205
0 0 1] 3 0 0 1| 3 00 1|3
u 01 02\ 10 0]1
2ol 0 o1 | 2% 0o 1 02
00 1/3 00 1|3
Mit Proposition (2.22) erhalten wir
1
Sol(A4,b) = { 1. O
3

Wir hétten noch etwas effizienter arbeiten kénnen, wenn wir beim Ausrdumen mit der dritten anstatt der ersten
Spalte begonnen hétten:

Alternativer Beweis zu Beispiel (2.29). Wir formen (A | b) mittels elementarer Zeilenoperationen um:

8 8 2 30 adds 1 10adds 1 2 8 8 2130 mul, 1 omul, 1
5 6 —211 — 13 14 041 | ———% 1
11 2 -4 3 27 18 0163
addi,3,—20addz2,3,—7 —2 0l 1 mul, 1 -2 0 1l addi 2,20adds 2,3 0 0 1)3
2 -8 0 0|-8]———= |1 0 o0]1 1 0 0|1
3 2 0| 7 3 2 0|7 0 2 0|4
w,, (00 1]3
—— (1 0 0|1
01 0|2

Mit Proposition (2.22) erhalten wir

1
Sol(A4,0) = {| 2]}
3

Aufgaben

Aufgabe 49 (2 lineare Gleichungen in 2 Unbekannten). Es seien ein Korper K und a,b,¢,d € K gegeben.

Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen &quivalent sind.

(a) Fir alle e, f € K gibt es genau ein (z,y) € K x K mit
axr +by=e,
cx+dy = f.

(b) Fiir (z,y) € K x K folgt aus

ax + by =0,

cx+dy=20
bereits (z,y) = (0, 0).
(c) Es gilt

ad —be # 0.
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Aufgabe 50 (elementare Zeilenoperatoren). Es seien m,n € Ny und ein Koérper K gegeben. Zeigen Sie:
(a) Fiir k,1 € [1,m] mit k # [ ist
addy—: K — Map(K™* ", K™*"), ¢+ addy, .
ein Monoidhomomorphismus, wobei wir K als Monoid bzgl. der Addition betrachten.
(b) Fiir k € [1,m] ist
mul, _: KX — Map(K™*", K™*"), ¢ — muly .
ein Monoidhomomorphismus.

Aufgabe 51 (lineares Gleichungssystem mit verschiedenen rechten Seiten). Es seien A € R**5 und b; € R**!
fiir ¢ € [1, 3] gegeben durch

1 -1 5 3 2 0
1 2 -1 3 -1 0

A= 0 1 _92 o 1 , b1 = 0 , bo 1=
0

-1 -7 11 -1 8

— N W o

Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b,;)
fir ¢ € [1, 3].

Aufgabe 52 (lineares Gleichungssystem mit Parameter). Es seia € Q gegeben. Bestimmen Sie in Abhéngigkeit
von a die Menge aller z € Q**! mit

r1 + axs + Ty =1,
To + axs =1,
T - z3 4+ d’zmy =2.

Aufgabe 53 (lineares Gleichungssystem iiber verschiedenen Korpern). Es seien ein Kérper K und A € K4x4
gegeben durch

1 2 3 4
2 9 6 8
A= 3 12 17 12
4 18 21 27

Bestimmen Sie die Anzahl der Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems zur Koeffizientenmatrix A
fiir

K e {Qa Rv ]F27 ]F?n ]F57 ]F77 FllvFIS}'
Aufgabe 54 (lineares Gleichungssystem iiber Z).

(a) Bestimmen Sie die Menge aller x € Q3! mit

1 + 2z =0,
2¢1 + 6x2 — x3 =0,
- 1 — 4xs + z3 =0.

(b) Bestimmen Sie die Menge aller x € Z3*! mit

1 + 2x9 =0,
2.131 + 61‘2 — I3 = 0,
— X1 — 4172 + r3 = 0.

Aufgabe 55 (homogene lineare Gleichungssysteme). Es seien m,n € N, ein Kérper K und ein A € K™*" gege-
ben. Unter einer Lésung wollen wir im Folgenden stets eine Losung des homogenen linearen Gleichungssystems
zur Koeflizientenmatrix A verstehen.

Zeigen oder widerlegen Sie:
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Wenn m = n — 1 ist, dann gibt es genau eine Losung.
Wenn m > n ist, dann gibt es keine Ldsung.

Wenn m = n ist, dann gibt es genau eine Lisung.

)
)
(c)
(d) Fiir z,y € K™*! gilt: Wenn z und y Losungen sind, dann ist auch (x; + Yi)ic[1,n) €ine Losung.
) Fiir x € K"*! gilt: Wenn 2 eine Losung ist, dann ist auch (z; + 1)ie1,n) eine Losung.

) Fiir z,y € K™*! gilt: Wenn 2 und y Losungen sind, dann ist auch (z; — ;)ie1,n] eine Losung.
) Fiir x € K™*! gilt: Wenn 2 eine Losung ist, dann ist (z; — i)ie[1,n) keine Losung.

h) Fiir a € K, z € K™*! gilt: Wenn x eine Losung ist, dann ist auch (flﬂ?i)ieu,n] eine Losung.

Aufgabe 56 (Datenerhebung). In einer Umfrage wurden 10 Personen nach Haar- und Augenfarbe befragt.
Auf die erste Frage antworteten 4 Personen ,,blond“ und 6 Personen ,dunkel“. Auf die zweite Frage antworte-
ten 8 Personen , braun* und 2 Personen ,blau“.

Ein Biologe méchte nun wissen, wie viele der Personen blonde Haare und blaue Augen (x1), wie viele blonde
Haare und braune Augen (z2), wie viele dunkle Haare und blaue Augen (x3) und wie viele dunkle Haare und
braune Augen (z4) haben.

Stellen Sie zur Ermittlung von z1, x9, x3, x4 ein lineares Gleichungssystem iiber Q mit vier Gleichungen in den
vier Unbekannten auf und 16sen Sie dieses. Finden Sie anschliefend fiir den Biologen alle M6glichkeiten, wie die
aufgeschliisselten Umfrageergebnisse ausgesehen haben kénnten.

2 Vektorraume

In diesem Abschnitt werden die zentralen Objekte der linearen Algebra, Vektorrdume iiber Kérpern sowie deren
Homomorphismen, eingefiihrt.
Definition und Beispiele

(2.30) Definition (Vektorraum). Es sei ein Kérper K gegeben.

(a) Ein Vektorraum dber K (oder K-Vektorraum oder Vektorraum oder linearer Raum) besteht aus einer
abelschen Gruppe V' zusammen mit einer Abbildung s: K x V — V so, dass folgende Axiome gelten.

o Assoziativitit. Fir a,b € K, v € V ist
s(a, s(b,v)) = s(ab,v).

o Finselement. Fiir v € V ist
s(1,v) =w.

o Distributivitat. Fir a,b € K, v € V ist
s(a+b,v) = s(a,v) + s(b,v).

Fira e K, v,w €V ist

s(a, v +w) = s(a,v) + s(a, w).

Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl den besagten K-Vektorraum als auch die unterlie-
gende abelsche Gruppe mit V. Die Abbildung s wird Skalarmultiplikation von V genannt.

\4 \4

Fiir einen K-Vektorraum V' mit Skalarmultiplikation s schreiben wir - =-" :=sund av =a-v =a-" v :=
s(a,v) fir a € K, v € V. Die Elemente von K werden Skalare von V genannt. Die Elemente von V
werden auch Vektoren in V genannt. Das Nullelement von V' wird auch Nullvektor in V' genannt. Fiir
einen Vektor v in V wird —v auch der negative Vektor zu v genannt.
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(b)

Es seien K-Vektorraume V und W gegeben. Ein Vektorraumhomomorphismus iber K (oder K-Vektor-
raumhomomorphismus oder Homomorphismus von K - Vektorraumen oder K-Homomorphismus oder Ho-
momorphismus oder K -lineare Abbildung oder lineare Abbildung) von V nach W ist ein Homomorphismus
abelscher Gruppen ¢: V — W so, dass

pla-"v)=a-" (v)

flira € K, v eV gilt.

Die Menge aller K -Vektorraumhomomorphismen von V nach W bezeichnen wir mit

Hom(V, W) = Homg (V, W) = Homvyec(x)(V, W)
= {p € Homapbarp(V, W) | ¢ ist ein K-Vektorraumhomomorphismus}.

(2.31) Konvention. In Vektorrdumen lassen wir die Klammern um Produkte aus Skalaren und Vektoren
meistens weg, d.h. es gelte Punkt- vor Strichrechnung.

Der Vollstdndigkeit halber wollen wir alle Axiome eines Vektorraums V iiber einem Koérper K noch in Stan-
dardnotation auflisten:

Assoziativitat der Addition. Fir v,w,z € Vist v + (w+z) = (v +w) + x.

Existenz des Nullvektors. Es existiert ein n € V mit n+v = v+ n = v fiur alle v € V. Dieses n ist nach
Korollar (1.28) eindeutig bestimmt und wird mit 0 = 0V bezeichnet. Wir haben also 0 +v = v + 0 = v
fir allev € V.

Existenz der negativen Vektoren. Fiir jedes v € V existiert ein w € V mit w +v = v + w = 0. Dieses
w ist nach Korollar (1.33) eindeutig bestimmt und wird mit —v = (—v)" bezeichnet. Wir haben also
(—v)+v=v+(—v)=0.

Kommutativitdt der Addition. Fir v,w € V ist v +w = w + v.
Assoziativitit der Skalarmultiplikation. Fir a,b € K, v € V ist a(bv) = (ab)v.
Einselement der Skalarmultiplikation. Fiir v € V ist 1v = v.

Distributivitit. Fiir a,b € K, v € V ist (a+b)v = av+ bv. Fiir a € K, v,w € V ist a(v + w) = av + aw.

Wir verwenden aufterdem die Notation und die Terminologie aus Definition (1.51). Ferner betonen wir, dass
natiirlich alle Aussagen iiber abelsche Gruppen fiir die einem Vektorraum unterliegende abelsche Gruppe giiltig
bleiben.

(2.32) Konvention. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben. Da fiir a,b € K, v € V stets
(ab)v = a(bv) gilt, schreiben wir im Folgenden meist kurz abv := (ab)v = a(bv).

Die Axiome eines Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W {iber einem Kérper K in Standardnotation lesen
sich wie folgt:

Vertriglichkeit mit den Additionen. Fiir v,v’ € V ist (v +v") = ¢(v) + p(v').
Vertraglichkeit der Nullvektoren. Es ist ¢(0) = 0.
Vertraglichkeit der negativen Vektoren. Fiir v € V ist p(—v) = —p(v).

Vertraglichkeit mit den Skalarmultiplikationen. Fir a € K, v € V ist p(av) = a ¢(v).

Wir werden in Bemerkung (2.36) ein vergleichsweise knappes Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen sehen.
Zur Erinnerung: Eine Familie in einem Koérper K liber einer Menge [ ist ein  C I x X so, dass es fiir jedes 1 € I
genau ein y € X mit (i,y) € X gibt. Ist nun I = (), so ist auch I x X = (). Die einzige Teilmenge von @ ist ),
und diese erfiillt die definierende Eigenschaft einer Familie. Somit besteht K© = K19 = K% aus genau einem
Element, der leeren Familie, welche mengentheoretisch nichts anderes ist als die leere Menge.

(2.33) Beispiel. Es sei ein Kérper K gegeben.
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Die unterliegende abelsche Gruppe von K wird ein K-Vektorraum mit Skalarmultiplikation gegeben
durch die Multiplikation des Korpers K.

Jede einelementige Menge wird ein K-Vektorraum (mit der einzig moglichen Addition und der einzig
moglichen Skalarmultiplikation).

Fiir jede Menge I wird K! ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch
z Ky = (i +5 yi)ier

fiir z,y € KT, und Skalarmultiplikation gegeben durch
oK' g = (a K Zi)iel

fir a € K, 2 € K'. Der Nullvektor von K ist gegeben durch
05" = (0%) 1.

Fiir z € K7 ist
(=) = ((~2)ier.

Fir n € Ny wird K™ ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch
(1, n) + Wiy ey Yn) = (T2 + Y1, T + Yn)

fir (x1,...,2n), (Y1,.-.,yn) € K™, und Skalarmultiplikation gegeben durch
a(xy,...,xn) = (az1,...,axy,)

fir a € K, (21,...,2,) € K™ Der Nullvektor von K" ist gegeben durch
0=(0,...,0).

Fiir (x1,...,2,) € K™ ist
—(x1,. ey ) = (=21, .y —Tp).

Fir m,n € Ny wird K™*" ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch
A+ B = (Ai; + Bij)ielt,ml,jel1,n]

fir A, B € K™*" und Skalarmultiplikation gegeben durch
aA = (adi;)ie(,m),je1,n]

fir a € K, A € K™*". Der Nullvektor von K™*" ist gegeben durch
0 = (0)ie(1,m] je(1,n)-

Fir A € K™*™ ist
—A = (=Aij)iet,m].jeln]-

Fiir jede Menge X wird Map(X, K) ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch
(f +9)(x) = f(z) + g(x)

fir z € X, f,g € Map(X, K), und Skalarmultiplikation gegeben durch
(af)(z) = af(z)

firz e X, a € K, f € Map(X, K). Die Null von Map(X, K) ist gegeben durch
0(z)=0

fir z € X. Fir f € Map(X, K) ist
(=) = =f(z)

fir x € X.



2. VEKTORRAUME 69

(b) (i) Die Abbildung
P: K3 — sz ($1,.’L’2,ZL'3) = (.%'3,1}1)

ist ein K-Vektorraumhomomorphismus.

(ii) Es sei eine Menge I gegeben. Fiir alle ¢ € I ist
7Ti2KI—>K,£L'P—>.’Ei
ein K-Vektorraumhomomorphismus.
(iii) Es sei eine Menge I gegeben. Fiir alle i € I ist
gir K — K' aw (8, ja)e1
ein K-Vektorraumhomomorphismus.
Beweis.

(a) (i) Die Axiome eines Korpers entsprechen gerade den Axiomen eines K-Vektorraums.

(ii) Die Axiome eines K-Vektorraums sind aus Mangel an Moglichkeiten fiir die Werte der Addition und
der Skalarmultiplikation erfiillt; Details seien dem Leser iiberlassen.

(iii) Siehe Aufgabe 57(a).

(iv) Dies folgt aus (iii), denn fiir n € Ny ist K™ = K1,

(v) Dies folgt aus (iii), denn fiir m,n € Ng ist K" = KLmlx[Ln],
)

(vi) Dies ist im Wesentlichen nur eine Umformulierung von (iii): Fiir jede Menge X liefert jedes Ele-
ment f € Map(X, K), also jede Abbildung f: X — K, eine Familie f in K iiber X via f; = f(i),
also ein Element f € KX; und umgekehrt.

(b) (i) Fiir z,y € K3 gilt
o +y) =9 +yi, 22 +y2,23 +y3) = (w3 + y3, 21 + 1) = (@3, 21) + (¥3,y1)
= ¢(z) + »(y),

nach Lemma (1.67) ist ¢ also ein Homomorphismus abelscher Gruppen. Ferner haben wir
plax) = p(axy, axs, axz) = (axs,ax1) = a(xs, 1) = ap(x)

fir a € K, x € K3, d.h. ¢ ist auch vertriiglich mit den Skalarmultiplikationen. Insgesamt ist ¢ somit
ein K-Vektorraumhomomorphismus.

(ii) Siehe Aufgabe 57(b).
(iii) Siehe Aufgabe 57(c). O

Es ist auch niitzlich, sich einige Gegenbeispiele zu Vektorraumhomomorphismen klarzumachen:
(2.34) Beispiel.
(a) Die Abbildung
0: R? = R?, (21, 22) — (z1,20 4+ 1)
ist kein R-Vektorraumhomomorphismus.
(b) Die Abbildung
p: Q= Q% 2 (22,2%)
ist kein Q-Vektorraumhomomorphismus.

Beweis.
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(a) Esist

p(0%) = 9(0,0) = (0,0 + 1) = (0,1) # 0%

Somit ist ¢ kein Homomorphismus von abelschen Gruppen, also auch kein Homomorphismus von R-Vek-
torraumen.

(b) Esist p(1) = (12,13) = (1,1) und ¢(2) = (22,23) = (4,8), also
e(1+1) =¢(2) = (4,8) # (1,1) + (1,1) = (1) + »(1).

Somit ist ¢ kein Homomorphismus von abelschen Gruppen und damit insbesondere kein Homomorphismus
von Q-Vektorrdumen. O]

Ein Beispiel fiir einen Homomorphismus von abelschen Gruppen zwischen Vektorrdumen, welcher kein Vektor-
raumhomomorphismus ist, werden wir in Aufgabe 60(e) kennenlernen.
Schliefslich deuten wir noch ein Beispiel aus der Analysis an.

(2.35) Beispiel. Es werden
C(R,R) = {f € Map(R,R) | f stetig),
C'(R,R) = {f € Map(R,R) | f stetig differenzierbar}

Vektorrdume iiber R bzgl. der von Map(R, R) eingeschrinkten Addition und Skalarmultiplikation. Bzgl. diesen
Strukturen wird der Differentialoperator

D: CHR,R) — C(R), f > f’
ein R-Vektorraumhomomorphismus.

Ohne Beweis. O

Im Beweis von Beispiel (2.33)(b) haben wir bereits gesehen, dass wir uns dank Lemma (1.67) einige Arbeit
beim Nachweis der Axiome fiir einen Vektorraumhomomorphismus sparen kénnen. Wir wollen dies noch kurz
allgemein festhalten:

(2.36) Bemerkung. Es seien ein Korper K, Vektorrdume V und W iiber K sowie eine Abbildung ¢: V — W
gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Es ist ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus.
(b) Es gilt:
o Vertraglichkeit mit den Additionen. Fiir v,v" € V ist p(v +v') = p(v) + (V).
o Vertraglichkeit mit den Skalarmultiplikationen. Fir a € K, v € V ist p(av) = ap(v).
(¢) Firae K, v,v € Vist
plav +0') = ap(v) + @(v").
Beweis. Wenn Bedingung (a) gilt, so insbesondere auch Bedingung (b).

Es gelte Bedingung (b), d.h. es gelte p(v + v') = p(v) + (V') fiir v,v" € V sowie p(av) = ap(v) fir a € K,
v € V. Wir erhalten

plav +v") = p(av) + 9(v") = ap(v) + (V")

fir a € K, v,v" € V, d.h. Bedingung (c) ist erfiillt.
SchlieRlich gelte Bedingung (c), d.h. es gelte p(av + v') = ap(v) + (V') fiir a € K, v,v" € V. Dann haben wir

v +v") =p(lv+v") = 1o(w) + o) = p(v) + (V')

fiir v,v" € V. Nach Lemma (1.67) ist ¢ ein Homomorphismus abelscher Gruppen. Insbesondere gilt ¢(0) = 0
und damit

p(av) = p(av +0) = ap(v) + ¢(0) = ap(v)

fir a € K, v € V. Folglich ist ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus, d.h. Bedingung (a) gilt.
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O
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Komposition von Vektorraumhomomorphismen

Gewisse Paare von Abbildungen kénnen komponiert werden, gewisse Abbildungen kénnen invertiert werden.
Wir wollen nun Komposition und Inversion von Vektorraumhomomorphismen studieren.

(2.37) Bemerkung. Es sei ein Korper K gegeben.

(a) Fiir alle K-Vektorraumhomomorphismen ¢: V. — W und ¢: W — X ist ¢ o p: V — X ein K-Vektor-
raumhomomorphismus.

(b) Fiir jeden K-Vektorraum V ist idy : V — V ein K-Vektorraumhomomorphismus.
Beweis.

(a) Es seien K-Vektorraumhomomorphismen ¢: V — W und ¢: W — X gegeben. Nach Bemerkung (2.36)
gilt dann

(W op)(v+v) =v(p(v+1")) =1v(p() + o) = () + ¥Y(e)) = ¥ o p)(v) + (¥ o p) (V)
fiir v,v" € V und
(o p)(av) = P(p(av)) = (ap(v)) = ay(p(v)) = a (¥ o p)(v)

fiir a € K, v € V. Folglich ist auch ¥ o ¢: V — X ein K-Vektorraumhomomorphismus nach Bemer-
kung (2.36).

(b) Es sei ein K-Vektorraum V gegeben. Fiir a € K, v,v’ € V gilt
idy (av +v') = av +v' = aidy (v) +idy (v'),
d.h. idy: V — V ist ein K-Vektorraumhomomorphismus nach Bemerkung (2.36). O
(2.38) Definition (Vektorraumisomorphismus). Es seien ein Korper K und K-Vektorrdume V und W gegeben.

(a) Ein Vektorraumisomorphismus tber K (oder K-Vektorraumisomorphismus oder Isomorphismus von
K -Vektorraumen oder K -Isomorphismus oder Isomorphismus) von V nach W ist ein K-Vektorraumhomo-
morphismus : V — W so, dass ¢ eine invertierbare Abbildung und ¢~': W — V ein K-Vektorraum-
homomorphismus ist.

(b) Wir sagen, dass V isomorph zu W (als K -Vektorrdume) ist, geschrieben V = W, falls ein K-Vektorraum-
isomorphismus von V nach W existiert.
(2.39) Beispiel. Es sei ein Korper K gegeben. Die Abbildung
K2 — K2><1, (Il,SCQ) — <$1>
T
ist ein K-Vektorraumisomorphismus.
Die folgende Bemerkung besagt, dass die Forderung der Linearitit von ¢! in Definition (2.38)(a) redundant
ist.
(2.40) Bemerkung. Es seien ein Kérper K und ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Die

folgenden Bedingungen sind &quivalent.

(a) Es ist ¢ ein K-Vektorraumisomorphismus.
(b) Es ist ¢ eine invertierbare Abbildung.
(c) Es ist ¢ bijektiv.

Beweis. Die Aquivalenz von Bedingung (b) und Bedingung (c) ist bekannt. Ferner ist jeder Isomorphismus
insbesondere eine invertierbare Abbildung, d.h. Bedingung (a) impliziert Bedingung (b). Um zu zeigen, dass die
drei Bedingungen dquivalent sind, geniigt es zu zeigen, dass Bedingung (b) Bedingung (a) impliziert.

Es gelte also Bedingung (b), d.h. es sei ¢ eine invertierbare Abbildung. Da ¢ ein Homomorphismus ist, haben
wir

P aw +w') = ¢ ap(ep™ (W) + (e (W) = ¢ (@lap™ (w) + ¢~ () = ap™ (w) + ¢~ (w)
fiir a € K, w,w’ € W nach Bemerkung (2.36). Also ist ¢! ein Homomorphismus nach Bemerkung (2.36) und

damit ¢ ein Isomorphismus, d.h. es gilt Bedingung (a).
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O
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Elementare Eigenschaften

Schliefslich leiten wir noch einige elementare Eigenschaften fiir Vektorrdume her. Die Distributivgesetze lassen
sich auch noch wie folgt lesen:

(2.41) Bemerkung. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.
(a) Fir a € K ist
Aa: V=2V, o= av
ein Homomorphismus abelscher Gruppen.
(b) Fir v € V ist
pv: K=V, a— av
ein Homomorphismus abelscher Gruppen.
Beweis.
(a) Es seia € K gegeben. Da fiir v,w € V stets
Aa(V+w) =a(v+w) =av+ aw = Ag(v) + Ao (W)
gilt, ist A\, nach Lemma (1.67) ein Homomorphismus abelscher Gruppen.
(b) Es sei v € V gegeben. Da fiir a,b € K stets
pola+) = (a+b)v = av + bv = py(a) + pu(b)
gilt, ist p, nach Lemma (1.67) ein Homomorphismus abelscher Gruppen. O
(2.42) Korollar. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.
(a) Fir v € V gilt Ov = 0.
(b) Fiir a € K gilt a0 = 0.
(¢) Firae K, v eV gilt (—a)v =a(—v) = —(av).
(d) Firv eV gilt (-1)v = —v.
(e) Firae K, v eV gilt (—a)(—v) = av.
Beweis.

(a) Fiir v € Vist p,: K = V, a — av ein Homomorphismus abelscher Gruppen nach Bemerkung (2.41)(b),
es gilt also

Ov = p,(0) =0.

(b) Fira € K ist Ag: V — V, v +— av ein Homomorphismus abelscher Gruppen nach Bemerkung (2.41)(a),
es gilt also

a0 = A, (0) = 0.

(c¢) Fiir v e Vist p,: K =V, a — av ein Homomorphismus abelscher Gruppen nach Bemerkung (2.41)(b),
es gilt also

(—a)o = pu(—a) = —pu(a) = —(av)

fiir alle v € V. Ferner ist fiir a € K stets A\q: V — V, v +— av ein Homomorphismus abelscher Gruppen
nach Bemerkung (2.41)(a), es gilt also auch

a(—v) = A (—v) = =X (v) = —(av)

fir alle a € K.
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(d) Firv eV ist
(v =—(lv) =—v
nach (c).

(e) Firae K,veV ist

nach (d) und Proposition (1.47)(c). O

(2.43) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und a € K*, v,w € V gegeben.

1

(a) Genau dann gilt av = w, wenn v = ¢~ 'w ist.

b) Genau dann gilt av = aw, wenn v = w ist.
g
Beweis.

(a) Wenn av = w gilt, dann auch

v=1v=atav =a 'w.

Umgekehrt, wenn v = ¢~ 'w ist, dann haben wir auch

1

av =aa w = lw = w.

(b) Wenn v = w ist, dann auch av = aw. Es gelte umgekehrt av = aw. Nach (a) ist dann

v=a"law = 1w = w. O

(2.44) Lemma. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V sowie a € K, v € V gegeben. Wenn av = 0 gilt,
dann ist a = 0 oder v = 0.

Beweis. Es gelte av = 0 und es sei a # 0. Dann ist a € K™, nach Bemerkung (2.43)(a) und Korollar (2.42)(b)
gilt also v = =10 = 0. O

(2.45) Korollar. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V sowie a,b € K, v € V' \ {0} gegeben. Genau
dann gilt av = bv, wenn a = b ist.

Beweis. Wenn a = b ist, dann auch av = bv. Es gelte umgekehrt av = bv, so dass (a — b)v = av — bv = 0.
Da v # 0 ist, folgt a — b = 0 nach Lemma (2.44), also a = b. O

Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben. In Notation (1.61)(b) haben wir fir v € V die
Schreibweise 0v = 0V, 1v = v, 2v = v + v, 3v = v + v + v, etc. festgelegt. Ist nun etwa K = Q oder K = R, so
stellt sich die Frage, ob diese Festlegung fiir diejenigen a € K, welche in Z liegen, mit der Skalarmultiplikation
des K-Vektorraums iibereinstimmt.

Wir haben fiir k¥ € Z in Notation (1.105) sogar k¥ = k1% festgelegt (diese Notation ist mit der Notation 0% fiir
die Null bzw. 1% fiir die Eins von K konform). Die folgende Bemerkung zeigt nun, dass die Skalarmultiplikation
von kX mit einem v € V gleich kv im Sinne von Notation (1.61)(b) ist.

(2.46) Bemerkung. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V gegeben. Fiir k € Z, v € V ist

EX Vo = k.

Beweis. Der Deutlichkeit wegen schreiben wir in diesem Beweis die Multiplikation in K stets als -%, die Ska-
larmultiplikation von V als -V und die ,,Multiplikation* nach Notation (1.61)(b) ohne Symbol. Ferner schreiben
wir fiir k € Z stets k” fiir das Element in Z und k% = k1% = k%1 fiir das Element in K nach Notation (1.105).
Es seien zunéchst k € Z mit £ > 0 und v € V gegeben. Wir fithren vollstdndige Induktion nach k. Fiir k£ = 0
haben wir

EX V=08 Yy=0" =0 =K%
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nach Korollar (2.42)(a). Es sei also k > 0 und gelte (k — 1)%v = (k — 1)%v. Unter Verwendung von Bemer-
kung (1.106) haben wir dann aber auch

EEVo=((k-DF4E1E) Vy=k-1)F VoV 1EVy=(k-1)%0+Y v =kl

Nach dem Induktionsprinzip gilt also k¥ -V v = kv fir k € Z mit k > 0und v € V.
Fir k € Z mit k < 0 und v € V haben wir jedoch ebenfalls

KV o= (<[K) Vo= (|65 (=D)F) Vo= BTV (D)5 Vo) = [k (=0)Y = [k (-v)"

(~Ibl)?o = K20

nach Bemerkung (1.106) und Korollar (2.42)(d).
Insgesamt gilt somit k% -V v = k%v fiir alle k € Z, v € V. O

Aufgaben

Aufgabe 57 (Standardbeispiel eines Vektorraums). Es seien ein Korper K und eine Menge I gegeben. Zeigen
Sie:

(a) Es wird KT ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch
r+y= (2 +Yi)ier
fir z,y € K7, und Skalarmultiplikation gegeben durch
ax = (ax;)ier
firae K,z e K.
(b) Fiir alle i € I ist
m:KI%K,xr—m:i
ein K-Vektorraumhomomorphismus.
(c) Fiir alle i € T ist
it K - K 2 (8:5%)jer
ein K-Vektorraumhomomorphismus.
(d) Fiir jede Teilmenge J von [ ist
K' - K7 = 2l; = (z))jes
ein K-Vektorraumhomomorphismus.

Aufgabe 58 (Vektorrdume iiber R und Q). Zeigen Sie: Jeder R-Vektorraum triagt die Struktur eines Q-Vek-
torraums (bzgl. geeignet definierter Addition und Skalarmultiplikation).

Aufgabe 59 (Produkt). Es seien ein Kérper K und eine Familie (V;);c; bestehend aus K-Vektorrdumen V;
fiir ¢ € I gegeben. Zeigen Sie:

(a) Das kartesische Produkt X ,c; Vi wird ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch
v+ w = (v; + wi)ier
fiir v,w € X;¢; V5, und Skalarmultiplikation gegeben durch
av = (avi)ier

firae K,ve X1 Vi
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(b) Fiir alle ¢ € I wird

pr,: X V;=Vi,vevy
jer

bzgl. der Struktur aus (a) ein K-Vektorraumhomomorphismus.

Aufgabe 60 (komplexe Zahlen). Der Korper C mit unterliegender Menge R xR und Addition und Multiplikation
gegeben durch

(1, 22) + (y1,y2) = (1 + Y1, 22 + Y2),
(1, 22)(Y1,y2) = (T1y1 — T2y2, T1Y2 + T2y1).

heilt Korper der komplexen Zahlen, vgl. Aufgabe 40(b). Das Element i := (0,1) € C wird imagindre Einheit
genannt.

(a) Zeigen Sie, dass es fiir alle z € C eindeutige =,y € R mit z = 1%z + iy gibt.

Es seien z € C, ,y € R mit z = 1%z + iy gegeben. Wir nennen 2 den Realteil von z und y den Imagindrteil
von z, und wir schreiben Re z := z sowie Im 2z := y.

(b) Beschreiben Sie Addition, Multiplikation und Skalarmultiplikation (mit Elementen aus R) mittels der
Darstellung aus (a).

(c) Zeigen Sie, dass Skalarmultiplikation und Multiplikation im Korper C vertriglich sind: Fiir alle a € R,
z,w € C gilt

(az)w = z(aw) = a(zw).

(d) Zeigen Sie, dass die Abbildung
LR C,z— 1%
injektiv, ein R-Vektorraumhomomorphismus und ein Ringhomomorphismus ist.

Nach (d) macht es also keinen Unterschied, ob wir in R selbst oder in Im¢ C C bzgl. der von C eingeschrénkten
Verkniipfungen rechnen. Daher werden wir in Zukunft R mit Im ¢ identifizieren, d.h. wir schreiben, unter Miss-
brauch der Notation, R anstatt Im: und, fiir gegebenes = € R, schreiben wir x anstelle von «(z) = 1%z € C.
Insbesondere schreiben wir also auch 1® anstelle von +(1®) = 1©, wir haben also z = Re z + i (Im z).

Fiir z € C heifst Z := Rez —i(Im z) das komplex Konjugierte zu z. Die Abbildung C — C, z — Z wird kompleze
Konjugation genannt.

(e) Zeigen Sie, dass die komplexe Konjugation ein R-Vektorraumhomomorphismus und ein Ringhomomor-
phismus, aber kein C-Vektorraumhomomorphismus ist.

Aufgabe 61 (Beispiele und Gegenbeispiele fiir Homomorphismen). Untersuchen Sie, ob die folgenden Abbil-
dungen linear {iber den angegebenen Korpern sind.
(a) Die Abbildung R® — R?, (21,29, 73) + (21,71 + x3), iiber R.
(b) Die Abbildung C* — C3, (21, 22, 23, 24) — (222 + i24, —21, (3 — 2i)23 + 24), {iber C.
(c) Die Abbildung Q2 — Q3, (z1,22) — (21 + 22,1, 21), iiber Q.
(d) Die Abbildung R — RY, z ~ (2v/2), iiber R.
e) Die Abbildung C3 — C2?, (21, 29, 23) + (21, 21 + 23), iiber C.
)
)
)

(
(f) Die Abbildung C* — C2, (21, 22, 23) > (222 + iz4, 220 + (3 — 2i)23 + (1 +1i)24), iiber C.
(g) Die Abbildung F3 — F2%, (21, 22) + (2%, 21 + 22), iiber F.
(h) Die Abbildung R? — R, (z1,22) — 2172, iiber Q.
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(i) Die Abbildung F5 — F2, x — (—5x, 10z), iiber Fs.
Aufgabe 62 (Potenzmenge als Fo-Vektorraum). Es sei n € N. Zeigen Sie:
(a) Es wird Pot([1,n]) ein Fa-Vektorraum, mit Addition gegeben durch

U+V ={ie[l,n]]|entweder i € U oder i € V}
fiir U,V € Pot([1,n]) und geeignet zu definierender Skalarmultiplikation.
(b) Es ist Pot([1,n]) = F5.

3 Untervektorraume

In diesem und den folgenden Abschnitten wollen wir unter anderem der Frage nachgehen, wie man aus gegebenen
Vektorrdumen neue Vektorrdume konstruieren kann. Zunéchst betrachten wir den Fall von Untervektorrdumen,
welche in Analogie zu den abelschen Untergruppen definiert sind, vgl. Definition (1.69)(b).

Definition und Beispiele

(2.47) Definition (Untervektorraum). Es seien ein Kérper K und ein K-Vektorraum V' gegeben. Ein K-Un-
tervektorraum (oder Untervektorraum oder linearer Unterraum oder linearer Teilraum) von V ist ein K-Vek-
torraum U so, dass die unterliegende abelsche Gruppe von U eine abelsche Untergruppe von V ist und so,
dass

fiir alle a € K, u € U gilt.

Ein Untervektorraum U von V heifit echt (oder strikt), falls U # V gilt.

Ist U ein Untervektorraum von V', so schreiben wir U < V. Ist U kein Untervektorraum von V', so schreiben
wir U j{ V. Ist U ein echter Untervektorraum von V', so schreiben wir U < V.

(2.48) Bemerkung. Es sei ein Korper K gegeben. Fiir jeden K-Vektorraum V gilt V < V.

Bevor wir zu weiteren Beispielen kommen, leiten wir zunéchst einige Resultate iiber Untervektorrdume in
Analogie zur Theorie der Untergruppen her, vgl. Kapitel I, Abschnitt 4. Dies wird uns die Beantwortung der
Frage, ob wir in einer konkreten Situation einen Untervektorraum vorliegen haben oder nicht, erleichtern.

(2.49) Bemerkung. Es seien ein Koérper K und K-Vektorrdume V und U so gegeben, dass die unterlie-
gende Menge von U eine Teilmenge von V ist. Genau dann ist U ein K-Untervektorraum von V, wenn die
Inklusion inc: U — V ein K-Vektorraumhomomorphismus ist.

(2.50) Korollar. Es seien ein Kérper K und K-Vektorrdume V und U so gegeben, dass die unterliegende
Menge von U eine Teilmenge von V ist. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Esist U ein K-Untervektorraum von V.
(b) Es gilt
u+Y v =u+V
fiir alle v, v’ € U und
alu=a"Vu
fir allea € K,ueU.
(c) Es gilt
aPut+Vy =a-Vut+V o
fir alle a € K, u,v’ € U.
Beweis. Dies folgt aus Bemerkung (2.49) und Bemerkung (2.36). O
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Das Untervektorraumkriterium

Da die Struktur eines Untervektorraums durch die unterliegende Menge festgelegt ist, treffen wir folgende
Vereinbarung in Analogie zu Konvention (1.73).

(2.51) Konvention. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und eine Teilmenge U von V' gegeben. Da
die Addition und die Skalarmultiplikation jedes Untervektorraums von V' vollsténdig durch die Addition und die
Skalarmultiplikation von V' bestimmt ist, gibt es hochstens eine Vektorraumstruktur auf U so, dass U mit dieser
Vektorraumstruktur ein Untervektorraum von V' wird. Wir sagen daher auch, dass U ein Untervektorraum
von V ist, falls so eine Vektorraumstruktur auf U existiert.

Wir entwickeln ein Kriterium zum Nachweis von Untervektorrdumen:

(2.52) Lemma (Untervektorraumkriterium). Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und eine Teilmen-
ge U von V gegeben. Die folgenden Bedingungen sind &quivalent.

(a) Esist U ein K-Untervektorraum von V.
(b) Es gilt:

e Esist U eine abelsche Untergruppe von V.
o Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation. Fir alle a € K, u € U ist

au € U.
(c) Es gilt:
e Abgeschlossenheit unter Addition. Fiir alle u,v’ € U ist

utu €U.

o Abgeschlossenheit unter dem Nullvektor. Es ist

0el.

o Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation. Fir alle a € K, u € U ist

au € U.
(d) Es gilt:
o Es ist
U #0.
e Firallea € K, u,u’ € U ist
au+u € U.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (b), danach die Aquivalenz von
Bedingung (b), Bedingung (¢) und Bedingung (d).

Es gelte also zunéichst Bedingung (a), d.h. es sei U ein Untervektorraum von V. Dann ist U insbesondere eine
abelsche Untergruppe von V, und fiir a € K, u € U ist a -V u = a-U u € U. Folglich gilt Bedingung (b).

Nun gelte umgekehrt Bedingung (b). Da fiir a € K, u € U auch a -V u € U ist, erhalten wir eine wohldefinierte
Abbildung s: K x U — U, (a,u) = a-" u. Um zu zeigen, dass U ein K-Vektorraum mit Skalarmultiplikation s
wird, verifizieren wir die Axiome aus Definition (2.30)(a):

e Assoziativitdt. Fir a,b € K, u € U ist

s(a,s(b,u)) =a-" (b-V u) = (ab) -V u = s(ab, ).
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o FEinselement. Fir v € U ist

s(Luy=1-Yu=u.

e Distributivitdt. Fir a,b € K, u € U ist
s(a+bu)=(a+b)Yu=aVu+"b-Vu=a-¥u+Yb-V u=s(a,u)+Y s(b,u).

Firae K, u,u’ € U ist

14 v _ Vv v v _ v

s(a,u+Y ) =s(a,u+V Y =a-V (u+Vu)=aVu+VaV v =aVu+YaVu

s(a,u) +Y s(a,u’).

Somit wird U in der Tat ein K-Vektorraum mit a -¥ u = s(a,u) fiir a € K, u € U. Nach Definition der
Skalarmultiplikation von U ist dann U aber sogar ein Untervektorraum von V', d.h. es gilt Bedingung (a).

Wir haben also gezeigt, dass Bedingung (a) und Bedingung (b) dquivalent sind. Somit kommen wir zur Aqui-
valenz von Bedingung (b), Bedingung (¢) und Bedingung (d).

Wenn Bedingung (b) gilt, dann auch Bedingung (c) nach dem Untergruppenkriterium (1.74).

Als nichstes gelte Bedingung (c). Da U abgeschlossen unter dem Nullelement ist, gilt 0V € U, also insbe-
sondere U # (. Sind a € K, u,u’ € U gegeben, so ist ferner a -V u € U, da U abgeschlossen unter der
Skalarmultiplikation ist, und folglich a -V u +Y «’ € U, da U abgeschlossen unter der Addition ist. Wir haben
somit die Giiltigkeit von Bedingung (d) gezeigt.

Schlieflich gelte Bedingung (d). Fiir u,u’ € U gilt dann —u+u' = (—1) -V u+" 4/ € U nach Korollar (2.42)(d).
Folglich ist U eine abelsche Untergruppe von V nach dem Untergruppenkriterium (1.74). Insbesondere ist 0V € U
und damit a -V u=a-Y' u+Y 0V € U fiir a € K, u € U. Somit gilt Bedingung (b).

Wir haben also auch die Aquivalenz von Bedingung (b), Bedingung (c) und Bedingung (d) gezeigt. Insgesamt
sind Bedingung (a), Bedingung (b), Bedingung (¢) und Bedingung (d) dquivalent. O

Wir kommen nun zu einigen Beispielen von Untervektorrdumen.
Es seien ein Kérper K und eine Menge I gegeben. Fiir z € K! sagen wir, dass z; = 0 fiir fast alle i € I gilt,
falls {i € I | z; # 0} endlich ist.

(2.53) Beispiel. Es sei ein Korper K gegeben. Fiir jede Menge T ist
KU = {z e K| z; =0 fiir fast alle i € I}

ein K-Untervektorraum von K.
Beweis. Siehe Aufgabe 65. O
(2.54) Beispiel.

(a) Esist {(z,—z) | z € R} ein R-Untervektorraum von R?.

(b) Esist {(1 +z,—2) |2 € R} kein R-Untervektorraum von R
Beweis.

(a) Es sei U := {(z,—2) | z € R}. Dann ist 08 = (0,0) = (0,—0) € U, also insbesondere U # {). Es seien
a € R, u,u’ € U gegeben. Dann gibt es z, 2’ € R mit u = (z, —z), v’ = (a/, —z'), es folgt also

/

au+u' =a(x,—x)+ (', —2') = (ax + 2’,a(—x) + (=2')) = (az + ', —(ax + 2')) € U.
Nach dem Untervektorraumkriterium (2.52) ist U ein Untervektorraum von R2.

(b) Essei U :={(1+x,—z) |z € R}. Fiir € R ist genau dann 1 + 2 = 0, wenn —x = 1 ist. Dies bedeutet,
dass OR” = (0,0) ¢ U ist. Nach dem Untervektorraumkriterium (2.52) ist U kein Untervektorraum von R2.
O

(2.55) Beispiel. Es ist C(R,R) ein R-Untervektorraum von Map(R, R) und es ist C! (R, R) ein R-Untervektor-
raum von C(R,R).

Ohne Beweis. O
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Konstruktion von Untervektorraumen durch Homomorphismen

Um neue Vektorrdume aus gegebenen Vektorraumen als Untervektorrdaume konstruieren zu kénnen, ist es prak-
tisch, moglichst einfache Kriterien hierfiir zu haben. Wir werden daher im Folgenden einige Operationen auf
Untervektorrdumen studieren.

(2.56) Proposition. Es seien ein Kérper K und ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben.
(a) Fiir jeden K-Untervektorraum U von V ist ¢(U) ein K-Untervektorraum von W.
(b) Fiir jeden K-Untervektorraum U von W ist ¢ ~1(U) ein K-Untervektorraum von V.

Beweis.

(a) Essei ein Untervektorraum U von V gegeben. Dann ist U # () nach dem Untervektorraumkriterium (2.52),
also ist auch ¢(U) # 0. Da ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus ist, gilt ferner a p(u) + ¢(u') =
olau + u') € (U) fir a € K, u,u’ € U. Nach dem Untervektorraumkriterium (2.52) ist also ¢(U)
ein Untervektorraum von W.

(b) Es sei ein Untervektorraum U von W gegeben. Dann ist ¢(0) = 0 € U nach dem Untervektorraumkri-
terium (2.52), also auch 0 € ¢~ 1(U). Fiir v,v" € ¢~ 1(U) ist p(v),p(v') € U, also auch @(v + ') =
©(v) + ¢(v') € U nach dem Untervektorraumkriterium (2.52) und damit v + v' € ¢~}(U). Ferner gilt
fiir v € ~1(U) stets p(v) € U, also auch ¢p(av) = a¢(v) € U nach dem Untervektorraumkriterium (2.52)
und somit av € ¢~ 1(U) fiir a € K. Insgesamt ist ¢~ (U) nach dem Untervektorraumkriterium (2.52) ein
Untervektorraum von V. O

(2.57) Korollar. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Dann
ist Im ¢ ein K-Untervektorraum von W.

Beweis. Es ist V <V und damit Im ¢ = p(V') < W nach Proposition (2.56)(a). O

Die Tatsache, dass das Bild eines Vektorraumhomomorphismus ein Untervektorraum ist, lasst sich gut zum
Nachweis der Eigenschaft, ein Untervektorraum zu sein, benutzen:

Alternativer Beweis zu Beispiel (2.54)(a). Wir betrachten die Abbildung ¢: R — R2, z ~ (x,—x). Da fiir
a€R, x,2’ €R stets

olar + ') = (ax + ', —(az + 2')) = (ax + 2", a(—2) + (—2')) = a(z, —x) + (2, —2') = ap(z) + ¢(z')
gilt, ist ¢ nach Bemerkung (2.36) ein R-Vektorraumhomomorphismus. Nach Korollar (2.57) ist
Img = {¢(z) |z € R} = {(w,—a) | v € R}
ein R-Untervektorraum von ¢. O
(2.58) Korollar. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V gegeben.
(a) Fiir jedes v € V ist
Kv={av|a€ K}
ein K-Untervektorraum von V.
(b) Esist {0} ein K-Untervektorraum von V.
Beweis.
(a) Fiir jedes v € Vist p,: K =V, a+— av ein K-Vektorraumhomomorphismus und damit
Imp, ={pv(a) |la€e K} ={av|a€ K} = Kv
ein K-Untervektorraum von V nach Korollar (2.57).

(b) Nach (a) ist {0} = K0 ein K-Untervektorraum von V. O
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Kern eines Vektorraumhomomorphismus

Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Dann ist {0} ein Unter-
vektorraum von W nach Korollar (2.58)(b) und damit ¢=1({0}) = {v € V | ¢(v) = 0} ein Untervektorraum
von V nach Proposition (2.56)(b).

(2.59) Definition (Kern). Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben.
Der K-Untervektorraum

Ker g := ¢~ ({0})
von V heifst Kern von .
Wir ermitteln als Beispiel den Kern des Vektorraumhomomorphismus aus Beispiel (2.33)(b)(i):

(2.60) Beispiel. Es sei ein Kérper K gegeben. Der Kern von ¢: K3 — K2, (21,12, 3) — (23, 71) ist gegeben
durch

Kerp = {(0,a,0) | a € K}.
Beweis. Es ist

Ker ¢ = {(z1, 22, 73) € K3 | o(z1,22,23) =0} = {(21, 22, 23) € K3 | (x3,21) =0}
= {(21,22,73) € K* |21 =0, 23 = 0} = {(0,a,0) | a € K}. O

Man kann die Eigenschaft, dass der Kern ein Untervektorraum ist, manchmal auch fiir den Nachweis nutzen,
dass man bei einer gegebenen Teilmenge einen Untervektorraum vorliegen hat:

(2.61) Beispiel. Es ist {(z1,72) € R? | 21 + 22 = 0} ein R-Untervektorraum von R2.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung ¢: R? — R, (z1,22) — x1 + x2. Da fiir a € R, (21, 22), (v}, 75) € R?
stets

ola(zy,z2) + (71, 75)) = p(azy + 2, axe + x5) = axy + T} + axve + x5 = a(xy + x2) + (2] + 7))
= ap(r1,22) + (2], 73)

gilt, ist ¢ nach Bemerkung (2.36) ein R-Vektorraumhomomorphismus. Folglich ist
Ker o = {(x1,22) € R? | (1, 22) = 0} = {(x1,22) € R? | 2y 4+ 25 = 0}
ein R-Untervektorraum von ¢. O
Alternativer Beweis zu Beispiel (2.54)(a). Nach Beispiel (2.61) ist
{(x1,22) €ER? | &1 + 20 = 0} = {(21,22) ER? | 2o = —21} = {(z, —2) | z € R}
ein R-Untervektorraum von ¢. O
In der Analysis studiert man Kern und Bild des Differentialoperators
D: C'(R,R) = C(R,R), f+ f',
vgl. Beispiel (2.35):
(2.62) Beispiel. Es ist

KerD = {f € Map(R,R) | es gibt ein a € R mit f(z) = a fiir alle x € R} ¥ R,
ImD = C(R,R).

Ohne Beweis. O

(2.63) Lemma. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V — W gegeben. Genau
dann ist ¢ injektiv, wenn Ker o = {0} ist.
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Beweis. Zunéchst sei ¢ injektiv. Fir v € Ker ¢ ist ¢(v) = 0 = ¢(0), wegen der Injektivitét also v = 0. Somit
ist Ker ¢ C {0}. Da aber 0 in jedem Untervektorraum enthalten ist, impliziert dies schon Ker¢ = {0}.

Nun gelte umgekehrt Ker ¢ = {0} und es seien v, v’ € V mit ¢(v) = ¢(v') gegeben. Da ¢ Homomorphismus ist,
folgt (v —v') = p(v) — p(v') =0, d.h. es ist v —v" € Kerp = {0}, also v — v = 0 und damit v = v’. Folglich
ist ¢ injektiv. O
Man kann also sagen: Der Kern eines Vektorraumhomomorphismus , misst*, wie weit der Homomorphismus
davon entfernt ist, injektiv zu sein.

(2.64) Korollar. Es sei ein Kérper K gegeben. Ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W ist genau
dann ein K-Vektorraumisomorphismus, wenn Ker ¢ = {0} und Im ¢ = W ist.

Beweis. Nach Bemerkung (2.40) ist ein Homomorphismus ¢: V' — W genau dann ein Isomorphismus, wenn
er bijektiv, also injektiv und surjektiv, ist. Nach Lemma (2.63) ist ¢ genau dann injektiv, wenn Ker ¢ = {0}.
Ferner ist ¢ genau dann surjektiv, wenn Im ¢ = W ist. O

Mit Hilfe des Kerns, also der Faser iber dem Nullvektor, konnen wir alle nicht-leeren Fasern beschreiben:

(2.65) Proposition. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Fiir
allev € V ist

o ' ({e(v)}) = v+ Kerep.

Beweis. Es ist

e {e)}) = eV ]p) =p)} ={ eV ]p)—p) =0} ={v €V |p@ —v)=0}
={veV|v-veKerp}={ eV |v ev+Kerp}=n0v+Kerp. O

Schnitt und innere Summe von Untervektorraumen

(2.66) Proposition. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und eine Familie (U;);er von K-Untervek-
torrdumen von V gegeben.

(a) Esist N
(b) Esist {} ;c;ui | (ui)ier € X;ep Ui mit u; = 0 fiir fast alle i € I'} ein K-Untervektorraum von V.

icr Ui ein K-Untervektorraum von V.
Beweis.
(a) Siehe Aufgabe 66(a).
(b) Siehe Aufgabe 66(b). O

(2.67) Definition (Schnitt, innere Summe). Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und eine Fami-
lie (U;);er von K-Untervektorrdumen von V' gegeben.

(a) Der Untervektorraum (),.;U; von V aus Proposition (2.66)(a) heift Schnitt (oder Durchschnitt)
von (Uz)zel
Ist I = [1,n] fiir ein n € Ny, so schreiben wir auch
Uuin...nU, := n U;
i€[1,n]
und sprechen vom Schnitt (oder Durchschnitt) von Uy, ..., U,.

(b) Der Untervektorraum
ZUi = {z:uZ | (ui)ier € X U; mit u; = 0 fiir fast alle i € I'}
il i€l iel
von V aus Proposition (2.66)(b) heifit innere Summe von (U;);cr (oder Summe von (U;)ier in V).
Ist I = [1,n] fiir ein n € Ny, so schreiben wir auch
U+ +Upi= Y U
i€[1,n]

und sprechen von der inneren Summe von Uy, ..., U, (oder von der Summe von Uy, ..., U, in V).
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Insbesondere gilt nach Proposition (2.66) fiir Untervektorrdume U; und Uy eines Vektorraums V iiber einem
Korper K, dass Uy NUs = {u | u €Uy und u € U} und Uy + Uy = {uy + ug | uy € Uy, ug € Uy} wieder
Untervektorrdume von V sind.

(2.68) Beispiel. Es sind U; = R(0,1,0) + R(0,0,1) und U = R(1,0,0) + R(0, 1,1) Untervektorrdume iiber R
von R3. Der Schnitt von U; und Uy ist gegeben durch

Uy NU; = R(0,1,1).

Beweis. Nach Korollar (2.58)(a) sind R(0, 1,0), R(0,0, 1), R(1,0,0) und R(0, 1, 1) Untervektorriume von R?, also
auch die inneren Summen U; = R(0,1,0)+R(0,0,1) und Us = R(1,0,0)+R(0, 1, 1) nach Proposition (2.66)(b).
Es ergibt sich

Uy N Uy = (R(0,1,0) + R(0,0,1)) N (R(1,0,0) + R(0,1,1)) = {(0,a,b) | a,b € R} N {(c,d,d) | c,d € R}
={(0,d,d) | d € R} = R(0,1,1). O

Aufgaben

Aufgabe 63 (Untervektorrdume).
(a) Bestimmen Sie alle R-Untervektorriume von R?. Wie kann man diese graphisch interpretieren?
(b) Es sei ein Korper K gegeben. Bestimmen Sie alle K-Untervektorrdume von K.
(c) Zeigen Sie, dass es unendlich viele Q-Untervektorrdume von R gibt.

Aufgabe 64 (Koprodukt). Es seien ein Korper K und eine Familie (V;);c; bestehend aus K-Vektorraumen V;
fiir i € I gegeben. Fiir v € X,c;V; sagen wir, dass v; = 0 fiir fast alle i € I ist, falls v; # 0 fiir nur endlich
viele ¢ € I gilt. Wir setzen

U:={ve X V;|v; =0 fiir fast alle i € T}.
i€l

Zeigen Sie:
(a) Es wird U bzgl. der Struktur aus Aufgabe 59(a) ein K-Untervektorraum von X ;c; Vi.
(b) Fiir alle ¢ € I wird emb;: V; — U gegeben durch

v;, falls j =1,

(emb;(v)); = {07 falls j # 4,

fiir j € I bzgl. der Struktur aus (a) ein K-Vektorraumhomomorphismus.

Aufgabe 65 (Standardvektorraum). Es seien ein Korper K und eine Menge I gegeben. Zeigen Sie, dass
K = {z e K| z; =0 fiir fast alle i € I}
ein K-Untervektorraum von K/ ist.

Aufgabe 66 (Schnitt und innere Summe). Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und eine Familie (U;);¢cr
von K-Untervektorrdumen von V' gegeben. Zeigen Sie:

(a) Esist [;c; Us ein K-Untervektorraum von V.
(b) Esist {} ;c;ui | (ui)ier € X;ep Ui mit u; = 0 fiir fast alle i € I'} ein K-Untervektorraum von V.

Aufgabe 67 (Untervektorraumoperationen). Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.

Fir Teilmengen X,Y C V schreiben wir X +Y :=={z+y | ze€ X, yeY}. Firv € V, X C V schreiben
wir v + X := {v} + X. Fiir a € K, X CV schreiben wir aX := {az |z € X}.

Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Fiir alle Uy, Uy < Vist Uy NU; < V.



4. LINEARKOMBINATIONEN 83

(b) Fir alle Uy, Uy <V ist Uy UU; < V.
c) FiralleveV,U<Vistv+U<V.

e) Genau dann ist Uy + Uy = Uy, wenn Us < Uy gilt.

(
(
(g Fiir alle U;,Us,Us <V ist Uy + (U2 N Ug) = (U1 + Ug) n (U1 + Ug).

)
(c)
(d) Fir alle aj,a2 € K, Uy,Us <V ist a1Uy 4+ a2Us < V.
)
f) Fiir alle Uy, Uy, Us <V ist Uy N (U2 + Ug) = (Ul N UQ) —+ (Ul N U3)
)

4 Linearkombinationen

Erzeugnis
(2.69) Definition (Erzeugnis). Es seien ein Koérper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.

(a) Fiir eine Teilmenge S von V heifit der K-Untervektorraum
(S) = (S) Kk = (S)vec(k) = m {U | U ist ein K-Untervektorraum von V mit S C U}

von V das Vektorraumerzeugnis iber K (oder K -Vektorraumerzeugnis oder K -FErzeugnis oder Erzeugnis)
von S in V.

(b) Fiir eine Familie s = (s;);cr in V heifit
<Si ‘ 1€ I> = <Sl I 1€ I>K = <81 | 1€ I>Vec(K) = <{8z | 1€ I}>Vec(K)

das Vektorraumerzeugnis iiber K (oder K -Vektorraumerzeugnis oder K -Erzeugnis oder Erzeugnis) von s

in V.

Fir n € Ny, s; € V fiir ¢ € [1,n] schreiben wir auch

(81y.--y8n) == {(s; | 1 € [1,n]).

(2.70) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und eine Teilmenge S von V' gegeben. Dann
ist (S) der bzgl. Inklusion kleinste K-Untervektorraum von V', welcher S als Teilmenge enthélt.
Beweis. Es sei U := {U | U ist ein Untervektorraum von V mit S C U}, so dass

S)=u=U

Ueu

gilt. Dann ist S C U fiir alle U € U, also auch

Sc () U=(9).

Ueu

Fiir einen beliebigen Untervektorraum U von V mit S C U gilt hingegen U € U, also

()= vcu O
U'ed

(2.71) Korollar. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.
(a) Es ist
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Beweis.

(a) Da {0} stets ein Untervektorraum von V ist und 0 € U fiir jeden Untervektorraum U von V gilt, ist {0} der
bzgl. Inklusion kleinste Untervektorraum von V', welcher (J als Teilmenge enthélt. Nach Bemerkung (2.70)

ist also (@) = {0}.

(b) Nach Bemerkung (2.70) ist (V') der bzgl. Inklusion kleinste Untervektorraum von V', welcher V als Teil-
menge enthélt. Es gilt also V C (V) C V und damit (V) = V. O

(2.72) Korollar. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und Teilmengen S und T von V gegeben.
Wenn S C T ist, dann ist (S) < (T).

Beweis. Nach Bemerkung (2.70) gilt T C (T'), wegen S C T also auch S C (T'). Ebenfalls nach Bemerkung (2.70)
ist nun aber (S) der bzgl. Inklusion kleinste Untervektorraum von V', welcher S als Teilmenge enthélt, d.h. wir
haben (S) < (T). O

Lineare Hiille

In der Praxis ist die definierende Eigenschaft des Erzeugnisses unhandlich: Die Menge aller Untervektorraume,
welche eine gegebene Menge enthalten, kann sehr grofs sein, oftmals sogar unendlich, und ist daher im Allge-
meinen nur vergleichsweise schwer zu iiberblicken. Aus diesem Grund wollen wir im Folgenden eine deutlich
einfachere Beschreibung des Erzeugnisses herleiten.

(2.73) Definition (Linearkombination). Es seien ein Koérper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.

(a) Es sei eine Familie s = (s;);er in V gegeben. Fiir a € KU) heift A (a) := >
von s zu a.

ic1 @i8i die Linearkombination

Eine Linearkombination von s ist eine Linearkombination von s zu einem a € K.

Die Menge aller Linearkombinationen . ; Ks; von s heifit lineare Hille (oder Spann) von s.

i€l

(b) Es sei eine Teilmenge S von V gegeben. Fiir a € K% heikt Ag(a) := 3
von S zu a.

ses ass die Linearkombination

Eine Linearkombination von S ist eine Linearkombination von S zu einem a € K9,

Die Menge aller Linearkombinationen > _o Ks von S heilt lineare Hiille (oder Spann) von S.

ses

In einem Vektorraum V iiber einem Korper K seien eine Familie s = (s;);c; sowie ein Element v gegeben.
Genau dann ist v eine Linearkombination von s, wenn v € ), ; Ks; ist, d.h. wenn es a; € K fiir i € [
so gibt, dass a; = 0 fiir fast alle s € I und v = Zie ; @;5; ist. Mit anderen Worten: Genau dann ist v eine
Linearkombination von s, wenn es ein n € Ny sowie a; € K, i; € I fiir j € [1,n] mit v =3, 1 a;s;; gibt.
Insbesondere ist v genau dann Linearkombination eines n-Tupels t = (tj)je[l,n] in V fir ein n € Np, wenn
esa; € K fir je [1,n] mit v=>" a;t; gibt.

Jjelln]
(2.74) Beispiel.

(a) In Q? ist (—1,—4) eine Linearkombination von {(1,2), (1,3)}.

(b) In R3 ist jedes # € R? eine Linearkombination von {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)}.
Beweis.

(a) Wir haben

(-1,-4) =(1,2) — 2(1,3) = 1(1,2) + (=2)(1, 3).

(b) Fiir x € R3 ist

T = ($17$2,$3) = (]"15070) + (O,Z‘Q,O) + (0,0,%‘3) = 331(1,0,0) + 3)2(0, 170) + x3(0a0a 1) U
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Nach Definition (2.73) betrachten wir Linearkombinationen von Tupeln sowie von Teilmengen. Der Grund
hierfiir liegt in der definierenden Gestalt von Mengen begriindet: Wahrend in Mengen Elemente stets eindeutig
sind, kénnen die Eintrige in Familien unter Umstédnden mehrfach auftreten. Wir sagen, dass die Eintrége einer
Familie s = (s;);er verschieden sind, wenn fiir ¢, j € I aus i # j stets s; # s; folgt.

Das Konzept der Linearkombination einer Familie ist also leicht allgemeiner als das einer Teilmenge. Es besteht
folgender Zusammenhang:

(2.75) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und ein v € V' gegeben.

(a) Es sei eine Familie s = (s;);er in V gegeben. Genau dann ist v eine Linearkombination von s, wenn v eine
Linearkombination von {s; | ¢ € I'} ist.

(b) Es sei eine Teilmenge S von V gegeben. Genau dann ist v eine Linearkombination von S, wenn v eine
Linearkombination von (s)segs ist.

(2.76) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und eine Familie s = (s;);cr in V' gegeben.
Die Abbildung

As: KO -V, aHZaisi

el

ist ein K-Vektorraumhomomorphismus mit

ImA, = Z Ks;.
el

Beweis. Fir ce K, a,a’ € K gilt

As(ca+ad) = Z(ca +a')is; = Z(cai +a))s; = Z(caisi +a;s;) = cZaisi + Z a;s;
icl icl iel i€l icl
= cAs(a) + As(a).

Nach Bemerkung (2.36) ist also A, ein Vektorraumhomomorphismus. Ferner gilt

ImA, = {Asa) [ae KDY ={Y a5 lac KD} =Y Ks,. O
iel el

(2.77) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V' und eine Familie s = (s;);er in V' gegeben.
(a) Es ist O eine Linearkombination von s.

(b) Fiir alle ¢ € I ist s; eine Linearkombination von s.

Bewets.
(a) Esist 0 =73, ,0s;.
(b) Fiir alle i € I ist 5; = >, 1\ (3 0s; + 1s;. O

(2.78) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V', eine Familie s = (s;);c7 in V und ein v € V
gegeben.

(a) Wenn v eine Linearkombination von s ist, dann ist fiir alle a € K auch av eine Linearkombination von s.
(b) Wenn av fiir ein a € K* eine Linearkombination von s ist, dann ist auch v eine Linearkombination von s.

Die folgende Bemerkung besagt, dass Linearkombinationen und Vektorraumhomomorphismen vertréglich sind.
Fiir eine Abbildung f: X — Y und eine Familie # = (z;);es in X erhalten wir die Familie f o x = (f(x;))iers
inY.

(2.79) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W und eine Fami-
lie s = (s;)icr in V gegeben. Dann ist

P OoAs = Apos-
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Beweis. Da ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus ist, gilt fiir a € K stets
Pp(As(a)) = 0O aisi) =Y plaisi) =Y aip(si) = Apos(a),
icl il iel
d.h. es ist @ 0 Ay = Agos. O

Wir werden nun sehen, dass das Erzeugnis einer Teilmenge eines Vektorraums gerade gleich der linearen Hiille
dieser Teilmenge ist.

(2.80) Lemma. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.
(a) Fiir jede Familie s = (s;);cr in V ist
icl
(b) Fiir jede Teilmenge S von V ist

(S) = ZKS.

ses

Beweis.

(a) Es sei eine Familie s = (s;)icr in V' gegeben. Fiir alle j € I ist s; € >, K's; nach Bemerkung (2.77)(b).
Da (s) = (s; | j € I) nach Bemerkung (2.70) aber der bzgl. Inklusion kleinste Untervektorraum von V/,
welcher {s; | j € I} als Teilmenge enthilt, ist, impliziert dies bereits (s) C . ; Ks;. Umgekehrt ist
insbesondere {s; | ¢ € I} C (s) nach Bemerkung (2.70), d.h. es ist s; € (s) fiir alle ¢ € I. Dann
ist aber auch ), ;a;s; € (s) fiir alle a € K@ nach dem Untervektorraumkriterium (2.52), d.h. es
ist ) ,c; K's; C (s). Insgesamt haben wir also (s) = >, ; Ks;.

(b) Nach (a) ist

<S>=<S|SES>=ZK$
seS

fiir jede Teilmenge S von V. O

(2.81) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V, eine Familie s = (s;);er in V und Teilmen-
gen I und I von I mit I = I; U I, gegeben. Fiir a € K ist dann

As(a) = Aqyy, (aln) + Asy, (alr,)-

Auf Grund von Bemerkung (2.75) beschrinken wir uns bei den folgenden Aussagen in der Regel auf Linear-
kombinationen von Mengen, sofern wir die lineare Hiille, nach Lemma (2.80) also das Erzeugnis, studieren.

(2.82) Proposition. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V', eine Teilmenge S von V und ein v € V
gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Es ist v eine Linearkombination von S.
(b) Esist (SU{v}) C(S).
(¢) Esist (SU{v}) = (9).

Beweis. Es gelte zunichst Bedingung (a), d.h. es sei v eine Linearkombination von S. Ferner sei ein
w € (S U {v}) gegeben. Dann gibt es a € K%, b € KD mit v = Ag(a) und w = Agygy(b). Da Ag
ein Vektorraumhomomorphismus ist, folgt

w = Asuw) (b) = As(bls) + Apoy (Bl(wy) = As(bls) + byv = As(bls) + buAs(a) = As(bls + bya).

Somit ist w € Y g Ks = (5) nach Lemma (2.80)(b). Folglich haben wir (S U {v}) C (S), d.h. es gilt
Bedingung (b).
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Gilt umgekehrt Bedingung (b), d.h. ist (S U {v}) C (S), so gilt insbesondere v € (S U {v}) = (S) = > s Ks
nach Bemerkung (2.70) und Lemma (2.80)(b). Dies bedeutet, dass v eine Linearkombination von S ist, d.h.
Bedingung (a) gilt.

Wir haben also gezeigt, dass Bedingung (a) und Bedingung (b) dquivalent sind. Da nach Korollar (2.72) aber oh-
nehin (S) C (SU{v}) ist, sind auch Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. Insgesamt sind Bedingung (a),
Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

(2.83) Korollar. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben. Fiir jede Teilmenge S von V ist
(5) = (Su{0}).
Beweis. Dies folgt aus Bemerkung (2.77)(a) und Proposition (2.82). O

Die folgende Proposition gibt eine Antwort auf die Frage, wie wir die Beschreibungen von Erzeugnissen modi-
fizieren kénnen.

(2.84) Proposition. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und eine Teilmenge S von V' gegeben.
(a) Fira € K, 5,8’ € S mit s # s’ ist
(S) = ((S\{s'H U{s' +as}).
(b) Fiirae K*, s € S ist
(5) = ((S\ {s}) U{as}).
Beweis.
(a) Esseien a € K, s, € S mit s # s’ gegeben.

Zunichst gelte s = 5"+ as. Dann ist s’ = s —as = (1 —a)s, also 5,8 € } ;g\ (o) Kt = (5\ {s'}) nach
Lemma (2.80)(b). Mit Proposition (2.82) erhalten wir

(8) =((I\{HU{s'}) = (S\{s'H = (F\{s"H U {s}) = (F\{s'H U{s' +as}).

Als néchstes gelte s # s’ + as. Nach Lemma (2.80)(b) ist (S) = >_,.¢ K, fiir v € (S) gibt es also
ein a € K% mit

v = g at = g ait + ags + ags’ = g ait + ags — agas + ays + agas

tes teS\{s,s’} teS\{s,s'}
= Z ait + (a5 — aga)s + ag (s’ + as).
teS\{s,s’}

alsomit v € 37, c o\ () KT+ K(s'+as) = ((S\{s'}) U{s' +as}). Folglich ist (5) C ((S\{s'})U{s"+as}).
Umgekehrt folgt wegen s # s’ + as nun aber auch
(SN D U{s" +ash) S (((S\{'H U{s" +ash) \{s" +as}) U{(s' + as) + (—a)s})
= ((S\{sHu{s'}) =(9)
Insgesamt gilt in jedem Fall (S) = ((S'\ {s'}) U {s' + as}).

(b) Es seien a € K*, s € S gegeben. Nach Lemma (2.80)(b) ist (S) = >, ¢ Kt, fiir v € (S) gibt es also
ein a € K% mit

v = Zats = Z ait + ags = Z ait + asa” (as),
tes teS\{s} teS\{s}
also mit v € 37, g\ ) Kt + K(as) = ((S\ {s}) U{as}). Folglich ist () C ((S\ {s}) U {as}). Umgekehrt
folgt nun aber auch
((S\{s}H) U{as}) S{(((S\ {s}) U{as}) \{as}) U{a" (as)}) = ((S\ {s}) U{s}) = (S).
Insgesamt gilt (S) = ((S'\ {s}) U {as}). O
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Die vorangegangene Proposition liefert uns eine Methode, die Beschreibungen von erzeugten Untervektorrdumen
zu vereinfachen. Wir begniigen uns hier mit einem Beispiel.

(2.85) Beispiel. In R* ist
<(3ﬂ 727 73, 4)7 (13 13 717 1)3 (717 713 173)7 (727 27 27 1)> = <(1707 7170)7 (03 1; 070)7 (Oa 0707 1)>

Beweis. Wir schreiben die Quadrupel als Zeilen in eine Matrix und wenden elementare Zeilenoperationen an:

3 -2 -3 4 0 -5 0 1 0 -5 0 1
1 1 —1 1| addisooaddsoioaddia s [1 1 —1 1| ™bg |1 1 -1 1
-1 -1 1 3| 0 0 0 4 0 0 0 1
-2 2 2 1 0 4 0 3 0 4 0 3
0 -5 0 0 01 0 O
addss soaddss toaddis 1 |1 1 =1 0] ™h-¢ |1 1 -1 0
' 0o 0 0 1 00 0 1
0 4 0 0 04 0 O
01 0 O 10 -1 0
Iadd4,1,_4oadd2)1,—1 1 0 -1 0 SW1,2 0 1 0 0
' 00 0 1 00 0 1]
00 0 O 00 0 O
Nach Proposition (2.84) und Proposition (2.82) gilt also
((3,-2,-3,4),(1,1,-1,1),(-1,-1,1,3),(-2,2,2,1)) = ((1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)). O

Erzeugendensysteme

(2.86) Definition (Erzeugendensystem). Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.

(a) Eine Familie s = (s;)ier in V heifit (parametrisiertes) Erzeugendensystem iiber K (oder (parametrisiertes)
K -Erzeugendensystem oder (parametrisiertes) Erzeugendensystem) von V., wenn V = (s) gilt.

(b) Eine Teilmenge S von V heilt Erzeugendensystem iiber K (oder K-Erzeugendensystem oder Erzeugen-
densystem) von V., wenn V' = (S) gilt.

(2.87) Beispiel.
(a) Esist {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} ein Erzeugendensystem von R3.
(b) Es sind

S ={(3,-2,-3,4),(1,1,-1,1),(-1,-1,1,3),(-2,2,2,1)},
Sy ={(1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}

Erzeugendensysteme des Unterraums (S1) = (S2) von R*.

(c) Es ist

G ) o) 6 o))

ein Erzeugendensystem von F3*2.
Beweis.
(a) Nach Beispiel (2.74)(b) und Lemma (2.80)(b) ist

R?* = R(1,0,0) + R(0,1,0) + R(0,0,1) = ((1,0,0), (0,1, 0),(0,0,1)). O

(b) Dies folgt aus Beispiel (2.85).
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(c) Dies lisst sich analog zu (a) beweisen.
(2.88) Bemerkung. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V gegeben.

(a) Eine Familie s = (s;)ie; in V ist genau dann ein Erzeugendensystem von V, wenn {s; | ¢ € I} ein
Erzeugendensystem von V ist.

(b) Eine Teilmenge S von V ist genau dann ein Erzeugendensystem von V', wenn (s)sec s ein Erzeugendensystem
von V ist.

(2.89) Bemerkung. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben. Dann ist V' ein Erzeugenden-
system von V.

Beweis. Dies folgt aus Bemerkung (2.71)(b). O

(2.90) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und Teilmengen S und 7 von V mit S C T
gegeben. Wenn S ein Erzeugendensystem von V' ist, dann ist auch T ein Erzeugendensystem von V.

Beweis. Es sei S ein Erzeugendensystem von V', so dass V = (S) gilt. Wegen S C T ist (S) C (T) nach
Korollar (2.72). Dann ist aber V = (S) C (T), wegen (T') C V also V = (T'), d.h. T ist ebenfalls ein Erzeugen-
densystem von V. O

(2.91) Bemerkung. Es seien ein Koérper K und ein K-Vektorraum V gegeben. Eine Teilmenge S von V ist
genau dann ein Erzeugendensystem von V', wenn Ag surjektiv ist.

Beweis. Es sei eine Teilmenge S von V' gegeben. Nach Bemerkung (2.76) und Lemma (2.80)(b) ist

ImAs = > Ks=(S).
ses

Somit ist S genau dann ein Erzeugendensystem von V', wenn ImAg = V ist, d.h. wenn Ag surjektiv ist. O

Die nachfolgende Proposition besagt, dass Vektorraumhomomorphismen bereits eindeutig durch ihre Werte auf
einem Erzeugendensystem festgelegt sind.

(2.92) Proposition. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.

(a) Es sei ein parametrisiertes Erzeugendensystem s = (s;);c; von V' gegeben. Fiir jeden K-Vektorraum W
und jede Familie w = (w;);er in W gibt es hochstens einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W
mit w; = ¢(s;) fiir alle 7 € I.

(b) Es sei ein Erzeugendensystem S von V gegeben. Fiir jeden K-Vektorraum W und jede Abbildung
f: S — W gibt es hochstens einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V — W mit f = ¢|s.

s w

v

Beweis.

(a) Es seien ein K-Vektorraum W und eine Familie w = (w;);c; in W gegeben. Ferner sei v € V' gegeben.
Da s ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es ein a € K) mit v = 3., a;s;. Wir erhalten

p(0) = (Y aisi) =D aip(s:) =) anw.

i€l iel iel

iel

Da v € V beliebig war, ist ¢ somit durch w bereits eindeutig bestimmt.

(b) Dies folgt aus (a) und Bemerkung (2.88)(b). O
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(2.93) Definition (endlich erzeugter Vektorraum). Es sei ein Korper K gegeben. Ein K-Vektorraum heifst
endlich erzeugt, falls er ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

(2.94) Beispiel. Der R-Vektorraum R? ist endlich erzeugt.
Beweis. Nach Beispiel (2.87) ist {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} ein endliches Erzeugendensystem von R3. O

Wir werden spiter beweisen konnen, dass fiir einen Kérper K und eine unendliche Menge I stets K und auch
schon KD nicht endlich erzeugte K-Vektorriume sind.

Lineare (Un)abhingigkeit
(2.95) Definition (lineare (Un)abhéngigkeit). Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V gegeben.

(a) Eine Familie s = (s;)ier in V heit linear unabhingig iiber K (oder K-linear unabhdngig oder linear
unabhdngig), wenn Ag: KU 5V injektiv ist; ansonsten linear abhdingig iiber K (oder K-linear abhdngig
oder linear abhdingig).

(b) Eine Teilmenge S von V heifst linear unabhingig iiber K (oder K -linear unabhdngig oder linear unabhdn-
gig), wenn Ag: K9 — V injektiv ist; ansonsten linear abhingig iiber K (oder K-linear abhingig oder
linear abhingig).

In einem Vektorraum V' iiber einem Korper K sei eine Familie s = (s;);er gegeben. Genau dann ist s linear unab-
hingig, wenn sich jedes Element aus (s) = ), ; Ks; eindeutig als Linearkombination von s zu einem a € K &
darstellen lasst. Mit anderen Worten: Genau dann ist s linear unabhéngig, wenn aus Zie [ GiS; = Zie 7 bisi
fiir a,b € KO (d.h. fiir a;,b; € K mit a; = 0 und b; = 0 fiir fast alle i € I) stets a = b (d.h. a; = b; fiir
alle i € I) folgt. Insbesondere ist ein n-Tupel ¢t = (;);¢[1,,) in V fiir ein n € Ny genau dann linear unabhéingig,

Wenn aus 3 icn @it = D cp q 0jts filr a;,b5 € K, j € [1,n] stets a; = b; fiir j € [1, n] folgt.

(2.96) Bemerkung (Kriterium fiir lineare Unabhéingigkeit). Es seien ein Kérper K, ein K-Vektorraum V und
eine Familie s = (s;)ics in V gegeben. Genau dann ist s linear unabhiingig, wenn fiir a € K aus Y icr@isi =0
stets a = 0 folgt.

Beweis. Genau dann ist s linear unabhingig, wenn Ay: K — V, a — > icr @is; injektiv ist. Nach Bemer-
kung (2.76) ist A5 ein K-Vektorraumhomomorphismus. Somit ist A; genau dann injektiv, wenn Ker Ay = {0}
ist, siche Lemma (2.63). Insgesamt ist daher s genau dann linear unabhingig, wenn fiir a € KerAg, d.h. fiir
a € KU mit > icr @isi = As(a) = 0, stets a = 0 folgt. O
Nach Bemerkung (2.96) ist eine Familie s = (s;);er in einem Vektorraum V iiber einem Koérper K genau
dann linear unabhingig, wenn sich die Null in V nur als Linearkombination von s zu 0 € K darstellen
lisst. Mit anderen Worten: Genau dann ist s linear unabhéngig, wenn aus ), ; a;s; = 0 fiir a € K () (d.h.
fir a; € K mit a; = 0 fiir fast alle ¢ € I) stets a = 0 (d.h. a; = 0 fiir alle ¢ € I) folgt. Insbesondere ist ein
n-Tupel t = (t;)e[1,n) in V fiir ein n € Ny genau dann linear unabhéingig, wenn aus | a;t; =0fira; € K,
J € [1,n] stets a; = 0 fiir j € [1,n] folgt.

J€[1,n]

(2.97) Beispiel.
(a) In R3 ist
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
linear unabhéngig.
(b) In R* ist
{(3,-2,-3,4),(1,1,-1,1),(-1,-1,1,3),(-2,2,2,1)}
linear abhéngig und
{(1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}

linear unabhéngig.
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(c) In F5*? ist

{<1 O>’(O 1),<0 O>’<O 0)}
00 0 0 10 0 1
linear unabhéngig.
Beweis.
(a) Es seien a,b,c € R mit
a(1,0,0) +b(0,1,0) + ¢(0,0,1) =0
gegeben. Dann ist (a,b,c) = 0. Somit ist
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
linear unabhingig in R3.
(b) Es ist
16(3, 2, —3,4) + (=27)(1,1,~1,1) + (—=19)(~1,—1,1,3) + 20(—2,2,2,1) = (0,0,0,0),
aber (16, —27, —19, 20) # (0,0,0,0). Somit ist
{(3,-2,-3,4),(1,1,-1,1), (-1,-1,1,3), (~2,2,2,1)}
linear abhiingig in R*.
Es seien a, b, c € R mit
a(1,0,—1,0) +b(0,1,0,0) + ¢(0,0,0,1) =0
gegeben. Dann haben wir (a,b, —a,c) = 0= (0,0,0,0), also a =0, b =0, ¢ = 0. Somit ist
{(1,0,-1,0),(0,1,0,0), (0,0,0,1)}
linear unabhéngig in R%.
(c) Dies lisst sich analog zu (a) beweisen. O

(2.98) Bemerkung. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben. Dann ist () eine linear unab-
héngige Familie von V.

Beweis. Es ist K = K? = {0} und damit Ag: K®) — V notwendigerweise injektiv. O

(2.99) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V', eine Familie s = (s;)ic; in V und eine
Teilmenge J von I gegeben. Wenn s linear unabhéngig ist, dann ist auch s|; = (s;),cs linear unabhéngig.

Beweis. Es sei s linear unabhéingig und es sei @ € K(/) mit >

Zaij + Z Os; = Zajsj =0.

jeJ i€I\J jeJ

jes@;s; =10 gegeben. Dann ist

Da aber s linear unabhéngig ist, folgt a; = 0 fiir alle j € J. Somit ist auch s|; linear unabhéngig. O

(2.100) Korollar. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und eine Familie s = (s;);er von V' gegeben.
Wenn es ein ¢ € I mit s; = 0 gibt, dann ist s linear abhéngig.

Beweis. Es sei i € I mit s; = 0 gegeben. Dann ist 1% -0V = 0V, aber 1% # 0%, Somit ist s|g;y linear abhéngig
und damit auch s linear abhéngig nach Bemerkung (2.99). O

(2.101) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V', eine Familie s = (s;);c7 in V und ein i € T
gegeben. Wenn s; eine Linearkombination von s| ;) ist, dann ist s linear abhéngig.
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Beweis. Es sei s; eine Linearkombination von s|p ;3. Dann gibt es ein a € KD mit s; = Zje[\{i} ajs; und
also mit 3,y (53 @585 + (—1)s; = 0. Wegen —1 7 0 ist s daher linear abhéingig.

(2.102) Bemerkung. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.

(a) Eine Familie s = (s;)ies in V ist genau dann linear unabhéngig, wenn {s; | i € I} linear unabhéngig ist
und die Eintrége von s verschieden sind.

(b) Eine Teilmenge S von V ist genau dann linear unabhéngig, wenn (s)ses linear unabhingig ist.
Beweis.
(a) Es sei eine Familie s = (s;);er in V gegeben. Wenn {s; | ¢ € I'} linear unabhéngig ist und die Eintréige von s
verschieden sind, dann ist I — {s; | i € I}, i — s; eine Bijektion und daher auch s linear unabhéngig.

Es sei umgekehrt {s; | i € I} linear abhéngig. Wir wéihlen eine Teilmenge J von I so, dass es fiir jedes
i€l ein j € J mit s; = s; gibt, und so, dass die Eintrége von s|; verschieden sind (d.h. wir wéhlen eine
Transversale bzgl. der Bildgleichheit der Abbildung I — V, i+ s;). Dannist {s; | j € J} = {s; | i € I}
linear abhéngig und J — {s; | j € J}, j — s; eine Bijektion, also auch s|; linear abhéngig. Nach
Bemerkung (2.99) folgt die lineare Abhéngigkeit von s.

Schlieflich seien die Eintrage von s nicht verschieden, d.h. es gebe 4,7 € I mit i # ¢’ und s; = s;7. Dann
gilt 1s; 4 (—1)sy = 0, es ist also s|y; /) linear abhéngig und damit auch s nach Bemerkung (2.99).

Im Umkehrschluss gilt daher: Wenn s linear unabhéngig in V ist, dann ist auch {s; | ¢ € I} linear
unabhéngig und die Eintrége von s sind verschieden.

(b) Es sei eine Teilmenge S von V gegeben. Da die Eintrige von (s)scs stets verschieden sind, ist (s)ses
nach (a) genau dann linear unabhéngig, wenn {s | s € S} = S linear unabhingig ist. O

(2.103) Beispiel. In R? ist {(1,0,0),(0,1,0),(1,0,0)} linear unabhingig und ((1,0,0), (0,1,0), (1,0,0)) linear
abhéngig.

(2.104) Bemerkung. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V gegeben. Genau dann ist (v) linear
unabhéngig, wenn v # 0 ist.

Beweis. Wenn (v) linear unabhéngig ist, dann ist v # 0 nach Korollar (2.100). Es sei also umgekehrt v # 0. Nach
Lemma (2.44) folgt dann aus av = 0 stets ¢ = 0. Somit ist (v) nach Bemerkung (2.96) linear unabhéngig. O

(2.105) Proposition. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V' und eine Familie s = (s;);cr in V gegeben.

(a) Genau dann ist s linear abhéingig, wenn es ein i € I so gibt, dass s; eine Linearkombination von s|p\ (;
ist.

(b) Es sei ein i € I so gegeben, dass s|p\ () linear unabhéingig ist. Genau dann ist s linear abhéingig, wenn s;
eine Linearkombination von s|p g4} ist.

Beweis.

(a) Zunichst sei s linear abhiingig, so dass es ein a € K\ {0} mit > jera;sj = 0 gibt. Wegen a # 0ist a; # 0
fiireiné € I. Aus 0 =3,y a;s; = > cp sy @555 + a;8; folgt nun

si=—at Y aisi= ) (-a;la)s;,
jel\{i} JEI{i}

d.h. s; ist eine Linearkombination von S\I\{i}.

Gibt es umgekehrt ein 7 € I derart, dass s; eine Linearkombination von s|p\ g4} ist, so ist s linear abhéngig
nach Bemerkung (2.101).
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(b) Zunichst sei s; keine Linearkombination von s|p ;3. Um zu zeigen, dass s linear unabhéngig ist, sei
a € KU mit > jer ajs; = 0 gegeben. Dann gilt Zjel\{i} a;s; + a;s; =0, also

a;S; = — Z aij = Z (—aj)sj.

JEI\{i} jel\{i}

Da s; keine Linearkombination von s|p (4} ist, folgt a; = 0. Somit haben wir Zjej\{i} ajsj = 0 und

die lineare Unabhéngigkeit von s|\; liefert a; = 0 fiir alle j € I\ {i}. Insgesamt ist s daher linear

unabhéngig.

Ist umgekehrt s; eine Linearkombination von s|;cp (43, so ist s linear abhéingig nach Bemerkung (2.101).
O

Basen
(2.106) Definition (Basis). Es seien ein Kérper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.

(a) Eine Familie s = (s;);cs in V heilst (parametrisierte) Basis iiber K (oder (parametrisierte) K-Basis oder
(parametrisierte) Basis) von V., wenn A,: K(I) — V bijektiv ist.

(b) Eine Teilmenge S von V heiRt Basis iiber K (oder K-Basis oder Basis) von V, wenn Ag: K(5) — V
bijektiv ist.

In einem Vektorraum V iiber einem Korper K sei eine Familie s = (s;);cr gegeben. Genau dann ist s eine
parametrisierte Basis von V', wenn sich jeder Vektor in V eindeutig als Linearkombination von s schreiben
lisst. Mit anderen Worten: Genau dann ist s eine parametrisierte Basis, wenn fiir jedes v € V ein a € K
(dh. a; € K mit a; = 0 fiir fast alle i € I) mit v = ), ; a;s; existiert und wenn aus ) ,.;a;s; = D ;o7 bisi
fiir a,b € KU stets a = b (d.h. a; = b; fiir alle i € I) folgt. Insbesondere ist ein n-Tupel t = (t;)cp1,n in V
fir ein n € Ny genau dann eine parametrisierte Basis von V, wenn fiir jedes v € V stets a; € K fiir j € [1,n]
mit v =73, , a;t; existieren und wenn aus oy 1 ait; = Do e ) bity fiir aj, 05 € K, j € [1,n] stets a; = b;
fir j € [1,n] folgt.

(2.107) Bemerkung. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.

(a) Eine Familie s = (s;);er in V ist genau dann eine Basis von V', wenn {s; | i € I'} eine Basis von V ist und
die Eintrége von s verschieden sind.

(b) Eine Teilmenge S von V ist genau dann eine Basis von V, wenn (s)scs eine Basis von V ist.
Beweis.
(a) Dies folgt aus Bemerkung (2.88)(a) und Bemerkung (2.102)(a).
(b) Dies folgt aus Bemerkung (2.88)(b) und Bemerkung (2.102)(b). O

(2.108) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V' und eine Teilmenge S von V' gegeben. Die
folgenden Bedingungen sind &quivalent.

(a) Esist S eine Basis von V.
(b) Es ist S ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V.
(c) Esist Ag: K — V ein K-Vektorraumisomorphismus.

Beweis. Genau dann ist S eine Basis von V, wenn Ag: K%) — V bijektiv, d.h. injektiv und surjektiv, ist.
Nun ist Ag nach Definition (2.95)(b) aber genau dann injektiv, wenn S linear unabhéngig ist, sowie nach
Bemerkung (2.91) genau dann surjektiv, wenn S ein Erzeugendensystem von V ist. Insgesamt ist S genau dann
eine Basis von V, wenn S ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V ist. Somit sind Bedingung (a) und
Bedingung (b) dquivalent.

Nach Bemerkung (2.76) ist Ag: K(5) — V stets ein Homomorphismus. Dies bedeutet nach Bemerkung (2.40)
aber, dass Ag genau dann bijektiv ist, wenn es ein Isomorphismus ist. Folglich sind auch Bedingung (a) und
Bedingung (c) dquivalent.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O
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(2.109) Beispiel.
(a) Es ist
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
eine Basis von R3.
(b) Esist {(1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)} eine Basis des Unterraums
((3,-2,-3,4),(1,1,-1,1),(-1,-1,1,3),(-2,2,2,1))
von R*.

(c) Esist

G 0G0 o)G o

eine Basis von F2*2.
Beweis.
(a) Dies folgt aus Beispiel (2.87)(a), Beispiel (2.97)(a) und Bemerkung (2.108).
(b) Dies folgt aus Beispiel (2.87)(b), Beispiel (2.97)(b) und Bemerkung (2.108).
(c) Dies folgt aus Beispiel (2.87)(c), Beispiel (2.97)(c) und Bemerkung (2.108). O
(2.110) Bemerkung. Es sei ein Korper K gegeben. Dann ist () eine Basis von {0}.

Beweis. Es ist () ein Erzeugendensystem von {0} nach Korollar (2.71)(a). Ferner ist @) linear unabhingig nach
Bemerkung (2.98) und Bemerkung (2.102)(b). Folglich ist §) eine Basis von {0} nach Bemerkung (2.108). O

Nach Proposition (2.92) wissen wir, dass Vektorraumhomomorphismen durch ihre Werte auf Erzeugendensys-
temen eindeutig bestimmt sind. Nun zeigen wir, dass auf einer Basis sich sogar jede Vorgabe von Werten zu
einem Vektorraumhomomorphismus fortsetzen lésst.

(2.111) Proposition. Es seien ein Kérper K und ein K-Vektorraum V gegeben.

(a) Es sei eine parametrisierte Basis s = (s;)ic; von V gegeben. Fiir jeden K-Vektorraum W und jede
Familie w = (w;);er in W gibt es genau einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W mit w; = ¢(s;)
fiir alle ¢ € I, gegeben durch

= Ay o?\;l.

FirveV,ae€ KO mit v = A (a) ist

o(v) = Z a; W;.

icl

(b) Es sei eine Basis S von V' gegeben. Fiir jeden K-Vektorraum W und jede Abbildung f: S — W gibt es
genau einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V — W mit f = ¢|g, gegeben durch

o) = 3 a, £(s)

ses

fir v € V, a € K& mit v = Ag(a).

s w

.'T‘
inc‘[ o

v



4. LINEARKOMBINATIONEN 95

Beweis.

(a) Es seien ein K-Vektorraum W und eine Familie w = (w;);c; in W gegeben. Nach Proposition (2.92)(a)
gibt es hochstens einen Homomorphismus ¢: V' — W mit w; = ¢(s;) fiir alle ¢ € I. Wir miissen also le-
diglich die Existenz eines solchen Homomorphismus zeigen. Es ist s eine Basis von V, also Ay: KD — V,
a+ > ;.7 a;s; ein Isomorphismus nach Bemerkung (2.108). Ferner ist A, : K — W, a — 3, ; aif(s;)
ein Homomorphismus nach Bemerkung (2.76). Aus Bemerkung (2.37)(a) folgt nun, dass dann auch
¢ := Ay o A1 ein Homomorphismus ist.

KO M

%

14
FirveV,aec KD mit v = A,(a) gilt

P(0) = AuAs () = Aula) = 3 a.

el

Insbesondere gilt fiir ¢ € I stets s; = As((8;,5)jer) und damit

QO(SZ) = Z Si,jwj = Ww;.

JjeI
(b) Dies folgt aus (a) und Bemerkung (2.107)(b). O

(2.112) Beispiel. Es gibt genau einen F5-Vektorraumhomomorphismus ¢: IE‘EX2 — F§X1 mit

o D=6 = (ol -6 -3

gegeben durch

(a b ) = a-+2d
PNe a)) T \2a—b—2d
fiir a,b,c,d € Fs.

Beweis. Nach Beispiel (2.109)(c) ist

G0 o) 6 o))

eine Basis von F2*2. Somit gibt es nach Proposition (2.111)(b) genau einen Homomorphismus ¢: F2*? — F2*!

T 0l () -0 D)

gegeben durch
a b 1 0 0 1 0 0 0 0
Ale ap=eelo o)+ o) =< 0) = 1)
(1 0 0 2\ a+2d
—oa) o () +e(0) (%) - (53 )
fir a,b,c,d € Fs. O

(2.113) Proposition. Es seien ein Korper K, Vektorrdume V und W iiber K, eine parametrisierte Ba-
sis s = (8;)ier von V und eine Familie w = (w;);er in W gegeben. Ferner bezeichne ¢: V' — W den eindeutig
bestimmten K-Vektorraumhomomorphismus mit ¢(s;) = w; fiir alle ¢ € I.
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(a) Genau dann ist ¢ surjektiv, wenn w ein Erzeugendensystem von W ist.
(b) Genau dann ist ¢ injektiv, wenn w linear unabhéngig in W ist.
(¢) Genau dann ist ¢ ein Isomorphismus, wenn w eine Basis von W ist.

Beweis. Nach Proposition (2.111)(a) ist ¢ = A, o A7}, wobei A; ! ein Isomorphismus und damit insbesondere
bijektiv ist.

(a) Genau dann ist ¢ surjektiv, wenn A,, surjektiv ist, nach Bemerkung (2.91) also genau dann, wenn w ein
Erzeugendensystem von W ist.

(b) Genau dann ist ¢ injektiv, wenn A,, injektiv ist, d.h. wenn w linear unabhéngig in W ist.

(c) Nach Bemerkung (2.40) ist ¢ genau dann ein Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist. Dies gilt aber genau
dann, wenn A,, bijektiv ist, d.h. wenn w eine Basis von W ist. O

(2.114) Lemma. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und eine Teilmenge S von V gegeben. Die
folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Esist S eine Basis von V.
(b) Esist S eine bzgl. Inklusion maximale linear unabhingige Teilmenge von V.
(c) Esist S ein bzgl. Inklusion minimales Erzeugendensystem von V.

Beweis. Es gelte zundchst Bedingung (a), d.h. es sei S eine Basis von V. Dann ist S insbesondere eine linear
unabhéngige Teilmenge von V' nach Bemerkung (2.108). Wegen der Surjektivitat von Ag: K (5) 5 V ist ferner
jedes v € V'\ S eine Linearkombination von S. Dies impliziert nach Bemerkung (2.101) aber bereits die lineare
Abhéngigkeit von SU{v} fiir alle v € V'\ S (und damit insbesondere die lineare Abhéngigkeit jeder Teilmenge T
von V mit S C T nach Bemerkung (2.99) und Bemerkung (2.102)(b)). Folglich ist S eine bzgl. Inklusion
maximale linear unabhéngige Teilmenge von V, d.h. Bedingung (b) ist erfiillt.

Als néchstes gelte Bedingung (b), d.h. es sei S eine bzgl. Inklusion maximale linear unabhéngige Teilmenge
von V. Fir v € V'\ S ist dann S U {v} eine linear abhéngige Teilmenge von V wegen der Maximalitdt von S,
also v € ) g Ks = (S) nach Proposition (2.105)(b) und Lemma (2.80)(b). Somit ist V' \ S C (S). Da nach
Bemerkung (2.70) aber auch S C (S) ist, haben wir insgesamt V' = (S), d.h. S ist ein Erzeugendensystem von V.
Um zu zeigen, dass S ein bzgl. Inklusion minimales Erzeugendensystem von V ist, sei ein s € S gegeben. Wegen
der linearen Unabhéngigkeit von S ist dann s keine Linearkombination von S'\ {s} nach Proposition (2.105)(a),
also s ¢ 37 e\ (s) Kt = (5\ {s}) nach Lemma (2.80)(b). Insbesondere ist V' # (S'\ {s}), d.h. S\ {s} ist kein
Erzeugendensystem von V. Mit Korollar (2.72) folgt, dass jede echte Teilmenge T von S kein Erzeugendensystem
von V ist. Folglich ist S ein minimales Erzeugendensystem von V, d.h. Bedingung (c) ist erfiillt.

Schlieflich gelte Bedingung (c), d.h. es sei S ein bzgl. Inklusion minimales Erzeugendensystem von V. Fiir
alle s € S ist dann S\ {s} kein Erzeugendensystem von V, d.h. es ist (S \ {s}) C V = (S) und damit s keine
Linearkombination von S\ {s} nach Proposition (2.82). Dies impliziert nach Proposition (2.105)(a) aber bereits
die lineare Unabhéngigkeit von S. Somit ist .S ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem und damit eine Basis
von V nach Bemerkung (2.108), d.h. Bedingung (a) ist erfiillt.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

(2.115) Proposition. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W und eine para-
metrisierte Basis s = (s;);er von V gegeben. Ferner sei J eine Teilmenge von I so gegeben, dass s|; eine Basis
von Ker ¢ ist. Dann ist o o s[5\ ; = (¢(si))ier\s eine parametrisierte Basis von Im ¢.

Beweis. Auf Grund der Surjektivitit von "™ ¢:V — Im ist (¢(s;))ier nach Proposition (2.113)(a) ein
Erzeugendensystem von Im . Da aber o(s;) = 0 fiir alle j € J, ist sogar (©(s;))ier\ s ein Erzeugendensystem
von Im ¢ nach Proposition (2.82).

Um zu zeigen, dass (¢(s;))iep s linear unabhéingig ist, sei ein a € K\ mit > ien @i p(si) = 0 gegeben. Wir
erhalten

0= Z a; p(s;) = o( Z aisi),

i€I\J i€I\J
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d.h. es ist ZiEI\J a;s; € Kerp. Da s|; als Basis insbesondere ein Erzeugendensystem von Ker ¢ ist, gibt es
ein b € K(/) mit Dieny @isi = >y bjs;. Es folgt

jeJ
0= Z Q;S; — Z bij == Z a;8; + Z(*bj)sj',
i€INJ JEJ i€I\J jeJ

also a; = 0 fir ¢ € I\ J und b; = 0 fur j € J auf Grund der linearen Unabhéngigkeit von s. Folglich
ist (¢(si))ier\s linear unabhéngig.

Insgesamt ist (¢(s;))ier\s ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von Im ¢, nach Bemerkung (2.108) also
eine Basis von Im ¢. O

(2.116) Korollar. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraumisomorphismus ¢: V' — W gegeben. Fiir jede
parametrisierte Basis s = (s;)ier von V ist (¢(s;))ier eine Basis von W.

Beweis. Es sei eine parametrisierte Basis s = (s;);c;r von V gegeben. Da ¢ ein K-Vektorraumisomorphismus
ist, gilt Ker ¢ = {0} und Im ¢ = W nach Korollar (2.64). Folglich ist (s;),;cp = () eine Basis von Ker ¢ nach
Bemerkung (2.110) und somit (©(s;))ier\g = (¢(5i))ier eine Basis von Im ¢ = W nach Proposition (2.115). [
Standardbasis
(2.117) Beispiel. Es seien eine Menge I und ein Korper K gegeben. Dann ist e = (e;);c; definiert durch

ei = (8i)jer
eine parametrisierte Basis von K ).

Beweis. Fiir a € K gilt

Ae(a) =D aies = Y aiBig)jer = (Y aidiy)jer = (a5)jer = a,

i€l el el

d.h. es ist A, = idg ). Insbesondere ist A, eine Bijektion und damit e eine Basis von KD, O

(2.118) Definition (Standardbasis). Es seien eine Menge I und ein Korper K gegeben. Die Basis ¢ = K =

(eK(I))iGI aus Beispiel (2.117) heift Standardbasis von KU,

K3

In Beispiel (2.109)(a), (¢) haben wir Standardbasen von R® bzw. F3*? (aufgefasst als Mengen) betrachtet.
Die Standardbasis von K" = K {17 ist gegeben durch

e=(er,...,en) = ((1,0,...,0,0),...,(0,0,...,0,1)).

(2.119) Notation. Es seien n € Ny und ein Korper K gegeben.

. . . . nx1 nx1
(a) Fiir i € [1,n] schreiben wir ¢; = e := el :
. . . . K1xn Klxn
(b) Fiir i € [1,n] schreiben wir e; = e; =y
Aufgaben

Aufgabe 68 (Erzeugnis). Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W und eine
Familie s = (s;);er in V' gegeben. Zeigen Sie, dass

e((si | i€ 1)) = (p(si) | i € T)
ist.

Aufgabe 69 (Erzeugendensysteme). Es sei ein Kérper K gegeben und es sei ¢: K22 — K?2*2 definiert durch

e ap=( 0 (6 0)

fiir a,b,c,d € K. Zeigen Sie, dass ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus ist und bestimmen Sie Erzeugenden-
systeme von Ker ¢ und Im ¢ mit moglichst wenig Elementen.
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Aufgabe 70 (lineare Unabhéngigkeit). Es sei ein Korper K gegeben.

(a) Es seien ein K-Vektorraum V, ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V — V und ein v € V gegeben.
Ferner sei n := min {k € Nq | ¢*(v) = 0}. Zeigen Sie, dass (¢*(v))xe[o,n—1] linear unabhingig ist.

b) Fiir welche (a,b,c) € K3 ist
(b) (a,b,c¢)

1 1 1
{{al]l,lb],|c]|}
a? b2 c?

linear unabhéngig in K3*1?
Aufgabe 71 (lineare Unabhéngigkeit von irrationalen Zahlen). Zeigen Sie:
(a) Es ist
QV2| = {a+bv2|a,beQ}
ein Q-Untervektorraum von R.
(b) Esist v/3 ¢ Q[v2].
(c) Esist (1,4/2,v/3,v/6) linear unabhingig in R iiber Q.
Aufgabe 72 (lineare Unabhéngigkeit fiir Abbildungen).

(a) Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W und eine Familie s = (s;);cr in V
gegeben. Zeigen Sie: Wenn (¢(s;));cs linear unabhéngig in W ist, dann ist (s;);cs linear unabhéngig in V.

(b) Es seien eine Menge X, ein n-Tupel 2 = (7;)ien,n) in X und ein Korper K gegeben. Zeigen Sie,
dass ¢: Map(X, K) — K", f — (f(2:))ic[1,n) €in K-Vektorraumhomomorphismus ist.

(c) Zeigen Sie, dass (z — 1,z + z,z + 2?) linear unabhiingig in Map(R, R) ist.

(d) Zeigen Sie, dass (sin, cos) linear unabhingig in Map(R, R) ist.

5 Dimension

Existenz von Basen

(2.120) Satz (Basisauswahlergdnzungssatz). Es seien ein Korper K und ein endlich erzeugter K-Vektorraum V'
gegeben. Fiir jede linear unabhéngige Teilmenge S in V' und jedes endliche Erzeugendensystem 7" von V gibt
es eine Teilmenge 7" von T so, dass S U T’ eine Basis von V ist.

Beweis. Es sei eine linear unabhéngige Teilmenge S von V und ein endliches Erzeugendensystem T von V
gegeben. Wegen der Endlichkeit von T gibt es eine bzgl. Inklusion maximale Teilmenge 7" von T so, dass SUT”
eine linear unabhiingige Teilmenge von V ist. Wir wollen zeigen, dass S U T’ ein Erzeugendensystem von V'
ist. Fir t € T\ T" ist SUT" U {t} wegen der Maximalitit von S U T’ eine linear abhéngige Teilmenge von V
und damit ¢ € (S UT") nach Proposition (2.105)(b) und Lemma (2.80)(b). Somit ist 7'\ 77 C (S UT"). Nach
Bemerkung (2.70) ist aber auch 7" C (SUT"), also T = (T\T")UT’ C (SUT") und folglich V = (T) C (SUT’).
Somit ist S U T’ in der Tat ein Erzeugendensystem von V', und auf Grund der linearen Unabhéngigkeit also
sogar eine Basis von V nach Bemerkung (2.108). O

(2.121) Korollar (Basisauswahlsatz). Es seien ein Korper K und ein endlich erzeugter K-Vektorraum V'
gegeben. Fiir jedes endliche Erzeugendensystem S von V gibt es eine Teilmenge S’ von S so, dass S’ eine Basis
von V ist.

Beweis. Es sei ein endliches Erzeugendensystem S von V' gegeben. Da §) nach Bemerkung (2.98) und Bemer-
kung (2.102)(b) eine linear unabhingige Teilmenge von V ist, gibt es nach Satz (2.120) eine Teilmenge S’ von S
so, dass S’ = ) U S’ eine Basis von V ist. O
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Der Basisauswahlsatz (2.121) besagt also, dass sich aus jedem endlichen Erzeugendensystem eines endlich er-
zeugten Vektorraums eine Basis auswahlen lésst.

(2.122) Korollar. Es sei ein Kérper K und ein endlich erzeugter K-Vektorraum V' gegeben. Dann gibt es eine
endliche Basis von V.

Beweis. Da V endlich erzeugt ist, gibt es ein endliches Erzeugendensystem S von V. Nach dem Basisauswahl-
satz (2.121) gibt es eine Teilmenge S’ von S so, dass S eine Basis von V ist. Die Endlichkeit von S impliziert
die Endlichkeit von S’. O

(2.123) Korollar (Basisergdnzungssatz). Es seien ein Kérper K und ein endlich erzeugter K-Vektorraum V
gegeben. Fiir jede linear unabhéngige Teilmenge S von V gibt es eine Basis S’ von V so, dass S eine Teilmenge
von S’ ist.

Beweis. Es sei eine linear unabhéngige Teilmenge S von V gegeben. Da V endlich erzeugt ist, gibt es ein
endliches Erzeugendensystem T von V. Nach Satz (2.120) gibt es eine Teilmenge T” von T so, dass S’ := SUT’
eine Basis von V ist. O

Der Basiserginzungssatz (2.123) besagt also, dass jede linear unabhéingige Teilmenge eines endlich erzeugten
Vektorraums zu einer Basis dieses Vektorraums ergénzt werden kann.

(2.124) Korollar. Es seien ein Korper K, ein endlich erzeugter K-Vektorraum V und ein K-Untervektor-
raum U von V gegeben. Fiir jede Basis S von U gibt es eine Basis S’ von V so, dass S eine Teilmenge von S’
ist.

Beweis. Es sei eine Basis S von U gegeben. Dann ist S linear unabhéngig in U und damit auch in V. Nach dem
Basiserginzungssatz (2.123) gibt es eine Basis S von V mit S C S’. O

(2.125) Korollar. Es seien ein Kérper K und ein endlich erzeugter K-Vektorraum V' gegeben.

(a) Es sei eine linear unabhéngige Familie s = (s;);er in V' gegeben. Fiir jeden K-Vektorraum W und jede
Familie w = (w;);er in W gibt es einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W mit w; = ¢(s;) fir
alle i € I.

(b) Es sei eine linear unabhéngige Teilmenge S von V' gegeben. Fiir jeden K-Vektorraum W und jede Abbil-
dung f: S — W gibt es einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V — W mit f = ¢|s.

SLW

.'T‘
inc‘[ e

%

Beweis.

(a) Siehe Aufgabe 74.
(b) Dies folgt aus (a) und Bemerkung (2.102)(b). O

Eindeutigkeit von Basen

(2.126) Lemma (Austauschlemma von Steinitz). Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V, ein Erzeu-
gendensystem 7 von V, ein s € V und ein a € KT mit s = > ier @it gegeben. Fiir alle ¢ € T mit a; # 0
ist T\ {t} U {s} ein Erzeugendensystem von V.

Beweis. Es sei t € T mit a; # 0 gegeben. Nach Lemma (2.80)(b) ist dann
t=a;(— Z apt' +s) = Z (—a; tag )t +a;'s
teT\{t} teT\{t}

eine Linearkombination von T'\ {t} U {s}. Da T ein Erzeugendensystem von V ist, gilt dies auch fur T'U {s}
nach Bemerkung (2.90). Wir erhalten

V=(TU{s}) =(TU{s)h\{t}) = (T\{t} U{s})

nach Proposition (2.82), d.h. T'\ {t} U {s} ist ein Erzeugendensystem von V. O



100 KAPITEL II. LINEARE STRUKTUREN

(2.127) Satz (Steinitzscher Austauschsatz). Es seien ein Kérper K und ein K-Vektorraum V' gegeben. Fiir jede
endliche linear unabhéngige Teilmenge S von V und jedes Erzeugendensystem T von V gibt es eine Teilmenge S’
von T mit |S’| = |S] so, dass T'\ S” U S ein Erzeugendensystem von V ist.

Beweis. Es sei ein Erzeugendensystem T von V' gegeben. Durch Induktion nach |S| zeigen wir, dass es fiir jede
endliche linear unabhéngige Teilmenge S von V eine Teilmenge S’ von T mit |S’| = |S| so gibt, dass T\ S’ U S
ein Erzeugendensystem von V ist.

Ist [S] =0,s0ist S=0 und es ist T\ QU D = T ein Erzeugendensystem von V.

Es sei also eine endliche linear unabhéngige Teilmenge S von V mit |S| > 1 gegeben und es sei angenommen,
dass es fiir jede linear unabhéngige Teilmenge U von V' mit |U]| < |S| eine Teilmenge U’ von T mit |U’| = |U| so
gibt, dass T\U'UU ein Erzeugendensystem von V ist. Wegen |S| > 1 gibt es ein Element so € S. Da S\{so} nach
Bemerkung (2.99) linear unabhéngig und [S\ {so}| = |S|—1 < | 5] ist, gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine
Teilmenge S” von T mit |S”| =[S\ {so}| = |S]| —1 so, dass T\ S”U(S\ {so}) ein Erzeugendensystem von V ist.
Nach Bemerkung (2.91) ist so eine Linearkombination von T\ $”U(S\{s0}), d.h. es gibt ein a € K(T\S"U(S\{s0}))

mit
Sp = Z ait + Z agS.

teT\S” seS\{so}

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von S ist so nach Bemerkung (2.101) keine Linearkombination von S\ {so}.
Folglich gibt es ein tg € T'\ S” mit as, # 0. Wir setzen S” := S” U {¢o}. Nach dem Austauschlemma (2.126) ist
mit 7'\ S” U (S\ {so}) dann auch T'\ (S” U {to}) US =T\ S US ein Erzeugendensystem von V.

Nach dem Induktionsprinzip folgt, dass es fiir jede endliche linear unabhéingige Teilmenge S von V eine Teil-
menge S’ von T mit |S’| = |S] so gibt, dass T\ S” U S ein Erzeugendensystem von V ist. O

(2.128) Korollar. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V gegeben. Fiir jede endliche linear unab-
héngige Teilmenge S von V und jedes Erzeugendensystem 7" von V gilt

S| < [T7.

Beweis. Es sei eine endliche linear unabhéngige Teilmenge S von V und ein Erzeugendensystem T von V'
gegeben. Nach dem Steinitzschen Austauschsatz (2.127) gibt es eine Teilmenge S’ von T mit |S’'| = |S| so,
dass T'\ S’ U S ein Erzeugendensystem von V ist. Insbesondere gilt

S| = 19" < [T. O
(2.129) Korollar. Es seien ein Kérper K, ein K-Vektorraum V und eine endliche Basis S von V' gegeben.
(a) Fiir jedes Erzeugendensystem T von V gilt |T'| > |S].
(b) Fiir jede linear unabhéngige Teilmenge T von V gilt [T'| < |S].
Beweis.

(a) Es seiein Erzeugendensystem 7" von V gegeben. Nach Bemerkung (2.108) ist S als Basis linear unabhéngig.
Da S endlich ist, folgt |S| < |T'| nach Korollar (2.128).

(b) Es sei eine linear unabhingige Teilmenge T in V gegeben. Nach Bemerkung (2.108) ist S als Basis
ein Erzeugendensystem von V. Jede endliche Teilmenge Ty von T ist linear unabhingig nach Bemer-
kung (2.99), es gilt also |Tp| < |S| nach Korollar (2.128). Dies impliziert aber schon, dass T" selbst endlich
ist und |T| < |9] gilt. O

(2.130) Korollar. Es seien ein Korper K, ein endlich erzeugter K-Vektorraum V und Basen S und 7" von V
gegeben. Dann sind S und 7" endlich und es gilt

S| =T

Beweis. Da V endlich erzeugt ist, gibt es eine endliche Basis X von V.

Nach Bemerkung (2.108) sind Basen linear unabhingige Erzeugendensysteme. Die Endlichkeit von X impli-
ziert |S| > |X| nach Korollar (2.129)(a) sowie |S| < |X| nach Korollar (2.129)(b). Insgesamt haben wir al-
so |S] = |X| und damit insbesondere die Endlichkeit von S.

Analog zeigt man, dass T endlich und |T'| = | X]| ist. Es folgt

S| = x| = []. O



5. DIMENSION 101
(2.131) Korollar. Es seien ein Korper K, ein endlich erzeugter K-Vektorraum V und eine Teilmenge S von V
gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Esist S eine Basis von V.

(b) Esist S ein bzgl. Kardinalitéiit minimales Erzeugendensystem von V.

(c) Esist S eine bzgl. Kardinalitit maximale linear unabhéngige Teilmenge von V.

Beweis. Wenn S eine Basis von V ist, so ist S endlich nach Korollar (2.130) und somit ein bzgl. Kardinalitét
minimales Erzeugendensystem von V nach Bemerkung (2.108) und Korollar (2.129)(a). Ist umgekehrt S ein
bzgl. Kardinalitdt minimales Erzeugendensystem von V', so ist S insbesondere ein bzgl. Inklusion minimales
Erzeugendensystem von V und damit eine Basis von V nach Lemma (2.114). Dies zeigt die Aquivalenz von
Bedingung (a) und Bedingung (b).

Wenn S eine Basis von V ist, so ist .S endlich nach Korollar (2.130) und somit eine bzgl. Kardinalitidt maximale
linear unabhéngige Teilmenge von V' nach Bemerkung (2.108) und Korollar (2.129)(b). Ist umgekehrt S eine
bzgl. Kardinalitdt maximale linear unabhéngige Teilmenge von V, so ist S insbesondere eine bzgl. Inklusion
maximale linear unabhingige Teilmenge von V' und damit eine Basis von V nach Lemma (2.114). Dies zeigt die
Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (c).

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O
Dimension eines endlich erzeugten Vektorraums

Nach Korollar (2.122) hat jeder endlich erzeugte Vektorraum eine endliche Basis, und nach Korollar (2.130)
sind die Kardinalitdten von verschiedenen Basen gleich. Man sagt, dass diese Kardinalitit eine Invariante des
Vektorraums ist: Sie ist unabhéngig von der betrachteten Basis und hédngt nur vom Vektorraum ab. Wir wollen
ihr einen Namen geben:

(2.132) Definition (Dimension). Es seien ein Kérper K und ein endlich erzeugter K-Vektorraum V gegeben.
Fiir eine Basis S von V heiftt

dimV =dimg V :=|S|
die Dimension von V iiber K (oder die K -Dimension von V).
(2.133) Beispiel. Es sei ein Korper K gegeben.
(a) Fiir jede endliche Menge T ist

dimg KT = |I|.

(b) Fiir n € Ny ist

dimg K™ = n.
(¢) Fir m,n € Ny ist
dimyg K™*™ = mn.

Beweis.

(a) Nach Beispiel (2.117) ist die Standardbasis e = (e;);e; eine parametrisierte Basis von K!) = K. Da
I— KT, i e; injektiv ist, folgt

dim KT = |{e; | i € I'}| = |1|.
(b) Nach (a) ist

dim K™ = dim K" = |[1,0]| = n.
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(¢) Nach (a) ist
dim K™*" = dim KB — (1, m] x [1,0]| = |[1,m]||[1,n]| = mn. O
Nach Korollar (2.122) hat jeder endlich erzeugte Vektorraum eine endliche Basis. Da jede Basis eines Vektor-
raums insbesondere ein Erzeugendensystem ist, folgt umgekehrt aus der Existenz einer endlichen Basis, dass

der Vektorraum endlich erzeugt ist. Da die Dimension eines endlich erzeugten Vektorraums gerade die Anzahl
der Elemente einer endlichen Basis ist, vereinbaren wir folgende Terminologie:

(2.134) Definition ((un)endlichdimensional). Es seien ein Koérper K und ein K-Vektorraum V' gegeben.

(a) Wir sagen, dass V' endlichdimensional (iiber K) ist, wenn V endlich erzeugt ist. Ist V' nicht endlichdi-
mensional, so sagen wir, dass V' unendlichdimensional (iiber K) ist.

(b) Es sei n € Ny gegeben. Wir sagen, dass V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum ist, wenn V endlichdimen-
sional und dimg V = n ist.

(2.135) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und eine Teilmenge S
von V gegeben.

(a) Wenn S ein Erzeugendensystem von V ist, so ist |\S| > dimg V.
(b) Wenn S linear unabhéngig in V' ist, so ist |S]| < dimg V.
Beweis. Nach Korollar (2.122) gibt es eine endliche Basis T von V.
(a) Wenn S ein Erzeugendensystem von V ist, so gilt |S| > |T'| = dim V' nach Korollar (2.129)(a).
(b) Wenn S linear unabhéngig in V' ist, so gilt |S| < |T'| = dim V' nach Korollar (2.129)(b). O

(2.136) Korollar. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und eine Teilmenge S
von V gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Esist S eine Basis von V.
(b) Esist S ein Erzeugendensystem von V und |S| = dimg V.
(c) Esist S linear unabhéngig in V und |S| = dimg V.
Beweis. Dies folgt aus Bemerkung (2.135) und Korollar (2.131). O

Klassifikation endlichdimensionaler Vektorraume

(2.137) Satz. Es seien ein Korper K und endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W gegeben. Genau dann
ist

V=w,
wenn

dimg V =dimg W
ist.

Beweis. Es sein:=dimV.

Zunichst gelte V' = W, so dass es einen Isomorphismus ¢: V' — W gibt. Da dimV = n ist, gibt es eine
parametrisierte Basis s = (s;);e[1,,) von V. Nach Korollar (2.116) ist (¢(si))ie[1,n] eine parametrisierte Basis
von W. Insbesondere gilt dimV =n = dim W.

Nun gelte umgekehrt dim V' = dim W, so dass auch dim W = n ist. Es seien eine parametrisierte Basis s =
(8i)iep,n) von Vo ound eine parametrisierte Basis ¢ = (t;);ep1,n) von W gegeben. Nach Proposition (2.111)(a)
gibt es genau einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W mit (s;) = ¢; fiir alle ¢ € I, und nach
Proposition (2.113)(c) ist ¢ ein Isomorphismus. Insbesondere gilt V' = W. O
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(2.138) Korollar (Klassifikation endlichdimensionaler Vektorrdume). Es seien n € Ny, ein Koérper K und ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum V' gegeben. Genau dann ist

dimg V = n,
wenn
VK"
ist.
Beweis. Nach Beispiel (2.133)(b) ist dim K™ = n. Somit gilt genau dann dim V' = n, wenn dim V' = dim K™ ist,
was nach Satz (2.137) aber dquivalent zu V' =2 K™ ist. O

Dimension von Untervektorraumen

(2.139) Proposition. Es seien ein Koérper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Unter-
vektorraum U von V gegeben. Dann ist U endlichdimensional und es gilt

dimg U < dimg V.

Ferner gilt genau dann U = V', wenn
dimg U = dimg V

ist.

Beweis. Jede linear unabhingige Teilmenge S von U ist auch linear unabhéngig in V, erfiillt also |S| < dimV
nach Bemerkung (2.135)(b) und ist somit insbesondere endlich.

Es sei nun S eine bzgl. Kardinalitit maximale linear unabhéngige Teilmenge von U gegeben. Dann ist S
insbesondere eine bzgl. Inklusion maximale linear unabhéngige Teilmenge von V' und damit eine Basis von V'
nach Lemma (2.114). Wegen der Endlichkeit von S ist U endlichdimensional und es gilt dimU = |S| < dim V.
Wenn U = V ist, so insbesondere auch dimU = dim V. Es gelte also umgekehrt dimU = dim V. Dann ist
|S| = dimU = dim V' und damit S eine Basis von V nach (2.136)(a). Insbesondere ist S ein Erzeugendensystem
von V nach Bemerkung (2.108) und damit U = (S) = V. O

(2.140) Proposition. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und K-Untervektor-
rdume U; und Us von V' gegeben. Dann gilt

dimK(Ul + Ug) =dimg Uy + dimg Us — dlmK(Ul N UQ)
Beweis. Siehe Aufgabe 77. O

Rang und Defekt

(2.141) Proposition (Rangsatz). Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und
ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Dann sind Ker ¢ und Im ¢ endlichdimensional und es
gilt

dimg V = dimg (Ker ) + dimg (Im ¢).
Beweis. Siehe Aufgabe 78. O

(2.142) Definition (Rang). Es seien ein Koérper K und ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V- — W so
gegeben, dass V oder W endlichdimensional ist. Der Rang von ¢ ist definiert als

tkp = rkg ¢ := dimg (Im ).

(2.143) Definition (Defekt). Es seien ein Kérper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vek-
torraumhomomorphismus ¢: V. — W gegeben. Der Defekt von ¢ ist definiert als

def ¢ = defx ¢ := dimg (Ker ).
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(2.144) Bemerkung (Rangsatz). Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' und
ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V — W gegeben. Dann gilt

dimg V = def o + rk .

Beweis. Nach Proposition (2.141) gilt

dim V' = dim(Ker ¢) + dim(Im ¢) = def ¢ 4 rk . O
Aufgaben
Aufgabe 73 (Basisauswahl, 3 Punkte). Es sei U der F3-Untervektorraum von ]FgXl gegeben durch
-1 -1 1 -1 1
1 -1 1 -1 0
1 1 -1 1 -1
U= < 1 ’ 1 ’ 1 ) 1 ) 1 >
-1 1 1 -1 -1
-1 -1 0 0 0

Bestimmen Sie eine Basis von U.

Aufgabe 74 (Fortsetzungen von Vektorraumhomomorphismen auf linear unabhéngigen Familien). Es seien
ein Kérper K, ein endlich erzeugter K-Vektorraum V und eine linear unabhéngige Familie s = (s;);c; in V
gegeben. Zeigen Sie: Fiir jeden K-Vektorraum W und jede Familie w = (w;);cr in W gibt es einen K-Vektor-
raumhomomorphismus ¢: V' — W mit w; = ¢(s;) fiir alle i € I.

Aufgabe 75 (Fortsetzen von Vektorraumhomomorphismen). Fiir i € [1,5] seien 2; € R*, y; € R® gegeben
durch

21 = (1,1,0,0), z := (3,4,0, —1), a3 := (0,0,2,1), x4 := (0,1,2,0), x5 := (~2,1,1,1),
= (Oa 150)7 Y2 ‘= (1717 71)7 Ys = (27273)3 Ya = (15 71771>7 Ys 1= (17674)

Entscheiden Sie in den folgenden Fillen jeweils, ob es einen R-Vektorraumhomomorphismus ¢ mit den gefor-
derten Eigenschaften gibt.

(a) Existiert ein Homomorphismus ¢: R* — R? mit ¢(xq o(x2) = Yo, p(x3) = ys, p(x4) = ya?
)

)
b) Existiert ein Homomorphismus ¢: R? — R* mit o(y;)
)
)

\ \
Qﬁ
N

(
( (
(c) Existiert ein Homomorphismus ¢: R* — R3 mit ¢(z;
(d) Existiert ein Homomorphismus ¢: R* — R* mit ¢(z;
(e) Existiert ein Homomorphismus ¢: R3 — R3 mit (y1) = 92, ¢ (yg) =y1, o(y3) = ya?
Bestimmen Sie in den Féllen, in welchen ¢ existiert und eindeutig bestimmt ist, Basen von Im ¢ und Ker ¢.

Aufgabe 76 (Vektorrdume iiber endlichen Kérpern). Es sei K ein endlicher Korper und es sei V' ein n-dimen-
sionaler K-Vektorraum fiir ein n € Ny. Wieviele Elemente besitzt V7

Aufgabe 77 (Dimension der inneren Summe). Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum V und K-Untervektorrdume U; und U von V' gegeben. Zeigen Sie, dass

dimK(Ul + Ug) =dimg Uy + dimg Uy — dlmK(Ul N Ug)
gilt.

Aufgabe 78 (Rangsatz). Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektor-
raumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Zeigen Sie, dass Ker ¢ und Im ¢ endlichdimensional sind und

dimg V = dimg (Ker ¢) 4+ dimg (Im ¢)

gilt.
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6 Matrix-Kalkil

Vektorraum der Homomorphismen

(2.145) Bemerkung. Es seien ein Koérper K und K-Vektorrdume V und W gegeben. Die Menge Map(V, W)
wird ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch

(f+9)w) = f(v) +g(v)

fir ve V, f,g € Map(V, W) und Skalarmultiplikation gegeben durch
(af)(v) = af(v)

firveV,ae K, f e Map(V,W).

Beweis. Dies ist im Wesentlichen nur eine Umformulierung von Aufgabe 59(a): Jedes Element f € Map(V, W),
also jede Abbildung f: V — W, liefert eine Familie f in W iiber V via f; = f(i), also ein Element f € WV;
und umgekehrt. O

(2.146) Proposition. Es seien cin Kérper K und K-Vektorrdume V, W, X gegeben.
(a) Fiir ¢ € Hom(V, W), 1,4 € Hom(W, X) gilt
W+ op=yop+yop
Fiir ¢, ¢’ € Hom(V, W), ¢ € Hom(W, X) gilt
Yo(p+y¢)=vop+yoy.
(b) Fiir a € K, ¢ € Hom(V, W), ¢ € Hom(W, X) gilt
(ah) o o =1po(ap) = a(¢ o ).
Beweis.
(a) Fiir ¢ € Hom(V, W), 1,4 € Hom(W, X) gilt
(Y +9") 09)(v) = (¥ + ) (¢(v)) = b(p(v) + ¥ (p(v) = W o+ 0 p)(v)
fiir alle v € V und damit ¢ o (¢ + ¢') = ¥ 0 ¢ + 1 o ¢'. Fiir ¢, ¢’ € Hom(V, W), 1 € Hom(W, X) gilt
(W o(p+@))v) =9+ ¢)(w) =v(p) + ¢'(v) = ¥(p(v)) + (¥ (v)) = (Yo +1o¢)(v)
fiir alle v € V und damit o (p + ¢') =1 o +1po .
(b) Fiir a € K, ¢ € Hom(V, W), ¢ € Hom(W, X) gilt

((ag)) 0 ) (v) = (ap)(p(v)) = arp(p(v)) = (a(¥ o ¥))(v),
(¥ 0 (ap))(v) = ¥((ap)(v)) = Y(ap(v)) = a(p(v)) = (a(y © ¢))(v)
fiir alle v € V und damit (at)) o p = 1 o (ap) = a(y o p). O

(2.147) Proposition. Es seien ein Kérper K und K-Vektorrdume V und W gegeben. Dann ist Homg (V, W)
ein K-Untervektorraum von Map(V, W).

Beweis. Fir p,1 € Homg (V, W) gilt
(p+¥)(v+v) =pv+0) +( e(v) + (V) +P(v) + () = ¢(v) + ¥ (v) + (V') + D)

v+0') =
= (p+¥)(v) + (¢ +¥)(V),
(¢ + ) (bv) = p(bv) + ¥ (bv) = bp(v) + by (v) = b(p + ) (v)
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fir be K, v,v' € V, dh. ¢ + 1 € Homg (V, W) nach Bemerkung (2.36). Ferner ist
O(v+20)=0=0+0=0(v)+0(v),
0(bv) =0 = b0 = b0(v)
firb € K,v,v" € V,d.h. 0 € Homg (V, W) nach Bemerkung (2.36). Fiir a € K, ¢ € Homg (V, W) gilt schlieftlich
(ap)(v +1") = ap(v + ') = a(p(v) + o(v')) = ap(v) + ap(v') = (ap)(v) + (ap) ('),
(ap)(bv) = ap(bv) = abp(v) = bap(v) = b(ap)(v)

fir b € K, v,0" € V, d.h. ap € Homg (V, W) nach Bemerkung (2.36).
Nach dem Untervektorraumkriterium (2.52) ist Homg (V, W) ein Untervektorraum von Map(V, W). O

(2.148) Bemerkung. Es seien ein Korper K und ein K-Vektorraum V gegeben. Die abelsche Gruppe
Hom(V, V) wird ein Ring mit Multiplikation gegeben durch Komposition.

Beweis. Nach Beispiel (1.44)(e) bildet die unterliegende Menge von Hom(V, V') zusammen mit der Komposition
ein Monoid. Die Distributivgesetze folgen aus Proposition (2.146)(a). O
Matrizen und Homomorphismen

Wir wollen nun Homomorphismen zwischen Vektorrdumen mit Hilfe von Basen effizient beschreiben. Nach
Proposition (2.111) wissen wir, dass Vektorraumhomomorphismen eindeutig durch ihre Werte auf einer Basis
bestimmt sind und dass jede Vorgabe von solchen Werten auf einer Basis auch zu einem Vektorraumhomomor-
phismus fortsetzt. Noch etwas genauer haben wir folgendes Resultat:

(2.149) Proposition. Es seien ein Korper K, Vektorrdume V und W iiber K sowie eine parametrisierte Basis
s = (8;)jes gegeben. Die Abbildungen

Homg (V,W) = W7, ¢ = (¢(s5)) e,

W = Hompg (V, W), w = Ay 0 A
sind sich gegenseitig invertierbare K-Vektorraumisomorphismen.
Beweis. Da s eine Basis von V ist, sind

@: Homp (V,W) = W7, o = (¢(s))jer,

U: W7 — Homp (V, W), w > Ay 0 A

nach Proposition (2.111)(a) sich gegenseitig invertierbare Abbildungen. Nun gilt

(o + ) = (0 +¥)(s;5))jes = (0(s5) +U(s5))jes = (0(s5))jes + (¥(s5))jes = ©(p) + ()
fiir ¢, ¢ € Hom(V, W) sowie

D(ap) = ((ap)(s;))jes = (ap(s;))jer = alp(s)))jes = aP(p).

fir a € K, ¢ € Hom(V, W). Folglich ist ® nach Bemerkung (2.36) und Bemerkung (2.40) ein Isomorphismus.
Wegen ¥ = &~ ! ist dann aber auch ¥ ein Isomorphismus. O

Haben wir also endlichdimensionale Vektorrdume V und W iiber einem Korper K sowie eine parametrisierte
Basis s = (s;)je[1,,] von V gegeben, wobei n € Ny, so liefert Proposition (2.149) einen Isomorphismus

W™ — Hompg (V, W).

Andererseits liefert jede parametrisierte Basis ¢t = (¢;);e[1,m) von W, wobei m € N, nach Bemerkung (2.108)
den Isomorphismus

A K™ = W,
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welcher widerum einen Isomorphismus

(Km)n — Wna (bj)je[l,n] (At(b ))JE[I nJ

induziert. Schliefslich sind die Vektorraumstrukturen auf (K™)" und K™*™ gerade so definiert, dass

KM — (Km)nv A ((Ai,j)ie[l,m])je[l,n]

ein Isomorphismus wird. Durch Komposition dieser Isomorphismen und ihrer Inversen erhalten wir Isomor-
phismen K™*" — Hompg (V, W) und Homg (V, W) — K™*" welche wir nun néher beleuchten wollen. Diese
Isomorphismen stellen somit einen Zusammenhang zwischen Elementen von Hompg (V, W), also Vektorraumho-
momorphismen von V' nach W, und Elementen von K™*™ also (m X n)-Matrizen mit Eintragen in K, dar. Sie
erlauben uns, Vektorraumhomomorphismen durch Matrizen zu kodieren.

(2.150) Definition (durch Matrix dargestellter Vektorraumhomomorphismus). Es sei ein Korper K gegeben.

(a) Es seien endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W, eine parametrisierte Basis s = (s;)e[1,n) von V
und eine parametrisierte Basis ¢ = (t;)ic[1,m) von W gegeben. Fiir A € K™>" heifit der eindeutige K-Vek-
torraumhomomorphismus @4,s+: V — W mit

(pAst 5_] Z Az]t

1€[1,m]
fiir j € [1,n] der durch A bzgl. der Basen s und t dargestellte K - Vektorraumhomomorphismus.
(b) Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir A € K™*" heift
©4 = Qaee: KW — KMxE
die Standardinterpretation von A.

(2.151) Proposition. Es seien ein Korper K und endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W gegeben. Fiir
jede parametrisierte Basis s = (s;);e[1,,) von V und jede parametrisierte Basis ¢ = (t;)ie[1,m) von W ist

@ st K™ = Homg (V, W), A= @a st
ein K-Vektorraumisomorphismus.
Beweis. Zunéchst ist

Wy K™ = (K™)", A e ((Aigiefm))jeltn]

ein Isomorphismus. Nach Bemerkung (2.108) liefert die Basis ¢ den Isomorphismus

A K™= Wb > bt

ie(t,m]
welcher widerum einen Isomorphismus
W (K™)" = W™, (bj)jeiin = (At(b5))jelin)
induziert. Schliefslich haben wir nach Proposition (2.149) den Isomorphismus
Uy: W™ — Homp (V, W), w = Ay 0 AS L.

Dabei ist U3(w): V — W fiir w € W" der eindeutige Homomorphismus mit (¥3(w))(s;) = w; fir j € [1,n].
Fiir A € K™*™ gilt nun

Wo (W1 (A)) = o (((Aij)iertm)serm) = Me((Aigicitm))jemm = ( D> Aijti)jein,

i€[l,m]
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es ist also W3(Va(W1(A))) = Ws((X;e(1,m) Aijiti)jel1,n)) der eindeutige Homomorphismus mit
(U3 (U2(TL(A)))(s5) = Y Aijti
i€[1,m]
und damit U3(Vo(¥1(A))) = @4, Folglich ist
@5t =Y300y0U,
ein Isomorphismus. O

(2.152) Korollar. Es seien ein Korper K und endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W gegeben. Dann
ist

dimg Hompg (V, W) = (dimg V) (dimg W).
Beweis. Es ist Homg (V, W) =2 K™*™ nach Proposition (2.151) und damit
dimg Homg (V, W) = dimg K™*" = mn = nm = (dimg V) (dimg W)
nach Satz (2.137) und Beispiel (2.133)(c). O

(2.153) Definition (Darstellungsmatrix). Es seien ein Korper K, endlichdimensionale K-Vektorrdume V
und W, eine parametrisierte Basis s = (s;);e[1,,) von V und eine parametrisierte Basis ¢ = (¢;);c[1,m] von W
gegeben. Wir bezeichnen mit

M7 : Homg (V, W) = K™ @+ M:(p)

den zu @_ 5, K™*" — Homg (V,W), A — @4, inversen K-Vektorraumisomorphismus. Fiir einen K-Vek-
torraumhomomorphismus ¢: V. — W heifit M{(¢) die Darstellungsmatriz (oder Abbildungsmatriz) von ¢ zu
den Basen s und t.

(2.154) Bemerkung. Es seien ein Korper K, endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W, ein K-Vektor-
raumhomomorphismus ¢: V' — W, eine parametrisierte Basis s = (s;);je[1,,) von V und eine parametrisierte
Basis t = (t;)ic[1,m) von W gegeben.

(a) Fiir j € [1,n] gilt
p(si) = > (M;(9))ijti-

i€[1,m]

(b) Es sei A € K™*™ so gegeben, dass ¢(s;) = j Aijti fiir j € [1,n] gilt. Dann ist

i€[l,m
Mi(p) = A.
Beweis.

(a) Wegen @ _ ;0 Mj = idpom . (v,w) ist ¢ = OM: (p),s,¢5 also

0(55) = (Oms(p).s)(55) = Y (Mi(9))ijti

i€[1,m]
fir j € [1,n].
(b) Nach Definition (2.150)(a) ist ¢ = @4 s Wegen M§ o @_ 4 = idgmxn folgt

Mi(¢) = M (Qas,:) = A. O

(2.155) Korollar. Es seien m,n € Ny und ein Korper K gegeben. Fiir A € K™*" gilt

KnX1

MeKmxl ((PA) = A
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Beweis. Fiir j € [1,n] ist @a(e;j) = > ;e m) Aijei- Somit folgt ME(¢.a) = A nach Bemerkung (2.154)(b). O

Bemerkung (2.154) sagt uns, wie wir die Eintréige der Darstellungsmatrix M;(¢) eines Vektorraumhomomor-
phismus ¢: V' — W bzgl. parametrisierter Basen s = (s;) e[1,n) und t = (¢;)ic[1,m) ermitteln: Es sei j € [1,n]
gegeben. Zunéchst bilden wir den Basisvektor s; unter ¢ ab. Dann stellen wir das Bild ¢(s;) als Linearkom-
bination in ¢t = (ti)ie[l’m] dar (diese Darstellung existiert und ist eindeutig, da ¢ eine Basis von W ist). Der
Koeffizient von ¢; bildet den Eintrag von M;(y) an der Stelle (7, 7). Wir schreiben sdmtliche Koeffizienten also
in die j-te Spalte von M (y).

(2.156) Beispiel.

(a) Die Darstellungsmatrix von p: K2 — K3, (z1,22) + (21 + T2, 21 — T2, 22) bzgl. der Standardbasen ek’

3 .
und eX ist

(b) Die Darstellungsmatrix von ¢: R3 — R2, (x1,22,23) — (21 + T2 + 23, 271 + 379 + 423) bzgl. der Stan-

3 2,
dardbasen e® und e} ist

& 1 1 1
Mz () = <2 3 4) '
(c) Die Darstellungsmatrix von ¢: K3%2 — K2X3 A+ A% bzgl. der Basen
K3X2 K3X2 K3X2 K3X2 K3><2 K3><2)

5:(61,1 €12 €21 €32 ;€37 €39

_ KZXS K2><3 K2><3 K2><3 K2><3 K2><3
t—(em €12 +€13 €31 €22 €23 )

ist
10 0 0 00
001 00O
s ~]1]00 0 0 1 O
Mi@ =10 10 0 0 0
00 0 1 0 O
0 00 0 01
Beweis.
(a) Esist
p(e1) = (1,1,0) = e; + e2 = leg + leg + Oes,
p(ez) = (1,-1,1) = e; — ez +eg = leg + (—1)ez + les,
und damit
- 11
MEKS (90) =11 -1
0 1
(b) Es ist
90(61) = (172) =e] + 2eo,
p(e2) = (1,3) = e1 + 3ea,
()0(63) = (1,4) = €1 + 462,
und damit
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(c) Es ist
3X2 3x2 r 2x3
‘P(efl ) = (e{fl )t = efl )
3X2 3x2 r 2x3
ﬁﬂ(efz )= (652 )t = eéfl )
3X2 3x2 r 2x3
tﬂ(eﬁﬂ )= (6‘51 )t = ef2 )
3X2 3X2 r 2X3
@(652 )= (eéfz )t = 652 )
3x2 3X2 r 2X3
w(eéﬂ ) = (eéﬁ )t = efg )
3x2 3X2 r 2X3
¢(€§2 ) = (6‘52 )t = 653 )
und damit
1 0 00 0O
0 01 0 0O
s 100 0 0 1 O
M) =10 100 0 0 =
00 01 0O
0 0 0 0 0 1

3x2

In Beispiel (2.156)(c) kénnen wir nicht direkt mit den Standardbasen eX” " = (€5 )ier.sx(1,2) und K7 =
2Xx3

(el{(j )i.j)e[1,2]x[1,3] arbeiten, da diese nicht durch [1,6] indiziert sind. Zum Bilden der Darstellungsmatrizen
bendtigen wir jedoch die Indizierung durch [1,6], da es sich hierbei um eine total geordnete Menge handelt (es
ist 1 <2< -+ <6). Aus diesem Grund haben wir zuerst die Basen s und ¢ gebildet. Betrachten wir statt ¢ die

. 2x3 2x3 2%3 2x3 2x3 2x3 . . .
Basis t/ = (ef] ", el B el el elSTT) von K273, s0 erhalten wir die Darstellungsmatrix

X3

Mz (p) =

OO O OO
OO OO+~ O
S OO+ OO
OO O OO
O OO OO
_ o OO OO

Matrixmultiplikation

Es seien Vektorraumhomorphismen ¢: V — W und ¥: W — X zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen
sowie eine parametrisierte Basis s = (sg)re[1,p) von V, eine parametrisierte Basis ¢ = (;);e[1,,) von W und eine
parametrisierte Basis u = (u;);c[1,m) von X gegeben. Wir kénnen die Darstellungsmatrizen M () und M, (¢)
bilden. Da nach Bemerkung (a) das Kompositum ¢ o ¢: V' — X auch ein Vektorraumhomomorphismus ist,
kénnen wir auerdem die Darstellungsmatrix M? (1) o ) bilden. Da ¢ und ¢ nur von ihren Darstellungsmatrizen
abhéngen, gilt dies auch fiir das Komposition 1oy und damit auch fiir die Darstellungsmatrix M? (o). Es stellt
sich die Frage, wie sich die Darstellungsmatrix des Kompositums M (1o ) aus den Darstellungsmatrizen M3 ()
und M! (1)) berechnen lisst. Fiir k € [1,p] gilt

Wlp(si) =0 Y MF(@))ints) = D ME@)wvo(ty) = D (M@)je D (ML()ijui

j€[l,n] j€[1l,n] j€[1,n] i€[1,m]

= 30 (3 (ML W)is M3 ()i

i€[1,m] j€[1,n]
so dass wir also
M (o) =( > (ML) (M5 (9))jk)iet,m keltp)
JE€L,n]

haben. Wir wollen im Folgenden eine Multiplikation zwischen Matrizen einfiihren, welche gerade der Komposi-
tion von Vektorraumhomomorphismen entspricht.
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Bzgl. dieser Multiplikation von Matrizen sollte es aulerdem Matrizen geben, welche sich &hnlich wie die Identité-
ten unter den Vektorraumhomomorphismen verhalten. Haben wir einen Vektorraum V' und eine parametrisierte

Basis s = (s5)jeq1,n] von V gegeben, so gilt
idv(Sj) = Z 5i,j5i
i€[1,m]
und damit
ME(idv) = (8i3)ije(1,n)-
(2.157) Definition (Matrixmultiplikation). Es sei ein Kérper K gegeben.
(a) Es seien m,n,p € Ny gegeben. Fiir A € K"*P, B € K™*™ heilit BA € K™*P gegeben durch
BA=B-A=( > BijAjk)ict.m kel
je[tn]
das Matrizprodukt von B und A.
(b) Es sei n € Ny gegeben. Die Matrix E,, € K™*" gegeben durch

En = (8i3)ie0.n)
heift Finheitsmatriz (genauer n-te Einheitsmatriz oder n-te Identititsmatriz) iber K.

Das Matrixprodukt BA von B mit A ist also nur definiert, falls die Anzahl der Spalten von B gleich der Anzahl
der Zeilen von A ist. Dies ist ein Analogon zur Komposition von Abbildungen: Das Kompositum g o f von g
mit f ist nur definiert, falls die Startmenge von ¢ gleich der Zielmenge von f ist.

Um den Eintrag an einer Stelle (i, k) von BA zu berechnen, miissen wir die i-te Zeile B; _ von B und die k-te
Spalte A_ , von A betrachten. Dann bilden wir die Produkte B; ;A;  fiir alle j, d.h. wir gehen B; _ von links
nach rechts und A_ ; von oben nach unten durch und bilden B; Ak, Bi2As, usw. Die Summe all dieser
Produkte ist dann gerade der Eintrag von BA an der Stelle (i, k).

(2.158) Beispiel.
(a) Es seien A € Q**2, B € Q%% gegeben durch

; g 0 1 2 3
A= 3 9 ,B=1-1 0 0 1
i1 1 1 0 O
Dann ist
20 10
BA=1|3 -3
3 7

(b) Es ist E3 € Q%<3 gegeben durch

1 0 0
Es=|0 1 0
0 0 1
Beweis.
(a) Es ist
0 1 2 3 ; g 0-1+1-24+2-34+3-4 0-441-3+2-243-1
BA=1[-1 0 0 1 3 9| = (-1)-1+0-2+0-3+1-4 (-1)-440-340-2+1-1
1 1 0 0 41 1-141-240-3+0-4 1-44+1-340-24+0-1
20 10
=13 -3 O]
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(2.159) Proposition. Es sei ein Korper K gegeben.

(a) Es seien endlichdimensionale K-Vektorraume V, W, X, Vektorraumhomomorphismen ¢: V. — W
und ¥: W — X fiiber K, eine parametrisierte Basis s = (sk:)ke[l,p] von V', eine parametrisierte Ba-
sis t = (tj)jen,n) von W und eine parametrisierte Basis u = (u;);e[1,m] von X gegeben. Dann gilt

M, (¢ 0 @) = M, () M ().
(b) Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' und eine parametrisierte Basis s = (s;),e[1,,) von V.
gegeben. Dann gilt

Beweis.
(a) Nach Bemerkung (2.154) gilt
Dlp(sk) =0 Y (MF(@)nt) = D (ME(@)satb(ts) = Y (Mi (@) D, (ML) jui

J€[1,n] J€E[1,n] JE€[1,n] 1€[1,m]

= S0 L))y (M3 ()0

i€[1,m] j€[1,n]

und damit
M (o) = (> (ML) (M (9))jk)iertml ket = ML (1) M; ().
JE[L,n]
(b) Es gilt
idy (s;) Z IRED
i€[1,m]
und damit
M:i(idy) =E

nach Bemerkung (2.154)(b).
(2.160) Korollar. Es sei ein Korper K gegeben.

a) Es seien endlichdimensionale K-Vektorrdume V, W, X, eine parametrisierte Basis s = (sg)ref1., von V,
€[1,p]
eine parametrisierte Basis ¢ = (£;);e1,n) von W und eine parametrisierte Basis v = (u;);g[1,m] von X
gegeben. Fir A € K"*P B € K™*" gilt

PBA,s,u = PBt,u© PAst-

(b) Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' und eine parametrisierte Basis s = (s;);e[1,,) von V

gegeben. Dann gilt
PE,,s,s = idy.
Beweis.
(a) Nach Proposition (2.159)(a) gilt fir A € K™*P, B € K™*™ stets
M (@Ba,su) = BA =M, (05,,u) Mi(@a,5:) = M(@B,1,u© @A)
und damit

PBA,s,u = PBt,u© PAst-
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(b) Nach Proposition (2.159)(b) gilt
Mi(@E, s,s) = En = M;(idy)
und damit
PE,,s,s = idy.
(2.161) Proposition. Es sei ein Korper K gegeben.
(a) Es seien m,n,p,q € Ny gegeben. Fir A € KP*9 B e K"*? (C € K"™*" gilt
C(BA) = (CB)A.
(b) Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir A € K™*" gilt
E,A = AE, = A.
(¢) Es seien m,n,p € Ny gegeben. Fiir A, A’ € K"*P, B € K™*" gilt
B(A+ A')= BA+ BA'.
Fiir A € K™, B, B' € K™*" gilt
(B+ B')A= BA+ B'A.
(d) Es seien m,n,p € Ny gegeben. Fiir a € K, A€ K"*P, B € K™*" gilt

(aB)A = B(aA) = a(BA).

Beweis.

(a) Nach Korollar (2.155) und Proposition (2.159)(a) gilt fiir A € KP*9, B € K™*? C € K™*™ stets

C(BA) = Mc (o) (M (@) Mi(@a)) = Mi(@c) Mc(@p 0 9a) = Mi(@c o (@B o @a))
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=Mc((c e @B)o@a) =M (oo o) Mi(@a) = (M(@o) Mc(@5)) Mc(@a) = (CB)A.

(b) Siehe Aufgabe 83(a).
(c) Siehe Aufgabe 83(Db).
(d) Siehe Aufgabe 83(c).

O

(2.162) Korollar. Es seien n € Ny und ein Korper K gegeben. Die abelsche Gruppe K"™*™ wird ein Ring mit

Multiplikation gegeben durch Matrixmultiplikation. Die Eins von K™*" ist gegeben durch

Kn)(n
1 -,

Beweis. Dies folgt aus Proposition (2.161)(a), (b), (c).

O

Ein A € K™*™ ist invertierbar, falls ein B € K"*" mit AB = BA = E,, existiert. In diesem Fall ist das Inverse

zu A eindeutig bestimmt und wird mit A~! = B bezeichnet.

(2.163) Definition (allgemeine lineare Matrixgruppe). Es seien n € Ny und ein Kérper K gegeben. Die Gruppe

CL,(K) == (K™™)"

heift allgemeine lineare Gruppe (oder volle lineare Gruppe) vom Grad n iiber K.
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(2.164) Bemerkung. Es seien ein Korper K, endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W, ein K-Vek-
torraumisomorphismus ¢: V' — W, eine parametrisierte Basis s = (s;);c[1,,) von V und eine parametrisierte
Basis t = (t;)ic[1,n) von W gegeben. Dann ist Mj(y) invertierbar und es gilt

(M7 ()" = M{(¢7).

Beweis. Es gilt

M (9™ ) M (p) = Mi(¢p™" 0 ) = M(idv) = Ey,
M;(9) Mi(¢™!) = Mi(pop™") = Mj(idw) = Ey.
Folglich ist M; () invertierbar mit (M;(p))~! = Mf(p71). O

(2.165) Bemerkung. Es seien ein Korper K, endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W, eine parame-
trisierte Basis s = (s;)je[1,,) von V und eine parametrisierte Basis ¢ = (t;)ic[1,n) gegeben. Fiir A € GL,(K)
ist @a,5¢: V — W ein Isomorphismus mit

-1
(pA,sﬂf = PAa-14s-
Beweis. Es sei ein invertierbares A € K™*" gegeben. Dann gilt

PAa-11s°PAst = Pa-145s = PE,,s,s = idV?
PAstOPA-11s=PAa11t = OB, ,t,t = idw.

Folglich ist @ 4,5,+: V — W ein Isomorphismus mit (p;l)l&t = Qa1 O

Koordinatenspalten

(2.166) Definition (Koordinatenspalte). Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V'
und eine parametrisierte Basis s = (s;)ec[1,,) von V gegeben. Wir bezeichnen mit

Ke: V — K™ v ke (v)

den zu K™ — V, a > jeln]
Koordinatenspalte (oder der Koordinatenvektor) von v zur Basis s.

a;s; inversen K-Vektorraumisomorphismus. Fir v € V heifst «4(v) die

(2.167) Beispiel. Es sei ein Korper K gegeben. Die Koordinatenspalte von € K? bzgl. s = ((1,0), (1,1)) ist

T — X
(@) = ( 1552 2>'
Beweis. Es ist

x = (x1,22) = (1 — x2)(1,0) + 22(1, 1)

und damit

(@) = (xlx‘j?) . o

(2.168) Bemerkung. Es seien n € Ny und ein Kérper K gegeben. Fiir z € K™*! gilt
Kornx1 (T) = 2.
Beweis. Esist z =

jefn] Ti€j und damit

Ke(z) = . O
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(2.169) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und eine parametri-
sierte Basis s = (s;);e[1,n] von V gegeben. Fiir v € V ist

ks (v) = MM (po),
wobei p,: K =V, a+— av.

Beweis. Es sei v € V' gegeben und es sei p,: K — V, a — av. Dann gilt

po()=v=>" (k:(v));5

j€(L.n]
und somit Mgl)(pv) = Ks(v) nach Bemerkung (2.154)(b). O

(2.170) Proposition. Es seien ein Korper K, endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W, ein K-Vektor-
raumhomomorphismus ¢: V' — W, eine parametrisierte Basis s = (s;);e[1,,) von V und eine parametrisierte
Basis t = (ti)ic[1,m] von W gegeben. Fiir v € V gilt

Ke(p(v) = M7 () ks (v).

Beweis. Es sei v € V gegeben und es sei p,: K — V, a = av und py,y: K — W, a — ag(v). Dann
ist py(v) = @ © py. Nach Bemerkung (2.169) und Proposition (2.159)(a) folgt

M; () ks (0) = M3 (0) MY (p,) = MEY (9 0 py) = MEY () = Ke(0(0)). O

(2.171) Korollar. Es seien ein Korper K, endlichdimensionale K-Vektorraume V und W, ein K-Vektor-
raumhomomorphismus ¢: V' — W, eine parametrisierte Basis s = (s;);e[1,,) von V und eine parametrisierte
Basis t = (t;)ie[1,m) von W gegeben. Fiir j € [1,n] gilt

(M3 (0))—s = kelo(s5).
Beweis. Nach Proposition (2.170) gilt

Ki(p(s5)) = M7 () ks (s5) = Mi(p) € = (M7 ()~
fir j € [1,n]. O
(2.172) Korollar. Es seien m,n € Ny, ein Kérper K und A € K™*" gegeben. Fiir z € K™*! gilt

(pA(JU) = Ax.
Beweis. Nach Proposition (2.170) gilt

94(2) = ke(@4(2)) = M (9.4) ko) = Az, o

(2.173) Korollar. Es seien ein Korper K, endlichdimensionale K-Vektorraume V und W, ein K-Vektor-
raumhomomorphismus ¢: V' — W, eine parametrisierte Basis s = (s;);je[1,,) von V und eine parametrisierte
Basis t = (t;)ic[1,m) von W gegeben. Dann gilt

Kt © @ = OM;(p) © Ks-

4PJ J‘PMf(W

W g

Beweis. Nach Proposition (2.170) und Korollar (2.172) gilt

Ki(p(v) = M7 () ks (v) = @nz () (Ks (v))

fiir alle v € V, also k¢ 0 0 = Qs () © Ks. 0
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Basiswechsel

(2.174) Definition (Basiswechselmatrix). Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V
und parametrisierte Basen s = (s;)e[1,n) und s’ = (s})je1,n) von V gegeben. Die Darstellungsmatrix M3 (idv)
heiflt Basiswechselmatriz (oder Transformationsmatriz) zu den Basen s und s'.

(2.175) Beispiel. Es sei ein Korper K gegeben. Die Basiswechselmatrix zu den Basen X und s = ((1,0),(1,1))
von K? ist

M (idgez ) = (é D .

Beweis. Es ist

S1 = (1,0) = €1,
So = (1,1) =e] + e2,

und damit
M (idge2) = ((1) D . O

(2.176) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und parametrisierte
Basen s = (s;)je(1,n) und s’ = (s})jec(1,n) von V gegeben. Die Basiswechselmatrix My (idy) ist invertierbar mit

(M (idy)) ™" = M3 (idv)
Beweis. Dies folgt aus Bemerkung (2.164). O

(2.177) Proposition. Es sei ein Korper K gegeben.

(a) Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und parametrisierte Basen s = (s;);ec1,n) und s’ =
(s%)jef1,n von V gegeben. Fiir v € V' gilt

ke (v) = (M2 (idv)) "'k (v).
(b) Es seien endlichdimensionale K-Vektorraume V und W, ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V — W,

parametrisierte Basen s = (s;)je[1,,) und s’ = (8})je(1,n) von V und parametrisierte Basen ¢ = (t;)ic(1,m]
und ' = (t})ie[1,m) von W gegeben. Dann gilt

$(p) = (MY (idw)) ™ M; () M2 (idy).

Beweis.

(a) Nach Proposition (2.170) und Bemerkung (2.176) gilt
ket (0) = Ky (idy (v) = M3 (idv) Ky (v) = (M3 (idv)) " ks (0).
(b) Nach Proposition (2.159)(a) und Bemerkung (2.176) gilt
2 () = My (idw o oidy) = M (idw) M; () M2 (idy) = (M} (idw)) ™ M; () M2 (idv). =

Ein Vektorraumendomorphismus eines Vektorraums V' ist ein Vektorraumhomomorphismus von V nach V.

(2.178) Korollar. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V', ein K-Vektorraumendo-
morphismus ¢: V' — V' und parametrisierte Basen s = (s;);jc(1,n) und s" = (8})je(1,n) von V gegeben. Dann
gilt

M (¢) = (M2 (idy)) ™ M3 () M2 (idy).
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Beweis. Dies folgt aus Proposition (2.177)(b). O

(2.179) Beispiel. Es seien A € R2*2 und s = (s1, s2) in R?*! gegeben durch

=5 (3 5= ()

Dann ist

o= (g %)

Beweis. Es ist

o 1 -2
Me(ldszl) = (2 1 ) .

Wegen

L D606 )

gilt
-1
s/ 1 (1 =2 _1 1 2
ortde " = (3 ) =5(0 7
und damit
s s /e _ e 5 /e 1/1 2\1/-3 4 1 -2
Ms((pA):(Me(ldR2xl)) 1Me((pA)Me(ldR2X1):g <_2 1> g < 4 3> <2 1>
_}121510_}1212_150_10
“5\-2 1)5\10 -5) " 5\-2 1/\2 -1/ " 5\0 -5 \0o -1
nach Korollar (2.178). O

Quasieinheitsmatrizen

(2.180) Definition (Quasieinheitsmatrix). Es seien m,n,r € Ng mit » < min(m,n) und ein Korper K gegeben.
Die Matrix Q, € K™*" gegeben durch

E, 0
Q“<o 0>

heifst Quasieinheitsmatrix.

(2.181) Beispiel. Es ist Qy € Q3% gegeben durch
1 0 0 0
Q:=1(0 1 0 0
0 00O
(2.182) Satz. Es seien ein Korper K und endlichdimensionale K-Vektorraume V und W gegeben. Fiir jeden
K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gibt es eine parametrisierte Basis s = (s;) e[1,dim, v] von V und
eine parametrisierte Basis ¢ = (t;)ic[1,dimx w] von W so, dass

Mi(p) = QdimK(Im ®)

ist.
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Beweis. Nach Proposition (2.139) ist Ker ¢ ein endlichdimensionaler Untervektorraum von V' mit dim(Ker ¢) <
dim V| es ist Im ¢ ein endlichdimensionaler Untervektorraum von W mit dim(Im ) < dim W, und es gilt

dim V' = dim(Ker ¢) + dim(Im ¢).

Nach Korollar (2.124) gibt es daher eine parametrisierte Basis s = (sj)je[1,dimv] von V derart, dass
(55)je[dim V—dim(Ker )+1,dim v] €ine parametrisierte Basis von Ker ¢ ist. Es ist (¢(sk))re[1,dim(im )] €ine Basis
von Im ¢ nach Proposition (2.115). Nach Korollar (2.124) gibt es eine parametrisierte Basis t = (t;)ic[1,dim w]
von W mit t, = p(si) fiir k& € [1, dim(Im ¢)].

Fiir j € [1,dim V] gilt nun

(s:) tj, falls j € [1,dim(Im )],
S;) =
P70, falls § € [dim(Im ) + 1, dim V]

und damit
5 E. 0
Mt (SO) = ( 0 O) = QdimK(Imw)- O]
Aufgaben

Aufgabe 79 (lineare Gleichungssysteme und Homomorphismen). Es seien m,n € Ny, ein Koérper K und
ein A € K™*™ gegeben.

(a) Zeigen Sie: Fiir b € K™ ist Sol(A,b) = @' ({b}). Insbesondere ist Soly(A) = Ker @ 4.
(b) Zeigen Sie, dass Solg(A) ein K-Untervektorraum von K™*! ist.

(c) Es seien b € K™*! und z € Sol(4,b), d.h. eine Losung Z des linearen Gleichungssystems zur erweiterten
Koeffizientenmatrix (A ‘ b), gegeben. Zeigen Sie, dass

Sol(A4,b) = Z + Soly(A)
ist.
(d) Fiir b € K™*! sind die folgenden Bedingungen sind #quivalent.

(i) Das lineare Gleichungssystem zur erweiterten Koeflizientenmatrix (A ‘ b) besitzt eine Losung.
(ii) Esist b€ Im@a.
(iii) Esist C((A | b)) = C(A).

Aufgabe 80 (Kern, Fasern und Linearkombinationen). Es seien A € Fg*% by, by € Fa*!, ¢ € F3*!, § C Fp*!
gegeben durch

1 0 1 -2 1 2 2 }
1 2 0 -1 o0 1 -1
A 1 _9 O 1 9 ,bl.— 1 ,bg.— 0 , C 1= —12 ,
1 -1 -1 0 -2 -1 -2
1
1 1 -1 1
0 2 —2 -1
S={[ 1], ]o].]o].]-1[}
-2 -1 1 0
1 0 2 -2

(a) Bestimmen Sie eine Basis von Ker @ 4.
(b) Tst b; € Tm @4 fiir i € {1,2}? Falls ja, berechnen Sie die Faser @ " ({b;}).

(¢) Ist ¢ eine Linearkombination von S7
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Aufgabe 81 (Darstellungsmatrix). Es seien A € Q34 s = (s1, 82, 53,54) in Q**! und t = (t1, o, t3) in Q3*!
gegeben durch

-8 8 1 —4

-5 —4 -7 -6 5 -1 -1
A = 74 0 712 78 , § = ( 5 9 77 9 71 9 3 )7 t = ( 4 ) 74 ) 72 )
-1 2 =7 -4 3 =5 -1 2 1 -3 -1
-1 4 1 -1

(a) Zeigen Sie, dass s eine Basis von Q**! und ¢ eine Basis von Q3*? ist.
(b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix Mg (@) von @4: Q**! — Q3*! bzgl. der Basen s und .
Aufgabe 82 (Matrixmultiplikation). Es seien die folgenden Matrizen mit Eintragen in Q gegeben.
1

0
5
2 -3 -1 0 -1 5 0
A= =3 7 -2),B=| | C= z1)),D_<2 1>,E_<0 e 1).
5

(a) Berechnen Sie alle definierten Produkte der gegebenen Matrizen (auch Produkte aus mehr als zwei Fakto-
ren, sofern definiert), welche folgender Zusatzbedingung geniigen: In keinem Produkt soll eine Einheitsma-
trix oder eine Nullmatrix als echtes ,, Teilprodukt* vorkommen. (Denn ist fiir Matrizen X und Y etwa XY
eine Einheitsmatrix, so auch XY XY, XY XY XY, ...)

(b) Es seien n € N und ein Korper K gegeben. Eine Matrix N € K™*" heifit nilpotent, falls es ein k € N
mit N* = 0 gibt.
Zeigen Sie, dass das Produkt aus (a) mit der grofiten Anzahl an Faktoren nilpotent ist.
Aufgabe 83 (Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation). Es sei ein Koérper K gegeben.
(a) Es seien m,n € Ny gegeben. Zeigen Sie: Fiir A € K™*" gilt

En,A = AE, = A.
(b) Es seien m,n,p € Ny gegeben. Zeigen Sie: Fiir A, A’ € K"*?, B € K™*" gilt
B(A+ A"y = BA+ BA'.
Fiir A € K"*?, B, B € K™*" gilt
(B+ B')A=BA+ B'A.
(¢) Es seien m,n,p € Ny gegeben. Zeigen Sie: Fiir a € K, A € K"*P, B € K™*™ gilt
B(aA) = (aB)A = a(BA).

Aufgabe 84 (Basiswechsel). Es seien Basen s = (s1, s, 53) und s’ = (s, s, s4) von R3*! gegeben durch

1 0 0 1 V2 V2
s=(l1].[1].|0]),s=(] V2], 3 A —2+v2)]).
1 1 1 V2 242 5

Ferner sei ein R-Vektorraumendomorphismus ¢: R3*! — R3*! gegeben durch

1 0 0 1 0 0
cp(a1 1] +as (1] +a3]0 ) =bi|1])+bx1] +b3(0
1 1 1 1 1 1

fiir a1, a9, a3 € R, wobei

by 3+2v2 ~1++2 V2 a
b | = 3-7V2 9-4v2  2-3V2 | |az].
bs —26+4v2 —14+10v2 —8+2v2) \a3
Berechnen Sie die Darstellungsmatrix A von ¢ bzgl. s (und s), die Basiswechselmatrix zum Basiswechsel von s

zu s’ und deren Inverse, die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. s (und s’) sowie Basen von Ker ¢ und Im ¢.
Zur Kontrolle. Die Summe der Eintrage von M, () ist 5.
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Aufgabe 85 (Matrixkalkiil in abstrakten Vektorrdumen). Es seien ein Korper K, Vektorrdume V und W
iber K, eine Basis s = (s1, 2, $3) von V und eine Basis t = (t1, 2, t3,t4) von W gegeben. Ferner sei p: V — W
der eindeutige K-Vektorraumhomomorphismus mit

P(s1) = =2t +t3 + 2ta, P(s2) = to + 3+ ta, p(s3) = —2t1 —ta + 4.
Schliefslich seien s’ = (s, sh, s4) in V und ¢ = (¢},t5,t5,t}) in W gegeben durch
s = (s1,—s1+ 82,51 + 52 + 83), t' = (=21 + t3 + 2t4, 2t1 + tg — ta,t1,t4).
(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. s und t.
(b) Zeigen Sie, dass s’ eine Basis von V und ¢’ eine Basis von W ist.
(c) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. s’ und ¢'.
(d) Bestimmen Sie dimg (Ker ¢) und dimg (Im ¢).

Aufgabe 86 (invertierbare Matrizen als Basiswechselmatrizen). Es seien ein Korper K, ein endlichdimensio-
naler K-Vektorraum V' und eine parametrisierte Basis s = (s;);eq,n) von V gegeben. Zeigen Sie, dass es fiir

alle A € GL,,(K) genau eine parametrisierte Basis s’ = (s});c[1,,) von V mit A = M? (idy) gibt.

Aufgabe 87 ((schief-)symmetrische Matrizen). Es seien n € N und ein Kérper K gegeben. Fiir A € K™*" ist
die transponierte Matriz A™ € K™*" definiert durch A}, = Aj; fiir 4,5 € [1,n]. Ferner setzen wir K2\ :=
{Ae K" | A" = A} und KX := {A € K™ | A" = —A}.

skew *

(a) Zeigen Sie, dass K2 5* und K50 Untervektorrdume von K"™*" sind.

(b) Bestimmen Sie eine Basis S von Q2%3 und eine Basis T von Q23 . Zeigen Sie, dass S U T (fiir Thre Wahl

sym skew *
von S und T') eine Basis von Q3*3 ist.

(c) Bestimmen Sie eine Basis S von (F2)2%2 und eine Basis T von (F9)323 . Ist SUT eine Basis von (Fq)3*3?

Aufgabe 88 (Elementarmatrizen).

(a) Es seien m,n € Ny und ein Korper K gegeben. Zeigen Sie: Fiir jeden Zeilenoperator p auf K™*™
ist p(Ep,) € GL,(K) und fir A € K™*" gilt

(b) Es sei A € F3** gegeben durch

2 2 1 -1
A=1-1 -2 1 -1
1 -2 0 2

Berechnen Sie P € GL3(F5) so, dass PA in reduzierter Zeilenstufenform ist.

7 Aquivalenz und der Rang von Matrizen

Aquivalenz von Matrizen

(2.183) Definition (Aquivalenz von Matrizen). Es seien m,n € Ny und ein Kérper K gegeben. Fiir A, B €
K™*™ sagen wir, dass A dquivalent zu B ist, wenn es P € GL,,(K), Q € GL,,(K) mit

Q 'AP=B
gibt.

(2.184) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und ein Kérper K gegeben. Aquivalenz von Matrizen ist eine
Aquivalenzrelation auf K™*",
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Beweis. Es seien A, B,C' € K™*" so gegeben, dass A dquivalent zu B und B &quivalent zu C' ist. Dann gibt es
P,ReGL,(K) und Q,S € GL,,,(K) mit Q 'AP = B und S~!BR = C. Es folgt

(QS)'A(PR) = S7'Q"'APR=S"'BR=C,

also A Aquivalent zu C. Folglich ist Aquivalenz von Matrizen transitiv.

Fiir A € K™*" gilt E-1AE,, = A, also A dquivalent zu A. Folglich ist Aquivalenz von Matrizen reflexiv.

Es seien A, B € K™*™ so gegeben, dass A dquivalent zu B ist. Dann gibt es P € GL,(K), Q € GL,,(K)
mit Q7'AP = B. Es folgt (Q~")"'BP~! = A, also B #quivalent zu A. Folglich ist Aquivalenz von Matrizen
symmetrisch.

Insgesamt ist Aquivalenz von Matrizen eine Aquivalenzrelation auf K™*". O

(2.185) Bemerkung. Es seien ein Korper K, endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W, ein K-Vektor-
raumhomomorphismus ¢: V' — W, parametrisierte Basen s = (s;)jc1,n,) und s’ = (s})jei1,n) von V und

parametrisierte Basen ¢ = (£;);c[1,m) und ¢’ = (;);c1,m) von W gegeben. Dann ist Mj(¢) dquivalent zu M, ().
Beweis. Nach Proposition (2.177)(b) gilt

M3 () = (M (idv)) ™ M3 () M (idv).
Insbesondere ist M () fquivalent zu Ms, (). O

(2.186) Bemerkung. Es seien m,n € Ny, ein Korper K und A, B € K™*" gegeben. Genau dann ist A
aquivalent zu B, wenn es P € GL,(K), Q € GL,,(K) mit

QAP =B
gibt.

Unser Ziel ist es, (m x n)-Matrizen fiir m,n € Ny bis auf Aquivalenz zu charakterisieren. Wir gehen also der
Frage nach, wie die Elemente von K™*™ modulo Aquivalenz von Matrizen aussehen.

Spaltenraum

(2.187) Definition (Spaltenraum). Es seien m,n € Ny, ein Korper K und A € K™*™ gegeben. Der K-Unter-
vektorraum

C(A) :=TIm ¢4
von K™*! heift Spaltenraum von A.
Fir m,n € N, A € K™*" gilt also
CA)=Tmos={eas(z) |z K} ={Az |z € K"*'}.
(2.188) Bemerkung. Es seien m,n € Ny, ein Korper K und ein A € K™*"™ gegeben. Dann ist
CA) =(A_; |jel,n]).
Beweis. Siehe Aufgabe 89. O

2.189) Bemerkung. Es seien m,n,p € Ny, ein Kérper K und A € K"*P, B € K™*™ gegeben. Dann
geg
ist C(BA) ein K-Untervektorraum von C(B).

Beweis. Nach Korollar (2.172) ist
C(BA)=Im@ps=Im(ppo@s) CImep = C(B).

Da sowohl C(BA) als auch C(B) Untervektorriume von K™*! sind, ist folglich C(BA) ein Untervektorraum
von C(B). O
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(2.190) Korollar. Es seien m,n € Ny, ein Korper K und A € K™*", P € GL,,(K) gegeben. Dann ist
C(AP) =C(4).

Beweis. Nach Bemerkung (2.189) gilt C(AP) < C(A) und C(A) = C(APP~1) < C(AP), also C(AP) = C(A).
O

(2.191) Bemerkung. Es seien m,n € Ny, ein Kérper K und A € K™*" P € GL,,(K) gegeben. Dann ist
c(PA
Prlar: C(A) = C(PA)
ein wohldefinierter K-Vektorraumisomorphismus.

Beweis. Auf Grund der Invertierbarkeit von P ist @p: K™*! — K™>1 4 s Py ein Isomorphismus. Nach
Korollar (2.172) ist

¢p(C(A) = op(Im@a) =Im(@p o @a) =Im(ppa) = C(PA),

so dass @p: K™*! — K™% zu einem surjektiven Homomorphismus (pp|ggi;4): C(A) — C(PA) einschrénkt.

Die Injektivitdt von @ p impliziert ferner die Injektivitat von ¢ p|gEZ)A). Insgesamt ist @ p|8§i§4) bijektiv und

daher ein Isomorphismus nach Bemerkung (2.40). O

Rang einer Matrix

(2.192) Definition (Rang). Es seien m,n € Ny, ein Kérper K und eine Matrix A € K™*" gegeben. Der Rang
(oder Spaltenrang) von A ist definiert als

rtkA:=1k@y.
(2.193) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und ein Korper K gegeben. Fiir A € K™*™ gilt
rk A = dimg C(A).
Beweis. Fir A € K™*" gilt
tkA=r1rk@s =dim(Im¢e,) =dimC(A4). O
(2.194) Beispiel. Es seien m,n,r € Ny mit r < min(m, n) und ein Kérper K gegeben. Es ist
tkQ,. =r7.
(2.195) Proposition. Es seien m,n,p € Ny und ein Koérper K gegeben. Fiir A € K"*P, B € K™*™ gilt
rk(BA) < min(rk B, rk A).
Beweis. Siehe Aufgabe 91. O

(2.196) Bemerkung. Es seien n € Ny, ein Kérper K und ein A € K™*™ gegeben. Genau dann ist A inver-
tierbar, wenn

rtkA=n
ist.

Beweis. Nach Bemerkung (2.164) und Korollar (2.172) ist A genau dann invertierbar, wenn @ 4: K™*! — Knx1
x +— Az ein Isomorphismus ist, nach Korollar (2.64) also genau dann, wenn Ker ¢ 4 = {0} und Im @ 4 = K™*!
ist. Nach Proposition (2.139) ist dies dquivalent zu dim(Ker ¢ 4) = 0 und dim(Im @ 4) = n. Nun ist jedoch

n = dim K™*! = dim(Ker @ 4) + dim(Im @ 4),

es gilt also genau dann dim(Ker ¢ 4) = 0, wenn dim(Im ¢ 4) = n ist. Wegen rk A = dim(Im ¢ 4) ist folglich A
genau dann invertierbar, wenn rk A = n ist. O
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(2.197) Korollar. Es seien n € Ny, ein Korper K und ein A € K™*" gegeben. Die folgenden Bedingungen
sind dquivalent.

(a) Es ist A invertierbar.
(b) Es existiert ein zu A linksinverses Element in K™*" bzgl. der Matrixmultiplikation.
(c) Es existiert ein zu A rechtsinverses Element in K™*" bzgl. der Matrixmultiplikation.

Beweis. Wenn Bedingung (a) gilt, so auch insbesondere Bedingung (b). Es gelte also Bedingung (b), d.h. es
existiere ein zu A linksinverses Element B in K™*" bzgl. der Matrixmultiplikation. Dann gilt BA = E,,, nach
Proposition (2.195) also

n=1kE, =1k(BA) <rk A.

Da aber stets auch rk A < n ist, folgt rk A = n. Nach Bemerkung (2.196) ist A invertierbar, d.h. Bedingung (a)
gilt.

Die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (c) lisst sich analog zeigen.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

Korollar (2.197) liefert uns eine Methode zur Berechnung der Inversen einer Matrix A € K™*™ iiber einem
Koérper K mittels GauR-Algorithmus. Fiir alle j € [1,n] gilt A(A™Y)_; = (E,)—; = e¢;. Um die Spalten
von A~! zu berechnen, miissen wir also fiir jedes j € [1,7n] das lineare Gleichungssystem zur erweiterten Ko-
effizientenmatrizen (A ‘ ej) l6sen. Macht man dies simultan indem man die Matrix (A ‘ En) auf reduzierte
Zeilenstufenform (En ‘ B) bringt, so hat man A~1 = B berechnet.

(2.198) Beispiel. Es seien ein Kérper K und A € K33 gegeben durch

1 1 1
A=1[1 1 0
1 0 1
Dann ist
-1 1 1
At=(1 0 -1
1 -1 0

11 1[1 0 0\ 00 1|1 -1 0\ 00 1|1 =10
1 10/0 1 o022 l1 10|00 1 of &= 11 10 1 0
1 0 1[0 0 1 1 0 1[0 0 1 1 0 0/-1 1 1
" 00 1]1 -1 o0 10 0|/-1 1 1
s o 10 0 1| (o 1 0|1 0 -1
10 0/-1 1 1 00 1] 1 -1 0
Folglich ist
1 1 1
At'=(1 0o -1 O
1 -1 0

Klassifikation von Matrizen modulo Aquivalenz

(2.199) Satz. Es seien m,n € Ny, ein Korper K und ein A € K™*™ gegeben. Dann ist A dquivalent zu Q4.
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Beweis. Nach Satz (2.182) gibt es eine parametrisierte Basis s = (s;) e[1,,) von K™*! und eine parametrisierte
Basis t = (;)ic[1,m] Von K™% mit

Mi(pa) = Qdim(lm @a)*

Wir setzen P := M$(idgnx1) und Q := M!(idgmx1). Dann ist P € GL,(K), Q € GL,,(K) nach Bemer-
kung (2.176) und es gilt

QAP = (Mg (idgm=1)) ™ Mg (@) MZ (idgenxa) = M (04) = Qaim(im o) = Qukca
nach Proposition (2.177)(b). Folglich ist A dquivalent zu Qux 4. O

(2.200) Satz. Es seien m,n € Ny, ein Korper K und A, B € K™*™ gegeben. Genau dann ist A dquivalent
zu B, wenn

rkA=rkB
ist.

Beweis. Zunichst sei A dquivalent zu B, so dass es P € GL,(K), Q € GL,,(K) mit QAP = B gibt. Nach
Korollar (2.190) und Bemerkung (2.191) ist

C(A) = C(AP) = C(Q'AP) = C(B),
also
rk A =dimC(A) = dimC(B) =rk B

nach Satz (2.137).

Nun sei umgekehrt rk A = rk B. Nach Satz (2.199) ist A dquivalent zu Qux 4 und B dquivalent zu Qi 5. Da nun
aber rk A = rk B ist, folgt Qx4 = Qux 5, und da Aqulvalenz von Matrizen eine Aqulvalenzrelatlon auf K™M*n"
ist, ist A folglich dquivalent zu B. O

(2.201) Korollar (Klassifikation von Matrizen modulo Aquivalenz). Es seien m,n,r € Ny, ein Kérper K und
ein A € K™*™ gegeben. Genau dann ist

rtkA=r,
wenn A Aquivalent zu Q,. ist.

Beweis. Es ist tk Q, = r. Somit gilt genau dann rk A = r, wenn rk A = rk Q, ist, was nach Satz (2.200) aber
genau dann gilt, wenn A dquivalent zu Q, ist. O

(2.202) Korollar. Es seien m,n € Ny, ein Kérper K und ein A € K™*" gegeben. Dann ist
rtk A = dimg (Im,),
wobei ¥4 K™ — KX g A,

Beweisskizze. Es ist tk A = dim C(A4) = dim(Im @ 4) mit @4: K™ — K™*! also der Multiplikation von A
an Spalten. Die Abbildung 1,4 ist die Multiplikation von A an Zeilen. Jede Aussage, welche wir in diesem
Abschnitt bewiesen haben, besitzt ein Analogon fiir Zeilen statt Spalten. Das Analogon zu Korollar (2.201)
besagt: Fiir r € Ny ist genau dann dim(Im4) = r, wenn A dquivalent zu Q, ist.

Nach Satz (2.199) ist aber A dquivalent zu Q. 4, so dass das Analogon zu Korollar (2.201) bereits

dim(Imvy4) =1k A

impliziert. O
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Aufgaben

Aufgabe 89 (Spaltenraum). Es seien m,n € Ny, ein Kérper K und A € K™*™ gegeben. Zeigen Sie, dass
C(A) =(A_; |je[Ln])

ist.

Aufgabe 90 (Losbarkeit linearer Gleichungssysteme). Es seien m,n € Ny, ein Korper K und A € K™*"
gegeben. Zeigen Sie: Fiir b € K™*! sind die folgenden Bedingungen sind #quivalent.

(a) Das lineare Gleichungssystem zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) besitzt eine Losung.
(b) Esist be Im@a.
(c) Esist C((A | b)) =C(A).

Aufgabe 91 (Rang-Ungleichung). Es seien m,n,p € Ny und ein Korper K gegeben. Zeigen Sie: Fiir A € K"*P,
B e K™m*" gilt

rk(BA) < min(rk B, rk A).

8 Determinante

Alternierende Multilinearformen

(2.203) Definition (alternierende Multilinearform). Es seien n € N und ein Kérper K gegeben. Eine alternie-
rende Multilinearform (bzgl. der Spalten) auf K™*™ ist eine Abbildung d: K™"*™ — K so, dass folgende Axiome
gelten.

o Multilinearitit in den Spalten. Fiir k € [1,n] und jede Familie 2 = (2;)c[1,n)\ (£} D K51 st
K™l S Ky d((:vl cen Tgp_1 Y Thal .- xn))
ein K-Vektorraumhomomorphismus.

e Alternierend in den Spalten. Fiir jedes n-Tupel x = (2;)e[1,n] in K™Y und k,1 € [1,n] mit k # 1, 21, =
ist

Es seien n € N und ein Korper K gegeben. Die Multilinearitét einer alternierenden Multilinearform d auf K™*"
bedeutet, dass fiir k£ € [1,n] und jede Familie = (z;) e[1,n)\{x} 0 K™ sowie alle a € K, y, z € K™¥! stets

d((ml cer Tp—1 Y+ 2Z Tpar ... xn))
= d((a}l cer Tp—1 Y Thal .- xn)) + d((xl cee Xp—1 2 Thal .- xn)),
d((xl cer Tp—1 QY Tht1 .- xn)) = ad((a:l cee Tp—1 Y Tkl .- xn))

gilt. Insbesondere haben wir

d((xl coe Ti—1 0 mpar ... a:n))=07

d((xl cee Th—1 —Y Tkl .- xn)):—d((xl cee Th—1 Y Tkl .- zn))

(2.204) Bemerkung. Es seien n € N, ein Korper K, eine alternierende Multilinearform d auf K™*™ und
ein n-Tupel z = (2;)j¢[1,n in K™ gegeben. Fiir k,l € [1,n] mit k # und a € K gilt

d((z1 ... an))=d((z1 ... Tp—1 T +aT Tppr ... Tn)).
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Beweis. Fir k,l € [1,n] mit k # [ gilt

d((z1 ... Tp—1 TwteT Tppr -.. Ty))
= d((a:l cev Tg—1 Tl Tgal .- xn)) + ad((xl vev Tk—1 T T4l - a:n))
= d((xl cer Tp—1 Tl Tkl .- xn)) O

(2.205) Proposition. Es seien n € N, ein Korper K, eine alternierende Multilinearform d auf K™*" und
ein n-Tupel & = () jeq1,n) iIn K™*! gegeben. Fiir 7 € S,, ist

d((zr)y -+ Trey)) = (sgnm)d((z1 ... an)).
Beweis. Es sei eine Transposition 7 gegeben, also m = (k,1) fiir k,1 € N mit k¥ < [. Dann gilt
O:d((ﬂcl cee Tp—1 XTp+ T Tkg1 .- Tyl T+ T Tiwr ... xn))
=d((z1 ... Tp—1 Tk Tpe1 .. T—1 Tk T4l - Tp))
+ d((ml cer Tp—1 Tp T4l .- Ti—1 TL Tpp1 .- xn))
+ d((:z:l cer Th—1 X Tyl .- Ti—1 Tk Xypl .- xn))
+ d((xl cee Th—1 X T4l .- Ti—1 X Xypl .- xn))
=d((z1 ... zn))+d((Tx) - Tam)))s
also
d((Tn(y -+ Tam))) = —d((z1 ... xp))=(sgnm)d((z1 ... z))

nach Satz (1.97).
Nun zeigen wir durch Induktion nach [ € Ny: Fiir 7 € S,, so, dass 7 ein Kompositum von [ Transpositionen ist,

gilt

d((Tx(y -+ Ta(m))) = (gum)d((z1 ... an)).
Fiir [ = 0 gilt 7 = id[y 4, also

d((Zry - ZTrgw)) =d((@1 ... @) = (sgnidp ) d((zr ... xn)) =(sgnm)d((z1 ... an)).
Es sei also | € N gegeben und es sei angenommen, dass

d((zxr1y - Tw@))) = (sgna’)d((z1 ... z,))

fir 7’ € S, so, dass 7’ ein Kompositum von [ — 1 Transpositionen ist. Ferner sei 7 € S,, gegeben und es sei
angenommen, dass 7 ein Kompositum von [ Transpositionen ist. Dann ist 7 = 7’ o7 fiir ein 7’ € S,,, welches ein
Kompositum von | — 1 Transpositionen ist, und eine Transposition 7 € S,,. Unter Ausnutzung des Spezialfalls

und der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

d((ﬂ;‘ﬂ.(l) cee .T.,r(n))) = d((xﬂ./(.,.(l)) cee .Z'.n./(.,.(n)))) = (sgn 7T/) d((l‘T(l) ce .%'T(n)))
= (sgnm’)(sgn7)d((z1 ... xn))=sgn(r’ or)d((z1 ... z,))
=(sgnm)d((z1 ... an))
Nach dem Induktionsprinzip und Proposition (1.87) folgt nun
d((l’ﬂ.(l) ce xﬂ(n))) = (sgn 7T) d( ((131 cen :cn))
fir alle 7 € S,,. O
Ist m in Proposition (2.205) eine Transposition, so gilt sgn ™ = —1 nach Satz (1.97) und wir erhalten
d((ﬂ;‘,,r(l) N .Z‘,,r(n))) = 7d(($(:1 N xn))

Die Terminologie alternierend beruht auf dieser Eigenschaft: Jede Vertauschung von Spalten verédndert das

Vorzeichen von d.
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(2.206) Proposition (Leibnizformel). Es seien n € N, ein Koérper K und eine alternierende Multilinearform d
auf K™*" gegeben. Fiir A € K™*™ gilt

d(A) = d(E,,) Z(sgm) H An(iyg-

TESy jE[l,n]
Beweis. Zunéchst haben wir
d<A) = d((Zieu,n] Aiei ... Zie[l,n] Ai,nei)) = d((Zile[l,n] Aijaeiy . Zine[l,n] Aimnein))

= Z ( H Ai].,j)d((eil ein))

i€[1,n]™ jE[1,n]
Da d alternierend ist, gilt fiir i = (i;)e[1,n) € [1,n]™ jedoch genau dann d((e;, ... e;,)) # 0, wenn
{i; 17 € [L,n]} = [L,n]

ist, also genau dann, wenn [1,n] — [1,n], j — i; eine Bijektion ist. Nach Proposition (2.205) folgt

dA)= > (I 4Ayd((ei - e ))=> (I Arpa)dl(exy - exmm))

i€[l,n]™ j€[1,n] mESy jE[l,n]
=Y (JI A=ppi)senmd((er ... en))=d(E,) > (senm) [[ Ay O
TES, jE[l,n] TES, JjE€[1,n]

(2.207) Korollar. Es seien n € N, ein Koérper K und alternierende Multilinearformen d und d’' auf K"*"
gegeben. Dann gilt

d'(E,)d = d(E,)d'.
Beweis. Siehe Aufgabe 92. O

(2.208) Proposition. Es seien n € N, ein Korper K eine alternierende Multilinearform d auf K™*" gegeben.
Fiir A, B € K™*™ gilt

d(AB)d(E,) = d(A)d(B).
Beweis. Siehe Aufgabe 93(b). O

(2.209) Satz. Es seien n € N und ein Korper K gegeben. Fiir jedes a € K gibt es genau eine alternierende
Multilinearform d auf K™*™ mit d(E,,) = a, gegeben durch

d(A)=a Z (sgn ) H Ar),j
TES, Jj€[1,n]

fir A e K™*".

Beweis. Es sei a € K gegeben. Die Eindeutigkeit folgt aus der Leibnizformel (2.206). Fiir die Existenz sei
d: K™" — K durch

d(A)=a Z (sgnm) H Arii).j

TES, j€[1,n]

fiir A € K™*™ definiert. Wir zeigen, dass d eine alternierende Multilinearform auf K™*" ist.
Fiir die Multilinearitét sei ein k € [1,n] sowie eine Familie z = (7;)c[1,n)\{x} 0 K™*1 gegeben. Dann gilt

d((:rl cee Th—1 Y+Z Thy1 ... ;vn))
=a Y (senm)( I @)ei)@+2)z( [I @)ee)
TES, J€[1,k—1] JjE[k+1,n]

=a Y (e [I @) Wee) + 220 [T @)mi)

TESy j€[1,k—1] jE[k+1,n]
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=a(Y_ enm)( [ @)ei)vei( I @)

TES, JE[1,k—1] jE[k+1,n]
+ Y senm)( [ @)ei)z=m( [] @)=e)
TES, jE[1,k—1] JjE[k+1,n]

=a Y (senm)( I @)ei)va( JI @)z

€S, J€[1,k—1] jE[k+1,n]

+a Y (senm)( [ @)ei)z=w( [ @)ee)

TES, JE[1,k—1] jE[k+1,n]

:d((acl cee Tk—1 Y Thka1l .- xn))—l—d((xl cee Th—1 Z Tka1l .- xn))

fiir y, 2 € K™*! sowie

d((zr oo wpo1 by xRy e In))ZaZ(Sgnﬂ)(A I @)z TT @)ei)

TES, j€[1,k—1] JjE[k+1,n]
=a Y (senm)( I @)ei)Ouze)C TT @)2)
€S, j€[1,k—1] jE[k+1,n]
=ab Y (senm)( [ @)ai)vem( [ @)
TES, j€[1,k—1] jE[k+1,n]
=ba Y (senm)( [ @ei)va( [ @egy) =bd((x1 ... @1 ¥ @kpr .. z))
TES, j€[1,k—1] jE[k+1,n]
fir a € K, y € K™*'. Folglich ist
KnX1—>K,y'—>d((l‘1 e Tp—1 Y T+l .- Z‘n))

ein K-Vektorraumhomomorphismus. Folglich ist d eine Multilinearform auf K™*".
Es seien ein n-Tupel = (2;) ep,n) in K™ und k,l € [1,n] mit k # [ und x, = x; gegeben. Wir definieren
7 €S, durch 7 := (k,l). Dann ist

II @Greon=C II  @reo)@zcon@aea =TT @) @)rw @)rw

jelln] Jeltm\{k,1} Jelm\{k.1}
= II @) @w@zm = 1 @)
Jeltm\{k,1} J€lln]

Da sgn nach Proposition (1.95) ein Gruppenhomomorphismus ist und sgn 7 = —1 nach Satz (1.97) gilt, ist
{mesS,|sgnr=1} > {0 €8S, |sgno=—-1}), r—>mor

eine wohldefinierte Bijektion. Da K kommutativ ist, erhalten wir

> senm) [ @ey= D Genm) [] @iy + D (seno) H (@5)o ()

TES, j€[1,n] TES, j€[1,n] TES, j€[1,n]

sgn =1 sgno=—1

= Z (sgnm) H () x5y + Z sgn(mo 7) H (Z5)n(r (7))
TES, J€[1,n] TES, j€[1,n]
sgnm=1 sgnm=1

= > Il @+ Do 0 I @deein
TE€Sy jE[1,n] €S, j€[1,n]
sgnm=1 sgn =1

= > CII @iy = IT @daeii) =0
mESn  jE[1,n] j€[l,n]
sgn =1

und damit

d((z1 ... an))=a Z (sgn ) H (7)) =a-0=0.

TES, j€[1,n]
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Folglich ist d alternierend.
Schliefslich gilt

1, falls w(j) = j fir alle j € [1,n], 1, falls 7 =idj,,
II ®der= II 8niva = A = L
’ ’ 0, falls w(j) # j fiir ein j € [1,n], 0, falls 7 # idp,,,

jE[LTL] ]6[1 n]
und damit
d(E,)=a Z (sgn) H (BEn)rg),; = alsgnidp ) = a. O

TES, j€[1,n]

Definition der Determinante

Wir definieren die Determinante auf K™*" fiir n € N und einen Korper K als normierte alternierende Multili-
nearform auf K"*".

(2.210) Definition (Determinante). Es seien n € N und ein Korper K gegeben. Die Determinante auf K™*"
ist die eindeutige alternierende Multilinearform det auf K"™*™ mit

detE,, =

2.211) Bemerkung (Leibniz-Formel). Es seien n € N und ein Korper K gegeben. Fir A € K™*"™ gilt
( g p geg g

det A=Y (senm) [] Argi),

TES, j€[1,n]
Beweis. Dies folgt aus Proposition (2.206). O
(2.212) Korollar. Es seien n € N und ein Korper K gegeben. Fir A € K™*™ gilt
det A" = det A.

Beweis. Da S,, = S,,, m — 7! eine Bijektion ist, gilt

det A™ = Z(sgnw) H AW(] = Z(sgnﬁ) H Atr G) = Z (sgnm™ H AP 1(j),j

TES, JjE[1,n] TES, Jj€[1,n] TES, JjE[1,n]
= Z sgnﬂ H A . =det A
TESy JE[1,n]
nach Korollar (1.96). O

(2.213) Beispiel. Es sei ein Korper K gegeben.

(a) Die Determinante auf K**! ist gegeben durch
det (a) =a
fira e K.

(b) Die Determinante auf K2*2 ist gegeben durch

a b
dt( d)—ad—bc

fir a,b,c,d € K.
Beweis.
(a) Esist S; = {idg13}, also
det (a) = (sgnidsy)a =

fira e K.
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(b) Es ist Sy = {idf12y,(1,2)}, also

det (Z Z) = (sgnidg 2y)ad + (sgn (1, 2))cb = ad — be

fir a,b,c,d € K. O

(2.214) Bemerkung. Es seien n € N und ein Kérper K gegeben. Fiir jede alternernierende Multilinearform d
auf K™*" gilt

d = d(E,) det.
Beweis. Nach Korollar (2.207) gilt
d = (det E,)d = d(E,,)det. O

(2.215) Korollar. Es seien n € N und ein Korper K gegeben. Die Menge der alternierenden Multilinearformen
auf K™*" ist durch

K det

gegeben. Insbesondere bildet sie einen 1-dimensionalen K-Untervektorraum von Map(K™ " K).

Beweis. Es sei zunéchst eine alternierende Multilinearform d auf K™*" gegeben. Dann ist d = d(E,) det,
also insbesondere d € K det. Umgekehrt gibt es nach Satz (2.209) fiir jedes a € K genau eine alternierende
Multilinearform d auf K™*™ mit d(E,) = a, so dass d = d(E,,) det = a det gilt. O

(2.216) Proposition. Es seien n € N und ein Korper K gegeben. Dann ist
det: K™" - K

ein surjektiver Monoidhomomorphismus.

Beweis. Siehe Aufgabe 93(c). O

Minoren und Laplace-Entwicklung

(2.217) Definition (Minor). Es seien n € N, ein Korper K, ein A € K™*™ sowie k,l € [1,n] gegeben. Der
Minor von A an der Stelle (k,1) ist definiert als

A 0 A Ay . Aig
. A1 oo Ap—1g-1 Ak—ig41 -0 Ap—in
Mk,l(A) = det
Aps1a oo Aptii-1 Akgrier oo Akgin
An,l cee An,l—l An,l+1 s An,n

(2.218) Satz (Laplace-Entwicklung). Es seien n € N, ein Korper K und ein A € K"*" gegeben.

(a) Entwicklung nach der l-ten Spalte. Fiir [ € [1,n] gilt

det A = Z (—1)k+lAk,le,l(A).
ke(l,n]

(b) Entwicklung nach der k-ten Zeile. Fur k € [1,n] gilt

det A = Z (=) Ay My 1 (A).

l€[1,n]

Beweis.
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(a) Esseil € [1,n] gegeben.
Zunichst sei A_; = ey, fiir ein k € [1,n]. Wir definieren B € K~1U*("=1) durch

A o0 A Ayppr o Al
B A1 o0 Ap1io1 Ag—ig41 - Ap—ag
Sl Akt o Argrior Argiavr oo Argan
An,l e An,lfl An,lJrl v An,n
so dass
Ay, falls i € [Lk—1], j € [1,1— 1],
B . — AiJrLj, falls i € [k,n—l],je [17l—1],
) A, fallsie [1L,k—1], 5 € [l,n—1],
Ai+1,j+1a falls i € [kﬁ,’l’L — 1], j e [l,?’l — 1},

fiir 4,5 € [1,n] gilt. Fiir 7 € S,, gilt Ary; = (€x)r1) = dx(1),k, S0 dass wir

det A= (sgnm) [[ Anpi= D (enm)( [ Aei)AnwaC T Ana)

TES, J€[1,n] TES, j€[1,01-1] JE[+1,n]
= Z (sgn)( H Ar(5),1)87),k( H Ary,g)

TES, jE[L,1-1] JE[I+1,n]
= > Geam( [[ 40 IT A

TI'(ZE)S_nk jE[L,l-1] JE[+1,n]

erhalten. Nun ist
f:{oceS,|om)=n}={reS,|n()=k}, o~ (k,...,n)0o0(l,...,n)"*
eine Bijektion. Fiir o € S,, mit o(n) = n gilt

sgn f(o) =sgn((k,...,n)oco(l,...,n)" ") = (sgn(k,...,n))(sgno)(sgn(l,...,n))
= (=1)""(sgno)(=1)""" = (=1)*(sgn o)

nach Proposition (1.95) und Korollar (1.96) sowie

a(j), falls j € [1,1 — 1], o(4) € [1,k — 1],

o(j)+1, falls j € [1,1 — 1], o(j) € [k,n — 1],
(o)) = &, falls j =1,

o(j — 1), falls j € [1+1,n), 0(j — 1) € [1,k — 1],

o(j—1)+1, fallsje[l4+1,n],0(—1) € [k,n—1],
fiir j € [1,n]. Es folgt

det A = Z sgn)( H Ari).i) H Ar

7:‘-(16)87]@ j€[1,1-1] jE€[l+1,n]

= > GenfNC [T Agenm)C IT Avene.s)
?e)S_n je[ll 1] JEl+1,n]

= Z (=) (sgno)( H Aoy H As(i)+14)( H As(i-1).5)
€S, jE1,1-1] JE[1,1-1] JEl+1,n]

o(n)=n o(j)ell,k—1] o(j)elk,n—1] o(j—1)€[1,k—1]
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( H Ao(j—1)+1,j)

JE[l+1,n]
o(j—1)€lk,n—1]

:(—1)k+l Z (sgno)( H Aa(a’)u‘)( H Aa(j)Jrl,j)( H Aa(j)vjﬂ)

o€S, j€E[1,l-1] JE[1,1-1] j€[l,n—1]
a(n)=n o(5)€ell,k—1] o(§)€[k,n—1] o(5)ell,k—1]
( H Aa(j)+1,j+1)
jEl,n—1]
o(j)€lk,n—1]
== sgno)( [ Boy) II Ben)C Il Bon)
0ESH_1 j€1,i-1] jE1,l-1] JE[l,n—1]
o(j)€l,k—1] o(j)€lk,n—1] o(j)€l,k—1]
( II Bows)
jell,n—1]
o(j)€lk,n—1]
= (=D " (sgno)( [ Boyg) = (=) det B = (=1)"My ,(A).
0ESH_1 j€[1,l-1]

Nun sei A € K™*™ beliebig. Dann folgt

det A = det (A,J A,’l,1 A,’l A,’l+1 A,’n)

= det (A,)l Af,lfl Zkgp,n] Ak7lek A,7l+1 A,m)

= Z Ak7ldet(A_71 A—,l—l ek A_71+1 A_yn)
ke(1,n]

= > A (DM ((Acy o Ay en Al . ALL)
ke(l,n]

= D (=P AL M (A).
ke(1l,n]

(b) Es sei k € [1,n] gegeben. Nach Korollar (2.212) und (a) gilt

det A=det A" = Y (=1)FFAFM k(A7) = Y (—1)FT AL My (A). O
le[l,n] le[1,n]

. eispiel. Essei A € gegeben durc
2.219) Beispiel. Es sei 4 € R3*3 ben durch

1 -1 2
A=1[4 3 -1
2 -1 1
Dann ist
det A = —12.

Beweis. Eine Laplace-Entwicklung (2.218)(a) nach der ersten Spalte liefert
1 -1 2
det A=det |4 3 —1] =1det ( 3 1) — 4 det (1 2) + 2det (1 2 )
-1 1 -1 1 3 -1
2 -1 1
=131 — (=1)(=1)) —4((=1) - 1 = 2(=1)) + 2((=1)(=1) —=2-3) =1-2 —4- 1+ 2(=5) = —12. O

Etwas weniger chaotisch gestaltet sich die Rechnung, wenn wir die Matrix zundchst durch elementare Zeilenope-
rationen vereinfachen. Hierbei gilt zu beachten, dass Vertauschungs- und Multiplikationsoperatoren die Deter-
minante verdndern (geméf der Multilinearitit bzw. Proposition (2.205), unter Beachtung von Korollar (2.212)).
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Alternativer Beweis zu Beispiel (2.219). Zunéchst formen wir A mittels Additionsoperationen auf den Zeilen
um:

Lo-1 o2\ 1o-1 2\ 1 -1 2
4 3 12200 7 -9 —25 10 0 12
2 -1 1 0 1 -3 0 1 -3

Nach Korollar (2.212) und Bemerkung (2.204) gilt

1 -1 2 1 -1 2
detA=det|4 3 —-1]=det|{0 0 12
2 -1 1 0 1 -3

Eine Laplace-Entwicklung (2.218)(a) liefert
L2 0 12
detA=det [0 0 12 :det< )z—det (12) = —12. O
1 -3
0 1 =3
De facto lésst sich die Determinante einer Matrix in Zeilenstufenform ablesen, siehe Korollar (2.226).

(2.220) Definition (Adjunkte). Es seien n € N und ein Koérper K gegeben. Fir A € K"*" heifst
Adj(A) € K™*™ gegeben durch

Adj(A)i; = (=1)"IM; ;(A)
fiir i,5 € [1,n] die Adjunkte von A (oder die komplementdire Matriz zu A).

Die Laplace-Entwicklung lasst sich kompakt in folgender Formel zusammenfassen:

2.221) Satz. Es seien n € N und ein Korper egeben. Fir A € 11t
( ) S Es sei N und ein K K gegeben. Fiir A € K™*" gil
Adj(A) A= AAdj(A) = (det A)E,,

Beweis. Es sei A € K"*™ gegeben. Fiir 4,k € [1,n] liefert eine Laplace-Entwicklung (2.218)(a) nach der i-ten
Spalte

(Adj(A) A)ig = Y Adi(A)i A5 = Y Ajn(=1)" My ,(A)

j€[1l,n] j€[1,n]
= > Ap(D"MM((Aly o Al ALy Al o AlL))
j€[1,n]
= det (A_71 PN A—,i—l A_,k A_7z'+1 RPN A_,n) = éi’k(det A) = ((det A)En)z,k

Somit gilt Adj(A) A = (det A)E,,.
Die Formel A Adj(A) = (det A)E,, ldsst sich analog beweisen. O

Die Adjunkte einer invertierbaren Matrix steht in engem Zusammenhang zur Inversen, wie wir im Folgenden
sehen werden.

(2.222) Korollar. Es seien n € N und ein Koérper K gegeben. Dann ist
GL,(K)={A € K™ | det A # 0}.

Das Inverse von A € GL,,(K) ist durch
A7l = (det A)"TAdj(A)

gegeben.
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Beweis. Es sei A € K™*™ gegeben.

Zunéchst sei A invertierbar. Da det: K™*"™ — K nach Proposition (2.216) ein Monoidhomomorphismus ist,
folgt det A € K* nach Bemerkung (1.66), d.h. det A # 0.

Nun sei umgekehrt det A # 0, also det A € K*. Dann ist nach Satz (2.221) auch A invertierbar mit

A1 = (det A)"LAdj(A). 0

Alternativer Beweis der ersten Aussage in Korollar (2.222). Zunichst sei A invertierbar. Da det: K™*" — K
nach Proposition (2.216) ein Monoidhomomorphismus ist, folgt det A € K* nach Bemerkung (1.66), d.h. es
ist det A # 0.

Nun sei umgekehrt A nicht invertierbar. Nach Satz (2.199) ist A dquivalent zu Qux 4, d.h. es gibt P,Q € GL,,(K)
mit QAP = Qi 4. Nach Bemerkung (2.196) ist aber rk A < n, so dass nach Proposition (2.216) und Bemer-
kung (1.66) nun

(det Q)" (det A)(det P) = det(Q 'AP) = det Quea =det (e1 ... exa 0 ... 0)=0
und damit det A = 0 folgt. O

Fir n e N, A € Z™*™ ist Adj(A) € Z™*"™, wie man an der Leibniz-Formel (2.211) erkennen kann. Ist zudem
A € GL,(Q), d.h. invertierbar aufgefasst als Matrix mit Eintriigen in Q, so ist im Allgemeinen A~% ¢ Z"*"
sondern nur noch A=t € Q"*". In diesem Fall kann also die Adjunkte als ,diskretes Analogon“ der Inversen
angesehen werden.

(2.223) Korollar. Es seien n € N und ein Kérper K gegeben. Der Monoidhomomorphismus det: K™*" — K
schrinkt ein zu einem surjektiven Gruppenhomomorphismus

det: GL,(K) — K*.

Der Kastchensatz

(2.224) Proposition (Késtchensatz fiir Determinanten). Es seien m,n € N und ein Korper K gegeben.
Fir A€ K™, B e K™ O ¢ K™ gilt

det (6‘ g) — (det A)(det C).

Beweis. Eine Laplace-Entwicklung (2.218)(a) nach der ersten Spalte und Induktion nach m liefert

det <g‘ g) 3 (ke <61 g>k7lM,€,1(<g‘ g>) S (1)L My (A) (det C)

ke[l,m+n] kell,m]
=( > (=M1 A, 1M1 (A))(det C) = (det A)(det C). O
ke[1l,m]

(2.225) Definition (obere Dreiecksmatrix). Es seien n € Ny und ein Kérper K gegeben. Ein A € K™*"™ heifst
obere Dreiecksmatriz, falls A; ; = 0 fiir ¢,7 € [1,n] mit ¢ > j.

(2.226) Korollar. Es seien n € N und ein Kérper K gegeben. Fiir jede obere Dreiecksmatrix A € K™*" gilt
det A= J[ A4,
jelln]
Beweis. Dies folgt aus dem Késtchensatz fiir Determinanten (2.224) und Induktion. O
Nach Korollar (2.226) lassen sich also insbesondere Determinanten von Matrizen in Zeilenstufenform ablesen.

Alternativer Beweis zu Beispiel (2.219). Zunéchst formen wir A mittels Additionsoperationen auf den Zeilen
um:

L N 1o—-1 2\ 1 -1 2
4 3 1222500 7 -9 2510 0 12
2 -1 1 0 1 -3 0 1 -3
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Nach Korollar (2.212), Proposition (2.205) und Korollar (2.226) gilt

1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
detA=det[4 3 —1]=det|0 0 12|=—det{0 1 —3|=-(1-1-12)=-12. O
2 -1 1 0 1 -3 0 0 12

Ahnlichkeit

(2.227) Definition (Ahnlichkeit von Matrizen). Es seien n € Ny und ein Korper K gegeben. Fiir A, B € K"*"
sagen wir, dass A dghnlich (oder konjugiert) zu B ist, wenn es ein P € GL,(K) mit

P 'AP=B
gibt.

(2.228) Bemerkung. Es seien n € Ny und ein Korper K gegeben. Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquiva-
lenzrelation auf K™*™.

Beweis. Es seien A, B,C € K"*" g0 gegeben, dass A ahnlich zu B und B &hnlich zu C ist. Dann gibt es
P,Q € GL,(K) mit P"'AP = B und Q= !BQ = C. Es folgt

(PQ)'A(PQ)=Q 'P'APQ =Q'BQ =C,

also A #hnlich zu C. Folglich ist Ahnlichkeit von Matrizen transitiv.

Fiir A € K™ gilt E; 1 AE,, = A, also A #hnlich zu A. Folglich ist Ahnlichkeit von Matrizen reflexiv.

Es seien A, B € K™*" so gegeben, dass A #hnlich zu B ist. Dann gibt es ein P € GL,,(K) mit Q"*AP = B. Es
folgt (P~1)"'BP~! = A, also B #hnlich zu A. Folglich ist Ahnlichkeit von Matrizen symmetrisch.

Insgesamt ist Ahnlichkeit von Matrizen eine Aquivalenzrelation auf K™*™. O

Die Determinante eines Endomorphismus

(2.229) Bemerkung. Es seien n € N, ein Korper K und A, B € K™*" gegeben. Wenn A #hnlich zu B ist,
dann gilt

det A = det B.

Beweis. Es sei A dhnlich zu B, so dass es ein P € GL,(K) mit P~'AP = B gibt. Nach Proposition (2.216)
folgt

det B = det(P~'AP) = (det P)~!(det A)(det P) = det A. O

(2.230) Korollar. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraum-
endomorphismus ¢: V' — V gegeben. Fiir parametrisierte Basen s = (s;)je(1,dimv] und 8" = (8})jen,dim v
von V gilt

det M3 () = det M¥, ().
Beweis. Nach Bemerkung (2.185) ist M%(¢) dhnlich zu M%,(¢), so dass Bemerkung (2.229) bereits
det M2 () = det M2, (i)
impliziert. O

(2.231) Definition (Determinante). Es seien ein Koérper K und ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V'
gegeben. Fiir einen K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V definieren wir

det o = det M3 (),

wobei 5 = (8;),c[1,dim v] €ine beliebige parametrisierte Basis von V' bezeichne.

(2.232) Bemerkung. Es seien n € N, ein Korper K und ein A € K™*™ gegeben. Dann ist
det A=det@4.

Beweis. Es ist

det A = det Mg (@4) = det @ 4. O
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Aufgaben

Aufgabe 92 (Eindeutigkeit alternierender Multilinearformen). Es seien n € N, ein Kérper K und alternierende
Multilinearformen d und d’ auf K™*™ gegeben. Zeigen Sie: Fiir A € K™*" gilt

dl(En)d(A) = d(En)d/(A>'
Aufgabe 93 (Multiplikativitdt der Determinante). Es seien n € N und ein Korper K gegeben.

(a) Es sei eine alternierende Multilinearform d auf K™*™ und ein B € K™*" gegeben. Zeigen Sie: Dann ist
auch

d: K"™" - K, A~ d(BA)
eine alternierende Multilinearform auf K™*" mit d'(E,) = d(B).
(b) Es sei eine alternierende Multilinearform d auf K™*™ gegeben. Zeigen Sie: Fiir A, B € K™*™ gilt

d(BA)d(E,) = d(B)d(A).

(¢) Zeigen Sie, dass det: K™*™ — K ein surjektiver Monoidhomomorphismus ist.
Aufgabe 94 (Berechnung von Determinanten).

(a) Es sei ein Korper K gegeben. Berechnen Sie die Determinanten von A € K3*3 B ¢ F2*5 C ¢ R>*®
gegeben durch

1 0 0 0 0 e e m
110 22 2 0 0 0 1 e2 V2 Vo o0
A=1[1 3 2|,B=13 3 3 0 0[,C=]1 2 V3 er 1
0 2 2 4% 43 42 4 0 0 0 eF 1 o0
55 5% 5% 52 5 0o o0 1 0 0
(b) Es seien 4, B € Q*** gegeben durch
1 1 -2 3 1 1 1 1
-1 -2 4 -1 1 3 1 -1
A=1_9 4 6 5|'B=l0 4 1 —7
—2 -1 6 1 3 -3 1 16

Berechnen Sie die Determinanten von A, B und A~2BA3B~2.

Aufgabe 95 (Invertierbarkeitskriterium). Es sei ein Kérper K gegeben. Fiir ¢ € K sei ferner A, € K3*3
gegeben durch

5c 6—c 3c+7
A.=11—-2¢c ¢c—-3 -3-2
4c —c+5 64 3c

Fiir welche ¢ € K ist A, € GL3(K)?

9 Algebren und Polynome

Wir wollen Polynome definieren. Ein Polynom in X soll hierbei ein Ausdruck der Form Zie[om] a; X* fiir ein
beliebiges n € Ny sein, also eine Linearkombination von (X i)ie[l}n]. Dabei ist X? eine Potenz von X, also ein
iteriertes Produkt mit sich selbst. Auch weil wir Polynome miteinander multiplizieren wollen, brauchen wir
daher eine Struktur, in der wir multiplizieren kénnen, also ein Monoid. Andererseits haben wir es auch mit einer
Linearkombination zu tun, d.h. wir brauchen auch eine Struktur, in welcher wir addieren und mit Skalaren
multiplizieren kénnen, also einen Vektorraum. Dies fiihrt uns auf den Begriff einer Algebra.
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Assoziative Algebren

(2.233) Definition (assoziative Algebra). Es sei ein Korper K gegeben.

(a)

Eine Algebra tiber K (oder K-Algebra oder Algebra, genauer unitdre assoziative Algebra oder assoziative
Algebra mit Einselement oder assoziative Algebra mit Eins) besteht aus einem K-Vektorraum A zusammen
mit einer Verkniipfung m auf A so, dass die unterliegende Menge von A ein Monoid mit Multiplikation m
wird und so, dass folgende Axiome gelten.

o Distributivitdt von Addition und Multiplikation. Fir x,y,z € A ist
m(z +y,z) = m(z,z) + m(y, 2),
m(z,y + 2) = m(z,y) + m(z, 2).
o Distributivitdt von Skalarmultiplikation und Multiplikation. Fir a € K, x,y € A ist
m(az,y) = am(z,y),
m(z,ay) = am(z,y).
Die Verkniipfung m wird Multiplikation von A genannt.

Es seien K-Algebren A und B gegeben. Ein Algebrenhomomorphismus iber K (oder K -Algebrenhomomor-
phismus oder Homomorphismus von K-Algebren oder Homomorphismus) von A nach B ist ein K-Vek-
torraumhomomorphismus ¢: A — B so, dass ¢ ein Ringhomomorphismus (bzgl. der Multiplikation in A
und B) ist.

(2.234) Definition (kommutative Algebra). Es sei ein Kérper K gegeben. Eine K-Algebra A heift kommutativ,
falls die Multiplikation von A kommutativ ist.

Wir betonen, dass wir die in Definition (1.37) eingefiihrte Notation fiir die Multiplikation und das Einselement
eines Magmas (und also insbesondere eines Monoids) auch fiir Algebren weiterhin verwenden. Die Axiome einer
Algebra A iiber einem Koérper K lesen sich damit wie folgt:

Assoziativitdt der Addition. Fir x,y,z € Aist x + (y + 2) = (x + y) + 2.

Existenz der Null. Es existiert ein n € A mit n +x = x +n = z fiir alle x € A. Dieses n ist nach
Korollar (1.28) eindeutig bestimmt und wird mit 0 = 0 bezeichnet. Wir haben also 0 + 2 =z +0 =
fiir alle z € A.

Existenz der Negativen. Fiir jedes z € A existiert ein y € A mit y + z = x + y = 0. Dieses y ist nach
Korollar (1.33) eindeutig bestimmt und wird mit —z = (—x)? bezeichnet. Wir haben also (—x) + x =
z+ (—z) =0.

Kommutativitat der Addition. Fir z,y € Aist x +y =y + x.
Assoziativitdt der Skalarmultiplikation. Fir a,b € K, x € A ist (ab)x = a(bz).
Einselement der Skalarmultiplikation. Fiir x € A ist 15z = x.

Distributivitit von Addition und Skalarmultiplikation. Fir a,b € K, v € A ist (a + b)z = ax + bx.
Fira € K, z,y € Aist a(r + y) = ax + ay.

Assoziativitit der Multiplikation. Fir x,y, 2z € A ist 2(yz) = (xy)z.

Ezistenz der Eins. Es existiert ein e € A mit ex = ze = x fiir alle z € A. Dieses e ist nach Korollar (1.28)
eindeutig bestimmt und wird mit 1 = 1* bezeichnet. Wir haben also 14z = 214 = z fiir alle z € A.

Distributivitit von Addition und Multiplikation. Fir z,y,z € A ist (x + y)z = (zz) + (yz) und
a(y +2) = (zy) + (22).

Distributivitit von Skalarmultiplikation und Multiplikation. Fir a € K, z,y € A ist (ax)y = a(ay)
und z(ay) = a(zy).
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Ist A kommutativ, so gilt zusétzlich noch:
o Kommutativitat der Multiplikation. Fir z,y € A ist xy = yx.

Die Axiome eines Algebrenhomomorphismus ¢: A — B iiber einem Korper K in Standardnotation lesen sich
wie folgt:

o Vertriglichkeit mit den Additionen. Fiir z,2' € A ist o(z + 2') = ¢(z) + p(z).

o Vertriglichkeit der Nullen. Es ist ¢(0) = 0.

o Vertriglichkeit der Negativen. Fiir z € A ist p(—x) = —p(x).

o Vertraglichkeit mit den Skalarmultiplikationen. Fir a € K, z € A ist p(az) = ap(x).
o Vertriglichkeit mit den Multiplikationen. Fiir z, 2’ € A ist p(za’) = ¢(x)p(a').

o Vertriglichkeit der Einsen. Es ist ¢(1) = 1.

Nach Bemerkung (2.36) wissen wir, dass das zweite und dritte Axiom (Vertraglichkeit der Nullen und der
Negativen) eines Algebrenhomomorphismus redundant sind.

Insbesondere ist jede Algebra bzgl. Addition und Multiplikation ein Ring und jeder Algebrenhomomorphismus
ein Ringhomomorphismus.

Analog zu Bemerkung (2.41) lassen sich die Distributivgesetze der Multiplikation einer Algebra auch wie folgt
lesen:

(2.235) Bemerkung. Es seien ein Korper K und eine K-Algebra A gegeben.
(a) Fiir y € A ist
py: A=A z—zxy
ein K-Vektorraumhomomorphismus.
(b) Fiir z € A ist
At A= A y—ay
ein K-Vektorraumhomomorphismus.
Beweis.
(a) Es seiy € A gegeben. Da fiir z, 2’ € A stets
py(z +2') = (z +2")y = 2y + 2"y = py(2) + py(2)
und fiir a € K, x € A stets
pylax) = (ax)y = a(ry) = py(z)
gilt, ist p, nach Bemerkung (2.36) ein Vektorraumhomomorphismus.
(b) Es sei x € A gegeben. Da fiir y,y’ € A stets
Ny +y)=aly+y) =ay+ay = Xa(y) + Xa(y)
und fiir a € K, y € A stets
Ae(ay) = z(ay) = a(zy) = ar.(y)
gilt, ist A\; nach Bemerkung (2.36) ein Vektorraumhomomorphismus. O

(2.236) Beispiel. Es sei ein Korper K gegeben.
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(a) Es wird K, aufgefasst als K-Vektorraum wie in Beispiel (2.33)(a)(i), eine K-Algebra mit Multiplikation
gegeben durch Multiplikation des Korpers K.

(b) Fiir jeden K-Vektorraum V wird Homg (V,V) = Endg (V) eine K-Algebra mit Multiplikation gegeben
durch Komposition.

(¢) Fiir n € Ny wird K™*™ eine K-Algebra mit Multiplikation gegeben durch Matrixmultiplikation.
Beweis.

(b) Dies folgt aus Proposition (2.146).

(c) Dies folgt aus Proposition (2.161). O
(2.237) Definition (Algebrenisomorphismus). Es seien ein Kérper K und K-Algebren A und B gegeben.

(a) Ein Algebrenisomorphismus iber K (oder K -Algebrenisomorphismus oder Isomorphismus von K-Algebren
oder Isomorphismus) von A nach B ist ein K-Algebrenhomomorphismus ¢: A — B so, dass ¢ eine
invertierbare Abbildung und ¢~': B — A ein K-Algebrenhomomorphismus ist.

(b) Wir sagen, dass A isomorph zu B (als K-Algebren) ist, geschrieben A = B, falls ein K-Algebrenisomor-
phismus von A nach B existiert.

Polynomalgebra

(2.238) Definition (Polynomalgebra). Es sei ein Korper K gegeben. Eine Polynomalgebra iiber K (oder K -Po-
lynomalgebra oder Polynomalgebra oder Polynomring) besteht aus einer K-Algebra P zusammen mit einem
Element X € P so, dass (X?);en, eine Basis von P ist. Das Element X wird Unbestimmte von P genannt.
Fiir eine K-Polynomalgebra P mit Unbestimmter X sagen wir, dass P eine Polynomalgebra in (der Unbestimm-
ten) X ist. Die Elemente von P werden Polynome in X genannt. Das Nullelement von P wird auch Nullpolynom
genannt.

Es seien ein Korper K und eine K-Polynomalgebra P in der Unbestimmten X gegeben. Da (X%);cy, ein
Erzeugendensystem von P ist, gibt es fiir jedes Element f € P ein a € KM mit f = ZieNo a; X*. Fiir

jedes a € KMo) ist jedoch a; = 0 fiir fast alle i € Ny, d.h. es existiert ein n € Ny mit ZiENQ a; X' = Zie[o n) a; X",
Andererseits ist (X');en, auch linear unabhiingig, d.h. aus > ,c a; X" = Y ,c b:i X" fiir a,b € K™) folgt
bereits a; = b; fiir alle ¢ € Ny. Polynome in X sind also durch ihre Koeflizienten eindeutig festgelegt.

(2.239) Bemerkung. Es seien ein Koérper K und eine K-Polynomalgebra P in X gegeben. Ferner sei
s:= (X%);en,. Dann ist
Aot KM 5 Plam > a X
1€Ng
ein K-Vektorraumisomorphismus.

Beweis. Da s eine Basis von P ist, folgt dies nach Bemerkung (2.108). O

(2.240) Bemerkung. Es seien ein Korper K und eine K-Polynomalgebra P in X gegeben. Fiir a,b € K (No)
gilt

(D aXH(Y_bX) =Y () aib)X*
1€Ng j€Ny keNy 4,7€Ng
iti=k
in P.
Beweis. Fiir a,b € KM gilt
(FaX) T BX = 3 T a0 = TS axt
i€Np Jj€No 1€Ng j€Ng keNg i,jENg

i+j=k

in P. O
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(2.241) Korollar. Es seien ein Korper K und eine K-Polynomalgebra P in X gegeben. Dann ist P ein
kommutative K-Algebra.

(2.242) Proposition. Es sei ein Kérper K gegeben. Wir definieren X € K®o) durch
X :=e;.

Dann wird der K-Vektorraum K (Mo) eine K-Polynomalgebra in X mit Multiplikation gegeben durch

ab = ( Z aibj)keNo
4,7ENg
itj=k
fir a,b € K™ Die Eins von KM ist gegeben durch
1= €.
Beweis. Wir definieren
m: K00 s K00 5 KO0 (a,0) 5 () aibj)ken, -
1,7ENg
i+j=k

Zunichst wollen wir zeigen, dass der K-Vektorraum K®Mo) eine K-Algebra mit Multiplikation m wird.
Fiir a,b,c € KMo gilt

m(a, m(b, c)) Z bjck)ren,) = ( Z a; Z bjck)ien, = ( Z Z ai(bjck))ien,

7,k€Ng 7 TENO 7,k€Np 4,7ENg j,kENp
jt+k=r i+r= jt+k=r i+r=l j+k=r
=( E a;bjcr)ien, = g E (aibj)er)ien, = ( E ( g a;bj)cr)ien,
4,7,kENp r,k€Ng 1,jENg r,k€Np 4,jENg
it gtk=l rk=l itj=r k=l itj=r
=m(( Y aibj)reny,c) = m(m(a,b),c).
1,j€Ng
i+j=r

Folglich ist m assoziativ.
Fiir a € KMo) gilt

m(eg,a) = (Y (co)iaj)reno = (Y 8i0a;)ken, = (ar)ken, = a.
i,j€Ny i,jENg
iti=k =k

Folglich ist eg ein neutrales Element bzgl. m.
Fiir a,b,c € KMo gilt

m(a+b,¢) = m((a; + b;)ieng, ) = ( Z (@i + bi)cj)ken, = Z a;cj + Z bicj)ken,

1,7E€Ng 1,7€Ng 1,jE€Np
itj=k iti=k iti=k
= (D aici)reno + (D bicjren, = m(a,c) + m(b,c),
1,jENg 4,JENp
itj=k itj=k
m(a,b+c) =mla, (b; + ¢;)jeny) = ( D ai(by +¢;)reno = (Y, aibj+ Y aic;)ken,
1,jE€Ng 1,7 €N 1,jE€Ng
i j=k iFj=hk i j=k
= (> aibjren, + (Y aicj)ren, = m(a,b) +m(a,c).
i,j€Ng 1,7€Np
ibj=k itj=k

Fiir ¢ € K, a,b € KMo gilt

m(ca,b) = m((cai)ieny; b) = (D (cai)bj)ren, = (¢ Y aibjren, = c( Y aibj)ren, = cm(a,b),
i,jeNo i,7eNo i.i€Ng
i+j=k i+j=k i+j=k
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m(a,cb) = m(a, (cb;)jery) = (Y ai(chj)ken, = (¢ Y aibj)rerny =c( > aibj)ren, = cm(a,b).
1,7E€Ng 1,jE€Np 1,jE€Np
itj=k itj=k itj=k
Folglich ist m kompatibel mit Addition und Skalarmultiplikation auf KMo,
Insgesamt wird K ®™o) eine K-Algebra mit Multiplikation m, d.h. mit

ab = m(a,b) = ( E aibj)ken,
1,j€ENo
i+j=k

fir a,b € KMo Um zu zeigen, dass K(No) eine Polynomalgebra in X = e; wird, verbleibt es zu zeigen,
dass (X");en, eine Basis von K (o) ist. Hierzu zeigen wir per Induktion nach [ € Ny, dass X! = ¢ ist. Fiir { = 0
gilt X% =1 = ey. Es sei also ein [ € N gegeben und es gelte X!~! = ¢;_;. Dann folgt

X' =X"1X =e_jep = ( E (er—1)i(e1)j)ren, = ( E 8i1-1051)keny, = (Ok,1)keN, = €1-
4,j€Np VIS
iti=k iti=k

Folglich ist (X');en, = (e1)ien, = e die Standardbasis von K®Mo) und damit K™Mo) eine Polynomalgebra in X. [

Der Einsetzungshomomorphismus

(2.243) Proposition. Es seien ein Korper K und eine K-Polynomalgebra P in X gegeben. Fiir jede K-Alge-
bra A und alle z € A gibt es genau einen K-Algebrenhomomorphismus ev,: P — A mit ev,(X) = z, gegeben
durch

evx(z a; X" = Z a;z’
1€Ng i€Ng
fiir a € K Mo),

Beweis. Nach Proposition (2.111)(a) gibt es einen eindeutigen K-Vektorraumhomomorphismus ev,: P — A
mit ev, (X?) = 2! fiir i € Ny, gegeben durch

evx(g aiXi): E a;z’
1€Ng 1€Ng

fiir a € K™o). Insbesondere gilt also ev,(X) = x. Fiir a,b € K™0) gilt ferner

evo (Y aiX)(D] biXT) =eva( D (D abj)X) =3 (D aibj)a® = (D air’)(Y bja’)

1E€Ng j€Ny keNy 4,7€Ng keNp 4,7€Ng 1€Ng Jj€Ng
it+j=k i+j=k
= evy( E a; X") evy( E b; X7).
1€Ng J€Ny

Folglich ist ev, ein K-Algebrenhomomorphismus.
Nun sei umgekehrt ein beliebiger K-Algebrenhomomorphismus ¢: P — A mit ¢(X) = x gegeben. Fiir i € Ny
gilt dann auch

P(X") = p(X)' =" = evy (X7).

Da aber (X?%);cn, eine Basis von P und ¢ insbesondere ein K-Vektorraumhomomorphismus ist, impliziert dies
bereits ¢ = ev, nach Proposition (2.111)(a). O

(2.244) Definition (Einsetzungshomomorphismus). Es seien ein Korper K, eine K-Polynomalgebra P in X
und eine K-Algebra A gegeben. Fiir z € A heifst der eindeutige K-Algebrenhomomorphismus

evy =evl: P — A

mit ev,(X) = x der Finsetzungshomomorphismus. Wir schreiben
f(@) == eva(f)

fir f € P.
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(2.245) Bemerkung. Es seien ein Korper K, eine K-Polynomalgebra P in X und eine K-Polynomalgebra @
in Y gegeben. Dann sind eV{i: P — Q und ev?(: @ — P sich gegenseitig invertierende K-Algebrenisomorphis-
men.

Beweis. Es gilt ev)Q((evﬁ(X)) = ev?((Y) = X und ev{i(ev?{ (Y)) = evl(X) = Y. Andererseits haben wir aber
auch idp(X) = X und idg(Y) = Y. Nach Proposition (2.243) folgt ev o evE = idp und evl o ev§ = idp,
d.h. evd und ev)Q( sind sich gegenseitig invertierende K-Algebrenisomorphismen. O

(2.246) Konvention. Es sei ein Korper K gegeben. Nach Proposition (2.242) und Bemerkung (2.245) gibt es
bis auf Isomorphie von K-Algebren genau eine K-Polynomalgebra. Wenn wir im Folgenden von K[X] sprechen
und X nicht anderweitig definiert ist, so meinen wir damit stets eine K-Polynomalgebra in der Unbestimmten X.
Ein Polynom f in K[X] ist dann also von der Form

f- Y ax
1€Np
fiir ein a € KMo,
Wir veranschaulichen das Einsetzen von Algebrenelementen in Polynome noch einmal an einigen Beispielen:
(2.247) Beispiel. Es seien ein Korper K sowie f € K[X], a € KMo) mit f = > ieN a; X" gegeben.
(a) Fir b€ K ist f(b) € K gegeben durch
F) =" aib'.
1€Ng
(b) Es sei ein K-Vektorraum V' gegeben. Fiir ¢ € Endg (V) ist
flo) =Y aip'.
1€Np
(¢) Essein € Ng gegeben. Fiir A € K™*"™ ist
flA) = A
1€Np
(d) Es ist
fX) =) aX'=f
1€Np
(2.248) Proposition. Es sei ein Korper K gegeben. Die Abbildung
1 K = K[X], a a- 155
ist ein injektiver Ringhomomorphismus.
Beweis. Fiir a,b € K gilt
t(a+0b) = (a+b) 15X = ¢ 1EXT 1 18X — 4 (a) 4 4(b),
t(ab) = (ab) - 15X = (@ - 15X (5 151Xy = () o(b).
Da ferner auch

(1) = 15 1 KIXT = 1 KX

gilt, ist ¢ nach Bemerkung (1.103) ein Ringhomomorphismus. Fiir a,b € K mit «(a) = ¢(b) in K[X] gilt
a- 15X = p. 151X also a = b in K wegen der linearen Unabhiingigkeit von (1K[X]). Folglich ist ¢ injektiv. [

(2.249) Konvention. Es sei ein Koérper K gegeben. Von jetzt an identifizieren wir K mit dem Bild der
injektiven Abbildung ¢: K — K[X], a — a - 15¥1X] aus Proposition (2.248). Das heift, unter Missbrauch der
Notationen schreiben wir K anstatt Im¢, und, fir a € K, notieren wir das Bild ¢(a) von a auch durch a.
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Grad eines Polynoms

Es seien ein Korper K und ein f € K[X]\ {0} gegeben. Da (X*);cn, eine Basis von K[X] ist, gibt es genau
ein a € K®o) mit

f = Z CliXi.

1€Np

Wegen a; = 0 fiir fast alle i € Ny, d.h. es gibt ein n € Ny mit a,, # 0 und a; = 0 fiir 4 > n. Somit ist

f=> aXx'

1€[0,n]
Wir wollen nun etwas Terminologie fiir diese endliche Darstellung eines Polynoms festlegen.

(2.250) Definition (Grad, Koeffizienten). Es seien ein Kérper K, ein f € K[X]\ {0} und a € K®o) mit
=2 ien, @iX' gegeben.

(a) Der Grad von f ist definiert als

deg f := max {i € Ny | a; # 0}.

(b) Die Eintrége a; von a fiir ¢ € [0,deg f] werden Koeffizienten von f genannt. Der Eintrag ages  heifit
Leitkoeffizient von f. Der Eintrag ag heifst konstanter Koeffizient von f.

(c) Wir sagen, dass f ein normiertes Polynom ist, falls der Leitkoeffizient von f gleich 1 ist.

Fiir jedes f € K[X]\ {0} fiir einen Kérper K gibt es also a; € K fiir i € [0, deg f] mit

f = Z aiXi.

1€[0,deg f]

Der Leitkoeffizient aqeq r ist nach Definition (2.250)(a) stets ungleich 0.
Wir betonen, dass das Nullpolynom keinen Grad hat.

(2.251) Bemerkung. Es seien ein Kérper K und ein f € K[X] gegeben. Dann ist f(0X) der konstante
Koeffizient von f.

(2.252) Bemerkung. Es sei ein Korper K gegeben. Dann ist
K ={f e K[X]|f=0oder deg f = 0}.
(2.253) Bemerkung. Es seien ein Korper K und f,g € K[X]\ {0} gegeben.
(a) Wenn f + g # 0 ist, gilt
deg(f + g) < max(deg f,degg).

Wenn deg f # deg g ist, gilt

deg(f + ¢g) = max(deg f,degg).
(b) Fiir f,g € K[X]\ {0} gilt fg # 0 und
deg(fg) = deg f + degyg.
Beweis. Es seien a,b € KMo mit f = Dien, @i X' und g =7

ieNo b; X' gegeben.
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(a) Bsist f 4+ g =Y e, (@i + b)) X" Fiir i € Ng mit a; 4 b; # 0 gilt auch a; # 0. Folglich ist
deg(f +g) =max{i € Ny | a; + b; # 0} <max{i € Ny | a; # 0} = deg f.

Analog lasst sich deg(f + g) < degg zeigen.

Nun gelte deg f # degg. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass deg f < degg ist. Fiir i« € Ny mit i > degg gilt
dann a; = 0 und damit

4, + b, = ) baesy falls i = degg,
0, falls 7 > degg,

Folglich ist deg(f + g) = deg g = max(deg f, deg g).
(b) Nach Bemerkung (2.240) ist fg = >, cn, (D ijen, a;ib;)X*. Fiir k € Ny mit k¥ > deg f + deg g gilt dann
itj=k

Z a:b; = {a/deg_fbdeg97 fallsk:degf+degg’
vy

iGN, 0, falls ¢ > deg f + degg.
iti=k
Folglich ist fg # 0 und deg(fg) = deg f + degg. O

(2.254) Korollar. Es seien ein Korper K und f, g, h € K[X] gegeben. Genau dann gilt fg = fh, wenn g = h
ist.

Beweis. Dies folgt aus Aufgabe 37 und Bemerkung (2.253)(b). O

(2.255) Korollar. Es sei ein Korper K gegeben. Dann ist
K[X]* = K* = K\ {0}.

Beweis. Fiir f € K[X]* gilt
deg f +deg f~' = deg(f ") = deg1 =0,

also deg f = deg f~1 = 0 und damit f, f~! € KX = K\ {0}. O

Teilbarkeitslehre in Polynomringen

Wir leiten fiir Polynome iiber einem Koérper eine Division mit Rest her, ganz dhnlich zu der, welche wir von den
ganzen Zahlen her kennen, vgl. Erinnerung (1.116).

(2.256) Satz (Division mit Rest). Es sei ein Kérper K gegeben. Fiir alle f € K[X], g € K[X]\ {0} gibt es
eindeutige ¢, € K[X] mit

f=ag+r
und degr < degg oder r = 0.

Beweis. Ist deg f < degg oder f =0, so gilt f = qg+r mit ¢ = 0 und r = f. Im Folgenden sei angenommen, dass
deg f > deg g ist. Wir zeigen durch Induktion nach deg f, dass es ¢, € K[X] mit f = gg+r und degr < degg
oder r = 0 gibt.

Ist deg f = 0, so ist wegen deg f > degg auch degg = 0, also g € K[X]™ und damit f = gg + r mit ¢ = fg~*
und r = 0.

Es sei also deg f > 0 und fir f/ € K[X] mit deg f’ < deg f gebe es ¢',r € K[X] mit f/ = ¢'g + ' und
degr’ < degg oder 1’ = 0. Ferner scien a,b € KMo mit f =3 a; X" und g = Y b; X' gegeben. Wir

setzen f':= f — adegfbgelgngeg f=deggg Dann ist

1€Ng 1€Ng

f/ — f _ adegfbgelgngeg f—deggg — Z aiXi _ adegfbgelgngeg f—degg Z bZXZ
i€Np 1€Ng
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5 00 3 e XU

1€Ng 1€Np
T [ —1 [

= > X'+ Y aX'— ) adesfbae obi-(des f-deg ) X

1€[0,deg f—deg g—1 1€Ng 1€Ng

[ ] i>deg f—degyg i>deg f—degyg

— § Xl E ' R -1 7 i
= a”LX + (a"b (deg fbdcg gblf(ng J—deg 9))X ’

i€[0,deg f—deg g—1] 1€Ng

i>deg f—degyg

also deg(f’) < deg f oder f’ = 0. Nach Induktionsvoraussetzung und unserer Vorbemerkung gibt es ¢’,r € K[X]

mit f' = ¢'g +r und degr < deg g oder r = 0. Wir setzen q := ¢’ + adegfbgelgngcg f=des f yund erhalten

f = f/ + adegfbgelgngegf*degfg — q/g o+ adegfbge{ggxdegffdegfg
= (q/ + Qdeg fb(;elgngcgfidcgf)g +r= qg —+ 7.

Fiir die Eindeutigkeit seien ¢,¢’,r,r" € K[X] mit f = qg+r = ¢'g + r/, mit degr < degg oder r = 0, und mit
degr’ < deg g oder ' = 0 gegeben. Dann gilt

(¢—d)g=a9—dg=r"—r
Wire ¢ — ¢’ # 0, so wire nach Bemerkung (2.253) auch ' — r # 0 und
deg(q — ¢') +degg = deg((q — ¢')g) = deg(r’ — 1) < degyg.

Da dies ein Widerspruch ist, folgt ¢ — ¢’ = 0 und damit auch ' —r = 0 nach Bemerkung (2.253). Somit ist ¢ = ¢’
und r =1/, O

(2.257) Definition (Teilbarkeit). Es seien ein Korper K und f,g € K[X] gegeben. Wir sagen f teilt g (oder
dass f ein Teiler von g ist oder dass g ein Vielfaches von f ist), geschrieben f | g, falls es ein ¢ € K[X]
mit g = ¢f gibt. Wenn f kein Teiler von g ist, so schreiben wir f 1 g.

Nullstellen

(2.258) Definition (Nullstelle). Es seien ein Korper K und ein f € K[X] gegeben. Eine Nullstelle von f ist
ein ¢ € K mit

fla) =0.

(2.259) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein f € K[X] und ein a € K gegeben. Genau dann ist a eine
Nullstelle von f, wenn

(X—a) | f

gilt.

Beweis. Nach dem Satz iiber die Division mit Rest (2.256) gibt es ¢,r € K[X] mit
f=q¢ X—a)+r

und deg(r) < deg(X — a) oder r = 0. Wegen deg(X —a) = 1 ist r = 0 oder degr = 0, also r € K. Nun ist aber
0= f(a) = q(a)(a - a) +r(a) = r(a),

d.h. der konstante Koeffizient von r ist 0. Folglich ist » = 0 und damit f = ¢- (X —a), d.h. (X —a) | f.
Gilt umgekehrt (X —a) | f, d.h. gibt es ein ¢ € K[X] mit f = ¢ (X — a), so folgt

fla) = q(a)(a—a) =0,
d.h. a ist eine Nullstelle von f. O

(2.260) Korollar. Es sei ein Korper K gegeben. Jedes f € K[X]\ {0} hat hochstens deg f Nullstellen.
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Beweis. Wir fiihren Induktion nach deg f. Ist deg f = 0, so hat f wegen f # 0 keine Nullstellen. Es sei also
deg f > 0 und es sei angenommen, dass alle f/ € K[X]\ {0} mit deg f’ < deg f hochstens deg f' Nullstellen
haben. Wenn f keine Nullstellen hat, so hat f insbesondere héchstens deg f Nullstellen. Wir nehmen daher im
Folgenden an, dass f eine Nullstelle ¢ hat. Nach Bemerkung (2.259) gilt (X —a) | f, d.h. es gibt ein ¢ € K[X]
mit f =¢q- (X —a). Wegen f # 0 ist ¢ # 0 und

deg f = deg(q- (X —a)) =degq+ deg(X —a) =degg+1

nach Bemerkung (2.253)(b). Fiir jede von a verschiedene Nullstelle b von f gilt aukerdem 0 = f(b) = ¢(b)(b—a)
und damit ¢(b) = 0, d.h. b ist eine Nullstelle von g. Wegen degq = deg f — 1 < deg f hat ¢ nach Induktionsvor-
aussetzung hochstens deg ¢ Nullstellen. Folglich hat f hochstens deg ¢ = deg f —1 von a verschiedene Nullstellen
und damit héchstens deg f Nullstellen. O

(2.261) Definition (Zerfallung in Linearfaktorung). Es seien ein Korper K und ein f € K[X]\ {0} gegeben.
Wir sagen, dass f in Linearfaktoren zerfillt, falls es b € K und a; € K fiir i € [1,deg f] mit

f=bv I (x-a)
i€(1,deg f]
gibt.
Wir betonen, dass die a; in Definition (2.261) nicht notwendigerweise verschieden sein miissen.

(2.262) Proposition. Es seien ein Korper K und ein f € K[X]\ {0} gegeben. Fiir jedes a € K gibt es
eindeutige m € Ny, g € K[X] mit

f=X-a)"g

und g(a) # 0.

Beweis. Es sei a € K gegeben. Wir zeigen durch Induktion nach deg f, dass es m € Ny, ¢ € K[X]| mit
f=(X —a)"g und g(a) # 0 gibt.

Ist deg f = 0, so ist a keine Nullstelle von f und es gilt f = (X —a)™g mit m =0 und g = f.

Es sei also deg f > 0 und fiir f' € K[X] mit deg f’ < deg f gebe es m’ € Ny, ¢’ € K[X] mit f = (X —a)™g
und g(a) # 0. Wenn a keine Nullstelle von f ist, dann gilt f = (X — a)™g mit m = 0 und g = f. Es sei also im
Folgenden a eine Nullstelle von f. Nach Bemerkung (2.259) ist X — a ein Teiler von f, d.h. es gibt ein ¢ € K[X]
mit f = (X — a)q. Dann ist

deg f = deg((X —a)q) = deg(X —a) +degq =1+ deggq,

also deg ¢ < deg f. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es m’ € Ny, g € K[X] mit ¢ = (X —a)™ g und g(a) # 0.
Wir setzen m := 1 4+ m/ und erhalten

= (X —a)g= (X —a)(X —a)"g = (X —a)'*™ g = (X — a)"g.
Fiir die Eindeutigkeit seien m,m’ € No, g,¢' € K[X] mit f = (X —a)"g = (X —a)™ ¢’ und g(a) # 0
und ¢'(a) # 0 gegeben. O.B.d.A. gelte m < m’. Nach Korollar (2.254) folgt g = (X —a)™ ~™¢’, also

g(a) = (a—a)™ "¢ (a) = 0™ "¢/ (a).

Wegen g(a) # 0 ist somit auch 0™ =™ # 0, also m/ = m. Folglich haben (X —a)™g = (X — a)™g’ und damit
auch g = ¢’ nach Korollar (2.254). O

(2.263) Definition (Vielfachheit). Es seien ein Korper K und ein f € K[X]\ {0} gegeben. Fiir a € K heifit
das eindeutige m € Ng mit (X —a)™ | f und (X — a)™*! { f die Vielfachheit (oder Multiplizitit) von a als
Nullstelle von f.

(2.264) Definition (algebraisch abgeschlossen). Ein Koérper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes
f € K[X]\ K eine Nullstelle hat.

(2.265) Bemerkung. Es sei ein algebraisch abgeschlossener Koérper K gegeben. Jedes f € K[X]\ K zerfallt
in Linearfaktoren.



9. ALGEBREN UND POLYNOME 147

Beweis. Es sei f € K[X] gegeben. Wir fiihren Induktion nach deg f.
Es sei zunéichst deg f = 1, so dass es b € K \ {0}, ¢ € K mit f = bX + ¢ gibt. Mit a; := —b~!c folgt

f=bX+c=bX+b"'c)=bX —a).

Somit zerféllt f in Linearfaktoren.

Nun sei deg > 1 und es sei angenommen, dass alle f € K[X]\ K mit deg f’ < deg f in Linearfaktoren zerfallen.
Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat f eine Nullstelle agegs r. Nach Bemerkung (2.259) gilt (X — ageg ) | f,
d.h. es gibt ein ¢ € K[X] mit f =¢- (X —a). Wegen f # 0 ist ¢ # 0 und

deg f = deg(q- (X —a)) = degq+ deg(X —a) =degg+1

nach Bemerkung (2.253)(b), also deg ¢ = deg f — 1 < deg¢. Nach Induktionsvoraussetzung zerfiillt ¢ in Linear-
faktoren, d.h. es gibt b € K und a; € K fiir ¢ € [1,deg¢g] mit ¢ = bHiE[Ldegq] (X — a;). Es folgt

f=q-(X—aaegs)=b [] X-a) (X —aer)=b [J] X—a) (X—adaer)

i€[1,deg q] i€[1,deg f—1]
=b H (X - ai).
i€[1,deg f]
Somit zerfallt f ebenfalls in Linearfaktoren. O

(2.266) Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper der komplexen Zahlen C ist algebraisch abgeschlos-
sen.

Ohne Beweis. O

Quotientenkorper der Polynomalgebra

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass wir die Polynomalgebra K[X] iiber einem Korper K in einen
Korper K(X) einbetten konnen, d.h. dass wir einen Korper K(X) und einen injektiven Ringhomomorphis-
mus K[X] — K(X) konstruieren kénnen. Um zu sehen, wie sich diese Konstruktion durchfiithren l4sst, machen
wir zunéchst eine Analyse.

Es seien ein kommutatives Monoid @ und ein injektiver Monoidhomomorphismus ¢: K[X] — @ mit ¢(f) in-
vertierbar in @ fiir alle f € K[X]\ {0} gegeben. Wenn wir K[X] mit Im. identifizieren, so kénnen wir also Q
als ,,Erweiterung” von K[X] auffassen, in welcher Inverse fiir alle Elemente ungleich der Null existieren und
in welcher sich die {iblichen Rechenregeln bzgl. der Multiplikation, wie Assoziativitdt und Kommutativitit,
fortsetzen.

Wir erhalten die Abbildung

F: K[X] x (K[X]\{0}) = Q, (f,d) = «(f) u(d)~".

Wir wollen nun der Frage nachgehen, welche Elemente aus K[X] x (K[X]\ {0}) via F auf dasselbe Element
in @ abgebildet werden Es seien (f,d), (g,e) € K[X] x (K[X]\ {0}) gegeben. Nach Definition von F' gilt genau
dann F(f,d) = F(g,e), wenn ¢(f)¢(d)~* = 1(g) t(e)~! ist. Dies ist dquivalent zu «(f)i(e) = t(g)i(d). Da ¢ als
Homomorphismus vertriglich mit den Multiplikationen ist, gilt dies wiederum genau dann, wenn ¢(fe) = ¢(gd)
ist, und dies ist auf Grund der Injektivitdt von ¢ dquivalent zu fe = gd.

Diese Analyse motiviert nun folgende Definition.

(2.267) Definition (Bruchgleichheit). Es sei ein Korper K gegeben. Die Relation = auf K[X] x (K[X]\ {0})
sei wie folgt definiert: Fiir (f,d), (¢g,e) € K[X] x (K[X]\ {0}) gelte genau dann (f,d) = (g, e), wenn

fe=ygd
ist.
Haben wir (f,d), (g,€) € K[X] x (K[X]\ {0}) mit (f,d) = (g,¢) segeben, so sagen wir, dass (f,d) und (g,e)
bruchgleich sind.

(2.268) Bemerkung. Es sei ein Kérper K gegeben. Dann ist = eine Aquivalenzrelation auf K [X]x (K[X]\{0}).
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Beweis. Es seien (f,c),(g,d), (h,e) € K[X] x (K[X]\{0}) mit (f,¢) = (g9,d) und (g,d) = (h, e) gegeben. Dann
gilt fd = gc und ge = hd, also

fed = fde = gce = gec = hdc = hed.

Nach Korollar (2.254) folgt fe = he, d.h. (f,¢) = (h, e). Folglich ist = transitiv.

Fir (f,d) € K[X] x (K[X]\ {0}) gilt fd = fd, also (f,d) = (f,d). Folglich ist = reflexiv.

Fiir (f,d),(g,e) € K[X] x (K[X]\ {0}) mit (f,d) = (g,e) gilt fe = gd, also auch gd = fe und damit
(g9,€) = (f,d). Folglich ist = symmetrisch.

Insgesamt ist = eine Aquivalenzrelation auf K[X] x (K[X]\ {0}). O

(2.269) Definition (Menge der Briiche). Es sei ein Kérper K gegeben. Die Menge der Briiche in K[X] ist
definiert als

K(X) == (K[X] x (K[X]\ {0}))/=.
Die Aquivalenzklasse eines (f,d) € K[X] x (K[X]\ {0}) wird Bruch von (f,d) genannt und als

f_
d—

notiert.

[(f,d)]=

(2.270) Bemerkung. Es sei ein Korper K gegeben. Fiir (f,d) € K[X] x (K[X]\ {0}), c € Z\ {0} gilt
fe _ f

de ¢
in K(X).

Beweis. Fiir (f,d) € K[X] x (K[X]\ {0}), c € Z\ {0} gilt fed = fde, also (fc, fe) = (f,d) und damit % = 5
in K(X) nach Proposition (1.9)(b). O

Als néchstes kommen wir zu ersten Aussagen hinsichtlich der algebraischen Struktur von K (X) fiir einen
Korper K. Wir haben K(X) aus der Not heraus, nicht durch beliebige Polynome ungleich 0 dividieren zu
konnen, konstruiert. Daher sollte sich nun eine Multiplikation auf K(X) ergeben, bei welcher jedes Element
ungleich 0 ein Inverses besitzt.

(2.271) Satz. Es sei ein Korper K gegeben. Die Menge K (X) wird ein Korper mit Addition und Multiplikation
gegeben durch

d (& dK[X] e !
f kg _ f5g
d e d-FKXle’
fir (f,d),(g,¢e) € K[X] x (K[X]\ {0}). Die Null und die Eins von K(X) sind gegeben durch
K[X
o) _ 0
1KX]”
LR 1KI1X]
KX

Fir (f,d) € K[X] x (K[X]\ {0}) ist das Negative von 5 in K(X) gegeben durch

Qmm_@%ﬁm
d d

Fir (f,d) € K[X] x (K[X]\ {0}) mit 5 # 0 in K(X) ist das Inverse von g gegeben durch

(Ly1ymeo -

d
d A
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Beweis. Nach Bemerkung (2.253)(b) folgt aus d # 0 und e # 0 auch de # 0. Somit ist fiir (f,d),(g,e) €
K[X] x (K[X]\ {0}) auch (fg,de) € K[X] x (K[X]

0
) \ {0}). Um zu zeigen, dass die beschriebene Multiplikation
X

wohldefiniert ist, seien (f,d),(f,d),(g,e),(g,€) € K[X] x (K[X]\ {0}) mit (f,d) = (f,d) und (g,e) = (§,€)
gegeben. Dann gilt fd = fd und gé = ge, also auch

fgdé = fdgé = fdge = fgde,

h. (fg,de) = (fg,dé).

Somit erhalten wir eine wohldefinierte Verkniipfung

fg,  Jfg

m: K (X) x K(X) » K(X), (5.9) = 2.

Z)
Wir wollen zeigen, dass K (X) ein kommutatives Monoid mit Multiplikation m wird.
Fiir (f,¢),(9,d), (h, e) € K[X] x (K[X]\ {0}) gilt

T f gh,  flgh) (fg)h _ (fg h) m(m (f g) )

(7 (E E» m(Z’%)_ c(de)  (cd)e  ecde e d”

Folglich ist m assoziativ.

Fitr (f,d), (g.¢) € K[X] x (K[X]\ {0}) gt

9. fg 9f g9 f
m(d e) %_a_m(e d)

Folglich ist m kommutativ.
Fiir (f,d) € K[X] x (K[X]\ {0}) gilt

f1_f1

m(E’I) a1

U~

Folglich ist % ein neutrales Element bzgl. m.

Insgesamt wird K(X) ein kommutatives Monoid mit Multiplikation gegeben durch 5 -4 = m(%7 9) = %
fiir(f,d), (g,e) € K[X] x (K[X]\ {0}) und Eins 1 = 1.

Um zu zeigen, dass die beschriebene Addition Wohldeﬁmert ist, seien (f,d), (f,d), (y,e), (f.é) € K[X]x (K[X]\
{0}) mit (f,d) = (f,d) und (g, e) = (g, €) gegeben. Dann gilt fd = fd und gé = ge, also auch

(fe+dg)dé = fedé + dgdé = fdeé + ddgé = fdeé + ddge = féde + dgde = (fé + dg)de.
Dies impliziert aber (fe + dg, de) = (fé + dg, dé).
Somit erhalten wir eine wohldefinierte Verkniipfung

fyg

fe+dg
d’e '

de

n: K(X) x K(X) = K(X), (2,2)

Wir wollen zunéchst zeigen, dass K (X) ein Korper mit Addition n wird.
Fir (f,c),(g,d), (h,e) € K[X] x (K[X]\ {0}) gilt

f g h [ ge+dh fde+c(ge+dh)  fde+cge+cdh  (fd+cg)e+ cdh
n( (d e)) (E’ de )= (de) B cde B (cd)e
_Jd+tcg h g
=n( od »g) ((E 8) )
Folglich ist n assoziativ.
Fir (f,d), (g,e) € K[X] x (K[X]\ {0}) gilt
(f 9y _ fetdg gdtef _ (. f)
d e de ed e’ d

Folglich ist n kommutativ.
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Fir (f,d) € K[X] x (K[X]\ {0}) gilt

n(%, =) = f1+d-0_f
a1’ d-1d
Folglich ist % ein neutrales Element bzgl. n.

Fiir (f,d) € K[X] x (K[X]\ {0}) gilt

f —f fd+d(—-f) 0 0-d*> 0
(37) dd T2 11

nach Bemerkung (2.270). Folglich ist —f ein inverses Element zu % bzgl n.
Fiir (£,0). (9.d). (h.¢) € K[X] x (K[x]\ {0}) gt

i (g h) i _ ge+dh _ f(ge+dh)  fge+ fdh  fge+dfh  (fge+dfh)c  fgec+ dfgc
c Mde c de  c(de) cde - cde (cde)e cdec

_ fgce +cdfh _ <fg fh) (i.g fﬁ)

B cdce ed’ ce’ e de e’

Folglich gelten die Distributivgesetze.

Insgesamt wird K(X) ein kommutativer Ring mit Addition gegeben durch 5 + 2 = n(5 L 1) = fetdg e+dg
fiir (f,d),(g,€e) € K[X] x (K[X]\{0}), Null 0 = Y und Negativen —% = f fir (f,d) € K[X] x (K[X ]\{O})
Um zu zeigen, dass K (X) ein Korper ist, bleibt es zu zeigen, dass Jedes Element in K (X )\ {0} invertierbar ist.
Hierzu sei (f,d) € K[X] x (K[X]\ {0}) mit 5 # 0 =9 gegeben. Dann ist f -1 #0-d =0, also f # 0 und
damit f € K[X]\ {0}. Wir erhalten

fod_fd_1_

d f df 1 7
d.h. % ist ein zu 5 inverses Element in K (X). Folglich ist K (X) ein Korper. O

(2.272) Konvention. Es sei ein Korper K gegeben. Ab jetzt betrachten wir K (X) als Korper mit Addition
und Multiplikation gegeben wie in Satz (2.271).

Nun kénnen wir den Polynomring in der Menge der Briiche wiederfinden:

(2.273) Proposition. Es sei ein Korper K gegeben. Die Abbildung

v K[X] — K(X), fn—>{

ist ein injektiver Homomorphismus kommutativer Monoide.

Beweis. Fir f,g € K[X] gilt

frg _f-1+1-9 f g9 _
Uf+9) =" T 1 =11 =) +ea)
fg fg [ g
u(fg) = ﬁ—f-i—a(f)L(g).
Ferner ist
L(l):%:l.

Insgesamt ist ¢ somit ein Ringhomomorphismus. Fir f,g € K[X] mit «(f) = ¢(g) in K(X) gilt ferner % =4,

also f=f-1=g-1=gin K[X]. Folglich ist ¢ injektiv. O

(2.274) Konvention. Es sei ein Korper K gegeben. Von jetzt an identifizieren wir K[X]| mit dem Bild der
injektiven Abbildung ¢+: K[X]| — K(X) aus Proposition (2.273). Das heifit, unter Missbrauch der Notationen
schreiben wir K[X] anstatt Im ¢, und, fiir f € K[X], notieren wir das Bild ¢(f) = { von f auch durch f.
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Durch diese Konvention kénnen wir nun eine neue Darstellung der Elemente in K (X) herleiten:

(2.275) Bemerkung. Es sei ein Korper K gegeben. Fiir (f,d) € K[X] x (K[X]\ {0}) ist

Beweis. Fir (f,d)
f_71

K[X] < (K[X]\ {0}) ist
d
1

S
_ _f
d-1'd 1

(=g,

(2.276) Bemerkung. Es sei ein Korper K gegeben.
(a) Es ist
K(X)={fg"" | feK[X], g€ K[X]\{0}}.

(b) Fiir f,g € K[X], d,e € K[X]\ {0} gilt genau dann
fd=t =get
in K(X), wenn

fe=ygd
in K[X] gilt.
Beweis.

(a) Nach Bemerkung (2.275) gilt

K(X)

(KX] > (K[X]\{0}))/= = {g | (f,d) € K[X] > (K[X]\{0})}
= {fd=" | (f,d) € K[X] x (K[X]\ {0})}. H

Da die Darstellung der Elemente von K (X) fiir einen Korper K als Briiche, d.h. als Aquivalenzklassen von
Elementen aus K[X] x (K[X]\ {0}) durchaus {iblich ist, werden wir, trotz Bemerkung (2.275) und Bemer-
kung (2.276), im Folgenden dieser kiirzeren Darstellung meist den Vorzug geben.
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Kapitel 111

Eigenwerttheorie

Die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus ¢: V' — V eines endlichdimensionalen Vektorraums V' ist ab-
héingig von einer gewihlten Basis s = (s;);e[1,,) von V. Dabei sind einige Basen zum Rechnen besser geeignet
als andere:

Es sei etwa A € R3*3 gegeben durch

-1 -5 -3
A=10 1 0
0 1 2

Dann ist die Darstellungsmatrix der Standardinterpretation @ 4: R3*1 — R3*1 2+ Ax bzgl. der Standardbasis
e = (e1, e, e3) von R3X! gegeben durch

-1 -5 -3
Mé(pq)=A=[0 1 0
0o 1 2

Fiir die Matrix s = (s1, s2,53) von R®*! gegeben durch

-1 -1 -1
s=({o],{1],{0])
0 -1 1

gilt hingegen

-1.0 0
Mi(pa)=|0 1 0
0 0 2

Fiir einige Zwecke sind die Darstellungsmatrix M2 (¢ 4) und die Basis s besser geeignet als die Ausgangsmatrix A
und die Standardbasis e. So kénnen wir etwa mit Hilfe der Basis s leicht Potenzen von (der Darstellungsmatrix
von) @4 berechnen:

3

10 0 (-1 0 0 10 0
Mi(e%) = (Mi(@a)®=|0 1 0] = 0o 1* 0={0 10
0 0 2 0 0 2 0 0 8

Wenn wir mit Hilfe der Standardbasis e arbeiten wollen, so haben wir hingegen die Rechnung

3

-1 -5 -3 -1 -5 =3\ /-1 -5 =3\ /-1 -5 -3
MS(@3) = (MS(pa))®=(0 1 0] =10 1 0 0 1 0 0 1 0
0o 1 2 0 1 2 0 1 2 0o 1 2

-1 -5 =3\ /1 -3 -3 -1 —11 -9

=0 1 0 01 of|=l0 1 o0

0 1 2 0 3 4 0o 7 8

153
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durchzufiihren.

Unser Bestreben ist es, nach Basen zu suchen, bzgl. derer die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus eine
besonders ,,schéne®, d.h. fiir das Rechnen praktische, Gestalt hat. Die ,,schonste* vorstellbare Form ist dabei eine
Diagonalmatrix wie in unserem Beispiel gerade. Leider gibt es nicht immer eine Basis so, dass wir diese Gestalt
erreichen konnen. Wir werden Kriterien fiir die Existenz einer solchen Basis herleiten, siehe Korollar (3.39) und
Satz (3.40).

1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Es seien n € N, ein Korper K, ein n-dimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphismus
©: V=V gegeben. Wenn es eine Basis s = (s;)c[1,,) von V so gibt, dass

ai 0
M(p) =
0 an

fir gewisse a; € K fiir j € [1,n] ist, so bedeutet dies gerade, dass
o(sj) = a;s;
fiir j € [1,n] gelten muss. Dies fiihrt auf die Begriffe Eigenwert und Eigenvektor, welche wir in diesem Abschnitt

einfiihren wollen.

Definition und Beispiele

(3.1) Definition (Eigenwert, Eigenvektor). Es sei ein Korper K gegeben.

(a) Es seien ein K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V gegeben. Ein Eigenwert
von ¢ ist ein a € K derart, dass es ein v € V mit v # 0 und

p(v) = av
gibt. Ein solches v € V' heifft dann auch Figenvektor von ¢ zum Eigenwert a.

(b) Esseienn € Ny und A € K™*" gegeben. Ein Eigenwert von A ist ein Figenwert von @ 4. Ein Figenvektor
von A ist ein Eigenvektor von ¢ 4.

Wir betonen, dass per Definition der Nullvektor kein Eigenvektor eines Vektorraumendomorphismus ¢: V. — V
ist. Fiir alle a € K gilt dennoch ¢(0) = a0.

(3.2) Bemerkung. Es seien n € Ny, ein Korper K, ein A € K™*™ und ein a € K gegeben. Genau dann ist a
ein Eigenwert von A, wenn es ein x € K™*! mit x # 0 und Az = ax gibt.

(3.3) Beispiel. Es seien 4 € Q**2, x,y € Q*>*! gegeben durch

=3 o= ()= ()

Dann ist = ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 und y ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 3.

Beweis. Wir haben

o )()-(4)-
w9 0-0-0)- :
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Eigenridume
(3.4) Notation. Es seien ein Kérper K und a € K gegeben.

(a) Es seien ein K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V gegeben. Wir setzen
Eig,(a) == {v € V | ¢(v) = av}.
(b) Es seien n € Ny und ein A € K™*™ gegeben. Wir setzen
EigA(a) := Eig,, (a).
(3.5) Bemerkung. Es seien n € Ny, ein Korper K und ein A € K™*™ gegeben. Fiir a € K ist
Eigy(a) = {x € K™ | Az = ax}.
Beweis. Fiir a € K ist
Eig,(a) = Eig,, ,(a) = {z € K™ | oa(z) = az} = {z € K™ | Az = ax}. O

(3.6) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphismus
p: V =V gegeben. Fiir a € K ist

Eig,(a) = Ker(¢ — aidy).
Insbesondere ist Eig,,(a) ein K-Untervektorraum von V.
Beweis. Fiir a € K ist
Eig,(a) ={veV |pw)=av} ={veV |pw)—av=0} ={veV|p)—aidy(v) =0}
={veV|(p—aidy)(v) =0} =Ker(p — aidy). O
(3.7) Definition (Eigenraum). Es sei ein Kérper K gegeben.

(a) Es seien ein K-Vektorraum V', ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V und ein Eigenwert a von ¢
gegeben. Der K-Untervektorraum Eig,(a) von V' aus Bemerkung (3.6) heift Eigenraum von ¢ zum Ei-
genwert a.

(b) Es seien n € Ng, A € K™ und ein Eigenwert a von A gegeben. Der K-Untervektorraum Eig 4(a)
von K™*! heikt Figenraum von A zum Eigenwert a.

(3.8) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraum V', ein K-Vektorraumendomorphismus
@:V — V und ein a € K gegeben. Genau dann ist a ein Eigenwert von ¢, wenn

Eig,(a) # {0}
ist. In diesem Fall ist Eig,,(a) \ {0} gerade die Menge aller Eigenvektoren von ¢ zum Eigenwert a.
(3.9) Proposition. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V, eine parametrisierte
Basis s = (sj)je[l’n} von V', ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V — V und ein a € K gegeben. Dann ist
Ks(Eig,(a)) = Eigys ) (@)

Insbesondere ist a genau dann ein Eigenwert von ¢, wenn a ein Eigenwert von M2(¢p) ist, und ein v € V ist
genau dann ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert a, wenn k(v) ein Eigenvektor von M?(¢) zum Eigenwert a
ist.

Beweis. Es ist
ks(Eig,(a)) = {ks(v) |v € Eigw(a)} = {ks(v) | v € V mit p(v) = av}
={ks(v) | v € V mit ks(p(v)) = ks(av)} = {ks(v) | v € V mit Mi(p) ks(v) = axs(v)}
={r e K™ | M(p)x = ax} = EigMi(w)(a). O
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Berechnung von Eigenwerten und Eigenridumen

(3.10) Proposition. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V, ein K-Vektorraum-
endomorphismus ¢: V' — V und ein a € K gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(a) Es ist a ein Eigenwert von ¢.
(b) Es ist Ker(p — aidy) # {0}.
(¢) Esist dimIm(p — aidy) < n.
(d) Esist det(¢ —aidy) = 0.

Gelten die dquivalenten Bedingungen, so ist Ker(¢ — aidy) \ {0} die Menge aller Eigenvektoren von ¢ zum
Eigenwert a.

Beweis. Nach Bemerkung (3.8) und Bemerkung (3.6) ist a genau dann ein Eigenwert von ¢, wenn

Ker(p — aidy) = Eig,(a) # {0}

ist. Folglich sind Bedingung (a) und Bedingung (b) &dquivalent.
Die Aquivalenz von Bedingung (b) und Bedingung (c) gilt wegen

n=dimV = dimKer(p — aidy) + dim Im(¢ — aidy).

Die Aquivalenz von Bedingung (c) und Bedingung (d) gilt nach Bemerkung (2.196) und Korollar (2.222), da
fiir jede parametrisierte Basis s = (s;);je[1,dimv] von V stets

Mi(p — aidy) = M(p) — aMi(idy) = M{(p) — aEy,
ist und damit dimIm(¢ — aidy) = rk(M3(¢) — aE,,) sowie det(¢ — aidy ) = det(M3(p) — aE,,) gilt. O
Die Aquivalenz der ersten und der letzten Aussage aus Proposition (3.10) iibersetzt sich fiir Matrizen wie folgt:
Es seien n € N, ein Korper K, ein A € K™*" und ein a € K gegeben. Genau dann ist a ein Eigenwert von A,

wenn det(A — aE,) = 0 ist. Der Eigenraum von A zum Eigenwert a ist dann durch Ker(@a — aidgnx1) =
Solp(A — aE,,) gegeben, die Menge aller Eigenvektoren von A zum Eigenwert a durch Solg(A4 — aE,,) \ {0}.

(3.11) Beispiel. Es sei A € Q**? gegeben durch

2 1
=21
Dann sind die Eigenwerte von A gerade 1 und 3 und es gilt
. 1 . 1
Biga(1) = (( 1)) wnd Biga(s) = (1))

Beweis. Nach Proposition (3.10) ist @ € K genau dann ein Eigenwert von A, wenn

o - o 2 1 . 1 0 . 2—a 1 o . 2 42 _ 2
0 =det(A CLEg)det((1 2) a(o 1>)det( 1 2_@)(2 a)*—1"=a*—4a+3
=(a—1)(a—3)
ist. Folglich sind die Eigenwerte von A gerade 1 und 3. Weiter gilt
. 11 11 1
Eig,(1) = Ker ¢ 4—g, = Solo(A — Ez) = SOlo(<1 1>) = SOlo(<0 0)) = <(_1)>7
1 —

Eig A (3) = Ker @_sp, = Solg(A — 3E,) = Solo((ll _11)) — 8010((0 01)) — <G>>. 0
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Eigenschaften von Eigenvektoren

(3.12) Proposition. Es seien m € Ny, ein Kérper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V', ein K-Vek-
torraumendomorphismus ¢: V' — V, verschiedene Eigenwerte a; von ¢ fir j € [1,m] und ein m-Tupel
5 = (8j)je[1,m] In V so gegeben, dass s; fiir j € [1,m] ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert a; ist. Dann
ist s linear unabhéngig.

Beweis. Wir fithren Induktion nach m, wobei fiir m = 0 nichts zu zeigen ist. Es sei also m € N gegeben und
es sei (87);e[1,m—1) linear unabhéngig. Um zu zeigen, dass s linear unabhéngig ist, seien b; € K fiir j € [1,m]
mit Zje[l m] bjs; = 0 gegeben. Dann gilt

0= (¢ — apidy)(0) = (p — anidv)( > bis;)= > bi(p— amidy)(s;)

JE[1,m)] jell,m]
Z bi(p(s5) — amidy(s;)) Z bj(ajs; — ams;) Z bi(a; — am)s
JE[1,m] JE€[1,m] Jj€(1,m]
= > bilaj—an)s;.
JjE[1,m—1]

Nach Induktionsvoraussetzung ist (s;);je1,m—1] linear unabhéngig, also b;(a; — a,) = 0 fir j € [1,m — 1].
Da a; # an, fiir j € [1,m — 1] gilt, folgt b; = 0 fiir j € [1,m — 1]. Dann ist aber b,,s,,, = 0, wegen s, # 0 also
auch b, = 0. Folglich ist s linear unabhéngig. O

Geometrische Vielfachheit
(3.13) Definition (geometrische Vielfachheit). Es seien ein Korper K und ein a € K gegeben.

(a) Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V — V
gegeben. Die geometrische Vielfachheit (oder geometrische Multiplizitit) von a als Eigenwert von ¢ ist
definiert als

dimg Eig,,(a).
(b) Es seien n € Ny und A € K™*" gegeben. Die geometrische Vielfachheit (oder geometrische Multiplizitit)
von a als Eigenwert von A ist definiert als die geometrische Vielfachheit von a bzgl. @ 4.

(3.14) Beispiel. Es sei A € Q%2 gegeben durch

2 1
A= <1 2) .
Die geometrische Vielfachheit von 1 und 3 ist 1.
Beweis. Dies folgt aus Beispiel (3.11). O

(3.15) Bemerkung. Es seien n € Ny, ein Korper K, ein A € K™*" und ein a € K gegeben. Die geometrische
Vielfachheit von a als Eigenwert von A ist durch dimg Fig 4(a) gegeben.

Beweis. Es ist dim Eig,, , (a) = dim Eig 4 (a). O
(3.16) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V', eine parametrisierte
Basis s = (8;)jen,n) von V, ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V und ein a € K gegeben. Die

geometrische Vielfachheit von a als Eigenwert von ¢ ist die geometrische Vielfachheit von a als Eigenwert
von M2(ip).

Beweis. Nach Proposition (3.9) ist
Ks(Eig,(a)) = Eigys () (@)
Da ks: V — K™ und damit auch

Bigns ) (a) . .
S‘ElgM(;;) Elg(p(a’) — ElgMg(go) (CL)

ein Isomorphismus ist, gilt nach Satz (2.137) insbesondere

dim Eig,(a) = dim Eigyy. () (a). O
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Aufgaben

Aufgabe 96 (Eigenwerte und Polynome). Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V,
ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V| ein Eigenwert a von ¢ und ein f € K[X] gegeben. Zeigen Sie,
dass f(a) ein Eigenwert von f(yp) ist.

Aufgabe 97 (Eigenwerte und Invertierbarkeit). Es seien n € N, ein Kérper K und ein A € K™*" gegeben.
(a) Zeigen Sie, dass A genau dann invertierbar ist, wenn 0 kein Eigenwert von A ist.

(b) Es sei A invertierbar und es sei ein Eigenwert a von A gegeben. Zeigen Sie, dass a~! ein Eigenwert von A~!
ist.

(c) Esseien z € K™ ! und a € K gegeben und es sei a kein Eigenwert von A. Zeigen Sie, dass x genau dann
ein Eigenvektor von A ist, wenn x ein Eigenvektor von (4 — aE,,)~! ist.

Aufgabe 98 (Eigenriume). Es sei A € F2** gegeben durch

2 3 2 2
3 2 3 3
A= 0 -3 -3 1
3 0 -2 1

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von A.

2 Charakteristisches Polynom

Definition des charakteristischen Polynoms

Es seien n € N, ein Korper K, ein A € K™*" und ein a € K gegeben. Nach Proposition (3.10) ist a genau dann
ein Eigenwert von A, wenn det(A — aE,,) = 0 ist. Da dies genau dann gilt, wenn det(aE,, — A) = 0 ist, motiviert
dies folgende Definition:

(3.17) Definition (charakteristische Matrix, charakteristisches Polynom). Es seien ein n € N, ein Kérper K
und ein A € K™*™ gegeben.

(a) Die Matrix XE,, — A mit Eintridgen in K[X] heifit charakteristische Matriz von A.

(b) Das charakteristische Polynom von A ist definiert als

Xa = det(XE, — A).

Da wir Determinanten nur iiber Korpern definiert haben, haben wir an dieser Stelle benutzt, dass sich der
Polynomring K[X] {iber einem Korper K in einen Korper K(X) einbetten lasst. Aus der Leibniz-Formel (2.211)
folgt, dass das charakteristische Polynom x4 ein Element von K[X], d.h. ein Polynom iiber K, ist.

(3.18) Beispiel. Es sei A € Q**? gegeben durch

2 1
A= <1 2) .
Das charakteristische Polynom von A ist
Xa=X?—4X +3=(X-1)(X —3).
Beweis. Es ist
1 0 2 1 X -2 -1
Xa = det(XEq — A) = det(X (0 1) — (1 2)) = det ( 1 ¥ _ 2) = (X - 2)2 _ (_1)2

=X?-4X+3=(X-1)(X-3). O
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(3.19) Proposition. Es seien n € N, ein Korper K und ein A € K™*" gegeben. Das charakteristische Poly-
nom X 4 ist normiert und vom Grad n.

Beweis. Nach der Leibniz-Formel (2.211) ist

Xa =det(XE, — A) = Y (sgnm) [[ (XEn—A)ryy= > (sgum) [] GriyuiX — Aniiy)

TESy J€[1,n] TESH Jj€[1,n]
= I & =40+ > Genm) [ GuiysiX — Angi))-
JE[L,n] TESy JjE1,n]
7T7£1d[1,n]

Fiir 7 € S, mit m # idp ) gibt es jedoch 4,5 € [1,n] mit 7(i) # i und w(j) # j. Folglich ist entweder
2 b (sg0 ) [jeqn,n (On(i).i X —An(j).4) = 0 oder deg(3- L (380 7) [ e, (On(i) s X —An(j),4)) < n—2.
Da jedoch Hje[l,n] (X — A, ;) ein normiertes Polynom vom Grad n ist, gilt dies somit auch fiir x4. O
Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus
(3.20) Bemerkung. Es seien n € N, ein Korper K und A, B € K™*" gegeben. Wenn A &hnlich zu B ist, dann
gilt
XA =XB-
Beweis. Es sei A dhnlich zu B, so dass es ein P € GL,,(K) mit P~'AP = B gibt. Nach Bemerkung (2.229) gilt
x5 = det(XE,, — B) = det(P ' XE,P — P 'AP) = det(P"Y(XE,, — A)P) = det(XE,, — A) =xa. O

(3.21) Korollar. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V # {0} und ein K-Vektor-
raumendomorphismus ¢: V' — V' gegeben. Fiir parametrisierte Basen s = (s;) je(1,dimv] und 8" = (8}) jc[1,dim v]
von V gilt

XM: (o) = Xnre) (o)

(3.22) Definition (charakteristisches Polynom). Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum V # {0} und ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V gegeben. Das charakteristische Polynom
von ¢ ist definiert als

Xg = XMz ()
fiir eine beliebige Basis s von V.
. emerkung. Es seien n € N, ein Kérper K und ein A € gegeben. Dann ist
3.23) B k Es sei N, ein Ko K und ein A € K™*" ben. D i
XA =Xea-

Beweis. Es ist

XA = XM (pa) = Xe@a- O
Berechnung von Eigenwerten
(3.24) Bemerkung. Es seien n € N, ein Korper K und ein A € K"*" gegeben. Fiir a € K ist

xa(a) = det(aE, — A).

Beweis. Es ist

Xa(a) =eva(xa) =evalxa) = evy(det(XE, — A)) = evy( Z (sgn ) (XEn — A)r(iyy)
TES, J€[1,n]
=eva(Y_ (senm) [T Gn(psX —Anyi)) = D Genm) [ Gagyga = Any)
TES, j€[1,n] TES, J€[1,n]
= Z (sgn) H (aEp — A)r(j),; = det(aE, — A). O

TES, j€[1,n]
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(3.25) Korollar. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V # {0} und ein K-Vektor-
raumendomorphismus ¢: V' — V gegeben. Die Eigenwerte von ¢ sind genau die Nullstellen von ..

Beweis. Es sei a € K gegeben. Ferner sei s = (s;)[1,aim v] eine beliebige Basis von V. Nach Bemerkung (3.24)
gilt dann

X6 (0) = Xats (o) (@) = det(aB,, — M () = det(aM: (idy) — M2 () = det(M: (aidy — )
= det(aidy — @) = (—=1)4™V det(p — aidy).

Nun ist a nach Proposition (3.10) genau dann ein Eigenwert von ¢, wenn det(p — aidy) = 0 ist, was we-
gen X, (a) = (=1)3mV det(¢ — aidy) aber dazu dquivalent ist, dass a eine Nullstelle von X, ist. O

Algebraische Vielfachheit
(3.26) Definition (algebraische Vielfachheit). Es seien ein Korper K und ein a € K gegeben.

(a) Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' # {0} und ein K-Vektorraumendomorphismus
p: V. — V gegeben. Die algebraische Vielfachheit (oder algebraische Multiplizitit) von a als Eigenwert
von ¢ ist definiert als die Vielfachheit von a als Nullstelle von x,,.

(b) Es seien n € N und A € K™*" gegeben. Die algebraische Vielfachheit (oder algebraische Multiplizitit)
von a als Figenwert von A ist definiert als die algebraische Vielfachheit von a bzgl. @ 4.

(3.27) Beispiel. Es sei A € Q**? gegeben durch

2 1
A= <1 2) .
Die algebraische Vielfachheit von 1 und 3 ist 1.

Beweis. Dies folgt aus Beispiel (3.18). O

(3.28) Bemerkung. Es seien n € N, ein Korper K, ein A € K™*™ und ein a € K gegeben. Die algebraische
Vielfachheit von a als Eigenwert von A ist die Vielfachheit von a als Nullstelle von x 4.

(3.29) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' # {0}, eine parame-
trisierte Basis s = (s;)jeq,n) von V, ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V und ein a € K gegeben.
Die algebraische Vielfachheit von a als Eigenwert von ¢ ist die algebraische Vielfachheit von a als Eigenwert
von M2(p).

Beweis. Es ist X, = Xms(y)- O

(3.30) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' # {0} und ein K-Vek-
torraumendomorphismus ¢: V' — V gegeben. Die Summe der algebraischen Vielfachheiten der Elemente aus K
ist kleiner oder gleich dim V.

Beweis. Nach Proposition (3.19) ist degx, = dimV und nach Korollar (2.260) hat x, inklusive Multiplizi-
taten hochstens degx = dim V' Nullstellen. Die Nullstellen von ¥, sind nach Korollar (3.25) aber gerade die
Eigenwerte von ¢ und die Multiplizitdten die algebraischen Vielfachheiten, so dass die Summe der algebraischen
Vielfachheiten durch dim V' beschrankt ist. O

(3.31) Proposition. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' # {0} und ein K-Vek-
torraumendomorphismus ¢: V. — V gegeben. Fiir alle a € K ist die geometrische Vielfachheit von a als
Eigenwert von ¢ immer kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit von a als Eigenwert von .

Beweis. Es sei a in K gegeben. Ferner bezeichne v die geometrische Vielfachheit von a als Eigenwert von ¢, so
dass dim Eig,,(a) = 7 gilt. Nach Proposition (2.139) und Korollar (2.124) gibt es eine Basis s = (5;)e[1,dim V]
derart, dass (s;);e1,4) eine Basis von Eig,,(a) ist. Folglich ist

M) = (57 o)
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fiir gewisse B € K7*(dmV=y) ¢ [g(dimV=9)x(dimV=) Nach Proposition (2.224) erhalten wir

) E 0 aE, B
ti — XM:(Q@) = det(XEdimV - MQ(QO)) = det(X < 0’y EdimVV) B ( O’Y C>)

—der( (KB B L)) = et = B, et (X — €)= (X — ) e

Folglich ist die Vielfachheit von @ als Nullstelle von X, d.h. die algebraische Vielfachheit von a als Eigenwert
von , grofer oder gleich ~. O

3 Diagonalisierbarkeit

Diagonalmatrizen

(3.32) Definition (Diagonalmatrix). Es seien n € Ny und ein Kérper K gegeben. Eine Diagonalmatriz iiber K
ist eine Matrix D € K™*™ mit D; ; = 0 fiir ¢,j € [1,n] mit i # j.
Fiir eine Diagonalmatrix D € K™*" schreiben wir

Diag(Dl)l, ey Dn,n) = D.

Diagonalisierbarkeit
(3.33) Definition (diagonalisierbar). Es sei ein Korper K gegeben.

(a) Es sei ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V gegeben. Ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V — V
heifit diagonalisierbar, falls eine parametrisierte Basis s = (s;);e[1,dimx v] von V so existiert, dass M3(¢)
eine Diagonalmatrix ist.

(b) Es sei n € Ny gegeben. Ein A € K™*™ heilst diagonalisierbar, falls @ 4 diagonalisierbar ist.

(3.34) Bemerkung. Es seien n € Ny, ein Koérper K und ein A € K™*" gegeben. Genau dann ist A diagonali-
sierbar, wenn A dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist.

Beweis. Zunéchst sei A diagonalisierbar, d.h. es sei @4 diagonalisierbar. Dann gibt es eine parametrisierte
Basis s von K™*! derart, dass M3(@4) eine Diagonalmatrix ist. Nach Korollar (2.178) gilt aber

ME(@a) = (ME(idgnx1)) P ME(@a) ME(idgnx1) = (ME(idgnx1)) ™ AME (idgnxt),

es ist also A &hnlich zur Diagonalmatrix M3 (@ 4).

Umgekehrt sei nun A &hnlich zu einer Diagonalmatrix D, d.h. es gebe ein P € GL,,(K) mit P"'AP = D. Wir
setzen s := (P_ ;)je(1,n)- Wegen der Invertierbarkeit von P ist s nach Bemerkung (2.196) eine Basis von K™*!
und es gilt M2 (idgnx1) = P. Nach Korollar (2.178) folgt

Mé(@a) = (ME(idgnx1)) P ME(@a) ME(idgnx1) = PP AP = D.
Folglich ist @ 4 und damit A diagonalisierbar. O

(3.35) Beispiel. Es sei A € Q**? gegeben durch

2 1
A= (1 2) |
Dann ist A diagonalisierbar.

Beweis. Es gilt

() G )-69) -
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Eigenbasen
(3.36) Definition (Eigenbasis). Es sei ein Korper K gegeben.

(a) Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V. — V
gegeben. Eine (parametrisierte) Eigenbasis von V bzgl. ¢ ist eine parametrisierte Basis s = (s5)je[1,dimg v
von V derart, dass s; fiir jedes j € [1,dimg V] ein Eigenvektor von ¢ ist.

(b) Es seien n € Ny und A € K"*" gegeben. Eine (parametrisierte) Eigenbasis von K™ ! bzgl. A ist eine
parametrisierte Eigenbasis von K™*! bzgl. @ 4.

(3.37) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V', eine parametrisierte
Basis s = (8;)e[1,n) von V und ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V' gegeben. Genau dann ist s eine
Eigenbasis von V' bzgl. ¢, wenn M2(¢) eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. Genau dann ist s eine Eigenbasis von V' bzgl. ¢, wenn fiir jedes j € [1,n] ein a; € K mit ¢(s;) = a;s;
existiert. Nach Bemerkung (2.154) ist dies aber dquivalent dazu, dass es fiir jedes j € [1,n] ein a; € K
mit (M2(p))— ; = aje; gibt, d.h. dazu, dass M(y) eine Diagonalmatrix ist. O

(3.38) Korollar. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraum-
endomorphismus ¢: V — V gegeben. Genau dann ist ¢ diagonalisierbar, wenn es eine Eigenbasis von V bzgl.

p gibt.

(3.39) Korollar. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraum-
endomorphismus ¢: V — V gegeben. Wenn es dimg V' verschiedene Eigenwerte von ¢ gibt, dann ist ¢ diago-
nalisierbar.

Beweis. Es seien verschiedene Eigenwerte a; von ¢ und fiir j € [1,dim V] gegeben. Ferner sei fiir j € [1, dim V]
ein Eigenvektor s; von ¢ zum Eigenwert a; gegeben. Nach Proposition (3.12) ist (s;)e[1,dim v] linear unabhéngig
und damit eine Basis nach Korollar (2.136). Dies bedeutet aber, dass (s;)je[1,qim v] €ine Eigenbasis von V' bzgl. ¢
ist. Die Diagonalisierbarkeit von ¢ folgt aus Korollar (3.38). O

Alternativer Beweis zu Beispiel (3.35). Nach Beispiel (3.3) und Proposition (3.12) ist

(4)-0)

eine Eigenbasis von A. Insbesondere ist A diagonalisierbar nach Korollar (3.38) diagonalisierbar. O

(3.40) Satz. Es seien ein Korper K, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendo-
morphismus ¢: V — V gegeben. Genau dann ist ¢ diagonalisierbar, wenn X, in Linearfaktoren zerfallt und wenn
fiir jedes a € K die geometrische Vielfachheit von a als Eigenwert von ¢ gleich der algebraischen Vielfachheit
von a als Eigenwert von ¢ ist.

Beweis. Zunéchst sei ¢ diagonalisierbar, so dass es eine parametrisierte Basis s = (s;) e[1,dim v] Yon V derart
gibt, dass M3 (¢) = Diag(a, ..., @qim v ) fiir gewisse a; € K fiir j € [1,dim V7, ist. Nach Korollar (2.226) erhalten
wir

Xo = XMs(p) = det(XE, — M(p)) = det(XE, — Diag(ay,...,adimv))

= detDiag(X —a1,...,X —aamv) = || (X —a),
jE[1,dim V]

das charakteristische Polynom x,, zerféllt also in Linearfaktoren. Die Summe der algebraischen Vielfachheiten
von Skalaren als Eigenwerte von ¢ ist also gleich dim V. Ferner ist s eine Eigenbasis von V bzgl. . Folglich ist
die Summe aller geometrischen Vielfachheiten von Skalaren als Eigenwerte von ¢ mindestens gleich dim V', der
Summe aller algebraischen Vielfachheiten. Nach Proposition (3.31) ist aber jede geometrische Vielfachheit stets
kleiner oder gleich der entsprechenden algebraischen Vielfachheit. Dies impliziert bereits, dass jede geometrische
Vielfachheit gleich der entsprechenden algebraischen Vielfachheit ist.

Nun sei umgekehrt vorausgesetzt, dass x,, in Linearfaktoren zerfillt und dass fiir jedes a € K die geometrische
Vielfachheit von a als Eigenwert von ¢ gleich der algebraischen Vielfachheit von a als Eigenwert von ¢ ist. Aus
Proposition (3.12) folgt, dass sich Basen der Eigenrdume von ¢ zu einer Basis von V' und damit einer Eigenbasis
von V bzgl. ¢ zusammensetzen lassen. Nach Korollar (3.38) ist ¢ diagonalisierbar. O
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Aufgaben

Aufgabe 99 (Eigenwerte des Transponierens). Es sei ein Korper K gegeben und es sei
©: K2><2 N K2><2 A Atr
: , .
(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von .

(b) Ist ¢ diagonalisierbar?
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Kapitel IV

Euklidische und unitare Vektorraume

1 Sesquilinearformen

Definition

(4.1) Definition (Sesquilinearform). Es seien K € {R,C} und ein K-Vektorraum V gegeben. Eine Sesquiline-
arform auf V ist eine Abbildung 5: V' x V — K derart, dass folgendes gilt:

e Linearitdt in der zweiten Komponente. Fir v € V ist f(v,—): V — K ein K-Vektorraumhomomorphis-
mus.

e Semilinearitdt in der ersten Komponente. Fiir w € V ist (—,w): V — K ein Homomorphismus abelscher
Gruppen und es gilt

Blav,w) = af(v,w)
firae K,veV.
Ist K =R, so wird eine Sesquilinearform auf V' auch Bilinearform auf V genannt.

Ausgeschrieben lesen sich die Axiome einer Sesquilinearform £ auf einem Vektorraum V iiber K € {R,C} wie
folgt:

o Vertriglichkeit mit den Additionen. Fir v,w,w’ € V ist f(v,w+w') = B(v,w) + f(v,w’). Fir v,v',w € V
ist B(v+ v, w) = B(v,w) + BV, w).

o Vertraglichkeit der Nullelemente. Fiir v € V ist 8(v,0) = 5(0,v) = 0.

o Vertraglichkeit der negativen Elemente. Fiir v,w € V ist B(v, —w) = B(—v,w) = —B(v,w).

o Vertraglichkeit mit den Skalarmultiplikationen. Fir a € K, v,w € V ist f(v,aw) = a f(v,w). Fir a € K,
vyw € V ist flav,w) = @f(v,w). (Falls K = R ist, so bedeutet dies, dass fir a € K, v,w € V
stets S(av,w) = a f(v,w) ist.)

Nach Lemma (1.67) wissen wir, dass diese Axiome redundant sind.

Gram-Matrix

Im Folgenden werden wir K'*! mit K identifizieren.
(4.2) Bemerkung. Es seien n € Ny, K € {R,C} und A € K"*" gegeben. Die Abbildung
Ba: K™ x K™ 5 K, (x,y) — T Ay

ist eine Sesquilinearform auf K™*1.

165
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Beweis. Fiir v € K™V ist Ba(z, —) = @zua: K™ — K ein K-Vektorraumhomomorphismus. Es sei y € K™*1
gegeben. Dann gilt

Balw+a’,y) =z +a Ay=T"Ay+ 7" Ay = Pa(z,y) + Pa(z',y)
fiir x, 2" € K™, d.h. B4(—,y) ist ein Homomorphismus abelscher Gruppen nach Lemma (1.67), sowie
Balaz,y) =az"" Ay = az" Ay = aP a(z,y)

fir a € K, x € K™*!. Insgesamt ist 3 4 eine Sesquilinearform auf K™*!, O

(4.3) Definition (Gram-Matrix). Es seien K € {R, C}, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V', eine para-
metrisierte Basis s = (s;)e[1,n) von V und eine Sesquilinearform 8 auf V' gegeben. Die Matrix

Gs(B) := (B(si,55))ijen,n)

heifst Gram-Matriz (oder Darstellungsmatriz) von ( bzgl. s.

(4.4) Bemerkung. Es scien n € Ny, K € {R,C} und A € K™*"™ gegeben. Dann ist
Ge(Ba) = A.

Beweis. Fiir i,j € [1,n] ist
Ge(Ba);; = Baleiej) = e Ae; = e’ A_; = A; ;.

Somit gilt G.(fa) = A. O

(4.5) Proposition. Es seien K € {R,C}, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V', eine parametrisierte
Basis s = (s5)je[1,,] von V und eine Sesquilinearform 3 auf V' gegeben. Fiir v, w € V gilt

tr

ﬁ(uw) = KS(U) Gs(ﬁ)Ks(w) = BGS(B)(KS(U)v Ks(w))'

Beweis. Fir v,w € V gilt
Blo,w) =B Y (ks(@))isiy D (ks(w))js) = Y D (ks(©))iBsiy ) (Ks(w));
i€[1,n] j€[1,n] i€[1,n] j€[1,n]

=> > (ke (0) )il Ga(B))13 (ks (w)); = K5(0) Gia(B)s(w). N

i€[1,n] j€[1,n]

(4.6) Korollar. Es seien K € {R,C}, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V', parametrisierte Basen s =
(55)jef1,n und 8" = (8})je(1,n) von V und eine Sesquilinearform 8 auf V' gegeben. Dann ist

Co(8) = M (idy) Gye(B) M (idy).

Beweis. Fir k,l € [1,n] gilt
Blshs1) = Kals) GalB)ka(s)) = (M (idv))— ke Ca(B) (M (idy))
— (M (idy) ) (Go(B)MS (idy))—y = (M (idy)” Gs(8) M2 (idy)) i

und damit

Gu(8) = M (idy) " Go(B) M (idy). 0
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Hermitizitat
(4.7) Definition (hermitesch). Es sei K € {R,C} gegeben.

(a) Es sei ein K-Vektorraum V gegeben. Eine Sesquilinearform S auf V' heifst hermitesch, falls fir v,w € V
stets

B(wvv) = ﬂ(vvw)

ist.
Ist K = R, so wird eine hermitesche Sesquilinearform auf V auch symmetrische Bilinearform auf V
genannt.
(b) Es sei n € Ny gegeben. Ein A € K™*™ heifst hermitesch, falls p 4 hermitesch ist.
Ist K =R, so wird eine hermitesche Matrix auch symmetrische Matrixz genannt.
(4.8) Bemerkung. Es seien K € {R,C}, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V, eine parametrisierte

Basis s = (s;)je[1,,] von V und eine Sesquilinearform 3 auf V' gegeben. Genau dann ist 5 hermitesch, wenn G,(/3)
hermitesch ist.

Beweis. Nach Proposition (4.5) gilt B(v,w) = Bg,(s)(ks(v), ks(w)) fiir v,w € V. Es ist aber k,: V — K™*!
ein Isomorphismus und damit insbesondere eine Bijektion. Folglich ist 8 genau dann hermitesch, wenn Bq, (g
hermitesch ist, d.h. wenn G,(/3) hermitesch ist.

(4.9) Bemerkung. Es seien n € Ny, K € {R,C} und ein A € K™*" gegeben. Genau dann ist A hermitesch,
wenn

Ztr —A
ist.

Beweis. Es sei zundchst A hermitesch, d.h. es sei 34 hermitesch. Fiir 4,j € [1,n] gilt dann

tr

(A7)ij = Aj; = e Ae; = Balej,e;) = Pales,e;) = e’ Ae; = A, ;,

d.h.esist A" = A. .
Nun gelte umgekehrt A~ = A. Fiir z,y € K™** ergibt sich dann

tr —r tr —trrtr —tr
Baly,x) =Paly,z) =7"Az =7T"A y=7"Ay = Pa(,y),
d.h. 4 ist hermitesch. Dies bedeutet aber, dass A hermitesch ist. O

Die nachfolgende Bemerkung zeigt, dass die Axiome einer hermiteschen Sesquilinearform redundant sind.

(4.10) Bemerkung. Es seien K € {R,C}, ein K-Vektorraum V und eine Abbildung 5: V x V' — K gegeben.
Genau dann ist 8 eine hermitesche Sesquilinearform, wenn folgende Eigenschaften gelten.

e Linearitit in der zweiten Komponente. Fir v € V ist f(v,—): V — K ein K-Vektorraumhomomorphis-
mus.

e Hermitizitdt. Fir v,w € V ist S(w,v) = (v, w).

Beweis. Wenn 3 eine hermitesche Sesquilinearform ist, so erfiillt 5 insbesondere die beiden angegebenen Eigen-
schaften. Es sei also umgekehrt angenommen, dass fiir v € V stets 8(v, —): V — K ein K-Vektorraumhomomor-
phismus ist und dass fiir v,w € V stets S(w,v) = (v, w) gilt. Um zu zeigen, dass S eine hermitesche Sesquiline-
arform auf V ist, verbleibt es die Semilinearitét in der ersten Komponente zu verifizieren. Hierzu sei ein w € V'
gegeben. Fiir v,v’' € V gilt dann

Bv+ v, w) = B(w,v+v)=p(w,v) + Bw,v) = Bw,v) + B(w,v") = B(v,w) + BV, w),

so dass f(—,w): V — K nach Lemma (1.67) ein Homomorphismus abelscher Gruppen ist. Fiir a € K, v € V
gilt ferner

Blav,w) = B(w, av) = af(w,v) = af(w,v) = ab(v,w).

Insgesamt ist 3 eine hermitesche Sesquilinearform auf V. O
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Positive Definitheit
(4.11) Definition (positiv definit). Es sei K € {R,C} gegeben.

(a) Esseiein K-Vektorraum V gegeben. Eine Sesquilinearform £ auf V heift positiv definit, falls fiir v € V'\ {0}
stets

Bv,v) >0
ist.
(b) Es sei n € Ny gegeben. Ein A € K™*™ heifit positiv definit, falls 3 4 positiv definit ist.

(4.12) Bemerkung. Es seien K € {R,C}, ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V, eine parametrisierte
Basis s = (5;)je1,n) von V und eine Sesquilinearform § auf V' gegeben. Genau dann ist 3 positiv definit,
wenn Gg(f) positiv definit ist.

Beweis. Nach Proposition (4.5) gilt (v, w) = Ba,(s)(Ks(v), Ks(w)) fiir v,w € V. Es ist aber ks: V — K™ ein
Isomorphismus und damit insbesondere eine Bijektion. Folglich ist 8 genau dann positiv definit, wenn Bq, (g
positiv definit ist, d.h. wenn Gg(8) positiv definit ist.

Aufgaben

Aufgabe 100 (quadratische Formen). Es seien K € {R,C}, ein K-Vektorraum V und eine hermitesche
Sesquilinearform 8 auf V' gegeben. Die Abbildung

qg: V= K, v+~ S(v,v)

heifst die zu B assoziierte quadratische Form.
Zeigen Sie:

(a) Firae K,v eV gilt
qs(av) = af* qs(v).
(b) Fiir v,w € V gilt
qp(v +w) + qg(v —w) = 2qp(v) + 2qa(w).

(¢) Wenn K = R ist, so gilt fiir v,w € V stets

B, w) = 5 (as(0 +w) — a5(0) — 4s(w)) = 1 (as(0 +w) — as(v — w)).

Wenn K = C ist, so gilt fir v,w € V stets
1 1 . .
Blv,w) = 2 (as(v +w) = qs(v — w)) +i7(=as(v +iw) + qs(v — iw)).

Aufgabe 101 (schiefhermitesche Sesquilinearformen). Es seien K € {R, C} und ein K-Vektorraum V gegeben.
Eine Sesquilinearform S auf V' heifit schiefhermitesch, falls fir v,w € V stets

ﬁ(w’ U) = —6(1}, w)

ist. Ist K = R, so wird eine schiefhermitesche Sesquilinearform auf V' auch schiefsymmetrische Bilinearform
auf V genannt. Eine Sesquilinearform g auf V' heifit alternierend, falls fiir v € V stets

B(v,v) =0

ist.
Nun sei eine Sesquilinearform 8 auf V' gegeben. Ferner bezeichne V|g den R-Vektorraum, der aus V' durch
Einschrankung der Skalarmultiplikation auf Skalare aus R entsteht.
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(a) Die Abbildungen Reo 8: V xV — R, (v,w) = Ref(v,w) und Imo 5: V x V = R, (v,w) — Im B(v, w)
sind Bilinearformen auf V|g.

(b) Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen #quivalent sind.

(i) Die Sesquilinearform 3: V x V — K ist schiefhermitesch.

(ii) Die Bilinearform Reo 8 auf V| ist alternierend und die Bilinearform Imo 8 auf Vg ist symmetrisch.

(c) Essei K = R. Zeigen Sie, dass die Bilinearform /5 genau dann schiefsymmetrisch ist, wenn sie alternierend
ist.

Aufgabe 102 (positiv definite Matrizen). Es seien n € Ny, K € {R,C}, A € K"*" gegeben. Zeigen Sie:
Wenn A positiv definit ist, dann gilt

Ai,i >0

fir i € [1,n].

2 Skalarproduktraume

Definition
(4.13) Definition (Skalarproduktraum).

(a) Essei K € {R, C} gegeben. Ein K -Skalarproduktraum (oder K -Vektorraum mit Skalarprodukt oder K - Pri-
hilbertraum) besteht aus einem K-Vektorraum V zusammen mit einer positiv definiten, hermiteschen
Sesquilinearform g auf V. Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir sowohl den besagten K-Skalar-
produktraum als auch den unterliegenden K-Vektorraum mit V. Die Sesquilinearform 8 wird Skalarprodukt
von V genannt.

Fiir einen K-Skalarproduktraum V mit Skalarprodukt 3 schreiben wir (—, =) = (—, =)V := B und (v, w) =
(v,w)V := B(v,w) fiir v,w € V.

(b) Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlichdimensionaler R-Skalarproduktraum. Ein unitdrer Vektorraum
ist ein endlichdimensionaler C-Skalarproduktraum.

Wir listen die Axiome des Skalarprodukts eines Skalarproduktraums V iiber K € {R,C} in Standardnotation:

o Vertraglichkeit mit den Additionen. Fir v,w,w’ € V ist (v,w + w') = (v,w) + (v,w’). Fir v,v",w € V
ist (v 4 v, w) = (v, w) + V', w).

Vertraglichkeit der Nullelemente. Fiir alle v € V ist (v,0) = (0,v) = 0.

Vertraglichkeit der negativen Elemente. Fiir alle v,w € V ist (v, —w) = (—v,w) = —(v,w).

Vertréiglichkeit mit den Skalarmultiplikationen. Fir a € K, v,w € V ist (v,aw) = a{v,w). Fir a € K,
v,w € Vst (av,w) = a{v,w). (Falls K = R ist, so bedeutet dies, dass fiir a € K, v,w € V stets
(av,w) = a{v,w) ist.)

e Hermitizitt. Fur v,w € V gilt (w,v) = (v, w).
o Positive Definitheit. Fiir v € V' \ {0} gilt (v,v) > 0.
Nach Lemma (1.67) wissen wir, dass diese Axiome redundant sind.
(4.14) Beispiel. Es sei n € Ny gegeben.
(a) Es wird R™*! ein euklidischer Vektorraum, wobei das Skalarprodukt durch
(z,y) = aty = Z T;Yj
jelln]

fiir 2,y € R"*! gegeben ist.
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(b) Es wird C™*! ein unitérer Vektorraum, wobei das Skalarprodukt durch
(wy)y=7"y= > Ty,
Jje[l.n]
fiir 2,y € C"*! gegeben ist.

Beweis. Es sei K € {R,C}. Dann ist E,, positive definit und hermitesche. Folglich wird K"*! ein K-Skalar-
produktraum mit (—, =) = Bg,. Fiir z,y € K"*! ist dann aber

(x,y) = Br, (x,y) =T"By =Ty = > Ty, m
JE[n]

(4.15) Konvention. Es sei n € Ny gegeben.

(a) Sofern nicht anders erwiihnt, betrachten wir ab jetzt R"*! als euklidischen Vektorraum mit Skalarprodukt
wie in Beispiel (4.14)(a).

(b) Sofern nicht anders erwithnt, betrachten wir ab jetzt C"*! als unitiiren Vektorraum mit Skalarprodukt
wie in Beispiel (4.14)(b).

(4.16) Beispiel. Es wird C([0,1],R) ein R-Skalarproduktraum, wobei das Skalarprodukt durch

1
(f.9) = / F(bg(t)

fir f,g € C(]0,1],R) gegeben ist.
Ohne Beweis. O

(4.17) Lemma (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es seien K € {R,C}, ein K-Skalarproduktraum V und
v,w € V gegeben. Dann gilt

(v, w)[* < (v, v) {w, w).
Genau dann gilt
(v, w)|* = (v, v){w, w),
wenn (v, w) linear abhéngig in V ist.
Beweis. Ist w = 0, so gilt
(v, w)| = [(v,0)] = 0 = [[o] {|0]] = [|v]| [[w]

und (v, w) ist linear abhéngig in V' nach Korollar (2.100). Im Folgenden gelte daher w # 0. Dann erhalten wir

) e o ), e, (o) (),
0= ™ o)™ = O Gy ) ) Gy
o), P
B A A T
und damit (v, w)|? < (v, v){w, w).
Ist |[(v,w)]? = (v,v){w,w), so gilt 0 = (v — gf;’g w,v — 55;,))) w). Wegen der positiven Definitionheit folgt

f“;ﬁﬁ w = 0 und damit die lineare Unabhingigkeit von (v, w).

also v —
Ist umgekehrt (v, w) linear abhéingig, so ist v wegen w # 0 nach Bemerkung (2.104) und Proposition (2.105)(b)
eine Linearkombination von (w), d.h. es gibt ein a € K mit v = aw. Es folgt

|(v, w)|* = (v, w) (v, w) = (v, W) w,v) = (v,w)(w,aw) = a(v, w){w,w) = (v, aw){w, w) = (v,v){w,w)

und damit (v, w)|? = (v, v){(w, w). O
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(4.18) Definition (induzierte Norm). Es seien K € {R,C} und ein K-Skalarproduktraum V gegeben. Die

Abbildung

I=: V=R, v /{v,v)
heifit die durch das Skalarprodukt induzierte Norm auf V.

(4.19) Beispiel. Es sei n € Ny gegeben.

a) Fiir z € R**! gilt
(a) g

rEE
F€[1,n]

b) Fiir z € C**! gilt
(

lzll = | > gl

(4.20) Proposition. Es seien K € {R,C} und ein K-Skalarproduktraum V' gegeben.

(a) Positive Definitheit. Fiir v € V gilt
[ol =0
und genau dann ||v|| = 0, wenn v = 0 ist.
(b) Absolut-Homogenitat. Fiir a € K, v € V gilt

lav]] = lal [|v]]-

(¢) Dreicksungleichung. Fiir v,w € V gilt

v+ w|| < [v]| + [Jw]].

Beweis.
(a) Dies ist eine Umformulierung der positiven Definitheit des Skalarprodukts.
(b) Firae K, v eV gilt
lav]|* = {av, av) = Galv, v) = |af* |[o[|* = (|a]||v])?
und damit ||av| = |al ||v]]-
(¢) Fiir v,w € V gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (4.17) stets
(Re (v,w))* < [{v,w)|* < (v, v)(w,w) = [|o]* |w]]?,

also

lv+wl* = (v +w, v +w) = (v,0) + (v,w) + (w,v) + (w,w) = [[v]* + 2Re (v, w) + ||w]*

< loll® + 2floll [lw]l + lw]® = (ol + flwl)?

und damit ||v + w|| < ||v]] + ||w]|-

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung léasst sich mit Hilfe der induzierten Norm auch wie folgt umformulieren:



172 KAPITEL IV. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

(4.21) Bemerkung (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es seien K € {R,C}, ein K-Skalarproduktraum V und
v,w € V gegeben. Dann gilt

[{v, w)| < o] [[w]]
Genau dann gilt
(v, w)| = [v]l ],
wenn (v, w) linear abhéngig in V' ist.
Beweis. Dies folgt aus Lemma (4.17) und Definition (4.18). O
(4.22) Beispiel. Es sei n € Ny gegeben.

(a) Fiir 2,y € R™*! gilt

n
1>yl <
=1

(b) Fiir z,y € C™*! gilt

n n n
> Szl < Dl DY sl
j=1 Jj=1 J=1

(4.23) Definition (normierter Vektor). Es seien K € {R,C} und ein K-Skalarproduktraum V gegeben. Ein
Vektor v in V' heifit normiert, wenn

vl =1
ist.

(4.24) Bemerkung. Es seien K € {R,C} und ein K-Skalarproduktraum V gegeben. Fiir v € V'\ {0} ist ﬁv
normiert.

Beweis. Wegen der Absoluthomogenitit der Norm, siehe Proposition (4.20)(b), gilt fiir v € V' \ {0} stets

1 1 1
ol =I5 vl = 37— llvll = 1,
[[v]] [[v]] [[v]]
d.h. ﬁv ist normiert. O

3 Orthogonalitat

Definition

(4.25) Definition (Orthogonalitit). Es seien K € {R,C} und ein K-Skalarproduktraum V' gegeben. Fiir
v,w € V sagen wir, dass v orthogonal zu w ist, geschrieben v 1 w, wenn

(v,w)y=0
gilt.

(4.26) Bemerkung. Es seien K € {R,C} und ein K-Skalarproduktraum V gegeben. Die Orthogonalitéitsre-
lation I auf V ist symmetrisch.

Beweis. Es seien v,w € V mit v L w gegeben, d.h. es gelte (v,w) = 0. Da das Skalarprodukt hermitesch ist,
gilt dann auch (w,v) = (v,w) =0 =0, also w L v. O
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(4.27) Proposition. Es seien K € {R,C} und ein K-Skalarproduktraum V gegeben.
(a) Fiir v,w,w’ € V gilt: Wenn v 1 w und v L w’ gilt, dann auch v 1 w+ w’.
(b) Firv eV gilt v L 0.
(¢) Fir a € K, v,w € V gilt: Wenn v L w, dann auch v L aw.

Beweis.

(a) Es seien v,w,w’ € V mit v L w und v L w’ gegeben, d.h. es gelte (v,w) = 0 und (v,w’) = 0.
Da (v,—): V — K ein K-Vektorraumhomomorphismus ist, folgt

(v,w+w') = (v,w) + (v,w’) =0+ 0 =0,
Somit gilt auch v 1L w + w'.
(b) Firv e Vist (v,—): V — K ein K-Vektorraumhomomorphismus, es gilt also (v,0) = 0 und damit v L 0.

(c) Es seien a € K, v,w € V mit v L w gegeben. Da (v, —): V — K ein K-Vektorraumhomomorphismus ist,
folgt

(v, aw) = af{v,w) = a0 = 0.
Somit gilt auch v L aw. O

(4.28) Proposition (Satz des Pythagoras). Es seien K € {R,C}, ein K-Skalarproduktraum V und v,w € V
gegeben. Wenn v L w ist, so gilt

lv +wl|* = [v]]* + [|w]|*.
Beweis. Wenn v L w ist, gilt (v, w) = (w,v) = 0 und damit
lv+wl?* = (v +w, v +w) = (v,0) + (v,w) + (w,v) + (w,w) = (v,0) + (w,w) = |v]|* + |w]*. 0

(4.29) Definition (Orthogonalitit, Orthonormalitit). Es seien K € {R,C} und ein K-Skalarproduktraum V/
gegeben.

(a) Eine Familie s = (s;)ies in V heifit orthogonal (oder ein Orthogonalsystem), falls fiir 4,5 € I mit ¢ # j
stets s; L s; ist. Eine Familie s = (s;);er in V heift orthonormal (oder orthonormiert oder ein Orthonor-
malsystem), falls sie orthogonal und s; fiir jedes ¢ € I normiert ist.

(b) Eine Teilmenge S von V heift orthogonal (oder ein Orthogonalsystem), falls fiir s, € S mit s # ¢t stets s L ¢
ist. Eine Teilmenge S von V heifit orthonormal (oder orthonormiert oder ein Orthonormalsystem), falls
sie orthogonal und jedes s € S normiert ist.

(4.30) Bemerkung. Es seien K € {R,C}, ein K-Skalarproduktraum V und eine Familie s = (s;)ier in V
gegeben.

(a) Genau dann ist s orthogonal, wenn
(si,85) = Bigllsill® = 8ills; 1
fir 4, € I gilt.
(b) Genau dann ist s ist orthonormal, wenn
(si,85) = i
fiir 7,5 € I gilt.

(4.31) Proposition. Es seien K € {R,C}, ein K-Skalarproduktraum V und eine orthogonale Familie s =
(si)icr iIn V mit s; # 0 fiir alle ¢ € I gegeben. Dann ist s linear unabhéngig.
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Beuweis. Es sei a € K mit > . a:8; = 0 gegeben. Fiir ¢ € I gilt dann

i€l

0= (s:,0) = (55, Y azs;) = > aj(si;s;) = Y a;d;jlls; | = aulls:*.

jeI jel jEI
Da aber s; # 0 fiir i € I ist, gilt ||s;]|*> # 0 und damit a; = 0 fiir alle ¢ € I. Folglich ist s linear unabhéngig. [
(4.32) Definition. Es seien K € {R,C} und ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V' gegeben.

(a) Eine Familie s = (s;);er in V heifst Orthogonalbasis von V, falls sie orthogonal und eine Basis von V' ist.
Eine Familie s = (s;)ier in V heilt Orthonormalbasis von V| falls sie orthonormal und eine Basis von V
ist.

(b) Eine Teilmenge S von V heiflt Orthogonalbasis von V, falls sie orthogonal und eine Basis von V ist. Eine
Teilmenge S von V heiftt Orthonormalbasis von V, falls sie orthonormal und eine Basis von V ist.

(4.33) Bemerkung. Es seien K € {R,C}, ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V' und eine para-
metrisierte Basis s = (8;)ie[1,n,) von V gegeben.

(a) Genau dann ist s eine Orthogonalbasis von V', wenn G,((—,=)) eine Diagonalmatrix ist.
(b) Genau dann ist s eine Orthonormalbasis von V', wenn G;((—,=)) = E,, ist.

(4.34) Bemerkung. Esseien K € {R, C}, ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V' und eine parame-
trisierte Basis s = (s;);¢[1,n) von V gegeben. Genau dann ist s eine Orthonormalbasis von V', wenn fiir v, w € V
stets

(v, w) = (ks (v), Ks(w))
ist.
Beweis. Ist s eine Orthonormalbasis von V, so gilt

tr tr

(v, w) = ks(v) Gs((= =))ks (W) = ks (V) Ks(w) = (Ks(v), Ks(w))

fiir v, w € V nach Proposition (4.5). Gilt umgekehrt (v, w) = (ks(v), Ks(w)) fiir v,w € V, so ist insbesondere

(sis85) = (Ks(81), Ks(85)) = (eir ;) = 8i

fiir 4, j € [1,n] und damit s eine Orthonormalbasis von V. O

Orthogonalraum

(4.35) Bemerkung. Es seien K € {R,C} und ein K-Skalarproduktraum V gegeben. Fiir jede Teilmenge S
von V ist

St ={veV|s Lo firalle s € S}

ein K-Untervektorraum von V.

Beweis. Fiir v,w € S+ gilt s L v und s L w fiir alle s € S, also auch s L v + w fiir alle s € S nach
Proposition (4.27)(a) und damit v +w € S*. Es gilt s L 0 fiir alle s € S nach Proposition (4.27)(b) und da-
mit 0 € S*. Fiira € K,v € S+ gilt s L v fiiralle s € S, also auch s L aw fiir alle s € S nach Proposition (4.27)(c)
und damit av € S*. Nach dem Untervektorraumkriterium (2.52) ist S+ ein Untervektorraum von V. O

(4.36) Definition (Orthogonalraum). Es seien K € {R, C}, ein K-Skalarproduktraum V und eine Teilmenge S
von V gegeben. Der K-Untervektorraum

St={veV|sLofirallescS}

von V' aus Bemerkung (4.35) heiflt Orthogonalraum zu S in V.
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(4.37) Bemerkung. Es seien K € {R,C} und ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt V' gegeben. Dann ist
o=V

(4.38) Bemerkung. Es seien K € {R,C}, ein K-Skalarproduktraum V und Teilmengen S und T von V
mit S C T gegeben. Dann ist

T+ C st
Beweis. Fiir v € T+ gilt ¢t L v fiir alle t € T, wegen S C T also insbesondere s L v fiir alle s € S und

damit v € S+. Folglich ist T+ C 5+, O

(4.39) Bemerkung. Es seien K € {R,C}, ein K-Skalarproduktraum V und eine Teilmenge S von V' gegeben.
Dann ist

S cC(sH)*t.

Beweis. Es sei s € S gegeben. Fiir alle v € S+ gilt s L v, also auch v L s nach Bemerkung (4.26), d.h. es
ist s € (S+)L. Folglich ist S C (S+)+. O

(4.40) Proposition. Es seien K € {R,C} und ein K-Skalarproduktraum V' gegeben. Fiir jede Teilmenge S
von V gilt

St =(S)*.

Beweis. Da nach Bemerkung (2.70) stets S C (S) ist, gilt (S)* C S+ nach Bemerkung (4.38). Umgekehrt gilt
fir v € S stets s L v fiir alle s € S, also auch w L v fiir alle w € (S) =3 _4 Ks nach Bemerkung (4.26) und
Proposition (4.27), und damit v € (S)*. Folglich ist auch S+ C (S)~*. Insgesamt gilt S+ = (S)+. O

(4.41) Proposition. Es seien K € {R,C} und ein K-Skalarproduktraum V' gegeben. Dann ist
v+ ={0}.

Beweis. Es sei v € V+ gegeben. Dann gilt w L v fiir alle w € V, also insbesondere v L v. Dies bedeutet jedoch,
dass (v,v) = 0 ist, was bereits v = 0 impliziert. Da V* nach Bemerkung (4.35) ein Untervektorraum von V ist,
gilt auferdem stets 0 € V. Folglich ist V4 = {0}. O

Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren

(4.42) Lemma. Es seien K € {R,C}, ein K-Skalarproduktraum V und ein endliches Orthonormalsystem S
in V gegeben. Fiir v € V ist

v— Z(s,v)s c St
ses
Beweis. Es sei v € V gegeben. Fiir alle ¢t € S gilt dann

(o= (s,v)s) = (t,v) = Y (s,0)(t,8) = (£,0) = Y (5,0)8¢,6 = (t,0) — (t,v) =0,

ses seS ses
also t L v— 3 _q(s,v)s. Folglich ist v — Y 4 (s,v)s € S*. O

Mit Hilfe dieses Lemmas lassen sich die Koeflizienten eines Vektors beziiglich einer Orthonormalbasis leicht
bestimmen:

(4.43) Korollar (Parsevalscher Entwicklungssatz). Es seien K € {R,C}, ein endlichdimensionaler K-Skalar-
produktraum V und eine Orthonormalbasis S von V gegeben. Fiir v € V gilt

v= Z(sm)s.

seS
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Beweis. Es sei v € V gegeben. Nach Lemma (4.42) ist v — Y. o (s,v)s € S*. Nun ist aber
St =(5)- = v+ = (0},
nach Proposition (4.40) und Proposition (4.41), also v — > ¢ (s,v)s = 0 und damit v = ) __s(s,v)s. O

(4.44) Korollar (Parsevalsche Gleichung). Es seien K € {R,C}, ein endlichdimensionaler K-Skalarprodukt-
raum V und eine Orthonormalbasis S von V' gegeben. Fiir v € V gilt

[v]l> =D s, ).
seS

Beweis. Nach dem Parsevalschen Entwicklungssatz, dem Satz des Pythagoras und der Absolut-Homogenitét
der Norm (4.20)(b) gilt fiir v € V stets

ol = 11> (s, odsll® = D (s v)sl®> = D s, o) llsl® = D s, )] O
sesS sesS seS sesS

(4.45) Satz. Es seien n € Ny, K € {R,C}, ein K-Skalarproduktraum V und eine linear unabhéngige Familie
5= (8j)je1,n) in V gegeben. Ferner seien n-Tupel ¢ = (t}) je(1,n) und t = (¢;)je[1,,) in V rekursiv definiert durch

<t/‘73'>
£y =85 — Z <tZ/ t?>t§:$j_ Z {tir 50t

i€[l,j—1] * V" i€[1,5—1]

PP
S

fiir j € [1,n]. Dann ist ¢’ = (t})je[1,n) orthogonal, t = (t;) (1, orthonormal und es gilt

(sj 17 €lnl) =(t;17€l,n]) =(t; ] €[L,n]).

Beweis. Wir fithren Induktion nach n, wobei fiir n = 0 nichts zu zeigen ist. Es sei also n € N und es gelte
die Behauptung fiir n — 1. Nach Bemerkung (2.99) ist (s;);e[1,n—1) linear unabhéingig und damit (¢});c[1,n-1)
orthogonal, t = (t;);e[1,n—1) orthonormal und (s; | j € [I,n —1]) = () |j € [l,n—1]) = (t; | j € [L,n —1])
nach Induktionsvoraussetzung. Ferner ist

th=sn— Y (tusa)ti€(t;[jeln—1)"=(t;|jel,n-1)"
i€[l,n—1]

nach Lemma (4.42), es gilt also ¢ L ¢ fiir j € [I,n — 1]. Folglich ist sogar ¢ = (t});c[1,n) orthogonal
und t = (t;);en,n orthonormal nach Proposition (4.27)(c) und Bemerkung (4.24). Nach Proposition (2.82)
und Proposition (2.84) gilt schlieflich

(5515 € o) = ({85 17 € Lon =D ULs. )y =g LG € L= U= 3 L2y

i€[l,n—1] V¥
={tj 17 elnl}) ={t; | €Lnl}). O

(4.46) Korollar. Es seien K € {R,C} und ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V gegeben. Dann
gibt es eine Orthonormalbasis von V.

Beweis. Nach Korollar (2.122) gibt es eine Basis s = (Sj)je[l,dim v] von V, welche als solche nach Bemer-
kung (2.108) insbesondere linear unabhéingig ist. Es seien n-Tupel t’ = (t}) jc(1,dimv] und t = (¢;)je(1,dimv] in V
rekursiv definiert durch

(th,s;)
th=si— ) <t2’ ti>t2:5i_ > (st

i€[l,j—1] V¥ i€[l,j—1]

b= gt

A
fiir j € [1,dim V]. Nach Satz (4.45) ist t = (Z;) je[1,dim v] Orthonormal, also insbesondere linear unabhéingig nach
Bemerkung (4.31). Ferner gilt auch (¢; | j € [1,dimV]) = (s; | j € [1,dimV]) = V nach Bemerkung (4.31),
d.h. t = (tj)e[1,dimv] it zudem ein Erzeugendensystem von V. Insgesamt ist ¢ = (;);e[1,dim v) Dach Bemer-
kung (2.108) eine Basis von V. O
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(4.47) Algorithmus (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren).

e Eingabe: linear unabhéngiges n-Tupel s = (s;);e[1,n] in einem Skalarproduktraum V' iiber K € {R,C},
wobei n € Ny

e Ausgabe: orthonormales n-Tupel t = (t;) c[1,n) in V

e Verfahren:

function orthonormalbasis(s)
for j from 1 to n do
ty =85 = 2iep - {ti 85t
too= L 4l
7T e
end for;

return t;
end function;

(4.48) Beispiel. Es seien s = (s1, 82, 83) und t = (t1,t2,t3) in R3*! gegeben durch

1 1 0 1 2 -2
1 1 1
S:( 2 , 0 y -1 )7t:(§ 2 ,g —2 ,3 -1 )
2 1 1 2 1 2

Dann ist ¢ eine Orthonormalbasis von R3*! und es gilt (s1) = (1), (s1,82) = {t1,t2), (s1,52,83) = (t1,ta,t3).

Beweis. Wir benutzen das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren (4.47):

1
t/lzsl— 2 s
2
(th,ty) =12+ 22 422 =09,
1
1
R
1 2
, Wose) [N\ 11+2o042.1 (1) 1?2
t2::e92_ 7 t1: 0 — 2 = = -2 s
1) 9 3
(1, t) 1 2 1
22+(_2>2+12
(th th) = ————— =1,
2
1 1
th==|-2]=t
[l 3\ 4 ”
<t/1,53> / <tl2353>
th =853 — th — t:
’ (tth)  (th ) ®
- f’l 1042 (1) +2-1 ; 2.04(~2) (~1)+1-1 32 1 j
1 9 2 9 1 2
i _(*2)2+(71)2+22_
<t37t3>_ 32 _15
-2
1 1
== [ —1| =ts O
(1251l 3\ 9
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Aufgaben
Aufgabe 103 (Orthogonalraum). Es sei U der R-Untervektorraum von R**! gegeben durch
0 1 2
2 1 1
U= ol’f1]’{o0 )
0 1 1

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U (bzgl. des eingeschriinkten Skalarprodukts) und eine Basis von U+.

Aufgabe 104 (reelles Skalarprodukt). Es sei A € R3*3 gegeben durch

0 1\°

1
A=|-1 2 -—-1|=10 1 -1
1 -1 0

(a) Zeigen Sie, dass A positiv definit ist.

(b) Es sei V der euklidische Vektorraum mit unterliegendem R-Vektorraum R3*! und dessen Skalarprodukt
die Gram-Matrix A bzgl. der Standardbasis e hat. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von V.

Aufgabe 105 (komplexes Skalarprodukt). Es seien A € C3*3 und s = (s1, 52, 53) in C3*! gegeben durch
1 —i i 2—1 1-2i 1
A= i 2 —1+il,s=([-1-i),[1-2],[1]).
—-i —1-i 3 0 3 0

Ferner sei V' der unitire Vektorraum mit unterliegendem C-Vektorraum C3>*! und Skalarprodukt gegeben durch
(z,y) = Balz,y) =7" Ay
fiir x,y € C3*1.
(a) Bestimmen Sie die Gram-Matrix von {3 4 zur Basis s.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens eine Orthonormalba-
sis t = (t1,t2,t3) von V.

Aufgabe 106 (Rechnen in abstrakten euklidischen Vektorrdumen). Es seien ein euklidischer Vektorraum V'
und eine Basis s = (s1, 82, 53) von V gegeben. Ferner sei A € R**3 gegeben durch

3 -1 1
A=1-1 5 0
1 0 1

die Gram-Matrix des Skalarprodukts bzgl. s. Schlieflich sei die Basis ¢t = (1, t2,t3) in V' gegeben durch
t = (83,81 — S3,81 + 283 — 83).
(a) Zeigen Sie, dass so L s3 und s L 5s1 + sg ist.
(b) Berechnen Sie die Gram-Matrix des Skalarprodukts bzgl. ¢.

Aufgabe 107 (Eigenwerte hermitescher Endomorphismen). Es seien K € {R,C} und ein K-Skalarprodukt-
raum V gegeben. Ein Endomorphismus ¢ von V heifst hermitesch (oder selbstadjungiert), falls

(p(v), w) = (v, p(w))

ist. Ist K = R, so heiftt ein hermitescher Endomorphismus von V' auch symmetrisch.
Nun sei ein hermitescher Endomorphismus ¢ von V' gegeben. Zeigen Sie:

(a) Jeder Eigenwert von ¢ ist reell.

(b) Fiir alle verschiedene Eigenwerte a und b von ¢, jeden Eigenvektor v von ¢ zum Eigenwert ¢ und jeden
Eigenvektor w von ¢ zum Eigenwert b ist v L w.
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