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1 Vektorraume

In diesem Abschnitt werden Vektorrdume iiber einem Korper eingefiihrt. Neben den zugehoérigen Homomor-
phismen, welche wir etwas spéter studieren werden, bilden Vektorrdume die zentralen Objekte der linearen
Algebra.

Aus der Schule kennen wir R? = {(z,y) | #,y € R} als Formalisierung der Anschauungsebene, wobei R die
Menge der reellen Zahlen bezeichnet. Punkte dieser Ebene kénnen addiert werden, indem wir sie als sogenannte
Pfeilvektoren vom ,,Ursprung“, d.h. dem Punkt (0,0), zu eben jenen Punkten interpretieren und dann eine
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*Dies ist eine leicht iiberarbeitete Version vom 11. Oktober 2018. (Version 2.6.3)



geometrische Operation mit diesen Pfeilen durchfiithren: Sind zwei Punkte gegeben, so erhalten wir die Summe
dieser Punkte, indem wir die zugehorigen Pfeile aneinanderhingen. Ebenso konnen Punkte mit reellen Zahlen
multipliziert werden, indem wir die Richtung des Pfeils zum gegebenen Punkt beibehalten und die Lénge um
die angegebene reelle Zahl strecken. Bei dieser Multiplikation von reellen Zahlen mit Punkten der Ebene spricht
man dann von einer sogenannten Skalarmultiplikation.

Formal sind Addition und Skalarmultiplikation komponentenweise erklart, d.h. es ist

(z,9) + (@) = (x + 2",y +¢),
a(z,y) = (az,ay)

fiir a,x,y, 2,y € R. Fiir diese Operationen lassen sich Eigenschaften nachweisen; zum Beispiel gilt

(z,y) + (") + (&",9") = ((z,9) + (", y") + (2", y")

fir z,y,2",y,2",y" € R sowie
a((z,y) + (2",y)) = a(z,y) + a2’ y)

fiir a,z,y,x’,y" € R. Diese Eigenschaften lassen sich direkt aus der Definition von Addition und Skalarmulti-
plikation herleiten. Manche Eigenschaften, welche man nun zeigen kann, lassen sich (sogar) aus bereits vorher
bewiesenen Eigenschaften folgern, und zwar ohne die Definition von Addition und Skalarmultiplikation zu be-
nutzen.

Fiir R® = {(z,v, 2) | z,y, 2 € R}, die Formalisierung des Anschauungsraums, lassen sich ebenfalls eine Addition
und eine Skalarmultiplikation komponentenweise erklaren. Diese haben dann analoge geometrische Interpreta-
tionen sowie analoge Eigenschaften.

In diesem Abschnitt werden wir die Falle R? und R? wie folgt verallgemeinern: Zunichst lassen sich ganz analog
eine komponentenweise Addition und eine komponentenweise Skalarmultiplikation auf R™ fiir jede natiirliche
Zahl n definieren, und diese erhalten dann auch analoge Eigenschaften. Zur Herleitung dieser Eigenschaften
spielen nur wenige Aspekte der reellen Zahlen eine Rolle: Wenn wir ausschliefslich mit rationalen Zahlen, also
Briichen von ganzen Zahlen, arbeiten, so werden wir diesen Zahlbereich nie verlassen. Wir kénnen also eine
ghnliche Struktur auch auf Q™ fiir jede natiirliche Zahl n definieren. Noch allgemeiner gilt dies sogar fir K™,
die Menge der n-Tupel mit Eintrdgen in einem Koérper K.

Wir abstrahieren sogar noch weiter: Im Laufe der Zeit hat sich herausgestellt, dass die oben angedeuteten Eigen-
schaften noch fiir bedeutend mehr Strukturen gelten, bei denen wir eine Menge zusammen mit einer Addition
und einer Skalarmultiplikation gegeben haben, bei denen die Elemente dieser Menge aber nicht wie n-Tupel
naussehen miissen. Wir erleben dann ein &hnliches Verhalten wie bei K™, es gelten analoge Eigenschaften.
Ferner lassen sich auch hier einige Eigenschaften aus bereits bewiesenen Eigenschaften folgern. Um alle diese
Beispiele, von denen wir einige im spéteren Verlauf kennenlernen werden, unter einen Hut zu bringen, wahlen
wir einen aziomatischen Ansatz: Unser Blickpunkt entfernt sich dann von der konkreten ,,Gestalt der Elemen-
te sowie der Definition von Addition und Skalarmultiplikation im einzelnen Beispiel; stattdessen treten einige
Eigenschaften der Operationen in den Mittelpunkt.

Konkret bedeutet dies Folgendes: Wir betrachten sogenannte Vektorrdume, d.h. Strukturen bestehend aus einer
Menge, einer Addition und einer Skalarmultiplikation, fiir welche gewisse Eigenschaften gelten, die uns aus
den Beispielen bereits vertraut sind. Diese Eigenschaften, welche fiir Vektorraume gefordert werden, nennen
wir Vektorraumaziome. Alle Eigenschaften, welche sich auf die Vektorraumaxiome zuriickfiihren und bereits
in diesem abstrakten Rahmen beweisen lassen, gelten dann fiir alle Vektorrdume, unabhéngig davon, wie die
Elemente jeweils ,,aussehen. Der Vorteil dieses axiomatischen Ansatzes liegt auf der Hand: Zum einen entwickeln
wir, wie bereits angedeutet, unsere Theorie fiir alle uns bereits bekannten Beispiele von Vektorrdumen simultan.
Zum anderen konnen wir unsere Theorie auf weitere Beispiele von Vektorrdumen anwenden, sobald wir uns davon
iiberzeugt haben, dass es sich bei der vorliegenden Struktur um einen Vektorraum handelt. Hierzu miissen wir
dann lediglich die Vektorraumaxiome nachweisen, alle anderen Figenschaften von Vektorrdumen folgen bereits
aus diesen.

Im Folgenden, bis zum Ende des Abschnitts und mit Ausnahme einiger Beispiele, sei stets ein Korper K
gegeben. Ab Bemerkung (1.7), bis zum Ende des Abschnitts und mit Ausnahme einiger Beispiele, sei stets
ein K-Vektorraum V gegeben.



Begriffsbildung

Wir beginnen mit der Definition eines K-Vektorraums.

(1.1) Definition (Vektorraum). Ein Vektorraum dber K (oder K-Vektorraum) besteht aus einer Menge V
zusammen mit einer Abbildung V xV — V| (v,w) — v+w, genannt Addition, und einer Abbildung K xV — V,
(a,v) = av = a - v, genannt Skalarmultiplikation, derart, dass folgende Axiome gelten.

o Assoziatwitit der Addition. Fir v,w,z € Vist v + (w+z) = (v +w) + a.

e FExistenz des Nullvektors. Es existiert ein n € V derart, dass fiir v € V stets n +v = v+ n = v gilt.
Es lasst sich zeigen, dass ein solches n eindeutig bestimmt ist. Wir bezeichnen es mit 0. Dann haben wir
also0+v=v+0=vfiiralleveV.

o FExistenz der negativen Vektoren. Fiir jedes v € V existiert ein w € V mit w+v = v+ w = 0. Es lasst
sich zeigen, dass ein solches w durch v eindeutig bestimmt ist. Wir bezeichnen es mit —v. Dann haben
wir also (—v) +v =v+ (—v) =0.

o Kommutativitdt der Addition. Fir v,w € V ist v + w = w + v.

o Assoziatiitit der Skalarmultiplikation. Fiir a,b € K, v € V ist a(bv) = (ab)v.

e Neutralitit der Fins bzgl. der Skalarmultiplikation. Fir v € V ist 1v = v.

e Distributivitit. Fiir a,b € K, v € V ist (a+b)v = (av)+(bv). Fiira € K, v,w € V ist a(v+w) = (av)+(aw).

Ein Element von K wird Skalar von V genannt. Ein Element von V wird Vektor in V' genannt. Das Element 0
in V wird Nullvektor in V genannt. Fiir einen Vektor v in V wird —v der negative Vektor zu v genannt.

Die ersten vier Axiome besagen gerade, dass jeder K-Vektorraum eine abelsche Gruppe ist.

(1.2) Konvention. Es sei ein K-Vektorraum V' gegeben. Meistens lassen wir die Klammern um Produkte aus
Skalaren und Vektoren weg, d.h. es gelte Punkt- vor Strichrechnung. Da fir a,b € K, v € V stets (ab)v = a(bv)
gilt, schreiben wir im auferdem meist kurz abv := (ab)v = a(bv).

(1.3) Notation (Subtraktion). Es sei ein K-Vektorraum V' gegeben. Fiir v, w € V schreiben wir
v—w:=v+ (—w) = (—w) +v.
(1.4) Beispiel.

(a) Es wird K ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch die Addition des Kérpers K und Skalarmulti-
plikation gegeben durch die Multiplikation des Korpers K.

(b) Fiir n € Ng wird K™ ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch

(1, Zn) + W1y yn) = (@1 + Y1,y T + Yn)

fir (x1,...,2n), (Y1,---,yn) € K™ und Skalarmultiplikation gegeben durch
a(xy,...,xn) = (axy,...,az,)

fira € K, (z1,...,2,) € K™ Der Nullvektor von K™ ist gegeben durch
0=(0,...,0).

Fiir (21,...,2,) € K™ ist
—(z1, ..y xn) = (=21, ..y, —Ty).

(¢) Fiir m,n € Ny wird K™*™ ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch die Addition von Matrizen und
Skalarmultiplikation gegeben durch die Skalarmultiplikation von Matrizen.



(d) Fiir jede Menge I wird K ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch
r+y = (i + Yi)ier
fiir z,y € K, und Skalarmultiplikation gegeben durch
a-x=(a-xi)er
fir a € K, x € K'. Der Nullvektor von K ist gegeben durch
0=(0)ier-
Fiir z € K7 ist
-z = (—Ti)ier-
(e) Fiir jede Menge X wird Map(X, K) ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch
(f +9)(x) = fz) + g(x)
firx € X, f,g € Map(X, K), und Skalarmultiplikation gegeben durch
(af)(z) = af(z)
firz € X, a € K, f € Map(X, K). Die Null von Map(X, K) ist gegeben durch
0(x)=0
fir x € X. Fiir f € Map(X, K) ist
(=f)(x) = —f(2)
firz € X.

(f) Jede einelementige Menge wird ein K-Vektorraum (mit der einzig moglichen Addition und der einzig
moglichen Skalarmultiplikation).

(g) Der Polynomring K[X] wird ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch die Addition des Rings K[X]
und Skalarmultiplikation gegeben durch Einschrinkung der Multiplikation des Rings K[X].

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(1.5) Konvention.
(a) Sofern nicht anders erwahnt, betrachten wir K als K-Vektorraum wie in Beispiel (1.4)(a).

(b) Es sei n € Ny gegeben. Sofern nicht anders erwithnt, betrachten wir K™ als K-Vektorraum wie in Bei-
spiel (1.4)(b).

(c) Es seien m,n € Ny gegeben. Sofern nicht anders erwdhnt, betrachten wir K™*™ als K-Vektorraum wie in
Beispiel (1.4)(c).

(d) Es sei eine Menge I gegeben. Sofern nicht anders erwithnt, betrachten wir K! als K-Vektorraum wie in
Beispiel (1.4)(d).

(e) Es sei eine Menge X gegeben. Sofern nicht anders erwéhnt, betrachten wir Map(X, K) als K-Vektorraum
wie in Beispiel (1.4)(e).

(f) Sofern nicht anders erwéhnt, betrachten wir K[X] als K-Vektorraum wie in Beispiel (1.4)(g).

Auch fir Anwendungen in der Informatik lassen sich Vektorrdume nutzen: Bei der JPEG-Komprimierung wird
ein Bild zunéchst in drei Farbanteile zerlegt. Anschlieffend werden die einzelnen Farbkomponenten in kleine
Blocke aus 8 x 8 Pixeln wie folgt unterteilt.



(1.6) Anwendungsbeispiel. Ein digitales Bild mit einer Breite und Hohe aus jeweils acht Pixeln ldsst sich
als Vektor in RI%71*[0.7] "also als eine durch [0, 7] x [0, 7] indizierte Matrix, auffassen.

Wir betrachten einige elementare Eigenschaften von Vektorrdumen, welche Verallgemeinerungen der entspre-

chenden Eigenschaften fiir Kérper sind.
Im Folgenden, bis zum Ende des Abschnitts und mit Ausnahme einiger Beispiele, sei stets ein K-Vektorraum V'

gegeben.
(1.7) Bemerkung.

(a) Es seien v,w,x € V gegeben. Genau dann gilt v + z = w, wenn z = —v + w ist.

(b) Es seien a € K* und v,z € V gegeben. Genau dann gilt ax = v, wenn x = a~ v ist.
Beweis.

(a) Dies folgt aus Bemerkung (A.79).

(b) Wenn ax = v gilt, dann auch

r=1r=atax =a o

Umgekehrt, wenn x = a~1v ist, dann haben wir nach Proposition (A.78)(c) auch

v=(a"""tr =ax. O

Alternativer Beweis.

(b) Dies gilt nach [12, Bem. (7.5)]. O
(1.8) Korollar.

(a) Es seien v,z,y € V gegeben. Genau dann gilt v + x = v 4+ y, wenn x = y ist.

(b) Es seien a € K*, z,y € V gegeben. Genau dann gilt axz = ay, wenn x = y ist.
Beweis.

(a) Dies folgt aus Korollar (A.80).

(b) Wenn ax = ay gilt, dann nach Bemerkung (1.7)(b) auch

r=atay =1y =uy. O
Alternativer Beweis.
(b) Dies gilt nach [12, Kor. (7.6)]. O
(1.9) Proposition.
(a) Fiir v € V gilt 0v = 0.
(b) Firae K gilt a-0=0.
(c) Firae K, v eV gilt (—a)v =a(—v) = —av.
(d) Firv eV gilt (-1)v = —v.
(e) Firae K, v eV gilt (—a)(—v) = av.
Beweis.
(a) Firv eV gilt
0v + 0v = (0 + 0)v = Owv,

also 0v = —(0v) 4+ Ov = 0 nach Bemerkung (1.7)(a).



(b) Fiir a € K gilt
a-0+a-0=a(0+0)=a-0,
also a-0= —(a-0)+a-0=0 nach Bemerkung (1.7)(a).
(c) Es selen a € K und v € V gegeben. Dann gilt
(—a)v+av=(—a+a)v=0=0
nach (a) und damit —av = (—a)v. Ferner gilt
a(—v)+av=a(—v+v)=a-0=0
nach (b) und damit —av = a(—v).
(d) Firv eV ist
(-v=-1lv=—v
nach (c).

(e) Firae K,v eV ist

nach (d). O
(1.10) Lemma. Es seien a € K, v € V gegeben. Genau dann gilt av = 0, wenn a = 0 oder v = 0 ist.

Beweis. Wenn av = 0 und a # 0 ist, dann folgt v = a~1 -0 = 0 nach Bemerkung (1.7) und Proposition (1.9)(b).
Umgekehrt, wenn a = 0 oder v = 0 ist, so folgt av = 0 nach Proposition (1.9)(a), (b). O

(1.11) Korollar. Es seien a,b € K, v € V' \ {0} gegeben. Genau dann gilt av = bv, wenn a = b ist.

Beweis. Wenn a = b ist, dann auch av = bv. Es gelte umgekehrt av = bv, so dass (a — b)v = av — bv = 0.
Da v # 0 ist, folgt a — b = 0 nach Lemma (1.10), also a = b. O

Untervektorraume

Als néchstes betrachten wir sogenannte Untervektorrdume, d.h. Vektorrdume, die in geeigneter Weise als Teil-
mengen von gegebenen Vektorrdumen auftreten.

Die Idee lasst sich dabei an Hand des folgenden anschaulichen Beispiels erklaren: Von der Anschauungsebene
kénnen wir zum Anschauungsraum iibergehen, indem wir eine weitere Richtung betrachten, welche nicht bereits
in der Ebene liegt; wir fligen eine weitere Achse in ein Koordinatensystem hinzu. Sowohl Addition als auch
Skalarmultiplikation der Ebene und des Raums lassen sich durch geometrische Operationen interpretieren.
Wenn wir nun den Raum wie gerade beschrieben als Erweiterung der Ebene auffassen, so entsprechen sich die
geometrischen Operationen der Ebene und des Raums, wenn wir sie nur auf Punkte in der Ebene anwenden. Dies
entspricht gerade dem Konzept des Untervektorraums: Ein Vektorraum, dessen unterliegende Menge in einem
(potentiell) groferen Vektorraum liegt, und zwar gerade so, dass die Anwendung der Operationen (Addition
bzw. Skalarmultiplikation) des groferen Vektorraums auf die Vektoren des kleineren Vektorraums gerade den
Operationen des kleineren Vektorraums entspricht.

Werden wir nun etwas formaler: Wie bereits zu Anfang dieses Abschnitts erwihnt, lassen sich R? als Forma-
lisierung der Anschauungsebene und R? als Formalisierung des Anschauungsraums auffassen. Die Erweiterung
von R? zu R? bedeutet, dass wir die injektive Abbildung

v R? = R, (2,9) = (2,9,0)

betrachten und R? mit deren Bild Im¢ = {(z,,0) | z,y € R} identifizieren. Dabei lassen sich die Operationen
von R? auf die Elemente von Im ¢ wie folgt iibersetzen: Fiir z,y, 2’y € Rist (z,y) + (2/,y') = (x + 2",y + )
in R?, durch die Korrespondenz also

(z,9,0) + (2',y',0) = (z + 2",y + ¢/, 0)



in Im¢. Fiir a, 7,y € R ist a(z,y) = (ar,ay) in R?, durch die Korrespondenz also
a(z,y,0) = (az, ay,0)

in Im¢. Da sich die Elemente von R? und Im: via ¢ bijektiv entsprechen, wird Im: mit dieser Addition und
Skalarmultiplikation ein R-Vektorraum. Andererseits entsprechen diese Operationen gerade den Operationen
von R3, angewandt auf die Elemente von Im ¢, d.h. Im ¢+ wird mit diesen Operationen zu einem Untervektorraum
von R3.

(1.12) Definition (Untervektorraum). Ein K-Untervektorraum (oder Untervektorraum oder linearer Unter-
raum oder linearer Teilraum) von V ist ein K-Vektorraum U derart, dass die unterliegende Menge von U eine
Teilmenge von V ist, und so, dass fiir u,u’ € U stets

u+Uu/:u+Vu/

und fiir a € K, u € U stets

gilt.

Ein Untervektorraum U von V heifit echt (oder strikt), falls U # V gilt.

Es sei ein K-Vektorraum U gegeben. Ist U ein Untervektorraum von V', so schreiben wir U < V. Ist U kein
Untervektorraum von V, so schreiben wir U £ V. Ist U ein echter Untervektorraum von V, so schreiben
wir U < V.

(1.13) Bemerkung. Esist V ein K-Untervektorraum von V.

Da die Struktur eines Untervektorraums durch die unterliegende Menge festgelegt ist, treffen wir folgende
Vereinbarung.

(1.14) Konvention. Es sei eine Teilmenge U von V gegeben. Da die Addition bzw. die Skalarmultiplikation
jedes K-Untervektorraums von V' vollsténdig durch die Addition bzw. die Skalarmultiplikation von V' bestimmt
ist, gibt es hochstens eine Vektorraumstruktur auf U so, dass U mit dieser Vektorraumstruktur ein K-Un-
tervektorraum von V wird. Wir sagen daher auch, dass U ein K-Untervektorraum von V ist, falls so eine
Vektorraumstruktur auf U existiert.

Unter Verwendung von Konvention (1.14) geben wir nun ein Kriterium zur Erkennung von Untervektorrdumen
an, welches uns die einfache Betrachtung von Beispielen ermdglichen wird.

(1.15) Lemma (Untervektorraumkriterium). Es sei eine Teilmenge U von V' gegeben. Die folgenden Bedin-
gungen sind dquivalent.

(a) Esist U ein K-Untervektorraum von V.
(b) Es gilt:
e Abgeschlossenheit unter der Addition. Fir u,u’ € U ist
utu €U.
o Abgeschlossenheit unter dem Nullvektor. Es ist
0eU.
o Abgeschlossenheit unter der Skalarmultiplikation. Fir a € K, u € U ist
au € U.
(c) Es gilt:
e Esist

U+ 10.



e Firae K, u,u’ € U ist
au+u € U.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (b), danach die Aquivalenz von
Bedingung (b) und Bedingung (c).

Zunichst gelte Bedingung (a), d.h. es sei U ein Untervektorraum von V. Fiir u,v’ € U ist dann u +" o/ =
u+Yu' €U und fira € K,ucUista-¥ u=a-YucU. Ferner gilt

oYV =0V 4V oY =V +V oY

und damit 0V = 0Y € U nach Korollar (1.8)(a). Folglich gilt Bedingung (b).

Nun gelte umgekehrt Bedingung (b). Da fiir u,u’ € U stets u +" u’ € U ist, erhalten wir eine wohldefinierte
Abbildung +V: U x U — U, (u,u’) — u+"Y v/, und da fiir a € K, u € U stets a -" u € U ist, erhalten wir
eine wohldefinierte Abbildung -V: K x U — U, (a,u) + a-" u. Um zu zeigen, dass U ein K-Vektorraum mit
Addition +Y und Skalarmultiplikation -U wird, verifizieren wir die Axiome aus Definition (1.1):

o Assoziativitit der Addition. Fiir u,u’,u” € U ist
u+Y (W AV ) =u+Y () = (w4 d )+ = (w )+
o Kommutativitit der Addition. Fir u,u’ € U ist
vtV y =u+Vu =+ u=u +Y u.
e Ezistenz des Nullvektors. Es ist 0V € U und fiir u € U gilt
0V +Vu=0"+"u=u.
Mit der Kommutativitit der Addition folgt, dass 0V =0V ist.
e Existenz der negativen Vektoren. Fiir u € U ist (—u)Y = (=1)% .V 4 € U und es gilt
(—u)V +%u=(—u)’ +VY'u=0" =0".
Mit der Kommutativitit der Addition folgt, dass fiir u € U stets (—u)Y = (—u)V ist.
o Assoziativitit der Skalarmultiplikation. Fir a,b € K, u € U ist

aV b Puy=aYV -V u)=(ab)-Y u=(ab)-Yu.

e Neutralitit der Fins bzgl. der Skalarmultiplikation. Fir u € U ist

1 Pu=1Yu=u.

e Distributivitit. Fir a,b € K, u € U ist
(a+b)-Yu=(a+b)Yu=aVu+"b-Vu=a-Yut+Vb.Vu.
Fir a € K, u,u’ € U ist
aPw+Vuy=aV (u+"v)=aVu+Va Vv =a-Yu+Ya Uu

Somit wird U in der Tat ein K-Vektorraum mit Addition +Y und Skalarmultiplikation -U. Nach Definition der
Addition und der Skalarmultiplikation von U ist dann U aber sogar ein Untervektorraum von V', d.h. es gilt
Bedingung (a).

Als néchstes gelte Bedingung (b). Da U abgeschlossen unter dem Nullvektor ist, gilt 0 € U und damit insbesonde-
reU # (). Sind a € K, u,u’ € U gegeben, so ist ferner au € U, da U abgeschlossen unter der Skalarmultiplikation
ist, und folglich au + v’ € U, da U abgeschlossen unter der Addition ist. Wir haben somit die Giiltigkeit von
Bedingung (c) gezeigt.

Schlieflich gelte Bedingung (c). Fiir u,u’ € U gilt dann v +v' = lu +u' € U. Da U # 0 ist, gibt es ferner ein
Element ug € U, und es folgt 0 = —ug + ug = (—1)up + up € U nach Proposition (1.9)(d). Fira € K, u € U
gilt schlieflich au = au + 0 € U. Somit haben wir Bedingung (b) gezeigt.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O



Um zu zeigen, dass eine gegebene Teilmenge von V ein Untervektorraum ist, miissen wir also insbesondere
keine Vektorraumaxiome verifizieren; es gentigt die Bedingungen aus Lemma (1.15)(b) oder die Bedingungen
aus Lemma (1.15)(c) zu zeigen.

(1.16) Beispiel.

(a) Esist {(z,—2) | # € R} ein R-Untervektorraum von R2.

(b) Esist {(1 +z,—2) | € R} kein R-Untervektorraum von R
Beweis.

(a) Essei U :={(z,—z) | € R}. Dann ist 0 = (0,0) = (0, —0) € U, also insbesondere U # (). Es seien a € R,
u,u’ € U gegeben. Dann gibt es x, 2’ € R mit u = (x, —x), v’ = (2, —2'), es folgt also

au ' = ale, ~o) + (&', ~a') = (az + 2/, a(~2) + (~2')) = (a2 + 7', ~(az +2')) €.
Nach dem Untervektorraumkriterium (1.15) ist U ein Untervektorraum von R2.

(b) Es sei U := {(1 +z,—x) | « € R}. Fiir z € R ist genau dann 1 + z = 0, wenn —z = 1 ist. Dies
bedeutet, dass 0 = (0,0) ¢ U ist. Nach dem Untervektorraumkriterium (1.15) ist U kein Untervektorraum
von R2. O

(1.17) Bemerkung.
(a) Fiir jedes v € V ist
Kv={av|a€ K}
ein K-Untervektorraum von V.
(b) Esist {0} ein K-Untervektorraum von V.
Beweis.
(a) Zunéchst seien u,u’ € Kv gegeben. Dann gibt es a,a’ € K mit u = av und v’ = a’v. Wir erhalten
utu =av+adv=(a+d)v € K.
Somit ist Kv abgeschlossen unter der Addition. Ferner ist
0=0veKv

nach Proposition (1.9)(a), d.h. Kv ist abgeschlossen unter dem Nullvektor. Schlieflich seien ¢ € K, u € Kv
gegeben. Dann gibt es ein ¢ € K mit u = av und es folgt

cu = cav € Kv.

Folglich ist Kv auch abgeschlossen unter der Skalarmultiplikation. Insgesamt ist Kv ein Untervektorraum
von V nach dem Untervektorraumkriterium (1.15).

(b) Nach Proposition (1.9)(b) ist
K-0={a-0lacK}={0|ac K}={0},

so dass {0} nach (a) ein Untervektorraum von V ist. O

Linearkombinationen

Unser néchstes Ziel wird es sein, Untervektorrdume effizient zu beschreiben. Hierzu bendtigen wir den Begriff
der linearen Hiille.

Zunichst wollen wir das Konzept wieder an Hand des Anschauungsraums erldutern. Wie oben fassen wir hier-
zu die Anschauungsebene als Untervektorraum des Anschauungsraums auf, d.h. wir betrachten die Teilmen-
ge {(2,9,0) | z,y € R} von R3. Diese Teilmenge konnen wir uns als von den Geraden {(z,0,0) | z € R}
und {(0,y,0) | y € R} ,,aufgespannt* vorstellen. Die Gerade {(z,0,0) | x € R} = {2(1,0,0) | € R} = R(1,0,0)



wird wiederum durch den Vektor (1,0,0) festgelegt, es handelt sich bei den Punkten dieser Gerade um alle
Vielfachen von (1,0,0) im Sinne der Skalarmultiplikation. Entsprechend fiir die Gerade {(0,y,0) | y € R} =
R(0,1,0), welche durch den Vektor (0,1,0) festgelegt ist. Die Ebene wird also durch die Vektoren (1,0,0)
und (0,1,0) festgelegt. Wir werden sagen, dass die Vektoren (1,0,0) und (0,1,0) die Ebene erzeugen (oder
aufspannen).

Formal bedeutet dies Folgendes: Haben wir einen Punkt (x,y,0) fiir z,y € R gegeben, so lisst sich dieser als
Summe von Vektoren aus R(1,0,0) und R(0, 1,0) beschrieben, es ist ndmlich gerade

(z,y,0) = (x,0,0) + (0,y,0).
Andererseits ist (z,0,0) ein Vielfaches von (1,0,0) bzw. (0,y,0) ein Vielfaches von (0, 1,0): es gilt
(2,0,0) = 2(1,0,0),
(0,9,0) = y(0,1,0).
Insgesamt erhalten wir
(z,y,0) = 2(1,0,0) + y(0,1,0),
d.h. (z,y,0) ist eine Linearkombination von (1,0,0) und (0,1, 0) im folgenden Sinn:

(1.18) Definition (Linearkombination). Es seien n € Ny und ein n-Tupel s = (s1,...,s,) in V' gegeben.
Die K-lineare Hille (oder lineare Hiille oder Spann oder Erzeugnis) von s ist definiert als

(8) = (S1y-+y8n) = {(S1y-++,Sn)K = Z Ks;=Ks1+...+ Ks, ={ Z a;s; |a € K"}
i€[1,n] 1€[1,n]

Ein Element von (s) wird Linearkombination tiber K (oder K -Linearkombination oder Linearkombination)
von s genannt.

(1.19) Beispiel.
(a) In Q3 ist (—1,—4, —1) eine Linearkombination von ((1,2,1),(1,3,1)).
(b) In R* ist (3,2, —2,4) keine Linearkombination von ((3, -2, —3,4), (1,1,—1,1),(-1,-1,1,3),(-2,2,2,1)).
(c) Jedes x € R3 ist eine Linearkombination von ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)), d.h. es ist
((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) =R
(d) Jedes z € Q? ist eine Linearkombination von ((1,1),(1,2)), d.h. es ist
((1,1),(1,2)) =Q*
Beweis.
(a) Wir haben
(—-1,-4,-1) = (1,2,1) — 2(1,3,1) = 1(1,2,1) + (—2)(1, 3,1).

(b) Wire (3,2,—2,4) eine Linearkombination von ((3,—2,-3,4),(1,1,-1,1),(-1,-1,1,3),(-2,2,2,1)), so
gébe es a,b,c,d € R mit

(3,2,-2,4) = a(3, -2, -3,4) + b(1,1,~1,1) + ¢(—1, —1,1,3) + d(~2,2,2,1)
=Ba+b—c—2d,—-2a+b—c+2d,-3a—b+c+2d,4da+ b+ 3c+d),

es wiirde also insbesondere

1=3-2=Ba+b—c—2d)+(-3a—-b+c+2d)=0
in R gelten. Im Umkehrschluss ist (3,2, —2,4) keine Linearkombination von ((3,-2,-3,4),(1,1,—1,1),
(—1,-1,1,3),(~2,2,2,1)).
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(c) Fiir x € R3 ist
z = (x1,22,%3) = (21,0,0) + (0,22,0) + (0,0, 23) = 21(1,0,0) + 22(0,1,0) + 5(0, 0, 1).
(d) Fiir z € Q? ist

x = (x1,22) = (221 — @2) + (=21 + 22), (221 — T2) + 2(—21 + x2))
= (271 — 22)(1,1) + (=21 + 22)(1,2). O

Um zu zeigen, dass ein gegebener Vektor v in V' Linearkombination eines n-Tupels (s1,...,s,) in V fireinn € Ny
ist, geniigt es wie im Beweis von Beispiel (1.19) ein geeignetes a € K™ mit v = Zie[l)n] a;s; anzugeben. Ein
solches Koefliziententupel ldsst sich mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems berechnen. Die Nichtlésbarkeit
eines linearen Gleichungssystems lasst sich hingegen zum systematischen Nachweis, dass ein gegebener Vektor v
in V keine Linearkombination eines n-Tupels (s1,...,$,) in V fiir ein n € Ny ist, benutzen:

Alternativer Beweis von Beispiel (1.19)(a), (b).
(a) Genau dann ist (—1,—4, —1) eine Linearkombination von ((1,2,1),(1,3,1)), wenn es ein a,b € Q gibt mit
(—1,—4,—1) = a(1,2,1) + b(L, 3, 1).
Fiir a,b € Q gilt genau dann

(-1,-4,-1) =a(1,2,1) + b(1,3,1) = (a + b,2a + 3b,a + b),

11 1
2 3 (Z): —4
11 -1

gilt. Wir formen die erweiterte Koeflizientenmatrix mittels elementarer Zeilenoperationen um:

wenn

1 1|-1 ad oadd 1 1]-1 ad 1 0] 1
2 3| 4| L g 1) 2| R [0 1| -2
1 1]-1 0 0] 0 0 0] 0
Nach Proposition (A.163) gilt also
11 -1
2 3 (12>: —4
11 -1
und damit
(-1,-4,-1) =1(1,2,1) — 2(1,3,1). O

(b) Genau dann ist (3,2,—-2,4) € {(3,-2,-3,4),(1,1,—-1,1),(-1,-1,1,3),(—2,2,2,1)), wenn es a,b,c,d € R
gibt mit

(3,2,-2,4) = a(3,-2,-3,4) + b(1,1,-1,1) + ¢(—1,-1,1,3) + d(—2,2,2,1).
Fiir a, b, c,d € R gilt genau dann

(3,2,-2,4) = a(3,-2,—3,4) + b(1,1,-1,1) + ¢(—1,-1,1,3) + d(—2,2,2,1)
=Ba+b—c—2d,—-2a+b—c+2d,—-3a —b+c+2d,4a+ b+ 3c+ d)

wenn
3 1 -1 =2\ [a 3
-2 1 -1 2 |[b] |2
3 -1 1 2 |[|e] " |-2
4 1 3 1) \d 4
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gilt. Wir formen die erweiterte Koeffizientenmatrix mittels elementarer Zeilenoperationen um:

3 1 -1 -2| 3 3 1 -1 =23
-2 1 -1 2 2 adds 1,1 -2 1 -1 2 2
-3 -1 1 2 | -2 0 0 O 01
4 1 3 1 4 4 1 3 1 14

Wegen 0 # 1 gibt es somit nach Proposition (A.163) keine a,b,¢,d € R mit

3 1 -1 =2\ [a 3
—2 1 -1 2 |(bo] |2
-3 -1 1 2 ||| T2
4 1 3 1) \d 4

d.h. (3,2, —2,4) ist keine Linearkombination von ((3, -2, —3,4),(1,1,—-1,1),(-1,-1,1,3),(—2,2,2,1)).
(1.20) Bemerkung. Es seien n € Ny und ein n-Tupel s = (s1,...,s,) in V gegeben. Ferner sei
A K" =V, a— Z a;S;.
i€(1,n]
Dann ist
(s) =ImA,.

Mit ein wenig technischem Aufwand verbunden lassen sich etwas allgemeiner auch Linearkombinationen einer
Familie s = (s;);¢s {iber einer beliebigen (mdoglicherweise unendlichen) Menge I oder Linearkombinationen einer
(moglicherweise unendlichen) Menge S definieren, siehe Definition (1.69) und Definition (1.72).

(1.21) Bemerkung. Esseien n € Ny und ein n-Tupel (s1,. .., $,) in V gegeben. Dann ist (s1,. .., s,) ein K-Un-
tervektorraum von V.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(1.22) Proposition. Es seien n € Ny, ein n-Tupel (s1,...,8,) in V und ein v € V gegeben. Die folgenden
Bedingungen sind dquivalent.

(a) Der Vektor v ist eine Linearkombination von (s1, ..., sp).
(b) Esist (s1,...,8n,0) C(S1,...,8n).
(c) Esist ($1,...,8n,0) = (S1,...,8n).

Beweis. Zunichst gelte Bedingung (a), d.h. es sei v eine Linearkombination von (si,...,s,). Ferner sei ein
w € (S1,...,5n,v) gegeben. Dann gibt es a,b € K™, c € K mit v = Zie[l,n] a;s; und w = Zie[l’n] b;s; + cv. Es
folgt

w = Z b;si +cv = Z bi;si +c Z a;8; = Z (b; + ca;)s; € (1,-.-,8n)-
]

1€[1,n] i€[1,n i€[1,n] i€[1,n]
Folglich haben wir (s1,...,$n,v) C (s1,...,8n), d.h. es gilt Bedingung (b).
Gilt umgekehrt Bedingung (b), d.h. ist (s1,...,5,,0) C (s1,...,8,), so gilt insbesondere
VE(S1,..,8n,U) C(S1,...,8n).
Dies bedeutet aber, dass v eine Linearkombination von (s1,...,s,) ist, d.h. Bedingung (a) gilt.

Wir haben also gezeigt, dass Bedingung (a) und Bedingung (b) &quivalent sind. Da aber ohnehin stets
(S1y-++y8n) C(S1,...,8n,v) ist, sind auch Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent.
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

Das folgende Korollar gibt eine Antwort auf die Frage, wie wir die Beschreibungen von Erzeugnissen modifizieren
konnen.
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(1.23) Korollar. Es seien n € Ny und ein n-Tupel (sq,...,s,) in V gegeben.
(a) Fiir k,1 € [1,n] mit k <[ ist
(815 vy Sn) = (S1y-vySke1ysSlySktly--sSi—1sSkySlt1y---5n)-
(b) Fir k,l € [1,n] mit k # 1 und a € K ist
(81, ySn) = (S1,++, Sk—1,Sk + ASl, Skt1s- -5 Sn)-
(¢) Fir k € [1,n] und a € K* ist
(815 +ySn) = (S1y-vySk—1, Sk, Skt1s---55n)-
Beweis.

(a) Dies folgt aus der Kommutativitat der Addition auf V.

(b) Es seien k,! € [1,n] mit k # [ und a € K gegeben. Wegen si + as; € (s1,...,8,) gilt
(S1y. -+ 8n, Sk +asy) = (s1,...,5n)

nach Proposition (1.22). Wegen sx = (sx + as;) + (—a)s; € (S1,...,8k—1,Sk + AS[, Sk41,---,Sn) gilt
andererseits aber auch

(815 vy Ske1ySk + QSIy Skt1s- -5 Sn, Sk) = (S15- -+ 8k—1,Sk + AS, Sk41y- - -+ Sn)
nach Proposition (1.22). Insgesamt haben wir

(815 +ySn) = {815+, Sny Sk +a8;) = (S1,-..,Sk—1,Sk + QS1, Skt1s-- -, Sn, Sk)

= <817"'33k7178k +asla5k+17"'7sn>~

(c) Es seien k € [1,n] und a € K* gegeben. Wegen asy, € (s1,...,S,) gilt

(81, Sn,aSK) = (81, -+, 8n)
nach Proposition (1.22). Wegen s = a~!(asi) € (S1,---,8k_1,08k, Sk+1,---,5n) gilt andererseits aber
auch

(815 v vy Ske1yASky Skt1s---sSny,Sk) = (S1s--+s8k—1,ASky Skt1y- -+ 5n)

nach Proposition (1.22). Insgesamt haben wir

<Sla"'78n> = <817"'78n7ask> = <817'~-7sk717askvsk+17"'7S’nask>

:<517'"ask—laa5k55k+l7"'7Sn>- O

Korollar (1.23) liefert uns eine Methode, die Beschreibung eines durch ein Tupel von Vektoren erzeugten Un-
tervektorraums zu vereinfachen. Wir illustrieren dies an einem Beispiel.

(1.24) Beispiel. In R* ist
((3,-2,-3,4),(1,1,—1,1),(~1,-1,1,3),(~2,2,2,1)) = (1,0, ~1,0), (0, 1,0,0), (0,0,0, 1)).
Beweis. Nach Korollar (1.23) und Proposition (1.22) ist

<( )7( ’15 ) ( 17713173) ( 2727271)>
<(3,— ,—3,4 ( -1,1),(1,1,-1,1),(-1,-1,1,3) + (1,1,-1,1), (-2, 2,2,1)+2( 1,-1,1))

1
) =
((0,-5,0,1),(1,1,-1,1),(0,0,0,4), (0,4,0,3)) = ((0,-5,0,1),(1,1,-1,1), (0 0,0,4),(0,4,0,3))
((0,-5,0,1),(1,1,-1,1),(0,0,0,1),(0,4,0,3))
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0,—5,0,1) — (0,0,0,1),(1,1,—1,1) — (0,0,0, 1), (0,0,0,1), (0,4,0,3) — 3(0,0,0,1))

=(( ) —

1
= ((0,-5,0,0), (1, ,0),(0,0,0,1),(0,4,0,0)) = <—5(O, -5,0,0),(1,1,-1,0),(0,0,0,1),(0,4,0,0))
<(O71a0 0)7( 71a_1 0)7(0 0 O 1)a(0 4 0 O)>
<(071a0 0 7(1a17_1 O) (07170 0) (O 0,0, 1) (O 4a070) _4(0a170a0)>
= ((0,1,0, 0),( ,0),(0,0,0,1),(0,0,0,0)) = ((1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1),(0,0,0,0))
=((1,0,-1,0), (0,1,0 0), (0,0,0,1)). O
Die in Korollar (1.23) dargestellten Operationen sind Analoga zu den bei der Gauk-Elimination verwendeten

elementaren Zeilenoperationen auf Matrizen, siche (A.161). Etwas tibersichtlicher lisst sich der Beweis von
Beispiel (1.24) daher wie folgt formulieren:

Alternativer Beweis. Wir schreiben die Quadrupel als Zeilen in eine Matrix und wenden elementare Zeilenope-
rationen an:

3 -2 -3 4 0 -5 0 1 0 -5 0 1
1 1 -1 1| addipooaddgoioaddiz s [1 1 —1 1| ™kt |1 1 -1 1
-1 -1 1 3| 0 0 0 4 “lo 0o 0 1
-2 2 2 1 0 4 0 3 0 4 0 3
0 -5 0 0 01 0 0
addys,_goaddz s, ioaddis  [1 1 —1 O ™h-1 [1 1 -1 0
' 00 0 1 “foo o 1
0 4 0 0 04 0 0
01 0 0 10 -10
Iadd4,1y_4oaddz,1,—1 1 0 -1 0 & 0 1 0 0
' 00 0 1 00 0 1
00 0 0 00 0 O

Nach Korollar (1.23) und Proposition (1.22) ergibt sich

((3,-2,-3,4),(1,1,-1,1),(-1,-1,1,3),(-2,2,2,1)) = {(1,0,-1,0), (0,1,0,0), (0,0,0, 1), (0,0,0,0))
= <(1,0,*1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)>- U

Mit Hilfe vereinfachter Beschreibungen lésst sich leichter testen, ob ein gegebener Vektor Linearkombination
eines gegebenen Tupels von Vektoren ist:

Alternativer Beweis von Beispiel (1.19)(b). Nach Beispiel (1.24) ist
((3,-2,-3,4),(1,1,-1,1),(-1,-1,1,3),(-2,2,2,1)) = {(1,0,-1,0), (0, 1,0,0), (0,0,0,1)).

Wire (3,2, —2,4) eine Linearkombination von ((1,0,—1,0), (0,1,0,0),(0,0,0,1)), so gébe es a,b,c € R mit
(3,2,-2,4) = a(1,0,—1,0) + b(0,1,0,0) + ¢(0,0,0,1) = (a,b, —a,c)

es wiirde also insbesondere
1=3-2=a+(-a)=0

in R gelten. Im Umkehrschluss ist (3,2, —2,4) keine Linearkombination von ((1, 1, ) ( ,1,0,0),(0,0,0,1))

und damit keine Linearkombination von ((3,—2,-3,4), (1,1,-1,1), (-1, -1, 1,3) ( ,2,2,1)). O

Erzeugendensysteme
Das Konzept des Erzeugnisses, siche Definition (1.18), legt folgenden Begriff nahe:

(1.25) Definition (Erzeugendensystem). Es seien n € Ny und ein n-Tupel (s1,...,$,) in V gegeben.

Wir sagen, dass (s1,...,8,) ein Erzeugendensystem iiber K (oder K-Erzeugendensystem oder Erzeugenden-
system) von V ist (oder dass V von (s1,...,S,) erzeugt wird oder dass V von (s1,...,S,) aufgespannt wird),
wenn V = (s1,...,s,) gilt.
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(1.26) Beispiel.
(a) Das Tripel ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) ist ein Erzeugendensystem von R3.
(b) Das Paar ((1,1),(1,2)) ist ein Erzeugendensystem von Q2.
(c) Es sind

(sla 52,53, 84) = ((37 _2a _374)7 (la 1) _17 1)7 (_17 _15 1,3)7 (_27 27 2a 1))7
(t17t27t3> = ((1707 _1a 0)7 (07 17 03 0)7 (07 Oa 07 1))

Erzeugendensysteme des R-Untervektorraums (s1, sa, 83, 84) = (t1,t2,t3) von R%.

(d) Das Quadrupel

(o 0)6 o) o) Y

ist ein Erzeugendensystem von IF%XQ.

Beweis.

(c) Dies folgt aus Beispiel (1.24). O
(1.27) Bemerkung. Es seien n € Ny und ein n-Tupel s = (s1,...,8,) in V gegeben. Genau dann ist
s =(81,...,8n) ein Erzeugendensystem von V', wenn

As: K" =V, a— z a;$;

i€[1,n]
surjektiv ist.
(1.28) Bemerkung. Es seien m,n € Ny, ein n-Tupel (s1, ..., $,) in V und ein Erzeugendensystem (¢4, ..., %)
von V gegeben. Genau dann ist (sq,...,S,) ein Erzeugendensystem von V, wenn ¢; fiir jedes ¢ € [1,m] eine
Linearkombination von (sq,...,s,) ist.
Beweis. Wenn (s, ..., s,) ein Erzeugendensystem von V ist, so gilt V = (s1,...,s,) und damit insbesonde-
ret; €V = (s1,...,8,) firi € [1,m].
Umgekehrt gelte fiir ¢ € [1,m] stets t; € (s1,...,8n). Da (t1,...,tn) ein Erzeugendensystem von V ist, gilt dies
insbesondere auch fiir (s1,...,8n,t1,...,tm). Nach Proposition (1.22) ist also

(815 38n) = (81, 8nst1y e ostm) =V,
d.h. (s1,...,8,) ist ein Erzeugendensystem von V. O
(1.29) Beispiel. Das Tripel ((—3,3,-1),(—1,1,0),(3,—2,1)) ist ein Erzeugendensystem von R3.
Beweis. Wir haben

(1,0,0) = (=3,3,-1) = (=1,1,0) + (3, -2, 1),

(0,1,0) = (-3,3,—-1) + (3, -2, 1),
(030, 1) = 7(73>37 71) + 3(713 1a0)>

es gilt also (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) € ((—3,3,~1),(~1,1,0),(3,~2,1)). Da ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) jedoch
nach Beispiel (1.26)(a) ein Erzeugendensystem von R? ist, ist nach Bemerkung (1.28) auch

((_37 37 _1)? (_la 1; 0)7 (3a _27 1))
ein Erzeugendensystem von R3. O

(1.30) Definition (endlich erzeugter Vektorraum). Der K-Vektorraum V heifst endlich erzeugt, falls ein n € Ny
und ein Erzeugendensystem (si,...,s,) von V existieren.
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(1.31) Beispiel. Der R-Vektorraum R? ist endlich erzeugt.
Beweis. Dies folgt aus Beispiel (1.26)(a). O

Definition (1.30) legt nahe, dass es auch Vektorrdume gibt, welche nicht endlich erzeugt sind. Beispielsweise
ist K[X] nicht endlich erzeugt als K-Vektorraum; stattdessen ist (X%);cy, ein (unendliches) Erzeugendensystem
von K[X]. Um unsere Theorie auch auf solche Vektorrdume auszuweiten, miissen wir die Begriffe einer Linear-
kombination und eines Erzeugendensystems etwas weiter fassen und auch fiir Familien (s;);c; tiber beliebigen,
moglicherweise unendlichen Mengen I zulassen, siche Definition (1.69). Auch die im Folgenden aufkommenden
Begriffe der linearen (Un)abhéngigkeit und der einer Basis machen fiir allgemeinere Familien Sinn.

Lineare Unabhéingigkeit

Wir haben bereits gesehen, dass der R-Untervektorraum U = {(z,4,0) | 7,y € R} = {(2,y,2) € R3 | z = 0}
von ((1,0,0),(0,1,0)) aufgespannt wird, d.h. es ist

U = ((1,0,0),(0,1,0)).

Andererseits ist (1,2,0) = 1(1,0,0) + 2(0,1,0) eine Linearkombination von ((1,0,0),(0,1,0)) (d.h. es gilt
(1,2,0) € ((1,0,0),(0,1,0)) = U), so dass nach Proposition (1.22) auch

U ={((1,0,0),(0,1,0)) = ((1,0,0),(0,1,0),(1,2,0))

ist.

Im Folgenden wollen wir den Unterschied zwischen ((1,0,0), (0,1,0)) und ((1,0,0), (0,1,0), (1,2,0)) studieren.
Dieser liegt in der Art begriindet, wie die Linearkombinationen dieser Tupel gebildet werden: Einerseits legen die
Linearkombinationen von ((1,0,0), (0,1, 0)) bereits die Koeffizienten in einer Darstellung als Linearkombination
fest; sind némlich (z,y,0) € U und a,b € R mit (z,y,0) = a(1,0,0) + b(0, 1,0) gegeben, so folgt

(z,y,0) = a(1,0,0) + b(0,1,0) = (a,b,0)

und damit ¢ = = und b = y, kurz (a,b) = (z,y). Andererseits sind die Koeffizienten der Linearkombinationen
von ((1,0,0),(0,1,0),(1,2,0)) nicht festgelegt, es gilt etwa

(3,2,0) = 3(1,0,0) + 2(0,1,0) + 0(1,2,0)
=2(1,0,0) +0(0,1,0) + 1(1,2,0)

aber die Koefliziententripel (3,2,0), (2,0,1) und (1, —2,2) sind verschieden.
Fiir diesen Sachverhalt benutzen wir folgende Terminologie.

(1.32) Definition (lineare (Un)abhéngigkeit). Es sei n € Ny gegeben. Ein n-Tupel (s1,...,s,) in V heifit
linear unabhdngig tiber K (oder K-linear unabhdngig oder linear unabhdingig) in V, wenn fir a,b € K™ aus
Zie[l,n] a;S; = Zie[lm] b;s; stets a = b folgt; ansonsten linear abhdingig iiber K (oder K-linear abhdngig oder
linear abhdngig) in V.

(1.33) Bemerkung. Es seien n € Ny und ein n-Tupel s = (s1,...,8,) in V gegeben. Genau dann ist s =
(s1,-..,8n) linear unabhéngig in V', wenn

As: K" >V, a— Z a;S;
i€[1,n]
injektiv ist.

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit geniigt es, ein etwas einfacheres Kriterium zu verifizieren:

(1.34) Lemma (Kriterium fiir lineare Unabhéngigkeit). Es seien n € Ny und ein n-Tupel (s1,...,8,) in V
gegeben. Genau dann ist (si,...,s,) linear unabhingig, wenn fiir a € K™ aus Zie[l,n] a;s; = 0 stets a =0
folgt.
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Beweis. Zunéchst sei (s1,...,s,) linear unabhingig, d.h. fiir a,b € K™ folge aus Zie[l n] @iSi = >
stets a = b. Fiir a € K™ mit ) a;s; = 0 gilt dann

i€[1,n] bis;

i€[1,n]
Z a;8; = 0= Z 082',
i€[1,n] i€[1,n]

es folgt also insbesondere a = (0);c[1,n) = 0.
Umgekehrt folge fiir a € K™ aus a;s; = 0 stets a = 0. Fiir a,b € K™ mit Zie[l,n] a;8; = Eie[l’n] b;s;

1€[1,n]
folgt dann
0= Z a;S; — Z bZSz = Z (ai — bi)si,
i€[1,n] i€[1,n] i€[1,n]
also a — b = (a; — bi)ic[1,n) = 0 und damit a = b. Folglich ist (s1,...,sy) linear unabhingig. O

(1.35) Beispiel.
(a) In R? ist ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) linear unabhiingig.
(b) In Q2 ist ((1,1),(1,2)) linear unabhiingig.
(c) In R* ist
((3,-2,-3,4),(1,1,-1,1),(—-1,-1,1,3),(-2,2,2,1))
linear abhéngig und
((1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1))
linear unabhéngig.

(d) In F3*2 ist

(0 0)-G oo )

linear unabhéngig.
Beweis.
(a) Fiir a,b,c € R mit
a(1,0,0) +b(0,1,0) + ¢(0,0,1) =0

gilt (a,b,¢) =0=1(0,0,0), also a =0, b =0, ¢ = 0. Nach dem Kriterium fiir lineare Unabhéngigkeit (1.34)
ist somit ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) linear unabhiingig in R3.

(b) Fiir a,b € Q mit
a(1,1) +5(1,2) =0
gilt (a +b,a+ 2b) = 0= (0,0), also a + b = 0 und a + 2b = 0 und damit auch

b=(a+2b)—(a+b)=0-0=0,
a=(a+b)—b=0-0=0.

Nach dem Kriterium fiir lineare Unabhiingigkeit (1.34) ist somit ((1,1), (1,2)) linear unabhiingig in Q2.
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(c) Es ist
16(3,—-2,-3,4) + (—27)(1,1,-1,1) + (—19)(—-1,-1,1,3) + 20(—2,2,2,1) = (0,0,0,0),

aber (16,—27,-19,20) # (0,0,0,0). Nach dem Kriterium fiir lineare Unabhingigkeit (1.34) ist somit
((3,-2,-3,4),(1,1,~1,1),(~1,-1,1,3), (~2,2,2,1)) linear abhiingig in R*.

Fiir a, b, c € R mit
a(1,0,—1,0) 4+ b(0,1,0,0) + ¢(0,0,0,1) =0

gilt (a,b,—a,c) = 0= (0,0,0,0), also a = 0, b = 0, ¢ = 0. Nach dem Kriterium fiir lineare Unabhéngig-
keit (1.34) ist somit ((1,0,—1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)) linear unabhiingig in R*.

(d) Fir a,b,¢,d € Fy mit

(3 D) ros D)0 D)oo 1) =
¢ =03 )

alsoa =0,b=0, c=0,d=0. Nach dem Kriterium fiir lineare Unabhéngigkeit (1.34) ist somit

o 0)G o) o) 6 Y)

linear unabhingig in F3*2. O

gilt

Um zu zeigen, dass ein gegebenes Tupel linear unabhéngig ist, miissen wir wie im Beweis von Beispiel (1.35)(b)
ein lineares Gleichungssystem l6sen. Auch die Koeffizienten zum Nachweis der linearen Abhéngigkeit im Beweis
von Beispiel (1.35)(b) lassen sich mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems berechnen:

Alternativer Beweis von Beispiel (1.35)(c). Nach dem Kriterium fiir lineare Unabhéngigkeit (1.34) ist das
Quadrupel ((3,-2,-3,4),(1,1,-1,1),(-1,-1,1,3),(—2,2,2,1)) genau dann linear unabhingig, wenn fiir
a,b,c,d € R aus

a(3,-2,-3,4)+b(1,1,-1,1) + ¢(—1,-1,1,3) + d(—2,2,2,1) =0
bereits a = b = ¢ = d = 0 folgt. Fiir a,b,c,d € R gilt genau dann

0=a(3,-2,-3,4) +b(1,1,-1,1) + c(—1,-1,1,3) + d(—2,2,2,1)
=Ba+b—c—2d,—-2a+b—c+2d,—-3a —b+c+2d,4a+ b+ 3c+ d)

wenn
3 1 -1 -2 a 0
-2 1 -1 2 bl |0
-3 -1 1 2 c|l |0
4 1 3 1 d 0

gilt. Wir formen die Koeffizientenmatrix mittels elementarer Zeilenoperationen um:

3 1 -1 -2 3 1 -1 -2
—2 1 -1 2 Iadd4,1,—10add3,1,10add2,1,—1 -5 0 0 4
-3 -1 1 2 | 0 0 0 0
4 1 3 1 1 0 4 3
0O 1 —-13 -11
addz 4,50addy 4,3 0 0 20 19
0 0 0 0
1 0 4 3
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Nach Proposition (A.163) gilt fiir a, b, c¢,d € R gegeben durch

c=—19,

d =20,

a=—4c—3d=—-4(-19) — 3-20 = 16,
b=13c+ 11d = 13(—19) + 11 - 20 = —27

also
3 1 -1 -2 a 0
-2 1 -1 2 bl |0
-3 -1 1 2 cl |0
4 1 3 1 d 0
und damit

a(3,-2,-3,4) +b(1,1,—-1,1) + ¢(—1,-1,1,3) + d(—2,2,2,1) = 0,

aber (a,b,¢,d) = (16, —27,—19,20) # (0,0,0,0). Somit ist ((3,—2,-3,4),(1,1,—-1,1),(-1,-1,1,3),(-2,2,2,1))
linear abhingig in R%. O

Wir haben bereits gesehen, dass das Paar ((1,0,0),(0,1,0)) linear unabhingig in R? ist, wihrend das Tri-
pel ((1,0,0),(0,1,0),(1,2,0)) linear abhingig in R?® ist. Wie wir nun erkennen werden, liegt dies daran, dass
(1,2,0) = (1,0,0) 4+ 2(0,1,0) eine Linearkombination von ((1,0,0), (0, 1,0)) ist.

(1.36) Bemerkung. Es seien n € Ny, ein n-Tupel (s1,...,s,) in V unda € K" mit 37, ,;a;s; = 0 gegeben.
Fiir jedes i € [1,n] mit a; # 0 ist s; eine Linearkombination von (s1,...,8;—1,8i41,---,8n)-

Beweis. Fiir jedes i € [1,n] mit a; # 0 ist a; € K*, wegen >

si=—a;l Y agsi= Yy (—ailay)s

Je[ln\{i} Jeltn\ {3}

jelln] @iSi = 0 ist dann also

eine Linearkombination von (Sj)je[l,n]\{i}- O

(1.37) Proposition. Es seien n € Ny und ein n-Tupel (s1,...,S,) in V gegeben. Die folgenden Bedingungen
sind dquivalent.

(a) Das n-Tupel (s1,...,S8,) ist linear unabhéingig in V.

(b) Fiir jedesi € [1,n]ist (S1,...,8i—1,Si+1, .-, Sn) linear unabhéngig in V und s; ist keine Linearkombination
VON (81, -y 8i—1,Sidt1s--+,Sn)-

(c) Es gilt entweder n = 0 oder es gibt ein i € [1,n] derart, dass (s1,...,8i—1, Si+1,---,Sn) linear unabhingig
in V und s; keine Linearkombination von (s1,...,8;-1, Si+1,---,Sn) ist.

(d) Fiir jedes i € [1,n] ist s; keine Linearkombination von (s1,...,8;—1,8i11,--+,Sn)-

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz von Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c), danach die
Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (d).

Um zu zeigen, dass Bedingung (b) aus Bedingung (a) folgt, benutzen wir einen Umkehrschluss. Es gelte also
Bedingung (b) nicht, d.h. es gebe ein i € [1,n] derart, dass (s;);eq1,n)\{;} linear abhingig in V' oder s; ist eine
Linearkombination von (s;);e[1,n)\{i} ist-

Wenn (s;)je[1,n)\{i} linear abhéngig in V ist, so gibt es ein a € KM\ {0} mit > jefan iy 4is; = 0. Da
dann aber auch

Z a;S; + OSL = Z ajS; = 0

jeltn\{s} je[tn\{z}

gilt, ist in diesem Fall (s;);c[1,n) linear abhéngig in V.
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Wenn s; eine Linearkombination von (s;);e[1,n)\{i} ist, so gibt es ein a € KM mit s, = D jeltm\{i} %S5
Es folgt

0=s; — Z a;s; = S; + Z (—aj)sj7
Jeln\{i} Jeln\{i}

wegen 1 # 0 ist also auch in diesem Fall (s;);¢[1,,) linear abhéingig in V.
Somit ist in beiden Féllen (s;) e, linear abhingig in V', d.h. Bedingung (a) gilt nicht.
Im Umkehrschluss folgt: Wenn Bedingung (a) gilt, so gilt auch Bedingung (b).
Wenn Bedingung (b) gilt, dann gilt insbesondere Bedingung (c).
Es gelte Bedingung (c¢). Wenn n = 0 ist, dann ist (s1,...,S,) aus trivialen Griinden linear unabhéingig. Da-
her sei n # 0, so dass es ein i € [1,n] derart gibt, dass (s;);je[1,n)\{i} linear unabhiéingig in V' und s; keine
Linearkombination von (s;);je[,n)\ (i} ist- Um zu zeigen, dass (s;);e[,n) linear unabhéngig in V' ist, sei a € K™
mit Zje[l’n] ajs; = 0 gegeben. Da s; keine Linearkombination von (s;);e[1,n)\ (s} ist, gilt a; = 0 nach Bemer-
kung (1.36). Wir erhalten

Z a;S; = Z ajs; +0s; = Z ajs; =0,
Jell,n\ {7} Jel,n\{i} Jell,n]

so dass die lineare Unabhéngigkeit von (s;) ;e n)\fi} auch a; = 0 fiir j € [1,n]\ {i} liefert. Nach dem Kriterium
fiir lineare Unabhéngigkeit (1.34) ist (s;);cq1,n) linear unabhéngig in V, d.h. es gilt Bedingung (a).

Wir haben die Aquivalenz von Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) gezeigt.

Wenn also Bedingung (a) gilt, so gilt auch Bedingung (b) und damit insbesondere Bedingung (d).

Schlieflich gelte Bedingung (d), d.h. fiir jedes i € [1,7] sei s; keine Linearkombination von (s;);e[,n)\fi}- Fiir
jedes a € K™ mit 3,y . a;s; = 0 gilt nach Bemerkung (1.36) dann a; = 0 fiir i € [1,n]. Nach dem Kriterium
fiir lineare Unabhéngigkeit (1.34) ist daher (s;);e[1,n] linear unabhéngig in V, d.h. es gilt Bedingung (a).

Wir haben gezeigt, dass auch Bedingung (a) und Bedingung (d) dquivalent sind.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b), Bedingung (c) und Bedingung (d) dquivalent. O

(1.38) Korollar. Es seien n € Ny und ein n-Tupel (sy,...,$,) in V gegeben.
(a) Fir k,1 € [1,n] mit k < gilt: Genau dann ist (sq,...,s,) linear unabhéngig, wenn
(S1y -y Ske1sSly Skt1y- -3 Sl—1ySks SI1y---5n)
linear unabhéngig ist.
(b) Fiir k,l € [1,n] mit k # [ und a € K gilt: Genau dann ist (s1,...,s,) linear unabhéngig, wenn
(S1y. vy Sk—1,8k + QSly Sk41s-- -5 5n)
linear unabhéngig ist.
(c) Fiir k € [1,n] und a € K* gilt: Genau dann ist (s1,...,s,) linear unabhingig, wenn
(815 vy Sk—1,Sk, Skt1s---55n)
linear unabhéngig ist.
Beweis.
(a) Dies folgt aus der Kommutativitdt der Addition auf V.
(b) Es seien k,l € [1,n] mit k # [ und a € K gegeben.
Zunéchst sei (s, ..., s,) linear unabhéngig. Nach Proposition (1.37) ist dann auch (s;);ep1,n)\ () linear un-
abhéngig und sy, ist keine Linearkombination von (s;) (1 n)\{x}, d-h. es gilt s & ((55)jep1,n\{x})- Nach Be-
merkung (1.21) ist ((s;)je[1,n)\{x}) €in K-Untervektorraum von V. Wegen k # [ und s; € ((8;)je[1,n]\{k})

ist also as; € ((s5)je[1,n)\{x}) und damit sy + as; & ((57);e[1,n]\{x})- Nach Proposition (1.37) impliziert
dies bereits die lineare Unabhéngigkeit von

(8155 8k—1,8K + 81, 8k41,--+,5n)-
Ist umgekehrt (s1,...,Sk—1, Sk + asi, Sg+1, - - -, Sp) linear unabhéngig, so auch
(S1y- -y Sk—1,8k + as; + (—a)si, Sk+1y---58n) = (S1,.+.,5n).
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(c¢) Esseien k € [1,n] und a € K* gegeben.
Zunichst sei (s1,...,sy,) linear unabhéngig. Nach Proposition (1.37) ist dann auch (s;);je[,n)\{x} linear
unabhéingig und s, ist keine Linearkombination von (s;) c[1,n)\{x}, d-h. es gilt si. & ((57) e[1,n]\{x})- Nach
Bemerkung (1.21) ist ((s;);eq1,n)\{x}) €in K-Untervektorraum von V. Wegen a € K* ist also asp ¢

(81543 8k—1,8k+1,---,Sn). Nach Proposition (1.37) impliziert dies bereits die lineare Unabhéngigkeit von
(S1y.vny Ske1,Sk, Skt1s---+5n)-
Ist umgekehrt (sq,...,8k—1,aSk, Sk+1,---,Sn) linear unabhingig, so auch
($1y« -y Sk—1, ail(ask), Sktly---sSn) = (S1,--+,Sn)- O
Basen

Als néchstes studieren wir Tupel, welche sowohl Erzeugendensysteme von V' als auch linear unabhéngig in V'
sind, also Tupel derart, dass sich jeder Vektor in V eindeutig als Linearkombination in diesem Tupel schreiben
lasst.

(1.39) Definition (Basis). Es seien n € Ny und ein n-Tupel (s1,...,8,) in V gegeben. Wir sagen, dass
(81,...,8n) eine Basis iiber K (oder K-Basis oder Basis) von V ist, wenn (sq,...,sy,) ein linear unabhéngiges
Erzeugendensystem von V ist.

(1.40) Bemerkung. Es seien n € Ny und ein n-Tupel s = (s1,...,8,) in V gegeben. Genau dann ist s =
(s1,-..,8n) eine Basis von V| wenn

As: K" >V, a— Z a;S;
i€[1,n]
bijektiv ist.
(1.41) Beispiel.
(a) Das Tripel ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) ist eine Basis von R3.
(b) Das Paar ((1,1),(1,2)) ist eine Basis von Q2.
(¢) Das Tripel ((1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)) ist eine Basis des R-Untervektorraums
((3,-2,-3,4),(1,1,-1,1),(-1,-1,1,3),(-2,2,2,1))
von R*.

(d) Das Quadrupel

(0 0)-G o086

ist eine Basis von F3*2.
Beweis.
(a) Dies folgt aus Beispiel (1.26)(a) und Beispiel (1.35)(a).
) )

(1.26)
(b) Dies folgt aus Beispiel (1.26)(b) und Beispiel (1.35)(b)
(1.26) (
)

(
( (b).
(c) Dies folgt aus Beispiel (1.26)(c) und Beispiel (1.35)(c).
(d) Dies folgt aus Beispiel (1.26)(d) und Beispiel (1.35)(d). O
(

(1.42) Lemma. Es seien n € Ny und ein n-Tupel (s1,...,s,) in V gegeben. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent.

(a) Esist (sq,...,S,) eine Basis von V.
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(b) Esist (s1,...,sy,) ein bzgl. Streichen/Erginzen minimales Erzeugendensystem von V, d.h. (s1,...,s,) ist

ein Erzeugendensystem von V und fiir alle ¢ € [1,n] ist (s1,...,8;—1, Si+1,- - -, Sn) kein Erzeugendensystem
von V.

(c) Esist (s1,...,5y) ein bzgl. Streichen/Ergénzen maximal linear unabhéngiges Tupel in V', d.h. (s1,...,$,)
ist linear unabhéngig in V' und fiir alle v € V ist (s1,..., $p,v) linear abhéngig in V.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (b), danach die Aquivalenz von
Bedingung (a) und Bedingung (c).

Genau dann ist (s1,...,8,) eine Basis von V, wenn (s1,...,8,) linear unabhingig in V' und ein Erzeugen-
densystem von V ist. Um die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (b) zu zeigen, nehmen wir an,
dass (s1,...,Sn) ein Erzeugendensystem von V ist. Nach Proposition (1.37) ist (s1,...,S,) genau dann linear
unabhéngig in V', wenn s; fiir ¢ € [1,n] stets keine Linearkombination von (s1,...,$;—1, Si+1,--.,Sn) ist. Dies
ist nach Proposition (1.22) aber wiederum dazu dquivalent, dass fiir ¢ € [1,n] stets (s1,...,8i—1, Sit1,..,5n) 7#
(81,-..,8n) =V ist, also dazu, dass (s1,...,8i-1,Sit1,---,Sn) kein Erzeugendensystem von V ist.

Um die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (c) zu zeigen, nehmen wir an, dass (s1, . . ., s,) linear unab-
héngig ist. Genau dann ist (s, ..., s,) ein Erzeugendensystem von V| wenn jedes v € V eine Linearkombination
von (81, ..., Sy) ist. Nach Proposition (1.37) ist dies auf Grund der linearen Unabhéngigkeit von (s1, ..., s,) aber
aquivalent dazu, dass fiir v € V das Tupel (s1, ..., s,,v) stets linear abhéngig ist. Insgesamt sind Bedingung (a)
und Bedingung (c) dquivalent.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

Standardbasis
Fiir gewisse Vektorrdume gibt es kanonische Basen, welchen wir nun eine eigene Bezeichnung zuweisen wollen.

(1.43) Definition (Standardbasis).

(a) Es sei n € Ny gegeben. Die Basis e = " = (e1,...,e,) = (ef",...,eX") von K™ gegeben durch
¢j=ej = (8i)ielLn
fiir j € [1,n] heifit Standardbasis von K™.
(b) Es seien m,n € Ny gegeben. Die Basis (e1,1,€12,...,emn) = (ef] ,efy"" ... el""") von Km*"
gegeben durch
ekt =6y = (8. (k1) ielLm) je(tn)
fir k € [1,m], I € [1,n] heift (geordnete) Standardbasis von K™*".
In Beispiel (1.41)(a), (d) haben wir Standardbasen von R? bzw. F2*? betrachtet:
(1.44) Beispiel.
(a) In R? ist e = (e, e, e3) gegeben durch
e1 = (1,0,0), ex = (0,1,0), e3 = (0,0,1).
(b) In F3*? ist (e11,€1.9,€2.1,€2) gegeben durch
1 0 0 1 0 0 0 0
€11 = 0 0 , €12 = 0 0 y €21 = 10 , €22 = 0o 1)
(1.45) Notation. Es sei n € Ny gegeben.
(a) Fiir i € [1,n] schreiben wir ¢; = eX""" := eflnm. Ferner schreiben wir e = X" = (e1,...,ep).
(b) Fiir i € [1,n] schreiben wir ¢; = X " := ef;x". Ferner schreiben wir e = X" = (eq,.. ., ep).
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(1.46) Beispiel.
(a) In Q3*! ist e = (e, e, e3) gegeben durch

1 0 0
€1 = 0 , €2 = 1 , €3 = 0
0 0 1

(b) In ]F:l),X2 ist e = (eq, e2) gegeben durch
€1 = (1 0)7 €y = (0 1)

Existenz von Basen

Im Folgenden wollen wir Eigenschaften von Basen von Vektorrdumen studieren. Insbesondere wollen wir zeigen,
dass endlich erzeugte Vektorrdume stets eine Basis haben. Diese Aussage gilt sogar fiir beliebige Vektorraume,
der Beweis erfordert dann aber einen hoheren Aufwand und ist wenig konstruktiv.

(1.47) Satz (Basisauswahlergiinzungssatz). Es seien m,p € Ny, ein linear unabhéngiges m-Tupel (s1, ..., Sm)
in V und ein Erzeugendensystem (t1,...,t,) von V gegeben. Ferner seien n € Ny und 1,...,4, € [1,p] so
gegeben, dass (S1,...,8m,ti;,...,t;, ) linear unabhingig in V ist, und so, dass (si1,...,Sm,ti,--., i, ,tk) fir
alle k € [1,p] linear abhéngig in V ist. Dann ist (s1,..., Sm,ti,, ..., %, ) eine Basis von V.

Beweis. Fiir alle k € [1,p] impliziert die lineare Abhéingigkeit von (s1,...,8m,ti,,.--,ti, ,tx) auf Grund der
linearen Unabhéngigkeit von (s1,...,8m,ti,,...,t;, ) nach Proposition (1.37), dass t; eine Linearkombination
von (81, ., Smytiys - - -, ti, ) ist. Nach Bemerkung (1.28) ist daher (s1, ..., Sm,ti,,- - -, ti,, ) ein Erzeugendensystem
von V. Auf Grund der linearen Unabhéngigkeit ist (s1, ..., Sm, iy, - .-, t;, ) dann aber sogar eine Basis von V. [

Der Basisauswahlergénzungssatz (1.47) besagt also, dass, sofern V' endlich erzeugt ist, jedes linear unabhéngige
Tupel in V' zu einer Basis von V ergédnzt werden kann, wobei die ergdnzten Vektoren aus einem Erzeugenden-
system von V ausgewéhlt werden kénnen. Algorithmisch ldsst sich dieser Satz wie folgt formulieren:

(1.48) Algorithmus.

e Eingabe: linear unabhéngiges Tupel s = (s1,...,$,) in V, Erzeugendensystem ¢ = (¢1,...,t,) von V
fir m,p € Ny

e Ausgabe: Basis von V'

e Verfahren:

function basisredext(s,t)
for k€ [l,p] do
if durch Anhéngen von t; an s entsteht ein linear unabhéngiges Tupel then
hénge t; an s an;
end if;
end for;
return s;
end function;

Der Basisauswahlergdnzungssatz (1.47) lasst sich zum Basisauswahlsatz spezialisieren:

(1.49) Korollar (Basisauswahlsatz). Es seien p € Ny und ein Erzeugendensystem (s1,...,s,) von V gegeben.
Ferner seien n € Ny und iy,...,i, € [1,p] so gegeben, dass (s;,,...,s;,) linear unabhéngig in V ist, und so,
dass (S, .-, Si,,sk) fir alle k € [1, p] linear abhéngig in V ist. Dann ist (s;,,...,$;, ) eine Basis von V.

Beweis. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von () in V' ist (s;,,..., S;, ) eine Basis von V nach Satz (1.47). O

Der Basisauswahlsatz (1.49) besagt also, dass sich aus jedem Erzeugendensystem eines endlich erzeugten Vek-
torraums eine Basis auswéahlen lasst. Wir erhalten folgende algorithmische Fassung.
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(1.50) Algorithmus.
e Eingabe: Erzeugendensystem s = (s1,...,sp,) von V fiir p € Ny
e Ausgabe: Basis von V

e Verfahren:

function basisred(s)
return basisredext((),s);
end function;

(1.51) Beispiel. Es sei ein Erzeugendensystem (sy, s2, s3) von R? gegeben durch
s1=(1,-2), s2 = (—2,4), s3 = (2,3).
Dann sind (s, s3) und (s2, s3) Basen von R2.
(1.52) Korollar. Es sei V endlich erzeugt. Dann gibt es ein n € Ny und eine Basis (s1,...,s,) von V.

Beweis. Da V endlich erzeugt ist, gibt es ein Erzeugendensystem (s1,...,s,) von V. Wegen der Endlich-

keit von [1,p] gibt es ferner n € Ny und 4y,...,4, € [1,p] so, dass (s;;,...,8;,) linear unabhéngig in V ist,
und so, dass (S;,,...,S;,,sk) fiir alle k& € [1,p] linear abhéngig in V ist. Nach dem Basisauswahlsatz (1.49)
ist (84, .,8i,) eine Basis von V. O

Der Basisauswahlergéinzungssatz (1.47) ldsst sich auferdem zum Basiserginzungssatz spezialisieren:

(1.53) Korollar (Basisergidnzungssatz). Es sei V endlich erzeugt und es seien m € Ny und ein linear unab-
héngiges m-Tupel (s1,...,8,) in V gegeben. Dann gibt es ein n € Ny und ein n-Tupel (¢1,...,t,) in V so,
dass (S1,...,8m,t1,...,t,) eine Basis von V ist.

Beweis. Da V endlich erzeugt ist, gibt es ein Erzeugendensystem (t1,...,t,) von V. Wegen der Endlichkeit

von [1,p] gibt es ferner n € Ny und i1,...,4, € [1,p] so, dass (s1,...,Sm,tis,---,t;,) linear unabhingig
in V ist, und so, dass (81,...,Sm,ti,,...,t;,,tg) fur alle k € [1,p] linear abhéngig in V ist. Nach Satz (1.47)
ist (S1,--+ySm,tiys.-.,t;, ) eine Basis von V. O

Der Basiserginzungssatz (1.53) besagt also, dass jede linear unabhéngige Teilmenge eines endlich erzeugten
Vektorraums zu einer Basis dieses Vektorraums ergénzt werden kann.

Alternativer Beweis von Korollar (1.52). Da das 0-Tupel () linear unabhéngig in V ist, gibt es nach dem Ba-
sisergdnzungssatz (1.53) ein n € Ny und eine Basis (s1,...,s,) von V. O

(1.54) Beispiel. Es sei ein linear unabhiingiges Paar (s1,s2) in R? gegeben durch
s1=(1,-2,0), s2 =(2,3,0).

Dann ist (s1, 2, $3) mit
s3 =(0,0,1)

eine Basis von R3.

(1.55) Korollar. Es sei V endlich erzeugt und es seien ein K-Untervektorraum U von V, ein m € Ny
und eine Basis (s1,...,8,) von U gegeben. Dann gibt es ein n € Ny und ein n-Tupel (¢1,...,t,) in V so,
dass (S1,...,8m,t1,-..,t,) eine Basis von V ist.

Beweis. Als Basis ist (s1,..., $;,) linear unabhéngig in U und damit auch in V. Nach dem Basisergénzungs-
satz (1.53) gibt es ein n € Ny und ein n-Tupel (¢1,...,t,) in V so, dass (s1,...,Sm,t1,...,t,) eine Basis von V
ist. O
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Eindeutigkeit von Basen

In Korollar (1.52) haben wir gesehen, dass endlich erzeugte Vektorrdume stets eine Basis haben. Ferner haben wir
in Beispiel (1.51) gesehen, dass Basen im Allgemeinen nicht eindeutig sind, ein (endlich erzeugter) Vektorraum
hat im Allgemeinen viele verschiedene Basen. Im Folgenden werden wir sehen, dass zumindest die Anzahl der
Eintrige einer Basis eines endlich erzeugten Vektorraums eindeutig ist. Das Schliisselresultat zur Beweis dieser
Aussage ist der Steinitzsche Austauschsatz (1.58), welcher auf folgendem Lemma beruht.

(1.56) Lemma (Austauschlemma von Steinitz). Es seien n € Ny, ein Erzeugendensystem (sq,...,s,) von V,
ein v € V und ein a € K™ mit v = Zje[l,n] a;s;j gegeben. Fiir jedes ¢ € [1,n] mit a; # 0 ist

(51,. . .,Si_l,"U,Si_;,_l,.. .,Sn)
ein Erzeugendensystem von V.

Beweis. Es sei i € [1,n] mit a; # 0 gegeben, so dass a; € K* gilt. Nach Korollar (1.23)(c), (b) folgt

Vi=(51,.-,8n) = (81,5 8i-1,i5i, Si41s- -+ 5n) = (S1,+++,8i-1,0;5; + E AjSj58it1y--+»5n)
Je[l,n\{i}
:<817~-~u8i717 E aj8j78i+17...,8n>:<81,...,S7;,1,’U,Si+1,...,Sn>,
jellin]
d.h. (s1,...,8-1,0,8i+1,---,8p) ist ein Erzeugendensystem von V. O

(1.57) Beispiel. Es sei ein Erzeugendensystem (sq, s2,53) von R? gegeben durch
s1=(1,1,0), 52 = (1,—1,0), s3 = (0,0, 1).

Ferner sei x € R3 gegeben durch
z=(-1,5,0).

Dann sind (z, 2, 53) und (sy, z, s3) Erzeugendensysteme von R3.

Beweis. Es ist
z=(-1,5,0) = 2(1,1,0) + (=3)(1,—1,0) = 2s1 + (—3)s2 + Os3.

Nach dem Austauschlemma von Steinitz (1.56) ist (x, s2, s3) ein Erzeugendensystem von R? wegen 2 # 0 in R,

und es ist (s1,, s3) ein Erzeugendensystem von R? wegen —3 # 0 in R. O
(1.58) Satz (Steinitzscher Austauschsatz). Es seien m,n € Ny, ein linear unabhéngiges m-Tupel (s1,. .., Sm)
in V und ein Erzeugendensystem (t1,...,t,) von V gegeben. Dann gibt es i1,...,4, € [1,n] mit i1 < ... < i,
so, dass

(tla DRI 7t’i1717 817ti1+17 cee 7tim717 smvtim+1a DR atn)

ein Erzeugendensystem von V ist.

Beweis. Wir fithren Induktion nach m.
Ist m =0, so ist (t;);ep1,n) €in Erzeugendensystem von V.
Es sei also m > 1 und es sei angenommen, dass es iy, ...,i,_1 € [1,n] so gibt, dass
(85)jeitm—11 Y (E5) €L, n\Lir,onrim-_1}
ein Erzeugendensystem von V ist. Dann gibt es ein a € K™= und ein b € KL\ iim—1} g0 dass
Sm — Z a;Sj + Z bjtj.
J€E(l,m—1] Jeln\{i1,...im—1}

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von (s;);e[1,m] ist sm nach Proposition (1.37) keine Linearkombination
von (8;)je[1,m—1- Folglich gibt es ein i,, € [1,n]\{i1,...,im_1} mit b;,, # 0. Nach dem Austauschlemma (1.56)
ist dann aber auch (Sj)je[l,m] U (tj)je[l,n]\{il,...,z‘m} ein Erzeugendensystem von V. O
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(1.59) Korollar. Es seien m,n € Ny, ein linear unabhéngiges m-Tupel (s1,..., ;) in V und ein Erzeugen-
densystem (t1,...,t,) von V gegeben. Dann ist

m < n.
(1.60) Korollar. Es seien m,n € Ny und Basen (s1,...,8y) und (¢1,...,t,) von V gegeben. Dann ist
m=n.

(1.61) Korollar. Es seien n € Ny und ein n-Tupel (s1,...,s,) in V gegeben. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent.

(a) Esist (sq,...,Sy,) eine Basis von V.

(b) Esist (s1,...,8,) ein bzgl. Linge minimales Erzeugendensystem von V, d.h. es ist (s1,...,s,) ein Erzeu-
gendensystem von V' und fiir alle p € Ny und jedes Erzeugendensystem (¢1,...,t,) von V gilt n < p.

(c) Esist (s1,...,5y) ein bzgl. Linge maximales linear unabhéngiges Tupel in V, d.h. es ist (s1, ..., s,) linear

unabhéngig in V und fiir alle m € Ny und jedes linear unabhéngige Tupel (¢1,...,t,) in V gilt m < n.

Beweis. Wenn (s, ...,s,) eine Basis von V ist, so ist (s1,...,$,) ein linear unabhingiges Erzeugendensys-
tem und damit ein bzgl. Linge minimales Erzeugendensystem nach Korollar (1.59). Ist umgekehrt (sq,. .., s,)
ein bzgl. Linge minimales Erzeugendensystem von V', so ist (si,...,8,) insbesondere minimal bzgl. Strei-
chen/Erginzen und damit eine Basis nach Lemma (1.42). Dies zeigt die Aquivalenz von Bedingung (a) und
Bedingung (b).

Wenn (s1,...,8,) eine Basis von V ist, so ist (si,...,$,) ein linear unabhingiges Erzeugendensystem und
damit ein bzgl. Lange maximales linear unabhéngiges Tupel nach Korollar (1.59). Ist umgekehrt (s1,...,85)
ein bzgl. Linge maximales linear unabhingiges Tupel in V', so ist (s1,...,$,) insbesondere maximal bzgl.

Streichen/Ergiinzen und damit eine Basis nach Lemma (1.42). Dies zeigt die Aquivalenz von Bedingung (a) und
Bedingung (c).
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

Dimension

Nach Korollar (1.52) hat jeder endlich erzeugte Vektorraum eine (endliche) Basis, und nach Korollar (1.60) sind
die Léngen von verschiedenen Basen gleich. Man sagt, dass diese Kardinalitit eine Invariante des Vektorraums
ist — sie ist unabhéngig von der betrachteten Basis und hédngt nur vom Vektorraum ab. Wir geben dieser
Invarianten im Folgenden einen Namen.

(1.62) Definition ((un)endlichdimensional). Wir sagen, dass V' endlichdimensional ist, wenn es ein n € Ny
und eine Basis (s1,...,s,) von V gibt, und ansonsten, dass V unendlichdimensional ist. (1)

(1.63) Bemerkung. Genau dann ist V endlichdimensional, wenn V' endlich erzeugt ist.

Beweis. Zunéichst sei V' endlichdimensional, d.h. es gebe ein n € Ny und eine Basis (s1,...,s,) von V. Dann
ist (s1,...,8,) insbesondere ein Erzeugendensystem von V und damit V endlich erzeugt.

Umgekehrt, wenn V' endlich erzeugt ist, so gibt es nach Korollar (1.52) ein n € Ny und eine Basis (s1,...,55)
von V, d.h. V ist endlichdimensional. O

(1.64) Definition (Dimension). Es sei V endlichdimensional. Ferner sei n € Ny derart gegeben, dass es eine
Basis (s1,...,8,) von V gibt. Wir nennen

dimV =dimg V :=n

die Dimension von V iiber K (oder die K-Dimension von V oder die Dimension von V). Wir sagen auch,
dass V ein n-dimensionaler K-Vektorraum ist.

1Wenn V nicht endlichdimensional ist, so ldsst sich zeigen, dass es eine unendliche Menge I und eine Basis s = (s;);c; von V
im Sinne von Definition (1.69)(d) gibt.
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1.65) Beispiel.
(1.65) P
(a) Fiir n € Ny ist

dimg K" = n.

(b) Fiir m,n € Ny ist

dimyg K™*" = mn.

Beweis.
(a) Esist (eq,...,e,) eine Basis von K™.
(b) Esist (e1,1,€1,2,--.,€m,n) €ine Basis von K™*™. 0

(1.66) Bemerkung. Es sei V' endlichdimensional.
(a) Fiir jedes n € Ny und jedes Erzeugendensystem (si,...,S,) von V gilt n > dimg V.
(b) Fiir jedes n € Ny und jedes linear unabhéngige n-Tupel (s1,...,8,) in V gilt n < dimg V.
Beweis. Dies folgt aus Korollar (1.59). O

(1.67) Korollar. Es sei V endlichdimensional und es seien n € Ny und ein n-Tupel (s1,...,s,) in V gegeben.
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Esist (s1,...,8,) eine Basis von V.
(b) Esist (s1,...,5sy) ein Erzeugendensystem von V und n = dimg V.
(c¢) Esist (s1,...,8y) linear unabhéngig in V und n = dimg V.
Beweis. Dies folgt aus Bemerkung (1.66) und Korollar (1.61). O

(1.68) Proposition. Es sei V endlichdimensional und es sei ein K-Untervektorraum U von V' gegeben. Dann
ist U endlichdimensional und es gilt

dimg U < dimg V.

Ferner gilt genau dann U =V, wenn
dimg U = dimg V

ist.

Beweis. Nach Bemerkung (1.66)(b) sind die Langen linear unabhéngiger Tupel in V' durch dim V' beschrénkt.
Es sei m die grofte nichtnegative ganze Zahl derart, dass es ein linear unabhéngiges Tupel (s1,...,8,) in V
gibt mit der Eigenschaft, dass alle Eintridge in U liegen. Dann ist (sy,..., $m») nach Korollar (1.61) eine Basis
von U, d.h. U ist endlichdimensional und es gilt dim U = m < dim V' nach Bemerkung (1.66)(b).

Wenn U = V ist, so gilt insbesondere auch dimU = dim V. Es gelte also umgekehrt dimU = dim V. Dann
ist m = dimU = dimV und damit (sq,...,sm) eine Basis von V nach Korollar (1.67), also insbesondere ein
Erzeugendensystem von V und damit U = (s1,...,8m,) = V. O

Linearkombinationen beliebiger Familien und von Mengen

Zum Abschluss dieses Abschnitts werden wir unsere Begriffe zur Beschreibung von Untervektorrdumen wie der
einer Basis noch verallgemeinern. Zunéchst betrachten wir allgemeinere Familien und fithren eine alternative
Notation ein. Hierdurch erhalten wir insbesondere auch das Konzept einer unendlichen Basis im Sinne einer
Familie iiber einer unendlichen Menge. Es lasst sich zeigen, dass ein Vektorraum, welcher eine solche Basis
besitzt, nicht gleichzeitig eine Basis im Sinne von Definition (1.39) besitzt und damit nicht endlichdimensional
ist.
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Es seien eine Menge I und Familie s = (s;);es in V gegeben. Im Fall I = [1,n] fiir ein n € Ny haben wir einen
Vektor der Form Ziel a;s; = Zie[l’n] a;s; fiir ein @ € K = K™ eine Linearkombination von s genannt. Wenn
nun I # [1,n] fiir n € Ny ist, so mochten wir gerne, dass eine Linearkombination weiterhin ein Vektor der
Form Zie ;a;s; fireina € K T'ist. Hierbei stellt sich nun folgendes Problem: Wenn I unendlich ist, so ist nicht
klar, wie eine ,,unendliche Summe* definiert sein soll. Hierfiir gibt es verschiedene Ansétze. Wahrend man in der
Analysis (absolut) konvergente Reihen einfiihrt, werden wir uns eines kleinen Tricks bedienen und nur solche
Koeffizientenfamilien betrachten, bei denen de facto eine endliche Summe {ibrig bleibt, vgl. Notation (A.113). Auf
Grund der Assoziativitit und der Kommutativitat der Addition ist dann die Verwendung des Summenzeichens
auch in diesem allgemeineren Fall gerechtfertigt.

(1.69) Definition (lineare Hiille, Erzeugendensystem, linear (un)abhéngig, Basis). Es seien eine Menge I und
eine Familie s = (s;);er in V gegeben und es sei

As: KO — V,a— Zaisi.
iel
(a) Die lineare Hiille iber K (oder K -lineare Hiille oder lineare Hiille oder Spann oder Erzeugnis) von s ist
definiert als

(s) =(s;|iel)y={s;|i€ )k :=ImA,.

Ein Element von (s) wird Linearkombination iiber K (oder K -Linearkombination oder Linearkombinati-
on) von s genannt.

(b) Wir sagen, dass s ein Erzeugendensystem iiber K (oder K-Erzeugendensystem oder Erzeugendensystem)
von V ist (oder dass V von s erzeugt wird oder dass V von s aufgespannt wird), wenn A4 surjektiv ist.

(¢) Die Familie s heift linear unabhingig iiber K (oder K-linear unabhingig oder linear unabhdngig) in V,
wenn A injektiv ist; ansonsten linear abhingig iiber K (oder K-linear abhingig oder linear abhingig)
in V.

(d) Wir sagen, dass s eine Basis iiber K (oder K-Basis oder Basis) von V ist, wenn A4 bijektiv ist.
(1.70) Beispiel.

(a) Die (durch Ny indizierte) Folge (X%);cn, ist eine Basis von K[X].

(b) Fiir m,n € No ist (e;;)icq1,m],je[1,n] €ine Basis von K™*".
Fiir den R-Vektorraum RI%71X[07] aus Anwendungsbeispiel (1.6) gibt es bspw. folgende Basen:
(1.71) Beispiel.

(a) Esist (ex,1)k,ic(0,7] gegeben durch

Ck,l = (5(i,j),(k,l))i,je[0,7]
fiir k,1 € [0, 7] eine Basis von RI%71*10.7],
(b) Es ist (sk,1)k,e[0,7 gegeben durch

2i+1 27 +1
s kw)cos(i

sk, = (cos( I7))ijel0,7]

fiir k,1 € [0, 7] eine Basis von RI%71%10.7],

Ohne Beweis. O

Nun werden wir fiir die betrachteten Konzepte noch alternative Notationen mit Hilfe von Teilmengen an Stelle
von Familien kennenlernen. Kurz gesagt sind die in Definition (1.72) eingefiihrten Begriffe fiir eine Teilmenge S
von V definiert als die entsprechenden Begriffe fiir die Familie (s)ses in V iiber S.

Der Vorteil der Mengennotation liegt in erster Linie auf sprachlicher Ebene: Auf Grund der vorhandenen Kon-
zepte fir Mengen wie die einer Teilmenge oder der Vereinigung von Mengen lassen sich manche Satze wie etwa
der Basisergénzungssatz mit Hilfe von Mengen einfacher formulieren als mit Tupeln und allgemeineren Familien.
Nichtsdestotrotz sind Familien aus technischen Griinden an vielen Stellen einfacher handhabbar, weswegen wir
ab dem néchsten Abschnitt wieder ausschlieflich mit Familien (und in der Regel sogar lediglich mit n-Tupeln
fiir ein n € Ny) arbeiten werden.
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(1.72) Definition (lineare Hiille, Erzeugendensystem, linear (un)abhingig, Basis). Es sei eine Teilmenge S
von V gegeben.

(a) Die lineare Hiille iiber K (oder K -lineare Hiille oder lineare Hiille oder Spann oder Erzeugnis) von S ist
definiert als

(S) :=(s| s € ).

Die Elemente von (S) werden Linearkombinationen iiber K (oder K -Linearkombinationen oder Linear-
kombinationen) von S genannt.

(b) Wir sagen, dass S ein Erzeugendensystem iiber K (oder K -Erzeugendensystem oder Erzeugendensystem)
von V ist (oder dass V von S erzeugt wird oder dass V von S aufgespannt wird), wenn (s)ses ein
Erzeugendensystem von V ist.

(c¢) Die Teilmenge S heifst linear unabhdngig iber K (oder K -linear unabhingig oder linear unabhdngig) in V',
wenn ($)scs linear unabhéngig ist; ansonsten linear abhdngig iber K (oder K-linear abhdingig oder linear
abhdngig) in V.

(d) Wir sagen, dass S eine Basis tiber K (oder K-Basis oder Basis) von V ist, wenn (s)scs eine Basis von V
ist.
Unabhingigkeit von Untervektorrdumen und innere direkte Summe

Schlieflich fithren wir noch einige Begriffe fiir Untervektorrdume ein, welche die Begriffe des Erzeugendensys-
tems, der linearen Unabhéngigkeit und der Basis in einem priizisen Sinn auf Untervektorrdume portieren, vgl.
Bemerkung (1.76).

(1.73) Definition (innere Summe, (un)abhingig, innere direkte Summe). Es seien n € Ny und ein n-Tu-
pel U = (Uy,...,U,) von K-Untervektorrdumen von V' gegeben und es sei

oy Uy x...xU, =V, u— Z Us.

i€[1,n]
(a) Die innere Summe (oder Summe) von (Uy,...,U,) ist definiert als
Ui +. Z U, :==Imoy.

i€[1,n]

(b) Das n-Tupel (Us,...,U,) heifit unabhdngig in V, wenn oy injektiv ist; ansonsten abhdngig in V.

(¢) Wenn (Uy, ..., Un) unabhingig ist, so sagen wir, dass } ;.| ,,) Us eine innere direkte Summe (oder direkte

i€[l,n
Summe) von (Uy,...,Uy,) ist, und schreiben
U 4. U= ) U= > U
i€[1,n] i€[1,n]

Zum Nachweis der Unabhéngigkeit von Vektorrdumen geniigt es, analog zum Kriterium fiir lineare Unabhéin-
gigkeit (1.34), ein etwas einfacheres Kriterium zu verifizieren:

(1.74) Lemma (Kriterium fiir Unabhéngigkeit von Untervektorrdumen). Es seien n € Ny und ein n-Tu-
pel (Uy,...,U,) von K-Untervektorrdumen von V gegeben. Genau dann ist (Uy,...,U,) unabhingig in V|

wenn fir u € Uy x ... x U, aus Zle[l n] Wi = 0 stets u = 0 folgt.

Beweis. Zunéchst sei (Ui, ..., U,) unabhingig. Fir u € Uy x ... X U, mit Zie[l’n] u; = 0 gilt dann

S ui=0= >0,

i€[1,n] i€[1,n]
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es folgt also u = (0);e1,n) = 0. Umgekehrt folge fiir u € Uy x ... x U, aus Zie[l,n] u; = 0 stets u = 0.
Fir u,v' € Uy x ... x U, mit Zie[l,n] w; = Zie[l,n] u} gilt dann

0= Z Ui — Z uj = Z (us — uj),
i€[1,n] i€[1,n] i€[1,n]
also u —u' = (u; — uj)icp1,n) = 0 und damit u = u’. Folglich ist (Uy,...,U,) unabhéngig. O
(1.75) Beispiel.
(a) Es ist
R® = {(z,y,0) | 2,y € R} +R(0,0,1).
(b) Es ist
R® = {(x,y,0) | 2,y € R} + R(1,1,1).
(c) Esist ({(z,y,0) | z,y € R},{(0,9,2) | y,2 € R}) abhiingig in R® und
R? = {(2,,0) | 2,y € R} +{(0,9,2) | y,2 € R}.
Beweis.
(a) Fir z,y,z € R gilt
(x,y,2) = (x,y,0) + (0,0,2) = (z,y,0) + 2(0,0, 1),
und aus (z,y,0) + 2(0,0,1) = 0 folgt (x,y,2) = (0,0,0), also z =0, y =0, z = 0 und damit (z,y,0) =0
und (0,0,z) = 0. Folglich ist R* = {(z,y,0) | z,y € R} + R(0,0,1) und ({(z,9,0) | z,y € R}, R(0,0,1))
ist unabhingig in R3, es gilt also
R? = {(2,4,0) | 2,y € R} + R(0,0,1).
(b) Fiir z,y,2z € R gilt
(z,y,2) =(x — 2,y — 2,0) + (2,2,2) = (xr — 2,y — 2,0) + 2(1, 1, 1).

und aus (z,y,0) + z(1,1,1) = 0 folgt (x + 2,y + z,2) = (0,0,0), also v + 2 =0, y+ 2 = 0, 2 = 0 und
damit (0,0, z) = 0 und

(z,9,0) = (x + z,y+2,0) — (0,0,2) =0—0=0.

Folglich ist R? = {(z,v,0) | z,y € R} + R(1,1,1) und ({(z,v,0) | 2,y € R},R(1,1,1)) ist unabhiingig
in R3, es gilt also

R? = {(x,4,0) | z,y € R} + R(1,1,1).
(¢) Fiir z,y,z € R gilt
(z,y,2) = (x,0,0) + (0,y, 2).
Folglich ist
R? = {(2,,0) | 2,y € R} +{(0,9,2) | y, 2 € R}.
Ferner gilt (0,1,0) € {(z,9,0) | z,y € R} \ {0} und (0,—1,0) € {(0,y, 2) | y, 2 € R} \ {0} sowie
(0,1,0) + (0,—1,0) =0,

es ist also ({(z,y,0) | z,y € R},{(0,9,2) | y,2 € R}) abhingig in R>. O
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(1.76) Bemerkung. Es seien n € Ny und ein n-Tupel (s1,...,s,) in V gegeben.
(a) Bsist (s1,...,80) =2 (1,0 K50
(b) Genau dann ist (s1,...,s,) ein Erzeugendensystem von V, wenn V- =3, ; ) Ks; ist.

(c) Genau dann ist (si,...,S,) linear unabhdngig in V, wenn s; # 0 fiir ¢ € [1,n] und (Ksy,...,Ks,)
unabhéngig in V" ist.

(d) Genau dann ist (sy,...,s,) eine Basis von V, wenn s; # 0 fiir ¢ € [1,n] und V = Zie[l_’n] Ks; ist.
Beweis.

(c) Zunéchst sei (s1,...,8,) linear unabhéngig in V. Dann ist insbesondere s; # 0 fir ¢ € [1,n]. Um zu
zeigen, dass (Ksq,. .., Ks,) unabhingig in V ist, seien u, w € Ks$1 X...x Ks, mit Eie[l’n] u; = Zie[l’n] wy
gegeben. Fiir jedes i € [1,n] gibt es dann a;,b; € K mit u; = a;s; und w; = b;s;; es gilt also Zie[l’n] a;S; =
Zie[l,n] b;s;. Auf Grund der linearen Unabhéngigkeit von (s1,...,s,) impliziert dies aber bereits a; = b;
und damit insbesondere u; = a;8; = b;s; = w; fur ¢ € [1,n], also u = w. Folglich ist (Ks1,...,Ks,)

unabhéngig in V.
Nun gelte umgekehrt s; # 0 fiir ¢ € [1,n] und es sei (Ksy,...,Ks,) unabhingig in V. Um zu zeigen,

dass (s1,...,sn) linear unabhéngig in V' ist, seien a,b € K™ mit > . ,aisi = > ;e ) bisi gegeben.
Wegen a;s;,b;8; € Ks; fiir i € [1,n] impliziert die Unabhéngigkeit von (Ksy,...,Ks,) nun a;s; = b;s;
fiir ¢ € [1,n]. Dafiir i € [1,n] aber s; # 0 ist, folgt hieraus bereits a; = b; fiir ¢ € [1, n] nach Korollar (1.11),
also a = b. Folglich ist (s1,..., s,) linear unabhéngig in V. O

(1.77) Beispiel.

(a) Firn € Ny ist K" =) Ke;.

i€[1,n]
(b) Fiir m,n € No ist K™*" =3 et myx1,n) Keij-
Die nachfolgende Proposition lisst sich als Verallgemeinerung von Proposition (1.37) auffassen.

(1.78) Proposition. Es seien n € Ny und ein n-Tupel (Uy, ..., U,) von K-Untervektorrdumen von V gegeben.
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Das n-Tupel (Uy,...,U,) ist unabhingig in V.
(b) Fiir i € [1,n] ist (Uy,...,Ui-1,Uit,...,Un) unabhéngig in V- und U N3y iy Ui = {0}
(c) Es gilt entweder n = 0 oder es gibt ein ¢ € [1, n] derart, dass (Uy,...,U;—1,Uit1,...,U,) unabhingig in V
und Ui N Zje[lm]\{i} Uj = {0} ist.
Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz von Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c), danach die
Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (d).

Zunéchst gelte Bedingung (a), d.-h. (Uj);je[1,n) sei unabhéingig in V, und es sei i € [1,n] gegeben. Fiir jede

Familie (u;)jeq1n (i} € Xjep iy Uj mit 3 5cp o iy & = 0 gilt dann

Z U + 0+ Z U; = Z U; = 0,
jE[l,i—l] je[i""l?n] ]E[lvn]\{l}

und da U; ein Untervektorraum von V und damit 0 € Uj ist, folgt u; = 0 fiir j € [1, n]\{¢} wegen der Unabhéngig-
keit von (Uy, ..., Uy). Folglich ist (Uj)je1,n)\{i} unabhéngig in V. Um zu zeigen, dass U; N3, ey iy U = {0}
ist, sei v € U; N 3 ey iy Uj gegeben. Wegen v € 37y ;3 Uj gibt es eine Familie (u;)jepnp iy €
Xje[l,n]\{i} Uj mit v = Zje[l,n]\{i} Usj- Es fOlgt

0=v— Z uj =v+ Z (—uj)

Je[ln\{d} je[Ln\{z}
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und damit v = 0 und —u; = 0 fir j € [1,n] \ {i} wegen der Unabhéingigkeit von (Uy,...,U,). Da
Ui 0 e nngy Us ein Untervektorraum von V' ist, gilt also U; N 325 0 1y Us = {0}. Folglich gilt Be-
dingung (b).

Wenn Bedingung (b) gilt, dann gilt insbesondere Bedingung (c).

Es gelte Bedingung (c) und es sei n # 0, d.h. es gebe ein ¢ € [1,n] derart, dass (U;);c[1,n)\{s} unabhingig in V'
und U; N3 ap iy Ui = {0} ist. Um zu zeigen, dass (Uj)jef1,,) unabhéngig in V' ist, sei u € X Uj
mit Z]e (1,n] Wi = 0 gegeben. Dann folgt

U; = — Z Uj = Z (—Uj) eU;N Z Uj = {O}

Je[tn\{s} jeltn\{z} Jeltn\{s}

und damit u; = 0. Dann ist aber auch > .y 1\ ;3 4 = 0, so dass die Unabhéngigkeit von (Uj);e[1,)\{s} auch
u; =0 fiir j € [1,n] \ {i} liefert. Folglich ist (U;);e[1,n) unabhéingig in V', d.h. es gilt Bedingung (a).

Wir haben die Aquivalenz von Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) gezeigt.

Wenn also Bedingung (a) gilt, so gilt auch Bedingung (b) und damit insbesondere Bedingung (d).

Schlieflich gelte Bedingung (d), d.h. fiir jedes i € [1,n] sei U; N 3 ;e iy Us = {0} Um zu zeigen,
dass (Uj)je[1,,) unabhingig in V' ist, sei u € Xjep ) Uy mit 30,0y yu; = 0 gegeben. Fiir jedes ¢ € [1,n]
ist dann

w== 3 w= Y (welin 3 U;={0}

Jelln\{7} Jell,n]\{i} Jeltn\{s}

und damit u; = 0. Folglich ist (U;);e[1,n) unabhéngig in V', d.h. es gilt Bedingung (a).
Wir haben gezeigt, dass auch Bedingung (a) und Bedingung (d) dquivalent sind.
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b), Bedingung (c¢) und Bedingung (d) dquivalent. O

(1.79) Proposition. Es seien n € Ny und ein n-Tupel (Uy, ..., U,) von K-Untervektorrdumen von V gegeben.
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Esist (Uy,...,U,) unabhéngig in V.
(b) Fiir jedes i € [1,n], jedes k; € Ny und jedes linear unabhéngige k;-Tupel s; = (s;1,...,8ik,) in U; ist
(S1,15- vy STkts -3 Sn,1se-sSnkn)
linear unabhéngig in V.

(c) Fir allew e Uy x ... x U, ist

(Ui)ie[l,n]

linear unabhéngig in V.

Beweis. Zunéchst gelte Bedingung (a), d.h. (U;);e1,n] sei unabhéngig. Ferner seien fiir jedes i € [1,n] ein k; € Ny
und ein linear unabhéngiges k;-Tupel s; = (s;1,...,8ik;) in U; gegeben. Um zu zeigen, dass

(5171, .. ~731,k17 .. ~75n,1> .. -75n,kn)

linear unabhingig ist, seien a; € K% fiir i € [1,n] mit

Z Z Qi 5S84,5 =0

i€[1,n] jE€[1,k;]

gegeben. Da (Uy,...,U,) unabhingig ist, folgt Z €1ky] @i Sij =0 fir ¢ € [1,n], und da s; = (si1,...,8i k)
fiir jedes ¢ € [1,n] linear unabhéngig in U; ist, folgt a; = 0 fir ¢ € [1,n]. Folglich ist

(3171""7517761""7571717"'7871,7%)

in der Tat linear unabhéngig, d.h. es gilt Bedingung (b).
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Als néchstes gelte Bedingung (b), d.h. fir jedes ¢ € [1,n], jedes k; € Ny und jedes linear unabhingige
ki-Tupel s; = (Si1,---58ik;) 0 U; sel (S11,-+-581,kys---58n,1,---,Snk,) linear unabhéngig in V', und es sei
u € X, Ui gegeben. Fiir i € [1,n] ist () stets linear unabhéngig in U; und (u;) ist genau dann linear
unabhéngig in U;, wenn u; # 0 ist. Nach unserer Annahme ist daher

(ui)ie[l,n]
linear unabhéngig in V. Folglich gilt Bedingung (c).
Schlieklich gelte Bedingung (c), d.h. fir v € Uy x ... x U, sei (u;)ien,n stets linear unabhéngig in V.
uﬁé()
Firuwe Uy x...x U, mit y,

Z ui:O,

i€[1,n]

i€[1,n] u; = 0 gilt

so dass aus der linearen Unabhéngigkeit von (u;);c(1,n) bereits {i € [1,n] | u; # 0} = 0 und damit u = 0 folgt.
Nach dem Kriterium fiir Unabhéngigkeit von Untervektorrdumen (1.74) ist somit (U, ..., U, ) unabhingig in V,
d.h. es gilt Bedingung (a).

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

(1.80) Korollar. Es seien n € Ny und ein n-Tupel (Us,...,U,) von endlichdimensionalen K-Untervektorriu-
men von V gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Es ist

ZU

i€[1,n]
(b) Fiir i € [1,n], jedes k; € Ny und jede Basis s; = (s;.1,...,8ik) von U; ist
(8171, ey 51,k17 ey Sn,la ey Sn,kn)
eine Basis von V.
(c) Fiir jedes ¢ € [1,n] gibt es ein k; € Ny und eine Basis s; = (s;.1,...,8i,) von U; so, dass
(81’17. . .,81’}“7. . ~73n,17~ . -;Sn,k:n)
eine Basis von V ist.

Beweis. Zunichst gelte Bedingung (a), d.h. es gelte V = Zze (1,n) Ui Ferner seien fiir i € [1,n] ein k; € Ny
und eine Basis s; = (8;.1,. .., Si,k;) von U; gegeben. Dann ist s; = (s;1,..., Six,) fir ¢ € [1,n] insbesondere ein
Erzeugendensystem von U;, d.h. es gilt U; = Zje[l.ki] Ks; ;. Dies impliziert

V=Y U= > Y Ks

i€[1,n] 1€[1,n] j€[1,k;]
es ist also (S1,1,...,81,kys---3Sn,1s- .80k, ) €in Erzeugendensystem von V. Da (U, ..., U, ) unabhéngig und s;
fir ¢ € [1,n] insbesondere linear unabhéngig in U; ist, ist (S11,...,S1,k1s.-+,Sn,15---,8nk,) Nach Propositi-
on (1.79) linear unabhéngig in V. Insgesamt ist (S1,1,...,51,kys--->Sn,1,---,Sn.k,) €ine Basis von V. Folglich

gilt Bedingung (b).

Wenn Bedingung (b) gilt, so gilt wegen der Endlichdimensionalitét von U; fiir ¢ € [1, n] auch Bedingung (c).
Schlieklich gelte Bedingung (c), d.h. fiir jedes ¢ € [1,7n] gebe es ein k; € Ny und eine Basis s; = (s;1,. .., Sik;)
von U; s0, dass (S1,1,--+,S1k1s--+»Sn,1s---,Sn,k,) €ine Basis von Zie[l,n] U; ist. Da s; = (si1,...,8%,) fur
jedes i € [1,n] ein Erzeugendensystem von U; ist und da (s1,1,...,81ky,---5Sn,1,- -, Sn.k,) €in Erzeugenden-
system von V ist, gilt

V=> Y Ksi;= Y U

i€[1,n] jE[1,k;) i€[1,n]
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Um zu zeigen, dass (Ui, ...,U,) unabhingig ist, sei u € Uy X ... x U, mit Zie[l p i =0 gegeben. Da
$i = (8i1,..,8ik) fiir i € [1,n] ein Erzeugendensystem von U; ist, gibt es fiir jedes i € [1,n] ein a; € K*i
mit u; = Zje[l,ki] a; ;S ;. Es folgt

0= Z U; = Z Z Q554,45+

i€[1,n] 1€[1,n] jE€[1,k;]
Die lineare Unabhéngigkeit von ($1,1,---,81,kyy--->Sn1s---»Sn.k, ) impliziert a; = 0 und somit
ui= Y sy =0
JE[1,k;]

fir alle ¢ € [1,n]. Nach dem Kriterium fiir Unabhéngigkeit von Untervektorrdumen (1.74) ist (Uy,...,U,)
unabhéngig. Somit ist sogar

v=Y o,

i€[1,n]

d.h. es gilt Bedingung (a).
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

(1.81) Korollar. Es seien n € Ny und ein n-Tupel (Ui, ..., U,) von endlichdimensionalen K-Untervektorriu-

men von V mit V=3 U; gegeben. Dann ist

i€[1,n]
dimg V=Y (dimg U;).
i€[1,n]
Beweis. Fiir jedes i € [1,n] ist U; ein endlichdimensionaler K-Untervektorraum von V', es gibt also ein k; € No
und eine Basis s; = (si,1,. .., Si,k,) von U;. Wegen V = Zie[l’n] U; ist dann
(81,13 R sl,kla ey sn,17 ey Sn,kn)
nach Korollar (1.80) eine Basis von V. Es folgt
dmV = > k= > (dml). m
i€[1,n] 1€[1,n]

(1.82) Proposition. Es seien K-Untervektorrdume U und U’ von V, m,n,n’ € Ny, ein m-Tupel (s1, ..., Sm)
in UNU’, ein n-Tupel (t1,...,t,) in U und ein n’-Tupel (¢;,...,t,,) in U’ gegeben. Wenn drei der folgenden
Bedingungen erfiillt sind, dann auch die vierte.

Es ist (s1,...,8m,) eine Basis von U N U’

S1y.«-sSm,t1,...,tn) eine Basis von U.
S1y.+-sSmyth,...,th,) eine Basis von U’.
(d) Esist (S1,..ySmyt1ye..ytn,th,... ) eine Basis von U 4+ U".

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(1.83) Korollar (Inklusions-Exklusionsprinzip fiir Untervektorraume). Es seien K-Untervektorrdume U und U’
von V gegeben. Genau dann ist U + U’ endlichdimensional, wenn U und U’ endlichdimensional sind. In die-
sem Fall gibt es m,n,n’ € Ny, ein m-Tupel (s1,...,Sm), ein n-Tupel (¢1,...,t,) und ein n’-Tupel (¢},...,t )

'y Um/
in V derart, dass (si,...,8,) eine Basis von U NU’ und (s1,...,8m,t1,...,t,) eine Basis von U und
(1,3 8m,th,...,t,) eine Basis von U’ und (s1,...,Sm,t1,...,tn, t},...,t,,) eine Basis von U + U’ ist. Ins-

besondere gilt

dimK(U + U’) =dimg U + dimg U’ — dimK(U N U/).
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Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Jede innere direkte Summe von Vektorrdumen gibt Anlass zu kanonischen Abbildungen:

(1.84) Definition (Projektionen). Es seien n € Ny und ein n-Tupel (Uy,...,U,) von K-Untervektorrdumen
von V mit

V= Z U;
i€[1,n]
gegeben. Fiir i € [1,n] sei
pr,=pr,:V = U
definiert durch pr;(3_; ¢y ) us) := wi fiir (ua, ..., un) € Ur X... X Uy,. Wir nennen pr; fiir i € [1, n] die Projektion
von V auf U; (bzgl. (Uy,...,Up)).
Die Projektionen in Definition (1.84) sind wohldefiniert, da es auf Grund der Unabhéngigkeit von (Uy,...,U,)
fiir jedes v € V genau ein (ug,...,u,) € Uy X ... X U, mit v = Zje[l’n] u; gibt.
(1.85) Beispiel.
(a) Es seien Uy := {(z,9,0) | z,y € R} und Us :=R(0,0,1). Dann ist
pry: R? = {(2,4,0) | 2,y € R}, (2,5,2) = (2,9,0),
pry: R3 — R(0,0,1), (z,9, 2) ~ (0,0, 2).
(b) Es seien Uy := {(z,y,0) | ,y € R} und Uy := R(1,1,1). Dann ist
pry: R® = {(x,9,0) | 2,y € R}, (z,y,2) — (z — 2,y — 2,0),
pry: R® = R(1,1,1), (z,y,2) — (2,2, 2).

(1.86) Definition (Untervektorraumkomplement). Es sei ein K-Untervektorraum U von V gegeben. Ein Un-
tervektorraumkomplement (oder Komplement) von U in V ist ein K-Untervektorraum U’ von V mit

V=U+U"
(1.87) Beispiel.

(a) Der R-Untervektorraum R(0,0,1) von R? ist ein Untervektorraumkomplement von {(z,y,0) | z,y € R}
in R3.

(b) Der R-Untervektorraum R(1,1,1) von R3 ist ein Untervektorraumkomplement von {(z,y,0) | =,y € R}

in R3.
Beweis.

(a) Dies folgt aus Beispiel (1.75)(a).

(b) Dies folgt aus Beispiel (1.75)(b). O
(1.88) Bemerkung. Es seien ein K-Untervektorraum U von V', m,n € Ny, eine Basis (s1, ..., $p) von U und
ein n-Tupel (¢1,...,t,) in V so gegeben, dass (s1,...,8m,t1,...,t,) eine Basis von V ist. Dann ist (t1,...,¢,)
ein Untervektorraumkomplement von U in V.

Beweis. Da (s1,...,8m,t1,...,t,) eine Basis von V ist, ist (¢1,...,t,) linear unabhingig in V und damit
in (t1,...,t,). Ferner ist (t1,...,t,) ein Erzeugendensystem von (ti,...,t,), also insgesamt eine Basis
von (t,...,t,). Da aber (si,...,8m,t1,...,t,) eine Basis von V ist, gilt V = U + (¢,...,t,) nach Korol-
lar (1.80), d.h. (t1,...,t,) ist ein Komplement von U. O

(1.89) Korollar. Es sei V endlichdimensional. Dann hat jeder K-Untervektorraum U von V ein Untervektor-
raumkomplement in V.

Beweis. Es sei ein Untervektorraum U von V' gegeben. Nach Proposition (1.68) ist dann U ebenfalls ein end-

lichdimensionaler Vektorraum, d.h. es gibt ein m € Ny und eine Basis (s, ..., $,,) von U. Ferner gibt es nach
Korollar (1.55) ein n € Ny und ein n-Tupel (t1,...,t,) in V so, dass (s1,...,Sm,t1,...,t,) eine Basis von V'
ist. Nach Bemerkung (1.88) ist (t1,...,t,) ein Komplement von U in V. O
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Anwendung: Verlustbehaftete Datenkompression

Zum Schluss dieses Abschnitts erldutern wir, wie die Konzepte dieses Abschnitts fiir eine verlustbehaftete
Datenkompression wie etwa das JPEG-Komprimierungsverfahren verwendet werden kénnen. Die Grundidee
dabei ist folgende: Die zu komprimierenden Daten werden wie in Anwendungsbeispiel (1.6) als ein Vektor v eines
geeigneten K-Vektorraums V' modelliert. Ferner betrachtet man, ggf. in Abhéngigkeit von v, ein Paar (Uy, Us)
von Untervektorraumen von V' derart, dass

V=U +U,

ist und so, dass im betrachteten Kontext pry(v) € Uy einem ,relevanten Anteil“ und pry(v) € Us einem ,jirrele-
vanten Anteil“ der modellierten Daten entspricht:

v = pry(v) + pra(v)

Die dem Vektor pry(v) entsprechenden Daten bilden dann das Ergebnis der Kompression.

Es seien m,n € Ny und eine geeignete Basis (s1,...,s,) von V so gegeben, dass (s1,..., S, ) eine Basis von U
und (Sp41,---,Sn) eine Basis von Us ist. Dann gibt es genau ein a € K™ mit
V= E a;S; = E a;S; + E a;S;.
i€[1,n] i€[1,m] i€[m+1,n]
Die Speicherung des Vektors v kann durch die Speicherung von a = (a1,...,a,) = (a1, .., Gm, Gmg1s - -5 0p)

erfolgen. Wegen

pr;(v) = Z a;S;

i€[1,m]

ist prq(v) bereits durch das kleinere Tupel (a1, ...,a,,) bestimmt. Fiir pr;(v) geniigt es daher, weniger Infor-
mationen zu speichern als fiir v. Das Verhé&ltnis

dimg U m

dimg V.~ n
wird Kompressionsrate genannt.
Kommen wir zu Anwendungsbeispiel (1.6) zuriick: Ein digitales Bild mit einer Breite und Hohe aus jeweils acht
Pixeln sei als Vektor in RI%7*[0.7 modelliert. Offenbar ist die Standardbasis e = (ex,1)k,1e[0,7) von RIO-7Ix[0,7],
gegeben durch

et = (8(ij),(k0))i,i[0,7]

fir k,1 € [0,7], fir eine Datenkompression vollig ungeeignet, unabhéngig vom betrachteten digitalen Bild:

Mochte man hier eine Kompressionsrate von 75% = 43 erzielen, so ,,verliert“ man 16 Pixel des Bildes. Geeigneter

64
[0,7]x[0,7]

zur Datenkompression ist die Basis (sy,1)k,ic0,77 von R gegeben durch

2i+1 25+ 1
Spg = (cos( 16 k) COS(TZW)),;JE[OJ]

fiir k,1 € [0, 7]. Fiir kleine Indizes entsprechen die Koeffizienten hier groben Strukturen des Bildes, fiir grofte Indi-
zes entsprechen sie feinen Details. Der Ubergang von den Koeffizienten der Standardbasis e zu den Koeffizienten
der Basis s ist als (zweidimensionale) diskrete Kosinustransformation bekannt.

2 Vektorraumhomomorphismen

Im letzten Abschnitt wurde das Konzept eines Vektorraums iiber einem Korper eingefiihrt. Neben Strukturen
wie der eines Vektorraums sind oftmals auch die zugehorigen strukturerhaltenden Abbildungen, die sogenannten
Homomorphismen, von Interesse. Zum einen helfen Sie uns, die Strukturen besser zu verstehen, zum anderen ha-
ben sie aber auch auf Grund ihres natiirlichen Auftretens eine Daseinsberechtigung innerhalb unseres Studiums
der Mathematik. Daher werden wir uns im Folgenden mit strukturerhaltenden Abbildungen von Vektorrdumen
beschéftigen.
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Zur Motivation betrachten wir noch einmal das einfiihrende Beispiel fiir Untervektorrdume. In diesem haben
wir den R-Vektorraum R? in den R-Vektorraum R? eingebettet, indem wir die injektive Abbildung

1:R? 5 R3, (x,y) — (z,y,0)

betrachtet haben und die Vektorraumstruktur von R? auf Im iibersetzt haben: Fiir z,y,z’,y’ € R gilt
(z,9,0) + (2",y/,0) = (z + 2",y +¢/,0)

in Im ¢, und fir a,z,y € R gilt
a(z,y,0) = (az, ay,0)

in Im¢. Diese beiden Operationen entsprechen gerade den jeweiligen Operationen von R3, angewandt auf die
Elemente von Im¢, d.h. Im ¢ wird hierdurch zu einem R-Untervektorraum von R3.

Um dieses Phénomen zu erkléren, schreiben wir die beiden Gleichungen mit Hilfe der Abbildung ¢ um: Fiir
z,y, 2,y € R gilt

W(z,y) + (@ y) = (2,9,0) + (2,y,0) = (x + 2",y + ¢/, 0) = l(z + 2",y + 1) = l(2,9) + (2,1)),

und fiir a,z,y € R gilt

ar((z,y)) = a(r,y,0) = (az,ay,0) = «((ax, ay)) = v(a(z,y)).

Wie wir sehen, ist ¢: R? — R? vertriglich mit den Additionen und den Skalarmultiplikationen auf der Start-
menge R? und der Zielmenge R3: Es ist egal, ob wir zunichst Vektoren (x,%) und (2, y’) aus R? einzeln unter ¢
nach R3 abbilden und dort addieren, oder ob wir diese zuerst einzeln in R? addieren und dann das Bild der
Summe unter ¢ betrachten; in beiden Fillen erhalten wir dasselbe Ergebnis in R3. Genauso ist es fiir einen Ska-
lar @ aus R und einen Vektor (x,y) aus R? unerheblich, ob wir das Bild ¢((z,y)) mit dem Skalar @ multiplizieren,
oder ob wir zuerst das skalare Vielfache a(z,y) in R? betrachten und dieses unter ¢ abbilden; auch in diesen
beiden Fillen erhalten wir wieder dasselbe Ergebnis in R3. Diese Strukturvertriglichkeit entspricht gerade der
Idee eines Homomorphismus.

Im Folgenden, bis zum Ende des Abschnitts und mit Ausnahme einiger Beispiele, sei stets ein Korper K gegeben.

Begriffsbildung

Wir beginnen mit der Definition eines Homomorphismus. Dabei fordern wir zunéchst noch etwas mehr Struk-
turvertriglichkeit als in der Einleitung erlautert, werden aber in Bemerkung (2.2) sehen, dass diese zusétzlichen
Forderungen redundant sind.

(2.1) Definition (Vektorraumhomomorphismus). Es seien K-Vektorrdume V und W gegeben. Ein Vektorraum-
homomorphismus iiber K (oder K -Vektorraumhomomorphismus oder Homomorphismus von K -Vektorrdumen
oder K-Homomorphismus oder Homomorphismus oder K-lineare Abbildung oder lineare Abbildung) von V
nach W ist eine Abbildung ¢: V' — W derart, dass folgende Axiome gelten.

o Vertriglichkeit mit den Additionen. Fir v,v" € V ist p(v+v') = p(v) + p(v').

Vertraglichkeit mit den Nullvektoren. Es ist ¢(0) = 0.

Vertréiglichkeit mit den negativen Vektoren. Fiir v € V ist p(—v) = —p(v).

Vertraglichkeit mit den Skalarmultiplikationen. Fir a € K, v € V ist p(av) = a¢(v).
Die Menge der K -Vektorraumhomomorphismen von V nach W bezeichnen wir mit
Hom(V,W) = Homg (V, W) := {¢ € Map(V, W) | ¢ ist ein K-Vektorraumhomomorphismus}.

(2.2) Bemerkung (Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen). Es seien K-Vektorrdume V und W und eine
Abbildung ¢: V — W gegeben. Die folgenden Bedingungen sind &quivalent.

(a) Es ist ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus.
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(b) Es gilt:

o Vertraglichkeit mit den Additionen (Additivitat). Fiir v,v’' € V ist p(v 4+ v') = o(v) + o(v').
o Vertraglichkeit mit den Skalarmultiplikationen (Homogenitdt). Fiir a € K, v € V ist p(av) = a¢(v).

(¢) Fira e K, v,v" € V ist
plav +v) = 6 () + p(v").

Beweis. Wenn Bedingung (a) gilt, so insbesondere auch Bedingung (b).
Es gelte Bedingung (b), d.h. es gelte p(v +v') = ¢(v) + (V') fiir v,v" € V sowie p(av) = ap(v) fir a € K,
v € V. Wir erhalten

p(av +1') = p(av) + (V') = ap(v) + (V')

fir a € K, v,v" € V, d.h. Bedingung (c) ist erfiillt.
Schliefslich gelte Bedingung (c), d.h. es gelte p(av + v') = ap(v) + ¢(v') fir a € K, v,v" € V. Dann haben wir

p(v+v) = p(lv + ') =1¢(v) + o) = p(v) + (V)

fir v,v" € V. Insbesondere gilt »(0) + ¢(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0) und damit ¢(0) = 0. Fiir v € V folgt weiter
p(=v) +¢(v) = () + p(=v) = (v + (-v)) = (0) = 0

und damit p(—v) = —p(v). Schlieklich haben wir
p(av) = p(av +0) = ap(v) + ¢(0) = ap(v)

fir a € K, v € V. Folglich ist ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus, d.h. Bedingung (a) gilt.
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

Wir betrachten einige Beispiele und Gegenbeispiele zu Vektorraumhomomorphismen:
(2.3) Beispiel.
(a) Die Abbildung
o: K3 = K2 (2,y,2) — (2,2)
ist ein K-Vektorraumhomomorphismus.
(b) Die Abbildung
0: K — K% z+ (0,2)
ist ein K-Vektorraumhomomorphismus.
(¢) Die Abbildung

@: Q22 - Q*3, (CCL Z)H(Za—Qb—Fc—&—Bd —a+b+3c+d a—b—c—i—d)

ist ein Q-Vektorraumhomomorphismus.
(d) Die Abbildung
0: R = R?, (2,9) — (z,y + 1)
ist kein R-Vektorraumhomomorphismus.
(e) Die Abbildung
¢:Q— Q% z s (2%,2%)

ist kein Q-Vektorraumhomomorphismus.
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Beweis.
(a) Fiir (z,y,2), (2/,y',2') € K3 gilt
p(@,y,2) + (@, ) =ple+ 'y +¢,2+2) = (242w +2) = (z,0) + (Z,2)
= p(z,y,2) + @',y 2).
Fir a € K, (z,y,2) € K3 gilt
ola(z,y,2)) = plax, ay, az) = (az,az) = a(z,x) = ap(x,y, 2).
Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus.
(b) Fir a,z,y € K gilt
plar +y) = (0,az +y) = a(0,2) + (0,y) = ap(z) + ¢(y).
Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus.
(¢) Fiir a,b,¢c,d,a’,b',c,d € Q gilt
a(s 0+ (0 ap=e(Cre 2t
=2(a+d)=20b+V)+ (c+)+5(d+d) —(a+a)+(b+V)+3(c+)+(d+d)
(a+a)—(b+V)—(ct+)+(d+d))
=(20—2b+c+bd+2d =20 +¢ +5d —a+b+3c+d—a +V +3 +d
a—b—c+d+ad -V - +d)
=(2a—-2b+c+5d —a+b+3c+d a—-b—c+d)
+ (20 =20+ 4+5d —a' +V +3d +d o -V - +d)

= w((i Z)) +90((Z: Z/,))-

Fiir e, a,b,c,d € Q gilt

Lp(@(i z>):<p(<zccl 22)):(26a26b+66+56d —ea+eb+3ec+ed ea—eb—ec+ed)

=(e(2a—2b+c+5d) e(—a+b+3c+d) ela—b—c+d))

Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist ¢ ein Q-Vektorraumhomomorphismus.

(d) Es ist
P(0%) = 9(0,0) = (0,0 +1) = (0,1) # (0,0) = 0"
Somit ist ¢ kein R-Vektorraumhomomorphismus.
(e) Esist o(1) = (12,13) = (1,1) und ¢(2) = (22,23) = (4,8), also
p(1+1) = p(2) = (4,8) # (1,1) + (1,1) = p(1) + (1).
Somit ist ¢ kein Q-Vektorraumhomomorphismus. O
Wir geben den Homomorphismen, bei denen Start und Ziel {ibereinstimmen, eine eigene Terminologie:

(2.4) Definition (Vektorraumendomorphismus). Es sei ein K-Vektorraum V gegeben. Ein Vektorraumendo-
morphismus Gber K (oder K-Vektorraumendomorphismus oder Endomorphismus von K-Vektorrdumen oder
K -Endomorphismus oder Endomorphismus) von V ist ein K-Vektorraumhomomorphismus von V nach V.
Die Menge der K -Vektorraumendomorphismen von V bezeichnen wir mit

End(V) = Endg (V) := Homg (V, V).
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(2.5) Beispiel. Die Abbildung
p: K = K2, (2,y) = (y,0)
ist ein K-Vektorraumendomorphismus.
Beweis. Fiir (x,y), (2',y') € K? gilt
e((z,y)+ @) =vl@+a’y+y)=(y+y,0) =0+ ¥, 0) = p(@,y) + (@' y).

Fiir a € K, (z,y) € K? gilt

pla(r,y)) = p(az, ay) = (ay,0) = a(y,0) = ap(z,y).

Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus und
wegen Source ¢ = K2 = Target ¢ somit ein K-Vektorraumendomorphismus. O

Komposition von Vektorraumhomomorphismen

Gewisse Paare von Abbildungen kénnen komponiert werden, gewisse Abbildungen kénnen invertiert werden.
Wir wollen nun Komposition und Inversion von Vektorraumhomomorphismen studieren.

(2.6) Bemerkung.

(a) Fir alle K-Vektorraumhomomorphismen ¢: V — W und ¢: W — X ist ¥ o ¢: V — X ein K-Vektor-
raumhomomorphismus.

(b) Fiir jeden K-Vektorraum V ist idy: V — V ein K-Vektorraumhomomorphismus.
Beweis.

a) Es seien K-Vektorraumhomomorphismen ¢: V — W und 3: W — X gegeben. Fiir v,v’ € V gilt dann
2 geg g

(Wop)(v+v) =v(pv+0) =v(p(v) + 9v") = V() +¥(p(") = (Yo )(v) + (Yo p)(v)
und fiir a € K, v eV gilt

(¥ 0 p)(av) = ¥(p(av)) = P(ap(v)) = ap(p(v)) = a (P o @)(v).

Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist somit ¢ o ¢p: V' — X ein K-Vektorraum-
homomorphismus.

(b) Es sei ein K-Vektorraum V gegeben. Fiir v,v" € V gilt dann
idy(v+0") =v+0 =idy(v) +idy ()
und fiir a € K, v € V gilt
idy (av) = av = aidy (v).

Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist somit idy: V' — V ein K-Vektorraum-
homomorphismus. O

Gewisse Abbildungen kénnen bzgl. der Komposition invertiert werden. Dabei kénnen Start- und Zielmenge einer
solchen invertierbaren Abbildung iiber diese miteinander identifiziert werden: Die Abbildung liefert eine Kor-
respondenz zwischen den einzelnen Elementen. Mit anderen Worten: Unter rein quantitativen Gesichtspunkten
sind diese Mengen nicht unterscheidbar.

Im Folgenden sind wir interessiert an Vektorraumhomomorphismen, die nicht nur als Abbildungen invertiert
werden koénnen, sondern sogar als Vektorraumhomomorphismen. Hierdurch wird sichergestellt, dass nicht nur
die Elemente von Start- und Zielvektorraum eines solchen Homomorphismus einander entsprechen, sondern
dass sich auch die Vektorraumstrukturen entsprechen. Bei strukturerhaltenden Abbildungen, welche als solche
invertierbar sind, spricht man von sogenannten Isomorphismen; im Fall von Vektorrdumen also von Vektorraum-
isomorphismen.
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(2.7) Definition (Vektorraumisomorphismus). Es seien K-Vektorrdume V und W gegeben.

(a) Ein Vektorraumisomorphismus tber K (oder K-Vektorraumisomorphismus oder Isomorphismus von
K -Vektorraumen oder K -Isomorphismus oder Isomorphismus) von V nach W ist ein K-Vektorraumhomo-
morphismus p: V — W so, dass ¢ eine invertierbare Abbildung und ¢~': W — V ein K-Vektorraum-
homomorphismus ist.

Die Menge der K -Vektorraumisomorphismen von V nach W bezeichnen wir mit

Iso(V, W) = Isox (V, W) := {¢ € Hom(V, W) | p ist ein K-Vektorraumisomorphismus}.
(b) Wir sagen, dass V isomorph zu W (als K -Vektorrdume) ist, geschrieben V = W falls ein K-Vektorraum-
isomorphismus von V nach W existiert.

(2.8) Beispiel. Die Abbildung

K? = KU (z,y) — (‘;)

ist ein K-Vektorraumisomorphismus.

Die folgende Bemerkung besagt, dass die Forderung der Linearitit von ¢~! in Definition (2.7)(a) redundant ist;
alle Vektorraumhomomorphismen, welche als Abbildungen invertierbar sind, sind de facto bereits Vektorraum-
isomorphismen.

(2.9) Bemerkung. Es sei ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Die folgenden Bedingungen
sind dquivalent.

(a) Esist ¢ ein K-Vektorraumisomorphismus.
(b) Es ist ¢ eine invertierbare Abbildung.
(¢) Es ist ¢ bijektiv.

Beweis. Nach Satz (A.49)(c) ist Bedingung (b) dquivalent zu Bedingung (c). Ferner ist jeder Isomorphismus
insbesondere eine invertierbare Abbildung, d.h. Bedingung (a) impliziert Bedingung (b). Um zu zeigen, dass die
drei Bedingungen dquivalent sind, geniigt es zu zeigen, dass Bedingung (b) Bedingung (a) impliziert.

Es gelte also Bedingung (b), d.h. es sei ¢ eine invertierbare Abbildung. Da ¢ ein Homomorphismus ist, haben
wir

plap™ (w) + 97 (W) = ap(p™ (W) + p(p~ (w') = aw + v’

und damit o~ (aw +w') = ap ™ (w) + 7L (w') fiir a € K, w,w’ € W. Nach dem Kriterium fiir Vektorraumho-
momorphismen (2.2) ist ¢! ein Homomorphismus und damit ¢ ein Isomorphismus, d.h. es gilt Bedingung (a).
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

Isomorphismen, bei denen Start und Ziel {ibereinstimmen, welche also zugleich Endomorphismen sind, erhalten
eine eigene Bezeichnung:

(2.10) Definition (Vektorraumautomorphismus). Es sei ein K-Vektorraum V' gegeben. Ein Vektorraum-
automorphismus tber K (oder K-Vektorraumautomorphismus oder Automorphismus von K -Vektorriumen
oder K-Automorphismus oder Automorphismus) von V ist ein K-Vektorraumisomorphismus von V nach V.
Die Menge der K -Vektorraumautomorphismen von V bezeichnen wir mit

GL(V) = Aut(V) = Autg (V) :=Isox (V, V).
(2.11) Beispiel. Die Abbildung
p: K = K2, (2,y) = (y,2)

ist ein K-Vektorraumautomorphismus.
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Beweis. Fiir (x,y), (2',y') € K? gilt
ez, y) + (@ y) =@+ 2’y +y) = (y+y 2 +2') = (y,2) + (. 2") = p(z,y) + (", ).
Fiir a € K, (z,y) € K? gilt
pla(z,y)) = plax,ay) = (ay,az) = a(y, z) = ap(z,y).
Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus. Ferner
gilt
ele(r,y)) = ey, x) = (z,y)
fiir (z,y) € K2, also 9o = idg= nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (A.35). Somit ist ¢ invertier-

bar mit =1 = . Insgesamt ist ¢ ein K-Vektorraumautomorphismus. O

Bild und Kern

Als néchstes werden wir sehen, dass jedem Vektorraumhomomorphismus zwei Untervektorrdume zugeordnet
werden konnen.

(2.12) Bemerkung. Es sei ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W gegeben.
(a) Es ist Im ¢ ein K-Untervektorraum von W.
(b) Es ist
Kerp ={v eV |p() =0}
ein K-Untervektorraum von V.
Beweis.

(a) Fiir v,v/ € V ist o(v) + (@) = p(v 4+ v') € Imy. Ferner ist p(0) = 0 € Imep. Fir a € K,
v € V ist schlieRlich a ¢(v) = p(av) € Im ¢. Nach dem Untervektorraumkriterium (1.15) ist also Im ¢ ein
Untervektorraum von W.

(b) Fiir v,v’" € Ker ¢ gilt p(v) = 0 und ¢(v') = 0, also auch
pv+v)=p) +e)=04+0=0

und damit v+ v’ € Ker . Wegen ¢(0) = 0 ist 0 € Ker . SchlieRlich gilt fiir v € Ker ¢ stets p(v) = 0, also
fiir @ € K auch

olav) =ap(v) =a0=0

und damit av € Ker ¢. Nach dem Untervektorraumkriterium (1.15) ist also Ker ¢ ein Untervektorraum
von V. O

(2.13) Definition (Kern). Es sei ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Der K-Untervektor-
raum

Kerp ={v eV |p() =0}
von V heifst Kern von .
Wir ermitteln als Beispiel den Kern des Vektorraumhomomorphismus aus Beispiel (2.3)(c):

(2.14) Beispiel. Es sei der Q-Vektorraumhomomorphismus
p: Q22 - QI3 (Z Z) = (2a—2b+c+5d —a+b+3c+d a—b—c+d)
gegeben.
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(a) Es ist
Im(p:(@(? 0 2)—0—@(3 2 0).

(b) Es ist
1 1 -2 0
Kerp =Q (O 0> +Q <_1 1) .
Beweis.

(a) Bs ist
me=(e((2 NI(E 5) e

={(2a—2b+c+5d —a+b+3c+d a—b—c+d)|<ccl Z)e@QXQ}
={a(2 -1 1)+b(-2 1 —-1)+c(l 3 —1)+d(5 1 1)|ab,cdeQ}
=(2 -1 1),(-2 1 -1),(1 3 =-1),(6 1 1)).

Wir schreiben die vier angegebenen Erzeuger als Zeilen in eine Matrix und formen diese mittels elementarer
Zeilenoperationen um:

2 -1 1 2 -1 1 4 -2 2
-2 1 -1 Iadd4‘1,—1Oadd3,1,10&dd2,1,1 0 0 0 mul; 2 0 0 0
1 3 -1 3 2 0 3 2 0
5 1 1 3 2 0 3 2 0

7 0 2

addyg,3,—10addy 3,1 0 0 O

3 2 0

0 0 0

Nach Korollar (1.23) und Proposition (1.22) ergibt sich
Imp=((7 0 2),(3 2 0))=Q(7 0 2)+Q(3 2 0).

(b) Es ist
o a b 2%2 a b o
kero = (& ) e@a((t F)-0)
{(Z Z)Gszz(Qa—2b+c+5d —a+b+3c+d a—-b—c+d) =0}
a b 2a — 2b+ ¢+ 5d
—{(c d)€Q2X2 —a+b+3c+d | =0}
a—b—c+d
- 2 -2 1 5 Z
—{ eQ>?|[-1 1 3 1 =0}
¢ d 1 -1 -1 1) (¢
d
- Z 2 -2 1 5
{( )e@m eSol(|-1 1 3 1],0)}.
c d c
1 -1 -1 1
d
Wir wenden elementare Zeilenoperationen an:
2 -2 1 5 e - ondd 0 0 33\ mu,, (0 O 3 3
-1 1 3 1| /22700 0 2 2]—=(0 0 1 1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1



adde » - ondd 0 0 0\ 1 -1 0 2
3,2,1 1,2,—-3 O O 1 SW1,3 O 0 1 1
1 -1 0 2 0 0 00
Nach Proposition (A.163) ist
2 -2 1 5 1 -1 0 1 _02
Sol({-1 1 3 1],00=s0l(|0 0 1 1],0=0|,|+Q] ]
1 -1 -1 1 0 0 0
0 1
und damit
a 1 -2
. a b 2%2 b 1 0
Kerso{(c d)e@ 1 €Qo +Qf 5 IP
d 0 1
a 1 -2
o a b 2% 2 . . b o 1 0
_{(C d)e@ | es gibt e, f € Q mit cl=<lo +f _1 }
d 0 1
_fe—=2f e _ 11 -2 0
—{( _f f)Ie,feQ}—@<0 0>+Q<_1 1). O

Mit Hilfe des Kerns, also der Faser {iber dem Nullvektor, kénnen wir alle nicht-leeren Fasern eines Vektorraum-
homomorphismus beschreiben:

(2.15) Proposition. Es seien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W und v € V gegeben. Dann ist
Kerp — o '({o(w)}), ur v +u

eine wohldefinierte Bijektion. Insbesondere ist

¢ ({p(v)}) = v+ Kerp.
Beweis. Auf Grund der Negierbarkeit von v ist f: V — V', u — v + u eine Bijektion. Ferner ist

f(Kerp) = {v' € V | es gibt ein u € Ker p mit v = f(u)}
= {v € V | es gibt ein u € Ker ¢ mit v’ = v + u}
={v eV ]|esgibteinu e Kerpmit v’ —v=u}={v" €V |v —veKerp}
V) =0} = () €V | pl0)) — pl0) =0} = [/ € V | o) = p(v)}

= ' ({p()}),
-1 v — . " . . eegen
or ;{‘p( W Ker ¢ — ¢~ 1({¢(v)}) einschriinkt. Die Injektivitit von f

1 -1
impliziert ferner die Injektivitit von fliz,, ;{‘a(v)} ). Insgesamt ist f|2,, ;{‘P(v)})

so dass f zu einer surjektiven Abbildung f|};

eine Bijektion. Insbesondere ist

o '{p()}) = Im f|§71({¢(v)}) = f(Kery) = v + Ker ¢. 0

er @

(2.16) Korollar. Es sei ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Die folgenden Bedingungen
sind aquivalent.

(a) Der K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W ist injektiv.
(b) Es ist Ker ¢ = {0}.

(c) Es gibt ein w € W derart, dass ¢~ 1({w}) einelementig ist.
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Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (b) und danach die Aquivalenz
von Bedingung (b) und Bedingung (c).

Zunichst gelte Bedingung (a), d.h. ¢ sei injektiv. Fiir v € Kerp ist p(v) = 0 = ¢(0), wegen der Injekti-
vitédt also v = 0. Somit ist Ker¢ C {0}. Da aber 0 in jedem Untervektorraum enthalten ist, impliziert dies
bereits Ker ¢ = {0}, d.h. es gilt Bedingung (b).

Nun gelte umgekehrt Bedingung (b), d.h. es sei Kerp = {0}. Ferner sei w € W gegeben. Wenn w ¢ Im
ist, so ist ¢ 1({w}) = 0. Daher sei im Folgenden w € Im, so dass es ein v € V mit w = (v) gibt. Nach
Proposition (2.15) ist dann aber

P ({w}) = ¢ ({e(v)}) = v + Kerp = v + {0} = {v}.

Somit besitzt jede Faser von ¢ hochstens ein Element. Nach Satz (A.49)(a) ist ¢ injektiv, d.h. es gilt Bedin-
qung (a).

Folglich sind Bedingung (a) und Bedingung (b) dquivalent.

Wenn Bedingung (b) gilt, so ist ¢~ 1({0}) = Keryp = {0} einelementig, es gilt also insbesondere auch Bedin-
gung (c).

Schlieflich gelte Bedingung (c), d.h. es gebe ein w € W derart, dass ¢! ({w}) einelementig ist. Ferner sei v € V
mit o~ 1({w}) = {v} gegeben. Dann ist w = ¢(v), nach Proposition (2.15) gilt also

v+ Kero =97 ({p(0)}) = ¢~ ({w}) = {v}

und damit Ker ¢ = {0}, d.h. es gilt Bedingung (b).
Folglich sind auch Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent.
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

Nach Korollar (2.16) ist der Kern eines Vektorraumhomomorphismus also ein ,Maf* dafiir, wie weit der Homo-
morphismus davon ,,entfernt” ist, injektiv zu sein — ganz analog zur Tatsache, dass das Bild einer Abbildung ein
,2Mafk fiir deren Surjektivitat ist.

(2.17) Korollar. Ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W ist genau dann ein K-Vektorraumisomor-
phismus, wenn Ker ¢ = {0} und Imp = W ist.

Beweis. Nach Bemerkung (2.9) ist ein Homomorphismus ¢: V' — W genau dann ein Isomorphismus, wenn er
bijektiv, also injektiv und surjektiv, ist. Nach Korollar (2.16) ist ¢ genau dann injektiv, wenn Kerp = {0}
ist. Ferner ist ¢ genau dann surjektiv, wenn Im¢ = W ist. Insgesamt ist ¢ genau dann ein Isomorphismus,
wenn Ker ¢ = {0} und Im p = W ist. O

Fortsetzen von Vektorraumhomomorphismen

Zur effizienten Beschreibung von (Unter-)Vektorrdumen wurden in Abschnitt 1 einige Begriffe, wie etwa der der
linearen Hiille, siehe Definition (1.18), oder der einer Basis, siche Definition (1.39), eingefiihrt. Im Folgenden
werden wir sehen, dass diese Begriffe auch zur Beschreibung von Vektorraumhomomorphismen dienen.

(2.18) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraum V', ein n € Ny und ein n-Tupel s = (s1,...,5,) in V gegeben.
Dann ist

As: K" =V, a— Z a;$;

i€[1,n]
ein K-Vektorraumhomomorphismus mit As(e;) = s; fiir j € [1,n].

Beweis. Fiir a,a’ € K™ gilt

As(a+a') = Z (a+ad)is; = Z (a; + a})s Z a;s; + Z ais; = As(a) + Ag(a’).

i€[1,n] i€[1,n] i€[1,n] i€[1,n]

Firce K, a € K" gilt

As(ca) = Z Z ca;s; = c Z a;8; = cAs(a).

i€[1,n] i€[1,n] i€[1,n]
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Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist also A; ein Homomorphismus. Fiir j € [1,n] gilt
ferner

As(e;) = Z Z i jsi =sj. O

i€[1,n] i€[1,n]
(2.19) Proposition. Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V', n € Ny und ein n-Tupel (s1, ..., S,)
in V gegeben.
(a) Wenn (sq,...,sy,) ein Erzeugendensystem von V ist, so gibt es fiir jeden K-Vektorraum W und jedes n-Tu-
pel (t1,...,t,) in W hochstens einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W mit ¢(s;) = ¢; fur
alle i € [1,n].

(b) Wenn (s1,...,8,) linear unabhingig in V ist, so gibt es fiir jeden K-Vektorraum W und jedes n-Tu-
pel (t1,...,t,) in W mindestens einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W mit ¢(s;) = t; fir
alle i € [1,n].

(¢) Wenn (s1,..., s,) eine Basis von V ist, so gibt es fiir jeden K-Vektorraum W und jedes n-Tupel (¢1,...,t,)
in W genau einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V — W mit ¢(s;) = t; fiir alle ¢ € [1,n].

Beweis.

(a) Es sei (s1,...,5,) ein Erzeugendensystem von V und es seien ein K-Vektorraum W und ein n-Tu-
pel (t1,...,t,) in W und ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W mit o(s;) = ¢; fiir ¢ € [1,n]
gegeben. Ferner sei v € V gegeben. Da (s1,...,s,) ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es ein a € K™
mit v = Zie[l,n] a;s;. Wir erhalten

p0)=( D> as)= Y aipls)= > at

i€[1,n] i€[1,n] i€[1,n]
Da v € V beliebig war, ist ¢ durch (¢1,...,t,) bereits eindeutig bestimmt.

(c) Esseis=(s1,...,sy) eine Basis von V und es seien ein K-Vektorraum W und ein n-Tupel t = (¢1,...,t,)
in W gegeben. Nach (a) gibt es hochstens einen Homomorphismus ¢: V' — W mit ¢(s;) = ¢; fiir i € [1,n].
Wir miissen also noch die Existenz eines solchen Homomorphismus zeigen. Nach Bemerkung (2.18)
sind Ag: K — V, a — Zze[l n] @iSi und As: K — W, a — Zle[l n] Gili Homomorphismen. Da s
eine Basis von V ist, ist ferner A bijektiv und damit ein Isomorphismus nach Bemerkung (2.9). Folglich
ist  := Ay o A; ! ein Homomorphismus nach Bemerkung (2.6)(a).

At At
Kt — W ej —— tj
?\SJR/ A{/
1% Sj

Fiir ¢ € [1,n] gilt nach Bemerkung (2.18) schlieflich
p(si) = M(AT(s0)) = Aeler) =t

(b) Es sei (s1,...,8,) linear unabhéingig in V' und es seien ein K-Vektorraum W und n-Tupel (t1,...,t,)

in W gegeben. Nach dem Basisergéinzungssatz (1.53) gibt es ein p € Np und ein p-Tupel (s},...,s,) in V
so, dass (s1,...,5n,57,...,5),) eine Basis von V ist. Nun gibt es aber nach (c) (genau) einen Homomor-
phismus : V' — W mit ¢(s;) = ; fiir i € [1,n] und ¢(s}) = 0 fiir j € [1,p]. O
Alternativer Beweis von Proposition (2.19)(c). Da s = (s1,. .., $,) eine Basis von V ist, gibt es fiir jedes v € V
genau ein ¢ € K™ mit v = Zie[l n) @iSi- Folglich erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung ¢: V — W mit
o( Z a;8;) = Z ait;
i€[1,n] 1€[1,n]
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fiir a € K™. Wegen

(Z a;S; + Z bisi):go(z (a; +b;)s;) = Z (a; +b)t; = Z a;t; + Z bit;
]

1€[1,n] i€[1,n] 1€[1,n] i€[1,n i€[1,n] i€[1,n]
=e( D as) e 3 bis)
1€[1,n] 1€[1,n]

fiir a,b € K™ und
o(c Z a;s;) = ¢( Z ca;8;) Z cait; = ¢ Z ait; = co( Z a;s;)
1€[1,n] i€[1,n] 1€[1,n] i€[1,n] 1€[1,n]
fir ce K, a € K™ ist ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus. Schlielich gilt
(Y Sigsi)= D Sigti=t
i€[1,n] i€[1,n]
fir j € [1,n]. O

(2.20) Beispiel. Es gibt genau einen Q-Vektorraumhomomorphismus ¢: Q**2 — Q2?*! mit

(-0 - ()t 06 ()
gegeben durch
‘/’(C: Z>) - <2aa—+bz—d2d>
fir a,b,c,d € Q.
Beweis. Bs ist
(0 0)-( o) (o) )

eine Basis von Q?*2. Somit gibt es nach Proposition (2.19)(c) genau einen Homomorphismus ¢: Q?*2 — Q?*1

T D - ()AL (e - ()

gegeben durch
a b 1 0 0 1 0 0 0 0
e ap=eelo o)+ o) =< 0) <o 1)
(1 0 0 2\ a+2d
—efa) o ()=o) =) - (3 )
fiir a,b,c,d € Q. O

(2.21) Proposition. Es seien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W, n € Ny und eine Ba-
sis s = (s1,...,5,) von V gegeben.

(a) Genau dann ist ¢ surjektiv, wenn (¢(s1),...,9(s,)) ein Erzeugendensystem von W ist.
(b) Genau dann ist ¢ injektiv, wenn (¢(s1),...,9(Sn)) linear unabhéngig in W ist.
(c) Genau dann ist ¢ ein Isomorphismus, wenn (¢(s1),...,¢(s,)) eine Basis von W ist.

Beweis. Es sei ¢ := (p(s1),...,¢(sn)). Da s eine Basis von V ist, ist A;: K™ =V, a— >,
Nach Bemerkung (2.18) ist ¢ = A, o A7t mit Ay: K™ — W, a Dicn) @iti-

i€[1,n] Qi bijektiv.

(a) Genau dann ist ¢ surjektiv, wenn A; surjektiv ist, d.h. wenn ¢ ein Erzeugendensystem von W ist.
(b) Genau dann ist ¢ injektiv, wenn A; injektiv ist, d.h. wenn ¢ linear unabhéngig in W ist.

(¢) Nach Bemerkung (2.9) ist ¢ genau dann ein Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist. Dies gilt aber genau
dann, wenn A; bijektiv ist, d.h. wenn ¢ eine Basis von W ist. O]
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Rang und Defekt

Nachdem wir in Proposition (2.21) gesehen haben, dass sich Basen gut zur Beschreibung von Vektorraumho-
momorphismen eignen, stellen wir nun im endlichdimensionalen Fall einen Zusammenhang zwischen Bild und
Kern eines Vektorraumhomomorphismus her.

(2.22) Definition (Rang, Defekt). Es sei ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben.

(a) Es sei Im ¢ endlichdimensional. Der Rang von ¢ iiber K (oder K-Rang von ¢ oder Rang von ¢) ist
definiert als

rk p = rkg ¢ := dimg (Im ).

(b) Es sei Ker ¢ endlichdimensional. Der Defekt von ¢ ist definiert als

def ¢ = defx ¢ := dimg (Ker ).

(2.23) Beispiel. Es sei der Q-Vektorraumhomomorphismus

p: Q2 5 QP (‘C‘ 2) = (2a—2b+c+5d —a+b+3c+d a—b—c+d)
gegeben.
(a) Es ist
rkg p = 2.
(b) Es ist
defg ¢ = 2.
Beweis.

(a) Nach Beispiel (2.14)(a) ist
(7 0 2,3 2 0))
eine Basis von Im ¢ und damit
rk ¢ = dim(Im ¢) = 2.
(b) Nach Beispiel (2.14)(b) ist
(o 0)- (5 1)
eine Basis von Ker ¢ und damit
def ¢ = dim(Ker ¢) = 2. O
(2.24) Bemerkung. Es sei ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben.

(a) Es sei W endlichdimensional. Dann ist Im ¢ endlichdimensional und es gilt

ki @ < dimg W.

(b) Es sei V endlichdimensional. Dann ist Ker ¢ endlichdimensional und es gilt

defg ¢ < dimg V.

48



Beweis.

(a) Nach Bemerkung (2.12)(a) ist Im ¢ ein Untervektorraum des endlichdimensionalen K-Vektorraums W
und damit endlichdimensional mit

rk o = dim(Im ¢) < dim W
nach Proposition (1.68).

(b) Nach Bemerkung (2.12)(b) ist Ker ¢ ein Untervektorraum des endlichdimensionalen K-Vektorraums V'
und damit endlichdimensional mit

def ¢ = dim(Ker¢) < dimV
nach Proposition (1.68). O
(2.25) Bemerkung. Es sei ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben.

(a) Es sei W endlichdimensional. Genau dann ist ¢ surjektiv, wenn
kg o = dimg W,
gilt.
(b) Genau dann ist ¢ injektiv, wenn Ker ¢ endlichdimensional ist und
defg =0
gilt.
Beweis.

(a) Nach Bemerkung (2.24)(a) ist Im ¢ endlichdimensional. Da rk¢ = dim(Im¢) ist, gilt nach Propositi-
on (1.68) genau dann rk ¢ = dim W, wenn Im ¢ = W ist, d.h. wenn ¢ surjektiv ist.

(b) Nach Korollar (2.16) ist ¢ genau dann injektiv, wenn Ker ¢ = {0} ist. Falls Ker ¢ endlichdimensional ist,
so gilt wegen def ¢ = dim(Ker ¢) genau dann Ker ¢ = {0}, wenn def ¢ = 0 ist. Somit ist ¢ genau dann
injektiv, wenn Ker ¢ endlichdimensional ist und def ¢ = 0 gilt. O

(2.26) Korollar. Es sei ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W so gegeben, dass W und Ker ¢ endlich-
dimensional sind. Genau dann ist ¢ ein K-Vektorraumisomorphismus, wenn def i ¢ = 0 und rkg ¢ = dimg W
ist.

Beweis. Nach Bemerkung (2.9) ist ein Homomorphismus ¢: V' — W genau dann ein Isomorphismus, wenn er bi-
jektiv, also injektiv und surjektiv, ist. Ferner ist ¢ nach Bemerkung (2.25)(b) genau dann injektiv, wenn def o = 0
ist, und nach Bemerkung (2.25)(a) genau dann surjektiv, wenn rk ¢ = dim W ist. Insgesamt ist ¢ genau dann
ein Isomorphismus, wenn def ¢ = 0 und rk ¢ = dim W ist. O

(2.27) Proposition. Esseien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W, r,d € Ny, ein r-Tupel (s1, ..., s,)
in V und ein d-Tupel (s7,...,s,) in Ker ¢ gegeben. Wenn zwei der folgenden Bedingungen erfiillt sind, dann
auch die dritte.

(a) Esist (s1,...,8,87,...,s,) eine Basis von V.
(b) Esist (¢(s1),--.,%(sr)) eine Basis von Im ¢.
(c) Esist (s),...,s)) eine Basis von Ker ¢.

Beweis. Zunichst gelte Bedingung (a) und Bedingung (b), d.h. es sei (s1,..., S, 5},...,s)) eine Basis von V'
und es sei (¢(s1),...,9(s,)) eine Basis von Im¢. Die lineare Unabhéngigkeit von (s1,...,s,,8},...,s;) in V
impliziert dann die lineare Unabhéngigkeit von (s,...,s/;) in Ker ¢. Um zu zeigen, dass (s}, ..., s}) ein Erzeu-
gendensystem von Ker ¢ ist, sei v € Ker ¢ gegeben. Dann ist insbesondere v € V und da (s1,..., 8., 5},...,5))
ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es a € K" und o’ € K¢ mit v = Zie[l,r] a;8; + Zie[l’d] a;si. Da Ker o
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nach Bemerkung (2.12)(b) ein Untervektorraum von V ist, folgt aus v € Kerp und s; € Ker fiir i € [1,d]
auch Y7,y g aisi = v — 3 e q @;5; € Ker . Folglich ist

0= (p( Z aisi) = Z Q; 90(51)

i€[1,7] 1€[1,7]

Die lineare Unabhéngigkeit von (¢(s1), ..., ¢(s;)) impliziert a = 0, es gilt also v =37, g ais; € (s1,...,sy).
Somit ist (s],...,s]) ein Erzeugendensystem von Ker ¢. Insgesamt ist (s],...,s/;) eine Basis von Ker ¢, d.h. es
gilt Bedingung (c).

Als néchstes gelte Bedingung (a) und Bedingung (c), d.h. es sei (s1,...,s,s],...,s);) eine Basis von V und
es sei (sf,...,s,) eine Basis von Ker . Nach Proposition (2.21)(a) impliziert die Surjektivitdt der Restrikti-
on "MV — Imep, v @(v), dass (¢(s1),-..,0(sr), 2(s1), ..., p(s})) ein Erzeugendensystem von Im ¢ ist.
Wegen ¢(s;) = 0 fiir ¢ € [1,d] ist nach Proposition (1.22) dann aber sogar (¢(s1),...,¢(s,)) ein Erzeugen-
densystem von Im . Um zu zeigen, dass (¢(s1),...,9(s-)) auch linear unabhéngig in Im ¢ ist, sei a € K"
mit Zie[l,r] a; ¢(s;) = 0 gegeben. Da ¢ ein Homomorphismus ist, erhalten wir

P( Y asi)= Y aip(si) =0,

1€[1,r] 1€[1,7]

d.h.esist 3,y ,aisi € Kerp. Da (s),...,8,) ein Erzeugendensystem von Ker o ist, gibt es ein o/ € K¢
mit D ey, @isi = D ieqn,q @i Bs folgt

0= Z a;8; — Z ais, = Z a;s; + Z (—a})s;
] ]

1€[1,r] i€[l,d i€[1,r] i€(l,d

und auf Grund der linearen Unabhéngigkeit von (s1,...,s,,s],...,s,) somit ¢ = 0 und —a’ = 0. Nach dem Krite-
rium fiir lineare Unabhhéngigkeit (1.34) ist (¢(s1), ..., ¢(sr)) linear unabhéngig. Insgesamt ist (¢(s1), ..., @ (sr))
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem und damit eine Basis von Im ¢, d.h. es gilt Bedingung (b).
Schliefslich gelte Bedingung (b) und Bedingung (c), d.h. es sei (¢(s1),...,%(s,)) eine Basis von Im¢ und
es sei (s),...,s)) eine Basis von Kery. Um zu zeigen, dass (s1,...,8,,s],...,s,;) linear unabhéngig ist, sei-
enac K", a' € K% mit Zie[l’r] a;s; + Zie[l’d] a;s; = 0 gegeben. Da ¢ ein Homomorphismus ist, folgt

0=0(0)=0( > asi+ Y aisp)= > aipls)+ >, ajo(si)= > aio(si)

i€[1,r] i€[1,d] i€[1,r] i€[1,d] i€[1,r]
und auf Grund der linearen Unabhéngigkeit von (¢(s1),...,9(s)) in W somit a = 0. Dies impliziert aber nun
Z a;s, = Z a;s; + Z a;s; =0,
i€[1,d] i€[1,7] 1€[1,d]
so dass auf Grund der linearen Unabhéngigkeit von (s},...,s)) in V auch o’ = 0 folgt. Nach dem Kri-
terium fiir lineare Unabhhéngigkeit (1.34) ist (si,...,,,5],...,5)) linear unabhéngig in V. Um zu zeigen,
dass (s1,...,8,8%,...,8;) ein Erzeugendensystem von V ist, sei v € V gegeben. Da (¢(s1),...,¢(s,)) ein Er-

zeugendensystem von Im ¢ ist, gibt es ein a € K" mit ¢(v) = Zie[lﬂ a; ©(s;). Nun ist ¢ ein Homomorphismus,
es folgt also

plo— Y as) =)= Y aip(s) =0

i1, ie[1,r]
und damit v — Zie[l’r] a;s; € Kerp. Da auferdem (s,...,s) ein Erzeugendensystem von Ker ¢ ist, gibt es
ein o’ € K¢ mit v — Dic(i] @iSi = Dieq1,a) 4;S;- Dies impliziert schlieflich
v= Z a;s; + Z ;s € (81, Spy Sy, Sy).
icl,r] i€[1,d]
Folglich ist (s1,...,sy,s],...,s,) ein Erzeugendensystem von V. Insgesamt ist (s1,..., S, s],...,s)) eine Basis
von V, d.h. es gilt Bedingung (a). O
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(2.28) Korollar (Rangsatz). Es sei ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Genau dann
ist V' endlichdimensional, wenn Im ¢ und Ker ¢ endlichdimensional sind. In diesem Fall gibt es r,d € Ny,
ein r-Tupel (s1,...,s,) und ein d-Tupel (s7,...,s);) in V derart, dass (s1,...,S,,5],...,5);) eine Basis von V
und (p(s1),...,¢(s,)) eine Basis von Im ¢ und (s}, ...,s}) eine Basis von Ker ¢ ist. Insbesondere gilt

dimg V =rkg ¢ + def g .

Beweis. Zunichst sei V' endlichdimensional. Nach Bemerkung (2.24)(b) ist dann auch Ker ¢ endlichdimensional,
d.h. es gibt ein d € Ny und eine Basis (s/,...,s/) von Ker . Ferner gibt es nach Korollar (1.55) ein r € Ny
und ein r-Tupel (s1,...,s,) in V so, dass (s1,...,sr,s],...,s)) eine Basis von V ist. Nach Proposition (2.27)
ist (¢(s1),...,9(sr)) eine Basis von Im ¢ und damit Im ¢ endlichdimensional. Es folgt

dimV =r+d=dim(Im¢) + dim(Ker ¢) = rk ¢ + def ¢.

Umgekehrt seien Im ¢ und Ker ¢ endlichdimensional. Da Im ¢ endlichdimensional ist, gibt es ein r € Ny und
ein r-Tupel (sq,...,s,) in V derart, dass (¢(s1),...,¢(s,)) eine Basis von Im ¢ ist, und da Ker¢ endlich-
dimensional ist, gibt es ein d € Ny und eine Basis (s/,...,s/) von Ker¢. Nach Proposition (2.27) ist dann
aber (s1,...,5r,s],...,s)) eine Basis von V und damit V' endlichdimensional. O

(2.29) Korollar. Es sei ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W so gegeben, dass V und W endlichdi-
mensional sind und dimg V = dimg W gilt. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Es ist ¢ ein K-Vektorraumisomorphismus.
(b) Es ist ¢ injektiv.

(
(d

(e) Esist rkx ¢ = dimg W.

)
)

¢) Es ist ¢ surjektiv.
) Esist defx ¢ = 0.
)

Beweis. Nach dem Rangsatz (2.28) gilt
dim W = dim V = def ¢ + rk .

Folglich gilt genau dann defy = 0, wenn rkp = dim W ist, d.h. Bedingung (d) und Bedingung (e) sind
dquivalent.

Ferner ist ¢: V' — W nach Korollar (2.26) genau dann ein Isomorphismus, wenn def ¢ = 0 und rkp = dim W
ist. Dies zeigt die Aquivalenz von Bedingung (a), Bedingung (d) und Bedingung (e).

Schliefslich ist Bedingung (c) dquivalent zu Bedingung (e) nach Bemerkung (2.25)(a), und es ist Bedingung (b)
aquivalent zu Bedingung (d) nach Bemerkung (2.25)(b).

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b), Bedingung (c), Bedingung (d) und Bedingung (e) dquivalent. [J

(2.30) Proposition. Es seien K-Vektorraumhomomorphismen ¢: V. — W und v: W — X so gegeben,
dass Im ¢ und Im ¢ endlichdimensional sind. Dann ist auch Im(v o ¢) endlichdimensional und es gilt

tki (1 0 p) < min(rkg ¥, rkg ).

Beweis. Es ist Im(¢) o ¢) ein Untervektorraum von Im. Nach Proposition (1.68) ist mit Im1) folglich auch
Im(e o ) endlichdimensional und es gilt

rk(¢ o ) = dim(Im(y) 0 ¢)) < dim(Im ¢)) = rk .
Andererseits ist Im(¢ o ¢) = Im ®|1m . Da Im ¢ endlichdimensional ist, folgt nach dem Rangsatz (2.28) auch
k(1) o ) = dim(Im(¢ o ¢)) = dim(Im Y |m o) = kY| < dim(Imp) = rk.

Insgesamt haben wir k(¢ o ¢) < min(rk ), rk ). O
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Darstellung von endlichdimensionalen Untervektorrdumen als Bild und Kern

Nach Bemerkung (2.12) sind Bild und Kern eines Vektorraumhomomorphismus stets Untervektorrdume (des
Ziel- bzw. Startvektorraums des Homomorphismus). Wir wollen der Frage nachgehen, ob sich jeder endlich-
dimensionale Untervektorraum eines (endlichdimensionalen) Vektorraums als Bild bzw. Kern von geeigneten
Vektorraumhomomorphismen darstellen l&sst.

Hierzu seien ein K-Vektorraum V', ein K-Untervektorraum U von V', m € Ny und eine Basis s = (s1,...,$m)
von U gegeben. Nach Bemerkung (2.18) und Bemerkung (1.33) ist dann

As: K™=V, a— Z a;s;

i€[1,m]
ein injektiver K-Vektorraumhomomorphismus mit
ImAs; = (s1,...,8m) =U.

Um zu zeigen, dass sich U auch als Kern eines geeigneten Homomorphismus darstellen lasst, sei weiter an-
genommen, dass V endlichdimensional ist. Nach Korollar (1.55) gibt es dann ein n € Ny und ein n-Tu-
pel (sf,...,s),) in V derart, dass (s1,...,8m,S],...,s)) eine Basis von V ist. Ferner gibt es nach Propositi-
on (2.19)(c) genau einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — K™ mit ¢(s;) = 0 fiir ¢ € [1,m] und o(s}) = e;
fir ¢ € [1,n], und dieser Homomorphismus ist surjektiv nach Proposition (2.21)(a). Da (s1,...,8m, S, -.,5))
eine Basis von V und (p(s}),...,¢(s))) = (e1,...,e,) eine Basis von K" ist, ist nach Proposition (2.27)

folglich (s1,...,$m) eine Basis von Ker ¢ und damit
Keryp = (s1,...,8m) =U.

(2.31) Beispiel. Es sei der Q-Untervektorraum

U=

O = O
SN = O
= o O O

von Q**1 gegeben.
(a) Die Abbildung

a
b

a+2b
c

A Q% — QY (a,b,e) =

ist ein Q-Vektorraumhomomorphismus mit Im A = U.

(b) Die Abbildung

p: QY = Q1 — (—a—2b+c)

QU O

ist ein Q-Vektorraumhomomorphismus mit Kery = U.

Beweis.

(a) Nach Bemerkung (2.18) und Bemerkung (1.33) ist

A QP = QY (a,b,0) > a +b +e

— o O o

O = O
O N = O
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ein injektiver Homomorphismus mit

1 0 0
0 1 0
ImA = 21 1o y="U.
0 0 1
Fiir a,b,c € Q gilt
1 0 0 a
0 1 0 b
Aa,b,¢) =a 1 +5b ol Telol = 0+ 2
0 0 1 c
Da
1 0 0 0
0 1 0 0
( 117121°(0]]1 )
0 0 1 0

eine Basis von Q**! ist, gibt es nach Proposition (2.19)(c) genau einen Homomorphismus ¢: Q**! — Q!

mit

1 0 0 0
o[ h=0el| s =00 =0 (| [ =
0 0 1 0
und da
0
(| )=t
0

1 0 0
0 1 0
Ker¢_< 1 |2 ) >_U
0 0 1
Fiir a,b,¢,d € Q gilt
a 1 0 0 0
b 0 1 0 0
o . ) = l(a 1 +b 9 +d 0 +(—a—2b+¢) 1 )
d 0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
=ap(| ) Fbe(| o [)+de(] o)+ (ma=2b+c) (| | |)
0 0 1 0
=a-0+b-0+d-0+(—a—2b+cley =(—a—2b+c). O

Klassifikation endlichdimensionaler Vektorraume

In Abschnitt 1 haben wir Vektorraume als Abstraktion der konkreten Beispiele R? und R? eingefiihrt. Nun wer-
den wir sehen, dass zumindest alle endlichdimensionalen K-Vektorrdume ,im Wesentlichen gleich“ dem K-Vek-
torraum K™ fiir ein n € Ny sind. Hierbei werden wir sehr prézise sagen, was ,,im Wesentlichen gleich® bedeutet,
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wir werden némlich den in Definition (2.7)(b) eingefiihrten Isomorphiebegriff verwenden. Diese Isomorphie
kénnen wir durch Angabe eines konkreten Isomorphismus realisieren: Fiir jedes n € Ny und jeden n-dimen-
sionalen K-Vektorraum V erhalten wir einen solchen Isomorphismus durch Wahl einer Basis s = (s1,...,55)
von V, denn die Abbildung

As: K" >V, a— Z a;S;

i€[1,n]

ist dann nach Bemerkung (2.18) und Bemerkung (2.9) ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.
Wir werden aber sogar noch einen Schritt weitergehen und die Isomorphie von endlichdimensionalen Vektor-
rdumen mit Hilfe der Dimension charakterisieren:

(2.32) Satz. Es seien endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W gegeben. Genau dann ist
V=W,

wenn
dimg V =dimg W

ist.

Beweis. Zunéchst gelte V= W, so dass es einen Isomorphismus ¢: V — W gibt. Da V endlichdimensional ist,
gibt es nach Korollar (1.52) ein n € Ny und eine Basis (s1,...,$,) von V. Nach Proposition (2.21)(c) ist dann
aber (p(s1),...,¢(sy)) eine Basis von W. Insbesondere gilt dimV =n = dim W.

Nun gelte umgekehrt dim V' = dim W. Da V und W endlichdimensional sind, gibt es nach Korollar (1.52)
ein m € Ny und eine Basis (s1,...,s;,) von V sowie ein n € Ny und eine Basis (¢1,...,t,) von W. Es gilt

m=dimV =dimW =n.

Nach Proposition (2.19)(c) gibt es genau einen Homomorphismus ¢: V' — W mit ¢(s;) = t; fiir alle i € [1,n],
und nach Proposition (2.21)(c) ist ¢ ein Isomorphismus. Insbesondere gilt V' = W. O

(2.33) Korollar (Klassifikation endlichdimensionaler Vektorrdume). Es seien n € Ny und ein endlichdimen-
sionaler K-Vektorraum V gegeben. Genau dann ist

dimK V= n,

wenn

ist.

Beweis. Nach Beispiel (1.65)(a) ist dim K™ = n. Somit gilt genau dann dimV = n, wenn dim V' = dim K™ ist,

was nach Satz (2.32) aber dquivalent zu V' = K™ ist. O
(2.34) Beispiel. Fiir m,n € Ny ist K™*" = K™,

Beweis. Fir m,n € Ny ist dim K™*"™ = mn nach Beispiel (1.65)(b), so dass aus Korollar (2.33) bereits K™*" =
K™ folgt. O

Vektorraum der Homomorphismen

Zum Schluss dieses Abschnitts zeigen wir, dass die Menge der Vektorraumhomomorphismen zwischen zwei
Vektorrdumen ebenfalls zu einem Vektorraum wird und dass diese Vektorraumstruktur vertréglich mit der
Komposition von Vektorraumhomomorphismen ist.
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(2.35) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraum V und eine Menge X gegeben. Die Menge Map(X, V) wird
ein K-Vektorraum mit Addition gegeben durch

(f+9)() = f(z)+g(2)

fir x € X, f,g € Map(X, V) und Skalarmultiplikation gegeben durch
(af)(x) = af(z)

firx € X,a € K, f € Map(X,V).

Beweis. Dies lisst sich analog zu Beispiel (1.4)(d) beweisen. Die Details seien dem Leser zur Ubung iiberlassen.
O

(2.36) Proposition. Es seien ein Kérper K und K-Vektorrdume V und W gegeben. Dann ist Homg (V, W)
ein K-Untervektorraum von Map(V, W).

Beweis. Fir p,1 € Homg (V, W) gilt
(e +¥)(v+0) =pv+2) + 9 +0") = ) + o) + ¥ (v) + D) = p(v) + ¥ (v) + (V') + (V)

= (p+Y)(v) + (¢ +¥)(¥),
(o + 1) (bv) = p(bv) +p(bv) = bp(v) + b (v) = b(p +P)(v)

fir alle b € K, v,v’" € V und damit ¢ + ¢ € Homg (V, W) nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphis-
men (2.2). Ferner ist

O(v+v")=0=0+0=0(v) +0(),
0(bv) =0=0b-0=100(v)

fir alle b € K, v,v" € V und damit 0 € Homg(V,W) nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphis-
men (2.2). Fiir a € K, ¢ € Homg (V, W) gilt schlieflich

(a@) (v +0") = ap(v + ) = a(p(v) + (")) = ap(v) + ap() = (ap)(v) + (ap)(v"),
(a)(bv) = ap(bv) = abp(v) = ba p(v) = b(ap)(v)

fir alle b € K, v,v' € V und damit ap € Homg (V, W) nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphis-
men (2.2).
Nach dem Untervektorraumkriterium (1.15) ist Homg (V, W) ein Untervektorraum von Map(V, W). O

(2.37) Proposition. Es seien K-Vektorriume V, W, X gegeben.
(a) Fiir ¢ € Hom(V, W), 1,4’ € Hom(W, X) gilt
W+ op=yop+iop.
Fiir ¢, ¢’ € Hom(V, W), ¢ € Hom(W, X) gilt
Yo(p+¢)=vop+yoy.
(b) Fiir a € K, ¢ € Hom(V, W), ¢ € Hom(W, X) gilt
(av) oo =9 o(ap) =a(yop).
Beweis.
(a) Fiir ¢ € Hom(V, W), 1,4’ € Hom(W, X) gilt
(Y +9") o p)(v) = (¥ +¥)(p(v)) = Y(e)) + ¥ (p(v) = (Yo + ¢ o p)(v)
fiir alle v € V und damit () +¥') 0 ¢ = 1h 0+’ o . Fiir ¢, ¢’ € Hom(V, W), v € Hom(W, X) gilt
(W o(p+@))(v) =9+ ¢)(v) =v(p) + ¢'(v) = Y(p©)) + Y(¥'(v)) = (Yo +1o¢)(v)
fiir alle v € V und damit o (p+ ¢') =1 o +1po .
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(b) Fiir a € K, ¢ € Hom(V, W), v € Hom(W, X) gilt
((a) 0 ) (v) = (a)(p(v)) = ap(p(v)) = (a(y © ¥))(v),
(¢ 0 (ap))(v) = p((ap)(v)) = Y(ap(v)) = ay(p(v)) = (a( o ¢))(v)
fiir alle v € V und damit (at)) o ¢ = ¥ o (ap) = a(y o p). O

(2.38) Korollar. Es sei ein K-Vektorraum V' gegeben. Die abelsche Gruppe Endg (V) wird ein Ring mit
Multiplikation gegeben durch Komposition. Die Eins von Endg (V) ist idy.

3 Matrixkalkiil

In Korollar (2.33) haben wir gesehen, dass es iiber einem gegebenen Korper fiir jedes n € Ny bis auf Isomor-
phie genau einen n-dimensionalen Vektorraum gibt. Diese Tatsache wollen wir im Folgenden ausnutzen, um
einen Kalkiil zum Rechnen mit abstrakten Vektorrdumen und abstrakten Vektorraumhomomorphismen zu ent-
wickeln. Hierzu werden wir Vektoren als Spalten und Vektorraumhomomorphismen durch beliebige Matrizen
kodieren, vgl. Definition (3.6) und Definition (3.8). Die Anwendung eines Homomorphismus auf einen Vektor
wird dann einer Multiplikation einer Matrix an eine Spalte entsprechen, vgl. Proposition (3.11), wihrend sich
die Komposition von Homomorphismen in eine Matrixmultiplikation iibersetzt, vgl. Proposition (3.13)(a).

Im Folgenden, bis zum Ende des Abschnitts und mit Ausnahme einiger Beispiele, sei stets ein Korper K gegeben.
Spalteninterpretation

Wir beginnen zunéchst mit der einfacheren, umgekehrten Richtung und zeigen, dass jede Matrix durch geeignete
Interpretation einen Vektorraumhomomorphismus liefert:

(3.1) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und A € K™*™ gegeben. Die Abbildung
Qa: KM 5 K™ g Ag
ist ein K-Vektorraumhomomorphismus.
Beweis. Fiir z,z’ € K™ ist
oalz+2)=Alx+2") = Az + Az’ = pa(z) + @a(2)).
Fira € K, x € K™ ist
@alar) = A(ax) = aAz = a @ o(z).
Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist @ 4 ein Homomorphismus. O
(3.2) Definition (Spalteninterpretation). Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir A € K™*™ heifst
Qa: KM 5 K™ g Ag

die Spalteninterpretation von A.

(3.3) Beispiel. Die Abbildung

T —2x —y+4z
e: Q! Q¥ [y |~ | -3z—y+52
z 2x + 2y — 62

ist ein Q-Vektorraumhomomorphismus.

Beweis. Es sei A € Q3*3 gegeben durch

-2 -1 4
A=1-3 -1 5
2 2 -6
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Fir z,y, z € Q gilt dann

T —2r —y+4z -2 -1 4 x x r
o(lyl)=|-32z—-y+5z|=|-3 -1 5 y|=Aly| =eal{y])
2 22 + 2y — 62 2 2 -6 z z z

d.h. es ist ¢ = @ 4. Nach Bemerkung (3.1) ist somit ¢ = @ 4 ein Q-Vektorraumhomomorphismus.

(3.4) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und A € K™*" gegeben. Fiir € K™*! ist

Qalr)= > xA_

J€[L,n]

Beweis. Fir x € K™*! ist

Qale)=Ax=( Y Aijx)icpm= D i(Aij)ienm = Y T;A_ .

J€l1n] j€L,n] J€ltn]
(3.5) Bemerkung.
(a) Fir m,n,p e Ny, A€ K"*P B K™*" gilt
Ppa=PBOPA.
(b) Fiir n € Ng gilt
Qp, = idgnx1.
(c) Fiir n € Ny, A € GL,,(K) ist @4: K™ — K"*! ein K-Vektorraumautomorphismus mit
Py = @a-.
(d) Fiir m,n € Ny ist
@_: K™ — Homp (K™, K™, A @4
ein K-Vektorraumhomomorphismus.
Beweis.
(a) Da fiir x € KP*! stets
¢pa(z) = BAz = ¢p(@a(z)) = (pp o 9a)(z)
ist, gilt @pa = @B o Q4.
(b) Da fiir z € K™*! stets
og, (2) = E,z = 2 = idgnxi ()
ist, gilt g, = idgnx1.
(¢) Nach (a), (b) gilt
PA-10QA=@a-14 = @g, = idgnx,
QAOPa-1 =@Paa-1 = QE, =idgnx.

Folglich ist @ 4 eine invertierbare Abbildung mit (9211 = @ 4-1. Ferner ist @ 4 ein K-Vektorraumhomomor-
phismus nach Bemerkung (3.1) und damit ein K-Vektorraumisomorphismus nach Bemerkung (2.9).

(d) Fiir A, 4 € K™ gilg
Pata(z)=(A+A)z=Ar+ Az = @a(z) + 9a () = (94 + ¢a)(2)
fiir alle z € K™*! und damit @ a1 4 = @4 + @a/. Fiir c € K, A € K™*" gilt

@ea(r) = cAr = coa(r) = (coa)(z)

fiir alle x € K™*! und damit @.a = c@4. Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2)

ist @_ ein Homomorphismus.
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Koordinatenspalten und Darstellungsmatrizen

Nachdem wir gesehen haben, dass jede Matrix sich als Vektorraumhomomorphismus interpretieren léasst, wollen
wir nun umgekehrt zeigen, dass sich Matrizen als Hilfsmittel zum Rechnen mit allgemeinen Vektorraumhomo-
morphismen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen nutzen lassen.

Es seien ein K-Vektorraum V', n € Ny und eine Basis s = (s1,...,5,) von V gegeben. Nach Bemerkung (2.18)
ist die Abbildung

As: K" =V, a— Z a;S;
i€[1,n]

ein K-Vektorraumhomomorphismus. Ferner ist Ag bijektiv, da s eine Basis ist. Nach Bemerkung (2.9) ist A4 also
ein K-Vektorraumisomorphismus. Um einen Vektor v des abstrakten Vektorraums V durch einen Vektor des
konkreten Vektorraums K™ darzustellen, kénnen wir den inversen Vektorraumisomorphismus A;1: V. — K"
auf v anwenden; fiir v € V ist A;1(v) € K™. Um A !(v) fiir ein v € V zu berechnen, miissen wir das eindeutige
a € K" mit v =»As(a) =_,cy , @5 bestimmen, denn dann ist At(v) = a.

Durch die Verwendung dieser sich gegenseitig invertierenden Isomorphismen erhalten wir nicht nur eine Kor-
respondenz zwischen den Vektoren von V und denen von K™, auch die Art und Weise, wie wir mit den je-
weiligen Vektoren rechnen (addieren und mit Skalaren multiplizieren) entspricht sich auf Grund der Homo-
morphieeigenschaft von A; und A; 1. Dabei hiingt die Art der Darstellung von der Basis s ab; fiir eine andere
Basis t = (t1,...,t,) von V ist A;1 # A%, d.h. es gibt ein v € V mit A7 (v) # A (v).

Die Vektoren in V' lassen sich also bzgl. der Basis s durch konkrete n-Tupel kodieren, indem man von den Vek-
toren zu den eindeutigen Koeffizienten in der Darstellung als Linearkombinationen von s iibergeht. Da wir auch
Homomorphismen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen kodieren und insgesamt einen schénen Kalkiil
entwickeln wollen, bedienen wir uns eines kleinen Tricks und betrachten anstatt der n-Tupel Spaltenmatrizen
mit n Eintragen. Prazise ausgedriickt bedeutet dies, dass wir anstatt des Isomorphismus

A K" =V, a— Z a;s;

i€[1,n]

den Isomorphismus

Aso A, K 5 Vg Z a;8;

i€[1,n]
betrachten.
K" % e; e s;
Ae le/ ?\SI /
K>l e;
(3.6) Definition (Koordinatenspalte). Es seien ein K-Vektorraum V', n € Ny und eine Basis s = (s1,...,8n)

von V' gegeben. Wir bezeichnen mit
Ke: V = K™ v k(v)

den zu K™*' =V, aw> 37,y , is; inversen K-Vektorraumisomorphismus. Fiir v € V heit «4(v) die Koor-
dinatenspalte (oder der Koordinatenvektor) von v zur Basis s.

(3.7) Beispiel.

(a) Die Koordinatenspalte von a € K? bzgl. s = ((1,0),(1,1)) ist

w@=(",").
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(b) Es seien A € Q%*2 und eine Basis s = (51, s, 83, 54) von Q?*? gegeben durch

RO NEYE Y

Die Koordinatenspalte von A bzgl. s ist

1
w(4) = |
1
Beweis.
(a) Esist
a = (a1,az) = (a1 — az)(1,0) + az(1,1)
und damit
Ks(a,) = <a1a2a2) .
(b) Es ist
1 2 1 1 0 1 0 0 0 0
A= (3 4) _ (1 1) i (1 1) " (1 1) n (0 1) ottt
und damit
1
w(4) = | O
1

Als néchstes wollen wir Vektorraumhomomorphismen durch Matrizen kodieren. Es seien ein K-Vektorraum-
homomorphismus ¢: V' — W, m,n € Ny, eine Basis s = (s1,...,$,) von V und eine Basis t = (t1,...,t,) von W
gegeben. Aus Proposition (2.19)(c) wissen wir, dass ¢ bereits eindeutig durch das n-Tupel (p(s1),...,¢(sn))
festgelegt ist. Wie wir gerade gesehen haben, ldsst sich jedes w € W durch seine Koordinatenspalte k¢(w)
kodieren; insbesondere ist also ¢(s;) fir j € [1,n] durch k;(¢(s;)) festgelegt. Insgesamt wird ¢ also durch
das n-Tupel (k¢(¢(s1)),-..,ke(¢(s,))) in K™*1 bestimmt. Anstelle von Tupeln verwenden wir eine Matrix-
schreibweise:

(3.8) Definition (Darstellungsmatrix). Es seien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W, m,n € Ny,

eine Basis s = (s1,...,$,) von V und eine Basis t = (t1,...,t,) von W gegeben. Die Darstellungsmatriz (oder
Abbildungsmatriz) von ¢ zu den Basen s und ¢t ist gegeben durch
M s(p) = (Kt(@(sl)) Kt(@(sn))) .

(3.9) Beispiel.
(a) Die Darstellungsmatrix von p: K2 — K3, (z1,22) + (21 + T2, 21 — T2, 22) bzgl. der Standardbasen oK*
und X’ ist

11
M x2(p) =1 —1
0 1
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(b) Die Darstellungsmatrix von ¢: K3%2 — K2X3 A s A" bzgl. der Basen

s = (61,1761,2762,1,62,2, 63,1,63,2),

t=(e1,1,€1,2,€1,3,€2,1,€22,€23)

ist
1 0 0 0 0 O
001 0 0 O
0O 00 0 10
Mis@) =19 1 0 0 0 0
0O 00 1 00
0 00 0 01
Beweis.
(a) Es ist
p(er) = (1,1,0) = e + ez = leg + leg + Oeg,
plea) = (1,—-1,1) =e; —ex +e3 = leg + (—1)ex + les
und damit
1 1
MeK37eK2 (90) = 1 -1
0 1
(b) Es ist
p(s1) = plern) = etf,l =e1,1 =11,
o(s2) = p(e12) = ef'y = ez1 = Lu,
©(s3) = p(e1) = e} = e15 = 1o,
©(s4) = p(ez2) = ey = eg9 = ts,
p(s5) = ples1) = e5y = e13 =13,
p(s6) = ples2) = e:tgfg =e23=1g
und damit
1 0 000 O
0O 01 0 0 O
0O 00 0 10
Mes@) =109 1 0 0 0 o0 O
00 0 1 0 0
0 00 0 01

Wir betrachten weitere Beispiele, welche uns verdeutlichen, dass zum einen Darstellungsmatrizen von den ge-
gebenen Basen abhéngen und dass zum anderen manche Basen ,schonere” Darstellungsmatrizen liefern als
andere:

(3.10) Beispiel.

(a) Es sei der Q-Vektorraumhomomorphismus

4 2x2 1 T1 +x2
Q' — >
7 Q Qe <$1+$2+$3 $1+$2+$3+$4)

gegeben. Ferner seien Basen s = (s1, 52, 83, 54) und s’ = (s}, s5, s, s) von Q%2 gegeben durch

R N R R
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Die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. der Basen e und s ist

Mg e () =

=
— == O
—_ -0 o
_ o O O

Die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. der Basen e und s’ ist
Ms’,c (SD) = E4~
(b) Es sei der Q-Vektorraumhomomorphismus

p: Q¥ - QP (Z Z)H(Qa—Qb—i—c—&—Bd —a+b+3c+d a—b—c+d)

gegeben. Ferner seien Basen s = (s1, 52, 83, 54) und s’ = (s}, s5, s, s) von Q%2 gegeben durch
o (1 O) (0 1y (0 0y (0 0y,
~\0o o/’\0 0/°\1 0)’\0 1)”
f_(LO) (0 OY (1 1y (-2 0y
*=No o)°\1 0)\0o o) -1 1

und es sei eine Basis t = (t1, ta,t3) von Q%3 gegeben durch
t=(2 -1 1),(1 3 -1),(1 0 0)).

Die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. der Basen s und e ist

1 -1 -1 1

Die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. der Basen s’ und ¢ ist

1000
Meo(e)=[0 1 0 0
0000

Beweis.
(a) Es ist
1 1
pler) = 11 = 81 + S2 + 83 + 54,
0 1
gp(e2) = <1 1> :32+S3+S4?
0 0
80(63) = (1 1) = 53 + S4,
0 0
eten=(g 7)=e
und damit
1 0 0 O
1 1 0 0
Ms,e(QD) - 1 1 1 0
1 1 1 1
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Ferner ist

1 1
(p(el) = <1 1> = 3/17
0 1
een=(7 1) =
0 0
eten= (7 9) =,
0 0
und damit
1 0 0 O
01 00
Mael@) =19 ¢ 1 of =B
0 0 0 1
(b) Es ist
p(s1)=(2 —1 1)=2e;—ey+es,
@(82) = (—2 1 —1) = —2e; + ey —eg3,
p(s3) = (1 3 71) = e + 3ep — e3,
@(34)2(5 1 1):561+82+€3
und damit
2 -2 1 5
M) =[-1 1 3 1
1 -1 -1 1
Ferner ist
p(sh)=(2 -1 1)=t,
p(sh) = (1 3 —1)=to,
p(s3)=(0 0 0)=0,
e(s))=(0 0 0)=0
und damit
1 0 0 O
M, s(p)=[0 1 0 0 O
0 0 0 O

Die nachfolgende Proposition zeigt, wieso es niitzlich ist, Koordinatenvektoren als Spalten anstatt als Tupel
zu schreiben: Die Anwendung eines Vektorraumhomomorphismus iibersetzt sich in eine Multiplikation mit der
Darstellungsmatrix, vgl. Abbildung 1.

(3.11) Proposition. Es seien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W, m,n € Nj, eine Basis
$=1(81,...,8,) von V und eine Basis t = (¢1,...,t,) von W gegeben. Fiir v € V gilt

Ke(p(v)) = My, () K5(v).
Beweis. Fir j € [1,n] gilt
(O, . () ©Ks)(55) = Oy . () (Ks(55)) = Mis(0) Ka(55) = My s(0) €5 = Mes(9)) -5 = ke(p(s5))
= (ke 0 ©)(s5)-
Da s eine Basis von V ist, folgt k; 0 ¢ = @, ,(4) © Ks nach Proposition (2.19)(c) und damit
Ke(p(v)) = (ke © ©) (V) = (Pm, () © Ks)(V) = Om, () (Ks (V) = My () ks (v)
firveV. O
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Abbildung 1: Standardinterpretation der Darstellungsmatrix

Alternativer Beweis. Fir j € [1,n] gilt

o(s;) = Z (ke(p(s5)))i ts = Z (Me,s(0))i,jti-

i€[1,m] 1€[1,m]

Folglich erhalten wir fiir v € V stets

p0)=o( Y (ks(@))jsi) = D (ke(0)jols;) = D (ks(0); D Mes(@))iti

J€[1,n] j€[1,n] j€[1,n] i€[1,m]
= ) > Mea(@))ij(ke)jti = > (Mys(p) Ka(v))iti,
i€[1l,m] j€[1,n] i€[1,m]
also (k¢ (p(v))); = My, s(p) Ks(v)); fiir ¢ € [1,m] und damit k¢ (p(v)) = M 5(p) Ks(v). O

(3.12) Beispiel.

(a) Es sei der Q-Vektorraumhomomorphismus

o Q* = Q%2 < 1 r1 + X2 )

1+ 2xo+x3 X1+ 22+ T3+ 24

gegeben. Ferner seien Basen s = (s1, 82, 53, 84) und s' = (s, s, s, s}) von Q?*? gegeben durch
s = ( 1 0 0 1 0 0 0 0 )
M0 0/)\0 0/)’\1 0/’\0 1)7
g (VY (0 1) (0 0y (0 0y
M1 1)0\1 1)°\1 1)’\0 1)”

T
xr1 + T
Ks(@(x)) = 1 + X9 + T3 ’
1+ 2o +x3+ 24

A
T2
Zzs3
Ty

(b) Es sei der Q-Vektorraumhomomorphismus

@: Q¥ — QM3 (Z Z)H(Qa—2b+c+5d —a+b+3c+d a—b—c+d)

gegeben. Ferner seien eine Basis s’ = (s/, s}, 55, 8)) von Q**2 und eine Basis t = (t1,tq,t3) von Q%3
gegeben durch

G060
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t=(2 -1 1),(1 3 -1),(1 0 0)).
Fiir a,b,¢,d € Q ist

0 b 2a — 2b+ ¢+ 5d
Ke(so(( )))= —a+b+3c+d |,

¢ d a—b—c+d
a
ke (p(asy +bshy + csh +dsy)) = | b
0
Beweis.
(a) Nach Beispiel (3.10)(a) ist
1000
1100
Mee@) =11 1 1 o]
1 1 1 1
Ms’,c (SD) = Ey.
Fiir z € Q* folgt
10 0 0 1 1
_ (1 1 0 Of a2| _ 1+ 9
Ks(@(‘r))—Ms,e((p)Ke(x)_ 1 1 1 0 T3 T+ X2 + 23 ’
1 1 1 1 T4 1+ X9+ T3+ T4
X I
x x
Ky (p(2)) = My e () ke(2) = E4 w2 =
3 x3
Ty T4
nach Proposition (3.11).
(b) Es sei eine Basis s = (s1, $2, 83, 84) von Q?*? gegeben durch
s=( 10 0 1 0 0 0 O)
M0 0/)’\0 0/°\1 0)’\0 1/)”
Nach Beispiel (3.10)(b) ist
2 -2 1 5
Mes(p)=1(-1 1 3 1],
1 -1 -1 1
1 0 0 O
Mt,s’(@): 01 0 0].
0 0 0O
Fiir a,b,c,d € Q folgt
- - 2 -2 1 5\ (} 2a — 2b+ ¢ + 5d
Ke (( )) = Mo s (@) ks( y=[-1 1 3 1 =|—-a+b+3c+d|,
c d ' c d c
1 -1 -1 1 d a—b—c+d
100 0\ (}
ke(p(as] + bsh + csy + dsly)) = My ¢ () Ker(as) +bsy + sy +dsy) =10 1 0 0 o=
0 0 0O d

nach Proposition (3.11).
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Natiirlich l4sst sich Beispiel (3.12) auch ohne die Verwendung von Proposition (3.11) beweisen, was fiir die Fille
mit Standardbasen sogar etwas einfacher ist:

Alternativer Beweis von Beispiel (3.12).
(a) Fiir x € Q% ist

() = ( 1 Ty + 29 )

1 +x2+ 23 21+ T2+ X3+ 24

1 O 0 1 0 0 0 0
= (0 0) + (21 + z2) (O 0) + (21 + 72 + x3) (1 0) + (21 + 22+ 23 + 24) (0 1)
=151 + (1 + 22)s2 + (1 + 22 + x3)53 + (1 + 2 + T3 + 24)54

und damit

1
xr1 + o
1+ X9 + 3
T1+ T2+ X3+ 24

Ks(p(z)) =

Ferner gilt fiir z € Q* stets

(ﬂf)* T 1+ X9 — 1 1 . 0 1 s 0 0 g 0 0
. S \ri At Tet a3 wyFastastaa) 11 2\1 1 3\1 1 4\o 1

/ / / /
=181 + x2Sy + T3S3 + X415y

und damit
Z1
X2
o (o) = | 22
T4

(b) Fiir a,b,¢,d € Q ist

@((i g)):(Qa—2b+c+5d —a+b+3c+d a—b—c+d)

=@2a—2b+c+5d)(1 0 0)+(—a+b+3c+d)(0 1 0)+(a—b—c+d)(0 0 1)
=(2a—2b+c+5d)e; +(—a+b+3c+des+ (a—b—c+des

und damit
a b 2a — 2b+ ¢+ 5d
Ke(gp(( >)): —a+b+3c+d
a—b—c+d

Ferner gilt fiir a,b, ¢, d € Q stets

10 00 11 -2 0
Lp(as’1+bs’2+cs§,+dsﬁl):<p(a(0 0>+b<1 0)+c(0 0)+d<_1 1))
— o a+c—2d c )
A b—a  a
=2a+c—2d)—2c+(b—d)+5d —(a+c—2d)+c+3(b—d)+d

(a+c—2d)—c—(b—d)+d)
=(2a+b —a+3b a—b)=a(2 -1 1)+b(1 3 —1)=at;+Dbts

und damit
a
Ke(p(as) +bsy +csh +dsy))=|b]. O
0
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Abbildung 2: Multiplikativitdt der Darstellungsmatrix

Alternativer Beweis von Beispiel (3.7)(b). Es sei ¢: Q* — Q?*2 gegeben durch

() = < x1 21+ X )

T1+ 22+ 23 T1+ T2+ T3+ x4

fir € Q*. Dann ist

A_(3 4>_(1+1+1 1+1+1+1)—‘P(1’1’171)7

nach Beispiel (3.12) gilt also

Ks(A) = KS(‘PO’ L1, 1)) =

— = e

Als néchstes zeigen wir, dass Darstellungsmatrizen vertraglich mit den Operationen auf Vektorraumhomomor-
phismen bzw. Matrizen sind, vgl. Abbildung 2.

(3.13) Proposition.

(a) Es seien K-Vektorraumhomomorphismen ¢: V. — W und ¢: W — X, m,n,p € Ny, eine Basis
s = (81,...,8p) von V, eine Basis t = (t1,...,t,) von W und eine Basis u = (u1,...,un,) von X ge-
geben. Dann gilt

Mu,s (1 0 p) = Mu,e (1) My,s ().
(b) Es seien ein K-Vektorraum V', n € Ny und eine Basis s = (s1,...,$,) von V gegeben. Dann gilt

M, s(idy) = E,.

(c) Es seien ein K-Vektorraumisomorphismus ¢: V — W, n € Ny, eine Basis s = (s1,...,5,) von V und eine
Basis t = (t1,...,tn) von W gegeben. Dann ist M; 5(¢) invertierbar und es gilt

(Mes(9)) ™" =My (971,

Beweis.

(a) Nach Proposition (3.11) gilt

Mys( o) = (ku((p(51))) - ku(@(@(5p)))) = (Mue(¥) ke(9(s1)) - Mug(¥) ke((sp)))
=Myt (¥) (<e(p(s1)) - kel@(5p)) = Mue(1) M s ().

(b) Es gilt

M, s(idy) = (ks(idv(s1)) ... ks(idv(sn))) = (ks(s1) .. Ke(sn)) =(e1 ... ey)

|
3!
3
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(¢) Nach (a), (b) gilt

MS,t(@_l) My s(¢) = MS,S(SO_l op) =M (idv) = Ep,
My o(9) Mg i) = Miy(po ™) = My (idw) = En.

Folglich ist My 5(¢) invertierbar mit (M s(¢)) ™! = Mg (). O
(3.14) Proposition. Es seien K-Vektorrdume V und W, m,n € Ny, eine Basis s = (s1,...,$,) von V und
eine Basis t = (t1,...,tmy) von W gegeben. Dann ist

M;,s: Homg (V, W) — K™*", o — M, ()
ein K-Vektorraumisomorphismus.

Beweis. Fir p, ¢’ € Hom(V, W) gilt

Mis(p+¢) = (ke((p+¢)(51)) o ke((0+¢')(30)))
= (ke(p(s1) +¢'(51)) o Kke(@(sn) +¢'(s0)))
= (ke(p(s1) + e/ (51)) - kelp(sn)) + ke (50)))
= (ke(p Ke (@' (sn))) = Mys () + My, s ().

(
(s1)) - Ke(p(sa))) + (ke(#' (1))
Fiir c € K, ¢ € Hom(V, W) gilt
Mis(ep) = (ke((ep)(s1)) o kel(e@)(sn))) = (kelep(s1)) ... kilep(sn)))

= (cke(p(s1)) o exelp(sn))) =c(kele(s1)) - kelplsn))) = cMes().

Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist M; s ein Homomorphismus.
Da s eine Basis von V ist, ist

D Hom(V, W) - W, P = (@(51)7 i ,(p(Sn))

nach Proposition (2.19)(c) eine Bijektion. Da ¢ eine Basis von W ist, ist k,: W — K™ eine wohldefinierte
Bijektion und damit

(1)22 W™ — (Km)n, (wl, ey ’LUn) — (Kt(’wl), ey Kt(’wn))
eine Bijektion. Schlieflich ist
(1)32 (Km)n_>Km><n, (yl,...7yn)*—> (yl yn)

eine Bijektion.
Fiir ¢ € Hom(V, W) gilt

(D30 By 0 B1)(p) = B3(P2(P1(9))) = (ke(p(s1)) -+ Kelp(s0))) = Mes(9),
d.h. es ist My s = ®3 0 ®3 0 1 nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (A.35). Folglich ist M, s ein
bijektiver Homomorphismus und damit ein Isomorphismus nach Bemerkung (2.9). O

Als néchstes untersuchen wir, was beim Wechsel von Basen passiert. Es stellt sich beispielsweise die Frage,
wie die Koordinatenspalten bzgl. einer Basis in die Koordinatenspalten bzgl. einer anderen Basis umgerechnet
werden konnen. Fiir die Antwort werden wir nachfolgenden Begriff benotigen.

(3.15) Definition (Basiswechselmatrix). Es seien ein K-Vektorraum V', n € Ny und Basen s = (s1,...,58,)

und s’ = (s1,...,s],) von V gegeben. Die Darstellungsmatrix M  (idy ) heifit Basiswechselmatriz (oder Trans-

formationsmatriz) von s nach s’.

Fiir einen K-Vektorraum V, n € Ny und Basen s = (s1,...,8,) und 8’ = (s},...,s]) von V stehen in der

r n

Basiswechselmatrix von s nach s’ also die Koeffizienten der Eintrige der Basis s’ in der Darstellung als Linear-
kombinationen in der Basis s; es ist

Mo (idv) = (ks(s)) ... Ke(sh)) .
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Abbildung 3: Basiswechsel

(3.16) Beispiel. Die Basiswechselmatrix zu den Basen e = ((1,0), (0,1)) und s = ((1,0), (1,1)) von K? ist

. 1 1
Me,s(ldKz) == (0 1) .

Beweis. Es ist

S1 = (1,0) = €1,
S92 :(1,1) =e] + eg
und damit
. 1 1
Me,s(ldKQ) = (O 1) . O

Die Basiswechselmatrix zum Basiswechsel von einer Basis s nach einer Basis s’ eines endlichdimensionalen
Vektorraums V' ist per Definition die Darstellungsmatrix von idy: V' — V zu den Basen s’ (fiir den Start-
vektorraum V) und s (fir den Zielvektorraum V). Der Grund, warum die Reihenfolge in der Bezeichnung so
gewihlt ist, liegt in der praktischen Verwendung: Ublicherweise (zum Beispiel auf einem Computer) gibt man
alle Vektoren eines (abstrakten) endlichdimensionalen Vektorraums V' als Koordinatenspalten bzgl. einer ge-
wiahlten Basis s an. Mochte man nun die Vektoren durch eine andere Basis s’ darstellen, also einen Basiswechsel
von der Basis s zur Basis s’ durchfiihren, so hat man insbesondere die Basis s’ durch Koordinatenspalten bzgl.
der Basis s vorliegen — man hat also gerade die Basiswechselmatrix M, ,(idy ) zum Basiswechsel von s nach s’
gegeben. Zum Umrechnen der Koordinatenspalten wird dann entweder die Inverse dieser Basiswechselmatrix
verwendet oder ein lineares Gleichungssystem geldst, siche Proposition (3.18)(a).

Ein typisches Beispiel ist der Fall, dass V = K™*! fiir ein n € Ny und s = e = (eq, ..., e,) ist. Fiir eine beliebige
Basis s’ von K™*! ist die Basiswechselmatrix zum Basiswechsel von s = e nach s’ dann durch

Mo (idgenx1) = Me o (idgnx1) = (Ke(s)) ... Ke(sh)) = (s) ... sh)
gegeben.
(3.17) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraum V, n € Ny und Basen s = (s1,...,s,) und s’ = (s},...,s)

von V gegeben. Die Basiswechselmatrix M; ¢ (idy ) ist invertierbar mit
(Mo (idv)) ™" = My (idv)

Beweis. Dies folgt aus Proposition (3.13)(c). O

(3.18) Proposition (Basiswechselformeln).

(a) Es seien ein K-Vektorraum V', n € Ny und Basen s = (s1,...,8,) und s’ = (s},...,s),) von V gegeben.

Fiir v € V gilt
Ko (v) = (Ma. o (idy ) ks (v).
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(b) Es seien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W, m,n € Ny, Basen s = (s1,...,s,) und ¢ =
/

(sh,...,8,) von V und Basen t = (t1,...,t,) und t' = (¢},...,t,,) von W gegeben. Dann gilt

r n

My o () = (Me (idw)) ™" My, () My, (idy).-
Beweis.
(a) Nach Proposition (3.11) und Bemerkung (3.17) gilt
Ko (V) = Ky (idy (v)) = My s (idy) ks(v) = (M o (idy)) " ks (v).
(b) Nach Proposition (3.13)(a) und Bemerkung (3.17) gilt
My o (@) = My o (idw 0 @ 0idy) = My 4 (idw ) My s(¢) M o (idy)

= My (idw)) ™" My, s () My o (idv). O

(3.19) Beispiel. Es seien A € R?*? und eine Basis s = (s1, s2) von R2*! gegeben durch

=3 Do) ()

Dann ist

M;,s(@a) = ((1) _01) :

Beweis. Die Basiswechselmatrix von e nach s ist gegeben durch

. 1 -2
Me,s(ldR2X1) = (2 1 ) 5

ihre Inverse durch

(Me,s (idgex1)) ™t = @ 12)_1 = % <_12 f)

Nach der Basiswechselformel (3.18)(b) erhalten wir

o=t vt =3 0 () (¢ )
LG M D6 6 -0

Spaltenraum

Im Folgenden werden die in Abschnitt 2 eingefiihrten Konzepte auf die Spalteninterpretation angewandt. Wir
beginnen mit dem Bild, welches nach Bemerkung (2.12)(a) stets ein Untervektorraum des Zielvektorraums ist.

(3.20) Definition (Spaltenraum). Es seien m,n € Ny und A € K™*" gegeben. Der K-Untervektorraum
Col(4) :=Imea

von K™*! heifit Spaltenraum von A.

(3.21) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und A € K™*" gegeben. Dann ist

Col(A) ={Az |z € K™} = (A_1,...,A_,).

)
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Beweis. Es ist
Col(A) =Imoa = {@a(z) |z € K"} = {Az | x € K"*'}

Nach Bemerkung (3.4) ist ferner Aw =3, 2;A_ ; fiir z € K™ und damit

MS

Col(A) = {Ax |z e K™} ={ > 2jA_;|ac K™} =(A_1,...,A_,). O
]

JjEl,n

(3.22) Beispiel. Es sei A € Q%3 gegeben durch

-2 -1 4
A=[-3 -1 5
2 2 -6
Dann ist
1 0
Col(A)=Q| 0 | +Q1
—4 2

Beweis. Wir formen A% durch elementare Zeilenoperationen um:

-2 3 2 dds,s,40add e W 0 -1 =2
1 9 adds,2,40addy,2,—2 1 -1 9 adds,1,10add2,1,-1 1 0 4
4 5 —6 0 1 2 0 0 0
b omul 01 2 1 0 —4
muly, _jomuly, 1 1 0 —4 SW1 2 0 1 9
0 0 O 0 0 O
Nach Bemerkung (3.21), Korollar (1.23) und Proposition (1.22) ist
-2 -1 4 1 0 1 0
Col(A)y={([-3]|,[-1],l 5 ])=({o].,|1]H)=Q[o0 |+Q|1]. O
2 2 —6 —4 2 —4 2

Mit Hilfe eines Spaltenraums lasst sich das Bild eines beliebigen Vektorraumhomomorphismus zwischen end-
lichdimensionalen Vektorraumen bestimmen:

(3.23) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W, m,n € Ny, eine Basis s =
($1,...,8n) von V und eine Basis t = (¢1,...,t,) von W gegeben. Dann ist

k¢ (Im ) = Col(My 5())

und damit

Ime={ Y bit; | be Col(My ()}

i€[1,m]
Beweis. Da kg: V — K™ eine Bijektion ist, gilt

ke(Imp) = ke({p(v) [ v € V}) = {ki(p(v)) | v € V} = {Mys(0) ks(v) [ v €V} = {Mys(p) x|z € K"}
= Col(My,s())

nach Proposition (3.11). Da ferner k;: W — K™*! eine Bijektion ist, folgt

Im o = k; ! (Col(Mys(9))) = {x;(b) | b€ Col(Mes(9)} ={ D biti | b€ Col(Mys(p))}- H

i€[1,m]
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Alternativer Beweis von Beispiel (2.14)(a). Es sei eine Basis s = (s1, 52, 83, 54) von Q?*2 gegeben durch

=06 o) GO0
Nach Beispiel (3.10)(b) ist

2 -2 1 5
Mes(p)=|[—-1 1 3 1
1 -1 -1 1

Wir formen M, ()" mittels elementarer Zeilenoperationen um:

2 -1 1 2 -1 1 4 -2 2
—2 1 —1 ‘add4,1,—1oadd3,1,103dd2,1,1 0 0 0 muly 2 0 0 0
1 3 -1 3 2 0 3 2 0
) 1 1 3 2 0 3 2 0
7 0 2
addy4,3,—10addy 3,1 0 0 O
3 2 0
0 0 O
Nach Bemerkung (3.21), Korollar (1.23) und Proposition (1.22) ist
2 -2 1 7 3 7 3
ColMes(p))=(-1],1 1 ].[ 3 of,[2 0] +Q|2
1 -1 -1 2 0 2 0
und nach Bemerkung (3.23) folgt
7 3 7 3
Imp = k. ' (Col(Me,s(9) =k Q[ 0] +Q [ 2])=Qx ([ 0]) +Qk'([2])
2 0 2 0
=Q(7 0 2)+Q(3 2 0). O

(3.24) Bemerkung. Es seien m,n,p € Ng und A € K"*P, B € K™*" gegeben. Dann ist Col(BA) ein K-Un-
tervektorraum von Col(B).

Beweis. Nach Bemerkung (3.5)(a) ist
Col(BA) =Im@ps =Im(ppo@a) CImeg = Col(B).

Da sowohl Col(BA) als auch Col(B) Untervektorrdume von K™*! sind, ist folglich Col(BA) ein Untervektor-
raum von Col(B). O

(3.25) Korollar. Es seien m,n € Ng und A € K™*" P € GL,(K) gegeben. Dann ist
Col(AP) = Col(A).

Beweis. Nach Bemerkung (3.24) gilt Col(AP) < Col(A) und Col(4) = Col(APP~1) < Col(AP), also
Col(AP) = Col(4). O

(3.26) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und A € K™*" P € GL,,(K) gegeben. Dann ist
orloain; s Col(A) = Col(PA), y — Py
ein wohldefinierter K-Vektorraumisomorphismus.
Beweis. Auf Grund der Invertierbarkeit von P ist @p: K™*! — K™*! 4+ Py ein Isomorphismus. Folglich
ist
¢p(Col(A)) = op(Imps) =Im(pp o @a) =Imeps = Col(PA),
so dass @p: K™ — K™*! zu einem surjektiven Homomorphismus (pp|gg}(§;4) Col(A) — Col(PA) ein-

schrankt. Die Injektivitdt von @ p impliziert ferner die Injektivitdt von ¢ p|CO}E§;4) Insgesamt ist @ p|02}(§;‘)

bijektiv und daher ein Isomorphismus nach Bemerkung (2.9).
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Rang einer Matrix
Als néchstes studieren wir den Rang der Spalteninterpretation.

(3.27) Definition (Rang). Es seien m,n € Ny und A € K™*" gegeben. Der Rang (oder Spaltenrang) von A
ist definiert als

tkA=r1kg A:=1kg Q4.

Da der Rang eines Homomorphismus per Definition die Dimension seines Bildes ist, ergibt sich folgender Zu-
sammenhang;:

(3.28) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und A € K™*" gegeben. Dann ist
rkx A = dimg Col(A).
Beweis. Es ist
tkA=r1rk@s =dim(Im ¢,4) = dim Col(A). O

(3.29) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W, m,n € Ny, eine Basis
s$=(81,...,8,) von V und eine Basis t = (¢1,...,t,) von W gegeben. Dann ist

rki ¢ = rkx My s(9).
Beweis. Nach Bemerkung (3.23) ist k;(Im ) = Col(M; s(¢)). Da k;: W — K™*! ein Isomorphismus ist, folgt
rk ¢ = dim(Im ¢) = dim «;(Im ¢) = dim Col(M; s(p)) = rk M, ()
nach Satz (2.32) und Bemerkung (3.28). O
(3.30) Beispiel. Es sei A € Q%3 gegeben durch

-2 -1 4
A=1-3 -1 5
2 2 -6
Dann ist
l"k@ A =2.

Beweis. Nach Beispiel (3.22) ist

1 0
Col(A)=([ o |,[1]
—4) \2

und nach Bemerkung (3.28) somit

rk A = dim Col(A) = 2. O
(3.31) Bemerkung. Fiir n € Ny ist

GL,(K)={A € K™" | tkx A = n}.
Beweis. Nach Korollar (2.29) gilt fiir n € Ny stets

GL,(K) ={A e K" | A ist invertierbar} = {A € K"*" | @ 4 ist ein Isomorphismus}
={Ac K™" |tk =dim K"} = {A € K™" |1tk A = n}. O

(3.32) Korollar. Es seien ein K-Vektorraum V', n € Ny, eine Basis s = (sy,...,,) von V und P € GL,(K)
gegeben. Ferner sei s’ := (k;1(P_1),...,k; *(P-5)). Dann ist s’ eine Basis von V mit

)’ s

M, o (idy) = P.
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Beweis. Nach Bemerkung (3.28) und Bemerkung (3.31) ist dim Col(P) = rk P = n. Folglich ist (P_1,...,P_ )
eine Basis von K"*1. Da k;1: K" — V ein Isomorphismus ist, ist s’ = (k;1(P_1),...,k5 (P-,)) nach
Proposition (2.21)(c) eine Basis von V. Schliefslich gilt

Mo (idyv) = (ks(s]) ... ks(s},)) =P. O
(3.33) Bemerkung. Es seien m,n,p € Ny gegeben. Fiir A € K"*P, B € K™*" gilt

rkx (BA) < min(rkg B,rkx A).
Beweis. Nach Proposition (2.30) gilt

tk(BA) =tk @pa =1k(@p o @4) < min(tk 9,1k 9 4) = min(rk B, rk 4). O
(3.34) Korollar. Fiir n € Ny ist

GL,(K)={A € K™"" | es gibt ein B € K"*" mit BA=E,}
={A e K" |esgibt ein B € K"*" mit AB =E,}.

Beweis. Es seien n € Ny und A € K™*" gegeben. Wenn A € GL,(K) ist, gilt A*A = E,,. Es existiere also
umgekehrt ein B € K™*™ mit BA = E,,. Nach Bemerkung (3.33) folgt

n =1kE, =rk(BA) <rk A.
Da aber stets auch rk A < n ist, impliziert dies bereits rk A = n und damit A € GL,,(K) nach Bemerkung (3.31).
Insgesamt gilt GL,,(K) = {4 € K™*" | es gibt ein B € K™*™ mit BA = E, } fiir n € Ny.

Die Gleichung GL,(K) = {4 € K™ | es gibt ein B € K™*" mit AB =E,} fiir n € Ny lésst sich analog
zeigen. O

Lineare Gleichungssysteme

Als néchstes zeigen wir einen Zusammenhang zwischen Spalteninterpretationen von Matrizen und Losungsmen-
gen linearer Gleichungssysteme auf.

(3.35) Bemerkung. Es seien m,n € Ny, A € K™*" und b € K™*! gegeben. Dann ist
Sol(4,b) = @3 ({b}).
Beweis. Es ist
Sol(A,b) = {x € K™™' | Az = b} = {x € K™ | @a(z) = b} = @' ({b}). O
(3.36) Korollar. Es seien m,n € Ny und A € K™*™ gegeben. Dann ist
Sol(A,0) = Ker @ 4.
Insbesondere ist Sol(A, 0) ein endlichdimensionaler K-Untervektorraum von K™*! der Dimension
dimg Sol(A,0) = n — rkx A.
Beweis. Nach Bemerkung (3.35) ist
Sol(4,0) = @' ({0}) = Ker @ 4.

Folglich ist Sol(A,0) nach Bemerkung (2.12)(b) und dem Rangsatz (2.28) ein endlichdimensionaler Untervek-
torraum von K"™*! mit

dim Sol(A4,0) = dim(Ker @ 4) = def @4 = dim K™*! —rk @4 =n — 1k A. O
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(3.37) Korollar. Es seien m,n € Ny, A € K™*" b € K™*! und = € Sol(A, b) gegeben. Dann ist
Sol(A,0) — Sol(4,b), u — z +u

eine wohldefinierte Bijektion. Insbesondere ist
Sol(A4,b) = z + Sol(A4,0).

Beweis. Nach Proposition (2.15) ist Ker@a — @, ({@a(z)}), v = = + u eine wohldefinierte Bijektion
und @ ({@a(z)}) = z+Ker @ 4. Nun ist aber Ker @ 4 = Sol(A,0) nach Korollar (3.36) sowie @ ;' ({@a(z)}) =
@, ({b}) = Sol(A, b) nach Bemerkung (3.35). Folglich ist

Sol(A,0) — Sol(4,b), u — z +u
eine wohldefinierte Bijektion und
Sol(A,b) = @ ({@a(2)}) = 2+ Ker@a = 2 + Sol(4,0). O

Mit Hilfe der Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems ldsst sich der Kern eines beliebigen
Vektorraumhomomorphismus zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen bestimmen:

(3.38) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W, w € W, m,n € Ny, eine

Basis s = (s1,...,8,) von V und eine Basis t = ({1, ..., ;) von W gegeben. Dann ist
ks(9™ ({w})) = Sol(Mys (), ke (w))
und damit
1 o
e ({wh) = { Y ajs; [ a € Sol(My(p), ke(w))}-
Je(t,n]

Beweis. Da k;: W — K™*! ein injektiver Homomorphismus und k,: V — K™*! eine Bijektion ist, gilt

ks(0 ({w})) = ks({v € V | p(v) = w}) = {x,(v) | v € V mit p(v) = w}
= {ks(v) | v € V mit k;(p(v)) = k(w)} = {ks(v) | v € V mit My 4(p) ks(v) = ke(w)}
={z € K™ | Ms(p)z = ke(w)} = Sol(Mes(p), ke(w))

nach Proposition (3.11) und damit

¢ ({w}) = &7 (Sol(Mys (), ke(w))) = {k5(a) | @ € Sol(Mys(i), ke (w))}
={ Z a;sj | a € Sol(My s(¢), ke(w))}. O

J€[L,n]

(3.39) Korollar. Es seien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W, m,n € Ny, eine Basis s =
($1,-.-,8n) von V und eine Basis t = (t1,...,t,) von W gegeben. Dann ist

ks(Ker ) = Sol(M; s(¢), 0)
und

Keryp = Z a;sj | a € Sol(M s(¢),0)}.

J€[L,n]

Beweis. Nach Bemerkung (3.38) ist

ks(Ker ) = ks(¢7 ' ({0})) = Sol(My,s(¢), :(0)) = Sol(M¢,s(),0)

und

Kerg = ({0}) ={ D aj55 | a€Sol(Mes(p),ke(0))} = { D ajs5 ] a € Sol(Mes(p),0)}. =

JEll,n] JEln]

74



(3.40) Korollar. Es seien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W, m,n € Ny, eine Basis s =
(81,.-.,8n) von V und eine Basis t = (¢1,...,t,) von W gegeben. Dann ist

defx ¢ = dimg Sol(My s(¢), 0).

Beweis. Nach Bemerkung (3.39) ist ks(Ker ) = Sol(M; s(),0). Da ks: V — K™*! ein Isomorphismus ist, folgt
def ¢ = dim(Ker ¢) = dim k;(Ker ) = dim Sol(M; s(¢), 0)

nach Satz (2.32). O

Alternativer Beweis von Beispiel (2.14)(b). Es sei eine Basis s = (s1, $2, 83, 84) von Q?*? gegeben durch

G DL 6
Nach Beispiel (3.10)(b) ist

2 -2 1 5

2 2 1 I 0 0 3 3\ wu, (0 0 3 3
-1 1 3 1 222100 2 2 —=10 0 1 1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
e < ondd 0 0 0 O 1 -1 0 2
P00 1 1) &S o 0 1l
1 -1 0 2 0 0 0O
Nach Proposition (A.163) ist
1 -1 0 2 } _02
Sol(Me s(¢),0) =Sol({0 0 1 1],00=Q +Q
’ 0 -1
0 0 00
0 1
und nach Bemerkung (3.39) folgt
1 -2 1 -2
. |1 0 1 o
Ker(p:Ks (SOl(Me-,S(w%O)):Ks (Q O +Q -1 ):QKS ( O )+@Ks ( —1 )
0 1 0 1

11 -2 0
:Q<0 0>+Q<—1 1)' -

Da die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems eine Faser der Spalteninterpretation der zugehorigen Ko-
effizientenmatrix ist, fithrt das Studium dieses Homomorphismus zu konzeptionellen Kriterien fiir die Losbarkeit
eines linearen Gleichungssystems. Vgl. Proposition (A.159).

(3.41) Proposition (Losbarkeitskriterium fiir lineare Gleichungssysteme). Es seien m,n € Ng, A € K™*"
und b € K™*! gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Das lineare Gleichungssystem zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) besitzt eine Losung.
(b) Esist b € Col(A).

(c) Esist Col((A | b)) = Col(A).

(d) Esist rkg (A | b) = rkg A.
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Beweis. Nach Bemerkung (3.35) ist Sol(A,b) = @' ({b}). Folglich besitzt das lineare Gleichungssystem zur
erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) genau dann eine Losung, wenn @' ({b}) # 0 ist. Dies bedeutet aber
gerade, dass es ein z € K™*! mit @4(x) = b gibt, d.h. dass b € Im @ 4 = Col(A) ist. Dies zeigt die Aquivalenz
von Bedingung (a) und Bedingung (b).

Nach Bemerkung (3.21) ist Col(A) = (A_,...,A_ ) und Col((A | b)) = (A_1,...,A_,,b). Somit gilt genau
dann b € Col(A), wenn b eine Linearkombination von (A_1,...,A_ ;) ist. Dies ist nach Proposition (1.22)
wiederum #quivalent zu (A_1,...,A_,) = (A_1,...,A_,b), d.h. zu Col(A) = Col((A | b)). Dies zeigt die
Aquivalenz von Bedingung (b) und Bedingung (c).

Es gilt stets

Col(A) = (A_1,..., A ) <(A_1,...,A_,,b) = Col((A | b)).

Nach Proposotion (1.68) gilt also genau dann Col((A | b)) = Col(A), wenn dim Col((A | b)) = dim Col(A) ist,
d.h. wenn rk (A ‘ b) = rk A ist. Dies zeigt die Aquivalenz von Bedingung (c) und Bedingung (d).
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b), Bedingung (c) und Bedingung (d) dquivalent. O

(3.42) Bemerkung (Eindeutigkeitskriterium fiir Losungen linearer Gleichungssysteme). Es seien m,n € Ny
und A € K™*™ gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Fiir jedes b € K™*! hat das lineare Gleichungssystem zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) ho6chs-
tens eine Losung.

(b) Das homogene lineare Gleichungssystem zur Koeffizientenmatrix A hat nur die Losung 0.

(c) Esgibteinb € K™*! derart, dass das lineare Gleichungssystem zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A | b)
genau eine Losung hat.

(d) Esist rkx A =n.

Beweis. Nach Bemerkung (3.35) ist Sol(A,b) = @' ({b}) fiir b € K™*!. Somit gilt genau dann Bedingung (a),
d.h. fiir jedes b € K™*! hat das lineare Gleichungssystem zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) genau
dann hochstens eine Losung, wenn jede Faser von @4: K™*1 — K™*! hichstens ein Element besitzt, nach
Satz (A.49)(a) also genau dann, wenn @ 4 injektiv ist.

Ferner ist Sol(A,0) = Ker ¢ 4 nach Korollar (3.36). Folglich gilt genau dann Bedingung (b), d.h. das homogene
lineare Gleichungssystem zur Koeffizientenmatrix A hat genau dann nur die Losung 0, wenn Ker ¢ 4 = {0} ist.
Schlieflich gilt genau dann Bedingung (c), d.h. es gibt genau dann ein b € K™*! derart, dass das lineare
Gleichungssystem zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) genau eine Losung hat, wenn es ein b € K™*!
derart gibt, dass @' ({b}) einelementig ist.

Die Aquivalenz von Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) folgt daher aus Korollar (2.16).

Ferner gilt genau dann Sol(A4,0) = {0}, wenn dimSol(4,0) = 0 ist. Nach Korollar (3.36) ist jedoch
dim Sol(A4,0) = n — 1k A, so dass dimSol(A,0) = 0 dquivalent zu tk A = n ist. Dies zeigt die Aquivalenz
von Bedingung (b) und Bedingung (d).

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b), Bedingung (c¢) und Bedingung (d) dquivalent. O

Anwendung: Interpolationen

Als Anwendung des Matrixkalkiils studieren wir das sogenannte Interpolationsproblem: Zu gegebenen Paa-
ren (a,b1), ..., (@m,bm) wird eine Abbildung f derart gesucht, dass {ai,...,a,} eine (in der Regel echte)
Teilmenge von Source f ist und f(a;) = b; fiir ¢ € [1,m] gilt. Hierbei interessiert man sich {iblicherweise nicht
fiir alle moglichen Abbildungen, sondern nur fiir solche mit gewissen Zusatzeigenschaften, welche aus dem An-
wendungsproblem naheliegend sind. So wére etwa Stetigkeit oder Differenzierbarkeit eine sinnvolle Forderung.
Oft betrachtet man sogar noch speziellere Teilmengen von Abbildungen wie etwa Polynomfunktionen oder
trigonometrische Funktionen.

Zum Studium von linearen Gleichungssystemen hat es sich als fruchtbar erwiesen, mit der Spalteninterpretation
einen geeigneten Vektorraumhomomorphismus zu betrachten und die aus Abschnitt 2 bekannten Konzepte und
Resultate anzuwenden. Bei Interpolationen gehen wir analog vor und betrachten die folgende naheliegende
Abbildung;:
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(3.43) Notation. Es seien eine Menge X, m € Ny und a € X™ gegeben. Wir schreiben
€0 Map(X, K) = K™, f > (f(a1),. ., f(am)):

(3.44) Bemerkung. Es seien eine Menge X, m € Ny und a € X™ gegeben. Die Abbildung
€a: Map(X, K) — K™, f = (f(a1), ..., f(am))

ist ein K-Vektorraumhomomorphismus.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(3.45) Definition (Interpolation). Es seien eine Menge X, eine Teilmenge S von Map(X,K), m € Ny
und a € X™, b € K™ gegeben. Die Menge der Interpolationen zu (a,b) in S ist definiert als

Intpolg(a,b) := (eq]s) " ({b}).
Ein Element von Intpolg(a,b) wird Interpolation (oder Interpolationsfunktion) zu (a,b) in S genannt.

(3.46) Bemerkung. Es seien eine Menge X, eine Teilmenge S von Map(X, K), m € Ngund a € X™ b e K™
gegeben. Die Menge der Interpolationen zu (a,b) in S ist gegeben durch

Intpolg(a,b) = {f € S| f(a;) =b; fur ¢ € [1,m]}.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(3.47) Beispiel. Es sind R - R, 2 + 2?2 =3z +2 und R — R, z — 2% — 222 — 2 + 2 Interpolationen
zu ((0,1,2),(2,0,0)) in {R = R, z — f(z) | f € R[X]}.

Beweis. Wegen
02-3-0+2=2,
12-3-1+2=0,
22_-3.242=0

ist R = R, z +— 2% — 3z + 2 eine Interpolation zu ((0,1,2),(2,0,0)) in {R — R, z — f(z) | f € R[X]}.
Wegen

02—2.02-0+2=2,
1P—-2.12-142=0,
22 -2.22_-242=0

ist R — R, z +— 23 — 222 — 2+ 2 eine Interpolation zu ((0,1,2),(2,0,0)) in {R - R, x — f(z) | f € R[X]}. O
(3.48) Beispiel. Es sei S C Map(R,R) gegeben durch
S={z—ac+l, o2 +r+2, 0 2% v 2" 2 sin(z)}
Dann ist
Intpolg((0,1,2),(2,4,8)) = {z > 22 + . + 2, x +— 271},
Beweis. Wegen
1+1=2+#4

ist R — R, z — x + 1 keine Interpolation zu ((0,1,2),(2,4,8)) in S.
Wegen

0?+0+2=2,
12+1+2=4,
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224+2+4+2=28

ist R — R, x = 22 + x + 2 eine Interpolation zu ((0,1,2),(2,4,8)) in S.

Wegen
20=1+£2

ist R — R, z — 2% keine Interpolation zu ((0,1,2),(2,4,8)) in S.
Wegen

20+ =2,
21t =4,
2°t1 =38

ist R — R, o — 2771 eine Interpolation zu ((0,1,2),(2,4,8)) in S.
Wegen

sin(0) = 0 # 2

ist R —» R, z — sin(x) keine Interpolation zu ((0,1,2), (2,4,8)) in S.
Insgesamt ist

IntpOIS((()? 1a2)> (27478)) = {37 — fL'Q +x + 2, €T +— 21:+1}'

O

(3.49) Bemerkung. Es seien eine Menge X, ein K-Untervektorraum U von Map(X, K), m € Ny und a € X™

gegeben. Dann ist
Intpolys(a,0) = Ker e,y
Insbesondere ist Intpol;;(a,0) ein K-Untervektorraum von U.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen.

O

(3.50) Bemerkung. Es seien eine Menge X, ein K-Untervektorraum U von Map(X, K), m € Ny, a € X™,

be K™ und f € Intpoly(a,b) gegeben. Dann ist
Intpoly; (a,0) — Intpoly (a,b), u— f+u

eine wohldefinierte Bijektion. Insbesondere ist
Intpoly; (a,b) = f + Intpoly (a,0).

Bewets. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

O

Ist der Untervektorraum, in welchem wir Interpolationen betrachten, endlichdimensional, so lassen sich Eigen-
schaften von Interpolationen aus Eigenschaften von Darstellungsmatrizen herleiten, wie wir im Folgenden sehen
werden. Sind Interpolationen eindeutig, so ist die Endlichdimensionalitét eine notwendige Eigenschaft, siehe das

Eindeutigkeitskriterium fiir Interpolationen (3.55).

(3.51) Bemerkung. Es seien eine Menge X, ein K-Untervektorraum U von Map(X, K), m,n € Ny, eine
Basis s = (s1,...,8,) von U und a € X™ gegeben. Die Darstellungsmatrix von ¢,|y: U — K™ zu den Basen s

und e ist gegeben durch

si(ar) ... sp(ar)
Me,s(€a|U):

si(am) .. Sp(am)

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen.
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(3.52) Korollar. Es seien eine Menge X, ein K-Untervektorraum U von Map(X, K), m,n € Ny, eine Basis s =
($1,--.,8n) von U und a € X™ gegeben. Dann ist Intpoly;(a,0) endlichdimensional mit

si(a1) ... sp(ar)
dimg Intpoly;(a,0) = n —rkg :

s1(am) oo Splam)
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(3.53) Korollar. Es seien eine Menge X, ein K-Untervektorraum U von Map(X, K), m,n € Ny, eine Basis s =
(81y.-.,8n) von U, a € X™ und b € K™ gegeben. Dann gilt

sl(al) SRS sn(al) b1
ks(Intpoly(a, b)) = Sol([ : A0
si(am) .. Sp(am) b
und
sl(al) ce sn(al) bl
Intpoly(a,b) = { Z ¢;s; | ¢ € Sol( A0 D
jelln] si(am) .. sp(am) b
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(3.54) Korollar (Interpolationskriterium). Es seien eine Menge X, ein K-Untervektorraum U von Map (X, K),
m,n € Ny, eine Basis s = (s1,...,8,) von U, a € X™ und b € K™ gegeben. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent.

(a) Es gibt eine Interpolation zu (a,b) in U.

(b) Das lineare Gleichungssystem zur erweiterten Koeffizientenmatrix

81((11) sn(al) b1

s1(am) oo Splam) | bm
besitzt eine Losung.
(¢) Es ist b eine Linearkombination von ((si(a1),...,s1(am)),---, (sn(a1),. .., sn(am)))-
(d) Es ist
((s1(a1),...ys1(am))y-- s (sn(a1),..., sn(am)),b)

1
= ((s1(a1),---,81(am))y- -, (sn(ar),...,sn(am))).

(e) Es ist
si(ar) ... sp(ar) | by si(ar) ... sp(ar)
kg =rkg
s1(am) oo Splam) | bm s1(am) oo Splam)
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(3.55) Proposition (Eindeutigkeitskriterium fiir Interpolationen). Es seien eine Menge X, ein K-Untervektor-
raum U von Map(X, K), m € Ny und a € X™ gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Fiir jedes b € K™ gibt es hochstens eine Interpolation zu (a,b) in U.
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(b) Fiir jedes f € U gilt: Wenn ay, ..., a,, Nullstellen () von f sind, dann ist f = 0.

(c) Es gibt ein b € K™ derart, dass es genau eine Interpolation zu (a,b) in U gibt.

(d) Der K-Untervektorraum U ist endlichdimensional und fiir jedes n € Ny und jede Basis s = (s1,...,5p)
von U ist
si(a1) ... snp(ar)
kg =n.
s1(am) oo Splam)
(e) Es gibt ein n € [0,m] und eine Basis s = (s1,...,$,) von U mit
si(ar) ... sp(ar)
kg =n.
s1(am) oo Splam)
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

(3.56) Korollar. Es seien eine Menge X, ein K-Untervektorraum U von Map(X, K), m € Ny und a € X™
gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Fiir jedes b € K™ gibt es genau eine Interpolation zu (a,b) in U.

(b) (i) Fiir jedes f € U gilt: Wenn ay, ..., a,, Nullstellen von f sind, dann ist f = 0.

(ii) Es ist U endlichdimensional mit dimg U = m.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
Als Illustration wenden wir unsere Theorie auf Polynomfunktionen an:

(3.57) Notation. Fiir n € Ny sei
Polo,(K,K):={K - K,z f(z)| f € K[X]<n}

(3.58) Definition (Vandermondematrix). Es seien m,n € Ny und ein m-Tupel a = (a1, ..., an,) in K gegeben.
Wir nennen

1 o a?_l
V(a) = V<n(a) = V<n(a17 e ,(Lm) = (ag_l)ie[l,m],je[l,n] =
1 an an!

die Vandermondematriz zu a.

(3.59) Beispiel (Polynominterpolation mittels Vandermondematrix). Es sei n € Ny gegeben und es habe K
mindestens n Elemente.

(a) Esseis=(s1,...,8,) in Polc, (K, K) gegeben durch
sjt K — K, z it
fir j € [1,n].

(i) Das n-Tupel s ist eine Basis von Pol., (K, K).

(ii) Fiir m € Ng, @ € K™ ist die Darstellungsmatrix von eq|poi_, (x,k): Pol<n(K,K) — K™ zu den
Basen s und e gegeben durch

Me,s(£a|Pol<n(K,K)) = V<n(a)'
2Ein ¢ € K wird Nullstelle von f genannt, falls f(c) = 0 ist.
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(b) Fiir m € Ny, a,b e K™ ist

by

Intpolpe_, (x.x0)(a,0) = {K = K,z Y ¢z’ |c€Sol(Van(a), | : |)}
jeli,n] b

(c) Es seien m € Ny und a,b € K™ so gegeben, dass die Eintrige von a verschieden sind. Die folgenden
Bedingungen sind dquivalent.

(i) Es gibt eine Interpolation zu (a,b) in Pol., (K, K).

(ii) Das lineare Gleichungssystem zur erweiterten Koeffizientenmatrix

by
V<n(a)
bin
besitzt eine Losung.
(iii) Es ist b eine Linearkombination von ((a?,...,a%), ..., (a"™*, ... a®1)).
(iv) Esist ((af,...,a%),..., (@ ... a7 1), b) = {(a,...,a%), ..., (a}™ ... a7 h)).
(v) Esist
by
rky Ven(a) D | =rkg Vo (a).
b

(d) Es seien m € Ny und a € K™ so gegeben, dass die Eintrige von a verschieden sind. Die folgenden
Bedingungen sind dquivalent.

(i) Fiir jedes b € K™ gibt es hochtens eine Interpolation zu (a,b) in Pol., (K, K).

(ii) Fir jedes f € Pol, (K, K) gilt: Wenn a, ..., a,, Nullstellen von f sind, dann ist f = 0.
(iii) Es gibt ein b € K™ derart, dass es genau eine Interpolation zu (a,b) in Pol., (K, K) gibt.
(iv) Es ist

rkx Vo (a) = n.

(v) Esist m > n.

(e) Es seien m € Ny und a € K™ so gegeben, dass die Eintrdge von a verschieden sind. Fiir jedes b € K™
gibt es genau dann genau eine Interpolation zu (a,b) in Pol., (K, K), wenn m = n ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

Aquivalenz und Ahnlichkeit von Matrizen
Die Basiswechselformel (3.18)(b) motiviert folgende Terminologie, siche Bemerkung (3.63).
(3.60) Definition (Aquivalenz von Matrizen, Ahnlichkeit von Matrizen).

(a) Esseienm,n € Ny gegeben. Fiir A, B € K™*" sagen wir, dass A dquivalent zu B ist, wenn es P € GL,,(K),
Q € GL,,,(K) mit

QAP =B

gibt.

81



(b) Es sei n € Ny gegeben. Fiir A, B € K™*™ sagen wir, dass A dhnlich zu B ist, wenn es ein P € GL,,(K)
mit

P'AP =B
gibt.
3.61) Beispiel.
(3.61) P

(a) Es seien A, B € Q**3 gegeben durch
15 13 -10 2 -1 2
A= (15 11 —9)’3 <1 0 —2)'
Dann ist A dquivalent zu B.

(b) Es seien A, B € Q?*2 gegeben durch

-2 9 1 1
a= (0= (1)
Dann ist A dhnlich zu B.

Beweis.

(a) Es seien P € Q%*3, Q € Q?*2 gegeben durch
-1 1 3
P=|-1 2 5 ,Q—(j g)
-3 4 12
Dann ist P € GL3(Q), @ € GL2(Q) mit
-4 0 1
pi=|3 3 _9 ,Ql—G :‘f)
-2 -1 1
und es gilt
-1 1 3
_ 3 —4 15 13 -10 2 -1 2
QlAP< _>< _) -1 2 5 ( _>B.
1 1 15 11 9 3 4 12 1 0 2

Folglich ist A dquivalent zu B.
(b) Es seien P € Q?*2 gegeben durch

P=(i 3)

Dann ist P € GL2(Q) mit

(-1 4
-(33)

und es gilt

rar- (320 - )n

Folglich ist A dhnlich zu B. O
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(3.62) Bemerkung.
(a) Es seien m,n € Ny gegeben. Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf K™*".
(b) Es sei n € Ny gegeben. Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf K™*".
Beweis.

(a) Es seien A, B,C € K™*" so gegeben, dass A dquivalent zu B und B &quivalent zu C ist. Dann gibt
es P,Re GL,(K), Q,S € GL,,,(K) mit Q 'AP = B und S~!BR = C. Es folgt

(QS)'APR=S"'Q 'APR=S"'BR=_C,

und da PR € GL,(K) und QS € GL,,(K) gilt, ist somit A dquivalent zu C. Folglich ist Aquivalenz von
Matrizen transitiv.

Fiir alle A € K™ " gilt E'AE, = A, und da E,, € GL,(K) und E,, € GL,,(K) gilt, ist somit A
Aquivalent zu A. Folglich ist Aquivalenz von Matrizen reflexiv.

Es seien A, B € K™*™ so gegeben, dass A dquivalent zu B ist. Dann gibt es P € GL,(K), Q € GL,,(K)
mit Q 'AP = B. Es folgt

A=QBP'=(Q ") 'BP,

und da P~! € GL,(K) und Q! € GL,,(K) gilt, ist somit B #quivalent zu A. Folglich ist Aquivalenz von
Matrizen symmetrisch.

Insgesamt ist Aquivalenz von Matrizen eine Aquivalenzrelation auf K™*™,

(b) Es seien A,B,C € K™ ™ so gegeben, dass A &hnlich zu B und B &hnlich zu C ist. Dann gibt es
P,Q € GL,(K) mit P"'AP = Bund Q 'BQ = C. Es folgt

(PQ)'APQ=Q 'PT'APQ =Q 'BQ =C,

und da PQ € GL,(K) gilt, ist somit A dhnlich zu C. Folglich ist Ahnlichkeit von Matrizen transitiv.

Fiir alle A € K™ gilt E;'AE,, = A, und da E,, € GL,(K) gilt, ist somit A dhnlich zu A. Folglich ist
Ahnlichkeit von Matrizen reflexiv.

Es seien A, B € K™*™ so gegeben, dass A dhnlich zu B ist. Dann gibt es ein P € GL,,(K) mit P~"*AP = B.
Es folgt

A=PBP'= (P ) 'BP!,

und da P! € GL,,(K) gilt, ist somit B #hnlich zu A. Folglich ist Ahnlichkeit von Matrizen symmetrisch.

Insgesamt ist Ahnlichkeit von Matrizen eine Aquivalenzrelation auf K™*™. O
(3.63) Bemerkung.

(a) Es seien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W, m,n € Ny, eine Basis s = (s1,...,8,) von V
und eine Basis t = (t1,...,%,) von W gegeben. Die Aquivalenzklasse von M, ;(¢) bzgl. Aquivalenz von
Matrizen ist gegeben durch

[M; s(0)] = {My s () | 8" ist eine Basis von V, ¢’ ist eine Basis von W}.

(b) Es seien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V — V, n € Ny und eine Basis s = (s1,...,8,) von V
gegeben. Die Aquivalenzklasse von M; () bzgl. Ahnlichkeit von Matrizen ist gegeben durch

[Ms s(¢)] = {My & (¢) | 8 ist eine Basis von V'}.

83



Beweis.

(a) Zunéchst sei B € [M; ()], d.h. es sei B € K™*™ dquivalent zu M, s(¢). Dann gibt es P € GL,(K)
und @ € GL,,(K) mit B = Q! M, 4(p) P. Nach Korollar (3.32) ist s’ := (k;1(P_1),...,&k; (P .))
eine Basis von V mit M, o(idy) = P und ¢ := (k;(Q_1),...,k; (Q_,)) eine Basis von W
mit My (idw ) = Q. Mit der Basiswechselformel (3.18)(b) erhalten wir

B =Q " Mys(p) P = My (idw)) ™" Mes(0) My, (idv) = My ().
Sind umgekehrt eine Basis s’ von V und eine Basis ¢’ von W gegeben, so ist M, s(¢) dquivalent zu

(Mt7t/(idW))71 M, s(p) Ms,s (idv) = My s ()
nach der Basiswechselformel (3.18)(b).

(b) Zunéchst sei B € [M; s(p)], d.h. es sei B € K™*" ghnlich zu M; s(¢). Dann gibt es ein P € GL,(K)
mit B = P7'M; ,(p) P. Nach Korollar (3.32) ist s’ = (k7' (P-1),...,k; (P~ ,)) eine Basis von V
mit M ¢ (idy) = P. Mit der Basiswechselformel (3.18)(b) erhalten wir

B=p! M; s(p) P = (Ms,s (idv))_l M 5(p) Ms s (idy ) = My s ().

Ist umgekehrt eine Basis s’ von V' gegeben, so ist M, () &hnlich zu
(M, (idy)) ™" My 5 () My o (idv) = Myr o0 (0)
nach der Basiswechselformel (3.18)(b). O
Unser néchstes Ziel ist es, Matrizen bis auf Aquivalenz zu charakterisieren. Wir gehen also der Frage nach, wie

fiir m,n € Ny die Elemente der Quotientenmenge von K™*" modulo Aquivalenz von Matrizen aussehen.

Klassifikation von Matrizen modulo Aquivalenz

Mit Hilfe des Rangs von Matrizen kénnen wir nun Matrizen bis auf Aquivalenz charakterisieren. Zuniichst
definieren wir Normalformen fiir Matrizen von gegebenem Rang:

(3.64) Definition (Quasieinheitsmatrix). Es seien m,n,r € Ny mit » < min(m,n) gegeben. Die Ma-
trix Q, € K™*"™ gegeben durch

E. 0

heifst Quasieinheitsmatrix.

(3.65) Beispiel. Es ist Qy € Q*** gegeben durch

1000
Q=(0 1 0 0
0000

(3.66) Bemerkung. Es seien m,n,r € Ny mit » < min(m,n) gegeben. Der Rang von Q, € K™*" ist

kg Q. =7
(3.67) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — W, m,n,r € Ny mit r» < min(m, n),
eine Basis s = ($1,...,5,) von V und eine Basis t = (t1,...,t,) von W so gegeben, dass (Sy41,...,8,) eine
Basis von Ker ¢ und t; = ¢(s;) fir j € [1,7] ist. Dann ist

Mt,s(‘ﬁ) = Q.
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Beweis. Fir j € [1,n] gilt

ej, fallsje[l,r],

Ke(p(s5)) = {0, falls j € [r +1,n].

Es folgt

Mes(9) = (ke(p(51)) -oo ke(@(s0))  Kel@(5041)) oo Ke(@(s0))) = (e1 --- e O ... 0)
E. 0
(0 0>:QT' =

(3.68) Korollar. Es seien m,n € Ny und ein A € K™*™ gegeben. Dann ist A dquivalent zu Qi  A-

Beweis. Da K™*1 endlichdimensional mit dim K™*! = n ist, gibt es nach dem Rangsatz (2.28) ein r € Ny
mit 7 < n und eine Basis s = (s1,...,8,) von K™*! derart, dass (p(s1),...,9(s,)) eine Basis von Im @ 4
und ($y41,-..,8,) eine Basis von Ker ¢ 4 ist. Insbesondere ist Im @ 4 endlichdimensional und es gilt

tkA=rkps =dim(Imey) =1
Da auch K™*! endlichdimensional ist, gibt es nach Korollar (1.55) eine Basis t = (t1,...,t,) von K™*!

mit t; = @a(s;) fiir j € [1,7].
Nach Bemerkung (3.63)(a) ist A = M o(@4) &quivalent zu M; s(¢4) und nach Bemerkung (3.67) gilt

M s(94) = Qr = Qux a- O
(3.69) Satz. Es seien m,n € Ny und A, B € K™*™ gegeben. Genau dann ist A dquivalent zu B, wenn

rkx A =rkg B
ist.

Beweis. Zunichst sei A dquivalent zu B, so dass es P € GL,(K), Q € GL,,(K) mit Q"*AP = B gibt. Nach
Korollar (3.25) und Bemerkung (3.26) ist

Col(A) = Col(AP) = Col(Q*AP) = Col(B),
also
rk A = dim Col(A) = dim Col(B) =rk B

nach Satz (2.32).

Nun sei umgekehrt rk A = rk B. Nach Korollar (3.68) ist A dquivalent zu Q,x 4 und B dquivalent zu Qux 5.
Da aber 1k A = rk B ist, folgt Qux 4 = Qux B, und da Aquivalenz von Matrizen nach Bemerkung (3.62)(a) eine
Aquivalenzrelation auf K™*™ ist, ist A folglich dquivalent zu B. O

(3.70) Korollar (Klassifikation von Matrizen modulo Aquivalenz). Es seien m,n,r € Ny und A € K™*"
gegeben. Genau dann ist

tkx A=,
wenn A Aquivalent zu Q,. ist.

Beweis. Es ist tkQ, = r. Somit gilt genau dann rk A = r, wenn rk A = rk Q,. ist, was nach Satz (3.69) aber
genau dann gilt, wenn A dquivalent zu Q,. ist. O

3.71) Korollar. Es seien m,n € Ny und A € K™*"™ gegeben. Dann ist
geg
I‘kK A= I'kK lI)A,

wobel P 4: K™ — K1X7 25 zA.
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Beweisskizze. Es ist tkA = tk@a = dim(Im @ 4) mit @4: K™*1 — K™*1 also der Multiplikation von A
an Spalten. Die Abbildung {4 ist die Multiplikation von A an Zeilen, die Zeileninterpretation von A. Jede
Aussage, welche wir in diesem Abschnitt fiir ¢ 4 bewiesen haben, besitzt ein Analogon fiir Zeilen statt Spalten.
Das Analogon zu Korollar (3.70) besagt: Fiir r € Ny ist genau dann rkip 4 = r, wenn A dquivalent zu Q, ist.
Nach Korollar (3.68) ist aber A dquivalent zu Q,x 4, so dass das Analogon zu Korollar (3.70) bereits

rkipsp =1k A
impliziert. O
(3.72) Korollar. Es seien m,n € Ny und A € K™*" gegeben. Dann ist

I‘kK Atr = I‘kK A.

Darstellung von Spaltenrdumen als Losungsraume

Es seien m,n € Ny und B € K™*" gegeben. Wenn wir ein homogenes lineares Gleichungssystem zur Koef-
fizientenmatrix B ldsen, so bestimmen wir eine Basis (¢1,...,t,) des Untervektorraums Sol(B,0) von K"*!,
wobei p = n — rk B, vgl. Korollar (3.36). Schreiben wir diese Basis als Spalten in eine Matrix A, so gilt

SOl(B,0) = (t1,...,ty) = (A_1,..., A_,) = Col(A)

nach Bemerkung (3.21), d.h. wir haben den Losungsraum als Spaltenraum geschrieben.

Wir wollen nun das umgekehrte Problem betrachten, d.h. einen Spaltenraum als Losungsraum schreiben. Hierzu
seien n,p € Ng und A € K™*P gegeben. Da der Spaltenraum das Bild und der Losungsraum der Kern eines
Homomorphismus sind, kénnen wir das in Abschnitt 2 unter Verwendung von Proposition (2.27) beschriebe-
ne Verfahren verwenden: Zunichst bestimmen wir eine Basis von Col(A) und ergénzen diese zu einer Basis
von K™ d.h. wir bestimmen r € Ny und eine Basis t = (t1,...,%,) von K"*! so, dass (t1,...,t,) eine Basis
von Col(A) ist. Es bezeichne ¢: K"*! — K™*! den eindeutigen K-Vektorraumhomomorphismus mit ¢ (¢;) = 0
fir j € [1,7] und ¥ (t,4;) = e; fiir ¢ € [1,m], wobei m = n — r. Dann gilt also

Me,t(w) = (0 Em) .
Fir B € K™*™ gegeben durch B = M, (%) gilt nun ¢) = ¢ g nach Proposition (3.11) und damit
Sol(B,0) = Ker o p = Kery = (t1,...,t.) = Col(A4)

nach Korollar (3.36) und Proposition (2.27). Nach der Basiswechselformel (3.18)(b) und Bemerkung (3.17) ist

-1

B =Mee(¥)) = Mot () My e (idgnx1) = Me 1 (¥)) (Mo ¢ (idgnx1)) ™" = (0 Ep) (81 ... tn)

Dieses Verfahren ist etwas langlich, es liefert allerdings auch etwas mehr als zunéchst gewiinscht: Es gilt nicht
nur Sol(B,0) = Col(A) sondern zusitzlich auch noch B (t,41 ... t,) = E,,. Da wir ¢ erst im Laufe des
Verfahrens konstruiert haben, ergibt sich hierdurch eine vergleichsweise hohe Flexibilitat hinsichtlich der Kon-
struktion von B.

Wir stellen nun ein alternatives Verfahren vor, welches in der Regel etwas schneller durchfiihrbar ist. Grundlage
dieses Verfahrens ist die Transposition von Matrizen, welche doppelt angewandt wird.

(3.73) Proposition. Es seien m,n,p € Ny, A € K™*P und B € K™*" gegeben. Genau dann gilt
Sol(B,0) = Col(A),

wenn
Sol(A™,0) = Col(B"™)

gilt.
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Beweis. Zunichst gelte Sol(B,0) = Col(A). Fiir k € [1,p] ist dann A_ , € Col(A) = Sol(B,0), es gilt also
BA=B(A_: ... A_,)=(BA_; ... BA_,)=(0 ... 0)=0.

Nach Proposition (A.148)(a) ist
(A" (B™)_1 ... A™(B™)_,)=A"B" = (BA)" =0" =0,

also (B'T)_; € Sol(A™,0) fiir i € [1,m]. Da Sol(A',0) ein Untervektorraum von K™*! ist, folgt Col(B') =
(B™)_1,...,(B")_ ;) € Sol(A',0) nach Bemerkung (3.21), und da Col(B') ein Untervektorraum von K"*!
ist, folgt Col(B*") < Sol(A™,0). Nach Korollar (3.36), Korollar (3.72) und Bemerkung (3.28) gilt schlieflich
dim Sol(A™,0) = n — rk A" =n — 1k A = n — dim Col(A) = n — dim Sol(B,0) = rk B = rk B*
= dim Col(B"),

so dass sich nach Proposition (1.68) bereits Sol(A',0) = Col(B") ergibt.
Gilt umgekehrt Sol(A™,0) = Col(B™), so auch

Sol(B,0) = Sol((B™)™,0) = Col((A™)") = Col(A). O
Algorithmisch ldsst sich Proposition (3.73) wie folgt formulieren:
(3.74) Algorithmus.
e Eingabe: A € K™*P fiir gewisse n,p € Ny
e Ausgabe: B € K™*" fiir ein m € Ny mit Sol(B,0) = Col(A) und tk B =m

e Verfahren:

function matrixsle(A)
bestimme Basis (s1, ..., 8,) von Sol(A%,0);
return (81 R sm)tr;

end function;

(3.75) Beispiel. Es sei A € Q°*? gegeben durch

1
-2
A=|-1
0
3

_ =0 O O

Fiir B € Q3*5 gegeben durch

2 1.0 0 O
B=]11 01 0 0
-3 0 0 -1 1

gilt
Col(A) = Sol(B,0).

Beweis. Nach Bemerkung (3.21) gilt

2 1 -3 2 1 -3
1 0 0 1 0 0
Sol(A“,O):Sol(((l) P ‘i’),(?))):( o, l1],]o0o=co(lo 1 o]
0 0 -1 0 0 -1
0 0 1 0 0 1
= Col(B"™),
so dass aus Proposition (3.73) bereits Col(A) = Sol(B, 0) folgt. O

87



4 Lineare Kodierungstheorie

In diesem Abschnitt behandeln wir die Grundlagen der linearen Kodierungstheorie, einem Anwendungsgebiet
der linearen Algebra. Die Kodierungstheorie beschéftigt sich mit sogenannten fehlererkennenden und fehler-
korrigierenden Codes. Dabei ist ein solcher Code eine Art Sprache, welche zur Ubermittlung von Nachrichten
iber storungsanfillige Kanéle verwandt wird. Das Ziel ist dabei nicht die Verschliisselung der zu sendenden
Nachricht (damit beschéftigt sich die Kryptographie), sondern das Erkennen und ggf. Korrigieren von Fehlern,
welche durch Stérungen des Kanals hervorgerufen werden kénnen.

Zur Einfiihrung betrachten wir ein Beispiel: Hierbei soll eine Information aus einer Menge an acht verschiedenen
Informationen iibertragen werden. Wenn wir davon ausgehen, dass sowohl Sender als auch Empfanger alle
moglichen Informationen kennen, so kénnen wir die Menge der Informationswdérter durch F3 modellieren. Die
Informationsworter sind also Ausdriicke der Form (z1, 22, x3), wobei x1, x9, x3 € Fo = {0, 1}, Worter bestehend
aus drei Bits. Der Einfachheit wegen schreiben wir in dieser Einfithrung x;zox3 anstatt (1, 29, x3). Wir haben
also folgende Informationsworter, wobei jedes Wort genau einer Information entspricht:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111

Nehmen wir nun beispielsweise an, der Sender tibermittelt das Informationswort 101. Wir wollen davon ausge-
hen, dass die Ubertragung méglicherweise nicht stérungsfrei verliuft, so dass die Nachricht bei der Ubermittlung
verdndert werden kann. Unter der Annahme, dass eine Stérung bei der Ubermittlung die Nachricht an genau
einer Stelle verdndert, erhdlt der Empfénger ein Wort, welches nicht der zu iibermittelnden Information ent-
spricht, ndmlich eines der Wérter 001, 111 oder 100. Schlimmer noch, da sowohl 001 als auch 111 als auch 100
selbst jeweils ein mogliches Informationswort ist, erkennt der Empfiinger nicht einmal, dass bei der Ubermittlung
ein Fehler passiert ist, er erhélt schlicht eine falsche Information.

Um dem entgegen zu wirken, kann der Sender seiner Information redundante Bits, also zur Ubermittlung der
Information iiberfliissige Bits, hinzufiigen. Beispielsweise konnte er seinen Informationswortern jeweils ein ein-
zelnes Kontrollbit so hinzufiigen, dass die Summe aller Bits (in Fs) gleich 0 wird. Hierdurch wiirde sich die Lénge
der moglichen zu iibermittelnden Nachrichten auf 4 vergrofiern. Konkret ergében sich die folgenden Worter:

0000, 0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 1111

Da diese Worter nun neben der eigentlich zu tibermittelnden Information noch Redundanzen erhalten, sprechen
wir von Codewdrtern, den Ubergang von einem Informationswort zu einem Codewort nennt man Kodierung.
Ein Code ist die Menge aller Codewdrter, also einfach eine (in der Praxis echte) Teilmenge von F%.

Anstatt das Informationswort 101 direkt zu {ibermitteln, kénnte der Sender dieses also zuerst mittels Hinzufi-
gen eines Kontrollbits kodieren und stattdessen 1010 verschicken. Wiirde nun bei der Ubermittlung genau ein
Bit verdndert, so wiirde der Empfianger eines der Worter 0010, 1110, 1000 oder 1011 erhalten. Da keines dieser
Worter ein Codewort ist, wiirde der Empfanger nun also zumindest erkennen, dass ein Fehler passiert ist, wenn
er auch nicht weifs, an welcher Stelle der Fehler passiert ist. Wiirden hingegen bei der Ubertragung zwei Fehler
passieren, so wiirde der Empfénger wieder ein Codewort erhalten, beispielsweise 1100, und die Ubermittlungs-
fehler somit nicht bemerken. Wir sagen, dass der Code (nur) einen Fehler erkennt. Fiir die Anwendungen der
Kodierungstheorie muss also sichergestellt sein, dass im Verhéltnis zur Lénge der zu iibermittelnden Codeworter
nicht zu viele Fehler passieren.

Eine andere Moglichkeit, den Informationswortern redundante Bits hinzuzufiigen, wére etwa, die Information
zu wiederholen. Der Sender konnte beispielsweise jedes Informationswort doppelt senden und wiirde somit
Codeworter der Léange 6 erhalten:

000000, 001001, 010010, 011011, 100100, 101101, 110110, 111111

Wiirde der Sender nun das Codewort 101101 statt des Informationsworts 101 senden, so wiirde der Empfénger
manchmal zwei Fehler erkennen, etwa beim Empfang des Worts 111001, manchmal jedoch auch nicht, etwa
beim Empfang des Worts 111111.

Als néchstes wollen wir die Moglichkeit betrachten, dass der Sender jedes Informationswort sogar dreimal sendet,
so dass die Codeworter die Lange 9 erhalten:

000000000, 001001001, 010010010, 011011011, 100100100, 101101101, 110110110, 111111111

Anstatt des Informationsworts 101 wiirde der Sender nun also das Codewort 101101101 verschicken. Wir wollen
weiter annehmen, dass bei der Ubertragung hochstens ein Fehler passiert, so dass der Empféanger beispielsweise
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das Wort 111101101 erhalt. In diesem Fall wiirde der Empfanger nicht nur sofort erkennen, dass ein Fehler
aufgetreten sein muss, er konnte unter der Annahme, dass hochstens ein Fehler passiert ist, sogar Riickschliisse
auf das gesendete Codewort machen: Der Fehler muss an der zweiten Stelle passiert sein, da jede Verdnderung
an den anderen Stellen des empfangenen Worts nicht zu einem Codewort fiihrt. Oder anders ausgedriickt: Jedes
andere Codewort unterscheidet sich an mindestens zwei Stellen vom empfangenen Wort. Wir sagen, dass der
Code einen Fehler korrigiert. Sowohl den Ubergang von einem empfangenen Wort zu einem Codewort als auch
den Ubergang von einem Codewort zum zugeordneten Informationswort nennt man Dekodierung, wobei man in
der Kodierungstheorie vor allem den ersten Aspekt studiert.

Der Preis dafiir, dass wir bei diesem Code einen Fehler korrigieren kénnen, liegt natiirlich in der Lénge der
verwendeten Codeworter. Das Ziel der Kodierungstheorie ist es, solche Codes zu finden, bei denen die Lénge
der Codeworter im Verhéiltnis zur Anzahl der moglichen zu korrigierenden Fehler klein ist (oder umgekehrt, bei
der die Anzahl der moglichen zu korrigierenden Fehler im Verhéltnis zur Léange der Codeworter moglichst grofs
ist).

Anstatt nur Worter mit Eintrégen in Fy zu betrachten, kénnen wir auch allgemeinere Codes definieren. Dabei
kénnen wir im Prinzip jede Menge als ,,Zeichenvorrat® wahlen. Wir werden unseren Codes stets einen Kérper K
zu Grunde legen. Typischerweise wird K endlich sein, was filir unsere Theorie jedoch nur an wenigen Stellen
eine Rolle spielen wird und deshalb erst einmal nicht angenommen wird. Eine gréfsere Rolle spielt hingegen die
Struktur, welche ein Kérper mit sich bringt: Die Lineare Algebra kommt in der Kodierungstheorie bei der effizi-
enten Handhabung von Codes ins Spiel — anstatt beliebiger Teilmengen kénnen wir Untervektorrdume von K"
fiir ein n € Ny betrachten und so die bisherige Theorie anwenden. Da wir im Laufe des Matrixkalkiils den
Standpunkt eingenommen haben, mit Spaltenmatrizen statt Tupeln zu arbeiten, werden wir der Bequemlich-
keit wegen diesen Standpunkt auch weiterhin annehmen und lineare Codes als Untervektorriume von K™*!
(statt K™) definieren. (3)

Im Folgenden, bis zum Ende des Abschnitts und mit Ausnahme einiger Beispiele, seien stets ein Korper K und
eine nicht-negative ganze Zahl n gegeben.

Blockcodes

Die Worter eines Codes werden alle stets dieselbe Léange n haben. Aus diesem Grund definieren wir:

(4.1) Definition (Blockcode). Ein Blockcode iiber K der Linge n ist eine nicht-leere Teilmenge C' von K™*!.
Ein Element von C' wird Codewort von C' genannt.
Ein Blockcode iiber K ist ein Blockcode iiber K der Lange m fiir ein m € N.

(4.2) Beispiel.

(a) Die Teilmenge C' von F3*! gegeben durch

0\ /1\ /0\ /1
c={{o]. {0, [1].[1]}
0/ \1/ \1/ \O

ist ein Blockcode iiber Fy der Lénge 3.

(b) Die Teilmenge C von F$*! gegeben durch

Q

I

~
(vl e B an B an B e M an)
O~ O~ O
_ O = O = O
— o= e

—

ist ein Blockcode iiber Fy der Lénge 6.

3In der Literatur zur Kodierungstheorie wird meist mit Zeilenmatrizen gearbeitet, d.h. lineare Codes sind hier Untervektorraume
von K1X™ fiir ein n € Np.
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(c) Die Teilmenge C' von F5*! gegeben durch

c={

oo o oo

O»—A\;—AO»—I

HO\;—‘)—‘O

r—Haor—l»—l
—

ist ein Blockcode iiber Fy der Lange 5.

Hamming-Gewicht und Hamming-Abstand

In obiger Einfiihrung haben wir gesehen, dass die Erkennung und Korrektur von Fehlern davon abhéngt, wie
,weit“ ein empfangenes Wort von einem Codewort entfernt ist. Dabei ist die Weite im Sinne der Anzahl der
bei der Ubertragung aufgetretenen Fehler zu verstehen. Mit anderen Worten, die Weite entspricht der ,,Grofe®
der Differenz von empfangenem Wort und Codewort, des Fehlerworts. Dabei sehen wir ein Fehlerwort als umso
grofer an, je mehr Fehler passiert sind.

Wir werden diesen Sachverhalt nun préazisieren und eine entsprechende Terminologie einfiihren.

4.3) Definition (Hamming-Gewicht). Fiir a € K™*! heift
(4.3) g

wt(a) := [{i € [1,n] | a; # 0}]
das Hamming-Gewicht von a.

Das Hamming-Gewicht eines Worts entspricht also gerade dem Mafs fiir die Grofe dieses Worts, wenn wir es als
Fehlerwort ansehen.

(4.4) Beispiel. In F3*! ist
0

wi( )=2.

O = =

Beweis. Es ist

wt(| ; [) =1{2.3} = 2. O

O~ = O

(4.5) Proposition.
(a) Positive Definitheit. Fiir a € K™*! gilt
wt(a) >0
und genau dann wt(a) = 0, wenn a = 0 ist.
(b) Symmetrie. Fiir a € K™*! gilt

wt(—a) = wt(a).

(c) Dreiecksungleichung. Fiir a,b € K™*! gilt

wt(a +b) < wt(a) + wt(b).
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Beweis.

(a) Es sei a € K™*! gegeben. Dann ist wt(a) = |{i € [1,n] | a; # 0}| > 0. Ferner gilt genau dann wt(a) = 0,
wenn {i € [1,n] | a; # 0} = 0 ist, was aber gerade bedeutet, dass a; = 0 fiir alle ¢ € [1,n] ist, d.h.
dass a = 0 ist.

(b) Fiir a € K™ gilt
wi(—a) = [{i € [L,n] [ (—a); # 0} = [{i € [1,n] | —a; # O} = [{i € [L,n] | a; # 0}| = wt(a).
(c) Fiir a,b € K™*1 gilt

{ie[l,n]|(a+b);#0t={ie[l,n]|a;+b #0} C{ie[l,n]]|a;+#0oder b; #0}
={ie[l,n]|a; #0}U{i€[l,n]|b; #0}

und damit
wh(a +) = [{i € [1,n] | (a+b); # 0} < |{i € [1,n] | a: #0} U{i € [1,n] | bs # O}
< Wi [Ln] | a;# 0} + [{i € [1,n] [ b # 0} = wt(a) + wt(b). O
(4.6) Definition (Hamming-Abstand). Fiir a,b € K™*! heifit
d(a,b) := wt(b — a)
der Hamming-Abstand (oder Hamming-Distanz) zwischen a und b.

(4.7) Bemerkung. Fiir a,b € K™*! ist
d(a,b) = [{i € [1,n] | a; # bi}|.
Beweis. Fiir a,b € K"*! ist
d(a, ) =wt(b—a) = [{i € [LLn] [ (b—a)i # 0} = {i € [LLn] [ bi —a; 0} = [{i € [l,n] | a; # bi}|. [

Der Hamming-Abstand zwischen einem empfangenen Wort und einem Codewort entspricht also gerade einem
Mafs fiir die Anzahl der bei der Ubertragung passierten Fehler.

4.8) Beispiel. In F2*! ist
( P 2

1 1
0 1

d( o )=2.
0 0

Beweis. Es ist

1 1
0 1

a| Vo h=lzsy=2 o
0 0

(4.9) Proposition.
(a) Positive Definitheit. Fiir a,b € K™*1 gilt
d(a,b) >0
und genau dann d(a,b) = 0, wenn a = b ist.
(b) Symmetrie. Fiir a,b € K™*! gilt

d(b,a) = d(a,b).
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(c) Dreiecksungleichung. Fiir a,b,c € K™*1 gilt

d(a,c) < d(a,b) + d(b,c).
(d) Translationsinvarianz. Fiir a,b,c € K™ gilt
d(a+¢,b+c) =d(a,b).

Beweis.

(a) Auf Grund der positiven Definitheit des Hamming-Gewichts (4.5)(a) gilt fiir a,b € K™*! stets d(a,b) =
wt(b — a) > 0 sowie genau dann d(a,b) = 0, wenn b — a = 0 ist, d.h. wenn a = b gilt.

(b) Auf Grund der Symmetrie des Hamming-Gewichts (4.5)(b) gilt fiir a,b € K™*! stets
d(b,a) = wt(a — b) = wt(—(b—a)) = wt(b — a) = d(a,b).
(c) Auf Grund der Dreiecksungleichung fiir das Hamming-Gewicht (4.5)(c) gilt fiir a,b,c € K™*? stets
d(a,c) =wt(c—a) = wt(c—b+b—a) < wt(c—b) +wt(b—a) =d(b,c) +d(a,b) = d(a,b) + d(b, c).
(d) Fiir a,b,c € K™*1 gilt
dla+c,b+c¢)=wt((b+¢) — (a+¢)) = wt(b—a) =d(a,d). O

Wenn wir davon ausgehen, dass bei einer Ubertragung eines Codeworts ¢ weniger als r Fehler passieren, so
miissen wir also all diejenigen Worter in Betracht ziehen, deren Hamming-Abstand zu ¢ strikt kleiner als r ist.
In Analogie zum iiblichen Abstandsbegriff (etwa im R? oder R?) verwenden wir folgende Terminologie:

(4.10) Definition (Kugel). Es seien r € R> und a € K"*! gegeben. Wir nennen
B.(a) :={x € K™ | d(a,z) < r}
die (offene) Kugel vom Radius r um den Mittelpunkt a in K™*! bzgl. des Hamming-Abstands.

Man kénnte anstatt der offenen Kugel auch die abgeschlossene Kugel betrachten, welche fiir r € Rxg, a € K™*!
durch

B.(a) := {z € K™ |d(a,z) <r}
gegeben ist. Da der Hamming-Abstand nur Werte in Ny annimmt, gilt B,.(a) = B,11(a) fiir r € R>g, a € K™*1.

(4.11) Beispiel. In F3*! ist

Ba( )=A

O~ OO
— = O
O»—t>—~©
O(D“OO
r—t»—TOO
Oc;>—l>—l
H)—t>—‘>—‘
H;OH
—

O = O
O = O =
O~ = =
[N eNell S

Minimalabstand eines Blockcodes

Mit Hilfe des Hamming-Abstands kénnen wir nun den folgenden fiir die Dekodierung relevanten Begriff einfiih-
ren.

(4.12) Definition (Minimalabstand). Es sei ein Blockcode C' iiber K der Lénge n gegeben. Der Minimalabstand
(oder die Minimaldistanz) von C' ist definiert als

d(C) = min {d(c,d) | ¢, € C mit ¢ # ¢}, falls |C] > 1,
"o, falls |C] = 1.

92



Der Minimalabstand gibt also den minimalen Abstand zwischen zwei Codewortern eines Blockcodes an.
(4.13) Beispiel.

(a) Es sei C der Blockcode iiber Fy der Linge 3 gegeben durch
0 1 0
c={lo],[o].[1], 1.
0 1 1

Dann ist d(C) = 2.
(b) Es sei C der Blockcode iiber Fy der Linge 6 gegeben durch

O ==

0 1 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
C*{ 0 9 0 9 1 9 1 }
0 1 0 1
0 0 1 1

Dann ist d(C) = 3.

(c¢) Es sei C der Blockcode tiber Fo der Lénge 5 gegeben durch

0 1 0 1
0 0 1 1
c={|0f,{1|,11|,]0]}
0 1 0 1
0 0 1 1
Dann ist d(C) = 3.
Beweis.
(a) Esist
0 1 0 0 0 1
d(lo],l1o0])=2,d(fo],[1])=2,d([{0],[|1])=2,
0 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1
d(lo],|11])=2,d(fo],[1])=2,d([1],|1])=2
1 1 1 0 1 0
und damit
d(C) = min {2} = 2.
(b) Es ist
0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 1
d( 0 ) 0 )*37d( 0 ) 1 )*37d( 0 ) 1 )*67
0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1
1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1

Nel
w



und damit

d(C) = min {3,6} = 3.

(c) Es ist

0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1

d(fol. 11 =sado|, |1 =34do],|o|) =4
0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1

a1l lrph=aaqr],loh=3a]1],.|o]) =3
1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1

und damit
d(C) = min {3,4} = 3. O

Wir werden nun sehen, dass die Grofe des Minimalabstands fiir die Anzahl der erkennbaren bzw. korrigierbaren
Fehler eines Blockcodes verantwortlich ist.

(4.14) Bemerkung. Es sei ein Blockcode C iiber K der Linge n gegeben.
(a) Fiir c € C ist By(ey(c) N C = {c}.
(b) Fiir ¢,¢ € C mit ¢ # ¢ sind B@(c) und B@(CI) disjunkt.
Beweis.
(a) Fiir c€ C und ¢’ € By(¢)(c) N C gilt d(e, ') < d(C) und damit ¢ = ¢".
(b) Es seien ¢, € C so gegeben, dass Bd(zc‘) (¢) und Bﬁ(c’) nicht disjunkt sind, d.h. so, dass Bﬁ(c) N
a(0) a(c

Baco (¢') # 0 ist. Ferner sei € Bace) (¢) NBacey (¢/) gegeben. Dann ist d(c, z) < S5~ und d(c/,z) < =52,
2 2

auf Grund der Dreiecksungleichung2(4.9)(c) und der Symmetrie des Hamming-Abstands (4.9)(b) also

d(c,d) <d(e,z) +d(z,¢) = d(e, z) +d(c,z) < @ + @ =d(C0)

und damit ¢ = ¢'. O

(4.15) Definition (néichster Nachbar). Es seien ein Blockcode C' iiber K der Linge n und ein z € K1
gegeben. Ein ndchster Nachbar von x in C' ist ein ¢ € C' mit

—

d(c,z) = min {d(d,z) | ¢ € C}.
(4.16) Beispiel. Es sei C' der Blockcode iiber Fy der Linge 5 gegeben durch

0\ /1\ /o\ /1
ol o] (1] (2
c={lo],[t].[t].|lo]}
ol 1] [of (1
o/ \o/ \1/ \1

und es sei z € Fg“ gegeben durch

&
|
_ = = O
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Dann ist

= U S )

ein nachster Nachbar von x in C.

Beweis. Es seien ¢y, co,c3,¢4 € ]1'7‘3Xl gegeben durch

C1 =

OO O OO
Q
N
|
O R~ O
o
oo
|
— O = = O
o
e
|
=

so dass C' = {e¢y, ca, ¢3, ¢4} gilt. Dann ist

b

)

4
=3,

1

2.

Folglich ist
d(es, ) = min {d(c1, z),d(cq, x),d(cs, ), d(cq, )},
d.h. c3 ist ein nachster Nachbar von z in C. O]

(4.17) Bemerkung. Es seien ein Blockcode C iiber K der Lange n und ein Codewort ¢ von C' gegeben. Fiir
alle € Baco) (¢) ist ¢ der eindeutige néchste Nachbar von z in C'.
2

Beweis. Es sei © € Baco) (¢) gegeben. Fiir ¢ € C mit d(¢/,z) < d(c,z) gilt dann
2

d(c,z) <d(c,z) < @,

d.h. es ist € Bao (¢/) und damit = € Bao) (¢) N Bace) (¢/). Nach Bemerkung (4.14)(b) folgt ¢ = ¢'.

2 2 2
Folglich gilt einerseits d(c,z) < d(¢/,z) fiir alle ¢ € C und damit d(c,z) = min{d(¢,z) | ¢ € C}, d.h. ¢ ist
ein néchster Nachbar von x in C. Andererseits gilt fiir jeden beliebigen nachsten Nachbarn ¢’ von z in C
insbesondere d(c’, z) < d(c, z) und damit ¢ = ¢’. Insgesamt ist ¢ der eindeutige néchste Nachbar von z in C. O

Unter der Annahme, dass bei der Ubertragung nicht zu viele Fehler passieren, nimlich strikt weniger als die
Hélfte des Minimalabstands, kénnen wir nach Bemerkung (4.17) also ein empfangenes Wort zum gesendeten
Codewort dekodieren.

(4.18) Anwendung (N&chster-Nachbar-Dekodierung).
o Initialisierung:

— Wiihle einen Blockcode C iiber K der Linge n so, dass bei der Ubertragung eines Codeworts (mit
4(C)

hoher Wahrscheinlichkeit) weniger als =5

Fehler passieren.
e Dekodierung eines empfangenen Worts x € K"*1:

— Bestimme den néchsten Nachbarn ¢ von .

— Dekodiere z zu c.
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e Beispiel:

— Wir withlen den Blockcode C' = {¢1, g, c3, ¢4} tiber Fy der Linge 5 gegeben durch

0 1 0 1
0 0 1 1
c1 = 0,62: 1 , C3 = 1 , C4 = 0
0 1 0 1
0 0 1 1

— Das empfangene Wort = € IF‘;’“ sei gegeben durch

8
Il
e

Nach Beispiel (4.16) ist ¢35 der néchste Nachbar von z in C. Es wird = zu c¢5 dekodiert.

Lineare Codes

Um allgemeine Blockcodes beschreiben zu kénnen, miissen wir die einzelnen Codeworter angeben. Da dies bei
vielen Codewdrtern in der Praxis zu aufwéndig ist, fithren wir nun spezielle Blockcodes ein, bei denen mit Hilfe
der linearen Algebra einfachere Beschreibungen moglich sind.

(4.19) Definition (linearer Code).

(a) Ein linearer Code iiber K der Linge n ist ein Blockcode C' iiber K der Linge n so, dass C ein K-Unter-
vektorraum von K™% ist.

Ein linearer Code liber K ist ein linearer Code iiber K der Lange m fiir ein m € Np.

(b) Es seien k € [0,n] und ein linearer Code C iiber K gegeben. Wir sagen, dass C' ein linearer [n, k]-Code
ist, wenn C' ein linearer Code iiber K der Lénge n mit dimyx C' = k ist.

(c¢) Esseien d, k € [0,n] und ein linearer Code C iiber K gegeben. Wir sagen, dass C ein linearer [n, k, d]-Code
ist (oder dass C die Parameter [n,k,d] hat), wenn C ein linearer [n, k]-Code iiber K mit d(C) = d ist.

Lineare Codes werden beispielsweise bei der Compact Disc (CD) eingesetzt; dort verwendet man einen li-
nearen [28,24,5]-Code und einen linearen [32,28,5]-Code iiber einem Kérper mit 25 = 256 Elementen [15,
Abschn. 3].

(4.20) Beispiel.
(a) Es sei C der Blockcode iiber Fy der Lénge 3 gegeben durch

0\ /1\ /o\ /1
c={lo], o], [t]. 1]}
o/ \1) \1/ \o

Dann ist C' ein linearer [3, 2, 2]-Code iiber Fs.
(b) Es sei C der Blockcode iiber Fo der Lange 6 gegeben durch

0 0

OO O OO
O»—lour—\OH
>—A©»—To>—t
»—w—w—jr—»—»—A

Dann ist C' ein linearer [6, 2, 3]-Code iiber Fa.
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(c¢) Es sei C der Blockcode tiber Fo der Lénge 5 gegeben durch

0 1 0 1
0 0 1 1
c={|0f,[1],11]|,[0]}
0 1 0 1
0 0 1 1
Dann ist C' ein linearer [5,2, 3]-Code iiber Fs.
Beweis.
(a) Esist

1 0
C=(l0]|,[1]).
1 1
Folglich ist C' ein Untervektorraum von F;’Xl der Dimension dim C' = 2. Nach Beispiel (4.13)(a) ist der

Minimalabstand von C' durch d(C) = 2 gegeben. Insgesamt ist C' ein linearer [3,2, 2]-Code iiber Fs.
(b) Es ist

o=

O = O = O =
_ O = O = O

Folglich ist C' ein Untervektorraum von F$*! der Dimension dim C' = 2. Nach Beispiel (4.13)(b) ist der
Minimalabstand von C' durch d(C) = 3 gegeben. Insgesamt ist C ein linearer [6, 2, 3]-Code iiber Fs.

(¢) Es ist

=/

O = = O =
R O, R~k O
~

Folglich ist C' ein Untervektorraum von F3*! der Dimension dim C' = 2. Nach Beispiel (4.13)(c) ist der
Minimalabstand von C' durch d(C) = 3 gegeben. Insgesamt ist C' ein linearer [5, 2, 3]-Code iiber Fy. O

(4.21) Bemerkung. Es sei ein linearer Code C der Lénge n iiber K gegeben. Dann ist
d(C) = min {wt(c) | c € C'\ {0}}, falls C'# {0},
o, falls C' = {0}.
Beweis. Es gelte C' # {0}. Da C' ein Untervektorraum von K"*! ist, gilt {¢' —c|c,c/ € C, c# '} = C\ {0}.
Folglich ist
d(C) = min{d(c,) | ¢, € C, c# '} = min{wt(c' —¢) | ¢, € C, c # '}
= min{wt(c) | c € C'\ {0}}. O
Alternativer Beweis von Beispiel (4.13).
(a) Nach Beispiel (4.20)(a) ist C' ein linearer Code. Wegen

1 0 1
wt(|0|)=2,wt(|{1])=2,wt(|1])=2,
1 1 0
gilt nach Bemerkung (4.21) also
d(C) = min {2} = 2.
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(b) Nach Beispiel (4.20)(b) ist C' ein linearer Code. Wegen

wi( ) =3, wt( ) =3, wt(

_ O = O = O

1
1
1
1
1
1

O = OO =

gilt nach Bemerkung (4.21) also

d(C) =min {3,6} = 3.

(c¢) Nach Beispiel (4.20)(c) ist C ein linearer Code. Wegen

1 0 1
0 1 1
wt(|1[)=3,wt(]|1]|)=3,wt(|O0[) =4,
1 0 1
0 1 1
gilt nach Bemerkung (4.21) also
d(C) = min {3,4} = 3. O

Erzeugermatrizen

Mit Hilfe von Basen lassen sich endlichdimensionale Untervektorrdume und damit insbesondere lineare Codes
der Linge n als Untervektorriume von K™*! kompakt beschreiben. Wir benutzen das Konzept des Spalten-
raums, siche Definition (3.20), also die Beschreibung als Bild der Spalteninterpretation @ 4: K**! — K™*! fiir
gewisse k € Ny, A € K"*k,

(4.22) Definition (Erzeugermatrix). Es seien &k € [0,n] und ein linearer [n, k]-Code C iiber K gegeben. Eine
Erzeugermatriz (oder Generatormatriz) fiir C ist ein A € K™** mit

C = Col(A).

Da K™*! endlichdimensional ist, ist jeder lineare Code nach Proposition (1.68) endlichdimensional und besitzt
demnach eine Basis. Nach Bemerkung (3.21) gibt es daher fiir jeden linearen Code eine Erzeugermatrix.

(4.23) Beispiel.

(a) Es seien ein linearer Code C iiber Fy der Lénge 3 und A € F§X2 gegeben durch

0 1 0 1 10
c={{o]. o], [1]).{1]}hA=(0 1
0 1 1 0 11

Dann ist A eine Erzeugermatrix fiir C.

(b) Es seien ein linearer Code C' iiber Fy der Linge 6 und A € F5*? gegeben durch

(el e i en I an B e M an)
O»—lour—\©>—l
)—‘O);OHO
e e
OR O O+
—_ 0 = O = O

Dann ist A eine Erzeugermatrix fiir C.
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¢) Es seien ein linearer Code C iiber Fy der Linge 5 und A € F5*? gegeben durch
2

0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 1
c={lo|,[t], 1], |o]hAa=]1 1
0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 1
Dann ist A eine Erzeugermatrix fiir C.
Beweis.
(a) Nach Bemerkung (3.21) ist
1 0 1 0 0 1 0 1
Col(A)=([0],|1]y={alO] +b[1] |abeF}={|0]|,[(0],|1],[1]}=C
1 1 1 0 1 0
(b) Nach Bemerkung (3.21) ist
1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 1 0 1
Col(4) = { ol |1 )y ={a 0 +b 1 |a,b ey} ={ ol lol 1111 }=C
1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0 1 1
(¢) Nach Bemerkung (3.21) ist
1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0 1 1
Col(Ay={(|1],|1)=f{a|l|+b]1]||abeF}={|0],|L1]|,[1|,]0|}=C. O
1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0 1 1

(4.24) Bemerkung. Es seien k € [0,n], ein linearer [n, k]-Code C' iiber K und eine Erzeugermatrix A fiir C'
gegeben. Dann gilt

I“kK A=k
Beweis. Nach Bemerkung (3.28) gilt
rk A = dim Col(A) = dim C = k. O

Neben der effizienten Beschreibung eines linearen Codes lassen sich Erzeugermatrizen auch zur Umwandlung
von Informationswortern in Codeworter und umgekehrt, also zum Kodieren und Dekodieren, benutzen: Es seien
ein linearer [n, k]-Code C iiber K und eine Erzeugermatrix A fiir C' gegeben. Nach dem Rangsatz (2.28) und
Bemerkung (4.24) ist

def g =dim Kt — 1tk =k —1kA=0

und damit @4: K**1 — K™ w +— Aw injektiv nach Bemerkung (2.25)(b). Wegen C' = Col(A) = Im @ 4 ist
daher

049 KM 5 O w i Aw

eine Bijektion (und sogar ein Isomorphismus nach Bemerkung (3.1) und Bemerkung (2.9)).

Wir betonen, dass wir unter Kodierung hierbei den Ubergang von einem Informationswort zu einem Codewort
bezeichnen, wihrend wir unter Dekodierung den Ubergang von einem Codewort zu einem Informationswort
meinen. Diese gegenseitige Zuordnung ist abhéngig von einer gewdhlten Erzeugermatrix, weswegen wir diese
bei der Kodierung bzw. Dekodierung mit angeben miissen. Unter Dekodierung ist hier hingegen nicht die
Dekodierung eines empfangenen Wortes zu einem Codewort im Sinne der Néachster-Nachbar-Dekodierung (4.18)
gemeint, diese ist unabhingig von der gewéhlten Erzeugermatrix.
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(4.25) Anwendung (Umwandlung von Informationswortern und Codewdrtern).
e Setup: Es seien k € [0,n], ein linearer [n, k]-Code C iiber K und eine Erzeugermatrix A fiir C' gegeben.
e Kodierung eines Informationsworts w € K**! zu einem Codewort bzgl. A:
— Berechne Aw.
e Dekodierung eines Codeworts ¢ € C' zu einem Informationswort bzgl. A:

— Berechne w € K**1 mit Aw = c.

Beispiel:

— Es sei C der lineare Code iiber Fy mit Erzeugermatrix A € ngg gegeben durch

b

Il
O~ = O
— O R = O

— Die Kodierung des Informationsworts

()

bzgl. der Erzeugermatrix A ergibt

Aw =

O R = O

7 N\

— =

~_

Il
== O

— Die Dekodierung des Codeworts

(e}
\
— O~ = O

bzgl. der Erzeugermatrix A ergibt

(1)

denn es ist

b
R
— O
~_
Il
O R =k O
7 N\
= O
~_
Il
= O = = O
|
o
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Kontrollmatrizen

Um zu testen, ob ein Wort der Lange n ein Codewort eines durch eine Erzeugermatrix gegebenen Codes ist, miis-
sen wir Uberpriifen, ob sich dieses Wort als Linearkombination der Spalten der Erzeugermatrix schreiben lasst
— mit anderen Worten, wir miissen ein lineares Gleichungssystem auf dessen Losbarkeit testen. Im Folgenden
werden wir ein alternatives Verfahren zur Erkennung von Codewdrtern mittels sogenannter Kontrollmatrizen
angeben. Wiahrend man mit einer Erzeugermatrix eine Beschreibung eines linearen Codes als Spaltenraum,
nach Definition (3.20) also als Bild einer Spalteninterpretation, erhélt, liefert eine Kontrollmatrix eine Beschrei-
bung als Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems, nach Korollar (3.36) also als Kern einer
Spalteninterpretation.

(4.26) Definition (Kontrollmatrix). Es seien k € [0,n] und ein linearer [n, k]-Code C iiber K gegeben. Eine
Kontrollmatriz fir C ist ein B € K=" mit

C = Sol(B,0).
(4.27) Beispiel.
a) Es seien ein linearer Code C' iiber Fy der Linge 3 und B € F1*? gegeben durch
2

0 1 0 1
c={{o]. (o). {r]).[{r])}B=(1 1 1).
0 1 1 0

Dann ist B eine Kontrollmatrix fiir C.

(b) Es seien ein linearer Code C' iiber Fy der Linge 6 und B € F5*® gegeben durch

0 1 0 1

0 0 1 1 100 010

0 1 0 1 01 0 0 01
C=A{ of’1o01’111’|1 b B = 001 010

0 1 0 1 0 0 01 01

0 0 1 1

Dann ist B eine Kontrollmatrix fiir C.

¢) Es seien ein linearer Code C iiber Fy der Linge 5 und B € F3*° gegeben durch
2

0 1 0 1
0 0 1 1 1 0 01 0
c={|of,{1),11{,{0)},B=(0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 01 11
0 0 1 1
Dann ist B eine Kontrollmatrix fiir C.
Beweis.
(a) Es ist
1 1 1 1 0 1 1 0
Sol(B,0)=([1],(0])={a|1|+0[0] |abel}={[0]),{1],[0].{1]}=C.
0 1 0 1 0 0 1 1
(b) Es ist
1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 1 0 1
Sol(B,0) = ( ol 11 )y =Aa 0 +b 1 |a,beFy} = ol 1ol L1111 1=C
1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0 1 1
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(c) Es ist

1 0 1 0 0 1 0 1

o] [1 0 1 o] [o] [1] [t
Sol(B,0)=(|1|,[1h={a|1|+b|1]||abery={]0],|1]|,.[1|.|0|}=C O

1| |o 1 0 of 1] |of |1

0 1 0 1 0 0 1 1

Eine Kontrollmatrix fiir einen durch eine Erzeugermatrix gegebenen linearen Code lésst sich mit Hilfe des in
Proposition (3.73) vorgestellten Verfahrens berechnen:

Alternativer Beweis von Beispiel (4.27)(a). Nach Beispiel (4.23)(a) ist A € F3*? gegeben durch

1 0
A=10 1
1 1

eine Erzeugermatrix von C'. Wegen

1 01 0 ! L
Sol(A*,0) = Sol( , y={(|[1])=Col(|1])=Col(B™)
0 1 1 0 1 1
gilt Sol(B,0) = Col(A) = C nach Proposition (3.73). Folglich ist B eine Kontrollmatrix von C'. O

(4.28) Bemerkung. Es seien k € [0,n], ein linearer [n, k]-Code C' iiber K und eine Kontrollmatrix B fiir C'
gegeben. Dann gilt

rtkx B=n—k.
Beweis. Nach Korollar (3.36) gilt
rk B =n—dimSol(B,0) =n —dimC =n — k. O
(4.29) Anwendung (Codewort-Test).
e Setup: Es seien k € [0, n], ein linearer [n, k]-Code C iiber K und eine Kontrollmatrix B fiir C' gegeben.
e Test, ob ein empfangenes Wort 2 € K™*! ein Codewort von C' ist:

— Berechne Bz.

— Wenn Bz = 0 ist, dann ist = ein Codewort von C, ansonsten nicht.
e Beispiel:

— Es sei C der lineare Code iiber Fy mit Kontrollmatrix B € F3*® gegeben durch

10 010
B=10 1 0 0 1
0 01 11

— Das empfangene Wort z; € Fg“ gegeben durch

_ =

xr1 =

=)

ist ein Codewort von C, denn es gilt

BJI1 =

o O
o~ o
—_o O
=
== O
— = O
I
o OO
I
o
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— Das empfangene Wort z4 € Fg“ gegeben durch

ro =

Y e e

ist kein Codewort von C, denn es gilt

1
100 10 1 0
Bz, =10 1 0 0 1 1{=10] #0.
001 11 1 1
1

Ein weiterer Vorteil von Kontrollmatrizen ergibt sich bei der Bestimmung des Minimalabstands:

(4.30) Bemerkung. Es scien k € [1,n], ein linearer [n, k]-Code C' iiber K und eine Kontrollmatrix B fiir C
gegeben. Dann ist

d(C) =min{r € N |es gibt ji,...,j, € [1,n] mit j; <... < j, so, dass (B_j,,...,B_ ;) linear
abhéingig ist}
=max {r € N | fir alle j1,...,5,—1 € [1,n] mit j1 <... < jp_1ist (B_j,,...,B_ _,) linear
unabhéngig}.

Beweis. Fiir ¢ € K™ gilt genau dann ¢ € C, wenn Be = 0 ist, d.h. wenn Y ¢;B_ ; =0 ist. Also gilt

J€[1,n]

d(C) = min {wt(c) | ¢ € C'\ {0}} = min {wt(c) | c € K™**\ {0} mit Z ¢;B_; =0}

Jjelln]

=min {|{j € [1,n] | ¢; # 0}| | c € K™\ {0} mit Z ¢;B_; =0}
Jjell,n]
c]-;éO

min {|J| | J C [1,n] so, dass (B_ j);ec. linear abhéngig ist}
=min {r € Ny | es gibt ji,...,j» € [1,n] mit j; < ... < j, so, dass (B_j,,...,B_;,) linear
abhéngig ist}. O

Alternativer Beweis von Beispiel (4.13).
(a) Nach Beispiel (4.20)(a) ist C' ein linearer Code und nach Beispiel (4.27)(a) ist B € F3*? gegeben durch
B=(1 1 1)

eine Kontrollmatrix fir C. Fiir alle j € [1, 3] ist (B_ ;) linear unabhéngig. Ferner ist (B_ 1, B_ 2) linear
abhéngig. Nach Bemerkung (4.30) ist somit

d(C) =2.

(b) Nach Beispiel (4.20)(b) ist C' ein linearer Code und nach Beispiel (4.27)(b) ist B € F3*% gegeben durch

co o~
co o
o~ oo
— o oo
O = O =
— o RO

eine Kontrollmatrix fiir C. Fir alle j1, jo € [1,6] mit ji < jo ist (B_ j,, B_ j,) linear unabhéngig. Ferner
ist (B_1,B_ 3, B_ 5) linear abhéngig. Nach Bemerkung (4.30) ist somit

d(C) = 3.

103



¢) Nach Beispiel (4.20)(c) ist C ein linearer Code und nach Beispiel (4.27)(c) ist B € F5*5 gegeben durch
2

=

1
B=10
0

O = O
_ o O

1
0
1

——= O

eine Kontrollmatrix fiir C. Fir alle j1, jo € [1,5] mit ji < jo ist (B_ j,, B— j,) linear unabhéngig. Ferner
ist (B_1,B_ 3, B_ 4) linear abhéngig. Nach Bemerkung (4.30) ist somit

d(C) = 3. O

Syndromdekodierung

Wenn wir ein empfangenes Wort zu einem néchstgelegenen Nachbarn eines Blockcodes dekodieren mochten,
miissen wir die Absténde zwischen dem empfangenen Wort und allen Codewértern berechnen. Mit Hilfe von
Kontrollmatrizen wollen wir nun eine Variante dieses Verfahrens fiir lineare Codes entwickeln.

Es seien k € [0, n], ein linearer [n, k]-Code C' iiber K und eine Kontrollmatrix B fiir C' gegeben. Nach Bemer-
kung (4.28) ist tkp = tkB = n — k und damit @p: K"*' — K™ k> 2y Bz surjektiv nach Bemer-
kung (2.25)(a). Ferner ist C = Sol(B,0) = {z € K™*! | Bx = 0}, d.h. fiir z € K"*! gilt genau dann z € C,
wenn Bz = 0 ist. Mit anderen Worten: Ist z € K™*! ein empfangenes Wort so, dass Bz # 0 ist, so wissen wir,
dass bei der Ubertragung ein Fehler passiert ist. Die Idee ist nun, von dem Wert Bz einen Riickschluss auf den
Fehler zu machen und dies zur Dekodierung zu verwenden.

(4.31) Definition (Syndrom). Es seien k € [0, n], ein linearer [n, k]-Code C' tiber K und eine Kontrollmatrix B
fiir C' gegeben. Fiir € K™*! heift Bz € K("~%)*1 das Syndrom von z bzgl. B.

(4.32) Beispiel. Es sei C der lineare Code C' iiber Fy mit Kontrollmatrix B € F3*5 gegeben durch

1 0 010
B=10 1 0 0 1
0 0111

und es sei x € F3*! gegeben durch

8
Il
=== O

Das Syndrom von z bzgl. B ist

1
0
1

Beweis. Das Syndrom von z bzgl. B ist

Bz =

o O =

O = O

= o O

_ o

=== = O

Il

—_ O =
|

(4.33) Bemerkung. Es seien ein linearer Code C {iber K der Linge n und eine Kontrollmatrix B fiir C'
gegeben. Ferner sei x € K™*! gegeben und es sei y das Syndrom von z. Fiir 2’ € K™*! gilt: Genau dann hat 2’
das Syndrom y, wenn =’ — x ein Codewort von C' ist.

Beweis. Esseiz’ € K™*! gegeben. Genau dann hat 2’ das Syndrom y, wenn B’ = y ist, d.h. wenn 2’ € Sol(B, y)
ist. Nach Korollar (3.37) gilt aber

Sol(B,y) = x + Sol(B,0) =z + C,

es hat also 2’ genau dann das Syndrom y, wenn 2’ € x + C' ist, d.h. wenn 2’ — x ein Codewort von C ist. [
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Sind bei der Ubertragung eines Codeworts ¢ eines linearen Codes C' iiber K der Linge n Fehler passiert, so
gilt = ¢+ e und damit ¢ = z — e fiir ein Fehlerwort e € K™*'. Nach Bemerkung (4.33) hat ein empfangenes
Wort somit stets das gleiche Syndrom wie das zugehorige Fehlerwort. Da wir annehmen, dass nicht zu viele
Fehler passiert sind, suchen wir bei der Dekodierung eines empfangenen Worts = ein Fehlerwort e mit dem
gleichen Syndrom und von méglichst kleinem Gewicht.

(4.34) Definition (Anfiihrer). Es seien k € [0,n], ein linearer [n, k]-Code C' iiber K, eine Kontrollmatrix B
fir C und ein y € K("~%)*1 gegeben. Ein Anfihrer fiir y bzgl. B ist ein e € K™*! mit Syndrom y und

wt(e) = min {wt(z) | € K"*! so, dass 2 das Syndrom y hat}.

(4.35) Beispiel. Es sei C' der lineare Code C iiber Fy mit Kontrollmatrix B € F3*5 gegeben durch

B:

S O =
o = O
_ O O

1
0
1

=)

und es sei y € F3*! gegeben durch

1
y=1{0
1
Dann ist
0
0
0
1
0

ein Anfiihrer fir y bzgl. B.

Beweis. Es sei e € K°*! gegeben durch

0
0
e=10
1
0
Dann ist
0
1 0 0 1 0\ (O 1
Be=|0 1 0 0 1 0l=1(0| =y,
0 0 1 1 1/ 11 1
0

d.h. e hat das Syndrom y bzgl. B. Ferner ist
wi(e) = [{4}] = 1.

Da 0 das Syndrom 0 hat, gilt auf Grund der positiven Definitheit des Hamming-Gewichts (4.5)(a) also notwen-
digerweise

wt(e) = min {wt(z) | z € K"** so, dass = das Syndrom y hat},
d.h. e ist ein Anfiihrer fiir y bzgl. B. O

(4.36) Proposition. Es seien ein linearer Code C iiber K der Lédnge n und eine Kontrollmatrix B fiir C
gegeben. Ferner seien 2 € K™*! und ein Codewort ¢ von C gegeben und es sei y das Syndrom von x bzgl. B.
Genau dann ist ¢ ein néchster Nachbar von x in C, wenn z — ¢ ein Anfiihrer fiir y ist.
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Beweis. Genau dann ist ¢ ein néchster Nachbar von x in C, wenn
d(c,z) = min{d(c,x) | ¢ € C}

ist. Fiir ¢ € C gilt d(¢/,z) = wt(z — /), es ist also ¢ genau dann ein néchster Nachbar von z in C, wenn
wt(z — ¢) = min {wt(z — ') | ¢ € C}

gilt. Nach Bemerkung (4.33) ist aber {z — ¢’ | ¢ € C} = {2’ € K™*! | 2’ hat das Syndrom y}, so dass ¢ also
genau dann ein néchster Nachbar von z in C ist, wenn

wt(z — ¢) = min {wt(z') | 2’ € K"*! so, dass 2’ das Syndrom y hat}
gilt, d.h. wenn = — ¢ ein Anfiihrer fiir y ist. O

(4.37) Korollar. Es seien k € Ny, ein linearer [n, k]-Code C iber K, eine Kontrollmatrix B fiir C' und ein
Codewort ¢ von C gegeben. Fiir alle € Bao) (¢) ist  — ¢ der eindeutige Anfithrer fiir das Syndrom von x
2

bzgl. B.

Beweis. Es sei € Bao) (¢) gegeben. Nach Bemerkung (4.17) ist ¢ der eindeutige néchste Nachbar von x in C'
2
und nach Proposition (4.36) ist damit x — ¢ der eindeutige Anfiihrer fiir das Syndrom von x bzgl. B. O

(4.38) Anwendung (Syndromdekodierung).
e Initialisierung:

— Wihle k € [0,n] und einen linearen [n, k]-Code C' iiber K so, dass bei der Ubertragung eines Code-

worts (mit hoher Wahrscheinlichkeit) weniger als @ Fehler passieren.

— Bestimme eine Kontrollmatrix B fiir C.

— Bestimme fiir jedes y € K("~%)*1 einen Anfiihrer ey und lege ein Worterbuch an.
e Dekodierung eines empfangenen Worts x € K"™*1:

— Berechne das Syndrom Bz von x bzgl. B.
— Bestimme das Fehlerwort ep, durch Nachschauen im Worterbuch.

— Dekodiere = zu
X — €epg.

e Beispiel:

— Wir wahlen den linearen Code C iiber Fo mit Kontrollmatrix B € FgXS gegeben durch
1 0 010
B=10 1 0 0 1
0 01 11

— Wir bestimmen fiir jedes y € F3*! einen Anfiihrer:

0 1 0 0 1 1 0 1
Syndrom 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 0 1 0 1 1 1

0 1 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0 0 0 1
Anfiihrer 0 0 0 1 01,10 0 0 0,10

0 0 0 0 0 1 1 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 1 1 0
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— Das empfangene Wort x € Fg“ sei gegeben durch

— =

Dann ist das Syndrom von z bzgl. B gegeben durch

)

Bx =

o O =
O = O
= o O
—_ O =
=)
e

Der Anfiihrer eg, zum Syndrom von z bzgl. B ist gegeben durch

€Bx =

|
o~ oo

Es wird x dekodiert zu

0 0 0
1 0 1
z—eg,=|1]—-10]1=1]1
1 1 0
1 0 1

Dass wir im Beispiel in (4.38) fiir zwei Syndrome mehrere Anfiihrer haben, ist nicht verwunderlich — nach
Beispiel (4.27)(c) und Beispiel (4.13)(c) hat dieser Code den Minimalabstand 3, der Code korrigiert also weniger
als % Fehler, d.h. er korrigiert 1 Fehler. Die Anfiihrer fiir die genannten Syndrome haben aber allesamt Gewicht 2,
so dass bei diesen Syndromen keine eindeutige Dekodierung mehr gewahrleistet ist. Oder positiv formuliert:
Unter der Annahme, dass wir den Code so gewahlt haben, dass héchstens 1 Fehler passiert, treten diese Syndrome
bei den empfangenen Wortern nicht auf.

5 Determinante

In diesem Abschnitt fiihren wir die Determinante von quadratischen Matrizen ein. Hauptanwendung der Deter-
minante ist die Charakterisierung invertierbarer Matrizen in Satz (5.14): Eine quadratische Matrix mit Eintragen
in einem kommutativen, unitdren Ring ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante invertierbar ist. Ist
der Ring ein Korper, so ist dies gleichbedeutend damit, dass die Determinante von Null verschieden ist.

Im Folgenden, bis zum Ende des Abschnitts und mit Ausnahme einiger Beispiele, seien stets ein kommutativer,
unitidrer Ring R und eine nicht-negative ganze Zahl n gegeben.

Begriffsbildung

Um die Determinante definieren zu kénnen, bendtigen wir einige Grundlagen zur symmetrischen Gruppe, siehe
Definition (A.98) und Definition (A.103). Wir definieren die Determinante iiber die sogenannte Leibniz-Formel:

(5.1) Definition (Determinante). Die Determinante auf R™*™ ist die Abbildung det: R"*™ — R gegeben
durch

det A=Y (senm) [[ Ariys

TES, j€[1,n]

fir A e R™*™.
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(5.2) Beispiel.
(a) Die Determinante auf R%*? ist gegeben durch
det A=det () =1
fir A € RV¥0.
(b) Die Determinante auf R**! ist gegeben durch
det A = det (Al,l) =A1;
fir A € R¥1.

(c) Die Determinante auf R2*? ist gegeben durch

A Ay 2)
det A = det ’ “) = A1 1429 — A1 0A
e e <A2,1 As's 11429 12421

fir A € R**2.
(d) Die Determinante auf R3*3 ist gegeben durch

A Ap Ags
det A=det | Azq Aso Asgs
As1 Aso Asgs

=A11A22A33+ A1 2A23A3 1 + A1 3A21A30 — A1 1Az 3A30 — A1 2A21A33 — A1 3A29A3 1
fir A € R3*3.
Beweis.

(a) Esist So ={()}, also
det A = Z (sgnm) H Ary,; = (sgn())1=1

TESo J€[1,0]
fiir A € RO¥0.
(b) Esist Sy = {(1)}, also

det A = Z (sgnm) H Ax),; = (sgn(

TESy JE[1,1]

A1 = A1

) )

=

fiir A € R1*1,
(c) Esist S ={(13),(51)}, also
det A=Y "(senm) [ Ar(jyy = (sen(13))Ar1Azz+ (sgn(43))As1A12 = A1 1Aso — A1 pAs,
TES2 Jj€[1,2]
fiir A € R?*2,
(d) Esist S3={(133),(213).(337),(133),(337),(573)} und damit

det A= (senm) [ A=y

€Sy J€[,3]

(Sgn( % %))Al 1422433 + (sgn( g))A2 1410433 + (bgﬂ( ‘;’))As 142241 3
+(sgn(123))A11A52423+ (sgn(323))A21A32A41 3+ (sgn(123))As141 2423

= A11A22A33 — Ao 1A120A33 — A31A22A13 — A11A32A23 + A2 1432413+ A3141 2423

=A11A22A33 + A12A23A31 + A1 3421430 — A11A23A32 — A1 2421433 — A1 3422431

fir A € R3*3. O
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(5.3) Beispiel.
(a) Es sei A € Q**? gegeben durch

2 -3
)
Dann ist

detA=1T.

(b) Es sei A € R3*3 gegeben durch

1 -1 2
A=14 3 -1
2 -1 1
Dann ist
det A= —
Beweis.

(a) Nach Beispiel (5.2)(c) ist
2 _
detAdet(1 2>2~2(3)~17.

(b) Nach Beispiel (5.2)(d) ist

1 -1 2
detA=det ({4 3 -1
2 -1 1
=1:31+(=1)-(=1)-242-4-(=1) = 1-(=1)- (=1) = (~=1)-4-1—-2-3.2
=34+2-8—-1+4—-12=-12. O

Die Leibniz-Formel fiir die Determinante ist asymmetrisch bzgl. der Rolle von Zeilen und Spalten einer Matrix.
Die folgende Proposition zeigt, dass dies kein Charakteristikum der Determinante ist.

(5.4) Proposition. Fiir A € R"*" gilt

det A™ = det A.

Beweis. Fiir T € S,, ist sgn 7 = sgn 7~ ! nach Korollar (A.105). Da S,, — S,,,  — 7~ ! eine Bijektion ist, folgt

det A" = Z(sgnw) H AW(J) = Z sgn ) H Ajriy = Z sgn H Ar-1(jy,

TES, JE[1,n] €S, JE[1,n] €S, JE[1,n]
= Z (sgnm) H Arijy,; =det A
TES, je[l,’n]
fir A € R™*™. O

Determinante als normierte alternierende Multilinearform

Im Folgenden werden wir eine Matrix oft als ein Tupel ihrer Spalten auffassen. Nach Proposition (5.4) konnten
wir auch die Zeilen einer Matrix betrachten und wiirden analoge Aussagen erhalten. Insbesondere gibt uns dann
Korollar (5.6) eine Antwort auf die Frage, wie sich die Determinante &ndert, wenn wir auf eine Matrix eine
elementare Zeilenoperation anwenden.
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(5.5) Proposition. Die Determinante auf R™*" ist eine normierte, alternierende Multilinearform (bzgl. der
Spalten) auf R"*™, d.h. es gelten folgende Eigenschaften.

e Multilinearitit in den Spalten. Fiir k € [1,n] und jede Familie (z;);jec[,n)\ (k) in R ist
R™ - R,y — det (;vl cer Tgp—1 Y Thal .- xn)
linear (%), d.h. fiir y,z € R™*! gilt

det(xl cee Tp—1 Y+ 2z Tpyr o ... xn)

:det(x1 cee Xk—1 Y Thtl - xn)—i—det(xl cee Xp—1 2 Thal .- xn),

und fiir @ € R, y € R™*! gilt
det(xl cer Th—1 QY Thyl - xn):adet(xl cer Th—1 Y Thgl e xn)

o Alternierend in den Spalten. Fiir jedes n-Tupel (x1,...,x,) in R"*! und k,[ € [1,n] mit k # [, x) = x; ist

det(:z:l xn)zo.

o Normiertheit. Es ist

detE,, = 1.

Beweis. Fiir die Multilinearitiit seien k € [1,n] und eine Familie (;)je1,\ (5} in R™*! gegeben. Dann gilt

det (:L'l cee Xp—1 Y+ 2Z Tpyr .- xn)
=Y Genm) [ @heey-+2ewy - T @iy

TES, j€[1,k—1] jE[k+1,n]
=Y Genm) [ @eiy Weewy +2e0) - T @)ri)

TES, j€[1,k—1] JjE[k+1,n]
=> enm) I @)eih ver- [ @i)re

TES, jelk—1] FE€[k+1,n]

+ > Genm) [ @eey 2z [] @)ei)
€S, JE[k—1] jelk+1,n]

=det(z1 ... Th—1 Y Tps1 .. Tp)+det(zy ... Tpo1 2 Tpgr ... Ty)

fiir y, 2 € R™*! sowie

det(z1 ... w1 by zea o xa) =) Genm)( ] @eey ey ] @)e)

TES, jE[1,k—1] jE[k+1,n]
=> enm) [ @)egy - b¥ro- [ @iy
TES, j€[1,k—1] JjEk+1,n]
=0 Z (sgnm) H (T5)r(i)  Ym(k) - H (Tj)ny =bdet (x1 ... Tp—1 Y Ty ... Tp)
TES, j€[1,k—1] jE[k+1,n]
fir b € R, y € R™*!. Folglich ist
R 5 R,y — det (x1 cer Tp_1 Y The1 - zn)

linear. Da k € [1,n] und die Familie (2;) e[1,n]\ (%} in R™*1 beliebig gewiihlt waren, ist det eine Multilinearform
auf R™*™.

4Falls R ein Korper ist, so haben wir also den iiblichen Begriff eines R-Vektorraumhomomorphismus. Falls R kein Korper ist,
so wiirde man von einem R-Modulhomomorphismus sprechen.

110



Als nichstes seien ein n-Tupel (x1,...,2,) in R"*! und k,I € [1,n] mit k # [ und 2 = z; gegeben. Wir

definieren 7 € S,, durch 7 := (k,1). Dann ist

II @reon=C II  @)reo)@zcon@aea =TT @) @)xw @)

jelln] Jeltm\{k,1} el m\{k1}
= II @) @w@)em = 1 @)
Jeltm\{k,1} J€ln]

Nach dem Produktsatz (A.104) gilt fiir 7 € S,, stets

sgn(mo7) = (sgnm)(sgnt) = (sgnm)(—1) = —sgn.
Folglich ist

{mesS,|sgnmr=1} > {0 €S, |sgno=—-1}, r—>mwor

eine wohldefinierte Bijektion. Da R kommutativ ist, erhalten wir

det (z1 ... wn) =Y (senm) ] (=)=

TES, j€[1,n]
= > enm) [[ @)+ D, (seno) [ @i)ew
TES, JjE[1,n] o€S, JE[1,n]
sgn =1 sgno=—1
= > (senm) [[ @ey+ D senlmor) [[ @airoy
TES, JE[1,n] TES, jE[1,n]
sgn =1 sgn =1
= > I @i+ Do D T @dreon
TES, jE[1,n] TESH j€[1,n]
sgn =1 sgn =1
= > (I @)ey = T @)rriin) =0
wesnl j€1,n] j€[1,n]
sgn =

Folglich ist det alternierend.
Schliefslich gilt

H Enagiys = H - 1, falls w(j) = j fur alle j € [1,n], _ 1, falls 7 =id} ),
T T 0, falls w(j) # j fiir ein j € [1,n], 0, falls 7 # idp,,,

J€[1,n] J€[ln]
und damit
detE, = Z (sgnm) H (En)r(j),; = sgnidp ) = 1.

TESy jell,n]

O

Es lasst sich zeigen, dass die Eigenschaften aus Proposition (5.5) die Determinante eindeutig charakterisieren:

Ist d: R™*™ — R eine beliebige normierte, alternierende Multilinearform auf R™*™, so gilt bereits d = det.

(5.6) Korollar. Es sei ein n-Tupel (x1,...,z,) in R"*! gegeben.
(a) Fiir k,1 € [1,n] mit k #{ gilt
det (:vl cer Th—1 Ty Thyl .- Ti—1 Tk Ti41 .- - xn) = —det (:cl :cn) .
(b) Fiir k,l € [1,n] mit k # [ und a € R gilt
det (ml cee Xp—1 Tt axp Ti4r ... xn) = det (xl xn) .
(¢) Fiir k € [1,n] und a € R* gilt

det (a:l cee Xp—1 ATk Thal - -- a:n) = adet (a:l xn) .
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Beweis.

(a) Da die Determinante auf R™*™ nach Proposition (5.5) eine alternierende Multilinearform ist, gilt

0 = det (ml cee Xp—1 T+ T Thy1 oo X1 T+ T Tig1 o .- xn)
= det (131 cer Xp—1 Tk T4l .. L1 Tk X4l ... :Z?n)
+ det (xl ceo Xk—1 Tk T4l .. Ti—1 X T+l .- :cn)
+ det (ml cee Xk—1 T T4l .- Ti—1 Tk Ti41 .- xn)
+ det (1‘1 cee Th—1 X Tkl .. Ti—1 X T4l .- {,Cn)
=det (21 ... ap)+det(z1 ... Tp—1 T Tpyr - To1 Tk Tyg1 --. Tp)
und damit
det (xl cer Th—1 T Thyl .. Ti—1 Tk Ti41 .- - a:n) = —det (xl :cn) .

(b) Da die Determinante auf R™*™ nach Proposition (5.5) eine alternierende Multilinearform ist, gilt fiir
k,l € [1,n] mit k # [ und a € R stets

det (ml cee Xp—1 Tt axp Tpgr - mn)
= det (xl ceh Tkl Tk T4l .- xn) + adet (zl cer Th—1 Xl Th4l .- xn)
= det ($1 cee XTk—1 Tk T4l - -- xn) .

(c) Da die Determinante auf R™*™ nach Proposition (5.5) eine alternierende Multilinearform ist, gilt fiir
k€ [l,n] und a € R* stets

det(zl co. Xp—1 ATk Tkl - -- zn):adet(xl xn) O

(5.7) Korollar. Es sei ein n-Tupel (z1,...,7,) in R"*! gegeben. Fiir 7 € S,, ist

det (:C,r(l) .. mw(n)) = (sgn7) det (xl o :Cn) .
Beweis. Wir zeigen durch Induktion nach | € Ny: Fiir 7 € S,, so, dass 7 ein Kompositum von [ Transpositionen

ist, gilt

det (:E,r(l) . :E,r(n)) = (sgn7) det (1’1 e xn) .
Fir [ =0 gilt 7 = id[y 4, also
det (xﬂ(l) e xﬂ(n)) = det (331 e xn) = (sgnidy ) det (xl e xn)
= (sgnm) det (z1 ... an).

Es sei also [ € N gegeben und es sei angenommen, dass

det (a:,r/(l) a:ﬁ/(n)) = (sgnn’) det (xl a:n)

fir 7’ € S,, so, dass 7’ ein Kompositum von [ — 1 Transpositionen ist. Ferner sei m € S,, gegeben und es
sei angenommen, dass 7 ein Kompositum von [ Transpositionen ist. Dann ist 7 = 7/ o 7 fiir ein @’ € S,
welches ein Kompositum von [ — 1 Transpositionen ist, und eine Transposition 7 € S,,. Unter Ausnutzung der
Induktionsvoraussetzung, Korollar (5.6)(a) und dem Produktsatz (A.104), erhalten wir

det (IL’W(l) e xw(n)) = det (x,r/(T(l)) . :UW/(T(,,L))) = (sgn 7T/) det (:L’T(l) R .’bT(,L))
= (sgnn’) (—det (z1 ... x,))=(sgn7’)(sgn7) det (z1 ... )
=sgn(r’or)det (1 ... x,)=(sgnm)det(z; ... ).

Nach dem Induktionsprinzip gilt somit
det (a:,r(l) x,r(n)) = (sgnm) det (1’1 zn)

fir alle 7 € S,,.
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Mit Hilfe von Korollar (5.6) und Proposition (5.4) liasst sich die Berechnung der Determinante vereinfachen,
indem wir zunéchst elementare Zeilenoperationen anwenden. Hierbei miissen wir beachten, dass Vertauschungs-
und Multiplikationsoperationen die Determinante verédndern; diese Operationen miissen wir also dokumentieren.

Alternativer Beweis von Beispiel (5.3)(b). Zunéichst wenden wir Additionsoperationen auf die Zeilen von A an:

1 -1 2 ad oadd 1 -1 2 ad 1 -1 2

4 3 1) el o 7 ) 2N 0 00 12

2 -1 1 0 1 =3 0 1 =3

Nach Proposition (5.4), Korollar (5.6) und Beispiel (5.2)(d) ist also
1 -1 2 1 -1 2
detA=det|4 3 —-1]=det|0 0 12
2 -1 1 0 1 -3
=1-0-(=3)+(~1)-12:042:0-1—1-12-1—(=1)-0-(=3) —2-0-0 = —12. O

Der Produktsatz
Als néchstes zeigen wir die Multiplikativitdt der Determinante.
(5.8) Proposition (Produktsatz).
(a) Fiir A, B € R™*" gilt
det(BA) = (det B)(det A).
(b) Es ist
detE, = 1.
(¢) Fiir A € GL,,(R) ist det A € R* mit
(det A)~ = det A1,
Beweis.
(a) Es seien A, B € R™*™ gegeben. Da die Determinante nach Proposition (5.5) multilinear ist, haben wir
det(BA) = det (BA_J e BA_m) = det (Zje[l,n] AjB_; ... Zje[l,n] Aj’nB,’j)
=det (X epm AnaByi - 2 epm AinnB-j.)

= Z ( H Ajk,k) det (B—,jl B_7jn)’

(J1,--2dn)E[L,n]™ kE[L,n]
Ferner ist die Determinante nach Proposition (5.5) alternierend, es gilt fir (j1,...,7,) € [1,n]™ also
det (B_j, ... B_j,)=0,sofern [1,n] — [1,n], k — j nicht bijektiv ist. Nach Korollar (5.7) folgt

det(BA) = Z ( H A]k7k> det (B—Ji e B_7jn)

(J15e--2dn)E[L,n]™ kE[L,n]

Z ( H Aﬂ.(k),k) det (B,m(l) B,,ﬂ(n))

TES, k€E[l,n]
= Z( H Areyr) (sgnm) det (B_1 ... B_,)
TES, k€E[l,n]
=(det B) Y (senm)( [[ Anryx) = (det B)(det A).
TESy ke(l,n]

(b) Dies gilt nach Proposition (5.5).
(c) Essei A € GL,(R) gegeben. Nach (a) gilt dann
1 =detE, = det(A™'A) = (det A™')(det A).
Wegen der Kommutativitéit von R ist folglich det A € R* mit (det A)~! = det A~ 1. O
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Die Determinante eines Vektorraumendomorphismus

Schliefslich fithren wir den Begriff der Determinante eines Endomorphismus auf den der Determinante einer
Matrix zuriick.

(5.9) Bemerkung. Es seien ein Korper K, ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V. — V., n € Ny und
Basen s = (s1,...,8,) und s = (s,...,s!,) von V gegeben. Dann gilt

det M () = det My o ().
Beweis. Nach Bemerkung (3.63)(b) ist M, s(¢) dhnlich zu My 4 (), so dass es ein P € GL,,(K) mit
P Mys(9) P = My o ()
gibt. Wir erhalten
det My o () = det(P~" M, 5 () P) = (det P) ™" (det My s (¢))(det P) = det M s(¢)
nach Proposition (5.8)(a), (¢) und der Kommutativitat von K. O

(5.10) Definition (Determinante). Es seien ein Koérper K und ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V'
gegeben. Die Determinante auf End(V) ist die Abbildung det: End(V) — K gegeben durch

det ¢ = det M (o),

fiir ¢ € End(V'), wobei s eine beliebige Basis von V' bezeichne.

Laplace-Entwicklung

Die Berechnung von Determinanten groferer Matrizen ist rekursiv mit der sogenannten Laplace-Entwicklung
moglich. Zur Formulierung bendtigen wir den folgenden Begriff:

(5.11) Definition (Minor). Es seien A € R"*™ sowie k,l € [1,n] gegeben. Der Minor von A an der Stelle (k,1)
ist definiert als

Ay o0 A Ay 0 Ag

. Aj_ s Ap_1-1 A oo Ap_q,
Minory(A) i= det | A5-11 k—1,0-1 Ar—1041 k—1,n
Aps1a oo Artii-1 Akgigvr o0 Apyin

An,l v An,l—l An,l+1 e An,n

5.12) Beispiel. Es sei A € Q3*3 gegeben durch
geg

1 -1 2
A=14 3 -1
2 -1 1

Dann ist
Minors 1 (A4) = 1.

Beweis. Es ist

Minors 1 (A) = det (:1 ?) =(-1)-1-2-(-1)=1. O

(5.13) Satz (Laplace-Entwicklung). Es sei A € R™*™ gegeben.
(a) Entwicklung nach der l-ten Spalte. Fiir I € [1,n] gilt
det A = Z (—1)k+lAk,lMinork)l(A).

ke(1,n]
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(b) Entwicklung nach der k-ten Zeile. Fur k € [1,n] gilt

det A = Z (—1)k+lAk’lMinork,l(A).
le[1,n]
Beweis.

(a) Esseil € [1,n] gegeben.
Zuniichst sei A_; = ey, fiir ein k € [1,n]. Wir definieren B € R"~1*("=1) durch

Ay o A Avgyr . Ay
B A1 o0 Ao Ap—1g4r oo Ak—in
T Ak - Argria—r Argriasr oo Argin
An,l oo An,lfl An,lJrl cee An,n
so dass
A, falls i € [1,k — 1], j € [1,1 — 1],
B . — Ai+1,ja falls 7 € [k,nfl],je [17l71],
Y ) A, fallsie [L,k—1], 5 € [l,n— 1],
Aif1j+1, fallsielk,n—1],j€(l,n—1],

fiir 4,7 € [1,n] gilt. Fiir 7 € S,, gilt Arq); = (ex)r) = Or(1),ks 50 dass wir

det A = Z sgn ) H Ariyg = Z sgn ) ( H Ar), i) Ar)a H Ar),j)

TES, JE[1,n] TES, jE[1,1-1] JE[I+1,n]
= Z sgn ) H Ar(j),7)0x().k H Ar ().

TES, je[,l-1] JE[I+1,n]
= > Genm)( [T 4w IT A

7r(le)S_k j€[1,1-1] jE[l+1,n]

erhalten. Nun ist

f:{oceS,|an)=n} = {reS,|nl) =k},

1. k=1 k k+1..n—-1n 1..0=1 1 I41 .. n—1n\"1
o= (1 o k=1k+1k+2 .. n k) ©oo (1 =141 142 .. n l)

eine Bijektion. Fiir o € S,, mit o(n) = n gilt

1.. k=1 k k+1.. n—1 1..0=1 1 I4+1..n—1n\"1
sgnf(a)zsgn(<1 C k=1 k+1 k-::Z... "k 000(1“.1 10+1 112 " 7) )
1. k=1 k k+l..n—1 1..01=1 1 141 .. n—1

= (sgn(l C k=1 k+1 ki2 o Z))(Sgno)(Sgn(1 ol=11+1 512 B 7))

= (=1)" " (sgno)(~1)""" = (=1)*(sgno)

sowie
a(5), falls j € [1,1 — 1], 0(j) € [1,k — 1],
o(j) +1, falls j € [1,1 — 1], o(j) € [k,n — 1],
(f(@))(G) = { & falls j = 1,
a(j—1), falls je [l+1,n],0(j — 1) € [1,k — 1],

o(j—1)+1, fallsje[l+1,n],0(—1) € [k,n—1],
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fiir j € [1,n]. Es folgt

det A = Z (sgn)( H Ar(j).)( H Az (5).)

7'l'(l€)s_nk j€[1,1-1] JE[I+1,n]
= > GenfO) [T Avenmad I Avenm.s)

?e)s;n jefl,i-1] jE[I+1,n]
= Z (—1)k+l(SgHU)( H Ao(j),j)( H Aa(j)+1,j)( H Aa(jfl),j)
o€S, j€E[1,1-1] JE[L,1-1] JEll+1,n]

o(n)=n o(j)ell,k—1] o(j)elk,n—1] o(j—1)€1,k—1]

( I Asg-very)

JE[I+1,n]

o(j—1)€lk,n—1]

= (—1)*! Z (sgno)( H Ao () )( H Ao (y+1,5)( H Ag(j).j+1)

€Sy JEL,I—1] GEL,l-1] jell,n—1]
o(n)=n o(j)ell,k—1] o(j)elk,n—1] o(j)ell,k—1]
C I Aegyriisn)
JE[l,n—1]
o(j)€lk,n—1]
=DM Y eno)( I Ben)C I Ben)C 11 Botys)
0ESH -1 jE[L,l-1] jE[L,l-1] jell,n—1]
o(j)€[l,k—1] o(j)€lk,n—1] o(j)€l,k—1]
( II  Bow)
JE[l,n—1]
o(j)€lk,n—1]
= (=1)k+H Z (sgno)( H Ba(j),j):(fl)kHdetB:(fl)kHMinork,l(A).
ocES,_1 je[l,n—l]

Nun sei A € R™*"™ beliebig. Dann folgt

det A = det (A_,l PN A—,l—l A_J A—,l+1 . A_,n)

= det (A_71 ce A—,l—l Zke[l,n] Akvlek A—,l+1 ce A_yn)

= Z Ak,l det (A,’l PN A,’lfl (73 A,’lJrl . A*,’ﬂ)
ke(l,n]

= Z Ak,l(fl)kHMinork’l((A,’l N A,’lfl (&% A,’l+1 ce A,’n))
ke(l,n]

= Z (—1)k+lAk7lMinork7l(A).
ke(l,n]

(b) Es sei k € [1,n] gegeben. Nach Proposition (5.4) gilt

tr tr tr tr
ATy Al,k—l Al - AT,
Atr Atr Atr Atr
: try _ -1,1 - 1—1,k—1 -1,k+1 " I—1,n
MIHOI'UC(A ) = det Atr Atr Atr Atr
+1,1 - +1,k—1 I+1,k+1 - ° I+1,n
tr tr tr tr
An,l te An,kfl An,k+1 R An,n
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tr tr tr tr tr
Ay Ay Al o AT,

tr tr tr tr
= det Al—l,l te Al—l,k—l Al—l,k‘+1 e Al—l,n
- tr tr tr tr
Al+1,1 e Al+1,k71 Al+17k+1 e Al+1,n
tr tr tr tr
An,l ce An,k’—l An,k-‘rl R An,n
tr tr tr tr
Al,l T Al—l,l Al+1,1 e An,l
tr tr tr tr
_ 1,k—1 - —1,k—1 +1,k—1 - n,k—1
= det Atr Atr Atr Atr
Al k+1 T Al—l k+1 Al+1.k+1 e An k+1
tr tr tr tr
Al,n te Alfl,n Al+1,n ce An,n
A oo A Ay . Aig
Ap_ co Ap1g1 Ap— e Ag .
— det Ak 1,1 Ak 1,0—-1 Ak 1,l+1 Ak 1,n — MIHOI']C}I(A)
k+1,1 v k+1,1—1 k+1,1+1 - -- k+1,n
Ana . Ania Anit1 .. Apy

fiir [ € [1,n] und damit

det A =det A" = Y (=1)"F AP Minor, 4 (A") = > (=1)¥ A Minory, ;(A)
le[l,n] le[1,n]
nach (a). O
Alternativer Beweis von Beispiel (5.3)(b). Eine Laplace-Entwicklung (5.13)(a) nach der ersten Spalte liefert

1 -1 2
detA=det[4 3 —1] =1det ( 3 1) — 4 det (1 2) + 2det (1 2 )
9 1 1 -1 1 -1 1 3 -1

—13-1— (=1)(=1)) —4((=1) - 1 =2(=1)) + 2((=1)(=1) =2-3) =1-2—4 -1+ 2(=5) = —12. O

Etwas weniger chaotisch gestaltet sich die Rechnung, wenn wir die Matrix zunéchst durch elementare Zei-
lenoperationen vereinfachen. Hierbei gilt zu beachten, dass Vertauschungs- und Multiplikationsoperatoren die
Determinante verandern, siche Proposition (5.4) und Korollar (5.6).

Alternativer Beweis von Beispiel (5.3)(b). Zunéachst wenden wir Additionsoperationen auf die Zeilen von A an:

112\ 112 1 -1 2
4 3 _1 :d 3,1,—20a 2,1,—4 7 _9 a 2,3,—7 O 0 12
2 -1 1 0 1 -3 0 1 -3
Nach Proposition (5.4) und Korollar (5.6) gilt
1 -1 2 1 -1 2
detA=det |4 3 —1]=det|0 0 12
2 -1 1 0 1 -3
Eine Laplace-Entwicklung (5.13)(a) liefert
1 -1 2 0 12
detA=det [0 0 12| =det ( > = —det (12) = —12. O
0o 1 -3 b=
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De facto lésst sich die Determinante einer Matrix in Zeilenstufenform ablesen, siche Korollar (5.16).

(5.14) Satz. Es ist
GL,(R)={A e R"™"|detAc R*}.

Beweis. Es sei A € R™*™ gegeben. Wenn A € GL,,(R) ist, dann ist det A € R* nach Proposition (5.8)(c).
Umgekehrt sei also det A € R* und es sei B € R"*™ gegeben durch

B = ((—1)i+jMinOI'j’i(A))Lje[Ln].
Fiir ¢, k € [1,n] liefert eine Laplace-Entwicklung (5.13)(a) nach der i-ten Spalte

(BA)ik = Z B jAjr = Z Ak (1) Minor; ;(A)

j€[1,n] jelln]

Z Ajp (-1 Minor;;((A—y ... A,y A_y A ... ALL))
JEM,N]
Sdet(A_y ... Al A_p A_im ... A_)=8;(det A) = ((det A)E,),.

Folglich gilt BA = (det A)E,, und damit (det A)"*BA = E,,.

Analog lisst sich A - (det A)~!B = E,, zeigen. Insgesamt ist A € GL,,(R) mit A~! = (det A)~! O
Der Kistchensatz

Als néchstes entwickeln wir einige praktische Rechentechniken fiir Determinanten von speziellen Matrizen.

(5.15) Proposition (Késtchensatz fiir Determinanten). Es sei m € Ny gegeben. Fiir A € R™*™ B € R™*™,
C € R™*" gilt

det (‘g g) — (det A)(det C).

Beweis. Wir fithren Induktion nach m.
Zunéchst sei m = 0 und es seien A € R™*™, B € R™*", C € R™*". Nach Beispiel (5.2)(a) ist det A = 1 und
damit

det (61 g) = det C = (det A)(det C).

Nun sei m € N so gegeben, dass fiir A’ € R(m=—1x(m=1) B/ ¢ Rm=1)xn Cr c RnXn gtets
A B ,
det (0 C’) = (det A")(det C)

gilt. Ferner seien A € R™*™ B € R™*" C € R"*"™ gegeben. Nach der Induktionsvoraussetzung ist

ALQ Ce Al,m 3171 ce Bl,n
Ap_12 oo Ar—im Bro1n1 ... Broin
1B Apy12 oo Arsim Bryin o0 Bryan
Minork71((0 C)) = det : : :
Am,2 Am,m Bm,l Bm,n
0 0 Cia Cin
0 0 Cn 1 Cn n
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Cii ... Cin
— (det Z‘::; ﬁ::: )det | - |) = Minory 1 (A)(det ©)
7 . 7 Cn,l Cn,n
Am 2 Am m

fir k € [1,m] und

A B)
=0
(0 c k,1

fir & € [m + 1, m + n]. Eine Laplace-Entwicklung (5.13)(a) nach der ersten Spalte liefert

det (é g>: > (=pk (61 g)mMinork;((j(é)1 g))

ke[l,m+n]

> (=) Ag s Minory  (A)(det C) = (Y (=1)" Ay, 1 Minory, 1 (A))(det C)

ke[l,m] ke[l,m]
= (det A)(det C).

Nach dem Induktionsprinzip gilt

det (‘g g) — (det A)(det O)

fir alle A € R™*™, Be R™", C € R**", m € No.
(5.16) Korollar. Fiir jede obere Dreiecksmatrix A € R™*™ gilt
det A= [] 4;;
Jeltin]
Beweis. Dies folgt aus dem Késtchensatz fiir Determinanten (5.15) und Induktion.
Nach Korollar (5.16) lassen sich Determinanten von Matrizen in Zeilenstufenform ablesen.

(5.17) Beispiel. Es sei A € Z*** gegeben durch

3 4 -2 —4
00 1 4
A= 2 2 -3 =2
00 1 2
Dann ist
det A = —4.

Beweis. Zunéichst formen wir A mittels Vertauschungsoperationen auf den Zeilen um:

3 4 —2 —4 3 4 -2 —4
0 1 4| sws [2 2 -3 —2
9 -3 2| 7|oo 1 4
0 1 2 00 1 2

Nach Proposition (5.4), Korollar (5.6) und dem Késtchensatz (5.15) gilt

3 4 -2 -4 3 4 -2 —4
0 0 1 4 2 2 -3 =2 3 4 1 4
det A = det 9 9 _3 _9 = —det 00 1 4 = —(det <2 2))(det <1 2))
0 0 1 2 0 0 1 2
= —(3-2-4-2)1-2—4-1) = —4.
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Alternativer Beweis von Beispiel (5.3)(b). Zunéchst wenden wir Additionsoperationen auf die Zeilen von A an:

Lo-1o2\ 1o—1 2\ 1 -1 2
4 3 12222000 7 -9 2250 0 12
2 -1 1 0 1 -3 0 1 -3

Nach Proposition (5.4), Korollar (5.6) und Korollar (5.16) gilt

1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
detA=det |4 3 —-1]=det{0 0 12| =—-det{0 1 —-3]=—(1-1-12)=-12. O
2 -1 1 0o 1 -3 0 0 12

Zusitzliche Konzepte

Die im Beweis von Satz (5.14) verwendete Matrix B ist unter folgendem Namen bekannt:

(5.18) Definition (Adjunkte). Fir A € R"*" heifst Adj(A) € R"*" gegeben durch
Adj(A) = ((—1)""/Minor; ;(A)); je[1,n)

die Adjunkte von A (oder die komplementire Matriz zu A).

Die Laplace-Entwicklung lasst sich kompakt in folgender Formel zusammenfassen:
(5.19) Satz. Fir A € R™*™ gilt
Adj(A) A= AAdj(A) = (det A)E,,.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

Die Adjunkte einer invertierbaren Matrix steht in engem Zusammenhang zur Inversen:

(5.20) Korollar. Fiir A € GL,(R) ist
A™! = (det A)"TAdj(A).

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

6 Eigenwerttheorie

Die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus ¢: V' — V eines endlichdimensionalen Vektorraums V' ist ab-
héngig von einer gewéhlten Basis s = (s1,...,s,) von V. Dabei sind einige Basen zum Rechnen besser geeignet
als andere:

Es sei etwa ¢: R[X]<3 — R[X]<3 gegeben durch

olag + a1 X + azX?) = (—ag — 3a; + 3az) + (2ag + 5a1 — 4az) X + (2ag + 3a; — 2a9) X >

fiir a € RI%2l, Dann ist die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. der Basis s = (1, X, X?) von R[X].3 gegeben durch

-1 -3 3
M, (p)=1[ 2 5 —4
2 3 =2

Wollen wir nun die Darstellungsmatrix einer Potenz, etwa von ¢3 ermitteln, so haben wir folgende Rechnung
durchzufiihren: Nach Proposition (3.13)(a) ist

3

-1 -3 3 -1 -3 3 -1 -3 3 -1 -3 3
Mos(9®) = Mss(@)?=(2 5 —4] =2 5 -4 2 5 —4 2 5 —4
2 3 -2 2 3 -2 2 3 -2/ \2 3 -2
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-1 -3 3 1 -3 3 -1 -9 9
= 2 5 —4 0o 7 —-6)=(2 17 -16
2 3 -2 0 3 =2 2 9 =8

Fiir die Basis s’ = (s}, s, s5) von R[X]<3 gegeben durch
§=(-1+X+X%X+X2% -1+2X +X?)
gilt hingegen
-1 0 0
Myy(@)=[0 10
0 0 2

Fiir einige Zwecke sind die Basis s’ und die Darstellungsmatrix My o () besser geeignet als die Basis s und die
Darstellungsmatrix M, 4(¢). So vereinfacht sich etwa die Berechnung von Potenzen von (der Darstellungsmatrix
von) :

—1 0 0\° /(=1 0 o0 1.0 0
My s (¢p?)= My o(p) =0 1 0] = 0 18 of|=[0 1 0
0 0 2 0o o0 2 0 0 8

Unser Bestreben ist es, nach Basen zu suchen, bzgl. derer die Darstellungsmatrix eines Vektorraumendomorphis-
mus eine besonders ,,schone”, d.h. fiir das Rechnen praktische, Gestalt hat. Die ,;schonste” vorstellbare Form ist
dabei eine Diagonalmatrix wie in unserem gerade betrachteten einfithrenden Beispiel. Leider gibt es nicht immer
eine Basis derart, dass wir eine solche Gestalt erreichen konnen, siehe Beispiel (6.51). Wir werden Kriterien fiir
die Existenz einer solchen Basis herleiten, siche Satz (6.52) und Korollar (6.53).

Im Folgenden, bis zum Ende des Abschnitts und mit Ausnahme einiger Beispiele, sei stets ein Kérper K gegeben.

Eigenridume
Es seien n € Ny, ein n-dimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphismus @: V. — V
gegeben. Wenn es eine Basis s = (s1,...,5,) von V so gibt, dass
a1 0
M s(p) =
0 an

fir gewisse a; € K fiir j € [1,n] ist, so bedeutet dies gerade, dass fiir j € [1,n] stets
p(s5) = a;s;
gilt. Dies fithrt uns auf die Begriffe Eigenwert und Eigenvektor, welche wir in diesem Abschnitt einfiihren wollen.
(6.1) Definition (Eigenwert). Es sei a € K gegeben.
(a) Es sei ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V gegeben. Wir setzen
Eig,(¢) := Ker(p — aidy).

Wenn Eig, (p) # {0} ist, so nennen wir a einen Figenwert von ¢ sowie Eig,(¢) den Figenraum von ¢ zum
Eigenwert a und jedes v € Eig,(¢) \ {0} einen Figenvektor von ¢ zum Eigenwert a.

(b) Esseien n € Ny und A € K™*™ gegeben. Wir setzen

Eig,(A) := Eig,(p4).

Wenn Eig,(A) # {0} ist, so nennen wir a einen Eigenwert von A sowie Eig,(A) den FEigenraum von A
zum Eigenwert a und jedes x € Eig,(A)\ {0} eine Figenspalte (oder Figenvektor) von A zum Eigenwert a.
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Nach Bemerkung (2.35) und Proposition (2.36) sind Addition und Skalarmultiplikation auf Endg (V) fiir
einen K-Vektorraum V werteweise erkldrt, d.h. fiir einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V. — V
ist ¢ —aidy: V — V gegeben durch

(¢ —aidy)(v) = ¢(v) — aidy (v) = ¢(v) — av
firve V.
(6.2) Bemerkung. Es sei a € K gegeben.

(a) Es sei ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V gegeben. Dann ist
Eig,(¢) = {v e V| ¢(v) = av}.

Genau dann ist a ein Eigenwert von ¢, wenn es ein v € V' \ {0} mit ¢(v) = av gibt, und in diesem Fall
ist v ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert a.

(b) Es seien n € Ny und A € K"*™ gegeben. Dann ist
Eig,(A) = {z € K™™' | Az = ax}.
Genau dann ist a ein Eigenwert von A, wenn es ein z € K™\ {0} mit Az = az gibt, und in diesem Fall
ist z ein Eigenvektor von A zum Eigenwert a.
Beweis.
(a) Es ist
Eig,(¢) =Ker(p —aidy) ={v eV | (¢ —aidy)(v) =0} = {v € V | ¢(v) — aidy (v) = 0}
={veV]|pw) —av=0}={veV]|pl) =av}.
(b) Nach (a) ist
Eig,(A) = Eig,(pa) = {r € K™™' | @4(2) = ar} = {x € K™ | Az = ax}. O
Wir betonen, dass per Definition der Nullvektor kein Eigenvektor eines Vektorraumendomorphismus ¢: V. — V
ist, obwohl ¢(0) =0 =a- 0 fiir alle a € K gilt.
(6.3) Beispiel. Es seien 4 € Q**2, x,y € Q%! gegeben durch

1= 2)e= (3= ()

Dann ist = ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 und y ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 3.

Beweis. Wir haben
2 1 1 1
= (1 2) (4) = () ==
2 1 1 3 1
= (7 5) (1) = (5) =2 () = 0

In Beispiel (6.3) konnten wir fiir gewisse Skalare und Vektoren nachrechnen, dass es sich um Eigenwerte bzw.
Eigenvektoren einer Matrix handelt. Es stellt sich jedoch die Frage, wie man die Eigenwerte und Eigenvektoren zu
einem gegebenen Endomorphismus bzw. zu einer gegebenen Matrix bestimmen kann. Zunéchst zeigen wir, dass
sich die Berechnung der Eigenrdume auf das Losen eines homogenen linearen Gleichungssystems zuriickfithren
lasst.

(6.4) Bemerkung. Es seien n € Ny, A € K™*" und a € K gegeben. Dann ist

Eig,(A) = Sol(A — aE,,0).

122



Beweis. Nach Bemerkung (3.5)(b), (d) und Korollar (3.36) gilt
Eig,(A) = Eig,(9a) = Ker(@a — aidgnx1) = Ker(@a — apgr,) = Ker(@a_qg,) = Sol(4A — aE,,0). O

(6.5) Korollar. Es seien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V| n € Ny, eine Basis s = (s1,..., )
von V und ein a € K gegeben. Dann ist

Ks(Eig, () = Eig, (M s(¢))

und

Eig,(¢) ={ > bjs; | b € Big,(M, «(¢))}.
JE[L,n]

Genau dann ist a ein Eigenwert von ¢, wenn a ein Eigenwert von M, s(¢) ist, und in diesem Fall ist ein v € V
genau dann ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert a, wenn k,(v) ein Eigenvektor von M; s(¢) zum Eigenwert a
ist.

Beweis. Nach Bemerkung (3.39), Proposition (3.14), Proposition (3.13)(b) und Bemerkung (6.4) ist

Ks(Eig,(p)) = ks (Ker(p — aidy)) = Sol(M; s(p — aidy),0) = Sol(My s(¢) — a M 4(idy), 0)
- SOI(MS,S(@) - aE’m 0) = Elga(MSS(Qp))

und

Eig, () = Ker(p — aidy) = { D b;s; | b€ Sol(Mys(p — aidy),0)} = { > b;s; | b € Eig, (M, «(¢))}.

je[ln] je[l,n]

Da Kk, ein Isomorphismus ist, ist genau dann Eig,(¢) # {0}, wenn Eig, (M, s(¢)) # {0} ist, d.h. genau dann
ist a ein Eigenwert von ¢, wenn a ein Eigenwert von M; () ist, und in diesem Fall ist ein v € V genau dann
ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert a, wenn k(v) ein Eigenvektor von M; s(¢) zum Eigenwert a ist. O

Nach Korollar (6.5) lisst sich das Problem der Bestimmung von Eigenwerten und Eigenrdumen eines Endomor-
phismus durch Ubergang zu einer Darstellungsmatrix in ein Problem fiir Matrizen iibersetzen.

(6.6) Proposition. Es sei ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V gegeben. Fiir alle n € Ny und jedes
n-Tupel (a1, ...,a,) in K mit verschiedenen Eintrégen ist (Eig,, (¢),...,Eig, (¢)) unabhéingig.

Beweis. Wir fiihren Induktion nach n, wobei fiir n = 0 nichts zu zeigen ist. Es sei also n € N so gege-
ben, dass (Eig,, (¢),...,Eig, ,(y)) unabhingig. Um zu zeigen, dass (Eig,, (¢),...,Eig, (¢)) unabhingig ist,
sel v € Eig, (0)N> (1,01 Eigy, () gegeben. Dann gibt es v; € Eig, (o) fiiri € [Ln—1]mitv =73, ,_yvs
Es folgt

0=(p—audv)(v) = (p—anidv)( D w)= D (9 —auidy)(v)

i€[1l,n—1] i€[l,n—1]
= Y ) —aidv@) = Y e = Y (a—
i€[1,n—1] i€[1,n—1] i€[1,n—1]

Die Unabhéngigkeit von (Eig, (¢),...,Eig,  (¢)) impliziert (a; — an)v; = 0 fiir i € [1,n — 1]. Wegen a; # a,
fir i € [1,n — 1] folgt v; = 0 fiir i € [1,n — 1] und damit v = 37, ,_;yv; = 0. Nach Proposition (1.78)
ist (Eig,, (¢),...,Eig,, (¢)) unabhingig.

Nach dem Induktionsprinzip ist fiir n € Ny und jedes n-Tupel (aq,...,a,) in K mit verschiedenen Eintragen
das Tupel (Eig,, (©),...,Eig, (¢)) unabhingig. O
(6.7) Korollar. Es seien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V, n € Ny, ein Tupel (aq,...,a,) aus
verschiedenen Eigenwerten von ¢ und ein n-Tupel (s1,...,s,) in V' so gegeben, dass s; fir i € [1,n] ein
Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert a; ist. Dann ist (sq,..., s,) linear unabhéngig.

Beweis. Dies folgt aus Proposition (6.6) und Proposition (1.79). O
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Charakteristisches Polynom

Zur Berechnung der Eigenwerte eines Endomorphismus bzw. einer quadratischen Matrix fithren wir den Begriff
des charakteristischen Polynoms ein, wobei wir mit der Variante fiir Matrizen beginnen.

(6.8) Definition (charakteristisches Polynom). Es seien ein n € Ng und A € K™*™ gegeben. Das charakteris-
tische Polynom von A ist das Polynom x 4 mit Koeffizienten in K gegeben durch

X4 = det(XE, — A).

In Definition (6.8) kommt uns zu Gute, dass wir in Abschnitt 5 Determinanten von Matrizen mit Eintrigen
in kommutativen Ringen studiert haben: fir A € K"*", n € Ny ist XE,, — A € K[X]|"™" und K[X] ist ein
kommutativer Ring, aber kein Korper.

(6.9) Beispiel.
(a) Es sei A € Q**? gegeben durch
2 1
A= (1 2) |
Das charakteristische Polynom von A ist

xa=X?—4X43=(X-1)(X -23).

(b) Es sei A € Q2*2 gegeben durch

(D)

Das charakteristische Polynom von A ist

xa =X
Beweis.
(a) Es ist
x4 = det(XEy — A) = det(X (é (1)) - G ;)) — det (X_l > ! 2) — (X —2)>— (—1)?
=X? —4X +3=(X—-1)(X —3).
(b) Es ist

_ . 10y (0 1y, _ X =1\ s
XA—det(XEg—A)—det(X<O 1) (O 0))—det<0 X>_X' O

(6.10) Bemerkung. Es seien n € Ny und A € K™*" gegeben. Dann ist

XA = XA-
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Wir werden den Begriff des charakteristischen Polynoms eines Endomorphismus durch Ubergang zu einer Dar-
stellungsmatrix auf den des charakteristischen Polynoms einer Matrix zuriickfithren. Hierzu miissen wir zeigen,
dass das charakteristische Polynom einer Darstellungsmatrix eines Endomorphismus unabhéngig von der fiir
die Darstellungsmatrix gewdhlten Basis ist.

(6.11) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraumendomorphismus p: V' — V', n € Ny und Basen s = (s1,...,5,)

und s’ = (s],...,s)) von V gegeben. Dann gilt

XMs,s(0) = XMy o1 ()
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Beweis. Nach Bemerkung (3.63)(b) ist M, s(¢) dhnlich zu My o (), so dass es ein P € GL,,(K) mit
P~ M,o(9) P = My s ()
gibt. Wir erhalten
PY(XE, — M s(p))P = XP'E,P — P7' M, s(¢) P = XE, — My ()
und nach Proposition (5.8)(a), (c) folgt
XM, (o) = det(XEn — My o () = det(P™H(XE,, — My 4(¢))P)
— (det P)~" det(XE, — M, (¢)) (det P) = det(XE, — M, 4()) = Xor. . (¢)- H

(6.12) Definition (charakteristisches Polynom). Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und
ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V gegeben. Das charakteristische Polynom von ¢ ist das Poly-
nom ¥, mit Koeffizienten in K gegeben durch

Xeo = XM;,s(9)
fiir eine beliebige Basis s von V.

Als néchstes werden wir sehen, dass sich die Eigenwerte eines Endomorphismus bzw. einer quadratischen Matrix
mit Hilfe des charakteristischen Polynoms berechnen lassen.

(6.13) Proposition. Es seien n € Ny, A € K™" und a € K gegeben. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent:

(a) Esist a ein Eigenwert von A.

(b) Esist rkx(A —aE,) <n.

(¢) Esist det(A —aE,) =0.

(d) Es ist a eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A.

Beweis. Genau dann ist a ein Eigenwert von A, wenn Eig,(A) # {0} ist. Nach Bemerkung (6.4) ist Eig,(A) =
Sol(A — aE,,0) und damit

dim Eig,(A) = dim Sol(A — aE,,0) = n — k(A — aE,)

nach Korollar (3.36). Folglich ist a genau dann ein Eigenwert von A, wenn rk(A—aE,,) < nist, d.h. Bedingung (a)
und Bedingung (b) sind dquivalent.

Nach Bemerkung (3.31) und Satz (5.14) ist genau dann rkx (A — aE,) < n, wenn det(A — a E,,) = 0 ist, d.h.
auch Bedingung (b) und Bedingung (c) sind dquivalent.

Schliefslich gilt

xa= Y (sgnm) [ XEn—A)rgyy= D (senm) [ GryiX — Arnisy)

TES, j€[1,n] TES, JE[1,n]
und damit
xa(@) =Y (sgnm) [ Griyja—Angyy) = D (senm) [[ (aBn — A)ngjy; = det(aE, — A)
TES, JjE[1,n] TES, JE[1,n]

= (=1)" det(A — aEy),

so dass genau dann det(A — aE,) = 0 ist, wenn a eine Nullstelle von x4 ist. Folglich sind auch Bedingung (c)
und Bedingung (d) dquivalent.
Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b), Bedingung (c¢) und Bedingung (d) dquivalent. O

(6.14) Korollar. Es seien n € Ny und A € K™*" gegeben. Die Eigenwerte von A" sind genau die Eigenwerte
von A.
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Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Zur Berechung von Eigenwerten und Eigenrdumen/Eigenvektoren haben wir nun also folgende Strategie: Zu-
erst berechnen wir das charakteristische Polynom als Determinante einer Matrix mit polynomiellen Eintragen.
Danach bestimmen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, diese bilden genau die Eigenwerte.
Der Eigenraum zu einem Eigenwert ergibt sich dann schlieflich als Losungsraum eines homogenen linearen
Gleichungssystems.

(6.15) Beispiel.

(a) Es sei A € Q2*2 gegeben durch
2 1
A= (1 2) |
Dann sind die Eigenwerte von A gerade 1 und 3 und es gilt
. 1
i) =@ ()
. 1
Bigy(4) = @ ()
(b) Es sei A € Q**? gegeben durch
0 1
()
Dann ist 0 der einzige Eigenwert von A und es gilt
. 1
Bigy(4) = Q (0) |

Beweis.

(a) Nach Beispiel (6.9)(a) ist das charakteristische Polynom von A gegeben durch
Xa=X>—-4X+3=(X-1)(X - 3),

so dass nach Proposition (6.13) die Eigenwerte von A daher durch 1 und 3 gegeben sind. Mit Bemer-
kung (6.4) erhalten wir

Eig, (A) = Sol(A — By, 0) — so1((} D ,0) = Sol( ((1) (1)) 0)=0Q (_11) ,
Fig,(A) = Sol(A — 3Es,0) = Sol(<_11 _11) 0) = Sol(<é _01> 0)=0Q G) .

(b) Nach Beispiel (6.9)(b) ist das charakteristische Polynom von A gegeben durch
Xa = X2,

so dass 0 nach Proposition (6.13) der einzige Eigenwert von A ist. Mit Bemerkung (6.4) erhalten wir

Eigy(A) = Sol(A — 0Fs, 0) — sol(<8 é) 0)=Q (é) . 0
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Geometrische und algebraische Vielfachheit

Als néchstes wollen wir fiir einen Endomorphismus ¢: V' — V ausdriicken, wie stark dieser durch einen ge-
gebenen Eigenwert bestimmt ist. Gilt fiir ein @ € K etwa Eig,(¢) = V, so ist ¢(v) = av fiir alle v € V und
damit ¢ = aidy. Gilt hingegen Eig,(¢) = {0}, so ist a kein Eigenwert von ¢, es gibt also kein v € V' \ {0}
mit ¢(v) = av. Im ersten Fall bestimmt a den Endomorphismus ¢ vollstdndig, im zweiten Fall gar nicht. Ist a
ein Eigenwert von ¢ und Eig,(¢) ein echter Untervektorraum von V', so liegt die Wichtigkeit von a fiir den
Endomorphismus ¢ irgendwo zwischen diesen beiden Extremfillen. Wir wollen nun versuchen, diese Wichtigkeit
zu messen, und fithren hierzu gleich zwei Vielfachheiten fiir Eigenwerte ein.

Esseien f € K[X]\{0} und a € K gegeben. Die Vielfachheit von a als Nullstelle von f ist das eindeutige m € Ny,
fiir welches es ein g € K[X] mit f = (X — a)™g und g(a) # 0 gibt, siche Definition (A.129). Wir notieren die
Vielfachheit von a als Nullstelle von f als m,(f) := m.

(6.16) Definition (geometrische Vielfachheit, algebraische Vielfachheit). Es sei a € K gegeben.

(a) Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V. — V
gegeben.

(i) Die geometrische Vielfachheit (oder geometrische Multiplizitat) von a als Eigenwert von ¢ ist definiert
als

8a(¢p) := dimg Eig, ().

(ii) Die algebraische Vielfachheit (oder algebraische Multiplizitit) von a als Eigenwert von ¢ ist definiert
als

mg(p) := ma(Xw)'

(b) Es seien n € Ny und A € K™*™ gegeben.

(i) Die geometrische Vielfachheit (oder geometrische Multiplizitit) von a als Eigenwert von A ist definiert
als

ga(A) = ga((pA)-

(ii) Die algebraische Vielfachheit (oder algebraische Multiplizitit) von a als Eigenwert von A ist definiert
als

mg(A) == me(@a).
(6.17) Bemerkung. Es seien n € Ny, A € K™*™ und a € K gegeben.
(a) Esist
ga(A) = dimg Fig, (A).
(b) Es ist
mg(A) =mg(Xa)-
Beweis.
(a) Es ist
8a(4) = ga(@4) = dimEig, (¢) = dim Eig, (4).
(b) Es ist

m,(A) =mu(pa) = ma(X(pA) = ma(XMe,e((PA)) =mg(X4)- 0
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6.18) Beispiel.
(6.18) p
(a) Es sei A € Q?*? gegeben durch
2 1
a=(3 )
Die geometrischen Vielfachheiten von 1 und 3 als Eigenwerte von A sind gegeben durch

gi1(4) =1,
g3(4) = L.

Die algebraischen Vielfachheiten von 1 und 3 als Eigenwerte von A sind gegeben durch

ml(A) = 1,

(b) Es sei A € Q2*2 gegeben durch
01
A= (O 0) |
Die geometrische Vielfachheit von 0 als Eigenwert von A ist gegeben durch

g(4) =1.
Die algebraische Vielfachheit von 0 als Eigenwert von A ist gegeben durch

Beweis.

(a) Nach Beispiel (6.15)(a) ist
i () -0 ().
Eigs(A) = Q G)

und damit

g1(A) = dim Eig, (4) = 1,
£3(A) = dim Eigy(4) = 1

nach Bemerkung (6.17)(a). Nach Beispiel (6.9)(a) ist ferner x4 = (X — 1)(X — 3) und damit

ml(A) = ].,

nach Bemerkung (6.17)(b).
(b) Nach Beispiel (6.15)(b) ist

Bigy(4) = Q @

und damit
go(4) =1

nach Bemerkung (6.17)(a). Nach Beispiel (6.9)(b) ist ferner x4 = X? und damit
mo(A) =2

nach Bemerkung (6.17)(b).
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(6.19) Proposition. Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V', ein K-Vektorraumendomorphis-
mus ¢: V — V und ein a € K gegeben. Dann gilt

8a () < ma(yp).
Beweis. Es seien n := dimV und m := g,(p) = dimEig, (). Da Eig,(¢) ein K-Untervektorraum von V ist,

gibt es nach Korollar (1.52) und Korollar (1.55) eine Basis s = (s1,..., s, ) derart, dass (sy,..., $;,) eine Basis
von Eig, () ist. Folglich ist
Ms(p) = (ks(p(s1)) o Ks(p(sm))  Ks(@(sma1)) v Ks(p(sn)))
= (ks(as1) ... Kg(asm) Ks(@(sm1)) - Ks(o(sn)))
aE,, B
= (aer ... aem Ke(@(sm+1)) ... Ks(p(sn))) = ( 0 C)

fiir gewisse B € K™*(n=m) ¢ ¢ K(=m)*(=m) Nach dem Kistchensatz fiir Determinanten (5.15) erhalten
wir

En 0 aEn, B
Xe = XM, . (p) = det(XEp — M; () = det(X ( 0 En_m> B < 0 C>)

X —a)E,, -B m
= det (( 0“) XE, . - o) =det((X — a)Ep,) det(XE,—, — C) = (X —a)" xc-
Folglich ist
ma(@):ma(XgD):mJ’_ma(XC) Zm:ga(@)- O
Begleitmatrix

Das charakteristische Polynom einer quadratischen Matrix ist ein normiertes Polynom. Als néchstes wollen wir
sehen, dass jedes solche Polynom als charakteristisches Polynom vorkommt.

(6.20) Definition (Begleitmatrix). Es seien f € K[X], n € Ny und a € K1%"~1 mit
f=Xx"= Y X
i€[0,n—1]

gegeben. Dann heift C(f) € K™*™ gegeben durch

0 0 o))
1 .
C(f) =
0 Qp—2
0 1 Ap—1

die Begleitmatriz zu f.
(6.21) Beispiel. Uber Q ist

00 —1
C(X*+2X?-3X+1)=[1 0 3
01 -2

(6.22) Proposition. Es sei ein normiertes f € K[X]\ {0} gegeben. Das charakteristische Polynom von C(f)
ist gegeben durch

Xc) = I
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(6.23) Korollar. Es sei ein normiertes f € K[X]\ {0} gegeben. Die Eigenwerte von C(f) sind genau die
Nullstellen von f.

Beweis. Nach Proposition (6.13) sind die Eigenwerte von C(f) genau die Nullstellen von x¢ () und nach Pro-
position (6.22) ist X¢(s) = f. Folglich sind die Eigenwerte von C(f) genau die Nullstellen von f. O
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Eigenwerte stochastischer Matrizen

Um eine Anwendung der Eigenwerttheorie, den PageRank, definieren zu kénnen, miissen wir Eigenwerte soge-
nannter stochastischer Matrizen studieren. Bevor wir stochastische Matrizen einfiihren kénnen, benétigen wir
zunéachst folgenden Begriff:

(6.24) Definition (komponentenweise Ordnung). Es sei eine Menge I gegeben.
(a) Ein 2 € R! heikt komponentenweise nicht-negativ, falls x; fiir alle i € I nicht-negativ ist.
(b) Ein x € R’ heifit komponentenweise nicht-positiv, falls x; fiir alle i € I nicht-positiv ist.
(c) Ein x € R! heifit komponentenweise positiv, falls x; fiir alle i € I positiv ist.
(d) Ein x € R? heifit komponentenweise negativ, falls x; fiir alle i € I negativ ist.

(6.25) Beispiel.

(a) Es sei z € R3*! gegeben durch
3
z=10
1

Dann ist £ komponentenweise nicht-negativ.

(b) Es sei A € R?*? gegeben durch

A= G g) .
Dann ist A komponentenweise positiv.
Beweis.
(a) Wegen 21 =3 >0, 22 =0> 0, 3 = 1 > 0 ist  komponentenweise nicht-negativ.
(b) Wegen A11=2>0,A412=2>0,A431=1>0, A22 =3 > 0 ist A komponentenweise positiv. O

(6.26) Proposition. Es seien eine Menge I und ein R-Untervektorraum U von R! gegeben. Wenn jeder
Vektor in U entweder komponentenweise nicht-negativ oder komponentenweise nicht-positiv ist, dann ist U
entweder O-dimensional oder 1-dimensional.

Beweis. Es sei U nicht 0-dimensional und nicht 1-dimensional. Wir wollen zeigen, dass es dann einen Vektor
in U gibt, der weder komponentenweise nicht-negativ noch komponentenweise nicht-positiv ist. Da U weder 0-di-
mensional noch 1-dimensional ist, gibt es ein linear unabhéngiges Paar (s,t) in U. Insbesondere gibt es i,j € T
mit i # j so, dass ((s;,s;), (ti,1;)) linear unabhéngig in R? ist. Da mit (s,t) auch (—s,t), (s, —t) und (—s, —t)
linear unabhéngig sind, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass s und ¢ beide komponentenweise nicht-negativ
oder beide komponentenweise nicht-positiv sind. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von ((s;, s;), (4, t;)) in R?
ist ferner (s;,s;) # 0 und (¢;,t;) # 0, so dass s; +s; # 0 und ¢; + t; # 0 folgt.

Fiir z € (s,t) C U gegeben durch

xr = (ti + tj)S + (—Si — Sj)t
gilt nun

Ti+xy = (bt t5)si + (=i — s5)ti + (G +15)s5 + (=0 — 55)t; = (i +15)(si + 55) — (50 4 55) (8 + 1)
=0.

Da wegen (t; + t;,—s; — s;) # (0,0) und der linearen Unabhéngigkeit von ((s;,s;), (t;,t;)) aber (z;,z;) # 0
gilt, haben x; und x; somit verschiedene Vorzeichen. Folglich ist x weder komponentenweise nicht-negativ noch
komponentenweise nicht-positiv.

Im Umkehrschluss folgt: Wenn jeder Vektor in U entweder komponentenweise nicht-negativ oder komponenten-
weise nicht-positiv ist, dann ist U entweder 0-dimensional oder 1-dimensional. O
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(6.27) Definition (stochastische Matrix). Es seien m,n € Ny gegeben. Ein A € R™*™ heilt stochastisch (ge-
nauer spaltenstochastisch, oder Ubergangsmatriz oder Markovmatriz), falls A komponentenweise nicht-negativ
ist und fiir j € [1,n] stets

> A=1
i€[1,m)
gilt.
(6.28) Beispiel.
(a) Es sei A € R**4 gegeben durch

o O O =
O NI= O NI

b

Il
WFWl—Wl= O
v O O

Dann ist A stochastisch.

(b) Es sei z € R**! gegeben durch

—
=N

fososlg]

w
—

Dann ist x stochastisch.
Beweis.

(a) Fiiri,j € [1,4] ist A; ; > 0, d.h. A ist komponentenweise nicht-negativ. Wegen

11 1
Y Ain=0+-+-+z=1,

. 3 3 3
1€[1,4]
1 1
42 Aip=04+0+5+5 =1,
i€[1,4]
> Aiz=1+40+40+0=1,
i€[1,4]
1 1
A, = — — =
Z =50+ +0=1
1€[1,4]

ist A stochastisch.

(b) Fiir i € [1,4] ist z; > 0, d.h. z ist komponentenweise nicht-negativ. Wegen

Zm»—9+i+g+£—1
4 ‘31 31 31 31
i€[1,4]

ist x stochastisch. O

Wir schreiben [0,1[g ={z € R|0<z<1}und [0,1)g ={z €R |0 <z < 1}.

(6.29) Bemerkung. Es seien m,n € Ny, ¢ € [0,1]g, A, B € R™*" gegeben. Wenn A und B stochastisch sind,
dann ist auch

cA+(1—-¢)B

stochastisch.
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Beweis. Es seien A und B stochastisch, d.h. es seien A und B komponentenweise nicht-negativ und es gelte
fir j € [1,n] stets > JAij=1und >3,y Bij =1 Firi € [1,m], j € [1,n] ist dann auch

i€[l,m
(CA + (1 — C)B)iyj = CAZ"j + (1 - C)Bi’j >0,
d.h. cA+ (1 — ¢)B ist komponentenweise nicht-negativ, und fiir j € [1,n] gilt

Y A+ (1=0B)iy= > (cAij+(1—0)Bij)=c > Aj+(l—c) > By,

i€[1,m] 1€[1,m] i€[1,m] i€[1,m]
—c-14+(1—¢)-1=1.

Insgesamt ist cA + (1 — ¢) B stochastisch. O

(6.30) Proposition. Es seien n € Nund A € R"*" gegeben. Wenn A stochastisch ist, dann ist 1 ein Eigenwert
von A. (%)

Beweis. Es sei A stochastisch. Fiir s € R"*! gegeben durch

1

= D e=|:

i€[1,n] 1

gilt dann
StrA:( Z ei)trA:( Z eEr)A: Z e;rA: Z Ai’, = Z (Ai,l Ai,n)
i€[1,n] i€[1,n] i€[1,n] i€[1,n] i€[1,n]
= (Zie[lm] Ain - Zie[l,n] Aim) = (1 1) ="

und damit A%s = (s% A)" = s. Folglich ist 1 ein Eigenwert von A"™. Da die Eigenwerte von A" jedoch genau
die Eigenwerte von A sind, ist 1 somit auch ein Eigenwert von A. O

(6.31) Satz (Satz von Perron/Frobenius fiir komponentenweise positive stochastische Matrizen). Es sei-
en n € N und ein komponentenweise positives, stochastisches A € R™*™ gegeben. Dann gibt es genau einen
stochastischen Eigenvektor von A zum Eigenwert 1, und dieser ist komponentenweise positiv.

Beweis. Nach Proposition (6.30) ist 1 ein Eigenwert von A. Zunéchst sei ein beliebiger Eigenvektor x von A
zum Eigenwert 1 gegeben. Wegen x = Az und der komponentenweisen Nicht-Negativitét von A folgt

sl = Y Ayl < Y0 Aigrl= Y Al = > Ailal

j€[1,n] j€[1,n] j€[1,n] J€[1,n]

fiir < € [1,n]. Da A stochastisch ist, gilt andererseits aber auch
Z Z Ajjlzs] = Z Z A;jlzs] = Z ( Z A;j)lzj| = Z |z;] = Z |l
i€[l,n] j€[1,n] j€[1,n]i€(l,n] j€[1,n] i€[l,n] JjE[1,n] i€[1,n]

Folglich gilt sogar |z;| = > ¢y, Aijlz;| fir ¢ € [1,n]. Dann ist = aber entweder komponentenweise nicht-
negativ oder komponentenweise nicht-positiv. Wegen der komponentenweisen Positivitdt von A und = # 0
folgt

Z Ai,jxj 7é 0
jelln]

fir ¢ € [1,n], d.h. z ist sogar entweder komponentenweise positiv oder komponentenweise negativ. Somit
1

ist ﬁx ein komponentenweise positiver, stochastischer Eigenvektor von A zum Eigenwert 1. Da x aber
JjE€[l,n] I

als beliebiger Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 gegeben war, gilt
dim Eig, (A) = 1

nach Proposition (6.26), so dass ﬁx der einzige stochastische Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist. O
€ll,n

5Fiir n = 0 stimmt die Aussage nicht, da in diesem Fall R?*1 = {0} ist.
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Anwendung: PageRank

Um bei einer Suchanfrage die relevanten Suchergebnisse in der Ergebnisliste moglichst weit oben erscheinen zu
lassen, ordnet Google die Webseiten des Internets nach ihrer Wichtigkeit. Die Grundlage dieser Sortierung bildet
der sogenannte PageRank, welchen wir im Folgenden als Anwendung der Eigenwerttheorie studieren wollen.
Zur Modellierung des Internets benutzen wir einen endlichen schlichten gerichteten Graphen G. Hierbei ent-
spricht jede Ecke von G einer Webseite (im Folgenden kurz Seite) des Internets. Wir wollen der Einfachheit
halber davon ausgehen, dass die Eckenmenge von G durch V(G) = [1, n] fiir ein n € Ny gegeben ist. Fiir Ecken j
und ¢ in G entspricht eine Kante von j nach ¢ einem Link der Seite j auf die Seite 4. Zur Illustration betrachten
wir folgendes Beispiel eines schlichten gerichteten Graphen.

w @ SO~
> @Pe—Oo v

Fiir eine Ecke j in G bezeichnet 'y (j) = {i € V(G) | es gibt eine Kante von j nach i in G} die Nachfolgerschaft
von j in G und T'_(j) = {i € V(G) | es gibt eine Kante von i nach j in G} die Vorgdngerschaft von j in G.
Ferner bezeichnet deg, (j) = [I'+(j)| den Auflengrad von j in G und deg_(j) = [T-(j)| den Innengrad von j
in G. Im Beispiel ist etwa '} (1) = {2,3,4} und I'_(1) = {3,4}, und damit deg, (1) = 3 und deg_(1) = 2.

Im Folgenden wollen wir die Wichtigkeit einer Seite ¢ des Internets, also einer Ecke i im gerichteten Graphen G,
durch eine nicht-negative reelle Zahl z; modellieren, die umso grofer ist, je wichtiger die Seite 7 ist.

Es stellt sich nun die Frage, was eine gute Definition fiir die Wichtigkeit x; einer Seite ¢ ist. Unsere grundlegende
Annahme wird dabei sein, dass das Internet an Hand der Links selbst die Wichtigkeit seiner Seiten bestimmt.
Ein erster naiver Ansatz kénnte wie folgt lauten: Die Wichtigkeit einer Seite ¢ entspricht gerade der Anzahl
der Links auf diese Seite. Oder mit anderen Worten: Jeder Link, welcher auf die Seite i verweist, erhoht die
Wichtigkeit der Seite um den Wert 1. Stellen wir uns eine Verlinkung von einer Seite j auf die Seite i als eine
Art ,Wahlvorgang” vor, so wiirde dies bedeuten, dass die Seite j der Seite i gerade eine Stimme verleiht.

In unserem mathematischen Modell fiir das Internet wiirde das also bedeuten: Fiir jede Ecke i in G gilt

i =deg_(i) = I"_() = > L

Jer-(9)
Unser Beispiel bekdme demnach die Wichtigkeiten
Ty =2,20=1,23=3, x4 =2
zugeordnet, so dass sich das folgende Ranking ergeben wiirde:
Ty > T =24 > To

Problematisch an diesem Ansatz ist die Tatsache, dass unwichtige Seiten die gleiche Stimmgewalt wie wichtige
Seiten haben. Von einem sinnvollen Ranking erwarten wir aber, dass ein Link von einer wichtigen Seite j die
Wichtigkeit einer Seite 7 stirker erhoht als ein Link von einer unwichtigen Seite j'.

Im Beispiel scheint etwa Seite 3 wichtig zu sein, da jede andere Seite auf diese Seite verlinkt. Die Seiten 1 und 4
erhalten beide jeweils zwei Links von anderen Seiten, aber nur die Seite 1 erhélt einen Link von der wichtigen
Seite 3. Daher erwarten wir, dass die Wichtigkeit von Seite 1 grofer als die Wichtigkeit von Seite 4 ist, entgegen
unserem bisherigen Ansatz.

Dieses Problem koénnen wir umgehen, indem wir die definierende Formel fiir die Wichtigkeit z; der Seite i so
modifizieren, dass die Stimmen fiir die Seite ¢ durch die Wichtigkeit der fiir die Seite ¢ stimmenden Seiten
gewichtet werden. Wir erhalten den Ansatz

xXr; = E [L'j

JEr_ ()

fiir jede Ecke 7 in G.
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In unserem Beispiel ergébe sich nun
T1 = T3 + Ty,
T = 1,
T3 = T1 + T2 + Ty,
T4 = X1+ 2o.

Durch Umformen erhielten wir ein homogenes lineares Gleichungssystem mit der eindeutigen Losung

1 0
To . 0
T3 o 0
Tq 0

Dass wir nun erst recht kein verniinftiges Ranking mehr erhalten, liegt unter anderem an einem anderen Problem,
welches wir bisher noch nicht beachtet haben: In unserem jetzigen Modell kann eine Seite einen grofien Einfluss
auf das Ranking ausiiben, indem es viele Seiten verlinkt. Somit kann eine Seite, unabhéngig von seiner eigenen
Wichtigkeit, eine nur durch die Gesamtzahl aller Seiten begrenzte, aber ansonsten beliebig hohe Stimmgewalt
haben.
Dies konnen wir vermeiden, indem wir jeder Seite nur genau eine Stimme zuteilen. Verlinkt eine Seite auf
mehrere andere Seiten, so wird diese Stimme unter allen verlinkten Seiten gleichmiflig verteilt — natiirlich
weiterhin gewichtet mit der Wichtigkeit der verlinkenden Seite.
Unser mathematisches Modell fiir die Wichtigkeit einer Seite i lautet nun also wie folgt: Fiir jede Ecke ¢ in G
gilt

1

z; = Y
deg+ (4)

JET_(4)

xj.

Fiir unser Beispiel ergibt sich hiermit

T1 = T3+ S T4,

2
1
T2 = g‘rh
B i 1 n 1
xr3 = 3:1:1 2562 21’47
1 1
Ty = §x1 + 5:52.
Wir erhalten die bis auf skalare Vielfache eindeutige Losung
T 12
To . 4
I3 o 9
Ty 6

Als Ranking ergibt sich:
T1 > X3 > Ty > To

Nimmt man eine andere Losung mit komponentenweise positiven Eintrédgen, und nur diese lassen sich fiir unsere
Anwendung sinnvoll interpretieren, so veréndert dies das Ranking nicht.

Wir erkennen, dass die Wichtigkeit der Seite 3 die Wichtigkeit der Seite 1 nun so stark beeinflusst, dass diese
Seite sogar an die erste Stelle des Rankings rutscht. Dies liegt daran, dass Seite 3 einzig und allein auf Seite 1
verlinkt und daher ihre gesamte Stimmgewalt dieser Seite zukommen lasst, wihrend alle andere Seiten ihre
Stimme unter mehreren verlinkten Seiten aufteilen.

Um die Wichtigkeiten mit Mitteln der linearen Algebra berechnen zu kénnen, formulieren wir die definierende
Formel zunéchst um: Fiir jede Ecke i in G gilt

1 1 1
T; = Z ———Tj = Z dixj: Z 7_%—1— Z Ol'j.

s de (7) < eg (4) 4 deg., (4) jéiin)
el 1€l 12+
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Setzen wir fiir alle Ecken ¢ und j in G nun
L, = 7dcg1+(j), falls 1 € Ty (5),
’ 0, falls ¢ ¢ Ty (§),
so erhalten wir also
€Tr; = Z Li,jl‘j
j€[lin]
fiir jede Ecke 7 in G. Diese Gleichungen lassen sich mit

I Ll,l e Ll,n

Tn Ln 1 cee Ln,n

vy
zusammenfassen als
r = Lx,

so dass die Bestimmung von z der Bestimmung eines komponentenweise nicht-negativen Eigenvektors von L
zum Eigenwert 1 entspricht.

(6.32) Definition (Linkmatrix). Es seien n € Ny und ein schlichter gerichteter Graph G mit V(G) = [1,n)]
gegeben. Die Matrix L € R"*™ gegeben durch

L= {dgim falls z € r+(j),
0, falls i ¢ T (j),
fir 4, j € [1,n] heillt Linkmatriz (oder normierte Adjazenzmatrixz) von G.
(6.33) Beispiel.
(a) Es sei G der folgende schlichte gerichtete Graph.

w @ _——S@-+
~ QP—O v

Dann ist die Linkmatrix von G gegeben durch

1

Wl wW|—w] o
D= O O
o O O

O = O Nl

(b) Es sei G der folgende schlichte gerichtete Graph.

w @—@ ~
S~ QP—O@

Dann ist die Linkmatrix von G gegeben durch

1
010!
ilol
RN
3 2
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(c¢) Es sei G der folgende schlichte gerichtete Graph.

2
@

w @@ ~
SN Cm—1 N

Dann ist die Linkmatrix von G gegeben durch

00 0[00
3 0 1/00
$1.0]/0 0f.
00 0[0 1
k00010)

(6.34) Bemerkung. Es seien n € Ny und ein schlichter gerichteter Graph G mit V(G) = [1,n] gegeben und
es bezeichne L die Linkmatrix von G. Fiir j € [1,n] gilt

Z I {1, falls deg, (j) > 0,
ij = .
o] 0, falls deg,(j) =0.
Beweis. Fir j € [1,n] gilt
1 1, falls deg, () > 0,
2 L= 2L Lt 3 L= )L g O 2, 0= {0 falls deg+(j) =0.
i€[l,n] i€l (5) i€[1,n]\T'y (7) i€l (5) + i€[1,n]\I'+(4) ’ +

(6.35) Korollar. Es seien n € Ny und ein schlichter gerichteter Graph G mit V(G) = [1,n] gegeben und es
bezeichne L die Linkmatrix von G. Genau dann ist L stochastisch, wenn deg, (j) > 0 fiir alle j € [1,n] ist.

O

Mit unserer Interpretation des Internets als schlichter gerichteter Graph G mit V(G) = [1, n] fiir ein n € Ny ldsst
sich die Linkmatrix L wie folgt interpretieren: Ein Surfer klickt sich ,zuféllig“ durch die Seiten des Internets.
Befindet er sich auf einer Seite j, so gibt der Eintrag L; ; der Linkmatrix an, mit welcher Wahrscheinlichkeit
er von der Seite j auf die Seite ¢ wechselt. Diese Wahrscheinlichkeit ist 0, sofern es keinen Link von der Seite j
zur Seite ¢ gibt, und ansonsten gleich m, so dass der Surfer auf jede verlinkte Seite mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit wechselt.

Dabei lasst sich die Linkmatrix zur Bestimmung eines Rankings nur bei einem ,hinreichend guten“ Internet
verwenden. Durch die Zufallssurfer-Interpretation erkennen wir, dass wir vor einem Problem stehen, falls eine
Webseite j iberhaupt keinen Link zu einer anderen Seite hat — in diesem Fall kénnte der Surfer nach Betreten
der Seite j zu keiner anderen Seite mehr wechseln.

Dieses Problem schligt sich auch auf theoretischer Seite nieder: Die j-te Spalte der Linkmatrix ist gleich 0 und
damit nicht stochastisch. In Beispiel (6.33)(b) haben wir etwa die Linkmatrix L € R*** gegeben durch

000 %

1

£ 000
L=|3 :

i 100

und es gilt tk(L — E4) = 4. Folglich ist 1 nach Proposition (6.13) in diesem Fall kein Eigenwert von L.
Wir korrigieren diesen Defekt des Internets, indem wir statt der Linkmatrix L die Matrix L verwenden, welche
aus L wie folgt entsteht: Jede Spalte von L, welche gleich 0 ist, wird durch %Zie[l n) @i ersetzt, also den

stochastischen Vektor, in welchem jeder Eintrag gleich 1 ist. In Beispiel (6.33)(b) ergibt sich etwa

[l

Il
WlRWRw~ O
R=EN= O O
O = O Nl

INTENTN PN
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Durch diese Prozedur erhalten wir offenbar eine stochastische Matrix I, welche nach Proposition (6.30) den
Eigenwert 1 hat.

Diese Modifikation an der Linkmatrix ldsst folgende Interpretation zu: Befindet sich der Zufallssurfer auf einer
Seite ohne Links, so verharrt er nicht bis auf alle Zeiten auf dieser Seite, sondern wechselt mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit auf eine beliebige Seite des Internets.

Ein weiteres Problem, welches im ,realen Internet* auftaucht, ldsst sich in Beispiel (6.33)(c) beobachten. Hier
ist die Linkmatrix L durch

00000
£ 0100
L=|3 1000
00001
00010

gegeben, sie ist stochastisch und hat nach Proposition (6.30) somit den Eigenwert 1. Allerdings ist

(y,2) = (

SO == O
——_ 0 O O
~—

ein linear unabhéngiges Paar von Eigenvektoren von L zum Eigenwert 1, so dass prinzipiell jede Linearkombi-
nation ay + bz mit (a,b) € (R>o X Rx>¢) \ {(0,0)} eine interpretierbare Losung des Eigenwertproblems ergibt.
Dies liegt daran, dass der gerichtete Graph G in Beispiel (6.33)(c) nicht zusammenhéngend ist, er besteht aus
zwei Komponenten. Hierdurch lassen sich die Seiten von verschiedenen Komponenten nicht vergleichen.

In der Praxis wird dieses Problem dadurch behoben, dass man die (modifizierte) Linkmatrix mit einem soge-
nannten Dampfungsfaktor d € [0,1); gewichtet, und mit dem Restgewicht 1 — d die Matrix %Zl jel1,n) €
eingehen lisst, also die stochastische Matrix, in welcher jeder Eintrag gleich = ist. In Beispiel (6.33)(c) ergibt
sich hierdurch die Matrix

0 00 00 : + 1 2 i
1 1 1 1 1 1
3 0100 5 5 5 5 5
Pi=d|l 100 0|+a-a|L L I 1 1]
00001 N
000 10 A

welche nach Bemerkung (6.29) stochastisch und wegen d < 1 sogar komponentenweise positiv ist. Nach dem
Satz von Perron/Frobenius (6.31) besitzt Py genau einen stochastischen Eigenvektor zum Eigenwert 1.

Auch die durch den Dampfungsfaktor modifizierte Matrix ldsst sich wieder an Hand des Zufallssurfer-Modells
interpretieren: Anstatt auf jeder Seite zufillig auf einen Link zu klicken, macht der Surfer dies nur mit einer
Wahrscheinlichkeit d, mit einer Restwahrscheinlichkeit 1 — d wechselt er auf eine beliebige andere Seite des
Internets.

(6.36) Definition (Googlematrix). Es seien n € N und ein schlichter gerichteter Graph G mit V(G) = [1,n]
gegeben. Ferner sei § € R"*™ gegeben durch

S = Z €i,5

i,j€[1,n]

und es sei D € R™*"™ gegeben durch

D 0, falls deg, (j) >0,
"1, falls deg (5) = 0,
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fiir 4,5 € [1,n]. Schlieklich bezeichne L die Linkmatrix von G. Fiir d € [0, 1]g heift P; € R™*™ gegeben durch

1 1
Py;=d(L+—-D 1—d)—
s =d(L+ D)+ (1= d)_S

die Googlematriz von G zum Dampfungsfaktor d.
Als Dampfungsfaktor verwendet Google {iblicherweise den Wert d = 0.85.
(6.37) Beispiel.

(a) Es sei G der folgende schlichte gerichtete Graph.

N emm— R
S~ QP—O

Dann ist die Googlematrix von G zum Dampfungsfaktor 0.85 gegeben durch

% 8% % 0.038 0.038 0.888 0.463
773 3

2%770 279 % ~ 0.321 0.038 0.038 0.038
@ ? @ 0.321 0.463 0.038 0.463
5 5% 50 0.321 0.463 0.038 0.038

(b) Es sei G der folgende schlichte gerichtete Graph.

w @—@ ~

S~ QP—O v

Dann ist die Googlematrix von G zum Dampfungsfaktor 0.85 gegeben durch

3 3 1 37

B g o) (098 008 0250 053
% % i % ~ 0.321 0.463 0.250 0.463
% @ i % 0.321 0.463 0.250 0.038
240 80 4 80 : N N N

(c) Es sei G der folgende schlichte gerichtete Graph.

2
@

w@—@ ~
o @—____—0 ~

Dann ist die Googlematrix von G zum Dampfungsfaktor 0.85 gegeben durch

3 3 3
A N I el
TR O T = 0.455 0-880 0.030 0.030 0.030
i S O S ) 0.030 0.030 0.030 0-030 0-880
O 0.030 0.030 0'030 0'880 0'030
100 100 100 25 100 : : : : :
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Beweis.

(a) Nach Beispiel (6.33)(a) ist die Linkmatrix von G gegeben durch

W= W—WI= O

=N O O

o O O =

O NI~ O Nl

Somit ist die Googlematrix von G zum Dampfungsfaktor 0.85 gegeben durch

0.85(

Wli—wlRwl—= O

240
77

240

Bl 1ot © ©

w
J

o O O =

71
80
3
80
3
80
3
80

O NI~ O Nl

o O O O
o O O

0

37

(e
2~ 032
i 0.321
80 :

o O O O

0

0
0

0.038
0.038
0.463
0.463

) +0.15-

> =
— =

1
1
1
1

—_ = = =

1
1
1
11

0.888 0.463
0.038 0.038
0.038 0.463
0.038 0.038

(b) Nach Beispiel (6.33)(b) ist die Linkmatrix von G gegeben durch

WiRWl—Wl= O

NN O O

o O O O

O = O =

Somit ist die Googlematrix von G zum Dampfungsfaktor 0.85 gegeben durch

0.85(

wWli—wlRwi—= O

g

240
77
240
T
240

‘c.o == O O

A

o O O O

NN N PN T

O NI~ O Nl

0 0

0 0

T1lo o

0 0

g;% 0.038

71~ [

i 0'321
80 .

1
1
1
1

0
0
0
0

0.038
0.038
0.463
0.463

1
0.15- -

e

1
1
1
1

—_ = = =

1
1
1
1

0.250 0.463
0.250 0.038
0.250 0.463
0.250 0.038

(¢) Nach Beispiel (6.33)(c) ist die Linkmatrix von G gegeben durch

O O NIENIE O

O O = O O

o O O = O

_ o O O o

o = O O O

Somit ist die Googlematrix von G zum Dampfungsfaktor 0.85 gegeben durch

0.85(

O O NN O

O O = O O

O O O = O

_ o O O O

o = O O O
_|_
I

o O O O O

O O O O o

o O O O O
S O O O O

O O O O O
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% 2 5 s 1% 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030

23)—110 12320 % @ @ 0.455 0.030 0.880 0.030 0.030

= e = 10455 0.880 0.030 0.030 0.030 | . O
2 o3 3 2 2 0.030 0.030 0.030 0.030 0.880
2 3 3 2 3 0.030 0.030 0.030 0.880 0.030

100 100 100 25 100

(6.38) Bemerkung. Es seien n € N, ein schlichter gerichteter Graph G mit V(G) = [1,n] und d € [0,1)r
gegeben. Die Googlematrix P; von G zum Dampfungsfaktor d ist stochastisch und komponentenweise positiv.

Beweis. Es sei S € R"™*"™ gegeben durch
S= D e
i,j€[1,n]
und es sei D € R™*" gegeben durch
D — 1, falls deg (j) =0,
"0, falls deg, (5) > 0,

fir 4,7 € [1,n]. Schlieflich bezeichne L die Linkmatrix von G.
Fiir ¢,5 € [1,n] gilt dann

. i 1 falls deg, (j) =0,
(L + ED)”' = qggyr fallsdeg,(j) >0,i€ r¢@), ¢ >0,
0, falls deg+(]) >0,1 ¢ rf(.])

d.h. L+ 1D ist komponentenweise nicht-negativ, und fiir j € [1,n] gilt

Zie[l,n} %7 falls deg+(]) = 07 -1
>0 ’

1
(L+—=D);;= .
Z n Ziel"f(j) m + Zie[l,n]\rf(j) 0, falls deg, ()

i€[1,n]

Folglich ist L + %D stochastisch.
Fir 4, j € [1,n] gilt ferner

d.h. 15 ist komponentenweise positiv, und fiir j € [1,n] gilt
1 1
Z (55)1‘,1‘ = Z n =1L
i€[1,n] i€[1,n]

Folglich ist %S stochastisch.
Nach Bemerkung (6.29) ist mit L + - D und 1S aber auch

1 1
Py=d(L+ D)+ (1—d)_5

stochastisch. Wegen d € [0,1)g ist schlieflich d > 0 und 1 —d > 0, und da L + %D komponentenweise nicht-
negativ und %S komponentweise positiv ist, folgt

(Pajis = (@(L+ D)+ (1= d)-8)i; = d(L+ ~D)ig + (1= d)(5-8)i; > 0

fir i,7 € [1,n], d.h. P, ist komponentenweise positiv. O

Da die Googlematrix eines schlichten gerichteten Graphen nach Bemerkung (6.38) stochastisch und komponent-
weise positiv ist, hat sie nach dem Satz von Perron/Frobenius (6.31) genau einen stochastischen Eigenvektor
zum Eigenwert 1, und dieser ist komponentenweise positiv. An Hand dieses stochastischen Eigenvektors wird
das Ranking der Webseiten des Internets erstellt.
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(6.39) Definition (PageRank; S. BRIN, L. PAGE; 1998). Es seien n € N, ein schlichter gerichteter Graph G
mit V(G) = [1,n] und d € [0,1)r gegeben. Ferner bezeichne P; die Googlematrix von G zum Dampfungsfak-
tor d. Der PageRank von G zum Dampfungsfaktor d ist der eindeutige stochastische Eigenvektor von P; zum
Eigenwert 1.

(6.40) Beispiel.

(a) Es sei G der folgende schlichte gerichtete Graph.

o

w @ S0+

|

Der PageRank von G zum Dampfungsfaktor 0.85 ist gegeben durch

319839

A o
] e
%Eggig 0-202
217193 :

(b) Es sei G der folgende schlichte gerichtete Graph.

w @—@ ~
S QP—O

Der PageRank von G zum Dampfungsfaktor 0.85 ist gegeben durch

22020
w02
100439 | 0'356
12050048309 0 : 950
100439 '

(c¢) Es sei G der folgende schlichte gerichtete Graph.

2
o

[

@@ »~

« @

Der PageRank von G zum Dampfungsfaktor 0.85 ist gegeben durch

3
I B
% = 0.285
200 :

1 0.200

1 0.200

Der gerichtete Graph fiir das reale Internet besteht aus vielen Millionen Ecken und Kanten und ergibt demnach
eine Googlematrix aus vielen Millionen Zeilen und Spalten. Fiir ein solches Setup ldsst sich der PageRank nicht
mehr in vertretbarer Zeit mit Hilfe der Gaufselimination berechnen, so dass Approximationsverfahren wie die
sogenannte Potenzmethode verwandt werden miissen.
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Diagonalisierbarkeit

Wie wir in der Einleitung gesehen haben, gibt es Endomorphismen, welche eine Diagonalmatrix als (eine)
Darstellungsmatrix haben. Da dies nicht auf alle Endomorphismen zutrifft, wollen wir ein Kriterium herleiten,
welches diese Situation charakterisiert. Durch Analyse einer solchen Darstellungsmatrix haben wir die Begriffe
eines Eigenwerts und eines Eigenvektors motiviert. Die Eigenvektoren waren hierbei gerade die Eintrége einer
Basis. Dies fithrt uns zu folgendem Begriff, welcher uns bei der genannten Charakterisierung behilflich sein wird.

(6.41) Definition (Eigenbasis). Es sei n € Ny gegeben.

(a) Es seien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V und eine Basis s = (s1,...,s,) von V gegeben.
Wir sagen, dass s eine Figenbasis von V bzgl. ¢ ist, wenn s; fiir jedes i € [1, n] ein Eigenvektor von ¢ ist.

(b) Es sei A € K"*" gegeben. Eine Eigenbasis von K™*! bzgl. A ist eine Eigenbasis von K™*! bzgl. ¢ 4.
(6.42) Beispiel. Es sei A € Q**? gegeben durch

AG ;)

Dann ist

(4)-0)

eine Eigenbasis von Q2*! bzgl. A.

Beweis. Dies folgt aus Beispiel (6.3). O
(6.43) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V. — V, n € Ny und eine Basis s =
(s1,...,8p) von V gegeben. Genau dann ist s eine Eigenbasis von V bzgl. ¢, wenn M; ;(¢) eine Diagonalmatrix
ist.

Beweis. Genau dann ist s eine Eigenbasis von V bzgl. ¢, wenn fiir jedes j € [1,n] ein a; € K mit ¢(s;) = a;s;
existiert. Wegen ks((s;)) = (Ms,s(9))—; und ks(ajs;) = aje; fiir a; € K, j € [1,n] und da ks: V — K™*1
eine Bijektion ist, ist dies aber dazu dquivalent, dass es fiir jedes j € [1,n] ein a; € K mit (M, s(p))—; = a,e;
gibt, d.h. dazu, dass M; s(¢) eine Diagonalmatrix ist. O

(6.44) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢:V — V, n € Ny, eine Basis s = (s1, ..., 8,)
von V und ein n-Tupel s’ = (sf,...,s),) in V gegeben. Genau dann ist s’ eine Eigenbasis von V bzgl. ¢,

r n

wenn (Ks(s}),...,Ks(s},)) eine Eigenbasis von K™*! bzgl. M; s(¢) ist.

Beweis. Da kg: V — K™ ! ein Isomorphismus ist, ist s’ = (s}, ..., s},) nach Proposition (2.21)(c) genau dann
eine Basis von V, wenn (ks(s}),...,Kks(s))) eine Basis von K"*! ist. Fiir jedes i € [1,n] ist ferner s} nach
Korollar (6.5) genau dann ein Eigenvektor von ¢, wenn k,(s;) ein Eigenvektor von M 4(¢) ist. Insgesamt ist s’
genau dann eine Eigenbasis von V bzgl. o, wenn (ks(s}),. .., Ks(s),)) eine Eigenbasis von K™*! bzgl. M; (¢)
ist. O

(6.45) Bemerkung. Es seien n € Ny, A € K™*" ein n-Tupel (aq,...,a,) in K und eine Basis s = (s1, ..., 8,)
von K™*! gegeben und es sei P € GL, (K) gegeben durch

Genau dann ist fiir jedes ¢ € [1,n] der Vektor s; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert a;, wenn

aq 0
PlAP =

gilt.
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Beweis. Zunéchst ist

P7YAP = (Me s(idgnx1)) " Me e (9.4) Me s (idgenx1) = My s(94) = (Ks(@a(s1)) ... Ke(9a(sn)))
= (ks(As1) ... Ky(Asy)).

Die Abbildung ks: V — K™*! ist ein Isomorphismus mit k4(s;) = e; fiir i € [1,n]. Demnach gilt fiir i € [1,n]
genau dann As; = a;s;, wenn k4(As;) = a;e; ist. Folglich ist genau dann s; fiir jedes ¢ € [1,n] ein Eigenvektor
von A zum Eigenwert a;, wenn

aq 0
P7lAP = (a1e1 anen) =

gilt. O
(6.46) Definition (diagonalisierbar).

(a) Es sei ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' gegeben. Ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V — V
heifst diagonalisierbar, falls es eine Eigenbasis von V' bzgl. ¢ gibt.

(b) Es sei n € Ny gegeben. Ein A € K™ ™ heikt diagonalisierbar (iiber K), falls @ 4: K™*! — K™*! diago-
nalisierbar ist.

(6.47) Beispiel. Es sei A € Q%2 gegeben durch

2 1
)
Dann ist A diagonalisierbar.

Beweis. Nach Beispiel (6.42) ist

(4)-0)

eine Eigenbasis von Q?*! bzgl. A. Somit ist A diagonalisierbar. O

(6.48) Bemerkung. Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' und ein K-Vektorraumendomorphis-
mus ¢: V — V gegeben. Genau dann ist ¢ diagonalisierbar, wenn es eine Basis s von V derart gibt, dass M s(¢)
eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. Genau dann ist ¢ diagonalisierbar, wenn es eine Eigenbasis von V' bzgl. ¢ gibt. Eine Basis s von V
ist nach Bemerkung (6.43) genau dann eine Eigenbasis von V bzgl. ¢, wenn M; s(¢) eine Diagonalmatrix
ist. Insgesamt ist ¢ genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis s von V derart gibt, dass M, s(¢) eine
Diagonalmatrix ist. O

(6.49) Bemerkung. Es scien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V. — V, n € Ny und eine Basis s =
($1,...,8n) von V gegeben. Genau dann ist ¢ diagonalisierbar, wenn M; s(¢) diagonalisierbar ist.

/

Beweis. Nach Bemerkung (6.44) ist ein n-Tupel s’ = (s}, ...,s!,) in V genau dann eine Eigenbasis von V bzgl. ¢,

wenn (Ks(s)), ..., Ks(s),)) eine Eigenbasis von K™*! bzgl. M s(¢) ist. Da ks: V — K™*! eine Bijektion ist, gibt
es folglich genau dann eine Eigenbasis von V bzgl. ¢, wenn es eine Eigenbasis von K™*! bzgl. M, s(p) gibt.
Somit ist ¢ genau dann diagonalisierbar, wenn M; s(¢) diagonalisierbar ist. O

(6.50) Bemerkung. Es seien n € Ny und A € K™*™ gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
(a) Die Matrix A ist diagonalisierbar.
(b) Es gibt eine Eigenbasis von K™*! bzgl. A.

(¢) Die Matrix A ist &hnlich zu einer Diagonalmatrix.
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Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz von Bedingung (a) und Bedingung (b), danach die Aquivalenz von
Bedingung (a) und Bedingung (c).

Genau dann ist A diagonalisierbar, wenn ¢4 diagonalisierbar ist, d.h. wenn es eine Eigenbasis von K™*!
bzgl. @ 4 gibt. Da die Eigenbasen von K"™*! bzgl. A gerade die Eigenbasen von K™*! bzgl. ¢ 4 sind, ist folglich A
genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Eigenbasis von K™*! bzgl. A gibt. Somit sind Bedingung (a) und
Bedingung (b) dquivalent.

Genau dann ist A diagonalisierbar, wenn @ 4 diagonalisierbar ist, nach Bemerkung (6.49) also genau dann, wenn
es eine Basis s von K™*! derart gibt, dass M s(¢4) eine Diagonalmatrix ist. Nach Bemerkung (3.63)(b) gilt
dies aber genau dann, wenn A = M (¢ 4) &hnlich zu einer Diagonalmatrix ist. Somit sind Bedingung (a) und
Bedingung (¢) dquivalent.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent. O

(6.51) Beispiel. Es sei A € Q?*2 gegeben durch

0 1
A= (0 0) |
Dann ist A nicht diagonalisierbar.

Beweis. Angenommen, A ist diagonalisierbar. Dann ist A nach Bemerkung (6.50) dhnlich zu einer Diagonal-
matrix D, d.h. es gibt eine invertierbare Matrix P € Q**2 mit P~'AP = D. Da &hnliche Matrizen das gleiche
charakteristische Polynom haben, ist 0 als einziger Eigenwert von A der einzige Eigenwert von D. Da D eine
Diagonalmatrix ist, folgt D = 0 und damit A = PDP~! = POP~! = 0. Da dies ein Widerspruch ist, war unsere
Annahme falsch, d.h. A ist nicht diagonalisierbar. O

Wir geben eine Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit mittels der zuvor eingefiihrten Vielfachheiten.

(6.52) Satz. Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphis-
mus @: V — V gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Der Endomorphismus ¢ ist diagonalisierbar.
(b) Es ist

V= 3 Fig, (¢).

acK
a ist Eigenwert von ¢

(c) Esist

dimg V = Z ga(p).
a€EK

(d) Das charakteristische Polynom x,, zerfillt in Linearfaktoren und fiir jeden Eigenwert a von ¢ gilt
8a(p) = ma(p).

Beweis. Es seien ay, ..., ai fiir ein k € Ny die verschiedenen Eigenwerte von .
Genau dann ist ¢ diagonalisierbar, wenn es eine Eigenbasis von V bzgl. ¢ gibt. Nach Korollar (1.80) ist dies
dquivalent dazu, dass

V=Y Eig,(p)

1€[1,k]

ist. Somit sind Bedingung (a) und Bedingung (b) dquivalent.
Nach Proposition (6.6) ist (Eig,, (¢),...,Eig,, (¢)) unabhingig, es gilt also stets

> Eig, (9) = D Eig, (¢).
]

i€[1,k] i€[l,k
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Da Zie[l,k] Eig,, (¢) ein Untervektorraum von V' ist, gilt nach Proposition (1.68) genau dann

V=Y Big, (9,

wenn

dimV =dim ) Eig,,(¢)
1€[1,k]

ist. Nach Korollar (1.81) ist jedoch

dim Z Eig,, (¢ Z dim Eig, (¢ Z 8a;(p) = Zga(%’)

1€[1,k] i€[1,k] 1€[1,k] acK

Somit sind Bedingung (b) und Bedingung (c) dquivalent.
Nach Proposition (6.19) gilt stets gq, (¢) < mg, (@) fiir ¢ € [1, k] und damit

Z 8a; () < Z mg, (¢ Z my, (Xy) < degx, = dim V.

i€[1,k] i€[1,k] 1€[1,k]

Folglich gilt genau dann dim V' = 3" < 84() = >_;¢(1 4] 8ai (9), wenn sowohl 7,y 1084, (0) = D51 5 Mai (#)
als auch 7o M, (Xe) = degxy gilt. Da fiir i € [1,k] stets gq,(¢) < mq,(p) gilt, ist die Gleichung
Dic k) 8a: (@) = Dic r Ma;(¢) dquivalent zu den Gleichungen gq,(p) = my, () fiir i € [1,k]. Ferner gilt
genau dann Zie[l,k} mg, (Xy) = degX,, wenn X, in Linearfaktoren zerfallt. Somit sind Bedingung (c) und
Bedingung (d) dquivalent.

Insgesamt sind Bedingung (a), Bedingung (b), Bedingung (c) und Bedingung (d) dquivalent. O

(6.53) Korollar. Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphis-
mus ¢: V — V gegeben. Wenn die Anzahl der Eigenwerte von ¢ gleich dim V' ist, dann ist ¢ diagonalisierbar.

Beweis. Es sei n:=dimV und es seien ai, ..., a, die Eigenwerte von ¢. Dann gilt Xy = [];¢(1 (X — a;) und
damit mg, () = 1 fiir ¢ € [1,n]. Nach Proposition (6.19) gilt ferner g,,(¢) < m,, (¢) und wegen Eig, (¢) # {0}
ist auberdem g,,(¢) = dimEig, (¢) > 1 = mg,(p), insgesamt also gq,(p) = mg,(p) fiir i € [1,n]. Nach
Satz (6.52) ist ¢ diagonalisierbar. O

(6.54) Korollar. Es sei ein normiertes f € K[X]\ {0} gegeben. Wenn es deg f verschiedene Nullstellen von f
gibt, dann ist C(f) diagonalisierbar.

Beweis. Es sei n := deg f, so dass C(f) € K™*™ ist. Nach Korollar (6.23) sind die Nullstellen von f gerade die
Eigenwerte von C(f). Wenn es deg f verschiedene Nullstellen von f gibt, so hat C(f) also deg f = n = dim K"*!
verschiedene Eigenwerte und ist damit nach Korollar (6.53) diagonalisierbar. O

Alternativer Beweis von Beispiel (6.47). Nach Beispiel (6.15) sind 1 und 3 Eigenwerte von A, so dass A insbe-
sondere 2 verschiedene Eigenwerte hat. Nach Korollar (6.53) ist A diagonalisierbar. O

Alternativer Beweis von Beispiel (6.51). Nach Beispiel (6.18)(b) ist go(4) = 1 < 2 = mp(A). Folglich ist A
nach Satz (6.52) nicht diagonalisierbar. O

Polynome diagonalisierbarer Matrizen

Zu Beginn dieses Abschnitts haben wir an Hand eines Beispiels gesehen, dass sich Potenzen von Diagonalmatri-
zen vergleichsweise leicht berechnen lassen. Im Folgenden wollen wir eine Methode zur Berechnung von Potenzen
und sogar von Polynomen von diagonalisierbaren Matrizen angeben.

Hierbei werden in ein Polynom Matrizen in folgendem Sinne ,eingesetzt*. Fiir Details siehe Definition (B.18).
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(6.55) Notation. Es seien f € K[X] und a € KN0) mit f = > ien, X" gegeben.

(a) Fiir einen K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V schreiben wir

F@) =3 ai.

1€Ng
(b) Fiir n € Ny, A € K™*™ schreiben wir

f(4) = Z a; A

1€Np
(6.56) Bemerkung. Es seien n € Nyg, A € K"*" P € GL,(K) und a; € K fiir i € [1,n] mit

aq 0
P7TAP =

0 an

gegeben. Fiir f € K[X] gilt dann

fla1) 0
f(A) =P Pt
0 f(an)
Beweis. Zunéchst zeigen wir
ak 0
Ak — p p-t
0 ak

fiir k£ € Ny. Hierzu fiihren wir Induktion nach k. Fiir & = 0 gilt

a? 0 ak 0
AP =A"=E,=PE,P'=P pl=p pL
0 al 0 ak
Es sei also k € N mit
a’fl 0
AFl=p p!
0 ak=1
gegeben. Dann gilt auch
a’fl 0 ax 0
AP =AFlAa=p PP p!
0 ak~1 0 an,
a’ffl 0 ay 0 a¥ 0
=P Pl=pP p!
0 afi_l 0 an, 0 a’fL

Ak::P P71
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fiir alle k£ € Ng.

Nun seien f € K[X] und b € KMo mit f =3 b; X" gegeben. Dann gilt

1€Np
al 0 al 0
FA) =D "bA = bP Pt =P() b )Pt
i€Ng i€Ng 0 a% i€Np 0 aib
ZieNo biaj 0 f(a1) 0
= P( yP~t=P Pt O
0 ZiGNg b;at, 0 flan)

(6.57) Beispiel. Es sei A € Q**? gegeben durch

2 1
=)
Fiir k € Ny gilt

1 <1+3’€ —1+3’€)

k—f
A T 9 \—-1+43 143k

Beweis. Es sei P € GLy(Q) gegeben durch

(1Y),

Nach Beispiel (6.3) ist P_ 1 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 und P_ 5 ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert 3. Ferner ist (P_ 1, P_ 2) linear unabhéngig nach Korollar (6.7), also P € GL3(Q), und nach Bemer-
kung (6.45) gilt

,p (10
)

Nach Bemerkung (6.56) folgt

1 0 1 1\/1 0
k _ -1 _ .
A _P<o 3’f)P _<—1 1) (0 3k>

1/1 -1\_1/1 1y/1 -1
2\1 1) 2\-1 1)\3 3k
_ 1 /143 143k
T o\-1+3F 143

fiir k& € No. O

Anwendung: Homogene autonome lineare Rekursionsgleichungen

Als néchste Anwendung der Eigenwerttheorie wollen wir sogenannte homogene autonome lineare Rekursions-
gleichungen studieren. Betrachten wir zum Einstieg die sogenannte Fibonacci-Folge f = (fi)ren, € RN, welche
rekursiv durch

0, fir k=0,
Je=1<1, fir k=1,
fk,Q + fkfl, fiir £k € Ny mit k£ > 2

gegeben ist. Es ist also fo =0, fi =1, fo=fo+fi=1, fs = fi+ fo =2, fs = fo + f3 = 3, usw. Mochte
man nun nur einen Wert der Fibonacci-Folge an einer grofen Stelle wissen, etwa f19000, SO muss man mit dieser
rekursiven Definition erst die Werte f; fiir ¢ € Ny mit ¢ < 9999 berechnen. Es stellt sich daher die Frage, ob es
nicht eine ,,geschlossene Formel“ fiir diese Folge gibt, welche einem die direkte Berechnung von f19g0p ermoglicht.
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Es sei n € Ny gegeben. Eine homogene autonome lineare Rekursionsgleichung vom Grad n in den Unbekann-
ten x fiir k € Ny iber K ist durch

Thtn = Q0Tk T A1Tk+1 + ... + An—1Th4n—1 = E A Thtq
1€[0,n—1]

fir k € Ny, wobei a; € K fiir ¢ € [0,n — 1], gegeben. Genau genommen handelt es sich bei einer homogenen
autonomen linearen Rekursionsgleichung also nicht um eine Gleichung, sondern um unendlich viele Gleichungen,
welche alle den gleichen Aufbau haben:

Tn = aoTo + @1 + ... + An_1Tp-1,
Tp+1 = Qo1 + a1xz + ... + An—1Tn,
Tp42 = Qo2 + a3 + ... + Ap-_1Tp+1,

Wenn wir eine solche homogene autonome lineare Rekursionsgleichung 16sen wollen, so suchen wir die Menge
aller = (z)ren, € K, welche alle diese Gleichungen erfiillen.

Wihrend sich lineare Gleichungssysteme mit Hilfe von Matrizen ausdriicken lassen, siehe Definition (A.155),
eignen sich normierte Polynome zur Kodierung homogener autonomer linearer Rekursionsgleichungen. Fiir eine
homogene autonome lineare Rekursionsgleichung wie oben nennen wir

X" — Z a; X’
i€[0,n—1]

das charakteristische Polynom der homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung. Wir werden in Lem-
ma (6.73) sehen, dass in der Tat dieses Polynom und nicht nur dessen Koeffizienten eine tragende Rolle bei der
Losung der homogenen autonomen Rekursionsgleichung eine Rolle spielt.

(6.58) Bemerkung. Die Abbildung
o: KMo — KN o (241 keng
ist ein K-Vektorraumendomorphismus von Ko,
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(6.59) Definition (Shift). Der K-Vektorraumendomorphismus
o: KMo — KMo 2 (241 ) ke
wird Shift (oder Shiftendomorphismus) von Ko genannt.

Ahnlich wie bei homogenen linearen Gleichungssystemen, vgl. Korollar (3.36), und bei Interpolationen, vgl.
Bemerkung (3.49), ist der Losungsraum einer homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung der Kern
eines geeigneten Vektorraumhomomorphismus und damit insbesondere ein Untervektorraum:

(6.60) Definition (Losung einer homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung). Es sei ein normier-
tes f € K[X]\ {0} gegeben. Die Losungsmenge der homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung (oder
der Lisungsraum der homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung) zum charakterischen Polynom f ist
definiert als

SolRec(f) := Ker f(0).

Ein Element von SolRec(f) wird Lésung der homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung zum charak-
teristischen Polynom f genannt.

(6.61) Bemerkung. Es scien n € Ny, f € K[X] und a € K071 mit f = X" — Zie[o,nfl] a; X" gegeben.
Der Losungsraum der homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung zum charakteristischen Polynom f
ist gegeben durch

SolRec(f) = {z € KMo | Zpgn = Z a; Ty fir k € Np}.
i€[0,n—1]
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Beweis. Es ist

SolRec(f) = Ker f(0) = {z € K™ | (f(0))(x) =0} = {r € K% | (0" = 3 a;0")() = 0}

i€[0,n—1]

= {x € KNO | O_n(ﬂf) — Z CliO'i(JZ) = 0}

i€[0,n—1]
= {z € K™ | (@hyn)beny — Y ail@rii)ren, = 0}

1€[0,n—1]

= {2 € K" | (@h4n— D @iThyi)ren, =0}

i€[0,n—1]
={z e KMo | Zptn — Z a;rpy; = 0 fiir k € Ny}

1€[0,n—1]
={z e KMo | Zpin = Z a;xp4; fir k € No}. O

i€[0,n—1]

(6.62) Beispiel. Es sei a € K gegeben. Fiir x € KMo gilt genau dann
Tyt = ATy

fiir £ € Ny, wenn

zr, = a¥z

fiir £ € Ny ist. Der Losungsraum der homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung zum charakteristi-
schen Polynom X — a ist gegeben durch

SolRec(X — a) = K(a*)ren,-
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

In Korollar (6.74) werden wir sehen, dass der Losungsraum einer homogenen autonomen linearen Rekursi-
onsgleichung endlichdimensional ist und die Dimension gerade dem Grad ihres charakteristischen Polynoms
entspricht.

Die Fibonacci-Folge f = (fi)ren, in R erfiillt die homogene autonome lineare Rekursionsgleichung

frv2 = fu + fes1

fiir £ € Ny. Der Trick zum Losen einer solchen Rekursionsgleichung besteht darin, dass wir die Gleichung zu
einem ganzen Gleichungssystem ,aufblasen”: Statt f betrachten wir die Folge g = (gi)ren, in R?*! gegeben
durch

s
Ik = (fk+1>

fiir £ € Ny. Diese Folge mit Eintrigen in R?*! erfiillt

— f — 0 1 f _ tr
g1 = (fZE) - (1 1) (fkl) = (X=X =D

fiir k£ € Ng. Wir erkennen also, dass das Studium einer homogenen autonomen Rekursionsgleichung vom Grad 2
zum Studium eines sogenannten homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichungssystems von Grad 1
fiihrt. Hierbei entspricht das Polynom X? — X — 1 gerade dem charakteristischen Polynom der die Fibonacci-
Folge definierenden homogenen autonomen Rekursionsgleichung sowie dem charakteristischen Polynom der Ma-
trix C(X? — X — 1)¥ siche Proposition (6.22).

Es sei n € Ny gegeben. Ein homogenes autonomes lineares Rekursionsgleichungssystem vom Grad 1 in den
Unbekannten x, fiir k € Ny iiber K ist durch

Ti+1 = Axy,
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fir £ € Np, wobei A € K™ gegeben. Wenn wir ein solches homogenes autonomes lineares Rekursions-
gleichungssystem 16sen wollen, so suchen wir die Menge aller z = (z)ren, € (K™ )Mo, welche alle diese
Gleichungen erfiillen.

Wir werden sehen, dass sich die Lésungen von homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichungssystemen
vom Grad 1 als direkte Verallgemeinerungen der Losungen von homogenen autonomen linearen Rekursions-
gleichungen vom Grad 1 ergeben, siehe Beispiel (6.62) und Proposition (6.67). Da homogene autonome lineare
Rekursionsgleichungen wie oben angedeutet in Zusammenhang zu homogenen autonomen linearen Rekursions-
gleichungssystemen vom Grad 1 stehen, ergeben sich hieraus auch die Losungen von homogenen autonomen
linearen Rekursionsgleichungen beliebigen Grades als Spezialfiille, siehe Korollar (6.74). Der prizise Zusam-
menhang zwischen homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichungen und homogenen autonomen linearen
Rekursionsgleichungssystemen vom Grad 1 findet sich in Lemma (6.73).

(6.63) Notation. Es scien n € Ny und A € K™*™ gegeben. Wir schreiben
Ta: (K™HNo o (KNl (201 — Az ke, -

(6.64) Bemerkung. Es seien n € Ny und A € K™*™ gegeben. Die Abbildung
Ta: (KN o (K NNo s (241 — Az peny,

ist ein K-Vektorraumendomorphismus von (K™*1)No,

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(6.65) Definition (Losung eines homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichungssystems). Es seien
n € Ng und A € K™*" gegeben. Die Losungsmenge des homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichungs-
systems (oder der Liosungsraum des homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichungssystems) zur Koeffizi-
entenmatrix A ist definiert als

SolRec(A) := Ker 4.

Ein Element von SolRec(A) wird Lésung des homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichungssystems zur
Koeffizientenmatrix A genannt.

(6.66) Bemerkung. Es seien n € Ny und A € K™*" gegeben. Der Losungsraum des homogenen autonomen
linearen Rekursionsgleichungssystems zur Koeffizientenmatrix A ist gegeben durch

SolRec(A) = {x € (K™ )N | 214y = Az, fiir k € No}.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Als néchstes geben wir eine Beschreibung des Losungsraums eines beliebigen homogenen autonomen linearen
Rekursionsgleichungssystems vom Grad 1 als Verallgemeinerung zu Beispiel (6.62) an.

(6.67) Proposition. Es seien n € Ny und A € K"*" gegeben. Die Abbildungen

SolRec(A) — K™, &+ x,
K™ — SolRec(A), ¢ — (A*¢)ren,

sind wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende K-Vektorraumisomorphismen. Insbesondere ist der Losungs-
raum des homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichungssystems zur Koeffizientenmatrix A gegeben durch

SolRec(A) = {(A*¢c)pen, | c € K™*1}.
Beweis. Es sei ¢: SolRec(A) — K™, x + zq. Fiir z,y € (K™*1)No gilt

(@ +y) = o((xr + Yr)ken,) = To + Yo = () + ¢(y).

Fiir a € K, x € (K"*1)No gilt

paz) = p((azk)ren,) = axo = ap(z).
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Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist ¢ ein Homomorphismus.

Da es nach dem Rekursionssatz [12, Prop. (9.5)] fiir jedes ¢ € K™*! genau ein z € SolRec(A) mit z¢ = ¢ gibt,
ist ¢ bijektiv und damit ein Isomorphismus nach Bemerkung (2.9).

Fiir ¢ € K™ gilt A¥1lec = AAFc fiir alle k € Ny und damit (A¥c)gen, € SolRec(A). Somit erhalten wir eine
wohldefinierte Abbildung

¥ K™ — SolRec(A), ¢ — (A*¢)ren, -
Wegen
p(1(0)) = p((A%)pen,) = Ac=c

fiir ¢ € K™*! gilt ¢ 09 = idgnx1 und damit ¢ ~! = 9. Insbesondere ist ) nach Bemerkung (2.9) ebenfalls ein
Isomorphismus. O

(6.68) Beispiel. Es sei A € Q**? gegeben durch
2 1
()
Fiir z € (Q**!)No gilt genau dann

Ti1 = Azy,

fiir kK € Ny, wenn

R e A
F=o\—14+3F 143k )"0

fiir £ € Ny ist. Der Losungsraum des homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichungssystems zur Koeffi-
zientenmatrix A ist gegeben durch

SolRec(A) = Q( (_11) Jren, + Q (3 G) )keNo -

Beweis. Es sei z € (Q2*1)No gegeben. Nach Proposition (6.67) gilt genau dann x € SolRec(A), wenn =
(A*20) ey, ist. Da nach Beispiel (6.57) fiir k € Ny stets

1 <1+3’f —1+3’€)

k—f
4 T2 \—-143F 143

ist, gilt somit genau dann z 1 = Axy fir k € Ny, wenn

/143 —143F
T\ 143k 143k )T

fiir k € Ny ist.
Nach Korollar (1.23)(b), (c) gilt insbesondere

1143 —143*
SolRoc() = {(4cheny [0 @) = (G (5 T ) dhens e @)

ey (5) vy (U0 el ey

= Ceng (7 e+ ex (310 D e e @)

= G e (L P emd

=GO Preno (350 Pre (L5 e

= (25 e (G D) = (L% D = (G D (B e

(2 e @ (1 )oremd = @(( 1 P + @63 (e -
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Im Beweis zu Beispiel (6.68) haben wir gesehen, dass wir die zunéchst erhaltene Basis

G5 e (U Peems

noch etwas umformen mussten, um auf die angegebene Basis

() e (] s

von etwas einfacherer Gestalt zu kommen. Dies liegt daran, dass die Basis des Losungsraums eines homogenen
autonomen linearen Rekursionsgleichungssystems im Allgemeinen nicht eindeutig ist. Wir wollen nun zeigen,
dass die Angabe einer ,schonen“ Basis wie in Beispiel (6.68) moglich ist, sofern die Koeffizientenmatrix des
homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichungssystems diagonalisierbar ist, siehe Bemerkung (6.72).
Zunachst betrachten wir beliebige Basen des Losungsraums:

(6.69) Bemerkung. Es seien n € Ny, A € K™*" und eine Basis (s1,...,s,) von K"*! gegeben. Dann ist

t:= ((Aksl)keNoa e (Aksn)kENo)

eine Basis von SolRec(A4) und fiir € SolRec(A) ist die Koordinatenspalte k;(x) von x zur Basis ¢ gerade die
eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (51 .o Sn ‘ xo).

Beweis. Nach Proposition (6.67) sind ¢: SolRec(4) — K"*1 z +— 2o und ¢: K™ — SolRec(A4),
¢ — (A¥c)pen, wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende K-Vektorraumisomorphismen, so dass nach Pro-
position (2.21) das n-Tupel

t=((s1),. ., ¥(sn) = (As1)keno, - (A sn)ren, )

eine Basis von SolRec(A) ist.
Die Darstellungsmatrix von ¢ zu den Basen s und ¢ ist M; 4(¢)) = E,,. Fiir € SolRec(A) gilt daher

(51 ... sn) Ke(2) = Me s (idgnx1 ) (M5 (1) " ke () = Me s (id g1 09 1) ke(2) = Me 1 () ke (2)
= Ke(tp(x)) = 70
nach Proposition (3.13)(c), (a) und Proposition (3.11), d.h. k;(z) € Sol((s1 ... sn),20). (%) O
(6.70) Korollar. Es seien n € Ny und A € K™*™ gegeben. Dann ist
Fo= (((AY)- 1keror- - (A) a)iens)
eine Basis von SolRec(A) und fiir € SolRec(A) ist die Koordinatenspalte von x zur Basis ¢ gegeben durch
Ke(z) = 0.
Beweis. Nach Bemerkung (6.69) ist
(Afe)pery - - (APen)nery) = (((A%)1)kerios - ((A)_n)kersy)

eine Basis von SolRec(A) und fiir z € SolRec(A) gilt {zo} = Sol(E,,z0) = Sol((e1 ... en),z0) = {ki(2)},
also k¢(z) = xo. O

Als néchstes zeigen wir, dass Eigenwerte und Eigenvektoren der Koeffizientenmatrix eines homogenen autonomen
linearen Rekursionsgleichungssystems zu Losungen von besonders einfacher Gestalt fiihren.

(6.71) Bemerkung. Es seien n € Ny und A € K™*" gegeben. Fiir jeden Eigenwert a von A und jeden
Eigenvektor ¢ von A zum Eigenwert a ist

(a"¢)ren,

eine Losung des homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichungssystems zur Koeffizientenmatrix A.

5Da (s1,...,5n) eine Basis von K™*! ist, gilt rk (s1 sn) = n. Das lineare Gleichungssystem zur erweiterten Koeffizie-
tenmatrix (s1 ... sn | zo) hat nach Bemerkung (3.42) also nur k;(z) als Lésung.
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Beweis. Fiir jeden Eigenwert a von A und jeden Eigenvektor ¢ von A zum Eigenwert a ist
(akc)keNo = (Akc)keNo € SOIRGC(A)
nach Proposition (6.67). O

(6.72) Bemerkung. Es seien n € Ny, A € K"*", ein n-Tupel (ai,...,a,) in K und eine Basis (s1,...,s,)
von K™*1 so gegeben, dass fiir jedes i € [1,n] der Vektor s; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert a; ist. Dann
ist

li= ((a]fsl)kENoﬁ s (a’lfzsn)kGNo)

eine Basis von SolRec(A) und fiir € SolRec(A) ist die Koordinatenspalte k;(x) von x zur Basis t gerade die
eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (51 R ‘ mo).

Beweis. Nach Bemerkung (6.69) ist

((A*s1)keny, - - (Asn)reno) = ((ais1)kens - - - (a5 5n)ven,)
eine Basis von SolRec(A) und fiir 2 € SolRec(A) gilt Sol((s1 ... sn),z0) = {ki(2)}. O

Mit Hilfe der Erkenntnisse aus Bemerkung (6.72) ldsst sich der Beweis von Beispiel (6.68) ohne die Vorarbeit
des Potenzierens der Koeffizientenmatrix aus Beispiel (6.57) fiihren.

Alternativer Beweis von Beispiel (6.68). Es sei (s1,s2) in Q2*! gegeben durch

() ()

Nach Beispiel (6.3) ist dann s; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 und sy ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert 3. Ferner ist (s, s2) nach Korollar (6.7) linear unabhiingig und damit eine Basis von Q?*!. Nach
Bemerkung (6.72) ist somit

= (0% () Dm0 (e = () D0 (] e

eine Basis von SolRec(A), so dass insbesondere

SolRec(A) = Q (1* (_11))1661\10 +Q(3* G))kem = Q(<_11>)k€Ng +Q(3* G))keNo

gilt. Fiir € SolRec(A) ist ferner Sol((s1  s2),x0) = {ki(z)}, also

(o) = ! N1/
tm_*ll 1‘0—21 1 Zg-

Folglich gilt fiir x € (Q2*")No genau dann x4, = Axy, fiir k € Ny, wenn

T = (% G _11) To)1 (<_11>)keNo + (% G _11> x0)2 (3" G))keNo = ((_11 gZ) ' % G _11) To)keN,

ist, d.h. wenn

(1 3 1/ -1y 1143 —143F
T o3v) o\ 1) T g\ 13k )0
fiir k£ € Ny gilt. O

Nachdem wir einen Uberblick iiber den Losungsraum eines beliebigen homogenen autonomen linearen Rekur-
sionsgleichungssystems vom Grad 1 gewonnen haben, geben wir nun den Zusammenhang zwischen homogenen
autonomen linearen Rekursionsgleichungen beliebigen Grades und eben solchen homogenen autonomen linearen
Rekursionsgleichungssystemen vom Grad 1 an.

153



(6.73) Lemma. Es seien n € N und ein normiertes f € K[X]\ {0} mit deg f = n gegeben. Dann sind

Tk
SolRec(f) — SolRec(C(f)™), x + ( : JkeNo»

Th+n—1
SolRec(C(f)™) — SolRec(f), ¥ = (yk1)ren,

wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende K-Vektorraumisomorphismen. (7)

Beweis. Es sei a € K971 mit f = X" — > ic0n—1] a; X" gegeben. Fiir y € (K™*)No gilt dann

0 0 ag

Yk,1 0 1 0 e
C(f)t Yk = : _ . :
. 0 Gn_o Yk,n—1 0 0 1 T
0 1 an_1 Yk,n ag ... Qp_2 QAp_1 Yhon
Yk,2
Yk,n
ZiE[O,n—l] Yk i+1
fiir £ € No.

Insbesondere gilt fiir z € SolRec(f) stets Zpin = ;c(0,n—1) @iTk+i fiir k € No, also auch

Th41 Th41 Tk
- — ("
Tk4n—1 Trt+n—1 Thtn—2
Thtn 2 ic(0,n—1) TiThti Thin—1

fiir £ € N, d.h. es ist

T
( Yken, € SolRec(C(f)™).

Lh+n—1

Somit haben wir eine wohldefinierte Abbildung

Tk
©: SolRec(f) — SolRec(C(f)™), x — ( )keN, -
Lh+4n—1
Fiir z,y € SolRec(f) gilt
Tr + Yk Tk Yk
o +y) = o((Tr + Yr)ren,) = ( : Jken, = ( : + : )keN,
Th4+n—1 + Yk+n—1 Th4+n—1 Yk+n—1
Tk Yk
= ( : Jren, + ( : JkeN, = ¢(x) + ¢(y)-
Tk4n—1 Yk+n—1

“Im Fall n = 0 sind SolRec(f) — SolRec(C(f)'"), z — (())ken, und SolRec(C(f)t) — SolRec(f), y — (0)xen, wohldefinierte,
sich gegenseitig invertierende K-Vektorraumisomorphismen.
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Fiir a € K, x € SolRec(f) gilt
aXy Tk Tk
plaz) = p((azk)ken,) = ( : Jren, = (a : Jken, = a( : JkeN, = ap(z).
AT 4n—1 Tk4n—1 Tk4n—1

Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist ¢ ein Homomorphismus.
Fiir y € SolRec(C(f)"™) gilt ferner

Yk,2
Yk+1,1 .

= yr+1 = C(f)"yr =
Yk,n

yk+Ln
Dic(0,n—1] GilYk,i+1

fiir k € Ny, also auch

Yk4+n,1 = Yk+1,n = E AiYk,i+1 = E iYk+i,1
i€[0,n—1] i€[0,n—1]

fir k € No, d.h. es ist (yx,1)ken, € SolRec(f). Somit haben wir eine wohldefinierte Abbildung

¥: SolRec(C(f)*) — SolRec(f), y = (Yx,1)ken,-
Wir erhalten

Ty

Y(p(z)) = p(( : JkeNo) = (Th)ken, =

Th4n—1
fir « € SolRec(f) sowie
Yk Yk,1

oY) = P((Yr1)ken,) = ( : Jkeno = ([ 1 Preny = (Uk)ken, =¥
Yk+n—1,1 Yk,n

fiir y € SolRec(C(f)*). Somit gilt ¥ 0 ¢ = idggirec(s) Und @ 0 = idgoirec(a), d-h. ¢ und 1 sind sich gegenseitig
invertierende Abbildungen. Da ¢ ein Homomorphismus ist, sind ¢ und ¢ = ¢~! nach Bemerkung (2.9) sogar
Isomorphismen. [

Unsere Erkenntnisse iiber die Losungsmenge eines linearen Rekursionsgleichungssystems vom Grad 1 liefern nun
folgende Beschreibung des Losungsraums einer beliebigen homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung;:

(6.74) Korollar. Es seien n € N und ein normiertes f € K[X]\ {0} mit deg f = n gegeben. Die Abbildungen
zo
SolRec(f) — K™, z S

Tn—1

K™ = SolRec(f), ¢ — (((C(f)™)* €)1)keny

sind wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende Vektorraumisomorphismen. Insbesondere ist der Losungsraum
der homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung zum charakteristischen Polynom f gegeben durch

SolRec(f) = {(((C(£)™)* ) )ner, | c € K™}
Beweis. Nach Lemma (6.73) ist

T
©: SolRec(f) — SolRec(C(f)™), =~ ( VkeN,

Lh+4n—1
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ein wohldefinierter Isomorphismus mit Inverser

¢ SolRec(C(f)™) — SolRec(f), ¥ = (yr,1)ren,
und nach Proposition (6.67) ist

¥: SolRec(C(f)™) — K™, 4y yo
ein Isomorphismus mit Inverser

¢ K™ SolRec(C(f)™), e = ((C(H)™)F e)ren-
Folglich ist auch das Kompositum

o
Yo : SolRec(f) — K™,z

Tn—1

ein wohldefinierter Isomorphismus mit Inverser

(o)t =p o™t K™ = SolRec(f), ¢ ((C(/)™)F )1)keny- O

Mit Hilfe der Eigenwerttheorie lédsst sich eine homogene autonome lineare Rekursionsgleichung nach Korol-
lar (6.74) also losen, indem man die Potenzen der Transponierten der Begleitmatrix ihres charakteristischen
Polynoms berechnet. Hierzu benutzen wir die in Bemerkung (6.56) angegebene Methode, sofern die Trans-
ponierte der Begleitmatrix diagonalisierbar ist. Wenn die Begleitmatrix nicht diagonalisierbar ist, lassen sich
ghnliche Methoden verwenden, die allerdings im Allgemeinen etwas tiefergehende Resultate der Eigenwerttheorie
(die sogenannte Jordanform) verwenden, welche wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht studieren werden.

Als Tllustration leiten wir im folgenden Beispiel eine geschlossene Formel fiir die Losungen einer beliebigen nicht-
ausgearteten homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung vom Grad 2 her. Nicht-ausgeartet bedeutet
hierbei, dass unser Setup gerade so gewahlt ist, dass die Transponierte der Begleitmatrix genau zwei verschiedene
Eigenwerte besitzt und daher diagonalisierbar wird.

(6.75) Beispiel. Es seien f € K[X], ap,a; € K mit f = X?—a;X —ap und Nullstellen by, by von f mit by # by
gegeben. Fiir z € KMo gilt genau dann

Thy2 = Q0Tk + A1Th+1
fiir k € Ny, wenn

O
T T T

fiir k£ € Ny ist. Der Losungsraum der homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung zum charakteristi-
schen Polynom f ist gegeben durch

SolRec(f) = K (W) ren, + K (05)kens -

Beweis. Die Eigenwerte von C(f)" sind nach Korollar (6.14) gerade die Eigenwerte von C(f), nach Korol-
lar (6.23) also gerade die Nullstellen b; und by von f. Da C(f)* wegen by # by somit 2 verschiedene Eigenwerte
hat, ist C(f)" nach Korollar (6.53) diagonalisierbar. Nach Bemerkung (6.4) ist der Eigenraum von C(f)" zum
Eigenwert b; fiir i € {1,2} gegeben durch

Eig,, (C(f)™) = Sol(C(f)¥ — b;Ea,0) = Sol((bi ! ) 0) =K (Ij) .

ap a1 —b;

Fiir P € GLy(K) gegeben durch

11
P= o )
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gilt nach Bemerkung (6.45) folglich
-1 trp_ (01 0O
P C(fH)y"P= (0 by )

Nach Bemerkung (6.56) folgt

& k
cHmt=r <b01 b%) p= (bll blz) (bé boé) b

1 by -1
o —br \=b1 1

1 (1 1\ [ bbb bhby — by b5 — by
T by — by \b1 ba) \=D5by b5 ) T by — by \B¥Tby — bhTIn, pETL — ph

1 bEby — bhb,
T by — by \bFT by — bETIh, pETL — ph

fiir k € Np.

b — bt >

Nun sei z € KMo gegeben. Nach Korollar (6.74) gilt genau dann z € SolRec(f), wenn

o= (e (20 ) ien,

Ty

ist. Somit gilt genau dann ;49 = agxy + a1xk41 fiir k € Ny, wenn

o = ( 1 bk by — Dby bk — bk o
by — by \D¥t1by — bE+1h, pETL kit f 2y

fiir k£ € Ny ist.
Nach Korollar (1.23)(b), (c) gilt insbesondere

by — bl

 bEby — bby ) N
by — by

b=

1

SolRec(f) = {(((C(H)") )1)ren, | ¢ € K21} = {(
1

1
= {Clﬂ(blfbg — bgbl)kENo + CQH

bkby — bby bk — bk 9
K x1
by — by c1 by — by C2)ken, | € € }

(05 — b} )ken, | c € K2*'}

1 1
= (———(byby — 5D —— (bk -k
<b2—b1( 192 2 l)kENobe_bl( 2 1)k€No>
1 1 1
= Wby — bED by ——— (b5 — v% — (b — ok
<b2*b1( 192 2 1)k€N0+ lbgfbl( 2 1>k€NO’b2*b1( b 1)]€€No>
1 1 1
= (7 (072 — b} ) kengs = (05 — B keny) = (B ) nergs —— (b5 — bY)ken,)
by — by by — by by — by

= (0} kemo, (b5 — bY)keny) = (0 Jkemo, (b5 — B} )reny + (B)keno) = (B rengs (05 )keny). O

Als Anwendung von Beispiel (6.75) kénnen wir nun insbesondere eine geschlossene Formel fiir die Fibonacci-

Folge bestimmen.

(6.76) Beispiel (Binets Formel fiir die Fibonacci-Folge). Es sei f € RNo gegeben durch

0, fir k=0,
fk=191, fir k=1,
fu—o+ fr_1, fur k€ Ny mit k> 2.
Dann gilt
1, 145 1-+5,
fr=—7(( )= )*)
V5 2 2
fiir k € Np.
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Beweis. Die Nullstellen a; und as von X2 — X — 1 sind gegeben durch

_ Ve 15

“MT Ty T
Nach Beispiel (6.75) folgt
oo db-ab  dh-ab (50 -(BEF 1 14, 1-VE
F az—ar ' aa—a’' T ar—a 1—2\/5 _ 1-|r2\/g V5 2 2
fiir k € No. O

Das zunédchst Erstaunliche an Binets Formel (6.76) ist die Verwendung der irrationalen Zahlen 1+T‘/5 und 1_7‘/5;
es ist dieser Formel nicht anzusehen, dass die Fibonacci-Folge lediglich ganzzahlige Eintrige besitzt.

Im Beweis zu Beispiel (6.75) haben wir die Basis

1
(H(blsz — b5b1)keno,

1

m(bg — b} )kem)

umgeformt, um die etwas ,,schonere” Basis

(0} kenos (B5)keny)

zu erhalten. Dass dies moglich war, liegt wie bei allgemeinen (nicht-ausgearteten) homogenen autonomen linearen
Rekursionsgleichungssystemen an der Diagonalisierbarkeit der Koeffizientenmatrix, in diesem Fall also an der
Diagonalisierbarkeit von C(f)", sieche Korollar (6.54).

Um ein solches Resultat fiir homogene autonome lineare Rekursionsgleichungen von beliebigem Grad zu er-
halten, miissen wir die Eigenrdume von C(f)" studieren. Wir verwenden die in Definition (3.58) eingefiihrte
Vandermondematrix:

(6.77) Bemerkung. Es sei ein normiertes f € K[X]\ {0} mit deg f > 1 gegeben. Fiir jede Nullstelle a von f
ist V(a)" ein Eigenvektor von C(f)" zum Eigenwert a.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(6.78) Korollar. Es seien n € N und ein normiertes f € K[X]\{0} mit deg f = n gegeben. Fiir jede Nullstelle a
von f ist

(a®) ke
eine Losung der homogenen autonomen linearen Rekursionsgleichung zum charakteristischen Polynom f.

Beweis. Es sei eine Nullstelle a von f gegeben. Nach Bemerkung (6.77) ist dann V(a)" ein Eigenvektor

von C(f)" zum Eigenwert a. Folglich ist (a* V(a)")ren, € SolRec(C(f)") nach Bemerkung (6.71) und da-
mit

(") ke, = ((@* V(a)™)1)ren, € SolRec(f)
nach Lemma (6.73). O

(6.79) Korollar. Es seien n € N, ein normiertes f € K[X]\ {0} mit deg f = n und ein n-Tupel (a1, ..., a,)
in K von verschiedenen Nullstellen von f gegeben. Dann ist

s = ((af)kergs - - - () ken,)

eine Basis von SolRec(f) und fiir z € SolRec(f) ist die Koordinatenspalte ks(z) von x zur Basis s gerade die
eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix

o aj ce a,, i)
t = .
V<n(a1a"';an)r .
n—1 -1
Tp_1 ay ..ooap Tp—1



Beweis. Nach Bemerkung (6.77) ist V(a;)™ fiir i@ € [1,n] ein Eigenvektor von C(f)" zum Eigenwert a;.
Da (ai,...,a,) ein n-Tupel aus verschiedenen Nullstellen von f ist, ist (V(a1)™,..., V(ay,)™) nach Korollar (6.7)
linear unabhingig und damit nach Beispiel (b) und Korollar (1.67) eine Basis von K™*!. Nach Bemerkung (6.72)
ist

t 1= ((ayV(a1)"renys - - - (an V(an)™)reno)
eine Basis von SolRec(C(f)") und fiir y € SolRec(C(f)*) gilt

Sol(V(ay,...,an)",y0) = Sol((V(an)™ ... V(an)™),y0) = {ke(y)}-

Tk
SolRec(f) — SolRec(C(f)™), =~ ( : )keNo»
Th+n—1
SolRec(C(f)™) — SolRec(f), ¥ — (Yk.1)keN,

nach Lemma (6.73) wohldefinierte, sich gegenseitig invertierende Isomorphismen sind, ist
s = ((a1)kenos - - (@) keno) = (@ V(@)™ ) 1) ke - - (a5 V(an)™)1)kens )
nach Proposition (2.21) eine Basis von SolRec(f) und fiir z € SolRec(f) gilt

X9 Tk
Sol(V(ar,-..,an)™ [ ) ={ce((| 1 Premo)} = {ks(2)}. 0

Tn—1 LTk+n—1

Alternativer Beweis von Beispiel (6.75). Nach Korollar (6.79) ist

s = ((b})eng» (b5 kero)

eine Basis von SolRec(f), so dass insbesondere

SolRec(f) = K (b¥)ken, + K (b5)ren,

gilt. Fiir z € SolRec(f) ist ferner Sol(V(by,b2)"", <§O>) = {ks(z)}, also
1

K(:L’)_ 1 1 -1 o\ 1 b2 -1 ZTo\ 1 ngC()—CCl
S\ b x1)  by—by \—b1 1 x1) by —by \=bizo+x /)’

Folglich gilt fiir z € Ko genau dann zp1 2 = agxy + a1z fiir k € Ny, wenn

baxo — 1 ;4 —bizo + 21,4 boxg —x1,;,, —bixo+x1
== ——— (b = b b
— (01 ken, + —— (03)ken, = ( b5 0T T 5)keN
ist, d.h. wenn
bgl‘o —T1,k —b1$0 + x1 k blfbg - bgbl bg — blf
S vy S S e S T S
fiir k € Ny gilt. O

Invariante Untervektorraume

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir den Satz von Cayley /Hamilton (6.84) herleiten. Hierzu bendtigen
wir den nachfolgenden Begriff:
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(6.80) Definition (invarianter Untervektorraum).

(a) Es sei ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V gegeben. Ein K-Untervektorraum U von V heift in-
variant unter ¢ (oder p-invariant), wenn

o(U)CcU
gilt.

(b) Es seien n € Ny und A € K"*" gegeben. Ein K-Untervektorraum U von K™*! heifit invariant unter A
(oder A-invariant), wenn U invariant unter @ 4 ist.

(6.81) Beispiel. Es seien ay,as,as,as4,a5 € K und A € K3%3 mit

ay 0 0
A= 0 a2 as
0 aq Qs

gegeben. Dann sind (e;) und (eg, e3) invariant unter A.
Beweis. Es ist

Ae; = aje; € (e1)
und damit A(byer) = by(Aey) € (eq) fiir alle b; € K. Ferner ist

Aeg = ages + ages € <e2,e3>,
Aes = aseq + azes € <62,€3>

und damit A(bges + bzez) = ba(Aes) + bs(Aeg) fiir alle by, b3 € K. Folglich sind (e;) und (es,es) invariant
unter A. O

Fiir einen Endomorphismus ¢: V' — V und einen Untervektorraum U von V lésst sich stets die Einschran-
kung ¢|y: U = V, u — ¢(u) bilden. Ist U zusétzlich invariant unter ¢, so kdnnen wir auch den Zielvektorraum
einschrinken, d.h. die Abbildung ¢|Y: U — U, u — ¢(u) ist wohldefiniert.

(6.82) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V, ein K-Untervektorraum U von V,
m,n € Ny und eine Basis s = (s1,...,8,) von V derart gegeben, dass s’ = (s1,...,5,,) eine Basis von U ist.
Genau dann ist U invariant unter ¢, wenn es A € K™*™ B € Km*x(=m) C ¢ [n=m)x(n=m) mit

M;,s() = (61 5)

gibt. In diesem Fall gilt
M5/75/((P|g) = A

Beweis. Zunéchst sei U = (s1,..., Sm) invariant unter ¢. Dann gilt insbesondere ¢(s;) € U = (s1,. .., Sm) und
damit ky(¢(s;)) € {e1,...,en,) fiir j € [1,m]. Folglich gibt es A € K™*™ B¢ K™m*(n=m) (' ¢ gn-m)x(n=m)

mit
M;,s() = (81 2) :

Ferner gilt

A= (ko(p(s1) oo kolplsm) = (ko (elg(s1)) - ko (@lf(sm))) = My o (¢]0)-

Umgekehrt sei nun

M;,s() = (61 5)
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fiir gewisse A € K™*™ B € Kmx(=m) ¢ ¢ gm=m)xm=m) Fiir j € [1,m] ist dann ke(p(s;)) € (e1, ..., em)
und damit ¢(s;) € (s1,...,8m) = U. Dies impliziert aber bereits

o( Y ajs)= > ajp(s;) €U

JE€[L,m] jelm]
fir alle @ € K™ und damit ¢(U) C U. Folglich ist U invariant unter ¢. O

(6.83) Korollar. Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V, ein K-Vektorraumendomorphis-
mus ¢: V — V und ein p-invarianter K-Untervektorraum U von V gegeben. Dann gilt

Xgp‘g | Xlﬂ'

Beweis. Nach Korollar (1.52) und Korollar (1.55) gibt es eine Basis s = (s1,...,8,) von V derart, dass s’ =
(81,...,8m) eine Basis von U ist. Da U invariant unter ¢ ist, gilt

M. = (Moo B)

fiir gewisse B € K™m*(n—m) ¢ ¢ g(n=m)x(n=m) pach Bemerkung (6.82). Nach dem Késtchensatz fiir Determi-
nanten (5.15) folgt

Em 0 M5/7S/(<p|U) B
Xo =0t = et (X, M) =der(x (G 0 )= (M) B
XEm - Ms’ s’ g —-B
= det ( 0 (lu) XE, . — c) = det(XE,, — My o (¢[p) det(XEp—n — C)

= XM, o (0]]) XC = Xo|§ XC
und damit XY | X O

Alternativer Beweis von Proposition (6.19). Es lasst sich zeigen, dass Eig,(¢) ein p-invarianter K-Untervektor-
raum von V ist; der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. Die Einschrankung

Ei .
Plp2): Big, () — Big, (¢)

ist gegeben durch

Ei
(Plaee )W) = p(v) = av

fiir v € Eig,(¢), d.h. es ist ¢|Elg“(¢) = aidg;g, (). Nach Korollar (6.83) gilt

|Biga (¢) | X
Pleig, (¢)

X

es folgt also

pis () = Ma(aidmig, () = ma((X — a)®¥)) = ga (). a

Bigg (#)

m,(p) = ma(ch) > ma(X¢|

Der Satz von Cayley/Hamilton

Bei der Formulierung des Satzes von Cayley /Hamilton werden in das charakteristische Polynom Endomorphis-
men und Matrizen eingesetzt, siehe Notation (6.55).

(6.84) Satz (Satz von Cayley/Hamilton).

(a) Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V. — V
gegeben. Dann ist

Xe(p) =0.
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(b) Esseien n € Ng und A € K™*™ gegeben. Dann ist
xa(4) =0.
Beweis.
(a) Es sei v € V beliebig gegeben. Dann ist (v, ¢(v), ..., 3™V (v)) linear abhiingig in V. Es sei
m :=min{n € Ny | (v,(v),...,¢"(v)) ist linear abhéngig}

und es sei U := (v,0(v),...,¢™ (v)). Dann ist s := (v,(v),..., ™ (v)) linear unabhingig in V und
damit eine Basis von U. Wegen der linearen Unabhingigkeit von (v, p(v),...,¢™ (v)) und der linearen
Abhiéngigkeit von (v, (v),...,9™(v)) ist ferner p™(v) € {(v,p(v),...,™ 1 (v)) = U nach Propositi-
on (1.37) und damit U ein p-invarianter Untervektorraum von V.

Nun sei ¢ € K™= mit ¢™(v) = Zie[o,mfl] a;0'(v) gegeben und es sei p € K[X] gegeben durch
w=X"— Zie[o,mq] a; X*, so dass

(@E)@) =" = > a))=¢"w) = Y. ap'()=0

i€[0,m—1] i€[0,m—1]
gilt. Dann ist
0 0 aq
M; s(lg) = ) = C(n)
’ 0 Ap—2
0 1 Ap—1

und somit

Xol7 = XM, o (¢lf) = XC(p) = H
nach Proposition (6.22). Folglich gilt p = XU | X, nach Korollar (6.83), d.h. es gibt ein ¢ € K[X]
mit x, = qu. Wir erhalten x,(p) = (qit)(¢) = q(¢) o u(yp) und da ¢(p) ein Endomorphismus von V' ist,
folgt

(e (9))(v) = (g(p) o () (v) = (a()) ((1(p))(v)) = (a(¢))(0) = 0.
Da v € V beliebig war, gilt also x,(¢) = 0 nach dem Gleichheitskriterium fiir Abbildungen (A.35).

(b) Es ist XA = XM. . (¢a) = Xea> a0 Xa(9a) = Xe.(@4) = 0 nach (a) und damit
XA(A) = XA(Me,e((pA)) - Me,e (XA((PA)) = Me,e (0) =0. O

Zusatzliche Konzepte

Ein weiterer Zugang zur Eigenwerttheorie lasst sich mit Hilfe des Konzepts des Minimalpolynoms begehen, siehe
Definition (B.33). Wir fassen im Folgenden die hierfiir relevanten Ergebnisse aus Anhang B zusammen:

Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' und ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V — V gege-
ben. Nach Beispiel (B.4)(b), Proposition (3.14) und Satz (2.32) ist Endg (V') eine endlichdimensionale K-Al-
gebra. Folglich gibt es nach Korollar (B.36) und Korollar (B.32) genau ein normiertes p € K[X]\ {0} derart,
dass u(y) = 0 ist und dass fiir f € K[X] mit f(¢) = 0 stets p | f folgt. Das Polynom p wird Minimalpolynom
von ¢ (in Endg (V) iiber K) genannt und als p, = p notiert. Nach Proposition (B.31) ist

deg py, = min{deg f | f € K[X]\ {0} mit f(p) = 0}.
Analog fiir Matrizen: Es seien n € Ny und A € K™*" gegeben. Nach Beispiel (B.4)(c) und Beispiel (1.65)(b)
ist K™*™ eine endlichdimensionale K-Algebra. Folglich gibt es Korollar (B.36) und Korollar (B.32) genau ein
normiertes p € K[X]\ {0} derart, dass u(A) = 0 ist und dass fur f € K[X] mit f(A) = 0 stets p | f
folgt. Das Polynom p wird Minimalpolynom von A (in K™*™ iiber K) genannt und als ps = u notiert. Nach
Proposition (B.31) ist

deg s = min {deg f | f € K[X]\ {0} mit f(4) =0},

Eine Spezialisierung von Korollar (B.36) fiihrt zu einer naiven Berechnungsmethode fiir das Minimalpolynom:
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(6.85) Bemerkung. Es seien n € Ny und A € K™*" gegeben. Ferner sei m € Ny so gegeben, dass

(E,, A, ..., A" 1) linear unabhiingig ist, und es sei a € K01 mit
A= > @A
i€[0,m—1]

gegeben. Dann ist

Hy =X™— Z a; X"
i€[0,m—1]

(6.86) Beispiel.
(a) Es sei A € Q**? gegeben durch

2 1
A= (1 2) .
Das charakteristische Polynom von A ist

Ha=X?—4X +3=(X - 1)(X —3).
(b) Es sei A € Q**? gegeben durch
01
A=y o)
Das Minimalpolynom von A ist
Ha = X2

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Es gibt eine Methode zur Berechnung des Minimalpolynoms, welche konzeptionell etwas komplizierter ist, bei
welcher sich jedoch insbesondere fiir grofere Matrizen der Rechenaufwand erheblich verringern ldsst. Diese
Methode verwendet die Technik aus dem Beweis des Satzes von Cayley/Hamilton (6.84), wo eine ,lokale*
Variante des Minimalpolynoms studiert wird.

Fiir das Minimalpolynom gelten die iiblichen Zusammenhénge zwischen Endomorphismen und Matrizen:

(6.87) Bemerkung. Es seien n € Ny und A € K™*™ gegeben. Dann ist
HA = Hepa-
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(6.88) Bemerkung. Es scien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V. — V, n € Ny und eine Basis s =
(81,...,8n) von V gegeben. Dann ist

}’LW = HMS,S(LP).
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V — V gegeben.
Nach Korollar (B.37), Proposition (3.14) und Satz (2.32) gilt

deg pt, < dimg Endg (V) = (dimg V)2,
Mit Hilfe des Satzes von Cayley/Hamilton (6.84)(a) konnen wir diese Abschétzung sogar noch verschérfen:

(6.89) Bemerkung. Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' und ein K-Vektorraumendomorphis-
mus @: V — V gegeben. Dann ist

deg p, < dimg V.
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Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
Das Minimalpolynom einer Begleitmatrix ldsst sich wie das charakteristische Polynom ablesen:

(6.90) Proposition. Es sei ein normiertes f € K[X]\{0} gegeben. Das Minimalpolynom von C(f) ist gegeben
durch

Hop) =T
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Die Bedeutung des Minimalpolynoms fiir die Eigenwerttheorie liegt darin begriindet, dass sich auch mit Hilfe
des Minimalpolynoms Eigenwerte bestimmen sowie Diagonalisierbarkeit testen lassen:

(6.91) Proposition. Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V', ein K-Vektorraumendomorphis-
mus ¢: V — V und a € K gegeben. Genau dann ist a ein Eigenwert von ¢, wenn a eine Nullstelle des
Minimalpolynoms von ¢ ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(6.92) Satz. Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphis-
mus ¢: V — V gegeben. Genau dann ist ¢ diagonalisierbar, wenn das Minimalpolynom p, in verschiedene
Linearfaktoren zerfallt.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Eine Abschwéchung des Diagonalisierbarkeitskonzepts ist das Konzept der Trigonalisierbarkeit, welches wir nun
betrachten wollen:

(6.93) Beispiel. Es sei A € Q?*2 gegeben durch

=(5)

und es sei s = (s1, $2) gegeben durch

()G

Dann ist s eine Basis von Q?*! derart, dass (s1) und (sy,ss) invariant unter A sind.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

(6.94) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V. — V, n € Ny und eine Basis s =
(81,...,8n) von V gegeben. Genau dann ist fiir jedes i € [1,n] die lineare Hiille (sy,...,s;) invariant unter ¢,
wenn M, ;(¢) eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(6.95) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V, n € Ny, eine Basis s = (s1, ..., Sn)
von V und ein n-Tupel s’ = (s1,...,s),) in V gegeben. Fiir i € [1,n] gilt: Genau dann ist (s},...,s}) invariant
unter ¢, wenn (Ks(s}), ..., Ks(s};)) invariant unter M; s(¢) ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(6.96) Bemerkung. Es seien n € Ny, A € K™*", ein n-Tupel (a1, ..., a,) in K und eine Basis s = (s1,...,5,)
von K™*1 gegeben und es sei P € GL,,(K) gegeben durch

Pz(sl sn)

Genau dann ist fiir jedes i € [1,n] die lineare Hiille (s1,...,s;) invariant unter o, wenn P~1AP eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
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(6.97) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V. — V, n € Ny und eine Eigenbasis
$=(81,...,8n) von V gegeben. Dann ist fiir jedes i € [1,n] die lineare Hiille (s1,...,s;) invariant unter ¢.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(6.98) Definition (trigonalisierbar).

(a) Es sei ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V' gegeben. Ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V — V
heift trigonalisierbar (oder triangulierbar), falls es ein n € Ny und eine Basis s = (s1,...,8,) von V so
gibt, dass fiir jedes ¢ € [1,n] die lineare Hiille (sq,...,s;) invariant unter ¢ ist.

(b) Es sei n € Ny gegeben. Ein A € K™ ™ heifst trigonalisierbar (oder triangulierbar) (iiber K),
falls @ 4: K™ — K™*! trigonalisierbar ist.

(6.99) Beispiel. Es sei A € Q**? gegeben durch

(4

Dann ist A trigonalisierbar.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(6.100) Bemerkung. Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphis-
mus ¢: V — V gegeben. Genau dann ist ¢ trigonalisierbar, wenn es eine Basis s von V' derart gibt, dass M; s(¢)
eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(6.101) Bemerkung. Es seien ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V — V, n € Ny und eine Basis s =
(81,...,8n) von V gegeben. Genau dann ist ¢ trigonalisierbar, wenn M; () trigonalisierbar ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(6.102) Bemerkung. Es seien n € Ny und A € K™*™ gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
(a) Die Matrix A ist trigonalisierbar.

(b) Es gibt eine Basis s = (s1,...,$,) von V so, dass fiir jedes i € [1, n] die lineare Hiille (sq,...,s;) invariant
unter A ist.

(c) Die Matrix A ist dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Wir geben eine Charakterisierung der Trigonalisierbarkeit. Man vergleiche die Charakterisierung der Diagona-
lisierbarkeit in Satz (6.52).

(6.103) Satz. Es seien ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V und ein K-Vektorraumendomorphis-
mus ¢: V — V gegeben. Genau dann ist ¢ trigonalisierbar, wenn das charakteristische Polynom ¥, in Li-
nearfaktoren zerfallt.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(6.104) Beispiel. Es sei A € R?*2 gegeben durch

0 —1
4= (1 . ) |
Dann ist A nicht trigonalisierbar.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
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7 Skalarproduktraume

Zum Abschluss studieren wir Skalarprodukte auf Vektorrdumen iiber dem Korper der reellen Zahlen R und dem
Korper der komplexen Zahlen C. Mit Hilfe von Skalarprodukten lassen sich Léngen definieren, siehe Definiti-
on (7.8), aber auch Orthogonalitét, siche Definition (7.21).

Im Folgenden bezeichnen wir bis zum Ende des Abschnitts mit K entweder den Korper der reellen Zahlen R
oder den Korper der komplexen Zahlen C.

Begriffsbildung

Wir beginnen mit der axiomatischen Definition eines Skalarprodukts, genauer gesagt mit der einer Struktur
bestehend aus einem Vektorraum und einem Skalarprodukt.

(7.1) Definition (Skalarproduktraum). Ein K-Skalarproduktraum (oder K-Vektorraum mit Skalarprodukt)
besteht aus einem K-Vektorraum V zusammen mit einer Abbildung (—,=): V xV — K, (v,w) — (v,w),
genannt Skalarprodukt, so, dass (—,=) eine positiv definite, hermitesche Sesquilinearform ist, d.h. derart, dass
folgende Axiome gelten.

o Sesquilinearitit. Firv € Vist (v, —): V — K, w — (v, w) ein K-Vektorraumhomomorphismus. Fiir w € V
ist (—,w): V= K, v+ (v,w) eine K-semilineare Abbildung, d.h. ein Homomorphismus abelscher Grup-
pen und fir a € K, v € V ist (av, w) = a(v,w).

o Hermitizitat. Fir v,w € V gilt (w,v) = (v, w).
e Positive Definitheit. Fiir v € V gilt (v,v) > 0 und genau dann (v,v) =0, wenn v = 0 ist.
Explizit bedeutet die Sesquilinearitidt des Skalarprodukts eines K-Skalarproduktraums V:

e Linearitit in der zweiten Komponente. Fir v,w,w’ € V ist (v,w 4+ w') = (v,w) + (v,w’'). Fiir a € K,
v,w €V ist (v, aw) = a{v, w).

o Semilinearitdt in der ersten Komponente. Fiir v,v',w € V ist (v 4+ v, w) = (v,w) + (v, w). Fiir a € K,
v,w €V ist (av,w) = a{v, w).

(7.2) Beispiel. Es sei n € Ny gegeben.
(a) Es wird K™ ein Skalarproduktraum, wobei das Skalarprodukt durch
(,y) = Z ZiYi
i€[1,n]
fiir x,y € K™ gegeben ist.
(b) Es wird K™*! ein Skalarproduktraum, wobei das Skalarprodukt durch
(x,y) = 2™y = Z ZiYi
i€[1,n]
fiir z,y € K"*! gegeben ist.
In Beispiel (7.2)(b) haben wir K1*! mit K identifiziert.
(7.3) Konvention. Es sei n € Ny gegeben.

(a) Sofern nicht anders erwéhnt, betrachten wir ab jetzt K™ als Skalarproduktraum wie in Beispiel (7.2)(a).
Wir nennen (—,=) in diesem Fall auch das Standardskalarprodukt auf K™.

(b) Sofern nicht anders erwihnt, betrachten wir ab jetzt K™*! als Skalarproduktraum wie in Beispiel (7.2)(b).
Wir nennen (—, =) in diesem Fall auch das Standardskalarprodukt auf K™*!,

(7.4) Definition (euklidischer Vektorraum, unitirer Vektorraum).

(a) Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlichdimensionaler R-Skalarproduktraum.
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(b) Ein unitdrer Vektorraum ist ein endlichdimensionaler C-Skalarproduktraum.

(7.5) Beispiel. In K2*! gilt

(-

Beweis. Es ist

<®,(13)>=2-1+1-(—3>:_1. .

(7.6) Lemma (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es seien ein K-Skalarproduktraum und v, w € V gegeben. Dann
gilt

(v, w)? < (v, v){w, w).
Genau dann gilt
(v, w)* = (v, v){w, w),
wenn (v, w) linear abhéngig in V ist.

Beweis. Zunéchst sei (v,w) linear abhéngig in V', so dass es ein € V und a,b € K mit v = az und w = bz
gibt. Dann gilt

und damit |(v, w)|? = (v, v)(w, w).
Im Folgenden sei (v, w) linear unabhéngig in V. Dann ist insbesondere v # 0, wegen der positiven Definitheit

des Skalarprodukts also (v, v) > 0. Ferner ist w — <<Z’;’>> v # 0, wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts
also
(v, w) (v,w) \ (v, w) (v, w) (v, w) (v, w)
Oy oy Ty T Gy T ey Y
_ (v, w) (v, w)[?
o) =y e = el =20
und damit |(v,w)|? < (v,v)(w,w). O

Mit nachfolgendem Resultat ist es moglich, eine Gleichheit von Vektoren in einem Skalarproduktraum mit Hilfe
des Skalarproduktes zu iiberpriifen. Diese Eigenschaft, welche auf der positiven Definitheit des Skalarprodukts
beruht, wird Nichtausartung des Skalarprodukts genannt.

(7.7) Lemma. Es sei ein K-Skalarproduktraum V' gegeben.
(a) Fir v,v" € V gilt: Genau dann gilt fir w € V stets (v, w) = (v, w), wenn v = v’ ist.
(b) Fiir w,w" € V gilt: Genau dann gilt fiir v € V stets (v, w) = (v,w’), wenn w = w’ ist.
Beweis.
(a) Es seien v,v" € V gegeben. Zunichst gelte (v, w) = (v/,w) fiir w € V. Dann ist
0= (v,w) — (', w) = (v—2",w)

fiir w € W, also insbesondere (v — v/, v — v') = 0. Mit der positiven Definitheit des Skalarprodukts
folgt v — v’ = 0, also v = v’. Umgekehrt, wenn v = v’ ist, also gilt fiir w € V' auch stets (v, w) = (v, w).

(b) Es seien w,w’ € V gegeben. Auf Grund der Hermitizitit des Skalarprodukts gilt genau dann fir v € V
stets (v,w) = (v,w’), wenn fiir v € V stets

(w,v) = (v,w) = (v,w') = (W, )

gilt, was nach (a) dquivalent zu w = w’ ist. O
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Skalarproduktraume als normierte Vektorraume

Wir werden in Bemerkung (7.10) sehen, dass sich mit Hilfe des Skalarprodukts Léngen definieren lassen. Zu-
néchst wollen wir die Axiomatik eines K-Vektorraums mit einem Langenmaf einfiithren:

(7.8) Definition (normierter Vektorraum). Ein normierter Vektorraum iber K (oder normierter K -Vektor-
raum) besteht aus einem K-Vektorraum V zusammen mit einer Abbildung ||—||: V — R, v — |jv||, genannt
Norm, derart, dass folgende Axiome gelten.

e Positive Definitheit. Fiir v € V gilt
o] =0
und genau dann ||v|| = 0, wenn v = 0 ist.
o Absolut-Homogenitit. Fir a € K, v € V gilt
lav]| = lal [|v]]-
e Dreicksungleichung. Fir v,w € V gilt
o+ wll < o] + [wll-
(7.9) Beispiel. Es sei n € Ny gegeben.
(a) Es wird R™*! ein normierter R-Vektorraum, wobei die Norm durch
2]l = llll = ) il
i€[1,n]
fiir z € R™*! gegeben ist.
(b) Es wird R™*! ein normierter R-Vektorraum, wobei die Norm durch
]l = llzllcc = max {|a;| [ i € [1,n]}
fiir x € R™*! gegeben ist.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Sofern es nicht zu Zweideutigkeiten kommen kann, werden wir im Folgenden ohne weiteren Kommentar einen
Skalarproduktraum stets als einen normierten Vektorraum wie folgt ansehen.

(7.10) Bemerkung. Es sei ein K-Skalarproduktraum V' gegeben. Der unterliegende K-Vektorraum von V
wird zu einem normierten K-Vektorraum mit Norm gegeben durch

[oll = V/{v,v)
firveV.
Beweis. Da das Skalarprodukt positiv definit ist, erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung ||—||: V — R,
v+ +/(v,v). Fiir v € V gilt |[v]| = /(v,v) > 0 sowie genau dann |[v]| = \/{v,v) = 0, wenn (v,v) = 0 ist, d.h.

wenn v = 0 ist. Ferner ist
lav]|* = (av, av) = @a(v,v) = la|* [v]|* = (la| [|v]))?

und damit |jav| = |a|||v] fir a« € R, v € V. Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (7.6) gilt fir v,w € V
schlieflich

(Re (v,w))? < [{v,w)|* < (v, v){w, w) = [Jo]| Jw]|?,

also
lo +wl® = (v +w, v +w) = (v,0) + (v,w) + (w,v) + (w,w) = (v,0) + (v, w) + (v, 0) + (w,w)
= [[v]]* + 2Re (v, w) + w]* < [lol* + 2[joll [lw]| + [w]* = (o]l + [lw])?
und damit ||jv+w| < ||v]|+ ||w]]. Insgesamt wird V' zusammen mit |—|| zu einem normierten K-Vektorraum. O
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Da wir K™*! fiir n € Ny nach Konvention (7.3)(b) als Skalarproduktraum bzgl. des Standardskalarprodukts
auffassen, wird nach Bemerkung (7.10) insbesondere auch K™*! zu einem normierten Vektorraum. Die Norm
ist dann wie folgt gegeben:

(7.11) Beispiel. Es sei n € Ny gegeben. Fiir z € K™*! gilt

= | > sl
i€[1,n]

Beweis. Fiir x € K™ gilt

=1 = =) Tawi= ) |ul

i€[1,n] i€[1,n]

und damit

Izl = [ > lwil* O
i€[1,n]

(7.12) Beispiel. In K2*! gilt

I1(2)1=v5

Beweis. Es ist
2
I1(2)I= vVET =5 =

(7.13) Definition (normierter Vektor). Es sei ein normierter K-Vektorraum V' gegeben. Ein Vektor v in V
heifst normiert, wenn

vl =1
ist.

(7.14) Beispiel. In K2*1 ist

normiert.
Beweis. Es ist
/ 3 1
2

(7.15) Bemerkung. Es sei ein normierter K-Vektorraum V' gegeben. Fiir v € V' \ {0} ist Tl

M\HM‘%
w

. ” v normiert.

Beweis. Wegen der Absoluthomogenitét der Norm gilt fiir v € V' \ {0} stets

ol = I el = = foll = 1,

[[v]] [[v]] Jlvll
d.h. ﬁv ist normiert. O

Wenn die Norm eines normierten Vektorraums von einem Skalarprodukt induziert wird, gilt die folgende Eigen-
schaft.
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(7.16) Proposition (Parallelogrammgesetz). Es sei ein K-Skalarproduktraum V' gegeben. Fiir v,w € V gilt
[o+w||? +[lo —w|* = 2||v|* + 2[|wl|*.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Es lasst sich zeigen, dass jede Norm eines normierten K-Vektorraums, in welchem das Parallelogrammgesetz
gilt, von einem Skalarprodukt induziert wird. Das Skalarprodukt lasst sich durch die Norm wie folgt ausdriicken:

(7.17) Lemma (Polarisationsformeln). Es sei ein K-Skalarproduktraum V' gegeben.

(a) Wenn K = R ist, so gilt fiir v,w € V stets
(v,0) = g (o +wll? = Joll? =~ wl?) = Z(l + wl? ~ o~ w]?).
(b) Wenn K = C ist, so gilt fiir v,w € V stets
(v,0) = 3o+ wl? = o~ wl) + iz (~ o+ iwl]? + o o).
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Winkel

Als néchstes wollen wir mit Hilfe des Skalarprodukts Winkel in einem R-Skalarproduktraum V' definieren.

(7.18) Bemerkung. Es seien ein R-Skalarproduktraum V und v,w € V' \ {0} gegeben. Dann gibt es genau
ein « € [0, |g mit

cosa = W)
[[o]] fJwl]
Beweis. Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (7.6) gilt |(v, w)| < ||v]| ||w]], also |Hff"|’m”| <1 und damit
< S
[[o]] fJwl]

Da die Abbildung cos: [0, 7]g — [—1, 1]r, @ — cos « eine (streng monoton fallende) Bijektion ist, gibt es folglich
(v,w) O

ol Tlwll

(7.19) Definition (Winkel). Es seien ein R-Skalarproduktraum V und v,w € V' \ {0} gegeben. Der Winkel
zwischen v und w ist definiert als

).

genau ein « € [0, 7|g mit cosa =

(v, w)

Z(v,w) := arccos( Mol Tl

(7.20) Beispiel. In R**! gilt

“AG) ()=

Beweis. Es ist

«D«%»—41Hyﬁ—1+ﬁ
I1(3) 1= vEFE =2,

1(a) 1= vap =

und damit
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Orthogonalitat

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit Orthogonalitét, einer Relation, welche sich mit Hilfe des Skalarprodukts
auf jedem Skalarproduktraum definieren lasst.

(7.21) Definition (Orthogonalitit). Es sei ein K-Skalarproduktraum V gegeben. Fiir v,w € V sagen wir,
dass v orthogonal zu w ist, geschrieben v 1 w, wenn

(v,wy=0
gilt.
7.22) Beispiel. In K?2*! gilt
( P g

() ()

Beweis. Es ist

<<é),<]2>>—1-(—2)+2-1_0

und damit

1 -2
() () :
(7.23) Bemerkung (Satz des Pythagoras). Es seien ein K-Skalarproduktraum V und v,w € V mit v L w
gegeben. Dann gilt

[o+w|? = [Jv]|* + [|lw]/*.
Beweis. Wegen v L w ist (v, w) = 0. Folglich gilt

[v+wll* = (v +w, v +w) = (v,v) + (v,0) + (w,v) + (w,w) = [V]* + (v,w) + (v,w) + [|w]|?
= [[vll* + [l O

Orthogonalraum

Diejenigen Vektoren, welche zu einer gegebenen Menge von Vektoren orthogonal sind, bilden stets einen Unter-
vektorraum:

(7.24) Bemerkung. Es seien ein K-Skalarproduktraum V und eine Teilmenge S von V' gegeben. Dann ist
St={veV|sLufirsecS}
ein K-Untervektorraum von V.

Beweis. Zunichst seien v, w € S+ gegeben. Fiir s € S gilt dann s | v und s | w, d.h. {s,v) = (s,w) = 0. Dann
gilt fiir s € S aber auch

(s,v+w) = (s,v) + (s,w) =0+ 0=0,

d.h. s L v 4 w. Folglich ist auch v +w € S*.

Da fiir s € S stets (0,s) = 0 und damit 0 L s gilt, ist 0 € S*.

Schlieklich seien a € K, v € S+ gegeben. Fiir s € S gilt dann v L s, d.h. (s,v) = 0. Dann gilt fiir s € S aber
auch

(s,av) = a{s,v) =a-0=0,

d.h. av L s. Folglich ist auch av € S+.
Nach dem Untervektorraumkriterium (1.15) ist S+ ein Untervektorraum von V. O
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(7.25) Definition (Orthogonalraum). Es seien ein K-Skalarproduktraum V' und eine Teilmenge S von V
gegeben. Der K-Untervektorraum

St={veV|sLuvfirseS}

von V aus Bemerkung (7.24) heift Orthogonalraum zu S in V.

(7.26) Beispiel. Es sei ein K-Untervektorraum U von K3*! gegeben durch
U= Kei + Kes.

Dann ist
Ut = Kes.

Beweis. Wegen

a
U=Ke;+Key={ae1 +bes|a,be K} ={|b]| |abe K}
0

ist
a X1
Ut ={zcK¥*>' ulafirucU}={zc K | [b]| L |2 ] fiira,bc K}
0 I3
a X1
={zeK¥>' | ({[b],|x2]|)=0firabec K}={xec K*>*'|ar; +bry+ 0x3 =0 fiir a,b € K}
0 I3
0
={z e K¥' ar; +bro =0fira,b e K} ={x € K*' |21 =0,20 =0} ={[ 0| |[c€ K}
c
:Keg. O]

(7.27) Proposition. Es seien ein K-Skalarproduktraum V, n € Ny und ein n-Tupel (s1,...,s,) in V gegeben.
Dann gilt

(51, s 8n0)T = {s1,..., 80} "

Beweis. Fiir v € V ist {v}* nach Bemerkung (7.24) ein Untervektorraum von V, es gilt also genau dann
{s1,...,80} € {v}*, wenn (sy,...,s,) C {v}* gilt. Folglich ist

{s1,..,sp} ={veV|s Lofiric[l,n]}={veV|vLsfiric[l,n]}

={veV|{s1,....,sn} C{o}t}={wv eV | (s1,...,s,) C{v}*}
={veV]vLlufiru€(s,...,sp)t={veV|ulovfirue (s,...,s,)}

= (51,...,80)". O
Alternativer Beweis von Beispiel (7.26). Nach Proposition (7.27) gilt

UJ' = <el,€2>J_ = {el,eg}l‘ = {1‘ S K3><1 | e L X, €y 1 x}

1 T 0 x1
={ze K| ({0o],[z])=0 (1], |z|)=0}={zc K3 |2, =0, 2, =0}
0 T3 0 3
0
={|0] |ce K} = Kes. O
c

Die positive Definitheit hat folgende Eigenschaft des Orthogonalraums zur Folge:
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(7.28) Bemerkung. Es seien ein K-Skalarproduktraum V und ein K-Untervektorraum U von V' gegeben.
Dann ist (U, U+) unabhingig.

Beweis. Fiir v € UNU* gilt (v,v) =0, also v = 0 wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts. Folglich
ist UNU+L = {0} und damit (U,U~+) unabhingig nach Proposition (1.78). O

Es sei ein K-Untervektorraum U von V' gegeben. Ein Untervektorraumkomplement von U in V ist ein K-Unter-
vektorraum U’ von V mit V = U + U’, siehe Definition (1.86), d.h. so, dass V' = U + U’ und (U, U’) unabhiingig
ist. In dieser Situation gibt es eine Projektion pr;: V' — U von V auf U sowie eine Projektion pry: V. — U’
von V auf U’, welche durch die Eigenschaft

v = pry(v) + pry(v)
charakterisiert ist, siehe Definition (1.84). Die Projektion von V' auf U hingt hierbei sowohl von U als auch vom
gegebenen Komplement U’ ab, siehe Beispiel (1.85).
Wir wollen nun die Situation studieren, in welcher U+ ein Komplement von U ist. Nach Bemerkung (7.28)
ist (U,U") stets unabhingig, so dass U+ genau dann ein Komplement von U ist, wenn V = U + U~ ist. Da der
Orthogonalraum U+ durch U festgelegt ist, hiingt in dieser Situation die Projektion von V auf U allein von U
ab. Dies gibt Anlass zu folgender Terminologie:

(7.29) Definition (Orthogonalprojektion). Es seien ein K-Skalarproduktraum V und ein K-Untervektor-
raum U von V mit V = U 4 U+ gegeben. Die Projektion von V auf U bzgl. (U, U~) heikt Orthogonalprojektion
von V auf U und wird als pry;: V' — U notiert.

In Korollar (7.47) werden wir sehen, dass der Orthogonalraum eines endlichdimensionalen Untervektorraums
stets ein Komplement zu diesem ist; in diesem Fall ist also diese Prdmisse von Definition (7.29) automatisch
erfiillt.

(7.30) Beispiel. Es seien ein K-Untervektorraum U von K3*! und x € K3*! gegeben durch

2
U=Kei+Key,z=| 3
-1
Dann ist K3*! = U 4+ U+ und es gilt
2
prU(x) = 3 )
0
0
pryi(z)=1 0
-1
Beweis. Nach Beispiel (7.26) ist U+ = Kez und damit K3*! = U 4+ U+. Wegen
2 2 0
z=\|3|=1(3]+]|0
-1 0 -1
und
2
3
0
gilt
2
pry(x 3
0
0
pry.(z O O

In Proposition (7.41) werden wir eine Moglichkeit herleiten, die Orthogonalprojektion mit Hilfe von Orthogo-
nalbasen und dem Skalarprodukt zu berechnen.
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Orthogonalbasen

Als néchstes werden wir Tupel betrachten, deren Eintrége zueinander orthogonal sind. In Korollar (7.46) werden
wir sehen, dass jeder Skalarproduktraum eine Basis besitzt, deren Eintrige jeweils normiert und zueinander
orthogonal sind.

(7.31) Definition (Orthogonalitét, Orthonormalitdt). Es seien ein K-Skalarproduktraum V und n € Ny
gegeben.

(a) Ein n-Tupel (s1,...,8,) in V heillt orthogonal (oder ein Orthogonalsystem), falls fiir ¢, 7 € [1,n] mit ¢ # j
stets s; L s; ist.

(b) Ein n-Tupel (s1,...,5y) in V heilt orthonormal (oder orthonormiert oder ein Orthonormalsystem), falls
es orthogonal und s; fiir jedes ¢ € [1,n] normiert ist.

(7.32) Beispiel.
(a) In K**! ist das Tripel

1 0 1
0 1 0

Qi) o] =1
0/ \o 0

orthogonal.

(b) In K**! ist das Tripel

1 0 1
o) 1] fo),
V2ol v2l -1
0 0 0
orthonormal.
Beweis.
(a) Wegen
1 0
0 1
( o y)=1-040-141-0+0-0=0,
0 0
1 1
0 0
( N )=1-140-0+1-(-1)+0-0=0,
0 0
0 1
1 0
( ol 121 )=0-141-04+0-(-1)4+0-0=0
0 0
ist
1 0 1
0 1 0
( 1]1’{0]’ | -1 )
0 0 0

orthogonal in K**1.
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(b) Nach (a) ist

1 0 1
0 1 0

( 1 10 ) —1 )
0 0 0

und nach Bemerkung (7.24) somit auch

1\ /0 1

= R I ) L B

vl o] val
0/ \o 0

orthogonal in K**1. Wegen

1
1] {E=1 40212 e =2
0
0
I |17=02 41240 02 =1,
0
1
12 2=+ 02 (12 02 =2
0
ist
1 0 1
1 {0 1 1 0
(ﬁ 1’1o v2 -1 )
0 0 0
nach Bemerkung (7.15) somit orthonormal in K4*1. O
(7.33) Proposition. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', n € Ny und ein orthogonales n-Tupel (s1, ..., s,)

in V' gegeben. Ferner seien v,w € V und a,b € K™ mit v = Zie[l n) @iSi und w = Zie[l n] b;s; gegeben. Dann
ist

(v,w) = Y @ilsi, si)bi.

i€[1,n]

Beweis. Es ist

<U,w>:< Z a;S;, Z bj8j> = Z Z aﬁbj<si,sj>: Z a71<81,51>bl O
]

i€[1,n] JjE[l,n i1€[1,n] j€[1,n] i€[1,n]

(7.34) Korollar. Es seien ein K-Skalarproduktraum V, n € Ny und ein orthonormales n-Tupel (s1,. .., sy,)
in V' gegeben. Ferner seien v,w € V und a,b € K™ mit v = Zie[l’n] a;s; und w = Zie[l’n] b;s; gegeben. Dann
ist

(v, w) = (a,b).

Beweis. Nach Proposition (7.33) ist

(v, wy = Z a;(si,8:)b; = Z a;b; = (a,b). O

i€[1,n] i€[1,n]
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Die folgende Korollar zeigt, dass sich die Koeffizienten von Linearkombinationen von orthogonalen Tupeln
vergleichsweise einfach mit Hilfe des Skalarproduktes berechnen lassen.

(7.35) Korollar. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', n € Ny und ein orthogonales n-Tupel (s1,...,,) in V
mit s; # 0 fiir ¢ € [1,n] gegeben. Ferner seien v € V und ¢ € K™ mit v = ) (1,n] @iSi gegeben. Fiir i € [1,n]
gilt dann

i€

<3i7 U>
<S’i7 Si

a; =

N>

Beweis. Fir i € [1,n] gilt

(si,0) = > Bijlsjs)a; = (sisi)ai

Jj€[1,n]

nach Proposition (7.33) und damit

<Sivv>
(8i550)

O

a; =
(7.36) Korollar. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', n € Ny und ein orthogonales n-Tupel (s1,...,8,) in V
mit s; # 0 fiir ¢ € [1, n] gegeben. Dann ist s linear unabhéngig.

Beweis. Fir a € K™ mit ) a;s; = 0 gilt nach Korollar (7.35) stets

i€[1,n]
a; = <S'L7 0> =0
<Si7 SL>
fiir < € [1,n]. Nach dem Kriterium fiir lineare Unabhéngigkeit (1.34) ist (s1,..., S, ) linear unabhéngig. O

(7.37) Definition. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', n € Ny und ein n-Tupel (s1,...,5s,) in V gegeben.

(a) Wir sagen, dass (s1,...,5sy,) eine Orthogonalbasis von V ist, falls (s1,...,s,) orthogonal und eine Basis
von V ist.

(b) Wir sagen, dass (s1,. .., S,) eine Orthonormalbasis von V ist, falls (sq, ..., s,) orthonormal und eine Basis
von V ist.

(7.38) Beispiel.
(a) Das Quadrupel

[ = R,

O;HO
=)
—

H;OD

ist eine Orthogonalbasis von K**1.

(b) Das Quadrupel

(L
V2

O = O =

cor~ o
%»—
)
=
—

— oo o

ist eine Orthonormalbasis von K4*!.
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Beweis.

(a) Nach Beispiel (7.32)(a) ist

1 0 1
0 1 0

( 1 10 ) -1 )
0 0 0

orthogonal in K**!. Wegen

y)=a-0+b-04+¢-0+0-1=0

S0 o
= O O O

fir a, b, c € K ist somit auch

/\

O = O =

cor o
I o
—_

—_ 0 O O

orthogonal in K**!. Als Basis von K**! ist

o
= o o o
S~—"

—
o= o =
[ER=IN)
|
—_

daher eine Orthogonalbasis von K*4*1.

(b) Nach (a) ist

O = O
o

— o O O
SN~—"

oo~ o
I
—_

und nach Bemerkung (7.24) und Korollar (1.23)(c) somit auch

1\ /o 1 0
L o] (1| 1 [o 0

(\ﬁl’O’ﬁ—l’O)
0/ \0 0 1

eine Orthogonalbasis von K**!. Ferner sind die Eintriige von

1\ (o0 1

S Y I O

2o va |-t
0o/ \o 0

nach Beispiel (7.32)(b) normiert. Wegen

[?=02+0+02+12=1

_— o o o
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ist schlieftlich

1 0 1 0
ol 1] o] o],
2l o] a1 |o
0 0 0 1
eine Orthonormalbasis von K4*!. O

(7.39) Bemerkung. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', n € Ny und ein n-Tupel (s1,...,s,) in V gegeben.
(a) Es gelte s; # 0 fiir ¢ € [1,n]. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(i) Das n-Tupel (s1,. .., sy) ist eine Orthogonalbasis von V.
(ii) Das n-Tupel (s1,. .., s,) ist orthogonal in V und ein Erzeugendensystem von V.

(iii) Das n-Tupel (s1,...,8y,) ist orthogonal in V' und es gilt n = dimg V.

(b) Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(i) Das n-Tupel (s1, ..., Sp) ist eine Orthonormalbasis von V.
(ii) Das n-Tupel (s1,..., sy,) ist orthonormal in V' und ein Erzeugendensystem von V.
(iii) Das n-Tupel (s1,...,sy) ist orthonormal in V und n = dimg V.
Beweis.

(a) Genau dann ist (si,...,s,) eine Orthogonalbasis von V, wenn (si,...,s,) orthogonal und eine Basis
von V ist.
Es sei (s1,...,8,) orthogonal. Dann ist (s1,...,s,) linear unabhingig nach Korollar (7.36). Folglich
ist (s1,...,8n) genau dann eine Basis von V', wenn (s1,...,s,) ein Erzeugendensystem von V ist. Ferner
ist (s1,...,Sn) nach Korollar (1.67) genau dann eine Basis von V, wenn n = dimV ist. Folglich sind

Bedingung (i), Bedingung (ii) und Bedingung (iii) d4quivalent.
(b) Dies folgt aus (a). O

(7.40) Bemerkung (Parsevalscher Entwicklungssatz). Es seien ein K-Skalarproduktraum V', n € Ny und eine
Orthogonalbasis (s1,...,s,) von V gegeben. Fiir v € V' gilt

_ <513’U> s
v=> o

i€[1,n]
Beweis. Es sei v € V gegeben. Da (s1,. .., $,) eine Basis von V ist, gibt es ein ¢ € K™ mit
v = Z a;S;.
i€[1,n]

Nach Korollar (7.35) folgt a; = % fiir ¢ € [1,n] und damit

v= {s:,0) S
> o O

i€[1,n]

(7.41) Proposition. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', ein K-Untervektorraum U von V, n € Ny und
eine Orthogonalbasis (s1,...,s,) von U gegeben. Dann ist V = U + U*. Fiir v € V gilt

pry (v) = Z (si,v.) Sis

ie[1,n] (s, 81)
pryc(v) =v— Z <Si’v>3<
Y i€[1,n] (sr51)
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Beweis. Es sei v € V gegeben. Fiir j € [1,n] gilt

(0= i) si) = (sj,0) = Y M(%"Si) = (85,v) = 155, 0) (sj,85) =0,

ic[1,n] (si,50) i€[1,n] (50, 50)

also sj Lv—23 i 0 {8:v) ¢ Nach Proposition (7.27) ist daher

(si,si)

Si, U
’U_‘E%:]<<SZ78’L_>>Sie{317"')8n}J_:<51,...’Sn>J_:UJ‘.

Ferner ist offenbar 37,1, (<;; ’:i>> s; € U und damit

v = Z <5iav> Sz‘f‘(v_ Z <$Z‘,’U> S'L') EU—FUJ_.

i€[1,n] (81, 50) i€[1,n] (50, 80)

Da v € V beliebig war, gilt somit V = U + U*. Nach Bemerkung (7.28) ist ferner (U, U+) unabhiingig und
damit V =U + U*. O

Um mit Hilfe von Proposition (7.41) Orthogonalprojektionen berechnen zu kénnen, bendtigen wir also eine
Moglichkeit zur Berechnung von Orthogonalbasen. Ein solches Verfahren liefert die Gram-Schmidt-Orthogonali-
sierung (7.42), welche wir gleich studieren werden. Eine Illustration zu Proposition (7.41) folgt dann in Bei-
spiel (7.44).

Proposition (7.41) liefert folgende Formulierung des entscheidenden Schritts im Beweis der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung (7.6):

0< <PY(KU)L(W)7PT(KU)L(W)> = (w— Prku(w)vpr(KU)L(w» = <waPT(KU)L(w)> - <pTK'U(w)’Pr(KU)L(w)>

v) = (w,w) — (v, w)?

(v,0)

(v, w)

(v, 0)

(v, w)

(v,0)

= (w,w — (w,v) = (w,w) — (v,w) = (w,w) —

Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Wir zeigen nun, wie sich linear unabhéngige Tupel schrittweise ,,orthogonalisieren lassen. Insbesondere liefert
dies eine Methode, um ausgehend von einer beliebigen Basis eine Orthogonalbasis und unter anschliefsender
Anwendung von Bemerkung (7.15) auch eine Orthonormalbasis zu konstruieren.

Das entscheidende Hilfsmittel hierbei ist Proposition (7.41), welche uns erlaubt, Vektoren auf beliebige end-
lichdimensionale Untervektorrdume und deren Orthogonalrdume zu projizieren. Jedes linear unabhéngige n-Tu-
pel (s1,...,sy) in einem K-Skalarproduktraum V', wobei n € Ny, liefert ineinander enthaltene Untervektorrdume

(s1) < (s1,82) < ...<(S1,...,8n)

Haben wir eine Orthogonalbasis (¢i1,...,t;_1) von (s1,...,sj—1) gegeben, so liefert die Projektion von s;
fiir j € [0,n] auf (s1,...,s;_1)" einen Vektor ¢; derart, dass (t1,...,t;) eine Orthogonalbasis von (si,...,s;)
ist. Nach rekursiver Anwendung haben wir eine Orthogonalbasis von (s1,...,s,) konstruiert.

(7.42) Proposition (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung). Es seien ein K-Skalarproduktraum V, n € Ny und
ein linear unabhéngiges n-Tupel (s1,...,5s,) in V gegeben. Ferner sei (¢y,...,t,) gegeben durch

t] = pr<81,“.,5j71>i' (s.])

fir j € [1,n]. Fur jedes j € [0,n] ist dann (¢1,...,t;) eine Orthogonalbasis von (s1,...,s;).

Beweis. Wir fiihren Induktion nach j, wobei fiir j = 0 nichts zu zeigen ist. Es sei also j € [1,n] derart
gegeben, dass (t1,...,t;—1) eine Orthogonalbasis von (si,...,s;_1) ist. Wegen der linearen Unabhéngigkeit
von (81,...,s;) ist s; € (s1,...,s;—1) nach Proposition (1.37) und damit

tj = pr(sl,...,sj_ﬂl(sj) =8 — pr(sl,...,sj_1> (Sj) 7é 0.
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Ferner ist t; = prg, . y1(85) = Droy, 4, e (s5) Lt fiir i € [1,5 — 1] und damit (¢1,...,;) orthogonal.
Nach Korollar (1.23) ist schlieklich

<t1a'~'7tj> = <517~'~7sj—135j 7pr(sl,...,sgﬂ_1)(sj)> = <517-'~75j>a

d.h. (¢1,...,t;) ist ein Erzeugendensystem von (si,...,s;). Insgesamt ist (¢1,...,¢;) eine Orthogonalbasis
von (s1,...,s;) nach Bemerkung (7.39)(a).
Nach dem Induktionsprinzip ist (¢1,...,¢;) fiir jedes j € [0, n] eine Orthogonalbasis von (s1,...,s;). O

Nach Proposition (7.41) ist das n-Tupel (¢1,...,t,) in der Formulierung der Gram-Schmidt-Orthogonalisie-
rung (7.42) rekursiv gegeben durch

b =Dl ey 2 (85) =D o ya(s) =s5— Y
i€[1,j—1]
fir j € [1,n].

(7.43) Beispiel. Es seien s = (51,52, 53) und t = (t,ts,3) in K3*! gegeben durch

1 1 0 1 2 —2
1 1 1
s=([2]. (o], [-1D,t=cE(2].2(-2].2[-1)]).
3 3 3
2 1 1 2 1 2

Dann ist ¢ eine Orthonormalbasis von K3*! und es gilt (s1) = (1), (s1,82) = (t1,t2), (51,52, 83) = (t1,ta,13).

Beweis. Nach der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung (7.42) ist (#1,t5,t3) gegeben durch t; =pr,, . y1(s;)
fiir j € [1, 3] eine Orthogonalbasis von (s1, s2, s3) und es gilt (s1) = (), (s1,82) = (¢],15), (s1, 82, 83) = (¢}, th,t5).
Wir berechnen (t},t5, t5) mit Proposition (7.41):

1
tll = pr<>i(51) = 851 = 2 ;
2

{t,t) =17 +22+22 =9,
(t],82)=1-1+2-0+2-1=3,

1 1 2
(t1:82) 3 1
th = prig,). (s2) = 52— t=o]-S(2]==(-2],
C ot T\ ) e\s) TG
22+ (—2)? 412
(t,t5) = 3 L,
(t,s3)=1-04+2 (1) +2-1=0,
1
(ths5) = 5(2:0+ (=2 (-1 +1-1) =1,
0 1 2 -2
(t1, s3) (t5, s3) 0 11 1
t3 = PT(s, 00)2 (53) = 53 — th— th=|-1]-=(2]-=-z[-2|=2-1],
P Wt eyt T\ Ty T T
—9)2 —1)? 922
<t§’t§’>>:( ) +:(32 ) ks =1
Nach Bemerkung (7.15) ist folglich
1 2 -2
1 1 1 1 1 1
t:( /, t/7 t/):(f 2 , = 72 = 71 )
0 el sl 23 5 ) 3\ )73\
eine Orthonormalbasis von K3*1. O
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Mit Hilfe einer Berechnungsmoglichkeit von Orthogonalbasen und Proposition (7.41) kénnen wir nun ein Beispiel
zur Berechnung von Orthogonalprojektionen auf endlichdimensionale Untervektorrdume angeben:

(7.44) Beispiel. Es seien ein K-Untervektorraum U von K3*! und x € K3*! gegeben durch

1 1 1
U=K|2|+K|[0],z=]1
2 1 1
Dann gilt
1 7
prU(I) = § 8 )
11

1
pry . (z) = 9 1
Beweis. Nach Beispiel (7.43) ist s = (s1, s2) in K3*! gegeben durch
1
s=(=z12],z(-2))
2/ 3\ 1

eine Orthonormalbasis von U. Folglich gilt

1 2 7
1-142-142-1 2:14(=2)-141-1 1
pry(x) = (s1,x)s1 + (s2,z)s2 = 9 2] + ( 9) -2 | = 3 8],
2 1 11
1 1 7 1 2
pryc(z) =z —pry(z) = |1 5 8 =3 1
1 11 -2
nach Proposition (7.41). O
(7.45) Proposition (Ergidnzungssatz fiir Orthogonalbasen). Es seien ein endlichdimensionaler K-Skalar-
produktraum V, m € Ny und ein orthogonales m-Tupel (s1,...,8y,) in V mit s; # 0 fir ¢ € [1,m] gege-
ben. Dann gibt es ein n € Ny und ein orthogonales n-Tupel (¢1,...,t,) in V so, dass (s1,...,S$m,t1,-.-,tn) eine

Orthogonalbasis von V ist.

Beweis. Nach Korollar (7.36) ist (s1,...,$my) linear unabhéngig in V. Da V endlich erzeugt ist, gibt es nach
dem Basisergénzungssatz (1.53) ein n-Tupel (ug,...,u,) in V so, dass (s1,..., Sm, U1, ..., Uy,) eine Basis von V
ist. Insbesondere ist (s1, ..., Sm, U1, ..., Uy,) linear unabhingig in V. Es sei (t1,...,t,) in V gegeben durch

fir j € [1,n]. Wegen der Orthogonalitidt von (si,...,Sm) ist (s1,...,Sm,t1,...,t,) nach der Gram-Schmidt-
Orthogonalisierung (7.42) eine Orthogonalbasis von (s, ..., Sm, U1, ..., Un) = V. O

Der Ergénzungssatz fiir Orthogonalbasen (7.45) besagt also, dass jede linear unabhingige Teilmenge eines
endlichdimensionalen Skalarproduktraums zu einer Orthogonalbasis dieses Vektorraums ergénzt werden kann.

(7.46) Korollar. Es sei ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V' gegeben. Dann gibt es eine Ortho-
normalbasis von V.

Beweis. Da das 0-Tupel () orthogonal in V ist, gibt es nach dem Erginzungssatz fiir Orthogonalbasen (7.45)
ein n € Ny und eine Orthonormalbasis (s1,...,s,) von V. O

(7.47) Korollar. Es seien ein K-Skalarproduktraum V und ein endlichdimensionaler K-Untervektorraum U
von V gegeben. Dann ist UL ein Untervektorraumkomplement von U in V.
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Beweis. Nach Korollar (7.46) gibt es ein n € Ny und eine Orthonormalbasis (s1,...,s,) von U, so dass U+

nach Proposition (7.41) ein Komplement von U in V ist. O
(7.48) Korollar. Es seien ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V', ein K-Untervektorraum U von V|
m € Ny und eine Orthogonalbasis (s1,...,Sm,) von U gegeben. Dann gibt es ein n € Ny und ein orthogona-
les n-Tupel (t1,...,t,) in V so, dass (s1,...,Sm,t1,...,t,) eine Orthogonalbasis von V ist.

Beweis. Als Orthogonalbasis von U ist (s, .., Sy ) insbesondere orthogonal in U und damit auch in V. Nach
dem Ergénzungssatz fiir Orthogonalbasen (7.45) gibt es ein n € Ny und ein orthogonales n-Tupel (¢1,...,t,)
in V so, dass (s1,-..,8m,t1,...,t,) eine Orthogonalbasis von V ist. O

Der Ergénzungssatz fiir Orthogonalbasen (7.45) liefert eine Methode zur Berechnung einer Orthogonalbasis des
Orthogonalraums eines Untervektorraums in einem endlichdimensionalen Vektorraum:

(7.49) Bemerkung. Es seien ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V', ein K-Untervektorraum U
von V, m,n € Ny, eine Orthogonalbasis (s1,...,Sy,) von U und ein n-Tupel (t1,...,t¢,) in V derart gegeben,
dass ($1,...,8m,t1,...,tn) eine Orthogonalbasis von V ist. Dann ist (¢1,...,t,) eine Orthogonalbasis von U+t

Beweis. Da U endlichdimensional ist, gilt V = U + U+ nach Korollar (7.47) und damit
dimU* =dimV —dimU=m+n—m=n

nach Korollar (1.81). Wegen der Orthogonalitit von (s1, ..., Sm,t1,- .., tn) ist ferner (¢1,...,¢,) ein orthogona-
les n-Tupel in (sy,...,s,,)t = UL, Insgesamt ist (t1,...,t,) nach Bemerkung (7.39)(a) eine Orthogonalbasis
von UL, O

Alternativer Beweis von Bemerkung (7.49). Nach dem Parsevalschen Entwicklungssatz (7.40) gilt fir v € V
stets

_ {si,0) {tj,v)
v Z (si,54) i Z <tj,tj>tj’

i€[1l,m] j€[1,n]

so dass nach Proposition (7.27) nun

Ut = (s1,...,8m)" ={51,...,8m}  ={veV|s Lufiric[l,m]}
={veV|(sv)=0firiec[l,m]} = (t1,...,tn)

folgt. Somit ist (¢1,...,t,) ein Erzeugendensystem von U~. Wegen der Orthogonalitéit von (s1, ..., Sy, t1,. . ., tn)
in V ist (t1,...,t,) orthogonal in U+ und folglich nach Bemerkung (7.39)(a) eine Orthogonalbasis von U+. [

Alternativer Beweis von Beispiel (7.44). Nach Beispiel (7.43) ist s = (s1, s2,s3) in K3*! gegeben durch

1 2 —2
1 1
s=(=2],=2(-2].2-1)
2

1) 3\ 2

eine Orthonormalbasis von K3*! und (sj,s2) eine Orthonormalbasis von U. Folglich ist (s3) nach Bemer-
kung (7.49) eine Orthonormalbasis von U~+. Nach Proposition (7.41) folgt

-2 —2 2
—-2) -1+ (=1)-1+2-1 1 1
pry. () = (s3,2)s3 = =) +(9 L1 “1==51-1]=31 1]
2 2 —92
1 E (T
pry(z) =z —prye(x)= (1] -=( 1 |==138 -
1 -2 11
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QR-Zerlegung
In Matrixform lasst sich die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung (7.42) wie folgt formulieren.

(7.50) Bemerkung. Esseien m,n € Ng und A € K™*™ mit rk A = n gegeben. Ferner seien n-Tupel (¢, ...,t,)
und (t1,...,t,) in K™*! gegeben durch

t; = pr<A711,...,A7,j71>J‘ (Aiij)’

tﬁ:—Lﬂ
12511
fir j € [1,n] und es seien Q € K™*™ R € K"*™ gegeben durch
(t1,A_q) .. (t1,A_ L)
Q=(tr ... tn),R= :
0 (tn, A_ 1)

Dann ist R € GL,,(K) und es gilt

A=OQR.
Beweis. Nach der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung (7.42) ist (¢}, ...,t}) fiir j € [1,n] eine Orthogonalbasis
von (A_1,...,A_ ;). Somit gilt

1507 = (5, 85) = (t5.preay 4, (A = {5 A —pria 4, (A=)

= (5 A = pry e (A ) = (5, A ) = (G, prey e (A ) = (85, A )
fiir j € [1,n] nach Proposition (7.41) und damit
1, 1, ,

det R = jel[_ll,n]@j’ Aj) = jel[:[,n]<”t9tj7 Aj) = jegn] W(% Aj) = jel[:[,n] 1£51] >0

nach Korollar (5.16). Insbesondere ist R € GL,, (K) nach Satz (5.14). Ferner gilt

1 1
t; = 3115 = o {85, Amidty = (ot A=)ty = (5, A=)t
(Al Al
und damit
A =pry o ) (Ag) +prgy i (Aj) = Yot Attty = > (i, A )t
i€[l,j—1] i€[1,7]

<t1a A-»j)

tA_
= Z <ti,A_’j>ti + Z 0t; = (tl . tj tj+1 Ce tn) < 7 0 ’J> = QR_J'

i€[l,7] i€[j+1,n]

fiir j € [1,n], also
A=(A_; ... A_,)=(QR-1 ... QR_,)=Q(R-1 ... R_,)=QR. O
(7.51) Definition (QR-Zerlegung). Es seien m,n € Ny und A € K™*" mit tkxy A = n gegeben. Das

Paar (Q,R) mit @ € K™*™ und R € K™*" gegeben wie in Bemerkung (7.50) wird QR-Zerlegung von A
genannt.

.5 eispiel. Es seien A,Q, R € K3*3 gegeben durc
7.52) Beispiel. Es seien 4, Q, R € K3*3 ben durch

1 1 0 1 1 2 =2 3 1 0
Aa={2 0 —1],Q=5(2 -2 —1),r=[0 1 1
2 1 1 2 1 2 0 0 1
Dann ist R € GL3(K) und es gilt A = QR.
Beweis. Dies folgt aus Beispiel (7.43) und Bemerkung (7.50). O
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Adjunktion von Vektorraumhomomorphismen

Als néchstes geben wir der Adjunktion von Matrizen, siehe Definition (A.149), einen konzeptionellen Hinter-
grund:

(7.53) Definition (Adjungierbarkeit von Vektorraumhomomorphismen). Es seien K-Skalarproduktraume V'
und W und ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V — W gegeben.

(a) Eine Adjungierte (oder ein adjungierter K-Vektorraumhomomorphismus) zu ¢ ist ein K-Vektorraum-
homomorphismus ¢: W — V derart, dass fir v € V, w € W stets

(p(v), w) = (v, ¥ (w))
gilt.
(b) Der K-Vektorraumhomomorphismus ¢ heifft adjungierbar, falls es eine Adjungierte zu ¢ gibt.

In Proposition (7.69) werden wir sehen, dass jeder Homomorphismus zwischen endlichdimensionalen K-Vektor-
raumen adjungierbar ist.

(7.54) Beispiel. Es seien
0: R2 5 R3, x> (21 + 220, 21 — x9, =231 + 22),
Ui RY = R%, g (y1+ 92 — 293,21 — 42 + 43).-
Dann ist ¢ ein zu ¢ adjungierter K-Vektorraumhomomorphismus.
Beweis. Fiir z € R?, y € R? gilt
(p(2),y) = (21 + 222, 71 — T2, =221 + 22),y) = (21 + 222)y1 + (21 — T2)y2 + (=221 + 22)y3

= T1Y1 + 2T2y1 + T1Y2 — TaY2 — 2T1Y3 + T2y3 = T1Y1 + T1Y2 — 2X1Y3 + 2X2y1 — Tay2 + T2y3
=21(y1 +y2 — 2y3) + 22201 — Y2 +y3) = (z, (Y1 + Y2 — 2y3,2y1 — Y2 +y3)) = (2, 9(y)),

d.h. ¥ ist adjungiert zu ¢. O

So wie die Inverse einer invertierbaren Abbildung ist die Adjungierten eines adjungierbaren Endomorphismus
stets eindeutig:

(7.55) Bemerkung. Es seien K-Skalarproduktrdume V und W und ein K-Vektorraumhomomorphis-
mus ¢: V — W gegeben. Dann gibt es hochstens eine Adjungierte zu ¢.

Beweis. Es seien ¢: W — V und ¢': W — V zu ¢ adjungierte Homomorphismen. Fiir v € V, w € W gilt dann
(v,9(w)) = {p(v), w) = (v, ¥'(w)),

also ¢¥(w) = ¢'(w) fiir w € W nach Lemma (7.7)(b) und damit ¢y = ¢’ nach dem Gleichheitskriterium fiir
Abbildungen (A.35). O

(7.56) Notation. Es seien K-Skalarproduktrdume V und W und ein adjungierbarer K-Vektorraumhomomor-
phismus p: V — W gegeben. Die Adjungierte zu ¢ notieren wir als *: W — V.

(7.57) Proposition.

(a) Es seien K-Skalarproduktriume V, W und X und adjungierbare K-Vektorraumhomomorphismen
p: V=W und ¢: W — X gegeben. Dann ist auch ¥ o ¢: V — X adjungierbar mit

(W0 p)* =@ oy,

(b) Es sei ein K-Skalarproduktraum V' gegeben. Die Identitét idy : V' — V ist ein adjungierbarer K-Vektor-
raumhomomorphismus mit

id2 = idy .
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(c) Es seien K-Skalarproduktraume V und W und adjungierbare K-Vektorraumhomomorphismen ¢,
¢': V. — W gegeben. Dann ist auch ¢ + ¢': V — W adjungierbar mit

(QO + (pl)ad — (pad + (p/ad.

(d) Es seien a € K, K-Skalarproduktraume V und W und ein adjungierbarer K-Vektorraumhomomorphis-
mus @: V — W gegeben. Dann ist auch ap: V — W adjungierbar mit

ad

)2 = ap™.

(ap

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.58) Bemerkung. Es seien K-Skalarproduktraume V und W und ein adjungierbarer K-Vektorraumhomo-
morphismus ¢: V — W gegeben. Dann ist auch ¢*!: W — V adjungierbar mit

(@)™ = o
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

(7.59) Korollar. Es seien K-Skalarproduktrdume V und W und ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V —
W gegeben. Genau dann ist ¢ adjungierbar, wenn fiir v € V, w € W stets

(w, (v)) = (™ (w),v)
gilt.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.60) Bemerkung. Es seien K-Skalarproduktriume V und W und ein adjungierbarer K-Vektorraumhomo-
morphismus ¢: V — W gegeben. Fiir jede Teilmenge S von V' ist

p(S)F = (p*)H(ST).
Beweis. Fiir jede Teilmenge S von V ist

P ={weW |t Lwfirtecp(S)}={weW|ep(s)Lw firsec S}
={weW|{p(s),w) =0 fir s € S} = {w e W | (s,0*(w)) =0 fiir s € S}
={weW |¢*(w) € §7} = (o)1 (sT). O

(7.61) Korollar. Es seien K-Skalarproduktrdume V und W und ein adjungierbarer K-Vektorraumhomomor-
phismus ¢: V — W gegeben. Dann ist

(Im )+ = Ker .
Beweis. Nach Bemerkung (7.60) ist
(Img)™ = (V)" = (™)1 (V) = (™) 1 ({0}) = Ker ™. 0

(7.62) Proposition. Es seien K-Skalarproduktrdume V und W und ein adjungierbarer K-Vektorraumhomo-
morphismus ¢: V — W gegeben. Fiir w € W ist

P {Prm p ()}) = (9™ 0 ) T ({9 (w)}).
Beweis. Wir zeigen zuerst, dass Ker(p*@ o) = Ker ¢ ist, und danach, dass fiir w € W stets ¢! ({pry,, ,(w)}) =
(" 0 0) "M (w)) st
Fiir v € Ker(p* o ¢) gilt p* (p(v)) = (¢* 0 )(v) = 0 und damit

(p(v), () = (v,0™(p(v)) = (v,0) = 0,
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also p(v) = 0 wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts und damit v € Ker . Umgekehrt gilt
fiir v € Ker ¢ stets p(v) = 0, also auch

(™o p)(v) = ™ (p(v)) = ¢*(0) =0

und damit v € Ker(¢*® o ¢). Insgesamt ist in der Tat Ker (¢ o ) = Ker .
Wegen pry,, ,(w) € Im ¢ gibt es ein v € V mit pry, ,(w) = ¢(v). Nach Korollar (7.61) ist (Im
also insbesondere ©*(pr 1y, o)1 (w)) = 0 und damit

)L = Ker (pad’

(pad (’U}) Spad (prlmgo(w) + PT(1m )+ (U))) = @ad(prlmw(w)) + Sﬁad (pr(lm p)+ (UJ)) = <pad (prlmtp(w))
= ¢ (p(v)).
Nach Proposition (2.15) erhalten wir
¢ {Prm p(w)}) = ¢ ({p(v)}) = v+ Kerp = v + Ker(p™ 0 9) = (9™ 0 0) " ({(9™ 0 9) (v)})
= (@ o) ({e*(p(0)}) = (™ 0 ) T ({p™ (w)}). O

(7.63) Korollar. Es seien ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V', ein K-Skalarproduktraum W
und ein adjungierbarer K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Dann ist

kg (¢ 0 ) = rkg @.
Beweis. Nach Proposition (7.62) ist Ker(p® o ¢) = Ker ¢, also insbesondere
def(¢* 0 ) = dim Ker(p*? 0 ) = dim(Ker ¢) = def ¢.
Mit dem Rangsatz (2.28) folgt
k(™ 0 ) = dim V — def(¢* 0 @) = dim V — def ¢ = rk . O

(7.64) Korollar. Es seien ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V', ein K-Skalarproduktraum W und
ein adjungierbarer K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V — W gegeben. Genau dann ist ¢®? o o ein K-Vektor-
raumautomorphismus von V', wenn

kg p = dimg V
ist.

Beweis. Nach Korollar (2.29) ist genau dann ¢! o ¢ € GL(V), wenn rk(p®! o p) = dimV ist, und nach
Korollar (7.63) gilt stets rk(¢?do¢) = rk ¢. Insgesamt ist somit genau dann ¢*dop € GL(V), wenn rk ¢ = dim V/
ist. O

(7.65) Bemerkung. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', ein adjungierbarer K-Vektorraumendomorphis-
mus ¢: V — V und ein K-Untervektorraum U von V gegeben. Wenn U invariant unter ¢ ist, dann ist U+
invariant unter (.

Beweis. Wenn U invariant unter ¢ ist, so gilt ¢(U) C U, nach Bemerkung (7.60) also auch
U™ Co(U)F = (™) (Uh)
und damit p*4(UL) C U+, d.h. Ut ist invariant unter ¢, O

(7.66) Korollar. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', ein adjungierbarer K-Vektorraumendomorphis-
mus ¢: V — V und ein K-Untervektorraum U von V mit V = U 4 Ut gegeben. Genau dann ist U inva-
riant unter ¢, wenn U~ invariant unter ¢ ist.

Beweis. Wenn U invariant unter ¢ ist, dann ist U+ invariant unter ¢® nach Bemerkung (7.65). Wegen

V = U + U* gilt jedoch (U1)+ = U, so dass umgekehrt aus der Invarianz von U+ unter ¢! auch die In-
varianz von (U+)1 = U unter (9*?)2d = ¢ folgt. O
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(7.67) Bemerkung. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', ein adjungierbarer K-Vektorraumendomorphis-
mus ¢: V — V und ein K-Untervektorraum U von V so gegeben, dass U invariant unter ¢ und unter ¢ ist.
Dann ist die Restriktion <p|g: U — U adjungierbar mit

()™ = g
Beweis. Fir u,u’ € U gilt

(elg (), ') = (p(u),u') = (u, ™ (u)) = (u, ™[5 ().
Folglich ist ¢|Y adjungierbar mit (¢]9)2d = 4|7, O

Nachdem wir bisher Eigenschaften adjungierbarer Homomorphismen studiert haben, wollen wir nun die Ver-
bindung zwischen Adjunktion von Homomorphismen und Matrizen herstellen sowie zeigen, dass jeder Homo-
morphismus zwischen endlichdimensionalen K-Vektorrdumen adjungierbar ist.

(7.68) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und A € K™*" gegeben. Die Spalteninterpretation @4: K"*! —
K™ ist adjungierbar mit

ad __
P4g = PAad

Beweis. Fiir x € K™, y ¢ K™*! gilt

(9a(x),y) = (Az,y) = (Az)*y = 21 Ay = (2, A*y) = (2, @ 40a(y)).
Folglich ist ¢ 4 adjungierbar mit (pzjgd = (Q gad. O

(7.69) Proposition. Es seien endlichdimensionale K-Skalarproduktrdume V und W und ein K-Vektorraum-
homomorphismus ¢: V. — W gegeben. Dann ist ¢ adjungierbar und fiir m,n € Ny, jede Orthonormal-
basis s = (s1,...,8,) von V und jede Orthonormalbasis t = (¢, ...,t,,) von W gilt

M ¢ (‘pad) = M5 (‘P)ad'

Beweis. Nach Bemerkung (1.63) und Korollar (7.46) gibt es m,n € Ny, eine Orthonormalbasis s = (s1,..., $p)
von V und eine Orthonormalbasis ¢ = (¢1,...,ty,) von W. Ferner ist My ;: Homg (W, V) — K™ ™ nach
Proposition (3.14) insbesondere surjektiv, so dass es einen K-Vektorraumhomomorphismus ¢: W — V
mit M ()2 = M (1)) gibt. Mit Korollar (7.34), Proposition (3.11) und Bemerkung (7.68) erhalten wir

(p(v),w) = (ke(p(v)), ke (w)) = Me,s(0) Ks(0), ke (W) = (Ks(0), Mes (9)* ke (w)) = (ks (v), Mo () ki (w))
= (ks(v), ks(P(w))) = (v, ¥ (w))
fir v € V, w € W, d.h. ¢ ist adjungierbar mit 3 = ).

Nun seien umgekehrt m,n € Ny, eine beliebige Orthonormalbasis s = (s1,...,5,) von V und eine beliebige
Orthonormalbasis t = (t1,...,t,) von W gegeben. Fiir v,w € V gilt dann

(Me,s() ks(v), ke(w)) = (ke(0(0)), ke (w)) = ((v), w) = (v, 9™ (w)) = (ks (v), Ks((w)))
= (ks (v), My ¢ (0™) ke (w))

nach Proposition (3.11) und Korollar (7.34). Da ks: V — K™ ! und k;: W — K™*! Bijektionen sind, erhalten
wir (My s(¢) z,y) = (z, Mg +(*?) y) fiir 2 € K"*1, y € K™*1. Nach Bemerkung (7.68) ist also

d
(pMs,t(‘Pad) = (pi/lt,s(w) = (th,s(SO)ad'
Da jedoch auch @_: K™*™ — Homy (K™*!, K™*1) eine Bijektion ist, impliziert dies bereits

M ¢ (0*) = My s (). O
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Beste Approximation

Als néchstes studieren wir den Begriff der besten Approximation, welcher zu Anwendungen etwa bei Suchma-
schinen (Term-Dokument-Matrizen, siehe Definition (7.78)), in der Ausgleichsrechnung (,,Methode der kleinsten
Fehlerquadrate®, siche Definition (7.84) und Definition (7.90)) oder auch in der Datenkompression fiihrt.

(7.70) Definition (beste Approximation). Es seien ein normierter K-Vektorraum V', eine Teilmenge S von V/
und ein v € V gegeben. Die Menge der besten Approzimationen (oder Menge der Prozima) von v in S ist
definiert als

Proxg(v) ={s € S| |lv—s||=min{|jv—5| | s’ € S}}.
Ein Element von Proxg(v) wird beste Approzimation (oder Proximum) von v in S genannt.

Setzt man in Definition (7.70) fiir s € S stets d(s',v) := ||v — §'||, so erkennt man, dass der Begriff einer besten
Approximation in Analogie zum Begriff des ndchsten Nachbarn (4.15) definiert ist.

(7.71) Beispiel.
(a) Es seien eine Teilmenge S von K3*! und x € K3*! gegeben durch

2
S ={e, e}, z=1 3
—1

Dann ist e; eine beste Approximation von x in S.

(b) Es seien ein K-Untervektorraum U von K3*! sowie x € K3*! u € U gegeben durch
2
U=Kei+Keg,z=| 3 |,u=|3
0

Dann ist u eine beste Approximation von x in U.

Beweis.
(a) Wegen

2 1 1

le—ell =1| 3 | ={0]lI=1l3 |II=v12+3+(-1) = V11,
_ 0 o
2 0 2

o —eaf=[{ 3 | =[1)I=I]2 |lIl=v22+22+(-1)2=3
1 0 1

ist || —ez]] =3 < V11 = ||z — e1]| und damit
min {||lz —s[| [ s € §} = min{[lz —e1 ||, [z — 2|} = [|lz — ez,
d.h. ey ist eine beste Approximation von x in S.

(b) Fiir v € U gibt es a,b € K mit v’ = ae; + begy, es gilt also

2 a 2—a
le—d|P=1{ 3 | =b|IP=1|3=0]I?=[2—al®*+[3—0b]+(-1)*
-1 0 -1

Da fiir a,b € K stets |2 —a|?> > 0 und |3 — b]?> > 0 sowie genau dann |2 —a|?> = 0 und |3 — b|? = 0 gilt,
wenn a = 2 und b = 3 ist, folgt

lo =/ = 2= af* + |3 = b + (=1)* > [2 = 2 + [3 = 3] + (-1)* = || — u]®
fiir v’ € U. Wegen u € U ist folglich ||z —u|| = min {||x — /|| | v’ € U}, d.h. u ist eine beste Approximation

von z in U. O
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(7.72) Bemerkung. Es seien ein normierter K-Vektorraum V' und eine Teilmenge S von V gegeben. Dann ist
S={veV|veProxs(v)} ={veV|Proxs(v) = {v}}.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Zuerst behandeln wir den Fall einer besten Approximation in einer endlichen Menge von normierten Vektoren:

(7.73) Bemerkung. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', s,t,v € V' gegeben und es seien s und ¢ normiert.
Genau dann ist ||v — s|| < ||v — ||, wenn Re (s,v) > Re (¢, v) ist.

Beweis. Da s normiert ist, gilt

lv— s = (v —s,0—s) = (v,0) = (v,8) = (5,0) + (5,8) = [[]|* — (v, 8) — (v, 5) +|s]|”

= |lv||* = 2Re (s,v) + 1,

und da t normiert ist, gilt analog

lv—t? = ||v]|* — 2Re (t,v) + 1.
Somit gilt genau dann |lv — s|| < ||v — ¢||, wenn

[v]* = 2Re (s,v) +1 = [lv—s* < [lo = t]* = [v]|* = 2Re (t,v) +1
gilt, also genau dann, wenn Re (s,v) > Re (t,v) ist. O

(7.74) Korollar. Es seien ein K-Skalarproduktraum V und eine endliche Teilmenge S von V derart gegeben,
dass jedes Element von S normiert ist. Ferner sei v € V' gegeben. Dann ist

Proxg(v) = {s € S| Re (s,v) = max {Re (s',v) | s € S}}.
Alternativer Beweis von Beispiel (7.71)(a). Wegen

1 2

(er,zy={([0],] 3 ])=1-240-340-(-1)=2,
0 -1
0 2

(eozy=([1],[ 3 ])=0-2+1-340-(-1)=3
0 -1

ist (e, ) =3 > 2 = (e1, ) und damit
max {(s,z) | s € S} = max {{e1, x), (e2, z)} = (€2, z).
Nach Korollar (7.74) ist es eine beste Approximation von z in S. O

Als néchstes studieren wir beste Approximationen in einem Untervektorraum, welcher eine Orthogonalprojektion
zuldsst.

(7.75) Proposition. Es seien ein K-Skalarproduktraum V, ein K-Untervektorraum U von V mit V = U+ U=+
und ein v € V' gegeben. Dann ist pr;;(v) die eindeutige beste Approximation von v in U.

Beweis. Wegen pry; . (v) € Ut gilt fiir u € U stets pryy(v) — u L pryyo (v) = v — pry(v) und damit
lv = ul* = [lv = pry (v) + pry(v) — ull® = [lv = pry (V) + [[pry (v) — ulf?

nach dem Satz des Pythagoras (7.23).
Folglich erhalten wir einerseits ||[v — pry; (v)]| < ||v — | fiir alle w € U und damit

[o = pry (v)|| = min {{lv —ul | v e U},

d.h. pry;(v) ist eine beste Approximation von v in U. Andererseits gilt fiir jede beliebige beste Approximation u
von v in U insbesondere ||[v — u|| < ||v — pry (v)]], also

[pre (v) = ull® = [lv = u]]* = [l = pry(v)[[* < 0

und damit v = pry; (v). Insgesamt ist pry; (v) die eindeutige beste Approximation von v in U. O
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(7.76) Beispiel. Es seien ein K-Untervektorraum U von K3*! und x € K3*! gegeben durch

1 1 1
U=K|(2|+K|0],z=[1
2 1 1

Die eindeutige beste Approximation von x in U ist

Beweis. Nach Proposition (7.75) und Beispiel (7.44) ist

1 7
pry(z) = 9 8
11
die eindeutige beste Approximation von x in U. O

Alternativer Beweis von Beispiel (7.71)(b). Nach Proposition (7.75) ist pry;(z) die eindeutige beste Approxi-
mation von z in U und nach Beispiel (7.30) gilt

2
pry(z)=13] =w. O
0

Wir erldutern, wie sich der Begriff der besten Approximation fiir Anwendungen nutzen lisst: Es sei eine Abbil-
dung f: X — Y und ein y € Y gegeben. Die Elemente der Faser

) ={z e X[ f(z) =y}

lassen sich dann als (exakte) Losungen zu den gegebenen Daten (f,y) auffassen. Bspw. ist fir m,n € Ny,
A e K™ b ¢ K™*! die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenma-
trix (A ‘ b) nach Bemerkung (3.35) gegeben durch

Sol(A,b) = 03" ({b}).

Ein weiteres Beispiel liefern Interpolationen, siehe Definition (3.45).

Genau dann gibt es eine (exakte) Losung zu (f,y), wenn y € Im f ist, vgl. bspw. das Losbarkeitskriterium fiir
lineare Gleichungssysteme (3.41).

Nun seien ein normierter K-Vektorraum W und eine Abbildung f: X — W gegeben. Nach Bemerkung (7.72)
ist

Im f = {w € W | Proxmm ¢ (w) = {w}}.

Folglich gibt es fiir w € W genau dann eine (exakte) Losung zu (f,w), wenn Proxy, ;(w) = {w} ist, und in
diesem Fall ist die Menge der (exakten) Losungen zu (f,w) gegeben durch

FH{w}) = f71 (Proxmm ¢ (w)).

Fiir w € W werden daher im Allgemeinen die Elemente von f~!(Proxim, ¢(w)) als (beste) Approzimationslisun-
gen zu (f,w) aufgefasst. Vgl. Bemerkung (7.81), Definition (7.84) und Definition (7.90).

(7.77) Bemerkung. Es seien ein normierter K-Vektorraum W, eine Abbildung f: X — W und ein w € W
gegeben. Dann ist

1 (Proxpy, f(w)) = {x € X | f(x) ist eine beste Approximation von w in Im f}
={z e X [|lw— f(@)] = min {|lw - f()|| | " € X}}
={z € X | |w - f(@)|]* = min {[Jw - f(z")|* | «" € X}}.
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Beweis. Da R>¢ — Rx>q, 2 — 2?2 eine streng monoton steigende Bijektion ist, gilt

fH(Proxiy f(w)) = {z € X | f(x) € Proxim s({w})}
={x € X | f(z) ist eine beste Approximation von w in Im f}

={z € X [|lw— f(@)] = min {Jlw - f()|| | " € X}}
={r € X ||lw— f(@)|* = min{[lw - f@)|* | 2" € X}}. O

Anwendung: Term-Dokument-Matrizen

Eine Anwendung der besten Approximation tritt in einem moglichen Modell zur Arbeitsweise von Suchma-
schinen auf. Hierzu werden die H&ufigkeiten der moglichen zu suchenden Terme in der zu durchsuchenden
Dokumenten in einer sogenannten Term-Dokument-Matrix organisiert. Hierbei entsprechen die Terme den Zei-
len (weswegen wir der Einfachheit halber annehmen, dass diese durch die Zeilenindizes gegeben sind) und die
Dokumente den Spalten der Term-Dokument-Matrix. Damit ldngere Dokumente nicht schon auf Grund der
Lange von der Suchmaschine eine Bevorzugung erhalten, fiihrt man noch einen Normierungsprozess der Spalten
durch und geht zur sogenannten normierten Term-Dokument-Matrix iiber. Dieser Vorgang ist also analog zu
dem bei der Linkmatrix, siche Definition (6.32), der Unterschied besteht in der verwendeten Norm: Wéhrend bei
der Linkmatrix die Summe der Eintrige der jeweiligen Spalte normiert wird, vgl. Beispiel (7.9)(a), verwenden
wir hier die durch das Skalarprodukt induzierte Norm.

Es sei m € Ny gegeben. Ein String in [1,m] ist ein k-Tupel (iy,...,i;) in [1,m] fur ein & € Ny, siehe [12,
Def. (10.2)].

(7.78) Definition (Term-Dokument-Matrix). Es seien m,n € Ny und ein n-Tupel (Dy,..., D, ) von Strings
in [1,m] gegeben.

(a) Fir j € [1,n] sei l; die Lénge von D;. Die Matrix A" € R™*" gegeben durch
Ay =Hke 1,51 (Dj)k =i}
fiir ¢ € [1,m], j € [1,n] heift Term-Dokument-Matriz von (D1, ..., Dp).
(b) Es sei A’ die Term-Dokument-Matrix von (D1, ..., D,). Die Matrix A € R™*" gegeben durch

1 !/
—i = i
[AZ I
fiir j € [1,n] heifit normierte Term-Dokument-Matriz von (D1, ..., Dy).

Die Spalten der Term-Dokument-Matrix sind also Haufigkeitsvektoren der Dokumente, vgl. [12, Def. (18.21)].
(7.79) Beispiel. Es sei (D1, Dy, D3, Dy, D5, Dg, D7, Dg) in [1, 6] gegeben durch

Dy =(1,2,3,1,6,2), Dy =(4,2,1,2), D3 = (3,6,6,3), Dy=(1,5,2,2,5),
D5:(375717271)7 D6:(1a472747472)5 D7:(375)7 D8:(5727472’6)'
(a) Die Term-Dokument-Matrix A’ zu (D, Da, D3, D4, D5, Dg, D7, Dg) ist gegeben durch

21 01 2 1 00
2 2 0 2 1 2 0 2
w_|rozo10 10
01 000 3 01
00021011
102 0 0 0 01

(b) Die normierte Term-Dokument-Matrix A zu

—~

D1, Do, D3, Dy, Ds, Dg, D7, Dg) ist gegeben durch

2 1 o9 1 2 _1 g 9
V10 6 3 V7T V14
2 2 g 2 L 2 g 2
V10 V6 3 V7T V4 NG
L 0o 4L o L o0 L 0
A:\/ﬁlﬂ \ﬁ3\/§1
A RERE R
000§W0ﬁﬁ
- 0o L o o o0 o L
V10 V2 VT
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0.632 0.408 0.000 0.333 0.756 0.267 0.000 0.000
0.632 0.816 0.000 0.667 0.378 0.535 0.000 0.756
0.316 0.000 0.707 0.000 0.378 0.000 0.707 0.000
0.000 0.408 0.000 0.000 0.000 0.802 0.000 0.378
0.000 0.000 0.000 0.667 0.378 0.000 0.707 0.378
0.316 0.000 0.707 0.000 0.000 0.000 0.000 0.378

Der Vergleich einer Suchanfrage mit den Spalten der normierten Term-Dokument-Matrix besteht nun in der
Ermittlung einer besten Approximation des sogenannten Indikatorvektors zu den gesuchten Termen in der
Menge der Spalten.

Es seien m € Ny und eine Teilmenge I von [1,m] gegeben. Der Indikatorvektor von I ist x; € R™*! gegeben
durch

ey, 2 [ e
X=X =0 fiir e [1,m]\ 1,
vgl. [12, Def. (3.34)].

(7.80) Definition (Suchanfrage). Es seien m,n € Ny, ein n-Tupel (Dy,...,D,) von Strings in [1,m]| und
eine Teilmenge I von [1,m] gegeben und es sei A die normierte Term-Dokument-Matrix von (D1,...,Dy).
Fiir j € [1,n] sagen wir, dass D; am Besten zur Suchanfrage I passt, wenn A_ ; eine beste Approximation des
Indikatorvektors x; in {A_ 1,..., A_ ,} ist.

(7.81) Bemerkung. Es seien m,n € Ny, ein n-Tupel (D1, ..., D,) von Strings in [1,m] und eine Teilmenge I
von [1,m] gegeben und es sei A die normierte Term-Dokument-Matrix von (Dq,...,D,) und

frlln] — K™ i A ;.
Fiir j € [1,n] gilt: Genau dann passt D; am Besten zur Suchanfrage I, wenn j € f~!(Proxm, £(xs)) ist.

(7.82) Bemerkung. Es seien m,n € Ny, ein n-Tupel (Ds,...,D,) von Strings in [1,m], eine Teilmenge I
von [1,m] und ein j € [1,n] gegeben und es sei A die normierte Term-Dokument-Matrix von (Dq,...,Dy).
Genau dann passt D; am Besten zur Suchanfrage I, wenn

ZAZ'J = max{z Ai,j’ |j/ S [1,TL]}

iel iel
ist.

Beweis. Genau dann passt D; am Besten zur Suchanfrage I, wenn A_ ; eine beste Approximation von
in {A_ /| j/ € [1,n]} ist. Nach Korollar (7.74) ist dies dquivalent zu

(A jyxr) = max {(A_ j,x1) | j" € [L,n]}.

Da fiir j' € [1,n] jedoch

(A_jrxny= > Aigxri=Y Ay

i€[1,m] iel

gilt, passt D; folglich genau dann am Besten zur Suchanfrage I, wenn

ZAM = max{z A; i3 €1,n]}

icl i€l
ist. O
(7.83) Beispiel. Es sei (D1, Dy, D3, Dy, D5, Dg, D7, Dg) in [1, 6] gegeben durch

Dy =(1,2,3,1,6,2), Dy =(4,2,1,2), D; =(3,6,6,3), Dy=(1,5,2,2,5),

Ds =(3,5,1,2,1), D¢ =(1,4,2,4,4,2), D7 = (3,5), Ds = (5,2,4,2,6).
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(a) Zur Suchanfrage {3,4} passt am Besten Dg.
(b) Zur Suchanfrage {1, 3,4} passt am Besten Dj.
Beweis. Die normierte Term-Dokument-Matrix A zu (D1, D2, D3, D4, D5, Dg, D7, Dg) ist gegeben durch

2 1 9 1 2 _1 0
Vo 6 3 7 V4
2 2 g 2 1 2 g =2
Vo V6 3 7 Vid Vi
1L 9o L g L 0 1
A=|vD | V2 Vi v
0 & 0 0 0 2 0 =
o 0 o0 2 % 0 % %
- 0 S 0 0 0 0 =
V10 V2 V7
(a) Wegen
1
Z A1 = ——= =~ 0.316,
1€{3,4} 10
1
Z Ai’2—7%0408,
i€{3,4} 6
1
Z A = — ~0.707,
1€{3,4} 2
Z A; 4 =0~ 0.000,
i€{3,4}
> A L 0378
i5 = —= ~ U. s
i€{3,4} \ﬁ
Z Ai,(;:izo.sm,
i€{3,4} \/ﬁ
1
Z Ajq = —= ~0.707,
1€{3,4} \/i
1
> Aig=-—=~03T8
i€{3,4} ‘ﬁ

ist
1 1 1 3 1
10’ \/‘ \[7 0, \f /* \/‘ /14 Z Aig-

i€{3,4}

max { Z Al ell,n]} = max{

i€{3,4}

Nach Bemerkung (7.82) passt Dg am Besten zur Suchanfrage {3,4}.

(b) Wegen
> A= 3 0.949,
i€{1,3,4} 10
2
Z Ajo = —= ~ 0816,
1€{1,3,4} 6
1
Y Ajs=—==0.707,
i€{1,3,4} 2
1
Z Ay = 3 ~ 0333,
i€{1,3,4}
Z Ais = 5~ 1134
i,5 = = ~ L.1o4,
1€{1,3,4} \ﬁ

193



3 Aio = —— ~1.069,

i€{1,3,4} 14
1
> Air=—=0.707,
i€{1,3,4} 2
1
> Aig=—==0378
i€{1,3,4} 7
ist
2 1 1 3 4 1
max { Z Aiy | i eln]} =max{—=,—=,—=,2, —&=, ——, =} = Z Ais.
ie{ra) \ﬁ VB VRS VTIVIE VT \f ielran
Nach Bemerkung (7.82) passt D5 am Besten zur Suchanfrage {1,3,4}. O

Anwendung: Beste Ndaherungslosungen fiir lineare Gleichungssysteme

Nach dem Losbarkeitskriterium fiir lineare Gleichungssysteme (3.41) ist fiir gegebene m,n € Ny, A € K™*™
b € K™ ! das lineare Gleichungssystem zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) genau dann l6sbar,
wenn b € Col(A) ist. Erhalten wir die Daten eines solchen linearen Gleichungssystems durch experimentelle
Messungen, so kénnen kleine Mess- oder Rundungsfehler in der Praxis zur Unlésbarkeit des linearen Glei-
chungssystems fithren. In diesem Fall sind wir an bestmdglichen Spalten € K™*! mit Az =~ b interessiert, in
folgendem prézisen Sinn:

(7.84) Definition (beste Ndherungslosung eines linearen Gleichungssystems). Es seien m,n € Ny, A € K™*"
und b € K™*! gegeben. Die Menge der besten Néiherungslosungen des linearen Gleichungssystems zur erweiter-
ten Koeflizientenmatrix (A ‘ b) ist definiert als

ApprSol(A4,b) = (pzl(ProxCOl(A)(b)).

Ein Element von ApprSol(A,b) wird beste Niherungslosung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten
Koeffizientenmatrix (A ‘ b) genannt.

Zu gegebenen m,n € Ng, A € K™*" b € K™*! ist eine beste Niherungslésung des linearen Gleichungssys-
tems zur erweiterten Koeflizientenmatrix (A ‘ b) also ein solches Element von K"™*!, dessen Bild unter der
Spalteninterpretation

Qa: KW 5 K™ g Az

optimal im Sinne einer besten Approximation von b in Col(A) ist.

Die definierende Bedingung einer besten Approximation bzgl. der vom Standardskalarprodukt induzierten Norm
liefert nachfolgende explizite Beschreibung einer besten Néherungslosung eines linearen Gleichungssystems als
eine Spalte, welche die ,,Fehlerquadratsumme® minimiert. Bei der Bestimmung einer solchen besten Ndherungs-
16sung spricht man daher auch von der Methode der kleinsten Fehlerquadrate.

(7.85) Bemerkung. Es seien m,n € Ng, A € K™*" und b € K™*! gegeben. Die Menge der besten Nihe-
rungslosungen des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeflizientenmatrix (A ‘ b) ist gegeben durch

ApprSol(A,b) = {x € K™*! | Az ist eine beste Approximation von b in Col(A)}
={z e K™ Z |b; — Az;|* = min { Z |bi — Axf)? | 2" € K™},

i€[1,m] i€[1,m]
Beweis. Nach Bemerkung (7.77) ist

ApprSol(A,b) = (p;ll(Proxcol(A)(b)) = {x € K™ | @4(x) ist eine beste Approximation von b in Im @ 4}
= {z € K™™' | Az ist eine beste Approximation von b in Col(A)}
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und nach Bemerkung (7.77) und Beispiel (7.11) ist
ApprSol(4,b) = @3 (Proxcoi(a) (b)) = {z € K™ [ [ — @a(2)[* = min {[|b — @a(a")[|* | " € K™*'}}
={zec K™ ||b— Az|? = min {||b — Az'||* | 2’ € K"*'}}
={ze KV > |(b—Ax)il> =min{ > |(b— Ax')i|* |2’ € K™}

1€[1,m] 1€[1,m]
={z e KV > |bi— Axi> =min{ Y |b; — Az}|* |2/ € K™'}} O
1€[1,m] 1€[1,m]

(7.86) Korollar. Es seien m,n € Ny, A € K™*™ und b € K™*! gegeben. Dann ist
ApprSol(A, b) = Sol(A, pregyay (b)) = Sol(A*1A, A*Ib).
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(7.87) Beispiel.
(a) Es seien A € R**2? und b € R3*! gegeben durch

10 0
A=1[o0 1],6=10
0 0 1

Die Menge der besten Naherungslosungen des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizienten-
matrix (A ‘ b) ist gegeben durch

ApprSol(4,b) = { (8) ).

(b) Es seien A € R3*2 und b € R**! gegeben durch

11 1
A=12 o], b=|1
2 1 1

Die Menge der besten Néherungslosungen des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizienten-
matrix (A | b) ist gegeben durch

ApprSol(4,b) = {% @)}

Beweis.
(a) Wegen b = e3 € (Re; + Rep)t = Col(A)*L ist Preol(a)(b) = 0 und damit
ApprSol(A,b) = Sol(A, prg,y(a) (b)) = Sol(4,0) = {0}
nach Korollar (7.86).
(b) Nach Beispiel (7.44) ist

1 (7
pT001(A)(b):§ 8
11
Wir wenden elementare Zeilenoperationen auf die erweiterte Koeffizientenmatrix (A ‘ Prcol( A)(b)) an:
Lo1p gy A B 0 113\ 1 0|3
2 0 % ’33;) 2 0 % :a 2,3,—20add1,3,—1 0 olo SW2,305W1,3 0 1 %
11 4 4
2 1|5 1 0]y 1 0|35 0 0]0
Nach Korollar (7.86), Proposition (A.163) und Proposition (A.159) ist
174
ApprSl(4, ) = Sol(4, ey 0) = (5 (3 ) o
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Alternativer Beweis von Beispiel (7.87).
(a) Nach Korollar (7.86)

ApprSol(A,b) = Sol(A™ A, A™b) = Sol(Ez, 0) = {0}.

(b) Es ist

1
AtrA_(l 2 2> 9

_(93>
Lo 1)\; 3 2
1
w12 2 (5
Ab<10112'

Wir wenden elementare Zeilenoperationen auf die erweiterte Koeffizientenmatrix (A“A ‘ Atrb) an:

9 3]5\ addio_s (0 —=3|—=1\ swio (3 2 | 2\ ™1 /3 2|2

3 212 3 2|2 0 —3|-1 0 1|41
addy,2, 2 (3 0 g) muly g <1 0 g>

— 1 [ 1

3 3

01 0 1
Nach Korollar (7.86), Proposition (A.163) und Proposition (A.159) ist

—_ O =

1
ApprSol(4,b) = Sol(A" A, A"b) = {5 (§>} =

(7.88) Bemerkung. Es seien m,n € Ny, A € K™*" und b € K™*! gegeben. Dann ist

A 1(A fall 1(A
Sol(A, b) = pprSol(A,b), falls b € Col(A),
0, falls b ¢ Col(A).
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.89) Proposition (Eindeutigkeitskriterium fiir beste Niherungslésungen linearer Gleichungssysteme). Es
seien m,n € Ny, A € K™ und b € K™*! gegeben. Genau dann hat das lineare Gleichungssystem zur
erweiterten Koeflizientenmatrix (A ‘ b) genau eine beste Naherungslosung, wenn

I‘kK A=n
ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Anwendung: Ausgleichsfunktionen

Als dritte Anwendung zur besten Approximation betrachten wir eine Methode zur Ermittlung einer Ausgleichs-
funktion an eine Menge vorgegebener Paare von ,Messwerten (a1,b1), ..., (am,bn,). Hierzu nehmen wir im
Allgemeinen an, dass wir bereits eine Vorstellung von der ,,Art* der Funktion haben, welche wir an die gemes-
senen Werte anschmiegen wollen, das heifit wir geben uns eine (in der Regel echte) Teilmenge von Map (K, K)
vor. Die Messwerte organisieren wir in einem Paar von Tupeln.

(7.90) Definition (Ausgleichsfunktion). Es seien eine Menge X, eine Teilmenge S von Map(X, K), m € Ny,
a € X™ und b € K™ gegeben. Die Menge der Ausgleichsfunktionen zu (a,b) in S ist definiert als

Fitg(a,b) = (ea|s) ™" (Prox,,(s)(b)).

Ein Element von Fitg(a,b) wird Ausgleichsfunktion zu (a,b) in S genannt.
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Zu einer gegebenen Menge X, einer gegebenen Teilmenge S von Map(X, K) und gegebenen m € Ny, a € X™,
b € K™ ist eine Ausgleichsfunktion zu (a, ) also ein solches Element von S, dessen Bild unter dem Homomor-
phismus

€ Map(X,K) — K™, f'— (f'(a1),.--, [ (am))

optimal im Sinne einer besten Approximation von b in €,(.5) ist.

Die definierende Bedingung einer besten Approximation bzgl. der vom Standardskalarprodukt induzierten Norm
liefert folgende explizite Beschreibung einer Ausgleichsfunktion als Funktion, welche die ,,Fehlerquadratsumme*
minimiert:

(7.91) Bemerkung. Es seien eine Menge X, eine Teilmenge S von Map(X, K), m € Ng, a € X™ und b € K™
gegeben. Die Menge der Ausgleichsfunktionen zu (a,b) in S ist gegeben durch

Fits(a, b)
={feS|(flar),..., f(a )) ist eine beste Approximation von b in {(f'(a1),..., f (an)) | f" € S}}

={fesS| > Ibi—fla)=min{ >  |b;i— f'(a;)]| f €S}}

i€[1,m] i€[1,m]
Beweis. Nach Bemerkung (7.77) ist

Fitg(a,b) = (eq|s) ™ (Prox.,(s)(b)) = {f € S | €a(f) ist eine beste Approximation von b in Im ¢, }
={feS|(f(ar),...,f(am)) ist eine beste Approximation von b in {(f'(a1),..., f'(am)) | f' € S}}

und nach Bemerkung (7.77) und Beispiel (7.11) ist

Fits(a,b) = (ea]s) ™ (Proxe, (5)(0) = {f € S| |b— ea(f)|* = min{[[b — ea(f)? | f € S}}
={f eS|~ fla),....bm — flam)|* = min{u(bl — f(@1)s. . b — flan)I? | f € S}
={feS| Y |bi—fla)f =min{ > |b;— f'(a;)]’ | f € S}}. m

i€[1,m] i€[1,m]

(7.92) Bemerkung. Es seien eine Menge X, ein K-Untervektorraum U von Map(X, K), m € Ny, a € X™
und b € K™ gegeben und es sei

U ={(f(a1),.... f'(am)) | f" € U}.
Dann ist

Fity(a,b) = {f € U | (f(a1), ..., f(am)) = pry. (b)}.
Beweis. Nach Bemerkung (3.44) ist

€a: Map(X, K) = K™, f = (f(a1), ..., f(am))

ein Homomorphismus und damit U' = {(f'(a1),..., f'(am)) | f/ € U} = €.(U) = Imey|y nach Bemer-
kung (2.12)(a) ein Untervektorraum von K™. Nach Proposition (7.75) ist daher pry, (b) die eindeutige beste
Approximation von b in U’, so dass mit Bemerkung (7.91) bereits

Fity(a,0) = {f € U | (f(ar), ..., f(am)) = pry(b)}
folgt. O

(7.93) Beispiel. Es seien a,b € R® gegeben durch
a=(-2,-1,0,1,2), b= (2,1,1,1,0).
(a) Die eindeutige Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Pol.q(R,R) ist

R—R, z—1.
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(b) Die eindeutige Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Polco(R, R) ist
2

(c) Die eindeutige Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Pol.3(R,R) ist
2

(d) Die eindeutige Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Polc4(R, R) ist

Beweis. Nach Bemerkung (3.44) ist ¢,: Map(R,R) — R® gegeben durch

5a(f) = (f(a1)7f(a2)’f(a3)’f(a4)’f(a5)) = (f(—?),f(—l),f(O),f(l),f(Q))

fir f € Map(R,R) ein Homomorphismus.
Fiir k € Ng sei 5: R — R, 2 +— ¥ und

tr = €a(sk) = (sk(—2), sk(—1), 5x(0), sk (1), s£(2)) = ((—2)*, (=1)%, 0%, 1%, 2)
sowie U}, := €,(Pol<y(R,R)). Dann gilt

Ul/e = ea(P01<k(R7R)) = 8a(<50,-- y Sk— 1>) < ( ) Ea(S]g 1)> = <t0,...,tk_1>
:<((_2)07(_1)0’00’10720)7.”7(( 2)k 1 ( 1)k 1 Ok 1 lk 1 2k 1)>

fir k£ € Ny. Fiir & € Ny ist £a‘g§1<k(R R’ Ui — Uj, ein wohldefinierter Isomorphismus; die Details seien dem

Leser zur Ubung iiberlassen.
Wir berechnen mit der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung (7.42) eine Orthonormalbasis von Uj, fiir k € [1,4]:

uy = to = (1,1,1,1,1),
(uh,up)y = ((1,1,1,1,1),(1,1,1,1,1)) = 12 + 12 + 12 + 12 + 1% = 5,

1, 1 1
Uy = ——1, (1,1,1,1, 1),
] ™ VA
<u67t1>:<(1a1717171) (7 7*1a07172)>:1'(72)+1'(71)+1’0+1'1+1'2:03
<u07t1> / 0
=t =t — —tg=1t; = (—2,-1,0,1,2),
ST )
) = ((=2,-1,0,1,2),(=2,-1,0,1,2)) = (=2)% + (=1)*> + 0 + 12 + 22 = 10,
1 1
1 1 1
Ui ! (_27_1a05172)7

= U, = tlz
ledll™  VI0T VIO

(Whts) = (1,1,1,1,1),(4,1,0,1,4)) =1-4+1-1+1-0+1-14+1-4 =10,
(u'17t2>:<(— ,—1,0,1,2),(4,1,0,1,4)):(—2)~4—|—(—1>~1—‘r0~0—|—1-1—|—2-4:0,
/ /
t2> (u t2> 10 0
pimgy - Mocte) o St e 10, ok = (4,1,0,1,4) — 2(1,1,1,1,1
Uo 2 <U/O,U6>u0 <'U/1,’LL/1>u1 2 5 0 101 2 0 (7 U, Ly ) (7 s Ly L )

=(2,-1,-2,-1,2),

(ub, uh) = ((2,—1,-2,-1,2),(2,—1,-2,-1,2)) =22 + (=1)® + (=2)? + (—1)* + 22 = 14,
Ug 1= —— U, :L(tz—%o): ! o — 2 to = .

V14 V14 V14

(2a _17 _2a _17 2)7
lusl| 2 V14

(ug, t3) = ((1,1,1,1,1),(-8,-1,0,1,8)) =1-(=8) +1-(-1) +1-0+1-1+1-8=0,
(uy,t3) = ((-2,-1,0,1,2),(=8,-1,0,1,8)) = (=2) - (=8) + (=1) - (=1) +0-0+1-1+2-8 = 34,
<u/27 3) =((2,-1,-2,-1,2),(-8,-1,0,1,8)) =2 (=8) + (=1) - (1) +(-2) - 0+ (-1)- 1 +2-8 =0,
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Y, (uh,ts) 0, 34 0 17

0,t3) (uy,t3
r g, - (oits) - D=ty — —ty — ——t Z ) =ty — —t
N A R T A A A L T
17 6
= (-8,-1,0,1,8) = =(~2,-1,0,1,2) = £(~1,2,0,-2,1),
L oul) = §_ _ 9_ _ § _1)\2 2 2 _9\2 2\ _ 92
(o us) = (£(=1,2,0,-2,1), £(~1,2,0,-2, 1)) = (5) (C1?+22 407+ (-2 +1%) = () 10,

VRS BN ARSI B A
—Ug = ——F— —_ — = — =
gl 810 0 5 Y T 6V/10 0 6/10 0 V10

Nach der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung (7.42) und Bemerkung (7.15) ist (uo,...,ur—1) fir k € [1,4] eine
Orthonormalbasis von Uj..

(—1,2,0,—-2,1)

us =

(a) Wegen
(0, B) = (—=(1,1,1,1,1), (2, 1,1, 1,0)) = —=(1-2 41 141-141-141-0) = —
U, = \—F7=4H L L s Ly Ly 4y = = : : . . . = =
’ V5 V5 V5
ist
5 1
ri0 () = (ug, byug = — - —=to = to.
P Ul() {uo, b)uo NV 0 ="to
Nach Bemerkung (7.92) ist daher
vl _ Ul _
(5a|p01<1(R’R)) 1(prU{(b)) = (EG‘P01<1(R,R)) 1(t0) =350
die eindeutige Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Pol. (R, R).
(b) Wegen
(U, B) = (e (=2, 21,0,1,2), (2,1,1,1,0)) = ——((—2) - 24 (=1) - 14014+ 1+14+2-0) = ——
1 \/ﬁ ) y YUy Ly ’ ) Ly Ly by 10 \/ﬁ
ist
4 1 2
B = — ety = 2t
<u1 >U1 \/ﬁ \/ﬁ 1 5 1
und damit
2
pry; (b) = <UO, b>’LLO + <U1, b>’LL1 =ty — gtl.
Nach Bemerkung (7.92) ist daher
2 2

U, _ 94 _
(Ealpga(mzy) " (Prog(8) = (ealpdi_y (g ) (to — st1) =s0 - £s1

die eindeutige Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Pol.o(R, R).

(c) Wegen
1 1
) =(—(2,-1,-2,-1,2),(2,1,1,1,0)) = —(2- 2+ (-1)- 1+ (-2)- 1+ (-1)-14+2-0) =0
<uQ><m( )s ( ) \/ﬁ( (-1) (—2) (-1) )
ist
<UQ,b>UQ=0
und damit

2
prUé (b) = <U0, b>u0 + <U1, b>’U,1 + <U2,b>U2 = to — 3t1.

Nach Bemerkung (7.92) ist daher

U; 1 Ul 1 2 2
<£a|P(?;l<3(]R,R)) (prUé (b)) = (Ea‘pg1<3(R7R)) (tO - gtl) =380 — 551

die eindeutige Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Polc3(R,R).
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(d) Wegen

1
(=1,2,0,-2,1),(2,1,1,1,0)) = —((=1)-242-140-14(=2) - 1+1-0) = —

{us, b) = ( o

ﬁ"_‘
o
ﬁ‘w
)

ist
2 5 17 1 17
ts + —t1

byug = — ts — t)=——
{us, bus = ——=(msts — gt = —gh+ 35

und damit

2 1 17 1 1
/(b) = b b b b =ty — =-t1 — =t —1t1 =1 =11 — =13.
pry;(b) = (uo, b)uo + (u1, b)ur + (uz, bjus + (uz, bjus = to sh—¢ 3+ 3001 o+t gl — g3

Nach Bemerkung (7.92) ist daher

U, -1 U/ —1 1 1 1 1
(5a|Pél<4(R’R)) (prUQ (b)) = (EG‘P31<4(R,R)) (tO + gtl - gtd) =50+ 651 - 683

die eindeutige Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Polc4(R, R). O

So wie sich Interpolationen in einem endlichdimensionalen Vektorraum nach Basiswahl mittels Losungen von
linearen Gleichungssystemen zu einer zugehorigen Darstellungsmatrix berechnen lassen, siche Korollar (3.53),
erhalten wir Ausgleichsfunktionen auf analoge Weise mittels besten Ndherungslosungen:

(7.94) Bemerkung. Es seien eine Menge X, ein K-Untervektorraum U von Map(X, K), m,n € Ny, eine
Basis s = (s1,...,8,) von U, a € X™ und b € K™ gegeben. Dann gilt

sl(al) . Sn (al) bl
ks (Fity (a, b)) = ApprSol( A 0D
si(am) oo Splam) b
und
51(0,1) sn(al) b1
Fity(a,b) = { Y ¢;s; | ¢ € ApprSol([ : A Pr
Jeltn] s1(am) .. splam) b
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.95) Korollar (Eindeutigkeitskriterium fiir Ausgleichsfunktionen). Es seien eine Menge X, ein K-Untervek-
torraum U von Map(X, K), m,n € Ny, eine Basis s = (s1,...,8,) von U, a € X™ und b € K™ gegeben. Genau
dann gibt es genau eine Ausgleichsfunktion zu (a, b) in U, wenn

si(ar) ... sp(ar)
I‘kK =N
s1(am) .. sp(am)
ist.
Beweis. Nach Bemerkung (7.94) ist
81(&1) e sn(al) bl
Fity (a,b) = { Z ¢;s;5 | ¢ € ApprSol( 0 Dr
J€[,n] s1(am) - sn(am) b

Somit gibt es genau dann genau eine Ausgleichsfunktion zu (a,b) in U, wenn das lineare Gleichungssystem zur
erweiterten Koeflizientenmatrix

sl(al) e sn(al) b1

s1(am) .. Splam) | bn
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genau eine beste Naherungslosung hat. Dies ist nach dem Eindeutigkeitskriterium fiir beste Naherungslosungen
linearer Gleichungssysteme (7.89) genau dann der Fall, wenn

si(a1) ... splar)
rk : :

|
3

s1(am) .. Snlam)
ist. O
Als Tllustration wenden wir unsere Theorie auf Polynomfunktionen an:
(7.96) Beispiel. Es seien m,n € Ny, a,b € K™ gegeben.
(a) Es ist
by
Fitpoi_, (x,x)(a,0) = {K = K, x Z c;z?™! | e € ApprSol(V,(a), [ 1 )}
j€lin] bm
(b) Es sei angenommen, dass die Eintrige von a verschieden sind. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
(i) Es gibt genau eine Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Pol., (K, K).
(ii) Es ist
rkx Vep(a) = n.
(iii) Esist m > n.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Alternativer Beweis von Beispiel (7.93). Fiir n € [1,4] ist

(=2)° ... (=2)nt 2
(- ... (=1t 1
Fitpor_, (rR)(a,0) = {R = R, z — Z cjz’™ | c€ ApprSol(| 0° ... on—1! 11D}
j€lLn] 1 .. 1t 1
20 on—1 0

nach Beispiel (7.96)(a). Um die angegebene Menge der besten Niherungslésungen zu bestimmen, verwenden
wir jeweils Korollar (7.86).

(a) Es ist

1111 1)

(11111

O R P FHF N =P~ P =

Wir wenden elementare Zeilenoperationen auf die erweiterte Koeffizientenmatrix

(515)
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an:

mul1 1
'K
5

(5]5)—= (0]

Nach Korollar (7.86), Proposition (A.163) und Proposition (A.159) ist

ApprSol(

e
O R~ = N
S~—

Il
5]

o
=
—

—~
SN—"

—

(@)

SN—"

SN—

I
—~
—~
=
SN—

—

Folglich ist R — R,  +— 1 die eindeutige Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Pol<; (R, R).
(b) Es ist

-2

o= %)
1 0 10

= e
(a=)

O~ R~ N
I
/|\
S
~

Wir wenden elementare Zeilenoperationen auf die erweiterte Koeffizientenmatrix
5 0| 5
0 10| —4

5 0 5 rnu12yﬁomu11’% 1 0
)
0 10| —4 0 1

an:

1)
2
5

Nach Korollar (7.86), Proposition (A.163) und Proposition (A.159) ist

sy ) (C)- )

Folglich ist R - R, z +— 1 — %x die eindeutige Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Polco(R, R).

-2
-1
0
1
2

ApprSol(

)

= = s =
O =N

(c) Es ist
1 -2 4
1 1 1 11 1 -1 1 5 0 10
-2 -1 0 1 2 1 0 0l=10 10 O],
4 1 0 1 4 1 1 1 10 0 34
1 2 4
2
1 1 1 11 1 )
-2 -1 0 1 2 11=1-4
4 1 0 1 4 1 10
0
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Wir wenden elementare Zeilenoperationen auf die erweiterte Koeffizientenmatrix

5 0 10| 5
0 10 0|4
10 0 34110

an:
5 0 10| 5
0 10 0|4
10 0 3410 0 14| 0 0 0

Nach Korollar (7.86), Proposition (A.163) und Proposition (A.159) ist

1 -2 4 2

1 -1 1 1 5 0 10 5 1
ApprSol(|1 0 Of,[1])=Sol({0 10 O [,|-4])={|-2]}

11 1 1 10 0 34 10 0

1 2 4 0

Folglich ist R - R, z +— 1 — %m die eindeutige Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Polc3(R,R).

(d) Es ist

111111j‘11:§ 5 0 10 0
-2 1.0 1 2|, o g o]0 10 0 34
4 1 0 L ap 10 0 34 0 [’
-8 -1.0 18/ \; 5 , g 0 34 0 130

11111% 5

-2 -1 0 1 2| [_|

4 1 0 1 4f], 10

-8 -1 0 1 8/ 1\, —16

Wir wenden elementare Zeilenoperationen auf die erweiterte Koeffizientenmatrix

5 0 10 0 5

0 10 0 34| —4
10 0 34 O 10
0 34 0 130]|-16

an:
5 0 10 0] 5 5 0 10 0] 5 5 0 10 0
0 10 0 34| —4 | addsa> [0 10 0 34 | —4 | adduzs [0 10 0 34
10 0 34 0 | 10 "o 0o 14 0| o0 “lo 0 14 o0
0 34 0 130|-16 0 34 0 130|-16 0 4 0 28
1 0 2 01 100 0|1
muly gomuly gomuly g o fg 10 0 34| —4 | addas s00addis > |0 0O 0 —36| 6
00 1 0[]0 001 00
0 0 7 |-1 010 7 |-1
10001 10001 10001
g 100 0 1| =2 addisr [00 O 1| =% swms [0 1 0 Of 2
"loo 100 0010]0 "{o 01 0] 0
010 7|-1 010 0] 3 000 1|—5



Nach Korollar (7.86), Proposition (A.163) und Proposition (A.159) ist
-2 4 =8

! 2 5 0 10 0 5 1
ool : 0 10 0 34 —4 3
— - 6
— 1
1 2 4 8 0 0 34 0 130 16 3
Folglich ist R — R,  — 1+ gz — ¢2* die eindeutige Ausgleichsfunktion zu (a,b) in Pol<4(R,R). O

Unitare Matrizen

Nach Bemerkung (3.31) entsprechen invertierbare (n x n)-Matrizen mit Eintrégen in K fiir n € Ny genau den
Matrizen, deren Spalten eine Basis von K™*! ergeben, bzw. nach Proposition (3.13)(c) und Korollar (3.32) den
Basiswechselmatrizen zu beliebigen n-dimensionalen K-Vektorraumen. Wir betrachten nun unitare Matrizen,
welche die analoge Rolle fiir Orthonormalbasen in K-Skalarproduktrdumen innehaben.

(7.97) Definition (unitdre Matrix). Es sei n € Ny gegeben. Die unitdre Gruppe vom Grad n iiber K ist
definiert als

U, (K):={A€GL,(K)| A7t = A*}.
Ein Element von U, (K) wird unitire (n x n)-Matriz iiber K genannt.

(7.98) Beispiel. Es sei A € K2*2 gegeben durch

1)

Dann ist A eine unitére (2 x 2)-Matrix iiber K.

Beweis. Wegen

et (20 -1 D )36 -
2\vV3 1 2\v3 1 4\-v3 1)\V3 1 4\0 4
ist A € Uy(K) nach Korollar (3.34). O
(7.99) Bemerkung. Es sei n € Ny gegeben. Dann ist

Un(K)={Ae€ K™ | (A_1,...,A_,,) ist eine Orthonormalbasis von K"*'}.

Beweis. Nach Korollar (3.34) ist A genau dann unitir, wenn A4 = E, ist, d.h. wenn fiir 4,5 € [1,n]
stets (424 4); ; = &;; ist. Fiir 4,7 € [1,n] ist jedoch

(AA) ;= A3 A= (A )™MA_ ;= (A, A_),

d.h. (A24A); ; = &;, ist dquivalent zu (A_;, A_ ;) = § ;. Schlieflich gilt genau dann (A_; A_;) = &,
fiir i, j € [1,n], wenn (A_1,...,A_,) eine Orthonormalbasis von K"*! ist. Insgesamt ist A genau dann unitér,
wenn (A_1,...,A_ ;) eine Orthonormalbasis von K™*! ist. O

(7.100) Proposition. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', n € Ny, eine Orthonormalbasis s = (s1,...,Sn)
von V und P € U, (K) gegeben. Ferner sei s’ := (k;'(P-1),...,k; *(P-,)). Dann ist s’ eine Orthonormalbasis
von V mit

M, o (idy) = P.

Beweis. Nach Korollar (3.32) ist s’ eine Basis von V mit M i (idy) = P. Da s eine Orthonormalbasis von V'
ist, gilt aufserdem

(55, 85) = (Ka(57), ks (55)) = 85

fiir 4, j € [1,n] nach Korollar (7.34) und Bemerkung (7.99), d.h. auch s’ ist eine Orthonormalbasis von V. O

204



Unitére Aquivalenz und unitire Ahnlichkeit von Matrizen

So wie die Basiswechselformel (3.18)(b) zu den Begriffen der Aquivalenz von Matrizen und der Ahnlichkeit von
Matrizen, siehe Definition (3.60), fithrt, motiviert sie in analoger Weise auch die folgenden analogen Begriffe
fiir unitdre Matrizen, welche nach Proposition (7.100) gerade den Basiswechselmatrizen zu Orthonormalbasen
entsprechen.

(7.101) Definition (unitire Aquivalenz von Matrizen, unitire Ahnlichkeit von Matrizen).

(a) Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir A,B € K™*™ sagen wir, dass A wunitir dquivalent zu B ist, wenn
es P e Uy (K), Q € Uy, (K) mit

Q 'AP=B
gibt.
(b) Essein € Ny gegeben. Fiir A, B € K™*™ sagen wir, dass A unitdr dhnlich zu B ist, wenn es ein P € U, (K)
mit
P~'AP =1
gibt.

(7.102) Beispiel.

(a) Es seien A, B € R?*3 gegeben durch

1/6+V3 3+5/3 —6-V3 V3 0 —V3
A:6(11—2\/§ 7—V3 1+2\/§)’B:(0 1 \/5)

Dann ist A unitar aquivalent zu B.

(b) Es seien A, B € R?*2 gegeben durch

(T ()

Dann ist A unitar dhnlich zu B.

Beweis.

(a) Es seien P € R3*3 Q € R?*?2 gegeben durch

12 -2
p=L1l2 2o o1 Q;(\} _\/g).
3\, & 301

Nach Beispiel (7.43) und Bemerkung (7.99) ist P € U3(R) und nach Beispiel (7.98) ist @ € Us(R) und es

gilt
1 ad 1/ 1 3\ 1/6+v3 3+45/3 —6-v3\ 1(L 2 2
e AP=Q AP_2<—\/§ 1)'6(11—2\/3 73 1+2\/§>'3 3 _12 _21
<\/§ 0 _\/§>B.
0 1 V3

Folglich ist A unitdr dquivalent zu B.

(b) Es seien P € Q?*? gegeben durch

=i V)
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Nach Beispiel (7.98) ist P € Uz(R) und es gilt
1 1 — — 1 _
prap=riar= 3 (s )50 06 (s V) =0 D)=
Folglich ist A unitdr dhnlich zu B. O
(7.103) Bemerkung.
(a) Es seien m,n € Ny gegeben. Unitiire Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf K™*™.
(b) Es sei n € Ny gegeben. Unitéire Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf K™*™.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.104) Bemerkung.

(a) Es seien K-Skalarproduktraume V und W, ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V — W, m,n € Ny,
eine Orthonormalbasis s = (s1,...,s,) von V und eine Orthonormalbasis t = (t1,...,t,) von W gegeben.
Die Aquivalenzklasse von M; 4(¢) bzgl. unitdrer Aquivalenz von Matrizen ist gegeben durch

[M;.s(0)] = {My s () | s" ist eine Orthonormalbasis von V, ¢’ ist eine Orthonormalbasis von W }.
(b) Es seien ein K-Skalarproduktraum V', ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V, n € Ny und ei-

ne Orthonormalbasis s = (s1,...,s,) von V gegeben. Die Aquivalenzklasse von M; ((¢) bzgl. unitéirer
Ahnlichkeit von Matrizen ist gegeben durch

[Ms s(p)] = {My s (p) | ¢ ist eine Orthonormalbasis von V'}.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

Unitare Diagonalisierbarkeit

Der zum Begriff der Diagonalisierbarkeit, siehe Definition (6.46), analoge Begriff fiir Skalarproduktrdume und
Orthonormalbasen ist der folgende:

(7.105) Definition (unitir diagonalisierbar).

(a) Es sei ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V gegeben. Ein K-Vektorraumendomorphis-
mus @: V — V heifit unitdr diagonalisierbar, falls es eine orthonormale Eigenbasis von V' bzgl. ¢ gibt.

(b) Es sei n € Ny gegeben. Ein A € K"*" heift unitir diagonalisierbar (iiber K), falls @ 4: K™*! — K"x1
unitdr diagonalisierbar ist.

(7.106) Beispiel. Es sei A € K2*2 gegeben durch

2 1
()
Dann ist A unitér diagonalisierbar.

Beweis. Nach Beispiel (6.42) ist

()

eine Eigenbasis von Q2*! bzgl. A. Wegen

<<_11),G>>:1~1+(—1)-1:0

ist s orthogonal und damit

() 0)

nach Bemerkung (7.15), Korollar (1.23)(c) und Korollar (1.38)(c) eine Orthonormalbasis von K™*! bzgl. A.
Somit ist A unitdr diagonalisierbar. O
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(7.107) Bemerkung. Es seien ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V' und ein K-Vektorraumendo-
morphismus p: V — V gegeben. Genau dann ist ¢ unitdr diagonalisierbar, wenn es eine Orthonormalbasis s
von V derart gibt, dass M, 4(¢) eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.108) Bemerkung. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V' — V,
n € Ny und eine Orthonormalbasis s = (s1,...,8,) von V gegeben. Genau dann ist ¢ unitiar diagonalisierbar,
wenn M, () unitér diagonalisierbar ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(7.109) Bemerkung. Es seien n € Ny und A € K™*™ gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
(a) Die Matrix A ist unitéir diagonalisierbar.
(b) Es gibt eine orthonormale Eigenbasis von K™*! bzgl. A.
(¢) Die Matrix A ist unitdr ahnlich zu einer Diagonalmatrix.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

Normale Endomorphismen

Der Spektralsatz (7.120) liefert eine Charakterisierung von unitéirer Diagonalisierbarkeit mittels sogenannter
normaler Endomorphismen bzw. normaler Matrizen:

(7.110) Definition (normaler Vektorraumendomorphismus, normale Matrix).

(a) Es sei ein endlichdimensioner K-Skalarproduktraum V gegeben. Die Menge der normalen K - Vektorraum-
endomorphismen von V ist definiert als

Endpnorm (V) = EndK,norm(V) = {p € Endg (V) | ‘/’ad cCp=po ‘Pad}-
Ein Element von End g norm (V) wird normaler K -Vektorraumendomorphismus von V' genannt.

(b) Es sei n € Ny gegeben. Die Menge der normalen (n x n)-Matrizen iiber K ist definiert als

K = {A€ K™" | @a € Endg porm (K™}

norm

Ein Element von KX" wird normale (n x n)-Matriz iiber K genannt.

norm

(7.111) Bemerkung. Es sei n € Ny gegeben. Dann ist

Klxn ={Ae K™ | A% A = A4}
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(7.112) Beispiel.

(a) Es sei A € K2*2 gegeben durch

A_@ _32>

Dann ist A normal.

(b) Es sei A € C?*?% gegeben durch

AG i)

Dann ist A normal.
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N REH T RGP IOp
()

ist A normal nach Bemerkung (7.111).
(b) Wegen

g (1YY (T T (1A (1 1\ (1 i\ (2 1+i
A\l 1 1 1) \i 1)\1 1) \-i 1 1 1) \1-i 2
IR A AT AU A A A I AU A T A WA T A S
A1 -1 1) \1 1 i 1) \1 1 1 1 o
ist A normal nach Bemerkung (7.111). O
(7.113) Bemerkung. Es seien n € Ny und A € U,,(K) gegeben. Dann ist A normal.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

(7.114) Proposition. Es seien ein endlichdimensioner K-Skalarproduktraum V und ein K-Vektorraumendo-
morphismus ¢: V — V gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Der K-Vektorraumendomorphismus ¢: V — V ist normal.
(b) Fiir v,w € V gilt

(™ (v), " (w)) = ((v), p(w)).
(c) Fir v € V gilt

l* ()1l = [l

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.115) Bemerkung. Es seien ein endlichdimensioner K-Skalarproduktraum V und ein normaler K-Vektor-
raumendomorphismus ¢: V' — V gegeben. Fiir a € K ist ¢ — aidy normal.

Beweis. Fiir a € K ist
(¢ — aidy)* = ¢ — (aidy)™? = p* —GidY = p*! —@idy

nach Proposition (7.57)(c), (d), (b), also

ad

yad —aidy) = po ™ —ap — ap® + aaidy

ad

=(p—aidy)o (¢
= ™o p—ap™ — Gy + aaidy = (p*! —aidy) o (¢ — aidy)
= (¢ —aidy)™ o (p — aidy). O

(p —aidy) o (p — aidy

(7.116) Proposition. Es seien ein endlichdimensioner K-Skalarproduktraum V', ein normaler K-Vektorraum-
endomorphismus ¢: V — V und a € K gegeben. Dann ist

Eigz (™) = Eig, (¢).

Genau dann ist a ein Eigenwert von o, wenn @ ein Eigenwert von ¢ ist.
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Beweis. Fiir jeden normalen Endomorphismus ¢: V' — V ist
Kerg* = {v eV |p"(v) =0} = {ve V| [¢™ )| =0} = {ve V||| =0} = {v e V| ¢(v) =0}
= Kerp
nach Proposition (7.114). Mit ¢ ist nach Bemerkung (7.115) aber auch ¢ — aidy normal, es gilt also
Eig.(¢*1) = Ker(¢* — @idy) = Ker (¢ — aidy ) = Ker(p — aidy) = Eig, (¢)

nach Proposition (7.57)(c), (d), (b).
Insbesondere ist genau dann Eig,(¢) # {0}, wenn Eig.(p*!) # {0} ist, d.h. genau dann ist a ein Eigenwert
von ¢, wenn @ ein Eigenwert von ¢? ist. O

(7.117) Korollar. Es seien ein endlichdimensioner K-Skalarproduktraum V', ein normaler K-Vektorraum-
endomorphismus ¢: V — V und a,b € K mit a # b gegeben. Fiir v € Eig,(¢) und w € Eigy(¢) gilt v L w.

Beweis. Es seien v € Eig,(p) und w € Eig,(¢) gegeben. Da ¢ normal ist, gilt Eig.(¢*?) = Eig, () nach
Proposition (7.116) und damit

afv,w) = (av,w) = (¢*(v),w) = (v,p(w)) = (v, bw) = b, w)

nach Korollar (7.59). Wegen a # b impliziert dies bereits (v,w) = 0 nach Proposition (A.91), d.h. es
gilt v 1L w. O

(7.118) Bemerkung. Es seien ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V', ein normaler K-Vektor-
raumendomorphismus ¢: V' — V und ein K-Untervektorraum U von V so gegeben, dass U und U+ invariant
unter ¢ sind. Dann ist die Restriktion ¢|Y: U — U normal.

Beweis. Nach Bemerkung (7.67) ist mit ¢ auch | adjungierbar mit (¢|5)2 = 4|7, Wir erhalten

plg o (elg)™ = el 0 ™| = (p o™ )|g = (¢* 0 )y = ™7 0 0ly = (¢lg)™ o ol
Folglich ist | normal. O
(7.119) Bemerkung. Es seien ein K-Skalarproduktraum V', ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V — V,
n € Ny und eine Orthonormalbasis s = (s1,...,8,) von V gegeben. Genau dann ist ¢ normal, wenn M; s(¢)
normal ist.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.120) Satz (Spektralsatz). Es seien ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V und ein K-Vektor-
raumendomorphismus ¢: V' — V gegeben. Genau dann ist ¢ unitér diagonalisierbar, wenn x,, in Linearfaktoren
zerféllt und ¢ normal ist.

Beweis. Zunéchst sei ¢ unitdr diagonalisierbar. Dann ist ¢ insbesondere diagonalisierbar, so dass x, nach
Satz (6.52) in Linearfaktoren zerfdllt. Nach Bemerkung (7.107) gibt es auferdem eine Orthonormalbasis s
von V derart, dass M 4(p) eine Diagonalmatrix von V ist. Dann ist aber M ;(¢*?) = M, (¢)? nach Proposi-
tion (7.69) ebenfalls eine Diagonalmatrix. Folglich gilt M; ()2 M s(¢) = Mj 5(¢) Mg s ()24, d.h. M ¢(ip) ist
normal. Dann ist aber auch ¢ normal nach Bemerkung (7.119).

Umgekehrt zerfalle X, in Linearfaktoren zerféllt und es sei ¢ normal. Um zu zeigen, dass ¢ unitér diagonalisierbar
ist, fiihren wir Induktion nach n := dim V', wobei fiir V' = {0} nichts zu zeigen ist. Es sei also angenommen,
dass V' # {0} ist und dass fiir jeden endlichdimensionalen K-Vektorraum U mit dimU = n — 1 und fiir jeden
Endomorphismus ¢: U — U derart, dass X, in Linearfaktoren zerféllt und v normal ist, gilt, dass ¢ unitar
diagonalisierbar ist.

Da ¥, in Linearfaktoren zerféllt, hat ¢ einen Eigenwert a und einen zugehdrigen Eigenvektor v. Dann ist Kv
invariant unter ¢. Fiir u € (Kv)* gilt (v,u) = 0 und damit

(v, 0(w)) = (™ (v),u) = (@v,u) = afv,u) =0

nach Korollar (7.59), also ¢(u) € {v}*+ = (Kv)* nach Proposition (7.27). Folglich ist auch (Kv)* invariant un-

ter . Nach Bemerkung (7.118) ist daher @\E?Zij : (Kv)t — (Kv)* ein normaler Endomorphismus. Da x

(Kv)+
wl(Ku)L
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nach Korollar (6.83) ein Teiler von X, ist, zerfdllt X (k. o ferner ebenfalls in Linearfaktoren. Schlielich ist

®lrewyL
(Kv)
dim (Kv)t = dimV — dim Kv = n — 1 nach Proposition (7.41) und Korollar (1.81). Nach Induktionsvoraus-

41
setzung ist daher cp\gz; . unitir diagonalisierbar, d.h. es existiert eine orthonormale Eigenbasis (s1,...,8,—-1)

von (Kv)* bzgl. @|E§Z§i

auch ¢ ist unitér diagonalisierbar. O

Dann ist aber (s1,...,Sp—1, ﬁv) eine orthonormale Eigenbasis von V' bzgl. ¢, d.h.

Hermitesche Endomorphismen

Neben den unitdren Matrizen liefern hermitesche Matrizen im folgenden Sinn eine wichtige Beispielquelle fiir
normale Matrizen, siehe Bemerkung (7.124). In der Konsequenz kénnen wir einen Spektralsatz fiir hermitesche
Endomorphismen zwischen endlichdimensionalen Skalarproduktriumen beweisen, siche Proposition (7.127).

(7.121) Definition (hermitescher Vektorraumendomorphismus, hermitesche Matrix).

(a) Es sei ein K-Skalarproduktraum V' gegeben. Die Menge der hermiteschen K -Vektorraumendomorphismen
von V ist definiert als

Endperm (V) = Endg herm (V) := {¢ € Endg (V) | ¢ ist adjungierbar und o = v}

Ein Element von Endg herm (V) wird hermitescher (oder selbstadjungierter) K -Vektorraumendomorphis-
mus von V genannt.

(b) Es sei n € Ny gegeben. Die Menge der hermiteschen (n x n)-Matrizen tiber K ist definiert als
Kign ={Ae€ K™" | ¢4 € Endg herm(K™*1)}.

herm

Ein Element von K'>" wird hermitesche (oder selbstadjungierte) (n x n)-Matriz iber K genannt.

(7.122) Bemerkung. Es sei n € Ny gegeben. Dann ist
KX {A c Knxn | Aad — A}.

herm

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.123) Beispiel. Es sei A € C?*? gegeben durch

(2 14i
a= (401

Dann ist A hermitesch.

Beweis. Wegen

a2 1+i M2 ToN\_ (2 1+i .
1-1i 2 141 2 1-i 2
ist A hermitesch nach Bemerkung (7.122). O

(7.124) Bemerkung. Es seien ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V und ein K-Vektorraumen-
domorphismus ¢: V — V gegeben. Wenn ¢ hermitesch ist, dann ist ¢ normal.

Beweis. Wenn ¢ hermitesch ist, dann ist ¢ adjungierbar und es gilt ©* = ¢, also insbesondere p*op = Yo,
d.h. ¢ ist normal. O

(7.125) Proposition. Es seien ein K-Skalarproduktraum V und ein hermitescher K-Vektorraumendomorphis-
mus ¢: V — V gegeben. Jeder Eigenwert von ¢ ist reell.

Beweis. Es sei ein Eigenwert a von ¢ gegeben. Da ¢ nach Bemerkung (7.124) normal ist, gilt

Eigg(¢) = Eigz(¢*!) = Eig, (¢) # {0}

nach Proposition (7.116), d.h. es gibt ein v € V' \ {0} mit @v = p(v) = av. Dies impliziert aber bereits @ = a
nach Korollar (1.11). O
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(7.126) Bemerkung. Es seien ein K-Skalarproduktraum V, ein K-Vektorraumendomorphismus ¢: V — V|
n € Ny und eine Orthonormalbasis s = (s1,...,s,) von V gegeben. Genau dann ist ¢ hermitesch, wenn M; s(¢)
hermitesch ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

(7.127) Proposition (Spektralsatz fiir hermitesche Endomorphismen). Es sei ein endlichdimensionaler K -Ska~
larproduktraum V gegeben. Jeder hermitesche K-Vektorraumendomorphismus von V' ist unitir diagonalisierbar.

Beweis. Es sei ein hermitescher K-Vektorraumendomorphismus ¢: V. — V gegeben. Wenn K = C ist, so
zerféllt X, nach dem Fundamentalsatz der Algebra und [12, Prop. (12.48)] in Linearfaktoren. Im Folgenden gelte
daher K = R. Nach Korollar (7.46) gibt es n € Ny und eine Orthonormalbasis s = (s1,...,8,) von V. Nach
Bemerkung (7.126) ist mit ¢ auch M () € R™*™ hermitesch. Da auch M, (@) € C"*™ ist, zerfallt xar, (y)
iber C in Linearfaktoren. Da nach Proposition (7.125) jedoch alle Eigenwerte von M, s(¢) reell sind, zerfallt
folglich auch X, = X, , () iiber R in Linearfaktoren. Da aukerdem ¢ nach Bemerkung (7.126) normal ist, ist ¢

nach dem Spektralsatz (7.120) unitir diagonalisierbar. O

Singularwertzerlegung

Zum Abschluss dieses Abschnitts liefern wir mit Hilfe der sogenannten Singuldrwertzerlegung, siehe Korol-
lar (7.138), eine Klassifikation von Matrizen modulo unitérer Aquivalenz, sieche Korollar (7.140). Die Singulér-
wertzerlegung hat eine wichtige Bedeutung in der numerischen linearen Algebra und fiihrt in diesem Rahmen
zu Anwendungen.

(7.128) Bemerkung. Es seien K-Skalarproduktrdume V und W und ein adjungierbarer K-Vektorraumhomo-
morphismus ¢: V — W gegeben. Dann ist ¢*d o p: V — V hermitesch.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.129) Korollar. Es seien ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum V', ein K-Skalarproduktraum W
und ein adjungierbarer K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Dann ist ¢ o ¢: V' — V unitér
diagonalisierbar.

Beweis. Das Kompositum ¢*! o ¢: V — V ist hermitesch nach Bemerkung (7.128) und damit unitér diagona-
lisierbar nach Proposition (7.127). O

(7.130) Bemerkung. Es seien K-Skalarproduktrdume V und W, ein adjungierbarer K-Vektorraumhomo-
morphismus ¢: V — W, a € K und ein normierter Eigenvektor v von ¢®d o ¢: V — V zum Eigenwert a
gegeben. Dann ist

a = [lp(v)]*.

Beweis. Es ist

le()II* = (p(v), p(v)) = (v, ¢*(p(v))) = (v, av) = alv,v) = aljv]|* = a. u

(7.131) Korollar. Es seien K-Skalarproduktrdume V und W und ein adjungierbarer K-Vektorraumhomo-
morphismus ¢: V — W gegeben. Jeder Eigenwert von ¢! o ¢ ist eine nicht-negative reelle Zahl.

Beweis. Es sei ein Eigenwert a von ¢®@ o ¢ und ein zugehériger Eigenvektor v € V \ {0} gegeben. Nach
Bemerkung (7.15) ist dann mv ein normierter Eigenvektor von ¢* o ¢: V — V zum Eigenwert a. Nach

Bemerkung (7.130) folgt
a= [e)]?* > 0. O
(7.132) Definition (Singuldrwerttupel).

(a) Es selen n € Ny, ein n-dimensionaler K-Skalarproduktraum V', ein K-Skalarproduktraum W und
ein adjungierbarer K-Vektorraumhomomorphismus ¢: V' — W gegeben. Ferner seien r € Ny und ein
n-Tupel (ai,...,a,) in R derart gegeben, dass

a>...2a>0=a41=...=a,
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gilt und

aq 0

0 an
eine Darstellungsmatrix von ¢*? o ¢ ist. Dann heift
o(p) = (01(¢), - -, 0r(9) = (Var, ..., Var)
das Singularwerttupel von ¢. Fiir j € [1,7] wird 0;(p) der j-te Singuldrwert von ¢ genannt.
(b) Es seien m,n € Ny und A € K™*" gegeben. Dann heifst
o(4) = (01(4), ..., 0,(4)) i= o(04)
das Singuldrwerttupel von A. Fiir j € [1,r] wird 0;(A) der j-te Singuldrwert von A genannt.

(7.133) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und A € K™*" gegeben. Ferner seien r € Ny mit » < min(m,n)
und ein n-Tupel (a1, ...,a,) in R derart gegeben, dass

a1 >...2a>0=a41=...=ay,

gilt und A24 A #hnlich zu

ist. Dann ist
G(A) = (\/al,' eV a’T)'
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(7.134) Notation. Es seien m,n,r € Ny mit » < min(m,n) und ein r-Tupel ¢ = (01,...,0,) in Rsg gegeben.
Wir notieren als X, die (m x n)-Matrix mit Eintrigen in R gegeben durch

01 O

ZO’ = Zo'l,...,a = O UT

r

(7.135) Beispiel. Es ist L€ R3*4 gegeben durch

V2 0 0 0
Ssi=[0 100
0 000

(7.136) Bemerkung. Es seien m,n,r € Ny mit r < min(m,n) und ein r-Tupel ¢ = (01,...,0,) in Ryg
gegeben. Das Singuldrwerttupel von L, € K™*™ ist

o(X,) =o.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
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(7.137) Bemerkung. Es seien K-Skalarproduktrdume V und W, ein K-Vektorraumhomomorphismus

©: V=W, m,n,r € Ny mit r < min(m,n), ein n-Tupel (a1,...,a,) in R mit
a1 >...2a,>0=a,41 =... = ay,
eine Orthonormalbasis s = (s1,...,8,) von V und eine Basis ¢t = ({1,...,t,) von W so gegeben, dass s;

fiir j € [1,n] ein Eigenvektor von ¢*! o ¢: V — V zum Eigenwert a; und t; = \/%chp(sj) fiir j € [1,7] ist. Dann
ist

Ms(0) = L a,...,var
Beweis. Fir j € [1,n] gilt p(s;) = J@t;, also

ke(p(s;)) = {\/(Tjej, falls j € [1,7],

0, falls j € [r + 1,n].
Es folgt
Mes(p) = (kele(s1)) o ke(o(sr))  ke(@(sra1)) oo kelp(sn))
Jar 0
- 0
= (Vaer ... age, 0 ... 0)= 0 Var NN O
0 0

(7.138) Korollar (Singuldrwertzerlegung). Es seien m,n € Ny und ein A € K™*™ gegeben. Dann ist A unitéar
aquivalent zu Xs(4)-

Beweis. Nach Korollar (7.129) ist A*d A unitéir diagonalisierbar, d.h. es gibt 7 € Ny und ein n-Tupel (ay, ..., a,)
in R mit
a1 >...2a>0=a41=...=a,

und eine Orthonormalbasis s = (s1,...,s,) von K™*! so, dass s; fiir j € [1,n] ein Eigenvektor von A4 A zum
Eigenwert a; ist. Dann ist (sy41,...,5,) eine Basis von Eigy(A21A) = Sol(4214,0) = Sol(A,0) nach Bemer-
kung (6.4) und Proposition (7.62), und damit (Asi,...,As,) eine Basis von Col(A) nach Proposition (2.27).
Fir 4,7 € [1,r] gilt

(Asi, As;) = (s;, A" As;) = (si,a585) = a;(si, s5) = a;8; ;.

Nach Korollar (1.23)(c), Korollar (1.38)(c) und Bemerkung (7.15) ist daher

1 1 1 1
(—=As1,...,—As;) = (——As1,...,—— As;)
N v = g TAs]

eine Orthonormalbasis von Col(A4), so dass es nach Korollar (7.48) und Bemerkung (7.15) eine Orthonormalba-
sist = (t1,...,tm) von K™ mit ¢; = \/%Tjgo(sj) fir j € [1,7] gibt.

Nach Bemerkung (7.104)(a) ist A = Mee(@a) dquivalent zu M; 4(9@4) und nach Bemerkung (7.137) und Be-
merkung (7.133) gilt

M s(9a) =L jar,....var = Lo(A)- U

Ausgeschrieben bedeutet die Singuldrwertzerlegung (7.138), dass es fiir m,n € Ny und A € K™*"
stets P € Up(K) und Q € Up,(K) mit P71 AQ = Zy(4) gibt, also mit

A= QZU(A)P71 = QZG(A)Pad.
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(7.139) Satz. Es seien m,n € Ny und A, B € K™*™ gegeben. Genau dann ist A unitir dquivalent zu B, wenn
o(4) = o(B)
ist.

Beweis. Zunichst sei A unitér dquivalent zu B, so dass es P € U,(K), Q € U,,(K) mit Q 'AP = B gibt.
Dann ist

P—lAadAP — PadAad(Q—l)adQ—lAP _ (Q—lAP)ad Q—lAP _ BadB7

d.h. A*A und B* B sind unitiir #hnlich. Nach Korollar (7.129) ist A*A unitir diagonalisierbar und nach
Korollar (7.131) ist jeder Eigenwert von A*!A eine nicht-negative reelle Zahl. Folglich gibt es r € Ny
mit 7 < min(m,n) und ein n-Tupel (aq,...,a,) in R mit

a1 > ...20a>0=ap41 =... = ap,

und derart, dass A24A und damit auch B2 B unitir dhnlich zu

ist. Wir erhalten

o(A) = (V... Va) = o(B).

Nun sei umgekehrt o(A) = o(B). Nach der Singuldrwertzerlegung (7.138) ist A unitédr dquivalent zu g4
und B unitir dquivalent zu s (py. Da aber 0(A) = o(B) ist, folgt L5(4) = Zs(p), und da unitére Aquivalenz
von Matrizen nach Bemerkung (7.103)(a) eine Aquivalenzrelation auf K™*" ist, ist A folglich unitéir dquivalent

zu B. O
(7.140) Korollar (Klassifikation von Matrizen modulo unitirer Aquivalenz). Es seien m,n,r € Ny mit
r < min(m,n), ein r-Tupel o = (01,...,0,) in Ryp und A € K™*™ gegeben. Genau dann ist

o(A) = o,

wenn A unitir dquivalent zu X, ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

A Grundlagen

Wir wiederholen einige Grundlagen aus der Vorlesung Diskrete Strukturen [12].

Obwohl wir auch Beispiele geben, ist diese Zusammenfassung sehr knapp gehalten. Es werden nur wenige
Eigenschaften genannt und fast keine Beweise gegeben. Die Zusammenfassung eignet sich daher micht zum
erstmaligen Lernen der Begriffe und sollte ggf. durch weitere Literatur ergénzt werden. Ihr Ziel ist es, eine
Orientierung hinsichtlich des fiir die Lineare Algebra notwendigen Vorwissens zu geben.

Mengen
Die durch Anfiihrungsstriche markierten Worter in diesem Abschnitt werden nicht genauer prézisiert.

(A.1) Vorstellung (Menge; CANTOR).

(a) Unter einer Menge verstehen wir eine ,,Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten
unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen*.

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Diejenigen Objekte, welche durch X zusammengefasst werden, bezeichnen
wir als Elemente von X. Ist ein Objekt = ein Element von X, so schreiben wir € X, anderenfalls « ¢ X.
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(¢) Mengen X und Y sind gleich, geschrieben X =Y, falls sie die gleichen Elemente enthalten, d.h. falls fiir
jedes Objekt x genau dann x € X gilt, wenn = € Y gilt.

Im Folgenden werden wir einige Notationen zur Beschreibung von Mengen angeben. In aller Regel erfolgt eine
solche Beschreibung durch die Angabe einer ,Eigenschaft®, welche die Elemente einer Menge erfiillen, oder
durch eine einfache ,,Aufzihlung” ihrer Elemente. Letzteres wird vor allem bei einer Menge mit ,,endlich® vielen
Elementen gemacht — etwas unprézise aber auch bei ,,unendlich“ vielen Elementen, sofern aus dem Kontext klar
ist (bzw. klar sein sollte), welche Objekte aufgezahlt werden.

(A.2) Notation.

(a) Es seien eine Menge X und eine Eigenschaft ¢ so gegeben, dass fiir jedes Objekt z genau dann z € X
gilt, wenn z die Eigenschaft ¢ erfiillt. Wir schreiben

{z | z erfiillt p} := X.

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Fiir eine Eigenschaft ¢ schreiben wir

{z € X |z ertillt ¢} :={z |z € X und z erfillt ¢}.

(c) Es seien Objekte aq, ..., a, gegeben. Wir schreiben

{a1,...,an} :={x | x =ay oder ... oder x = a,}.

ur jede naturliche Zahl 7 sei ein jekt a; gegeben. Wir schreiben
d) Fiir jed iirliche Zahl i sei ein Objek ben. Wir schreib
{a1,a9,as,...} :={x | es gibt eine natiirliche Zahl i mit = = a;}.
(A.3) Beispiel. Wir wollen davon ausgehen, dass wir wissen, was die folgenden Mengen sind.
a 1e Menge der naturlichen Zahlen 1st durc
Die M d irlichen Zahlen ist durch
N = {z | z = 1 oder es gibt eine natiirliche Zahl y mit x =y + 1} = {1,2,3,...}
gegeben. Die Menge der natiirlichen Zahlen mit Null ist durch
No = {z | x € N oder = = 0}
gegeben.
ie Menge der ganzen Zahlen ist durc
b) Die M. d Zahlen ist durch
Z ={z|x €Noder x =0 oder —z € N}
gegeben.
c) Die Menge der rationalen Zahlen ist durc
Die M d tionalen Zahlen ist durch

Q:{x|esgibtnqéZmitq;«éOundx:g}

gegeben.
(d) Die Menge der reellen Zahlen wird als R notiert.
(A.4) Beispiel.
(a) Esist {1,3,17} eine Menge.
(b) Essind {1}, {{1}} und {1,{1}} Mengen.

(c) Esist {z | = ist eine Primzahl} eine Menge.
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(d) Esist {z € Z | z ist gerade} eine Menge.
(A.5) Beispiel.
a) Bsist {1,3,17} = {3,1,17} = {1,3,17,1}.
b) Esist {1} = {1,1,1} # {1,2}.
(c) Esist {1} # {{1}} und {1} # {1, {1}} und {{1}} # {1, {1}}.
(d) Esist {z € R| 2® + 2z = 322} = {0,1,2}.

(
(

(A.6) Definition (leere Menge). Die Menge, welche keine Elemente enthilt, heifit leere Menge und wird als ()
notiert.

(A.7) Notation. Fiir a,b € Z mit a < b+ 1 schreiben wir
[a,b) :={zr €Z|a<x<b}.

(A.8) Definition (Teilmenge). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Teilmenge von X ist eine Menge U derart,
dass aus u € U stets u € X folgt.

Eine Teilmenge U von X heifit echt (oder strikt), falls U # X gilt.

Es sei eine Menge U gegeben. Ist U eine Teilmenge von X, so schreiben wir U C X. Ist U keine Teilmenge
von X, so schreiben wir U Q X. Ist U eine echte Teilmenge von X, so schreiben wir U C X.

(A.9) Beispiel.
(a) Esist {2,3,4,7} eine Teilmenge von {1,2,3,4,5,6,7}.
(b) Esist {0,3,4,7} keine Teilmenge von {1,2,3,4,5,6,7}.

(c) Esgilt NCZ C Q CR, d.h. es ist N eine Teilmenge von Z, es ist Z eine Teilmenge von Q und es ist Q
eine Teilmenge von R.

(A.10) Bemerkung (Gleichheitskriterium fiir Mengen). Es seien Mengen X und Y gegeben. Genau dann
ist X=Y,wenn X CY und Y C X gilt.

Beweis. Siehe [12, Bem. (2.13)]. O
(A.11) Vorstellung (Familie).

(a) Es sei eine Menge I gegeben. Eine Familie iiber I ist ein ,Ausdruck” der Form x = (z;);cs fiir gewisse
Objekte x; fiir ¢ € I. Die Menge I wird Indexmenge von x genannt. Ein Element von I wird Indez (oder
Stelle) von x genannt. Fiir ¢ € I wird z; die Komponente (oder der Eintrag) von x an der Stelle ¢ genannt.

(b) Es seien Mengen I und J, eine Familie x = (z;);er iber I und eine Familie y = (y;);es tber J gegeben.
Die Familien z = (z;)ier und y = (y;),es sind gleich, geschrieben z = y, wenn I = J und fiir ¢ € I
stets x; = y; gilt.

A.12) Beispiel.

(A.12) P

(a) Esist x = (24)ie{1,2,3) gegeben durch x1 = 3, x2 = 7%7 r3 = /7 eine Familie iiber {1,2,3}.

(b) Es ist @ = (7;)ien, gegeben durch z; = i? + 1 fiir i € Ny eine Familie {iber Ny.

(c) Esist (i2 — 1);ez eine Familie iiber Z.

(d) Es sei I := {0,{1},{1,2}}. Dann ist = (2;)scs gegeben durch zgp = 0, x(1y = {{1}}, 2{1,2) = {3} eine
Familie iiber I.

(e) Es gibt keine Familie x = (2;);cf2,5) iiber {2,5} mit 2o = 0 und x5 = 1.

216



(A.13) Definition (Familie). Es seien eine Menge X und eine Menge I gegeben. Die Menge der Familien in X
iiber I ist definiert als

XT:= {2 | z ist eine Familie iiber I mit z; € X fiir i € I}.
Ein Element von X! wird eine Familie in X iiber I genannt.
(A.14) Definition (Tupel). Es sei n € Ny gegeben.
(a) Ein n-Tupel ist eine Familie iiber [1,n]. (%)
Fiir ein n-Tupel x schreiben wir auch

(1, . xp) ==

(b) Es sei eine Menge X gegeben. Die Menge der n-Tupel in X ist definiert als
X" = x il
Ein Element von X™ wird n-Tupel in X genannt.

(A.15) Definition (leeres Tupel, Paar, Tripel, Quadrupel, Quintupel).
(a) Das 0-Tupel wird auch das leere Tupel genannt.
(b) Ein 1-Tupel wird auch Single genannt.
(¢) Ein 2-Tupel wird auch Paar genannt.
(d) Ein 3-Tupel wird auch Tripel genannt.
(e) Ein 4-Tupel wird auch Quadrupel genannt.
(f) Ein 5-Tupel wird auch Quintupel genannt.
1

(A.16) Beispiel.

(a) Esist (1,2,4) ein Tripel.
(b) Es ist & = (;);e1,0] gegeben durch z; =i — 42 fiir i € [1,9] ein 9-Tupel.
(

)
)
c) Esist ({1},{2}) ein Paar.
(d) Es gibt kein Quadrupel « in Z mit o =0 und zo = 1.
(A.17) Beispiel.
(a) Es sei ein Quadrupel z gegeben durch
T = (is)i€[1,4]-
Dann ist z = (1, 8,27,64).
(b) Es ist (3, {4}) # ({4},3).
(c) Esist (1,2,3) # (1,2,3,2).
(A.18) Definition (Differenz). Es seien Mengen X und Y gegeben. Die Menge
X\Y={z|zeXudz¢Y}

heifst Differenz (oder Mengendifferenz) von X und Y.

8In manchen Texten werden auch Familien iiber [0,n — 1] als n-Tupel bezeichnet. Allgemeiner: Fiir k¥ € Z wird eine Familie
iber [k + 1,k + n| auch ein durch [k + 1,k + n] indiziertes n-Tupel genannt.
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(A.19) Beispiel. Es ist

{1’ 2, 3} \ {274} = {173}’7
{2,4}\ {1,2,3} = {4}.

(A.20) Definition (Schnitt, Vereinigung).

(a) (i)

(iii)

Es seien eine nicht-leere Menge I und eine Familie von Mengen X = (X;);c; iiber I (°) gegeben. Die
Menge

(X =()Xi={z|zeX firiel}
il
heiftt Schnitt (oder Durchschnitt) von X.
Es seien n € N und ein n-Tupel von Mengen (X7, ..., X, ) gegeben. Wir schreiben auch
Xin...nX,=[)X.
Es seien Mengen X und Y gegeben. Der Schnitt X NY von (X,Y) wird auch Schnitt (oder Durch-
schnitt) von X und Y genannt.
Es seien eine Menge I und eine Familie von Mengen X = (X;);cs tiber I gegeben. Die Menge
UX: UXi = {x | es gibt ein ¢ € I mit © € X;}
icl
heifst Vereinigung von X.
Es seien n € Ny und ein n-Tupel von Mengen (X1, ..., X,,) gegeben. Wir schreiben auch

Xlu...UXn::UX.

Es seien Mengen X und Y gegeben. Die Vereinigung X UY von (X,Y) wird auch Vereinigung von X
und Y genannt.

(A.21) Beispiel.

(a) ()

(i)

(b) (@)

(i)

Es ist
{1,2,3}n{2,4} = {2}.
Es ist

(N {gilqez}={0}

i€N
Es ist

{1,2,3} U{2,4} = {1,2,3,4}.
Es ist

Uldileez} =2

i€N

(A.22) Definition (Disjunktheit).

(a) Es seien eine Menge I und eine Familie von Mengen X = (X;);c; iiber I gegeben. Wir sagen, dass X
disjunkt ist, falls fiir 4,5 € I mit i # j stets X; N X; = 0 gilt.

9Wir nehmen also an, dass X; fiir i € I stets eine Menge ist.
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(b) Es seien Mengen X und Y gegeben. Wir sagen, dass X und Y disjunkt sind, falls (X,Y") disjunkt ist.
(A.23) Beispiel. Es seien X := {1,2,4}, Y :={3,6}, Z := {5,6}.

(a) Die Menge X und Y sind disjunkt.

(b) Die Menge X und Z sind disjunkt.

(c) Die Mengen Y und Z sind nicht disjunkt.
(A.24) Definition ((innere) disjunkte Vereinigung).

(a) Es seien eine Menge I und eine Familie von Mengen X = (X;);cs iiber I gegeben. Wenn X disjunkt ist,
so sagen wir, dass | J X eine (innere) disjunkte Vereinigung von X ist, und schreiben

UX:U&:LM.
i€l
(b) Es seien n € Ny und ein disjunktes n-Tupel von Mengen (X7, ..., X,,) gegeben. Wir schreiben auch

&U~UXM:UX

(c) Es seien disjunkte Mengen X und Y gegeben. Die disjunkte Vereinigung X UY von (X,Y) wird auch
(innere) disjunkte Vereinigung von X und Y genannt.
(A.25) Beispiel. Es ist
N ={n € N|nist gerade} U{n € N | n ist ungerade}.
(A.26) Definition (kartesisches Produkt).
(a) Es seien n € Ny und ein n-Tupel von Mengen (X, ..., X,,) gegeben. Die Menge
X1 x...x Xy ={z|z=(21,...,2y) ist ein n-Tupel mit z; € X, fir i € [1,n]}
heiftt kartesisches Produkt von (X1,...,X,).

(b) Es seien Mengen X und Y gegeben. Das kartesische Produkt X x Y von (X,Y) wird auch kartesisches
Produkt von X und Y genannt.

(A.27) Beispiel. Es ist
{1,2} x{3,4,5} = {(1,3),(1,4),(1,5),(2,3), (2,4), (2,5)}.

(A.28) Vorstellung ((un)endliche Menge). Eine Menge X heikt endlich, wenn sie endlich viele Elemente
besitzt, und ansonsten unendlich.

(A.29) Beispiel.
(a) Die Menge {1, 3,17} ist endlich.
(b) Die Mengen N und {z € N |  gerade} sind unendlich.
(¢) Die leere Menge ist endlich.
(d) Die Menge {z € R | 3 + 22 = 322} ist endlich.

(A.30) Vorstellung (Kardinalitit). Es sei eine endliche Menge X gegeben. Die Kardinalitit (oder Mdchtigkeit)
von X ist die Anzahl der Elemente von X und wird mit |X| bezeichnet.

(A.31) Beispiel.
(a) Esist [{1,3,17}] = 3.
(b) Esist |{1,1,1}| = 1.
(c) Esist [{{1}}| =1.
(d) Esist [{1,{1}}| = 2.
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Abbildungen
(A.32) Definition (Abbildung).

(a) Eine Abbildung (oder Funktion) besteht aus Mengen X und Y zusammen mit einer Teilmenge f von X xY
so, dass es fiir jedes € X genau ein y € Y mit (z,y) € f gibt. Unter Missbrauch der Notation bezeichnen
wir sowohl die besagte Abbildung als auch die Teilmenge von X x Y mit f. Die Menge X wird Startmenge
(oder Definitionsbereich) von f genannt. Ein Element von X wird Argument von f genannt. Die Menge Y
wird Zielmenge (oder Wertebereich) von f genannt. Ein Element von Y wird Zielwert (oder Zielelement)
von f genannt.

Fiir eine Abbildung f mit Startmenge X und Zielmenge Y schreiben wir Source f := X und Target f ;=Y.
Fiir z € X heift das Element y € Y mit (z,y) € f das Bild (oder Bildelement) von z unter f, wir
schreiben f(z) :=y. Firy € Y,z € X mit y = f(x) wird z ein Urbild (oder Urbildelement) von y unter f
genannt.

(b) Es seien Mengen X und Y gegeben. Die Menge der Abbildungen von X nach Y ist definiert als
Map(X,Y) :={f | f ist eine Abbildung mit Source f = X und Target f = Y'}.

Ein Element von Map(X,Y) wird Abbildung von X nach Y genannt; wir schreiben f: X — Y so-
wie f: X =Y,z — f(z) fir f € Map(X,Y).

(A.33) Beispiel.
(a) Esist {1,2,3} — {4,5,6}, 1 — 4, 2+— 5, 3 — 4 eine Abbildung.
(b) Es ist Z — Q, = + 222 eine Abbildung.
(c) Es gibt keine Abbildung f: N — N mit f(z) = y/z fir z € N.
(A.34) Beispiel. Es ist
Map({1,2},{3,4}) ={(1—3,2—3),(1—~3,2—4),(1—4,2—3),(1 =~ 4,2~ 4)},

wobei wir etwa (1 — 3,2 — 3) als Kurzschreibweise fiir die Abbildung {1,2} — {3,4}, 1 — 3, 2 — 3 verwendet
haben.

.35 emerkung eichheitskriterium fiir ildungen). Es seien ildungen f: — un
A B k Gleichheitskriteri fiir Abbild E i Abbild X Y d
f'i X' = Y’ gegeben. Genau dann gilt f = f/, wenn X = X', Y =Y’ und f(z) = f/(z) in Y fiir alle z € X ist.

Beweis. Siehe [12, Bem. (3.6)]. O
(A.36) Konvention. Es seien Mengen X und I gegeben.

(a) Es sei eine Familie x in X iiber I gegeben. Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir die Abbil-
dung I — X, i — x; wieder als x.

(b) Es sei eine Abbildung f: I — X gegeben. Unter Missbrauch der Notation bezeichnen wir die Fami-
lie (f(i))ier wieder als f.

(A.37) Definition (Kompositum). Es seien Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z gegeben. Die Abbildung
gof: X = Z xg(f(x))

heifst Kompositum von f und g.

(A.38) Beispiel. Esseien f: N— Z, x> r+1und g: Z — Q, y — 2y Dann ist gof: N — Q, z > 2(x+1)2.

(A.39) Definition (identische Abbildung). Es sei eine Menge X gegeben. Die Abbildung
d=idx: X =X, z—z

heifst Identitat (oder identische Abbildung) auf X.
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(A.40) Beispiel. Die Identitdt auf {1, 2,3} ist gegeben durch
id{12,3y: {1,2,3} = {1,2,3}, 11— 1,2— 2,3~ 3.
(A.41) Definition (Invertierbarkeit von Abbildungen). Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben.

(a) Eine Inverse (oder inverse Abbildung oder Umkehrabbildung) zu f ist eine Abbildung g: ¥ — X derart,
dass go f =idx und f o g =idy gilt.

(b) Die Abbildung f heifst invertierbar, falls es eine Inverse zu f gibt.

(A.42) Beispiel. Es seien Qsp :={x € Q| > 0} und Q¢ := {x € Q | x < 0}. Es seien f: Qs¢ — Qq,
z+— —zund g: Qg = Q=q, y = —y. Dann ist g eine zu f inverse Abbildung.

(A.43) Bemerkung. Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben. Dann gibt es hochstens eine Inverse zu f.
Beweis. Siehe [12, Bem. (3.19)]. O

(A.44) Notation. Die zu einer invertierbaren Abbildung f: X — Y gegebene inverse Abbildung notieren wir
als f71: Y = X.

(A.45) Definition (injektiv, surjektiv). Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben.

(a) Wir sagen, dass f injektiv (oder eine Injektion) ist, falls fiir alle z, 2" € X mit f(x) = f(2’) in Y stets z = 2
in X folgt.

(b) Wir sagen, dass f surjektiv (oder eine Surjektion) ist, falls fiir jedes y € Y ein ¢ € X mit y = f(z)
existiert.

(c) Wir sagen, dass f bijektiv (oder eine Bijektion) ist, falls f injektiv und surjektiv ist.
(A.46) Beispiel.
(a) Die Abbildung f: {1,2,3} — {4,5}, 1 — 4, 2 — 4, 3 — 5 ist surjektiv, aber nicht injektiv.
(b) Die Abbildung f: {1,2} — {4,5,6}, 1 — 4, 2 — 5 ist injektiv, aber nicht surjektiv.
(c) Die Abbildung f: {1,2,3} — {4,5,6}, 1+ 5, 2+ 6, 3 — 4 ist bijektiv.
(d) Die Abbildung f: {1,2,3} — {4,5,6}, 1 — 5, 2+— 6, 3 — 5 ist weder injektiv noch surjektiv.
(A.47) Definition (Bild, Urbild). Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben.
(a) Fiir eine Teilmenge U von X heift
fU)={f(u) |ueU}:={y €Y |esgibt ein u € U mit y = f(u)}
das Bild von U unter f. Ferner heift Im f := f(X) das Bild von f.
(b) Fiir eine Teilmenge V von Y heifst
V) ={ze X | f(x) eV}
das Urbild von V unter f. Fiir y € Y heifit f~1({y}) die Faser von f iiber y.

Die Notation von Urbild und Faser setzt nicht die Existenz einer inversen Abbildung voraus — wir haben es mit
einer mehrdeutigen Schreibweise zu tun.

(A.48) Beispiel. Essei f: {1,2,3,4} — {5,6,7,8},1—5,2—7,3—5,4+— 8 Dannist f({1,2,3}) = {5,7},
Im f = {5,7,8}, f~'({5,8}) = {1,3,4}, f~'({5}) = {1,3}.

(A.49) Satz. Es sei eine Abbildung f: X — Y gegeben.
(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) Die Abbildung f ist injektiv.
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(ii) Jede Faser von f besitzt hochstens ein Element.
(iii) Esist X = 0 oder es gibt eine Abbildung g: ¥ — X mit go f = idx.
(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i) Die Abbildung f ist surjektiv.
(ii) Jede Faser von f besitzt mindestens ein Element.
(iii) Es gibt eine Abbildung ¢: ¥ — X mit fog =idy.
(¢) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i) Die Abbildung f ist bijektiv.
(ii) Jede Faser von f besitzt genau ein Element.
(iii) Die Abbildung f ist invertierbar.
Beweis. Siehe [12, Satz (3.29)]. O

(A.50) Definition (Restriktion). Es seien eine Abbildung f: X — Y, eine Teilmenge U von X und eine
Teilmenge V' von Y mit f(U) C V gegeben. Die Abbildung

f\g U—V,uw f(u)

wird Restriktion (oder Einschrankung) von f bzgl. U und V genannt.
Fir U C X setzen wir

flu = 1
Fir V CY mit Im f CV setzen wir
fIV = 1k

(A.51) Beispiel. Es sei f: {2,3,5,7,11} — {0,1,2,3}, 2+ 2,3+ 3,5 1, T+ 3, 11+ 3.
(a) Esist

FlEariy {8,711 = {0,1,8}, 85 3,73, 11+ 3.

(b) Es ist

flizzany: {2,711} = {0,1,2,3}, 2 2, 7 3, 11+ 3.

(¢) Es ist

FIT23: {2,3,5,7,11} — {1,2,3}, 22,3 3,5— 1, 7+ 3,11 — 3.

Aquivalenzrelationen und Quotientenmengen

(A.52) Definition (Relation). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Relation (genauer bindre Relation) auf X
ist eine Teilmenge von X x X.
Es seien eine Relation r auf X und z,y € X gegeben. Falls (x,y) € r ist, so sagen wir, dass x bzgl. r in Relation
zu y steht und schreiben x r y.

(A.53) Beispiel.

(a) Fir m,n € N gelte m < n, falls es ein p € N mit n = p + m gibt. Dann ist < eine Relation auf N. Als
Teilmenge von N x N ist < gegeben durch

< ={(m,n) € Nx N|es gibt ein p € N mit n =p+ m}.
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(b) Es sei eine Menge X gegeben. Dann ist = eine Relation auf X. Wir nennen = die Gleichheitsrelation (oder
Gleichheit) auf X. Als Teilmenge von X x X ist = gegeben durch

=={(z,x) |z e X}.
(A.54) Definition (Transitivitit, Reflexivitdt, Symmetrie). Es seien eine Menge X und eine Relation r auf X
gegeben.
(a) Wir sagen, dass r transitiv ist, falls fir z,y,2 € X aus z r y und y r z stets z r z folgt.
(b) Wir sagen, dass r reflexiv ist, falls fiir x € X stets = r x gilt.
(c) Wir sagen, dass r symmetrisch ist, falls fir x,y € X aus x r y stets y r = folgt.
(A.55) Beispiel. Die Relation < auf N ist transitiv, aber nicht reflexiv und nicht symmetrisch.

(A.56) Definition (Aquivalenzrelation). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Aquivalenzrelation auf X ist eine
Relation auf X, welche transitiv, reflexiv und symmetrisch ist.

(A.57) Beispiel.

(a) Fiir x,y € R gelte genau dann x ¢ y, wenn & = y oder = —y ist. Dann ist ¢ eine Aquivalenzrelation
auf R.

(b) Fiir z,y € Z gelte genau dann = =5 y, wenn x und y entweder beide gerade oder beide ungerade sind.
Dann ist =5 eine Aquivalenzrelation auf Z.

(c) Die Relation {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(1,4), (4,1),(2,4), (4,2)} auf {1,2,3,4} ist eine Aqui-

valenzrelation.
(d) Fiir jede Menge X ist die Gleichheitsrelation = auf X eine Aquivalenzrelation auf X.

(A.58) Definition (Aquivalenzklasse). Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben.
Fir z € X heift

[z =z, ={fe€X|Zcua}
die Aquivalenzklasse von x in X bzgl. ¢, und es heifit x ein Reprdsentant von [z]..
(A.59) Beispiel.

(a) Fiir 2, € R gelte genau dann z ¢ y, wenn 2 = y oder & = —y ist. Dann ist ¢ eine Aquivalenzrelation
auf R. Fiir z € R ist [z]. = {z, —x}.

(b) Fiir z,y € Z gelte genau dann x =5 y, wenn x und y entweder beide gerade oder beide ungerade sind. Dann
ist =5 eine Aquivalenzrelation auf Z. Es ist [0]=, = 2Z = {2q | ¢ € Z} und [1]=, = 2Z+1 = {2¢+1 | g € Z}.

(c) Essei c:= {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(1,4), (4,1),(2,4), (4,2)}. Dann ist ¢ eine Aquivalenzre-
lation auf {1,2,3,4}. Es ist [1]. = [2]. = [4]. = {1, 2,4} und [3]. = {3}.

(d) Es sei eine Menge X gegeben. Dann ist die Gleichheitsrelation = eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir 2 € X
ist [z]= = {z}.

(A.60) Definition (Quotientenmenge). Es seien eine Menge X und eine Aquivalenzrelation ¢ auf X gegeben.
Die Menge

X/e = {[a]e | = € X}

heifst Quotientenmenge (oder Quotient) von X modulo ¢. Die Abbildung
quo = quo™/¢: X — X/¢, x — [2].

wird Quotientenabbildung von X/c genannt.

(A.61) Beispiel. Essei ¢:={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(1,4),(4,1),(2,4), (4,2)}. Dann ist
{1,2,3,4} /e = {{1)c, 3l }-
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Verkniipfungen

(A.62) Definition (Verkniipfung). Es sei eine Menge X gegeben. Eine Verknipfung (oder bindre algebraische
Operation) ist eine Abbildung m: X x X — X. Fiir (z,y) € X x X schreiben wir z m y := m(z,y).

(A.63) Beispiel.
(a) Auf N haben wir die Verkniipfungen (m,n) — m + n und (m,n) — m - n.
(b) Auf Ny haben wir die Verkniipfungen (m,n) — m +n und (m,n) — m - n.
(¢) Auf Z haben wir die Verkniipfungen (z,y) —  + y und (z,y) — 2 —y und (z,y) — x - y.
(d) Auf Q haben wir die Verkniipfungen (z,y) — =+ y und (z,y) —  — y und (z,y) — z - y.

(A.64) Definition (Assoziativitit, Kommutativitit). Es seien eine Menge X und eine Verkniipfung m auf X
gegeben.

(a) Wir sagen, dass m assoziativ ist, wenn fiir x,y,z € X stets
zm(ymz)=(zxmy)mz
gilt.
(b) Wir sagen, dass m kommutativ ist, wenn fiir z,y € X stets
rTmy=ymze
gilt.
(A.65) Beispiel. Die Verkniipfungen (m,n) — m+n und (m, n) — m-n auf N sind assoziativ und kommutativ.

(A.66) Definition (neutrales Element). Es seien eine Menge X und eine Verkniipfung m auf X gegeben. Ein
neutrales Element bzgl. m ist ein Element e € X, welches em x = x m e = x fiir alle x € X erfiillt.

(A.67) Beispiel. Es ist 1 ein neutrales Element bzgl. der Verkniipfung (m,n) — m - n auf N.

(A.68) Bemerkung. Es seien eine Menge X und eine Verkniipfung m auf X gegeben. Dann gibt es hochstens
ein neutrales Element bzgl. m.

Beweis. Siehe [12, Bem. (6.11)]. O

(A.69) Definition (inverses Element). Es seien eine Menge X, eine Verkniipfung m auf X, ein neutrales
Element e bzgl. m und ein x € X gegeben. Ein inverses Element zu x bzgl. m ist ein Element y € X,
welches ym x = e und x m y = e erfiillt.

(A.70) Beispiel. Es ist 3 ein zu 3 inverses Element bzgl. der Verkniipfung (m,n) — m - n auf Q.

(A.71) Bemerkung. Es seien eine Menge X, eine assoziative Verkniipfung m auf X, ein neutrales Element e
bzgl. m und ein z € X gegeben. Dann gibt es hochstens ein inverses Element zu x bzgl. m.

Beweis. Siehe [12, Kor. (6.16)]. O

Monoide und Gruppen
(A.72) Definition (Monoid, kommutatives Monoid).

(a) Ein Monoid besteht aus einer Menge M zusammen mit einer assoziativen Verkniipfung - auf M, genannt
Multiplikation (oder Monoidverknipfung) von M, derart, dass M ein neutrales Element bzgl. - besitzt.
Das neutrale Element bzgl. der Multiplikation wird auch Eins (oder Einselement) von M genannt und
als 1 notiert.

(b) Ein Monoid M heiflt kommutativ, falls die Multiplikation von M kommutativ ist.
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(A.73) Definition (abelsches Monoid). Ein abelsches Monoid ist ein kommutatives Monoid A mit Monoid-
verkniipfung +, genannt Addition von A. Das neutrale Element bzgl. der Addition wird auch Null (oder Nuli-
element) von A genannt und als 0 notiert.

Ein abelsches Monoid ist also strukturell gesehen das Gleiche wie ein kommutatives Monoid; wir verwenden
lediglich in abstrakten abelschen Monoiden eine andere Standardnotation: Abstrakte Monoide (die ggf. auch
mal kommutativ sein diirfen, aber im Allgemeinen nicht miissen) werden multiplikativ geschrieben, abstrakte
abelsche Monoide werden additiv geschrieben.

(A.74) Konvention. Wegen der Assoziativitit der Multiplikation einer Halbgruppe bzw. der Addition einer
abelschen Halbgruppe kommt es bei iterierter Bildung nicht auf die Klammerung an. Im Regelfall lassen wir
daher die Klammern im Folgenden weg.

(A.75) Beispiel.

(a) (i) Die Menge N zusammen mit der {iblichen Addition ist eine abelsche Halbgruppe, aber kein abelsches
Monoid.

(ii) Die Menge N zusammen mit der iiblichen Multiplikation ist ein kommutatives Monoid. Die Eins
von N ist die iibliche Eins.

(b) (i) Die Menge Ny zusammen mit der tiblichen Addition ist ein abelsches Monoid. Die Null von Ny ist
die tibliche Null.

(ii) Die Menge Ny zusammen mit der tiblichen Multiplikation ist ein kommutatives Monoid. Die Eins
von Ny ist die Ubliche Eins.

(A.76) Definition (Invertierbarkeit).
(a) Es sei ein Monoid M gegeben. Ein Element x in M heifst invertierbar in M (oder eine Einheit von M),

falls es ein inverses Element zu x bzgl. - gibt. Das zu einem invertierbaren Element x in M bzgl. - inverse

Element y wird auch das Inverse (oder das inverse Element) zu x in M genannt und als =1 = (z=H)M :=y

notiert.

Die Menge der invertierbaren Elemente in M bezeichnen wir mit

M* ={z € M | x ist invertierbar}.

(b) Es sei ein abelsches Monoid A gegeben. Ein Element x in A heilt negierbar in A, falls es ein inverses
Element zu z bzgl. +4 gibt. Das zu einem negierbaren Element = in A bzgl. +4 inverse Element y wird
auch das Negative (oder das negative Element) zu = in A genannt und als —z = (—z)* := y notiert.

(A.77) Beispiel.
(a) Esist No* = {1}, d.h. das einzige invertierbare Element in Ny (bzgl. der iiblichen Multiplikation) ist 1.
(b) Das einzige negierbare Element in Ny (bzgl. der iiblichen Addition) ist 0.
(A.78) Proposition. Es sei ein Monoid M gegeben.
(a) Fiir x,y € M* ist auch zy € M* mit (zy)~! =y Ltz L
(b) Esist 1 € M* mit 17! = 1.
(c) Fiir x € M* ist auch z7! € M* mit (z7!)~! = 2.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(A.79) Bemerkung. Es seien ein Monoid M und a € M*, b,x € M gegeben.
(a) Genau dann gilt ax = b, wenn = = a~!b ist.
(b) Genau dann gilt za = b, wenn x = ba~! ist.

Beweis. Siehe [12, Bem. (6.28)]. O
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(A.80) Korollar. Es seien ein Monoid M und a € M*, z,y € M gegeben. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent.

(a) Esist ax = ay.
(b) Es ist za = ya.
(¢) Esist x =y.
Beweis. Siehe [12, Kor. (6.29)]. O

(A.81) Korollar. Es sei ein Monoid M und a € M*, © € M gegeben. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent.

(a) Esist az = a.

(b) Esist za = a.

(c) Esist z = 1.
Beweis. Siehe [12, Kor. (6.30)]. O
(A.82) Definition ((abelsche) Gruppe).

(a) Eine Gruppe ist ein Monoid G, in welchem jedes Element von G invertierbar ist. Die Monoidverkniipfung
einer Gruppe G wird auch Gruppenverknipfung von G genannt.

(b) Eine abelsche Gruppe ist ein abelsches Monoid A, in welchem jedes Element von A negierbar ist.
(A.83) Beispiel.

(a) (i) Die Menge Z zusammen mit der iiblichen Addition ist eine abelsche Gruppe. Die Null von Z ist die
iibliche Null. Fiir « € Z ist das Negative zu z in Z das iibliche Negative.
(ii) Die Menge Z zusammen mit der {iblichen Multiplikation ist ein kommutatives Monoid, aber keine
Gruppe. Die Eins von Z ist die {ibliche Eins.
(b) (i) Die Menge Q zusammen mit der {iblichen Addition ist eine abelsche Gruppe. Die Null von Q ist die
iibliche Null. Fiir € Q ist das Negative zu = in Q das iibliche Negative.

(ii) Die Menge Q zusammen mit der iiblichen Multiplikation ist ein kommutatives Monoid, aber keine
Gruppe. Die Eins von Q ist die iibliche Eins.

(iii) Die Menge Q\ {0} zusammen mit der iiblichen Multiplikation ist eine kommutative Gruppe. Die Eins
von Q \ {0} ist die iibliche Eins. Fiir z € Q\ {0} ist das Inverse zu z in Q \ {0} das iibliche Inverse.

(A.84) Konvention. Wenn wir in Zukunft von der abelschen Gruppe Z sprechen, so meinen wir damit stets Z
mit der {iblichen Addition. Wenn wir vom kommutativen Monoid Z sprechen, so meinen wir damit stets Z mit
der tblichen Multiplikation. Ahnlich fiir N, Ny, Q, R.

(A.85) Definition (Subtraktion). Es sei eine abelsche Gruppe A gegeben. Die Verkniipfung (z,y) — x + (—y)
auf A wird Subtraktion von A genannt und als — notiert.

Die Gruppe der invertierbaren Elemente

(A.86) Bemerkung. Fiir jedes Monoid M wird M* eine Gruppe, wobei die Multiplikation auf M* durch

- y=a-Ny
fiir x,y € M gegeben ist.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(A.87) Definition (Gruppe der invertierbaren Elemente). Es sei ein Monoid M gegeben. Die Gruppe M*
mit der Multiplikation aus Bemerkung (A.86) heillt Gruppe der invertierbaren Elemente (oder Einheitengruppe)
von M.
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Ringe und Ko6rper
(A.88) Definition (Ring, kommutativer Ring, Korper).

(a) Ein Ring (genauer unitirer Ring oder Ring mit Finselement oder Ring mit Eins) besteht aus einer
abelschen Gruppe R zusammen mit einer Verkniipfung - auf R so, dass die unterliegende Menge von R
ein Monoid mit Multiplikation - wird und so, dass folgendes Axiom gilt.

o Distributivitdt. Fir alle x,y, z € R ist
x(y+2) =zy+xz,
(z+y)z =xz+yz.
(b) Ein Ring R heilt kommutativ, falls die Multiplikation von R kommutativ ist.

(c) Ein Kdrper ist ein kommutativer Ring K, in welchem 1 # 0 gilt und in welchem jedes Element von K\ {0}
invertierbar (bzgl. der Multiplikation -) ist.

(A.89) Beispiel.

(a) Die Menge Z zusammen mit der iiblichen Addition und der {iblichen Multiplikation ist ein kommutativer
Ring, aber kein Ko6rper. Die Null von Z ist die iibliche Null und die Eins von Z ist die iibliche Eins.
Fiir x € Z ist das Negative zu x in Z das {ibliche Negative.

(b) Die Menge Q zusammen mit der iiblichen Addition und der iiblichen Multiplikation ist ein Korper. Die
Null von Q ist die iibliche Null und die Eins von Q ist die iibliche Eins. Fiir x € Q ist das Negative zu x
in Q das ibliche Negative und fiir z € Q \ {0} ist das Inverse zu x in Q das {ibliche Inverse.

(c) Die Menge R zusammen mit der iiblichen Addition und der {iblichen Multiplikation ist ein Korper. Die
Null von R ist die iibliche Null und die Eins von R ist die iibliche Eins. Fiir x € R ist das Negative zu x
in R das iibliche Negative und fiir x € R\ {0} ist das Inverse zu z in R das iibliche Inverse.

(A.90) Proposition. Es sei ein Ring R gegeben.

(a) Firae Rgilt a-0=0-a =0.

(b) Fiir a,b € R gilt a(—b) = (—a)b = —ab.

(c) Fiir a,b € R gilt (—a)(=b) = abd.
Beweis. Siehe [12, Prop. (6.45)]. O
(A.91) Proposition. Es sei ein Koérper K gegeben. Fiir a,b € K folgt aus ab = 0 stets a = 0 oder b = 0.

Beweis. Siehe [12, Prop. (6.48)]. O

Das Induktionsprinzip

Zum Beweis einer Aussage der Form
(VneN:A(n))=(Yn:neN= A(n))

konnen wir zeigen, dass zum einen die Aussage der Form
A1)

und zum anderen fiir jedes n € N die Aussage der Form
A(n) = A(n+1)

gilt.
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Produkt- und Summennotation

(A.92) Notation.

(a) Es sei ein Monoid M gegeben. Fiir jedes n € Ny und alle € M™ mit z;2; = z;; fiir 4, j € [1, n] notieren
wir rekursiv

H 1, falls n = 0,
€Ty =
(ILiepn—1y®i) @n, fallsn>0.

i€[1,n]

(b) Es sei ein abelsches Monoid A gegeben. Fiir jedes n € Ny und alle z € A™ notieren wir rekursiv

0, falls n = 0,
Eie[l,nfl] r; +x,, fallsn >0.

i€[1,n]

(A.93) Notation.
(a) Es seien ein Monoid M und x € M gegeben. Fiir k € Ny setzen wir
z* = H x.
1€[1,k]
Wenn z invertierbar in M ist, so setzen wir
k= (z7h)k
fir k € N.

(b) Es seien ein abelsches Monoid A und = € A gegeben. Fiir k € Ny setzen wir

kr=Fk- -z := Z x.

1€[1,k]

Wenn x negierbar in A ist, so setzen wir

fir k € N.
A.94) Proposition (Potenzgesetze). Es sei ein Monoid M gegeben.
g geg

(a) Fiir x € M, k,l € Ny gilt 2Fz! = 2" Fiir x € M*, k,1 € Z gilt 2¥z! = 2++L,

(b) Fiir x € M, k,1 € Ny gilt (z*)! = 2*. Fiir x € M*, k,1 € Z gilt (z%)! = 2.

(c) Es sei M kommutativ. Fiir z,y € M, k € Ny gilt 2¥y* = (2y)*. Fiir z,y € M*, k € Z gilt 2¥y* = (zy)*.
Beweis. Siehe [12, Prop. (9.14)]. O
(A.95) Notation. Es sei ein Ring R gegeben. Fiir k € Z schreiben wir auch

k=k" =k 17

(A.96) Notation (Kronecker-Delta). Es seien ein Ring R und Objekte i und j gegeben. Das Kronecker-Delta
ist definiert als

17 falls i = j,
dij = R . .
0% falls i # j.
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Die symmetrische Gruppe

(A.97) Bemerkung. Es sei eine Menge X gegeben. Die Menge Map(X, X) wird ein Monoid mit Monoidver-
kniipfung (g, f) — go f. Das Einselement von Map(X, X) ist idx. Ein Element f € Map(X, X) ist genau dann
invertierbar in Map(X, X), wenn f invertierbar im Sinne von Definition (A.41)(b) ist.

Beweis. Siehe [12, Bem. (6.22)]. O
(A.98) Definition (symmetrische Gruppe). Es sei n € Ny gegeben. Die Gruppe

Sn := Map([1,n], [L,n])*
heift symmetrische Gruppe vom Grad n. Die Elemente von S,, werden Permutationen von [1,n] genannt.
Fiir 7 € S,, schreiben wir

102 3 .omo\._

(1) 7(2) 7(3) T nlm)) =
Nach Satz (A.49)(c) besteht S,, fiir n € Ny also gerade aus allen bijektiven Abbildungen von [1,n] nach [1,n].
(A.99) Beispiel.

(a) Es ist
So = {idg} = {()}.
(b) Es ist
S1 = {idy} ={(1)}
(¢) Es ist
Sy = {idf12, (12,2~ 1} ={(12).(31)}
(d) Es ist

Ss={(133),(313),(331),(133),(239), (31 D)}

(A.100) Beispiel. In Sj ist
(313)o(331)=(3
(337)0(213)=(5
(A.101) Definition (Transposition). Eine Transposition (oder Vertauschung) in S,, ist ein 7 € S,, derart, dass

es 4,7 € [1,n] mit ¢ # j und

1o i=1d i+l ... j=1jj+1 ... n\ _
1% 541 ... =T

(1 A I R R n
gibt.

(A.102) Satz. Es sei m € S,, gegeben. Dann lisst sich 7 entweder als Kompositum einer geraden oder einer
ungeraden Anzahl von Transpositionen schreiben.

Beweis. Dies folgt aus [12, Satz (12.29)]. O
(A.103) Definition (Signum). Es sei m € S,, gegeben. Das Signum (oder Vorzeichen) von w ist gegeben durch

{1, 7 ist Kompositum einer geraden Anzahl von Transpositionen,
Sgn T 1=

—1, m ist Kompositum einer ungeraden Anzahl von Transpositionen.
(A.104) Proposition (Produktsatz). Es sei n € Ny gegeben. Fiir 7,0 € S, gilt
sgn(moo) = (sgnm)(sgno).
Beweis. Siehe [12, Prop. (12.27)]. O
(A.105) Korollar. Es sei n € Ny gegeben. Fiir 7 € S,, ist
sgn al= Sgn .

Beweis. Siehe [12, Kor. (12.30)]. O
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Die komplexen Zahlen

(A.106) Arbeitsbasis (Korper der komplexen Zahlen).
(a) Unter einer komplexen Zahl verstehen wir einen , Ausdruck” der Form
z=a+ bi
fiir gewisse a,b € R.
(b) Die komplexe Zahl i = 0 4 1i wird imagindre Einheit genannt.

(¢) Komplexe Zahlen z = a+bi und w = ¢+ di, wobei a, b, ¢, d € R, sind gleich, geschrieben z = w, falls a = ¢
und b = d gilt.

(d) Es seien eine komplexe Zahl z und a,b € R mit z = a + bi gegeben. Wir nennen a den Realteil von z und
schreiben Re z := a. Wir nennen b den Imagindrteil von z und schreiben Im z := b.

(e) Der Kérper der komplezen Zahlen hat die unterliegende Menge
C={a+0bi|abeR}
und es gilt
i?=-1.
(f) Wir identifizieren R mit der Teilmenge {a +0-i|a € R} von C.
(A.107) Definition (konjugierte komplexe Zahl). Es sei z € C gegeben. Wir nennen
Z:=Rez — (Imz)i
die zu z konjugierte komplexe Zahl (oder die zu z komplex Konjugierte).

(A.108) Definition (Absolutbetrag). Es sei z € C gegeben. Wir nennen

2] == /(Re 2)2 + (Im 2)2

den Absolutbetrag (oder Betrag) von z.

Endliche Primkorper
(A.109) Arbeitsbasis (endlicher Primkorper). Fiir jede Primzahl p ist
Fp = {k™ [ ke [0,p 1]}
ein Kérper mit p Elementen, in welchem p = 0 gilt. Wir nennen F,, den Primkérper zur Primzahl p.

(A.110) Definition (Standardtransversale). Fiir jede Primzahl p heifit [0,p — 1] die Standardtransversale
von [F),.

(A.111) Beispiel. Die Standardtransversale von F7 ist [0,6] = {0,1,2,3,4,5,6}.

Die endlichen Korper Fy, Fg und Fy
(A.112) Arbeitsbasis (Fy, Fg, Fy).
(a) Es ist
Fy={a+bx]|a,becFs}
ein Korper mit 4 Elementen, in welchem o = 1 + « gilt. Wir identifizieren Fy mit der Teilmenge

{a+0a|aecFy} von Fy.
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(b) Es ist
Fg = {a+bp +cp? | a,b,c € Fy}

ein Kérper mit 8 Elementen, in welchem B3 = 1 + B gilt. Wir identifizieren Fy mit der Teilmenge
{a+0B +0B?| a € Fy} von Fg.

(c) Esist
]Fg = {Cl+bt ‘ a,bE]Fg}

ein Koérper mit 9 Elementen, in welchem (> = —1 gilt. Wir identifizieren F3 mit der Teilmenge
{a+0u|ae€Fs3} von Fy.

Der Polynomring

(A.113) Notation. Es seien ein Korper K und eine Menge I gegeben. Wir setzen
KW .= {ze K| {ieI]|x;+#0} ist endlich}.

(A.114) Beispiel. Es seien 7,3,z € Q' gegeben durch

T = (0717070707"'> = (Si,l)i€N07
y=1(2,0,1,0,0,...)
= (L1, ) =

(8i,0)ien, + (8i,2)ieNgs
l)ieNo'
Dann sind 2,y € Qo) und z ¢ Qo).

Beweis. Esist {i € I | x; # 0} = {1} endlich und daher + € Q™). Es ist {i € I | y; # 0} = {0,2} und
daher y € Qo). Es ist {i € I | z; # 0} = Ny unendlich und daher z ¢ Q(No). O

(A.115) Arbeitsbasis (Polynomring).
(a) Ein Polynom in X {iber K ist ein ,,Ausdruck® der Form
=Y ax
1€Ng

fiir ein @ € K(No), Die Familie a wird Koeffizientenfolge von f genannt. Fiir i € I wird a; der Koeffizient
von f an der Stelle ¢ genannt.

(b) Es seien Polynome f und g in X iiber K und a,b € K®™o) mit f = D ieNo a; X" und g = 3 b X*

ieN
gegeben. Die Polynome f und g sind gleich, geschrieben f = g, falls a = b gilt. ’
(c) Das Polynom X = 7.\ 81, X" wird Unbestimmte genannt.

(d) Der kommutative Ring gegeben durch die Menge der Polynome

K[X]:={)_ aX'|ac KM}
1€Np

in X iiber K mit Addition und Multiplikation gegeben durch

ST aX T+ 3 X = (ar +by) XY,

1€Ng 1€Ng 1€Ng
(DX X)) =D (> aiby)x*
1€Np j€Ng keNy l:,jgNIg
1+7=

fiir a,b € KM wird Polynomring in X iiber K genannt.
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(e) Wir identifizieren K mit der Teilmenge {aX® | a € K} von K[X]. Das heiRt, unter Missbrauch der
Notation notieren wir a X fiir a € K auch durch a.

(A.116) Beispiel. Es seien f,g € Q[X] gegeben durch f = X? — 1 und g = —X? + 2X? + X + 1. Dann ist
f+g=-X>+3X*+X,
fg=-X5+2X*+2x3 - X2 X —1,
—2f = —2X%+2.

(A.117) Definition (Polynomfunktion). Es seien ein Kérper K, f € K[X] und a € K®o) mit f = Dien, @i X
gegeben. Die Abbildung

K—-K,z— Zaixi
1€Np

heiftt Polynomfunktion zu f und wird unter Missbrauch der Notation wieder als f bezeichnet.
(A.118) Beispiel. Es sei f € Q[X] gegeben durch f = X2 — 1. Dann ist f(5) = 24.
Beweis. Es gilt f(5) =52 — 1= 24. O

Polynome sind keine Funktionen, sie liefern lediglich zugehorige Polynomfunktionen. So gibt es etwa iiber dem
Korper Fy unendlich viele Polynome, aber lediglich vier Polynomfunktionen (alle vier Funktionen von Fy nach Fy
sind Polynomfunktionen).

(A.119) Definition (Grad, normiertes Polynom). Es seien f € K[X]\ {0} und a € K™) mit f = Dien, 4iX*
gegeben.

(a) Der Grad von f ist definiert als
deg f :=max {i € Ny | a; # 0}.
(b) Wir sagen, dass f ein normiertes Polynom ist, falls aqeg f = 1 ist.
(A.120) Beispiel.
(a) Das Polynom X2 — 1 iiber Q hat den Grad 2 und ist normiert.
(b) Das Polynom —X? +2X?2 + X + 1 iiber Q hat den Grad 3 und ist nicht normiert.
(A.121) Proposition. Es sei ein Kérper K gegeben. Dann ist
KX =K*.
Beweis. Siehe [12, Kor. (11.9)]. O
(A.122) Notation. Es sei ein Korper K gegeben. Fiir n € Ny setzen wir
K[ X|<n:={f € K[X]| f=0oder deg f < n}.
(A.123) Bemerkung. Fiir n € Ny ist

KX|en={ Y aX'|acKO 1}
i€[0,n—1]

Insbesondere gilt K[X]<o = {0} und K[X]«; = K.

(A.124) Definition (Nullstelle). Es seien ein Koérper K und f € K[X] gegeben. Eine Nullstelle von f ist
ein a € K mit

fa) =0,
(A.125) Beispiel. Es sei f € Q[X] gegeben durch f = X2 — 1. Dann sind 1 und —1 Nullstellen von f.
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Beweis. Es gilt f(1) =12 —1=0und f(-1) = (—1)? — 1 = 0. Folglich sind 1 und —1 Nullstellen von f. O

(A.126) Definition (Teilbarkeit). Es seien ein Korper K und f,g € K[X] gegeben. Wir sagen f teilt g (oder
dass f ein Teiler von g ist oder dass f ein Faktor von g ist oder dass g ein Vielfaches von f ist), geschrieben f | g,
falls es ein ¢ € K[X] mit g = qf gibt. Wenn f kein Teiler von g ist, so schreiben wir f 1 g.

(A.127) Proposition. Es seien ein Korper K, f € K[X] und a € K gegeben. Genau dann ist a eine Nullstelle
von f, wenn X — a ein Teiler von f ist.

Beweis. Siehe [12, Prop. (12.15)]. O

(A.128) Proposition. Es seien ein Korper K und f € K[X]\ {0} gegeben. Fiir jedes a € K gibt es eindeuti-
ge m € Ny und g € K[X] mit

f=&X-a)"g
und g(a) # 0.
Beweis. Dies folgt aus [12, Satz (12.36)]. O

(A.129) Definition (Vielfachheit). Es seien ein Koérper K, f € K[X]\ {0} und a € K gegeben. Das m € N,
fiir welches es ein g € K[X] mit f = (X — a)™g und g(a) # 0 gibt, wird Vielfachheit (oder Multiplizitit) von a
als Nullstelle von f genannt und als m,(f) := m notiert.

(A.130) Definition (Zerfiallung in Linearfaktoren). Es seien ein Kérper K und ein f € K[X]\ {0} gegeben.

(a) Wir sagen, dass f in Linearfaktoren zerfdllt, falls es b € K* und a; € K fiir i € [1, deg f] mit

f=v J] X-a)

i€[1,deg f]
gibt.

(b) Wir sagen, dass f in verschiedene Linearfaktoren zerfillt, falls es b € K> und verschiedene a; € K fir
i € [1,deg f] mit

f=bv JI (xX-a)
i€[1,deg f]
gibt.
131 eispiel.
(A.131) Beispiel
(a) Es sei ein Kérper K gegeben. Das Polynom X2 — 1 {iber K zerfiillt in Linearfaktoren.
(b) Das Polynom X2 + 1 iiber Q zerfillt nicht in Linearfaktoren.

(A.132) Bemerkung. Es seien ein Korper K und ein f € K[X]\ {0} gegeben. Dann ist

Z m,(f) < deg f.

Genau dann gilt

> mu(f) = deg f,

aceK
wenn f in Linearfaktoren zerfillt.

Beweis. Siehe [12, Bem. (12.47)]. O
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Matrizen

Im Folgenden bezeichnen wir bis zum Ende des Abschnitts mit R stets einen beliebig gegebenen kommutativen,
unitdren Ring.

(A.133) Definition (Matrix). Es seien m,n € Ny gegeben. Die Menge der (m x n)-Matrizen in R ist definiert
als

RMXn .— R[l,m]x[l,n] )

Ein Element von R™*"™ wird (m X n)-Matriz in R (oder (m x n)-Matriz iiber R) genannt.
Fiir eine (m x n)-Matrix A in R schreiben wir auch

Al,l e Al,n

: C | = (Aig)iem)jenn == A
Amit e A

Eine prézise Definition lasst sich mit Hilfe des Begriffs einer Familie geben, siehe oben.
(A.134) Notation. Es sei n € Ny gegeben.
(a) Fiir z € R™*! schreiben wir x; := x; fiir den Eintrag an der Stelle (i, 1) fiir ein i € [1,n] sowie

T

r=| | =(Ti)icnn-
Tp

(b) Fiir z € R schreiben wir x; := 1 ; fiir den Eintrag an der Stelle (1,4) fiir ein i € [1,n] sowie

T = (scl a:n) = (Ti)ig1,n]-
(A.135) Definition (Zeile, Spalte). Es seien m,n € Ny und A € R™*" gegeben.

(a) Fiir i € [1,m] heift A, ~ € R'*" gegeben durch

AZ',, = (Ai71 PR Az)n) == (Al,J)]E[l,TL]
die i-te Zeile von A.
(b) Fiir j € [1,n] heift A_ ; € R™*! gegeben durch

A17]
A= ) = Aigicnm)
A j
die j-te Spalte von A.
(A.136) Beispiel. Es sei



(A.137) Definition (Matrixaddition). Es seien m,n € Ny gegeben.
(a) Fir A, B € R™*" heifit

A1+ Bia Aip+ Bipn

A+ B:= : : = (Aij + Bij)ici1,m),jel1,n]
A1+ Bma Amn+ Bmn

die Summe (oder Matrizsumme) von A und B.
(b) Die Matrix 0 € R™*™ gegeben durch
0 ... 0
0=1|: S = 0)ienmyenn

0O ... 0

heifst Nullmatriz (genauer (m x n)-Nullmatriz {iber R).

(c) Fir A € R™ "™ heifit

_Al,l . _Al,n
—A:= = (_Ai,j)iE[Lm],jE[l,n]
—Api .. A

das Negative (oder die negative Matriz) von A.
(A.138) Beispiel.

(a) Es seien A, B € Z2>*3 gegeben durch
5 0 =3 -2 2 4
A_<1 -1 0)’B_<1 1 1)'
Dann ist
3 2 1
(2.
(b) Es ist 0 € Z**3 gegeben durch
0 0 0
0= (0 0 o) :
(c) Es sei A € Z**3 gegeben durch
5 0 =3
A= (1 -1 0 ) '

Dann ist
-5 0 3
A= <—1 1 0) '
(A.139) Definition (Skalarmultiplikation von Matrizen). Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir c € R, A € R™*"
heifst

CAl,l e CAl,n
cA=c-A:= : = (CAivj)iE[l,m],jE[l,n]
cAmi1 ... CAmn

)

das c-fache von A.
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(A.140) Beispiel. Es sei A € Z2*3 gegeben durch

5 0 -3
A‘<1 -1 0)'

Dann ist

—10 0 6
(=2)A= (—2 2 0) :
(A.141) Definition (Matrixmultiplikation).

(a) Es seien m,n,p € Ny gegeben. Fiir A € R™*", B € R"*P heifst AB € R™*P gegeben durch

AB=A-B=( Z Ai i Bj k)it m),ke1,p]
Je,n]

das Matrizprodukt von A und B.
(b) Es sei n € Ny gegeben. Die Matrix E,, € R"*™ gegeben durch

1 0
En = ..
0 1
heifit Einheitsmatriz (genauer n-te Einheitsmatriz oder n-te Identititsmatriz) iiber R.
(A.142) Beispiel.

(a) Es seien A € R3** B € R**? gegeben durch

0 1 2 3 ; ;L
A=|-1 0 0 1],B= 3 9
1 1 0 O 41
Dann ist
20 10
AB=1|3 -3
3 7

s ist B3 € gegeben durc
b) Es ist E3 € R3*3 ben durch
1 0 0
Es=1(0 1 0
0 0 1

(A.143) Proposition.

(a) Esseien m,n € Ny gegeben. Die Menge R™*™ zusammen mit der Matrixaddition ist eine abelsche Gruppe.
Die Null von R™*™ ist die Nullmatrix. Fiir A € R™*" ist das Negative zu A in R™*™ die negative Matrix.

(b) Es sei n € Ny gegeben. Die Menge R™*™ zusammen mit der Matrixaddition und der Matrixmultipli-
kation ist ein Ring. Die Null von R™*™ ist die Nullmatrix. Die Eins von R"*" ist die Einheitsmatrix.
Fir A € R™*™ ist das Negative zu A in R™*" die negative Matrix.

Beweis.
(a) Siehe [12, Prop. (15.1)].
(b) Siehe [12, Kor. (15.13)]. O
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Wie in jedem Ring gibt es auch in R™*™ fiir n € Ny den Begriff des invertierbaren Elements: Ein A € R™*" ist
invertierbar, falls ein B € R™ ™ mit AB = BA = E,, existiert. In diesem Fall ist das Inverse zu A eindeutig
bestimmt und wird mit A~' = B bezeichnet.

(A.144) Definition (allgemeine lineare Matrixgruppe). Es sei n € Ny gegeben. Die Gruppe
GLn(R) := (R™™)"
heifst allgemeine lineare Gruppe (oder volle lineare Gruppe) vom Grad n iiber R.

(A.145) Beispiel. Es sei A € Z?*? gegeben durch

A<LEJ.

Dann ist A invertierbar mit

(-1 =2
()
(A.146) Definition (Transponierte). Es seien m,n € Ny und A € R™*" gegeben. Die Matrix A" € R"*™
gegeben durch

All Aml

AT =| : = (Aij)jeli ] icl,m]
A oor An

heifst Transponierte von A (oder die zu A transponierte Matrix).

(A.147) Beispiel. Es sei A € Z2*3 gegeben durch

5 0 -3
A_(ll 0)'

Dann ist
5 1
A= 0 -1
-3 0

(A.148) Proposition.

(a) Es seien m,n,p € Ny gegeben. Fiir A € R™*™ B € R™*P gilt
(AB)" = B A"

(b) Es sei n € Ny gegeben. Dann gilt
E" = E,.

(c) Es sei n € Ny gegeben. Fiir eine invertierbare Matrix A € R™*" ist auch A% invertierbar mit
(AT)~1 = (A-Lyr,

(d) Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir A, B € R™*" gilt

(A+B)tr — Atr _'_Btr.

(e) Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir c € R, A € R™*" gilt

(cA)'" = cA™.
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Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

O

(A.149) Definition (Adjungierte). Es seien m,n € Ny und A € C™*" gegeben. Die Matrix A*d € C*m

gegeben durch

Aad = (f,j)jG[l,n],iE[l,m]
wird Adjungierte von A (oder die zu A adjungierte Matrix) genannt.
(A.150) Beispiel. Uber C ist

(1+i —3i 2-21)ad B lg_il 710721
0 —-14+2i i 91 9 i
.151 roposition.
(A.151) Propositi
(a) Es seien m,n,p € Ny gegeben. Fiir A € C™*" B € C"*? gilt
(AB)ad — BadAad.
s sei n € Ny gegeben. Dann gilt
b) Es sei N ben. D il
E* =E,.
(c) Essei n € Ny gegeben. Fiir A € GL,,(C) ist auch A*! € GL,,(C) mit
(Aad)—l _ (A—l)ad_
(d) Es seien m,n € Ny gegeben. Fir A, B € C"™*" gilt
(A—‘rB)ad _ Aad +Bad.
(e) Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir c € C, A € C™*" gilt
(cA)d =zA*d,
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

(A.152) Bemerkung. Es seien m,n € Ny gegeben. Fiir A € C™*™ gilt
(Aad)yad — 4,
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
(A.153) Definition (Dreiecksmatrix). Es sei n € Ny gegeben.
(a) Eine obere (n x n)-Dreiecksmatriz in R ist ein A € R™*™ mit
A; ;=0
fiir 4,7 € [1,n] mit ¢ > j.
(b) Eine untere (n x n)-Dreiecksmatriz in R ist ein A € R™*"™ mit
A ;=0
fiir 4,5 € [1,n] mit ¢ < j.
(A.154) Beispiel. (a) Es ist

1 2 3
0 4 5
0 0 6
eine obere Dreiecksmatrix in Z.
(b) Es ist
1 0 0
0 0O
1 1 1

eine untere Dreiecksmatrix in Z.
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Lineare Gleichungssysteme

Im Folgenden, bis zum Ende des Abschnitts und mit Ausnahme einiger Beispiele, sei stets ein Korper K gegeben.
Es seien m,n € Ny gegeben. Ein lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen und n Unbekannten z; fiir
j € [1,n] iber K ist durch

Az + Aoz + ...+ Aipm, = by,
Asiz1 +  Asoxme + ...+ Aspm, = b,
Am711'1 -+ Am’2x2 + ... + Am,nxn = bm

fir A; ;,b; € K, wobei ¢ € [1,m], j € [1,n], gegeben. Kurz kénnen wir hierfir auch

Z Ai,jxj = bi

J€[L,n]

fiir ¢ € [1,m] schreiben. Wir nennen das lineare Gleichungssystem homogen, falls b; = 0 fiir i € [1,m], und
ansonsten inhomogen.

Da ein lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen und n Unbekannten wie oben nur von den gegebenen
Koeffizienten A; ; und b; fiir ¢ € [1,m], j € [1,n] abhéngt, werden wir lineare Gleichungssysteme im Folgenden
durch Matrizen kodieren. Das lineare Gleichungssystem lésst sich dann umschreiben als eine einzige Gleichung:

Ay A . A,

’ To

Am 1 Am,2 s Am n : bm

) )
X n

Die gegebenen Daten des linearen Gleichungssystems lassen sich auferdem in der Matrix

Al,l A172 . Al,n bl
Ami1 Amaz oo Apn | b
zusammenfassen.

(A.155) Definition (Losung eines linearen Gleichungssystems). Es seien m,n € Ny gegeben.

(a) Es seien A € K™ und b € K™*! gegeben. Die Lisungsmenge des linearen Gleichungssystems zur
erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b) ist definiert als

Sol(A,b) := {x € K™ | Ax = b}.

Ein Element von Sol(A,b) wird Lisung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenma-
trix (A ‘ b) genannt.

(b) Es sei A € K™*" gegeben. Die Losungsmenge Sol(A4,0) des linearen Gleichungssystems zur erweiterten
Koeffizientenmatrix (A ‘ 0) wird auch Lésungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems (oder
Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems) zur Koeffizientenmatrix A genannt. Ein Element
von Sol(A,0) wird auch Lésung des homogenen linearen Gleichungssystems zur Koeflizientenmatrix A
genannt.

(A.156) Proposition. Es seien ein kommutativer Ring R, m,n € Ng, A € R™*" b€ R™*! und z € Sol(4,b)
gegeben. Dann ist

Sol(A,0) — Sol(A4,b), zp — = + xg
eine wohldefinierte Bijektion. Insbesondere ist

Sol(A,b) = {x + zo | mo € Sol(4,0)} =z + Sol(A,0).
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Beweis. Siehe [12, Prop. (16.4)]. O
(A.157) Vorstellung ((reduzierte) Zeilenstufenform). Es seien m,n € Ny und A € K™*" gegeben.

(a) Wir sagen, dass A in Zeilenstufenform ist, falls

O ... Oo|/m x ... x «x
O ... 0]0 O ... 0 m
A= 0 0/0 0 ... 0 0 0O W x *
0 0/0 0 ... O 0 0 O
o ... 0ojoo ....0 ....0 .... 00 O0...0

ist, wobei die mit * markierten Eintrége beliebig und die mit B markierten Eintrdge ungleich 0 sind.

(b) Wir sagen, dass A in reduzierter Zeilenstufenform ist, falls

0O ... 01 % ... %= O * ... * 0
O ... 0j]0 O ... 0 1 X L. * 0

A= 0 00 O 0 0 0 1 = *
0 010 O 0 0 0 0 0
o ... ojo 0 ... 0 ... 0 ... 0 0O ... 0

ist, wobei die mit * markierten Eintrage beliebig sind.
(A.158) Beispiel.
(a) Uber R ist die Matrix

11 -1 =3
0 0 2 4
2 2 0 =2

nicht in Zeilenstufenform.

(b) Uber R ist die Matrix

11 -1 =3
0 0 2 4
0 0 O 0

in Zeilenstufenform, aber nicht in reduzierter Zeilenstufenform.
(c) Uber R ist die Matrix
1 1 0 -1
0 01 2
0 00 O

in reduzierter Zeilenstufenform.

(A.159) Proposition (Losbarkeitskriterium fiir lineare Gleichungssysteme in Zeilenstufenform). Es seien
m,n € Ny, A € K™*" in Zeilenstufenform und ein b € K™*! gegeben. Ferner sei r die Zeilenstufenanzahl von A.
Genau dann gibt es eine Losung des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A ‘ b),
wenn die Zeilenstufenanzahl von (A ‘ b) auch gleich r ist.

Beweis. Siehe [12, Prop. (16.10)(a)]. O
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Der konstruktive Beweis von Proposition (A.159) liefert folgenden Algorithmus zur Bestimmung der Losungs-
menge eines linearen Gleichungssystems zu einer erweiterten Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform.

O ... 0 M x ... x «x

O ... 000 .. 0 nm

0 0 0 O 0 0 0O M = * | ok
0 0 0 O 0 0 0 O

o ...oo o0 ....0 .... 0 .... 0 0 0 ....010

Die r Unbekannten an den B-Spalten nennen wir abhdngige Variablen, die anderen n — r Unbekannten nennen
wir freie Variablen. Zunichst bringen wir die freien Variablen auf die rechte Seite des linearen Gleichungssystems
und ersetzen sie der Reihe nach durch ay,...,a,—, € K. Danach lésen wir, von unten nach oben, nach den
abhéngigen Variablen auf; nach jedem dieser Schritte steht in der jeweils néchsten zu l6senden Gleichung genau
eine abhéngige Variable.

(A.160) Beispiel. Es seien A € R®*4 und b € R3*! gegeben durch

2 2 -2 —6 4
A=100 1 2|, b:=|1
00 0 0 0

3 -1 1
0 1 0
Sol(A,b) = 1 + R 0 +R 9
0 0 1
Beweis. Es ist
2 2 -2 —-6|4
(A ‘ b) =10 0 1 2 |11
0 0 O 010

Fiir x € R**! gilt genau dann x € Sol(A, b), wenn es a1, az € R gibt mit

T2 = aiy,
Ty = G2,
ZE3:1—2.36421—20,27

x1:2_1(4—2m2+2x3+6x4):2—m2+x3+3m4:2—a1+(1—2a2)+3a2:3—a1+a2.

Folglich ist

3—ay+as 3 -1 1
a 0 1 0
Sol(A,b) = { 1 24, | a,a0 € R} ={ 1 +aq 0 + as o | ay,as € R}
as 0 0 1
3 —1 1
0 1 0
=11 + R 0 + R _9 O
0 0 1

(A.161) Vorstellung (elementare Zeilenoperationen). Es seien m,n € Ny und A, A’ € K™*" gegeben. Wir
sagen, dass A’ durch eine elementare Zeilenoperation aus A entsteht, falls einer der folgenden Falle zutrifft.
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e Es entsteht A’ durch Vertauschen der k-ten und I-ten Zeile aus A fiir gewisse k,1 € [1,m]. In diesem Fall
schreiben wir

SWk. 1

A A
e Es entsteht A’ durch Addition des c-fachen der I-ten zur k-ten Zeile aus A fiir gewisse k, ! € [1, m] mit k #{
und ¢ € K. In diesem Fall schreiben wir

addg,i,c
Py

A Al

e Es entsteht A’ durch Multiplikation der k-ten Zeile um das c-fache aus A fiir gewisse k € [1,m], c € K*.
In diesem Fall schreiben wir

mulg o

A Al

(A.162) Beispiel. Uber Q gilt

02 1 -3 2 0 -2 2 0 =2 6\ pu, (1 0 -1 3
SW1 2 addsz 2,2 1,5

2 0 -2 6 o2 1 3)]+——0 2 1 -3|]+—1|0 2 1 =3

0 4 2 -7 04 2 =7 00 0 -1 00 0 -1

(A.163) Proposition. Es seien m,n € Ny, 4, A’ € K™*", b,b' € K™*! so gegeben, dass (A’ ‘ V') durch eine
endliche Folge elementarer Zeilenoperationen aus (A ‘ b) entsteht. Dann ist

Sol(A, b) = Sol(A’,b').
Beweis. Siehe [12, Prop. (16.17)]. O

(A.164) Satz. Es seien m,n € Ny gegeben.

(a) Jedes A € K™*™ lasst sich durch eine Folge von Vertauschungs- und Additionsoperationen in eine Matrix
in Zeilenstufenform iiberfithren.

(b) Jedes A € K™*™ in Zeilenstufenform lésst sich durch eine Folge von Multiplikations- und Additionsope-
rationen in eine Matrix in reduzierter Zeilenstufenform tiberfiihren.

(c) Jedes A € K™*™ lisst sich durch eine Folge von elementaren Zeilenoperationen in eine Matrix in redu-
zierter Zeilenstufenform {iberfiihren.

Beweisskizze. Da eine Nullmatrix bereits in reduzierter Zeilenstufenform ist, diirfen wir ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen, dass A # 0 ist.

(a) Wir betrachten die vorderste Spalte von A, in welcher ein von 0 verschiedener Eintrag steht, und vertau-
schen diese Zeile mit der ersten Zeile von A. Danach rdumen wir die Eintrége in dieser Spalte unterhalb
der ersten Zeile mittels geeigneten Additionsoperationen aus.

Sl (. 0| |x ..\ [ O M |x ..\
0 *|* ... cee Ok L e 010 % .
0| M| x N L TN 0|0 |=

0] x| * 01 0|«

Nun iterieren wir das Verfahren mit der Matrix unterhalb der ersten Zeile.

(b) Wir betrachten die letzte Zeile von A, in welcher ein von 0 verschiedener Eintrag steht. Durch Multipli-
kation dieser Zeile mit einem geeigneten Element aus K erhalten wir eine Matrix, deren vorderster von 0
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verschiedener Eintrag in dieser Zeile eine 1 ist. Danach rdumen wir die Eintrédge oberhalb dieser 1 mittels
geeigneten Additionsoperationen aus.

*
0| M| x — 01/ = — — 01
0/010 0|00 0 0

Nun iterieren wir das Verfahren mit der Matrix oberhalb der letzten Zeile, in welcher ein von 0 verschie-
dener Eintrag steht.

(c) Dies folgt aus (a) und (b). O
(A.165) Beispiel. Es seien B, B, B” € R3*5 gegeben durch

-2 2 -6 —-10 —-24 11 -3 -2 —4 10 0 0 1
B=(2 3 -9 -7 -15|,B=|0 1 -3 -3 —-7|,B"=|0 1 -3 0 -1
1 1 -3 -2 -4 0 0 0 -2 -4 00 0 1 2

Dann ldsst sich B durch eine Folge elementarer Zeilenoperationen in die Matrix B’ und in die Matrix B”
iberfithren.

Beweis. Wir benutzen das Gauflsche Eliminationsverfahren:

-2 2 -6 —10 —24) 11 -3 -2 -4\ 11 -3 -2 —4
2 3 -9 -7 -15 Bol—2 2 -6 —10 —24 | &2 (0 4 —12 —14 —32
1 1 -3 —2 -4 2 3 -9 -7 -—15 2 3 -9 -7 -—15
" 11 -3 -2 -4\ 11 -3 -2 —4
22010 4 —12 —14 —32 2% lo 1 -3 -3 -7
01 -3 -3 -7 0 4 —12 —14 -32
" 11 =3 =2 4\ g, , (11 -3 -2 —4\ 11 -3 0 0
—_2 o 1 -3 -3 —7|——%110 1 -3 -3 —7|—22%(0 1 -3 -3 -7
00 0 -2 —4 00 0 1 2 00 0 1 2
" 11 =30 0\ 10 0 0 1
223 o 1 =3 0 -1 2 loo1 -3 0 -1 O
00 0 1 2 00 0 1 2

Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems iiber R zur erweiterten Koeffizientenmatrix

-2 2 -6 —-10|-24
2 3 -9 -7 |-15
1 1 -3 —2| —4
ist also durch
2 2 -6 -10\ [-24 10 0 0\ /1 _11 g
Sol(f 2 3 -9 =7 ],]-15])=Sol(f0 1 =3 0},-1])=HA 0 +a 1 | a € R}
1 1 -3 -2 —4 00 0 1 2
2 0
1 0
-1 3
=l o |TR|:
2 0

gegeben.

(A.166) Definition (Elementarmatrizen). Es sei n € Ny gegeben. Eine Matrix R € K™*™ heifst Elementar-
matriz, falls R durch eine elementare Zeilenoperation aus E,, entsteht.
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o Gilt

SWE .1

E,——R

fiir gewisse k, [ € [1, n], so schreiben wir
kayl = R

o Gilt

addw,;,c

E.. R
fiir gewisse k,l € [1,n] mit k # [ und ¢ € K, so schreiben wir

Addk’lyc = R.

o Gilt

muly .

En R
fiir gewisse k € [1,n], ¢ € K, ¢ # 0, so schreiben wir
Mul, . == R.
(A.167) Beispiel.

(a) In Q3%3 ist

1 0 0
SW273 = 0 0 1
0 1 0
(b) In @Q3*3 ist
1 00
Adds =0 1 0
2 01
(c) In Q@3*3 ist
1 0 0
Mu127,3: 0 -3 0
0 0 1

(A.168) Bemerkung. Es seien m,n € Ny und A, A’ € K™*™ so gegeben, dass A’ durch eine elementare
Zeilenoperation aus A entsteht. Bezeichnet R die Elementarmatrix, welche durch die gleiche elementare Zeilen-
operation auf E,, entsteht, so gilt

A" = RA.
Beweis. Siehe [12, Kor. (16.27)]. O

(A.169) Satz. Es seien n € Ny und A € K™*" gegeben. Genau dann ist A € GL, (K), wenn sich (A ‘ En)
durch eine Folge elementarer Zeilenoperationen in eine Matrix (En ‘ B) fiir ein B € K™*™ iiberfiihren ldsst. In
diesem Fall ist A~! = B.

Beweis. Siehe [12, Satz (16.28)]. O
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(A.170) Beispiel. Es sei A € Q%3 gegeben durch

1 11
A=(1 1 0
1 0 1
Dann ist
-1 1 1
A7t=11 0o -1
1 -1 0

Beweis. Wir werden elementare Zeilenoperationen auf die Matrix (A ‘ E3) an:

11110 0\ 00 1|1 -1 0) 00 1/l1 =10
11 0[0 10 22l 1 0l0 10 11 0/0 100
1 0 1/0 0 1 10 1/0 0 1 1 0 0[-1 1 1
» 00 11 -1 0 10 0/-1 1 1
Lo 10 0 -1 ]|~% (0o 101 0 -1
10 0/-1 1 1 00 1|1 -1 0
Folglich ist
-1 1 1
Al'=11 0 -1 O
1 -1 0

B Algebren und Korpererweiterungen

Ziel dieses Abschnitts ist das Kennenlernen einer Methode zur Konstruktion von Koérpererweiterungen. Ausge-
hend von einem Korper K wollen wir einen Korper L so konstruieren, dass Addition bzw. Multiplikation von K
durch Einschrankung von Addition bzw. Multiplikation von L entstehen.

Dabei gehen wir in zwei Schritten vor: Zuerst betrachten wir einen Ring A, in welchem K liegt (zumindest
im Wesentlichen) und welcher die geforderten Vererbungseigenschaften hinsichtlich der Verkniipfungen erfiillt.
Dabei wird A so gewadhlt, dass dieser Ring gleichzeitig ein Vektorraum iiber K ist, etwa A = K™*"™ fiir einn € N.
Dies fiihrt uns auf den Begriff der K-Algebra.

In einem zweiten Schritt suchen wir in A nach einer Unteralgebra L, welche von den Potenzen eines Elements
z € A erzeugt wird, und von welcher wir dann im jeweiligen Fall zeigen konnen, dass alle Elemente ungleich der
Null invertierbar sind, so dass es sich sogar um einen Koérper handelt.

KCL={(s']icNy) CA

Als Hilfsmittel entwickeln wir zunéchst die elementare Theorie der K-Algebren, welche in weiten Teilen ganz
analog zu der fiir K-Vektorrdume verlauft.

Im Folgenden bezeichnen wir bis zum Ende des Abschnitts mit K stets einen beliebig gegebenen Korper.
Algebren

Der Begriff der K-Algebra entsteht als Synthese der Begriffe K-Vektorraum und Ring:

(B.1) Definition (Algebra). Eine Algebra iiber K (oder K-Algebra) besteht aus einem K-Vektorraum A
zusammen mit einer Abbildung A x A — A, (x,y) — ay = x - y, genannt Multiplikation, derart, dass folgende
Axiome gelten.

o Assoziativitdt der Multiplikation. Fir x,y,z € A ist

2(yz) = (zy)z.
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e FEuxistenz der Fins. Es existiert ein e € A mit
er =xe=1x
fir alle x € A.

o Distributivitdt von Addition und Multiplikation. Fir z,y,z € A ist

(z +y)z = (z2) + (y2),
z(y + z) = (zy) + (22).

o Distributivitat von Skalarmultiplikation und Multiplikation. Fir a € K, z,y € A ist

(az)y = a(zy),
z(ay) = a(zy).

Es sei eine K-Algebra A gegeben. Es ldsst sich zeigen, dass das neutrale Element bzgl. der Multiplikation in A
eindeutig durch diese bestimmt ist. Wir bezeichnen es mit 1 und nennen es die Fins von A. Wir haben also
lx = 21 = z fiir alle z € A.

Es sei eine K-Algebra A gegeben. Die ersten beiden hier gelisteten Axiome besagen gerade, dass die unterliegende
Menge von A zusammen mit der Multiplikation ein Monoid ist. Die ersten drei hier gelisteten Axiome haben
zur Folge, dass die unterliegende abelsche Gruppe von A (also A zusammen mit der Addition, welche durch die
Vektorraumstruktur gegeben ist) zusammen mit der Multiplikation ein unitdrer Ring ist. Lax gesprochen ist
eine K-Algebra also eine Struktur, bei der Vektorraum- und Ringstruktur zusammentreffen, und zwar auf eine
vertrigliche Art und Weise (némlich so, dass die Additionen gleich sind, und so, dass Skalarmultiplikation und
Multiplikation vertréiglich sind, siehe das vierte hier gelistete Axiom).

(B.2) Definition (kommutative Algebra). Eine K-Algebra A heifst kommutativ, falls die Multiplikation von A
kommutativ ist.

(B.3) Konvention. Wir verwenden fiir Skalarmultiplikation und Multiplikation die gleiche Notation und ver-
wenden die {iblichen Konventionen wie das Weglassen von Klammern bei iterierten Produkten oder ,,Punkt- vor
Strichrechnung.

(B.4) Beispiel.

(a) Der Polynomring K[X] wird eine kommutative K-Algebra bzgl. der iiblichen Addition, Multiplikation und
Skalarmultiplikation von Polynomen. (1°)

(b) Es sei ein K-Vektorraum V gegeben. Dann wird Endg (V') eine K-Algebra bzgl. der {iblichen Addition,
Komposition als Multiplikation, sowie der iiblichen Skalarmultiplikation. Die Eins von Endg (V) ist idy .

(¢) Fiir n € Ny wird K™*" eine K-Algebra bzgl. der {iblichen Addition, Multiplikation und Skalarmultiplika-
tion von Matrizen. Die Eins von K"*" ist E,,.

(d) Es sei ein Korper L so gegeben, dass die unterliegende Menge von K eine Teilmenge von L ist, und so,
dass Addition bzw. Multiplikation von K gerade durch Einschrankung der Addition bzw. der Multipli-
kation von L gegeben ist. (}!) Dann wird L eine kommutative K-Algebra mit Addition gegeben durch
die Addition des Korpers L, mit Multiplikation gegeben durch die Multiplikation des Kérpers L, und mit
Skalarmultiplikation gegeben durch die Einschrinkung K x L — L, (a,z) — ax.

(e) Es wird K eine kommutative K-Algebra mit Addition gegeben durch die Addition des Korpers K und
mit Multiplikation und Skalarmultiplikation gegeben durch die Multiplikation des Korpers K.

(f) Jede einelementige Menge wird eine K-Algebra (mit der einzig moglichen Addition, der einzig moglichen
Skalarmultiplikation und der einzig moglichen Multiplikation).

10 Aus diesem Grund wird K[X] manchmal auch die Polynomalgebra iiber K in der Unbestimmten X genannt.
11Man nennt K dann einen Unterkérper von L.
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Beweis.
(d) Dies ist ein Spezialfall von (d). O

(B.5) Beispiel. Es wird R eine Q-Algebra mit Addition gegeben durch die iibliche Addition der reellen Zahlen,
mit Multiplikation gegeben durch die iibliche Multiplikation der reellen Zahlen, und mit Skalarmultiplikation
gegeben durch Q x R — R, (a,z) — az.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Beispiel (B.4)(d). O

Im Folgenden wollen wir, ausgehend von K, einen Ko&rper L so konstruieren, dass die Situation in Bei-
spiel (B.4)(d) eintritt. Hierzu bedienen wir uns der Polynomalgebra aus Beispiel (B.4)(a) und der Matrixal-
gebra aus Beispiel (B.4)(c).

Homomorphismen

Analog zu den Vektorraumhomomorphismen gibt es auch fiir Algebren die strukturvertréglichen Abbildun-
gen, welche wir als néchstes einfithren wollen. Unsere Kandidaten fiir Kérpererweiterungen werden Bilder von
speziellen solchen Homomorphismen sein.

(B.6) Definition (K-Algebrenhomomorphismus). Es seien K-Algebren A und B gegeben. Ein K-Algebren-
homomorphismus von A nach B ist ein K-Vektorraumhomomorphismus ¢: A — B so, dass folgende Axiome
gelten.

o Vertraglichkeit mit den Multiplikationen. Fiir alle z,z' € A gilt
p(zz) = p(z) p(z').
o Vertraglichkeit der Einselemente. Es ist

e(l) =1

Die beiden hier gelisteten Axiome besagen gerade, dass ein K-Algebrenhomomorphismus bzgl. der unterliegen-
den Monoidstrukturen von Start und Ziel ein Monoidhomomorphismus ist. Sie haben aufserdem zur Folge, dass
ein K-Algebrenhomomorphismus bzgl. der unterliegenden Ringstrukturen von Start und Ziel ein Ringhomo-
morphismus ist.

(B.7) Beispiel. Die Abbildung

Az o A2,1)

K22 5 K22 A
v Ao Arg

ist ein K-Algebrenhomomorphismus.

Beweis. Fiir A, A’ € K?*2 gilt
A1 A12> ( 11 /12> <A11+A/11 A12+A/12>
A+ A= ’ I v 2 ) = ’ : ’ :
# ) S0(<A2,1 Az o Ayq A, )=l Agn+ Ay Asa+ A, )
Ago + Ah, A21+A/21) <A22 A21> <AI22 Alzl) /
= ’ ’ ’ ’ = ’ ’ + ’ ’ = A + A ,
<A1,2 F AL, Ay AL Az Aig A, Ay, ) = oA Fed)
und fiir c € K, A € K?*2 gilt
- Aiqr A2\, cAi1 cAi2\,  [cA22 cAs1\  [Aza Az
w(ed) = ¢le <A2,1 Az ) = ¢ cAs1 cArp )= cAre cAia/) ¢ Ao A1p) c(A).
Nach dem Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) ist ¢ somit ein Vektorraumhomomorphismus.
Fiir A, A’ € K?*2 gilt ferner

P(AA) = o Ay Ap) (Aln Ao ) = A AL+ A gAY A AL+ Al Ay,
Agn Agp) \As; Ah, Ag gAY+ AgpAhy Ax Al o+ AgpAs,
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A Ay g+ Agp Ay Apn Ay + AgpAb \ _ (Agpdhy+ Ap Ay, Agpdh ) + Ay Ay,
A1 A o+ A1pAyy A1 Al + A4y A1pAy o+ A1 AT, Ar1pAS + A1 AL,

A2,2 Ag,l A/2’2 /2’1 B )
(Al,z A1,1> (A’L2 Al = p(A) p(A"),

und es ist
1 0 10
ew=w(y P=(g 9)=1
Insgesamt ist ¢ ein Algebrenhomomorphismus. O

Wir betonen, dass beim Nachweis eines Algebrenhomomorphismus auf die Vertréaglichkeit der Einselemente nicht
verzichtet werden kann (im Gegensatz zur Vertriglichkeit der Nullvektoren bei Vektorraumhomomorphismen,
vgl. Definition (2.1) und das Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2)). Beispielsweise ist

. 22 z 0
p: K> K ,:L’r—>(0 O)

ein K-Vektorraumhomomorphismus, welcher vertriglich mit den Multiplikationen von K und K?2*? ist, aber
nicht vertriglich mit den Einselementen von K und K?2*2 ist: Es ist

o(1) = (é 8) £ (é (1)) — By = 1577,

Insbesondere ist ¢ daher kein K-Algebrenhomomorphismus.
Nichtsdestotrotz sind die Axiome eines K-Algebrenhomomorphismus etwas redundant, wie wir nun sehen wer-
den.

(B.8) Bemerkung (Kriterium fiir Algebrenhomomorphismen). Es seien K-Algebren A und B und eine Ab-
bildung ¢: A — B gegeben. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Esist ¢ ein K-Algebrenhomomorphismus.
(b) Es gilt:

o Vertraglichkeit mit den Additionen. Fiir z,2' € A ist p(x + 2') = ¢(x) + o(a).
o Vertrdaglichkeit mit den Multiplikationen. Fir x, 2" € A ist p(xx’) = p(x) p(z).
o Vertraglichkeit mit den Skalaren. Fir a € K ist p(a-1) =a- 1.

Beweisskizze. Dies lasst sich dhnlich zum Kriterium fiir Vektorraumhomomorphismen (2.2) zeigen. O
Auch der Begriff des Vektorraumisomorphismus hat eine Entsprechung fiir Algebren:

(B.9) Definition (K-Algebrenisomorphismus). Es seien K-Algebren A und B gegeben. Ein K -Algebreniso-
morphismus von A nach B ist ein K-Algebrenhomomorphismus ¢: A — B so, dass ¢ eine invertierbare Abbil-
dung und ¢~ !: B — A ein K-Algebrenhomomorphismus ist.

(B.10) Bemerkung. Es sei ein K-Algebrenhomomorphismus ¢: A — B gegeben. Die folgenden Bedingungen
sind dquivalent.

(a) Es ist ¢ ein K-Algebrenisomorphismus.
(b) Es ist ¢ eine invertierbare Abbildung.
(¢) Es ist ¢ bijektiv.
Beweisskizze. Dies lasst sich dhnlich zu Bemerkung (2.9) zeigen. O

Schlieflich betrachten wir Homomorphismen, welche uns erlauben, den Kérper K in fast jede K-Algebra ein-
zubetten.
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(B.11) Proposition. Es sei eine K-Algebra A gegeben. Die Abbildung
K= A a—a-14
ist ein K-Algebrenhomomorphismus. Wenn A # {0} ist, dann ist ¢ injektiv.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Wie im Beispiel der Polynomalgebra, sieche Arbeitsbasis (A.115)(e), fassen wir im Folgenden K als eine Teilmenge
einer K-Algebra ungleich {0} auf:

(B.12) Konvention. Es sei eine K-Algebra A # {0} gegeben. Von jetzt an identifizieren wir K mit dem Bild
des injektiven K-Algebrenhomomorphismus ¢t: K — A, a + a - 14 aus Proposition (B.11). Das heifit, unter
Missbrauch der Notationen schreiben wir K anstatt Im¢, und fiir @ € K notieren wir das Bild ¢(a) von a auch
durch a.

So fassen wir beispielsweise R als Teilmenge von R?*? auf, indem wir ¢ € R mit a - 1 = aE; identifizieren.
Fiir 7 € R?*2 gegeben durch

=09

machen dann Ausdriicke wie a + bi fiir a,b € R einen Sinn, es ist

ipicalt OV (0 1\ (o b
aT=aly 1 1 o) \b a)

Es seien K-Algebren A und B und eine Abbildung ¢: A — B gegeben. Falls A # {0} und B # {0} ist, so
lasst sich die Vertréiglichkeit mit den Skalaren im Kriterium fiir Algebrenhomomorphismen (B.8) dank Konven-
tion (B.12) wie folgt umformulieren:

o Vertraglichkeit mit den Skalaren. Fir a € K ist ¢(a) = a.
Mit anderen Worten: Es ist ¢(K) C K und ¢|¥ = idg.

Unteralgebren

Als néchstes betrachten wir die Unterstrukturen von Algebren, welche in Analogie zu den Untervektorrdumen
definiert sind, vgl. Definition (1.12).

(B.13) Definition (Unteralgebra). Es sei eine K-Algebra A gegeben. Eine K -Unteralgebra von A ist eine K-Al-
gebra U derart, dass der unterliegende K-Vektorraum von U ein K-Untervektorraum von A ist, und so, dass
fiir u,u’ € U stets

gilt.

Eine Unteralgebra einer K-Algebra A ist also eine K-Algebra U derart, dass U eine Teilmenge von A ist und
die Operationen von U gerade als Einschrankungen der jeweiligen Operationen von A entstehen.
Wie bei den Untervektorrdumen treffen wir folgende Vereinbarung.

(B.14) Konvention. Es seien eine K-Algebra A und eine Teilmenge U von A gegeben. Da die Addition bzw.
die Skalarmultiplikation bzw. die Multiplikation jeder K-Unteralgebra von A vollstdndig durch die Addition bzw.
die Skalarmultiplikation bzw. die Multiplikation von A bestimmt ist, gibt es héchstens eine Algebrenstruktur
auf U so, dass U mit dieser Algebrenstruktur eine K-Unteralgebra von A wird. Wir sagen daher auch, dass U
eine K-Unteralgebra von A ist, falls so eine Algebrenstruktur auf U existiert.

Unter Verwendung von Konvention (B.14) geben wir nun ein Kriterium zur Erkennung von Unteralgebren an.

(B.15) Lemma (Unteralgebrakriterium). Es seien eine K-Algebra A und eine Teilmenge U von A gegeben.
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
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(a) Esist U eine K-Unteralgebra von A.
(b) Es gilt:
e Abgeschlossenheit unter der Addition. Fiir u,u’ € U ist
u+u €U.
e Abgeschlossenheit unter der Multiplikation. Fir u,u’ € U ist

uu’ € U.

e Abgeschlossenheit unter den Skalaren. Fir a € K ist
a-14eU.

Beweisskizze. Dies lasst sich dhnlich zum Untervektorraumkriterium (1.15) zeigen. O

Falls A # {0} ist, so l4sst sich die Abgeschlossenheit unter den Skalaren im Unteralgebrakriterium (B.15) dank
Konvention (B.12) wie folgt umformulieren:

o Abgeschlossenheit unter den Skalaren. Es ist

KCU.

Unsere Beispiele fiir Unteralgebren werden Bilder von Algebrenhomomorphismen sein. Wir halten fest, dass
solche Bilder stets Unteralgebren der Zielalgebra sind:

(B.16) Bemerkung. Es sei ein K-Algebrenhomomorphismus ¢: A — B gegeben. Dann ist Im ¢ eine K-Un-
teralgebra von B. (12)

Beweis. Dies ldsst sich dhnlich zu Bemerkung (2.12)(a) zeigen. O

Der Einsetzungshomomorphismus

Als néchstes wollen wir Unteralgebren einer K-Algebra A betrachten, welche jeweils durch Einsetzen eines
Elements « von A in alle Polynome iiber K (in einer Unbestimmten) entstehen. Hierzu betrachten wir den
sogenannten Finsetzungshomomorphismus.

Zunichst sei daher an den Begriff des Polynoms erinnert: Ein Polynom iiber K in der Unbestimmten X hat die
Form

f = Z aiXi
i€Np

fiir ein a = (a;)ien, € KM, d.h. fiir ein @ € KM so, dass {i € Ny | a; # 0} endlich ist. Es ist (X?);ey, eine
Basis von K[X]. Fiir a,b € K (No) gilt auf Grund der linearen Unabhéngigkeit somit genau dann

E aiXi = E bZXZ,
1€Np 1€Ng
wenn a = b ist.

(B.17) Proposition. Es seien eine K-Algebra A und ein z € A gegeben. Die Abbildung ev,: K[X] — A
gegeben durch

evz(z a; X" = Z a; z’

1€Np i€Ng

fir o € KMo ist ein K-Algebrenhomomorphismus.

12Djie analoge Aussage fiir den Kern ist im Allgemeinen falsch.
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Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(B.18) Definition (Einsetzungshomomorphismus). Es seien eine K-Algebra A und ein € A gegeben.
Der K-Algebrenhomomorphismus ev, : K[X]| — A gegeben durch

evw(z a; X" = Z a;z’
1€Ng i€Ng
fir a € KMo) heiRt Einsetzungshomomorphismus. Wir schreiben
f(@) :=eva(f)
fir f € K[X].

Mit der in Definition (B.18) vereinbarten Notation lésst sich der Einsetzungshomomorphismus fiir ein Element x
einer K-Algebra A kurz wie folgt notieren:

ev,: K[X]| = A, f— f(x)
Wir veranschaulichen das Einsetzen von Algebrenelementen in Polynome noch einmal an einigen Beispielen:
(B.19) Beispiel. Es seien ein Kérper K sowie f € K[X], a € KM mit f =3
(a) Fir b e K ist f(b) € K gegeben durch
Fo) =" aib'.

1€Np

ien, i X" gegeben.

b) Es sei n € Ny gegeben. Fir A € K™*" ist
(b) 0 geg

FA) =" a; A"
1€Np

(c) Esist

FX)=) aX' =

ieNg

Wir sind an den Bildern von Einsetzungshomomorphismen interessiert:

(B.20) Notation. Es seien eine K-Algebra A und ein z € A gegeben. Wir setzen
K[z] :=Imev,.

Notation (B.20) ist vertriglich mit der Notation des Polynomrings K[X]: Der Einsetzungshomomorphismus
evy: K[X] — K[X] ist gegeben durch evy = idg[x). Vgl. Beispiel (B.19)(c).

(B.21) Bemerkung. Es seien eine K-Algebra A und ein z € A gegeben. Dann ist K[z] eine kommutati-
ve K-Unteralgebra von A.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
(B.22) Bemerkung. Es seien eine K-Algebra A und ein x € A gegeben. Dann ist

(") ieo
ein Erzeugendensystem von K|[z] als K-Vektorraum.

Beweis. Es ist

Klz] =Imev, = {ev,(f) | f € K[X]} ={f(2) | f € K[X]} = {Z a;ir’ |a € KMo} = (2% | i e Ny)

und damit (2%);en, ein Erzeugendensystem von K[z]. O
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Es seien eine K-Algebra A und ein « € A gegeben. Lax gesprochen sind die Elemente von K [x] also ,,polynomielle
Ausdriicke® in x, es ist

Kla] = {f(2) | f € K[X]} = {D_ aia’ [a € K"},
1€Ng

Der Unterschied zu ,jechten Polynomen* liegt darin, dass die Koeffizienten der Elemente von K[z] nicht durch
diese bestimmt sein miissen, es kann unter Umstéinden a,b € K®M0) mit ZiENo a;xt = ZieNo biz' und a # b
geben. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Einsetzungshomomorphismus ev,: K[X] — A, f — f(z) nicht
injektiv ist, bzw. falls (z%);en, ein linear abhingiges Erzeugendensystem von K|[z] ist. In diesem Fall werden
wir, analog zum endlichen Fall im Basisauswahlsatz (1.49), das Erzeugendensystem (x%);cy, zu einer endlichen
Basis von K [z] verkiirzen, und zwar sogar auf eine ganz spezielle Art und Weise.

(B.23) Bemerkung. Es seien eine K-Algebra A, ein x € A und ein n € Ny gegeben. Genau dann ist
(1,z,...,2""1) ein Erzeugendensystem von K[z], wenn 2" eine Linearkombination von (1,x,...,2" 1) ist.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(B.24) Korollar. Es seien eine K-Algebra A und ein x € A gegeben. Wenn es ein n € Ny derart gibt,
dass (1,,...,2""!) linear unabhingig und z" eine Linearkombination von (1,z,...,2"~!) ist, dann ist
(1,z,...,2""1) eine Basis von K|x].

Beweis. Wenn es ein n € Ny so gibt, dass (1,x,...,2" 1) linear unabhiingig und 2™ eine Linearkombination
von (1,z,...,2"" 1) ist, dann ist (1,2,...,2" 1) nach Bemerkung (B.23) ein Erzeugendensystem und damit
eine Basis von K|z]. O

Nachdem wir nun eine Methode zur Bestimmung einer Basis von endlich erzeugten Unteralgebren der Form K|x]
fiir ein Element z einer K-Algebra A kennengelernt haben, kénnen wir nun einige Beispiele solcher Unteralgebren
explizit beschreiben:

(B.25) Beispiel.
(a) Fiir jede K-Algebra A # {0} ist (1) eine Basis von K[1] = K.
(b) Es ist (1,v/2) eine Basis von Q[v/2].
(c) Es sei i € R?*2 gegeben durch

(0 -1
T oo

und es sei C die R-Unteralgebra von R?*? gegeben durch
C = R[].

Dann ist (1,¢) eine Basis von C.

Beweis.

(a) Wegen A # {0} ist 1 # 0 und damit (1) linear unabhéingig in A. Ferner ist 1! = 1 eine Linearkombination
von (1) und damit (1) nach Korollar (B.24) eine Basis von K[1]. Es folgt K[1] = (1) = K.

(b) Wegen 1 # 0 in R ist (1) linear unabhiingig in R iiber Q. Auf Grund der Irrationalitit von /2 ist
ferner v/2 ¢ Q = (1)g und damit (1, +/2) linear unabhingig in R iiber Q nach Proposition (1.37). Schlieflich
ist (v2)2 = 2 = 2-1+40-+/2 eine Linearkombination von (1,/2) iiber Q und damit (1,/2) nach
Korollar (B.24) eine Basis von Q[v/2].

(c) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O
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Korpererweiterungen

Schlieflich kénnen wir unser vorgegebenes Ziel préazise formulieren und charakterisieren.

(B.26) Definition (Koérpererweiterung). Eine Korpererweiterung iiber K (oder K -Kdérpererweiterung) ist eine
K-Algebra L so, dass der unterliegende Ring von L ein Korper ist.

(B.27) Bemerkung. Es sei eine K-Algebra L gegeben. Genau dann ist L eine K-Korpererweiterung, wenn L

kommutativ und L* = L \ {0} ist.

Das nachfolgende Korollar gibt nun eine Antwort auf die Frage, wann das Bild eines Einsetzungshomomorphis-

mus eine Korpererweiterung ist.

(B.28) Korollar. Es scien eine K-Algebra A und ein z € A gegeben. Genau dann ist K[z] eine K-Korper-

erweiterung, wenn K[z]* = K[z] \ {0} ist.

Beweis. Nach Bemerkung (B.21) ist K[z] eine kommutative K-Algebra und somit genau dann eine K-Korper-
]

erweiterung, wenn K[z]* = K[z] \ {0} ist.

(B.29) Beispiel.

Fiir jede K-Algebra A # {0} ist K[1] = K eine K-Korpererweiterung.

Es ist Q[v/2] eine Q-Korpererweiterung.

Es sei i € R?*2 gegeben durch

iC(X2+1)((1) ‘01).

Dann ist R[i] eine R-Korpererweiterung mit

Es sei a € F53*? gegeben durch

a:C(X2+X+1):((1) })

Dann ist Fa[a] eine Fo-Korpererweiterung mit

]FQ [Oé] = ]F4.

Es sei 8 € F3*3 gegeben durch

B=CX*+X+1)=

o = O
—_— o O
O = =

Dann ist Fy[5] eine Fa-Korpererweiterung mit
F,[5] = F.

Es sei ¢ € F3*? gegeben durch
o 2 (0 -1
t=C(X"+1) = <1 B

Dann ist F3[i] eine Fs-Korpererweiterung mit

]Fd[b] = Fg.
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Beweis.

(b) Es sei 2 € Q[v/2]\ {0} gegeben. Nach Beispiel (B.25)(b) ist (1,1/2) eine Basis von Q[v/2] iiber Q. Folglich
gibt es (genau) ein a € Q% {0} mit x = ag+a;v/2. Wegen v/2 ¢ Q und (ag, a1) # (0,0) ist a3 —2a3 # 0.
Es gilt

z (ap — a1V2) = (ag + a1V2)(ag — a1v2) = (ad — 2a3) + (a1a0 — apa1)V2 = a3 — 2a?

und damit

(ap + a1V2) - ————(ag — a1v2) = 1.

1
at —2a3
Wegen der Kommutativitit von Q[v/2] nach Bemerkung (B.21) ist somit x € Q[\ﬁ]X mit

1
1
— (a0 — aV2).
‘ a%—?a%(ao a1V'2)

Folglich ist (@[\/ﬁ]X = Q[v2] \ {0} und somit Q[v/2] eine Q-Kérpererweiterung nach Korollar (B.28).

¢) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

(c)
(d) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
e) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
)

f) Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(
(
Zusatzliche Konzepte

Nachdem wir weiter oben bereits das Bild des Einsetzungshomomorphismus néher beleuchtet haben, betrachten
wir im Folgenden mit dem Minimalpolynom noch ein zusétzliches Konzept, welches in engem Zusammenhang
zum Kern des Einsetzungshomomorphimus steht. Das Studium der Details sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
Es seien eine K-Algebra A und ein z € A gegeben. Wir studieren Polynome pu iiber K derart, dass p(z) = 0
ist und dass fiir f € K[X] mit f(z) = 0 stets p | f folgt, also kleinste Elemente in der prageordneten Men-
ge Kerev, = {f € K[X] | f(x) = 0} zusammen mit der Teilbarkeitsrelation, vgl. [12, Def. (8.15)(a)].

(B.30) Bemerkung. Es seien eine K-Algebra A und ein z € A gegeben. Ferner sei p € K[X] derart gegeben,
dass p(z) = 0 ist und dass fiir f € K[X] mit f(x) = 0 stets u | f folgt. Schlieklich sei p/ € K[X] gegeben. Die
folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) Esist /() = 0 und fir f € K[X] mit f(z) =0 gilt p’ | f.
(b) Esist p/(2) =0 und fiir f € K[X] mit f(z) =0 und f | i’ gilt auch ¢’ | f.
(¢) Esgilt p | ¢/ und o' | p.
(d) Esist p/(x) =0 und es gilt u’ | p.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(B.31) Proposition. Es seien eine K-Algebra A, z € A und p € K[X]\ {0} mit pu(z) = 0 gegeben. Die
folgenden Bedingungen sind &quivalent.

(a) Fiir f € K[X] mit f(z) =0 gilt p | f.
(b) Esist degp = min{deg f | f € Kerev, \ {0}}, d.h. fiir f € K[X]\ {0} mit f(z) =0 gilt degp < deg f.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Es sei eine K-Algebra A gegeben. Nach Proposition (B.31) gibt es fiir jedes * € A mit Kerev, # {0}
ein p € K[X] derart, dass pu(x) = 0 ist und dass fir f € K[X] mit f(x) = 0 stets p | f folgt, und nach
Bemerkung (B.30) sind diese im Wesentlichen eindeutig. Genauer:
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(B.32) Korollar. Es seien eine K-Algebra A und ein z € A mit Kerev, # {0} gegeben. Dann gibt es genau
ein normiertes u € K[X]\ {0} derart, dass u(z) = 0 ist und dass fiir f € K[X]| mit f(z) =0 stets u | f folgt.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

(B.33) Definition (Minimalpolynom). Es seien eine K-Algebra A und ein 2 € A mit Kerev, # {0} gegeben
und es sei p € K[X]\ {0} das eindeutige normierte Polynom derart, dass u(x) = 0 ist und dass fiir f € K[X]
mit f(z) =0 stets p | f folgt. Wir nennen p, := p das Minimalpolynom von z (iiber K).

(B.34) Beispiel. Das Minimalpolynom von /2 in der Q-Algebra R ist
}/L\/§ = X2 — 2.
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Die in Korollar (B.24) beschriebene Situation fiihrt zu einer naiven Berechnungsmethode fiir das Minimalpoly-
nom:

(B.35) Bemerkung. Es seien eine K-Algebra A, z € A, n € Ny und a € K%"~1 mit
" = Z a;x’
i€[0,n—1]
gegeben. Ferner sei f:= X" — Eie[o,nﬂ] a; X" Dann ist f(x) = 0.

(B.36) Korollar. Es seien eine K-Algebra A und ein z € A gegeben. Ferner sei n € Ny so gegeben, dass
(1,z,...,2" 1) linear unabhingig ist, und es sei a € K071 mit

" = Z a;x’
i€[0,n—1]
gegeben. Dann ist Kerev, # {0} und
be=X"— > X"
i€[0,n—1]
Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. O

Insbesondere ist die Voraussetzung aus Korollar (B.32) immer dann erfiillt, wenn die gegebene K-Algebra
endlichdimensional ist:

(B.37) Korollar. Es seien eine endlichdimensionale K-Algebra A und ein # € A gegeben. Dann ist
Kerev, # {0} und

deg p, < dimg A.

Beweis. Dies sei dem Leser zur Ubung {iberlassen. O

Literatur

[1] BRIN, SERGEY; PAGE, LAWRENCE. The anatomy of a large-scale hypertextual Web search engine. Com-
puter Networks and ISDN Systems 30 (1998), S. 107-117.

[2] BryaN, KURT; LEISE, TANYA. The $25,000,000,000 eigenvector: the linear algebra behind Google. STAM
Review 48(3) (2006), S. 569-581.

[3] HANKE, Timo; Hiss, GERHARD. Diskrete Strukturen und Lineare Algebra fiir Informatiker. Vorlesungs-
manuskript, RWTH Aachen, 2012.

[4] HEss, FLORIAN. Skript zur Linearen Algebra I + II. Vorlesungsmanuskript, Otto-von-Guericke-Universitét
Magdeburg, 2010.

255



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

Hiss, GERHARD. Lineare Algebra I. Vorlesungsnotizen, RWTH Aachen, 2006.
Hiss, GERHARD. Lineare Algebra II. Vorlesungsnotizen, RWTH Aachen, 2006.

HupPERT, BERTRAM; WILLEMS, WOLFGANG. Lineare Algebra. Vieweg+Teubner, 2. Auflage, 2010.
DOI: 10.1007/978-3-8348-9710-7.

KREUSSLER, BERND; PFISTER, GERHARD. Mathematik fiir Informatiker. Algebra, Analysis, Diskrete
Strukturen. eXamen.press. Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg, 2009. DOI: 10.1007/978-3-540-89107-9.

KUNZER, MATTHIAS. Lineare Algebra fiir Informatiker. Vorlesungsmanuskript, Universitdt Ulm, 2004.
SCHOENWAELDER, ULRICH. Lineare Algebra II. Vorlesungsnotizen, RWTH Aachen, 2003.

STIRNER, MATTHIAS. JPEG - Das Bildformat Teil 1: Theorie und Grundlagen. Internetverdffentlichung,
2011. Webseite: http://www.burosch.de/technische-informationen/339-jpeg-das-bildformat-teil
-1-theorie-und-grundlagen.html (abgerufen am 28. Méarz 2018)

THOMAS, SEBASTIAN. Diskrete Strukturen. Vorlesungsmanuskript, RWTH Aachen, 2018 (Version 1.3,
16. Februar 2018).

THOMAS, SEBASTIAN. Lineare Algebra. Vorlesungsmanuskript, Carl von Ossietzky Universitdt Oldenburg,
2013.

THOMAS, SEBASTIAN. Lineare Algebra fiir Informatiker. Vorlesungsmanuskript, RWTH Aachen, 2017
(Version 2.4.1, 1. August 2017).

WILLEMS, WOLFGANG. Codierungstheorie und Kryptographie. Mathematik Kompakt. Birkh&user Verlag,
Basel, 2008. DOI: 10.1007,/978-3-7643-8612-2.

Sebastian Thomas

Lehrstuhl D fiir Mathematik

RWTH Aachen University

Pontdriesch 14/16

52062 Aachen

Germany

sebastian.thomas@math.rwth-aachen.de
http://www.math.rwth-aachen.de/~Sebastian.Thomas/

256


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-8348-9710-7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-89107-9
http://www.burosch.de/technische-informationen/339-jpeg-das-bildformat-teil-1-theorie-und-grundlagen.html
http://www.burosch.de/technische-informationen/339-jpeg-das-bildformat-teil-1-theorie-und-grundlagen.html
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-7643-8612-2
mailto:sebastian.thomas@math.rwth-aachen.de
http://www.math.rwth-aachen.de/~Sebastian.Thomas/

	Vektorräume
	Begriffsbildung
	Untervektorräume
	Linearkombinationen
	Erzeugendensysteme
	Lineare Unabhängigkeit
	Basen
	Standardbasis
	Existenz von Basen
	Eindeutigkeit von Basen
	Dimension
	Linearkombinationen beliebiger Familien und von Mengen
	Unabhängigkeit von Untervektorräumen und innere direkte Summe

	Vektorraumhomomorphismen
	Begriffsbildung
	Komposition von Vektorraumhomomorphismen
	Bild und Kern
	Fortsetzen von Vektorraumhomomorphismen
	Rang und Defekt
	Darstellung von endlichdimensionalen Untervektorräumen als Bild und Kern
	Klassifikation endlichdimensionaler Vektorräume
	Vektorraum der Homomorphismen

	Matrixkalkül
	Spalteninterpretation
	Koordinatenspalten und Darstellungsmatrizen
	Spaltenraum
	Rang einer Matrix
	Lineare Gleichungssysteme
	Anwendung: Interpolationen
	Äquivalenz und Ähnlichkeit von Matrizen
	Klassifikation von Matrizen modulo Äquivalenz
	Darstellung von Spaltenräumen als Lösungsräume

	Lineare Kodierungstheorie
	Blockcodes
	Hamming-Gewicht und Hamming-Abstand
	Minimalabstand eines Blockcodes
	Lineare Codes
	Erzeugermatrizen
	Kontrollmatrizen
	Syndromdekodierung

	Determinante
	Begriffsbildung
	Determinante als normierte alternierende Multilinearform
	Der Produktsatz
	Die Determinante eines Vektorraumendomorphismus
	Laplace-Entwicklung
	Der Kästchensatz
	Zusätzliche Konzepte

	Eigenwerttheorie
	Eigenräume
	Charakteristisches Polynom
	Geometrische und algebraische Vielfachheit
	Begleitmatrix
	Eigenwerte stochastischer Matrizen
	Anwendung: PageRank
	Diagonalisierbarkeit
	Polynome diagonalisierbarer Matrizen
	Anwendung: Homogene autonome lineare Rekursionsgleichungen
	Invariante Untervektorräume
	Der Satz von Cayley/Hamilton
	Zusätzliche Konzepte

	Skalarprodukträume
	Begriffsbildung
	Skalarprodukträume als normierte Vektorräume
	Winkel
	Orthogonalität
	Orthogonalraum
	Orthogonalbasen
	Gram-Schmidt-Orthogonalisierung
	QR-Zerlegung
	Adjunktion von Vektorraumhomomorphismen
	Beste Approximation
	Anwendung: Term-Dokument-Matrizen
	Anwendung: Beste Näherungslösungen für lineare Gleichungssysteme
	Anwendung: Ausgleichsfunktionen
	Unitäre Matrizen
	Unitäre Äquivalenz und unitäre Ähnlichkeit von Matrizen
	Unitäre Diagonalisierbarkeit
	Normale Endomorphismen
	Hermitesche Endomorphismen
	Singulärwertzerlegung

	Grundlagen
	Mengen
	Abbildungen
	Äquivalenzrelationen und Quotientenmengen
	Verknüpfungen
	Monoide und Gruppen
	Die Gruppe der invertierbaren Elemente
	Ringe und Körper
	Das Induktionsprinzip
	Produkt- und Summennotation
	Die symmetrische Gruppe
	Die komplexen Zahlen
	Endliche Primkörper
	Die endlichen Körper F4, F8 und F9
	Der Polynomring
	Matrizen
	Lineare Gleichungssysteme

	Algebren und Körpererweiterungen
	Algebren
	Homomorphismen
	Unteralgebren
	Der Einsetzungshomomorphismus
	Körpererweiterungen
	Zusätzliche Konzepte


