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§3 Dualitat

Bekannt: Euklidischer Vektorraum R”, euklidisches Skalarprodukt: (z,y) = Y., x;y; (positiv definit: (z,z) >
0). Dualitat: V < R™, V1 besteht aus den Vektoren senkrecht auf V. dimV =k, dimV+ =n —k, ...

(3.1) Definition. Sei K endlicher Kérper. (-,-): K" x K™ — K, (u,v) = Y., w;v;. (+,-) ist K-linear in jeder
Komponente, also bilinear, symmetrisch, und nicht-ausgeartet, d.h. gilt (u,v) = 0 fiir alle v € K™, so folgt
u=0.

(3.2) Definition. Sei K endlicher Kérper.

(a) Ist C < K™ ein Code, so heift C+ = {v € K" | (v,c) = 0 fiir alle ¢ € C} der zu C duale Code. Ist
dimC =k, so dimC+ =n — k.

(b) C heift selbstorthogonal, falls C C C*. C heifit selbstdual, falls C = C*. Insbesondere ist dann dim C' = 5

Achtung: char K = p, p | n, 0 #e = (1,...,1). (e,e) = nlg = 0. Dies kann in euklidischen Rdumen nicht
passieren!

(3.3) Lemma. Sei C = C* iiber K =F,.
(a) Ist ¢ =2, so gilt 2 | wt(c) fiir alle ¢ € C. (C heifst 2-dividierbar.)

(b) Sei ¢ =2 und hat C eine Basis mit 4 | wt(c) fiir alle Basisvektoren c¢, so ist C' 4-dividierbar (d.h. 4 | wt(c)
fiir alle ¢ € C).

(c) Ist ¢ = 3, so ist C 3-dividierbar.
Beweis. Sei C < K™.

(a) 0=(c,c)=> 1 7= 272:11 1=wt(c)lg = 2| wt(c).

Ci=

(b) Zu zeigen: 4 | wt(vy), 4 | wt(va), so 4 | wt(vy + v2). wt(vy + v2) = wt(v1) + wt(ve) — 2|Tr(v1) N Tr(ve)],
|Tr(v1) N Tr(ve)|lx = (v1,v2) = 0. O

(c) Ubung.

(3.4) Beispiel.
Sei K =5 und C erzeugt von

11010001
a_lor 1010001
00110101
00011011

dimC = 4, C = O+, da die Zeilen von G paarweise orthogonal aufeinander. 4 | wt(c) fiir ¢ aus Basis, also C
4-dividierbar. C' ist ein 4-dividierbarer, selbstdualer [8,4, 4]-Code, er heifit erweiterter Hamming-Code.

Sei Cy der [7,4,3]-Hamming-Code (perfekt). Dann ist C (bis auf Aquivalenz) gleich C' = {(ci,...,c7,¢8) |
(c1,...,¢7) € Co, >, ¢i = 0} (Anfiigen eines Paritétscheckbits).



(3.5) Definition. Sei C ein [n, k,d]-Code iiber K, A; := {c € C | wt(c) = i}. (Ao, ..., An) Gewichtsvertei-
lung von C. Beachte: Ay = 1, A; = Ay = -+ = Ag_1 = 0. Das Polynom A(z) = Y1 j A;z" € Z[z] heit
Gewichtspolynom zu C.

(3.6) Beispiel. Der [7,4, 3]-Hamming-Code hat das Gewichtspolynom A(x) = 14723 +7z*+27. Der erweiterte
[8, 4, 4-Hamming-Code hat das Gewichtspolynom A(x) = 1+ 142* + 28.

(3.7) Definition. Sei (G, o) eine endliche abelsche Gruppe. x: G — C* heift ein Charakter, falls x(go h) =
x(g)x(h) fiir alle g, h € G. Insbesondere ist x(e) = 1 fiir e neutrales Element. x heift trivialer Charakter, falls
x(g) =1 fur alle g € G.

(3.8) Lemma. Sei x Charakter der endlichen abelschen Gruppe G. Dann
|G|, falls x trivialer Charakter,
>_x9)=1, .
ey , sonst,.
Beweis. Sei x nicht-trivial, also x(h) # 1 fiir ein geeignetes h € G. Dann impliziert
O x@x) => " x(gx(h) = x(goh) =>_ x(g)
geG geG geG geG
die Behauptung. O
(3.9) Lemma. Sei G endliche abelsche Gruppe, |G| > 1. Dann hat G einen nicht-trivialen Charakter.

Beweis.

(a) G = Z/nZ ist bzgl. 4+ zyklische Gruppe der Ordnung n. Sei £ primitive n-te komplexe Einheitswurzel.
Fiir g € Z/nZ = {0,1,...,n — 1} setze x(g) = &9.

x(g +h) = x() = (g + h) = e(g)e(h) = x(9)x(h),
wobei g + h = [ modulo n.

(b) Jede abelsche Gruppe hat Faktorgruppe Z/pZ fiir geeignete Primzahl p, also G/H = Z/pZ (G =2 Z/p1Z x
... X Z/pnZ). Definiere nicht-trivialen Charakter ¢ auf G/H vermoge (a) durch ¢(gH) = £9. Definiere
nicht-trivialen Charakter x auf G durch x(g) = ¥(gH) fir g € G. O

(8.10) Dualitéitssatz von Mac Williams. Sei C' ein [n, k]-Code iiber K = F, mit Gewichtspolynom A(z).
Der duale Code C* habe Gewichtspolynom A+ (z). Dann gilt

1—x

At()=q F(1+ (¢- 1)35)”A(m)~

Beweis. Sei x ein nicht-trivialer Charakter auf K (additive Gruppe). Fiir u € K™ setzen wir

gu(z) = Y x((w,0))a™™ € Cla].

veEK™
Dann
ol =30 Y xllev)a™ @ = Y 2O f(v)
ceC ceCveK™ veEK™

mit f(v) = .cox((c,v)); ¢ = x((¢,v)) Charakter. Nun ist

L
f(c):{q, vecCt,

0, sonst,

nach (3.8). Dies liefert

6 Y gl@)= > (Ol = |0]At(2).

ceC clteCct



Wir betrachten nun (x) nochmals. Fiir ¢ € C gilt

ge(x) = Z 2" )y ((e,v)) = Z wZE;lwt(ai)X(iciai) - Z ﬁth(ai)X(Ciai)
veEK™ acKn i=1 acKn i=1
= H Z " )y (csa;).
i=la;eK

Da x nicht-trivialer Charakter ist, folgt > ., x(a) =0, also D ;« x(a) = —1.

Z -TWt(a)X(ClCl) = ZGEK th(a) =1+ (q - 1):177 fiir C; = 07
acK ' Lz ZaEKX x(a) =1-u, fiir ¢; # 0.
Also

ge(z)=(1-— x)Wt(C)(l + (¢ — 1)x)nfwt(c).

In (x) einsetzen ergibt

L) =|c|™* 2)=q* e S LT T e
AM) = 017 3 aele) a1+ 0= 00" )
=M1+ (0= D Al )



