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Lineare Algebra Il

Kapitel 1: Bilinearformen und quadratische Formen

Jedem Skalarprodukt liegt eine sogenannte Bilinearform zu Grunde. In diesem Kapitel wollen wir ganz allgemein
Bilinearformen studieren. Wir beginnen zunéchst noch etwas allgemeiner mit beliebigen bilinearen Abbildungen.

§1 Bilineare Abbildungen

Es sei K ein Korper.

Erinnerung. Eine Abbildung ¢: V — W zwischen K-Vektorrdumen V und W heift linear, falls o(V + V') =
(V) + (V") fiir alle V, V' € V und ¢(aV) = ap(V) fiir alle V € V, a € K. Aquivalent hierzu ist die Bedingung
o(aV+ V) =ap(V)+ (V') fir alle V,V' €V, a € K.

Im Folgenden seien Vi, Vo und W Vektorrdume {iber K.

(1.1) Definition (bilineare Abbildung). Eine Abbildung S8: Vi x Vo — W heifit bilinear dber K (oder K-
bilinear), falls die Abbildungen 8(Vi, —) und B(—, V3) linear sind fiir alle V4 € V;, V5 € V,. Die Menge aller
K-bilinearen Abbildungen von V; x V, nach W notieren wir als Bilin((Vi, V2), W) = Biling ((V1, V2), W) =
{8 € WYr*¥2 | 3 bilinear iiber K}.

Eine Abbildung 3: Vi X Vo — W ist also bilinear genau dann, wenn 8(Vy,aVe + V) = afB(V1, Vo) + 8(V1, V5)
und SB(aVi + V{, Vo) = af(V1, Vo) + B(V{, Vo) fir alle V1, V] € Vi, Vo, V5 € Vs, a € K gilt.

(1.2) Beispiel.
(a) Die Multiplikationsverkniipfung K x K — K, (x,y) + zy ist bilinear.
(b) Die Standardbilinearform K™™' x K™*1 — K, (z,y) — >_i, z;y; ist bilinear.
(c) Essei A € K™*" Dann ist A: K™*1 x K"*! — K, (z,y) — 2'" Ay bilinear.

(d) Esseien A; € K™*™ fiir i € {1,...,p}. Dann ist

I.trAly
Kle x Kn)(l N I{pxl7 (I,y) N :
" Ay
bilinear.
(e) Das Kreuzprodukt
T2Y3 — T3Y2

R?)Xl XR3X1 —>R3X17(1',y)’—> T3yl — T1Y3
T1Y2 — T2Y1

ist bilinear.

(f) Die Determinante

K2x1 o g2xl K, (m,y) — det ($1 y1>
T2 Y2

ist bilinear.



(g) Alle Skalarprodukte sind insbesondere bilinear, zum Beispiel

1
C(LR) x C(LR) — R, (f,g) — /0 f(@)g(x) da,

wobei I:= {z € R| 0 < z < 1} das reelle Einheitsintervall bezeichnet.
Beweis. Selbst. Zu (e) vgl. auch Tutoriumsaufgabe 1. O
(1.3) Bemerkung. Es ist Bilin((V1,V2), W) < WVixVz,
Beweis. Die triviale Abbildung 0: V3 x Vo — W, (V1, Va) +— 0 erfiillt

0(Vi,aVa + V) = 0 = a0(Vy, V2) + 0(V1, V)

fir alle Vo, V4 € Vs, a € K, d.h. 0(V1, —) ist K-linear fiir alle V4 € V;. Aus Symmetriegriinden ist auch 0(—, V3)
linear iiber K fiir alle V5 € V5 und daher 0 € Bilin((V1, V), W). Fiir 8, € Bilin((V1,V2), W) und ¢ € K gilt
ferner

(eB+7)(Vi,aVe +V5) = cB(Vi,aVa + V3) +v(Vi,aVa + V5)

caf(Vi,V2) + cB(Vi, V5) + ay(Vi, Vo) +7(V1, V5)
acB(Vi, Va) + ay(Vi, Va) + ¢B(V1, V3) +7(V1, V)
= a(cB +7)(Vi, V2) + (B +7)(V1, V3)

fir alle V5,Vy € Vo, a € K, d.h. (¢f + v)(V1,—) ist K-linear fiir alle V; € V;. Aus Symmetriegriinden ist
auch (¢ + 7)(—, V2) linear iiber K fiir alle Vo € Vo und daher ¢ + v € Bilin((V1, V2), W). Insgesamt ist
Bilin((V1, V2), W) < WY1 xVz, 0

(1.4) Definition (transponierte bilineare Abbildung). Fiir jede bilineare Abbildung 5: Vi x Vo — W heifle
BY Vo x Vy = W, (Va, V1) — B(V1, Va) die zu (8 transponierte bilineare Abbildung.

(1.5) Bemerkung.
(a) Die Abbildung (—)*: Bilin((V1, V2), W) — Bilin((Va, V1), W) ist linear.
(b) Es ist (8")"™ = § fiir jede bilineare Abbildung 8: Vi x Vo — W.
Beweis.
(a) Fir 8,y € Bilin(V1,V2), W), a € K, ist
(@B +7)"(Va, Vi) = (aB +7)(V1, Vo)) = aB(V1, Vo) +7(V1, Va) = afB* (Va, Vi) 4+~ (Va, V1)
= (aB" +7")(V2, V1)

firalle V4 € Vi, Vo € Vo, d.h. (af+7)" = aB"+~+". Folglich ist (—)* : Bilin((V1, V2), W) — Bilin((Va, V1), W)
eine lineare Abbildung.

(b) Es ist
(%) (W, Va) = B(Va, i) = B(V4, V2)
fiir alle V; € Vy, Vo € Vo, d.h. (B%)" = 3. O
Im Folgenden seien V und W Vektorrdume iiber K.
(1.6) Definition (symmetrische, schiefsymmetrische, alternierende bilineare Abbildungen).

(a) Eine bilineare Abbildung 8: V x V — W heifit symmetrisch, falls % = 3. Die Menge der symmetrischen
bilinearen Abbildungen von V xV nach W notieren wir als Bilingm ((V, V), W) = Biling sym((V, V), W) :=
{# € Bilin((V, V), W) | 8 symmetrisch}.



(b) Eine bilineare Abbildung B: V x V — W heifit schiefsymmetrisch, falls 3% = —g fiir alle V;,V3 €
V. Die Menge der schiefsymmetrischen bilinearen Abbildungen von V x V nach W notieren wir als
Bilingehiet(V, V), W) = Bilink senier((V, V), W) := {8 € Bilin((V, V), W) | 8 schiefsymmetrisch}.

(c¢) Eine bilineare Abbildung 8: V x V — W heifst alternierend, falls 5(V,V) = 0 fir alle V € V. Die Menge
der alternierenden bilinearen Abbildungen von V x V nach W notieren wir als Biling((V,V),W) =
Biling a1t ((V, V), W) := {8 € Bilin((V, V), W) | 3 alternierend}.

(1.7) Beispiel. Die Beispiele (1.2)(a), (b) und (g) sind symmetrisch. Das Beispiel (1.2)(c) ist symmetrisch
genau dann, wenn m = n und A symmetrisch ist, das Beispiel (1.2)(d) ist symmetrisch genau dann, wenn
m =mnund A; fir alle ¢ € {1,...,p} symmetrisch ist. Die Beispiele (1.2)(e) und (f) sind alternierend.

(1.8) Bemerkung. Es sind Biling, ((V, V), W), Bilingchiet((V, V), W) und Bilin, ((V, V), W) Untervektorriu-
me von Bilin((V, V), W)

Beweis. Wir haben Bilingm ((V, V), W) = Kern((—)" —Idgiin(v,v),w)) und Bilingnier((V, V), W) = Kern((—)""+
Idgitin((v,v),w)); also Bilingm ((V, V), W) < Bilin((V, V), W) und Bilingepiet((V, V), W) < Bilin((V, V), W).

Es bleibt zu zeigen, dass Biling((V, V), W) < Bilin((V, V), W). In der Tat erfiillt die triviale Bilinearform 0: V x
VY — W insbesondere 0(V, V) = 0 fiir alle V € V, d.h. 0 € Biling;((V, V), W), und fiir 5,~ € Biling;((V, V), W),
a € K haben wir

(@B+7)(V,V) = aB(V,V) +2(V,V) = a0+ 0 = 0
fir alle V€ V, d.h. a8 + v € Bilina. (V, V), W). O

(1.9) Proposition. Jede alternierende bilineare Abbildung ist schiefsymmetrisch. Falls 2 # 0 in K gilt auch
die Umkehrung.

Beweis. Es sei f:V xV — W eine beliebige bilineare Abbildung. Falls § alternierend ist, so gilt insbesondere
0=08(Vi+ Vo, Vi +V2) = B(Vi,V1) + B(V1, V2) + B(Va, V1) + B(Va, Va) = B(V1, V2) + B(V2, V1)

und daher §(V1, Vo) = —(3(Va, V1) fiir alle V1, Vo € V, d.h. § ist schiefsymmetrisch. Umgekehrt, wenn 8 schief-
symmetrisch ist, so haben wir 8(V, V) = —g8(V, V) und daher, vorausgesetzt 2 # 0 in K, auch 5(V,V) = 0 fiir
alle V €V, d.h. 3 ist alternierend. O

Falls 2 = 0 in K stimmen symmetrische und schiefsymmetrische bilineare Abbildungen offensichtlich iiberein.
Falls jedoch 2 # 0 ist, erhalten wir folgende Zerlegung.

(1.10) Proposition. Es sei 2 # 0 in K. Wir haben lineare Abbildungen
, 1
(=)™ Bilin((V, V), W) = Bilingm((V, V), W), 8 = 5 (8 + 57)

und

(=)sehiet: Bilin((V, V), W) — Bilingeniet(V, V), W), 3 — %(B — 3",

welche Projektionen der inneren direkten Summenzerlegung
Bilin((V, V), W) = Biling,m ((V, V), W) @; Bilingenies((V, V), W)
sind.

Beuweis. Fiir jede bilineare Abbildung 3: V xV — W definieren wir g™ := 1(8+ ") and gshiel .= 1(3—p').
Dann gilt

SyIm r 1 T r 1 r 1 T Sym
(B = (B4 87" = 5 (87 + B) = 5(8+ ) = g™,
d.h. %™ ist symmetrisch, sowie

schief\tr __ 1 r ri]' r _ 1 ry __ schief
(Gxmeh)t *5(5*5t)t*5(@*5)**5(5*5”**5 )



d.h. gehiel jst schiefsymmetrisch fiir alle 8 € Bilin((V, V), W). Wir erhalten also wohldefinierte lineare Abbil-
dungen

(=)™ Bilin((V, V), W) — Bilingm ((V, V), W), 8 = %(ﬁ + )
und

(—)s<hiet ; Bilin((V, V), W) — Bilingenier(V, V), W), 8 — %(5 _ gy,
Wegen

B= 58+ 0%+ 5(8 - B = g™ 4 g0l

fir alle 8 € Bilin((V, V), W) haben wir also Bilin((V, V), W) = Bilingm, ((V, V), W) + Bilinniet((V, V), W). Es
sei nun G € Bilingm ((V, V), W) N Bilingeniet((V, V), W). Dann gilt

und wegen 2 # 0 in K somit 5(V7, Va) = 0 fiir alle V4, Vo € V. Wir haben also § = 0 und daher Biling, ((V, V), W)N
Bilingepietr((V, V), W) = {0}. Insgesamt folgt

Bilin((V, V), W) = Bilingm ((V, V), W) &; Bilingehiet((V, V), W). O

§2 Bilinearformen

Wir fithren Bilinearformen und Orthogonalitét bzgl. Bilinearformen ein.
Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

(1.11) Definition (Bilinearform). Eine Bilinearform iiber K (oderr K-Bilinearform) auf V ist eine bilineare
Abbildung V x V — K. Die Menge aller K-Bilinearformen auf V notieren wir als Bifo(V) = Bifox (V) :=
Bilin((V, V), K). Ferner schreiben wir

Bifosym (V) = Bifok sym(V) := Bilingm((V, V), K),
BifOSChief(V) = BifOKSChin(V) = BilinSChin((V, V), K) und
Bifoalt (V) = BifOK,alt (V) = Bﬂinalt((V, V), K)

Man beachte die alternativen Notationen Bifo; (V) := Bifosym(V), Bifo_ (V) := Bifosehiet(V) und A%(V*) :=
Bifoalt(V).

(1.12) Beispiel. Die Beispiele (1.2)(a), (b), (¢), (f) und (g) sind Bilinearformen.

(1.13) Definition (orthogonal). Es sei ® eine Bilinearform auf V und Vektoren V, W € V gegeben. Wir sagen,
dass V' orthogonal zu W (bzgl. @) ist, geschrieben V' L W oder exakter V Lo W, falls ®(V, W) = 0 ist.

Im Folgenden sei ® eine symmetrische oder schiefsymmetrische Bilinearform auf V.

(1.14) Definition (Orthogonalraum). Der Orthogonalraum einer Teilmenge M C V (bzgl. ®) ist definiert als
M+ =M*+*:={(VeV|W LV fir alle W € M}.
(1.15) Bemerkung. Es ist M+ <V fiir alle M C V.

Beweis. Wegen der Linearitiit von ®(W,—) ist ®(W,0) = 0 und daher W L 0 fiir alle W € M, d.h. 0 € M.
Es seien nun V,V’ € M+ und a € K gegeben. Fiir alle W € M gilt dann W L V und W L V| also

W, aV + V') = a®(W,V) + (W, V') = a0 +0 =0

und daher W L aV + V. Folglich ist aV + V’ € M+ und somit M C V. O



(1.16) Bemerkung. Fiir M, M’ CV mit M C M’ gilt M'+ C M+.
Beweis. In diesem Fall ist
”‘:{VEV|W’J_VfﬁralleW’eM’}g{VGV|WJ_VﬁiralleWEM}:ML. O

Erinnerung. Ist V endlich erzeugt und B = (By,...,B,) eine Basis von V, so gibt es fiir jedes V € V
eindeutig bestimmte Korperelemente V; € K fiir i € {1,...,n} mit V=37 | V;B;. Fiir die Linearform B; gilt
B} (Bj) =6, ; fur alle 4,5 € {1,...,n}, also

BI(3OViBy) =Y ViBi(B;) =Y Vidi; = Vi
Jj=1 j=1 j=1

Folglich ist V' = """ | B} (V)B; fiir alle V € V.
(1.17) Proposition. Es sei i/ <V und B = (By, ..., By) eine Basis von Y. Dann ist
L ={B,...,B}" .

Beweis. Wegen {By,..., By} CU gilt U+ C {By, ..., Br}* nach Bemerkung (1.16). Es sei also umgekehrt ein
V €{By,...,Bi}* gegeben. Fiir alle U € U gilt dann

(U, V)= Bi(U)B;,V) = ZB* ®(B;,V)=> B (U)0=0,
i=1 i=1
d.h. U L V. Folglich ist V' € Y+ und insgesamt U+ = {By, ..., By }*. O
(1.18) Definition (Radikal). Es heift V* das Radikal von V (bzgl. ®).
(1.19) Beispiel. Das Radikal von

K2 x K2V S K (2,y) — ((1) 8) y

ist

= (7))

(1.20) Definition (nicht-ausgeartete Bilinearform). Die Bilinearform ® heift nicht-ausgeartet, falls V- = {0},
und sonst ausgeartet.

(1.21) Proposition. Es sei V endlich erzeugt und & < V mit V = U @©; V1P gegeben. Dann ist ®|y/x; eine
nicht-ausgeartete Bilinearform auf U.

Beweis. Es sei U € Y+ ®luxu =1/ NYy+® beliebig gegeben. Fiir alle V € V gibt es dann U’ € Y, V' € V1P mit
V =U'"+V’, und es folgt

OV, U)=dU +V',U) = U, U)+®(V',U) =0.

Also ist V L U fiir alle V € V, d.h. U € V5%, Da aber auch U € U ist, gilt insgesamt U € U N V+® = {0} und
daher U = 0. Folglich ist das Radikal &+ ®lux« = {0} und daher ®|;/xy, nicht-ausgeartet. O

(1.22) Proposition. Es sei V endlich erzeugt und & < V. Wenn ® oder @[/« nicht-ausgeartet ist, dann ist
VU UV U - (=, V)|

ein K-Vektorraumisomorphismus.

Beweis. Ubungsblatt 1, Aufgabe 4. O

(1.23) Korollar. Es sei V endlich erzeugt und ¢ < V.



a) Wenn ® nicht-ausgeartet ist, so gilt
(a) g g
Dim V = Dim + DimU*.

(b) Wenn @[/« nicht-ausgeartet ist, so gilt
V=Usu-®.

Beweis. Wenn ® oder ®|ysx¢ nicht-ausgeartet ist, so gilt nach (1.21) in beiden Féllen
DimV — Dim#~* = Dim(V/U*) = DimU* = DimU

und daher Dim V = DimU+DimU*. Falls ®|;/xy4 nicht-ausgeartet ist, gilt zusitzlich UNU+® = ULPluxu = {0}
und daher V = U &; U+. O

Wir geben nachher noch einen alternativen Beweis von Korollar (1.23) mit Hilfe der Gram-Matrix, so dass dieses
Korollar auch zum Beweis von Aufgabe 4 verwendet werden darf.

§3 Die Gram-Matrix

In diesem Abschnitt priasentieren wir einen Matrixkalkiil zum Rechnen mit Bilinearformen auf endlich-dimensionalen
Vektorrdumen.

Es sei K ein Korper und V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Ferner sei bis auf Weiteres ® eine Bilinearform
auf V.

(1.24) Definition (Gram-Matrix). Fiir eine Basis B = (B, ..., B,) von V heift g®F € K™*" definiert durch
5@ = (®(Bi, B)))ijeq1,...n}

die Gram-Matriz von ® bzgl. B.

(1.25) Beispiel. Es sei n € Nund A € K™*". Die Gram-Matrix von

A: KM x K™Y S K (x,y) — o Ay
bzgl. der Standardbasis e = (eq,...,e,) ist eZle = A
Beweis. Fir alle 4,5 € {1,...,n} ist
(c4%)i5 = Alesse) = e} Aej = Ay,
also CZ{E = A. O

Erinnerung. Fiir einen Vektor V € V bezeichnen wir mit BV € K™*! die Koeffizientenspalte von V und mit
V= (BV)" € K1X" die Koeffizientenzeile von V bzgl. einer Basis B. D.h., es ist (BV);1 = (V)1 = Bf (V)
fir alle i € {1,...,n}.

(1.26) Proposition. Es sei B = (By,..., B,,) eine Basis von V. Dann ist

OV, W) = (PV)" g P BW = VPP W =33 Br (V)&(B;, B;) B (W)

i=1 j=1
fiir alle V,W € V.
Beweis. Fiir alle V,W € V gilt

n

OV, W) = @(Z Bi(V)Bi, ) Bi(V)Bj) = > Bi(V)®(Bi, B))B; (W)

Jj=1 =1 j=1

=Y " Bi(V)(527);B;(W) = Vpp®PPW. O

i=1 j=1



Es sei n € N. Eine Matrix A € K™*™ heifst alternierend, wenn A schiefsymmetrisch und A;; = 0 fiir alle ¢ €

{1,...,n} ist. Die Menge aller alternierenden Matrizen notieren wir als K1}" := {A € K™*" | A alternierend}}.
Es ist K,/ " < K™*" (Beweis selbst).
Man beachte auch die alternative Notation K[, = K nxn,

alt
(1.27) Korollar. Es sei B = (By, ..., B,) eine Basis von V.
(a) Es ist ® symmetrisch genau dann, wenn p®? symmetrisch ist.
(b) Es ist ® schiefsymmetrisch genau dann, wenn p®? schiefsymmetrisch ist.
(c) Es ist ® alternierend genau dann, wenn g®% alternierend ist.
Beweis.
(a) Ist ® symmetrisch, so gilt insbesondere

(827)i; = ®(B;, B;) = ®(B;, B;) = (p®")

fiir alle 3,5 € {1,...,n}, d.h. p®P ist symmetrisch. Falls umgekehrt g®” symmetrisch ist, liefert Propo-
sition (1.26)

@(‘/7 W) — (BV)trB(I)BBW — ((BV)trBQBBW)tr — (BW)tr(B(I)B)trBV — (Bw)trBéBBV
— (W, V)

fir alle VW € V.
(b) Ist ® schiefsymmetrisch, so gilt insbesondere
(97)i; = ®(Bi, Bj) = —®(B;, Bi) = —(3®") 4

fiir alle 4,5 € {1,...,n}, dh. g®® ist schiefsymmetrisch. Falls umgekehrt p®” schiefsymmetrisch ist,
liefert Proposition (1.26)

(I)(M W) — (Bv)trB(I)BBW — ((Bv)trB(I)BBw)tr — (Bw)tr(BéB)trBV — _(Bw)trB(I)BBV
— (W, V)

fir alle V,W € V.

(c) Ist ® alternierend, so ist ® schiefsymmetrisch nach Proposition (1.9) und damit p®® schiefsymmetrisch
nach (b). Ferner gilt

(8®")ii = (B, B;) =0
fiir alle i € {1,...,n}. Falls umgekehrt g®% schiefsymmetrisch und (p®%);; = 0 fiir alle i € {1,...,n}
ist, liefert Proposition (1.26)
O(V,V) = > Bi(V)®(Bi, Bj)B;(V) =0
i=1 j=1

fiir alle V € V, denn fiir alle ¢ € {1,...,n} ist ®(B;, B;) = 0 und fiir alle i,5 € {1,...,n} mit ¢ # j ist
o(B;, B) = —®(B;, B;). O

(1.28) Korollar. Es sei B = (B, ..., B,) eine Basis von V. Dann ist
VE={VeV|pdPBVv =0}.

Insbesondere gilt
Dim V' = DimV — Rg 3 ®¥

und ® ist nicht-ausgeartet genau dann, wenn p®? invertierbar ist.



Beweis. Wir haben
VE={VeV|WLVfiralle WeV}={VecV|®W,V) =0 fir alle W € V}
={V eV |WppdPPV =0firalle W eV} ={V e V| 52"V =0}.
Folglich ist
Dim V* = Dim(Kern 5®5) = DimV — Rg 57
und damit ® nicht-ausgeartet genau dann, wenn Rg g®” = Dim V ist, d.h. wenn p®* invertierbar ist. O

Alternativer Beweis zu Korollar (1.23). Es bleibt nur die Dimensionsformel Dim V = DimU/+Dim U~ zu zeigen,
die Trivialitdt des Schnitts in (b) zeigt man wie oben.

Es sei B’ = (Bi,...,By) eine Basis von U, die wir zu einer Basis B = (B, ..., B,) von V. Nach Proposition
(1.17) gilt dann

Ut ={By,..., B} ={VeV|B; LVfiralleic{1,...,k}}
={VeV|®B;,V)=0firalleic {1,...,k}}

={VeV|®B;,Y B;(V)B)) =0 firalleie{1,... k}}

Jj=1

={VeV|) ®BiB;)B;(V)=0firalleie {1,...,k}}

Jj=1

={V eV |(®(Bi,B)))ict1,..ky.jef1,.n)V =0} ={VeV| APV =0}

mit A € K**" definiert durch A := (®(Bs, Bj))iequ,... k}.jef1,...,n} - Folglich ist
Dim#* = Dim(Kern A) = DimV — Rg A

und damit DimV = Rg A + DimU~*. Es bleibt also zu zeigen, dass Rg A = Diml = k ist, d.h. dass A vollen
Rang hat. Wenn nun aber ® nicht-ausgeartet ist, so hat g®? vollen Rang, und wenn |1y« nicht-ausgeartet
ist, so hat g/ (®lyxu)? = (®(B;, Bj))ijeq1,...ky vollen Rang. In beiden Féllen folgt, dass auch A vollen Rang
hat. O

(1.29) Proposition. Fiir jede Basis B = (By,...,By) von V ist
B(—)P: Bifo(V) — K™*"

ein K-Vektorraumisomorphismus mit Inversem
K™ — Bifo(V), A (V,W) = Vg ABW =33 " B; (V) A ;B; (W)).
i=1 j=1
Beweis. Fir ®,¥ € Bifo(V) und a € K gilt
(B(a® +9))i; = (a® + ©)(B;, Bj) = a®(By, B)) + ¥(B;, Bj) = a(p®”)i; + (5Y7)

fiir alle 4,5 € {1,...,n} und damit g(a® + V)2 = ap®? + pUE, d.h. p(—)? ist eine lineare Abbildung.
Um Surjektivitidt zu zeigen sei eine Matrix A € K™*™ beliebig gegeben. Dann ist

g: Knxl > Knxl _ K, (m,y) — xtrAy

eine Bilinearform auf K™*!. Da jedoch Z(—): V — K"*! ein K-Vektorraumisomorphismus ist, der die Basis B
von V auf die Standardbasis e von K™*! abbildet, ist

DA VXV =K, (VW)= Vg AW = APV, Bw)



eine Bilinearform auf V mit
(5®a")iy = ®a(Bi, By) = A(PBi, " By) = Alese) = (cA%)iy = Au
fiir alle 4,5 € {1,...,n}, vel. Beispiel (1.25). Also ist p®4” = A und somit g(—)? surjektiv.
Es bleibt Injektivitiit zu zeigen. Hierzu sei ein ® € Bifo(V) gegeben mit p®” = 0. Nach Proposition (1.26) folgt
dann
OV, W) =VepdBBW =V508W =0
fiir alle V,W € V, d.h. ® = 0. Folglich ist Kern g(—)? = {0} und damit ® injektiv. O
(1.30) Korollar. Es ist
Dim Bifo(V) = (Dim V).
Ist B eine Basis von V, so ist ((V, W) = B} (V)B;(W)); je(1,...,n} eine Basis von Bifo(V).
Beweis. Es sei B = (By,...,B,) eine Basis von V. Nach Proposition (1.29) ist dann

K™ — Bifo(V), A (V, W) — Xn: iB:‘(V)Ai,jB;‘f(W))

i=1 j=1
ein K-Vektorraumisomorphismus, und folglich
Dim Bifo(V) = Dim K"*" = n? = (Dim V).

Ferner wird die Standardbasis E = (E; ;)i jef1,..,n) von K™ ™ unter diesem Isomorphismus auf die Basis
(VW)= B (V)B;(W))ije(1,...ny von Bifo(V) abgebildet. O

Erinnerung. Die Basiswechselmatrix in Spaltenkonvention von einer Basis B = (Bjy,...,B,) von V zu einer
Basis B’ = (B, ..., B!) bezeichnen wir mit ZIdy,?® . Ferner schreiben wir p/Idyp = (PIdy,? )" fiir die Basis-
wechselmatrix in Zeilenkonvention. D.h., es ist (PIdy?"); ; = (p/Idyp);; = B;(Bj) fiir alle 4, j € {1,...,n}.

(1.31) Korollar. Es sei ® eine Bilinearform auf V und es seien B = (B, ..., B,) und B’ = (B, ..., B],) Basen
von V. Dann gilt

5@ = (P14, 2 ) @B P1d, P = pldypp®PP1dy P .
Insbesondere ist Rg g®? = Rg 5 @B
Beweis. Fiir alle V,W €V gilt
Ve g®P B'W =0V, W) =VipdPPW = Vg pldys0PP1d, 5 B'W.

Es folgt @B = BIIdVBBibBBIdVB/ wegen der Injektivitdt des Inversen aus Proposition (1.29). Da BIdVB/
und p-Idy g invertierbar sind, gilt ferner

Rg 5 ®" = Rg(p1dyp®PP1dy?) = Rg 5P, O
(1.32) Korollar. Essei B = (By,..., By,) eine Basis von V. Dann schriinkt 5(—)? ein zu K-Vektorraumisomorphismen

Bifogym (V) — K50

sym

Bifoseniot (V) — KIjv und

schief

Bifoa, (V) — K"}

Insbesondere ist

|
Dim Bifogym (V) = "("TJF)

D falls 2 # 0 in K,
%, falls 2=01in K,
n(n—1)
2
Beweis. Folgt aus Proposition (1.29) und Korollar (1.27). O

Dim BifOSChicf(V) = {

Dim Bifo,t (V) =



§4 Normalformen fiir Gram-Matrizen

In diesem Abschnitt suchen wir nach Basen, so dass die Gram-Matrix einer gegebenen Bilinearform eine beson-
ders schéne Gestalt erhélt.
Es sei K ein Korper und V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

(1.33) Bemerkung. Es sei n:= Dim V. Dann operiert GL,,(K) auf K™*™ durch
GL,(K) x K™™ — K" (T, A) — (T~ YT ATL.

Jede Bahn dieser Operation besteht aus allen Gram-Matrizen einer Bilinearform ® auf V, und es ist
Rg: K™™ — Ny

eine Invariante der Operation.

Beweis. Es ist

w: GL,(K) x K™™ — K™ (T, A) — (T~ Y™ AT
eine Operation von GL, (K) auf K"*", denn

w(S,w(T, A)) = (ST w(T, A)S™! = (S™H)™(TH)TAT1S™ = ((ST) )™ A(ST) ™" = w(ST, A)
und

wI,, A) = (HTAL = A

fir alle S,T € GL,(K), A € K™*™.

Jetzt sei O eine beliebige Bahn von w und es seien A € O sowie eine Basis B = (By,...,B,) von V beliebig
gegeben. Nach Proposition (1.29) ist dann ®4: V x V — K, (V,W) + Vg ABW eine Bilinearform auf V mit
Gram-Matrix g®4” = A. Nun sei T € GL, (K) beliebig und es sei eine Basis C' von V mit PIdy,¢ = 7!
gegeben. Dann ist

Ww(T, A) = (T"H"AT! = 51dy pp®PP1d) ¢ = @¢

nach Korollar (1.31). Umgekehrt ist fiir jede gegebene Basis C' von V die Matrix T := (F1dy,“)~! ein Element
von GL,(K), und es gilt ¢®° = w(T, A). Insgesamt ist also

O ={w(T,A) | T € GL,(K)} = {p®4” | B Basis von V}.
Wegen Rg p® 4% = Rg ¢ ® 4 fiir jede Basis C' von V ist ferner
Rg: K™™ — Ny
eine Invariante von w. O

(1.34) Bemerkung. Es sei ® eine (schief-)symmetrische Bilinearform auf V und es sei i <V mit V = U &; V*+
gegeben. Ferner sei B’ = (By,...,By) eine Basis von & und B” = (Bjyi1,...,B,) eine Basis von V*. Fiir
B = (By,...,B,) ist dann

BB — <B/((I)|u><u)B/ o)

und g/ (<I>|uxu)B, ist invertierbar.

Beweis. Die Gestalt der Gram-Matrix g®® ergibt sich aus der Wahl von B. Da U ein Komplement von V* in V
ist, ist auRerdem ®|;sxy nicht-ausgeartet nach Proposition (1.21), also p/(®|yxy)? invertierbar nach Korollar
(1.28). 0
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(1.35) Korollar. Es sei n € N und A € K™*" eine (schief-)symmetrische Matrix. Dann existiert eine inver-
tierbare Matrix 7' € GL,, (K') und eine invertierbare Matrix A" € GLgg 4 (K) mit

A0
tr _
roar (41).

Beweis. Folgt aus Bemerkung (1.33) fiir die durch A gegebene Bilinearform A auf K™ und Bemerkung
(1.34). O

(1.36) Definition (Orthogonal- und Orthonormalbasis). Es sei ® eine Bilinearform auf V.
(a) Eine Basis B = (B, ..., By,) von V heifit Orthogonalbasis (bzgl. ®), falls 5@ eine Diagonalmatrix ist.
(b) Eine Basis B = (By, ..., By) von V heikt Orthonormalbasis (bzgl. ®), falls p®P =1, ist.

(1.37) Proposition. Es sei 2 # 0 in K. Dann existiert eine Orthogonalbasis von V bzgl. jeder symmetrischen
Bilinearform auf V.

Beweis. Wir fiithren vollstdndige Induktion nach n := Dim V), wobei fiir n = 0 nichts zu zeigen ist. Es sei also
n € N beliebig gegeben und existiere eine Orthogonalbasis fiir jeden Vektorraum U mit DimU/ < n bzgl. jeder
symmetrischen Bilinearform auf U. Es sei nun ¢ eine symmetrische Bilinearform auf V und es gelte 0.B.d.A.
® +# 0 (denn sonst wire g®? = 0 fiir jede Basis B von V und daher jede Basis eine Orthogonalbasis). Nach den
Propositionen (1.10) und (1.9) ist

Bifo(V) = Bifosym (V) @i Bifoschier(V) = Bifosym (V) @i Bifoa, (V).

Wegen & # 0 ist also ® nicht alternierend, d.h. es gibt ein V' € V\ {0} mit ®(V, V) # 0. Da @[y (vy somit nicht-
ausgeartet ist, gilt V = (V) @; (V)+ nach Korollar (1.23)(b). Insbesondere ist Dim(V)+ = DimV — (V) =n—1,

nach Induktionsvoraussetzung gibt es also eine Orthogonalbasis (Bs,...,B,) von (V)* bzgl. Q| vyL vy
Dann ist aber auch B := (V, B, ..., B,) eine Orthogonalbasis von V bzgl. ®. Mittels Induktionsprinzip folgt
die Behauptung fiir alle n € Nj. O

1.38) Korollar. Es sei 2 # 0 in K. Ferner sein € Nund A € K™*" eine symmetrische Matrix. Dann existiert
Yy
eine invertierbare Matrix T' € GL,,(K) und eine Diagonalmatrix D € K™*" mit

T"AT = D.

Beweis. Folgt aus Bemerkung (1.33) fiir die durch A gegebene Bilinearform ;i auf K™*! und Proposition
(1.37). O

Das folgende Beispiel zeigt, dass Proposition (1.37) und Korollar (1.38) nicht gelten, falls 2 =0 in K ist.

(1.39) Beispiel. Es gelte 2 =0 in K und es sei

0 1
)
Dann gibt es kein T' € GLy(K), so dass T*" AT eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. Fiir jede invertierbare Matrix T' € GLy(K) gilt

T AT — Tl,l T2,1 0 1 Tl,l T172 _ Tl,l T2’1 T271 T2,2
T1,2 T2,2 1 0 Tg’l TQ’Q T172 T2’2 TLl T1>2
— (TMTQJ + 1Ty TiaTze + T2,1T1,2) _ ( 0 detT

C \TioToq +TooThy TioToo+ 1T det T 0 ) = (detT)4,

und dies ist wegen det T' £ 0 keine Diagonalmatrix. O
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(1.40) Proposition. Es gelte K = C und es sei ® eine symmetrische Bilinearform auf V. Dann existiert eine
Basis B = (By,...,By,) von V mit

B_ (Ik
B® < 0/

wobei k& = Dim V — Dim V. Insbesondere gilt: Ist ® nicht-ausgeartet, dann existiert eine Orthonormalbasis von
V bzgl. ®.

Beweis. Nach Bemerkung (1.34) und Proposition (1.37) existiert eine Basis C' = (Cy,...,Cy) von V mit

c_ (D
C¢ _< 0/’

wobei D € GLi(K) eine invertierbare Diagonalmatrix und k = Dim V — Dim V1 ist. Fiir i € {1,...,k} sei nun
r; € C gegeben mit rf = D, ;. Fir die Basis B = (By, ..., By,) von V definiert durch

B — =Cy, fiirie {1,... Kk},
B Yo’ firie{k+1,...,n},

gilt dann

B‘bB = BIdcc‘I)CCIdB

1 1 1
= Diag(—7. ey Ty 1, ey 1)Diag(D1,1, .. .,Dk’k,O,. . .,O) Diag(—,.. ey Ty 1, .71)
1 Tk 1 Tk
1 1 1 1
= Diag(—D11—,..., —Dpx—,0,...,0) = <Ik > O
r1 1 T Tk 0

(1.41) Korollar. Es sei n € N und A € C"*" eine symmetrische Matrix. Dann existiert eine invertierbare
Matrix T' € GL,,(C) mit

TtrAT — <IRgA )
0/

Beweis. Folgt aus Bemerkung (1.33) fiir die durch A gegebene Bilinearform ;{ auf C"*! und Proposition (1.40).
O

(1.42) Definition. Es sei n € N. Fiir A € CX™ heifit

sym
IRg A
0

die komplexe symmetrische Normalform von A.

Den Trick aus Proposition (1.40) kénnen wir iiber den reellen Zahlen nicht anwenden, da dort keine Wurzeln
aus negativen Zahlen existieren. Immerhin kénnen wir noch stets die Wurzel aus den Betrdgen der nicht-
verschwindenden Diagonaleintrégen ziehen, und so eine Basis erhalten, bzgl. derer die Gram-Matrix nur die
Eintrage 1, —1 und 0 enthé&lt. Der folgende Satz besagt, dass die Anzahlen dieser Eintrige unabhéngig von der
Basis sind.

(1.43) Satz (Sylvesterscher Trégheitssatz). Es gelte K = R und es sei ® eine symmetrische Bilinearform auf
V. Fiir alle Orthogonalbasen B = (By,...,By,) und C = (Cy,...,C,) von V gilt

i€ {1,....n} | ®(B:, B;) > 0} = [{i € {1,...,n} | ®(C;,C;) > 0},
i€ {1,....n} | ®(Bi, B;) <0} = [{i € {1,...,n} | &(C;,C;) < 0}] und
i€ {1,...,n} | ®(Bi,B;) = 0} = [{i € {1,...,n} | ®(C;, C;) = 0}.
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Beweis. Es seien B = (By,...,B,) und C = (C4,...,C,) Orthogonalbasen von V bzgl. ®. Wir setzen

VJr = <Bz | 1 E {1, . 7n}7<I>(B“BZ) > 0> und
V_ = <B1 | 1€ {1, e ,n},@(BZ,BZ) < O>

sowie

V_li_ =(C;|i1e{l,...,n},®(C;,C;) > 0) und
Vo= <Oz | 1€ {1,. . ,n},@(C,,CZ) < O>

Wegen

VE=(Bilie{l,...,n},®(B;,B;) =0) = (C;|ie{l,...,n}, ®(C;,C;) = 0).
erhalten wir also Zerlegungen

V=V+@1V7€91VL=V/+EB1VL@1VL.

Wir wollen zeigen, dass Dim V. = DimV/, und Dim V_ = Dim V' ist. Fiir alle V € V|, NV_ gilt C; (V) = 0 fiir
alle i € {1,...,n} mit ®(C;,C;) < 0und B (V) =0 fir alle i € {1,...,n} mit &(B;, B;) > 0. Gébe es nun ein
VeV, NV_ mit V #0, so wire also
®(V,V) = C;(V)*®(Ci, Ci) > 0
i=1
und

o(V,V) = Zn: B} (V)*®(B;, B;) <0,

i=1
und wir hitten einen Widerspruch. Also ist V|, N'V_ = {0} und wir erhalten
Dim V), + DimV_ = Dim(V} + V_) < DimV — Dim V* = Dim V; + DimV_,

also Dim )V’ < Dim V,. Analog erhalten wir DimV, < Dim V. Insgesamt folgt Dim V; = DimV’, und daher
auch

DimV_ =DimV — DimV; — DimV* = DimV — DimV/, — DimV* = Dim V" O

(1.44) Korollar (Sylvesterscher Trigheitssatz fiir Matrizen). Es sei n € N und A € R™*™ eine symmetrische
Matrix. Ferner seien C, D € R™*™ Diagonalmatrizen so, dass invertierbare Matrizen S,T € GL,(R) mit C' =
ST AS und D = T™ AT existieren. Dann gilt

|{Z S {1,...,7’L} | Ofm‘ >O}| = |{ZE {1,...,71} | Dz’,i >O}|,
Hie{l,....n}|Cii <0} ={i e{1,...,n} | D;; <0} und
Hie{l,....n}|Ciy =0} ={ie{L,...,n} | D;; =0}

Beweis. Folgt aus Bemerkung (1.33) fiir die durch A gegebene Bilinearform ;i auf K™*! und dem Sylvesterschen
Trégheitssatz (1.43). O

(1.45) Definition (Signatur).

(a) Es sei K = R, ® eine symmetrische Bilinearform auf ¥V und B eine Orthogonalbasis von V. Dann heift
(ny,n_,ng) definiert durch ny = [{i € {1,...,n} | ®(B;,B;) >0}, n_ :=[{t € {1,...,n} | (B, B;) <
0} und ng := |{i € {1,...,n} | ®(B;, B;) = 0}| die Signatur von P.

(b) Essein € Nund A € R"*" eine symmetrische Matrix. Ferner sei D € R"*" eine Diagonalmatrix so, dass
eine invertierbare Matrix T' € GL,,(R) mit D = T" AT existiert. Dann heift (ny,n_,ng) definiert durch
ny:={ie{l,....,n} | Dy; >0}, n_:={ie{l,...,n} | D;; <0} und ng:=|{i € {1,...,n} | D;; =
0}| die Signatur von A.
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(1.46) Proposition. Es gelte K = R und es sei ® eine symmetrische Bilinearform auf V. Ferner sei (n4,n_, ng)
die Signatur von ®. Dann existiert eine Basis B = (By,..., B;,) von V mit

I,
B(I)B - _In,
0

Beweis. Nach Bemerkung (1.34) und Proposition (1.37) existiert eine Basis C' = (Cy,...,Cy) von V mit

D
C _
C¢ _< 0))

wobei D € GL;(K) eine invertierbare Diagonalmatrix und
k=DimV —DimV* =n—ng=ny +n_

ist. O.B.d.A. sei C so gewahlt, dass D;; > 0 fir i € {1,...,ny} und D;; < 0 fir i € {ny +1,...,k}. Fir die
Basis B = (By,...,B,) von V definiert durch

1 e
B | g G frie L k),
Ci firie{k+1,...,n},
gilt dann

p®P = pldcc®““1d?

1 1 1 1
= Diag( Seeey ,1,...,1)Diag(Dy 1,..., Dk, 0,...,0) Diag( by , 10,1
VD1 1] V| Dk k| D11 | Di. 1
I
1 1 1 1 s
== Diag( Dl,l goeey Dk,k ,0,...,0) == 717,,_ . O]
VD14 VD1 1] VD k| V| Dk k| 0

(1.47) Korollar. Es sei n € N und A € R"*™ eine symmetrische Matrix. Ferner sei (ny,n_,ng) die Signatur
von A. Dann existiert eine invertierbare Matrix T' € GL,,(K) mit

I

UZs
TYAT = —IL,_
0
Beweis. Folgt aus Bemerkung (1.33) fiir die durch A gegebene Bilinearform Z{ auf K™*! und Proposition
(1.46). O
(1.48) Definition. Es sei n € N. Fiir A € R{" mit Signatur (ny,n_,ng) heifit
L,

*In_
0

die reelle symmetrische Normalform von A.

Nun betrachten wir noch alternierende Bilinearformen. Wir werden feststellen, dass sich diese in gewisser Weise
besser verhalten als symmetrische Bilinearformen, denn wir erhalten hier eine Normalform iiber jedem Korper.

(1.49) Proposition. Es sei ® eine alternierende Bilinearform auf V und es sei J € K2*2 gegeben durch

e (01,
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Dann existiert eine Basis B = (By, ..., B,) von V mit

J

p®F =

0

Beweis. Wir fithren vollstdndige Induktion nach n := Dim V, wobei fiir n = 0 nichts zu zeigen ist. Es sei also
n € N beliebig gegeben und existiere eine Basis wie behauptet fiir jeden Untervektorraum U mit DimU < n
bzgl. jeder alternierenden Bilinearform auf /. Es sei nun ® eine alternierende Bilinearform auf V. Wir kénnen
0.B.d.A. annehmen, dass ® nicht-ausgeartet ist (denn sonst ist V = U @; V* fiir ein &« < V und wir sind fertig
mit Proposition (1.37) und Induktion). Wegen DimV = n > 0ist V # {0}, d.h. es gibt einen Vektor V' € V\ {0}.

Da @ nicht-ausgeartet ist, gibt es ferner einen Vektor W’ mit ®(V, W’) # 0. Wir setzen W := WW’ und
erhalten
1 1
VW)=V, ———— W)= ———— (VW) = 1.
W=V g = stV

Da @ alternierend ist, folgt W # aV fir alle ¢ € K. Also ist B’ = (V, W) linear unabhéngig wegen V # 0.

Ferner ist
’ 0 1
B (@l vwyxvwy)? = (_1 0> =J

invertierbar und damit @[y, 1wy x(v,w) nicht-ausgeartet. Mit Korollar (1.23)(b) folgt V = (V,W) &; (V,W)*.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Basis (Bs, ..., By) von (V, W) bzgl. ®| vy« (v, mit

5 (@ vyt vmys )P = Diag(d,...,J) € Kn=2x(=2),
Dann liefert aber auch B := (V,W, Bs, ..., B,,) die Gram-Matrix
p®P = Diag(J,...,J) € K™,
Mittels Induktionsprinzip folgt die Behauptung fiir alle n € Ny. O

Eine nicht-ausgeartete Bilinearform nennt man auch eine symplektische Bilinearform.

(1.50) Korollar. Es sei n € N, A € K"*" eine alternierende Matrix und es sei J € K2*?2 gegeben durch

(01,

Dann existiert eine invertierbare Matrix T € GL,, (K) mit

A0
tr _
roar (49)

wobei A’ = Diag(J,...,J) € KReAxReA [Inshesondere ist Rg A gerade.

Beweis. Folgt aus Bemerkung (1.33) fiir die durch A gegebene Bilinearform Z& auf K™*! und Proposition
(1.49). O

(1.51) Definition (alternierende Normalform). Es sei n € N. Fiir A € K[\/" heift
A0
0 0

wobei A’ = Diag(J,...,J) € KReAxReA die glternierende Normalform von A.

Wir bemerken noch, dass die in diesem Abschnitt vorgestellten Normalformen von Matrizen mit Hilfe des
modifizierten Gauf-Algorithmus mit simultanen Zeilen- und Spaltenumformungen berechnet werden koénnen.
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§5 Quadratische Formen

In diesem Abschnitt wollen wir eine weitere Besonderheit von symmetrischen Bilinearformen herausstellen. Wir
werden zeigen, dass sie bereits durch ihre zugeordnete quadratische Form festgelegt sind (sofern 2 # 0 im
Grundkorper gilt).

Es sei K ein Korper mit 2 # 0 und V ein K-Vektorraum.

(1.52) Lemma (Polarisationsformel). Es sei ® eine symmetrische Bilinearform auf V und es sei qg: ¥V — K
gegeben durch qg (V) := ®(V, V). Dann gilt

qa(aV) = a’qa(V)
fir alle V €V, a € K und

(VW) = 5 (aa(V + W) — aa(V) ~ 4 (V)
fir alle VW € V.
Beweis. Es ist

qe(aV) = ®(aV,aV) = a*®(V,V) = a*qe (V)
fir alle V €V, a € K, sowie

QW(V+W) =0V +W,V+W)=30(V,V)+&(V,W) + (W, V) + d(W, W)
=qo(V) +20(V.W) + qa (W)

und damit
BV, W) = S (a0 (V + W) — ao(V) ~ as(IW)

fiir alle VW € V. O
(1.53) Definition (quadratische Form).

(a) Eine Abbildung ¢: V — K heit eine quadratische Form auf V, falls q(aV) = a?q(V) firalle V € V, a € K,
und falls Wo: V x V — K, (V,W) — 1(q(V + W) — q(V) — g(W)) eine (notwendigerweise symmetrische)
Bilinearform auf V ist. In diesem Fall nennen wir ¥, die Polarisation von ¢q. Die Menge aller quadratischen
Formen auf V notieren wir als Qu(V) := {q € K" | q ist quadratische Form}.

(b) Ist ® eine symmetrische Bilinearform auf V, so nennen wir q¢: V — K,V +— ®(V, V) die zu ® assoziierte
quadratische Form.

(1.54) Beispiel. Es sei

— 2 1 2X2
A._<1 3>€Q .

Dann ist
A(z,y) = 2 Ay = 2011 + 2192 + 2231 — 32272
fiir z,y € Q?*! und die zur Bilinearform Zl assoziierte quadratische Form q: Q**! — Q ist gegeben durch

qz(z) = Az, ) = 222 + 221wy — 323

fiir z € Q21
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(1.55) Proposition. Es ist Qu(V) < KY und
4+ Bifowm(V) — Qu(V)
ist ein K-Vektorraumisomorphismus mit Inversem
Y_: Qu(V) — Bifosym (V).
Beweis. Fir @, ¥ € Bifo(V) und a € K gilt
dao+w (V) = (a® + )(V,V) = a®(V,V) + ¥(V,V) = aqe (V) + qu (V) = (age + quw)(V)
fiir alle V € V, d.h. que+v = aqe + qgu. Somit ist die Abbildung §: Bifogym (V) — KY,® +— qg linear iiber K
und es gilt Bildd C Qu(V) nach Lemma (1.52). Fiir alle ¢ € Qu(V) gilt andererseits

G, (V) = ¥o(V,V) = 2 (a(V + V) — (V) — (V) = 5(a2V) ~ 20(V)) = 3 (4a(V) ~ 24(V)) = a(V)

fiir alle V € V und damit qy, = ¢. Folglich ist sogar Bildd = Qu(V) und damit insbesondere Qu(V) < KV.
Ferner ist q_ : Bifogym (V) — Qu(V) ein K-Vektorraumepimorphismus. Nun ist aber

u(
Kernq_ = {® € Bifogym(V) | g = 0} = {® € Bifogym (V) | qo(V) =0 fiir alle V € V}
= {® € Bifogym(V) | ®(V,V) =0 fiir alle V € V} = {® € Bifogym(V) | ® alternierend}
= Bifogym (V) N Bifoa (V) = {0}

nach Proposition (1.10) und Proposition (1.9) und daher q_ sogar ein K-Vektorraumisomorphismus. O

§6 Homogene Polynome

In diesem letzten Abschnitt geben wir eine Beschreibungsmdoglichkeit von Bilinearformen und quadratischen
Formen mit Hilfe von Polynomen in mehreren Unbestimmten an.
Es sei K ein Korper und V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

(1.56) Definition (Polynomring). Es sei n € Ny. Wir definieren rekursiv K[X7,..., X,] durch

K, fiir n =0,
K[X1,...,X,] :_{

K[Xy,..., X, 1][Xy], firn>0.

Es heift K[X4,..., X, ] der Polynomring in den Unbestimmten X1, ..., X,, und die Elemente von K[X7, ..., X,]
heifsen Polynome in Xq,...X,.

(1.57) Beispiel. Es ist
(X1 + (-1 —2X1)Xo) + (1 +2X7) + (2 - 3X1)X3) X3
=X — Xy —2X1 X0 + X5+ 2X1 X3 +2X2X3 — 3X, X2 X3
ein Polynom in Q[X1, Xa, X3].
Ein Polynom p € K[X1,...,X,] fir n € N ist von der Gestalt

k
p= Z pEXy" X,’f
kENg

mit p € K fiir k € Nj und p, = 0 fiir fast alle & € Nj.

(1.58) Definition (Grad). Es sei n € N. Fiir ein Polynom p = 3, e pr X1 Xpm € K[X1,..., X, \ {0}
heifst

Gradp := max{z ki | pr # 0}
i=1

der (Total-) Grad von p.
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(1.59) Definition (homogene Polynome). Es sei n € N. Fiir m € Ny setzen wir
K[Xla R aXn]m,hom

={peK[Xy,....X,] |p= Z peX P XEn mit py = 0 fiir alle k € N mit Zk’ # m}.
keNg i=1

Ein Polynom p € K[X1,..., Xs)m hom \ {0} heillt homogen vom Grad m.
(1.60) Beispiel. Es ist 3X; Xo X3 — X3 + 2X; X3 € Q[X1, X2, X3] homogen vom Grad 3.
(1.61) Bemerkung. Es ist

K[Xl, e ,Xn]Q,hom

n n

= {pEK[Xl,“Xvn} \p:ZZa”XZXJ mit a; € K fir 1,] € {1,,n}}
i=1 j=1

(1.62) Proposition. Es sei 2 # 0 in K. Fiir jede Basis B = (By,...,By) von V ist
Qu(V) = K[X1,..., Xolomom, 0 Y ¥ Yo(Bi, Bj)Xi X;
i=1 j=1
ein K-Vektorraumisomorphismus.
Beweis. Ubungsblatt 2, Aufgabe 8(d).

(1.63) Definition (bilineare Polynome). Es sei n € N. Wir setzen

K[Xi,... ,Xn,Y1,~--,Yn](1,1),hom
={peK[X1,...,Xn,Y1,.... Yol [p=>_ Y a;;X;¥j mit a;; € K fitr i, j € {1,...,n}}.

i=1 j=1
Ein Polynom p € K[X1,..., X, Y1,...,Ya](1,1),hom \ {0} heifit ein bilineares Polynom.
(1.64) Beispiel. Es ist 3X1Y2 +2X,Y; — XoY] + 2X3Y5 € Q[ X1, Xo, X3, Y1, Ys, V3] ein bilineares Polynom.
(1.65) Proposition. Fiir jede Basis B = (By,...,By) von V ist
Bifo(V) = K[X1,..., Xn, Y1, ., Yal(1.1)homs @ = Y Y ®(Bi, B;) X;Y;
i=1 j=1
ein K-Vektorraumisomorphismus.

Beweis. Ubungsblatt 2, Aufgabe 8(b).
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