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Grundlagen






Kapitel 1

Mathematische Grundbegriffe

1.1 Aussagen

1.1.1 Definition und Beispiele

Definition. Mathematische Aussagen oder kurz Aussagen sind sprachliche
Ausdriicke, die auch Formeln und Symbole enthalten kénnen, und die einen
eindeutigen Wahrheitswert besitzen, der entweder wahr oder falsch lautet.

Beispiel. Mathematische Aussagen sind:
(i) 2+ 3 =75 (wahr)

(ii) ‘Alle Punkte auf einem Kreis haben den gleichen Abstand zum Mittel-
punkt’ (wahr)

(iii) ‘Jede ganze Zahl groBer als 2 ist Summe zweier Primzahlen’ (unbe-
kannt)

(iv) ‘Jede reelle Zahl ist ein Quadrat einer reellen Zahl’ (falsch)

(v) ‘Es gibt eine ganze Zahl, deren Quadrat gleich ihrem Doppelten ist’
(wahr)

Die Aussage (iii) ist eine mathematische Aussage, denn sie besitzt einen
Wahrheitswert, auch wenn uns dieser nicht bekannt ist. Die Goldbach’sche
Vermutung besagt, dass der Wahrheitswert von (iii) wahr lautet. Keine ma-
thematischen Aussagen sind dagegen ‘Aachen ist schén’ und ‘Die Mensapreise
sind zu hoch’.
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1.1.2 Zusammensetzung und Verneinung

Definition. Fiir beliebige Aussagen A und B definieren wir die Wahrheits-
werte fiir folgende zusammengesetzte Aussagen:

(i) Die Verneinung oder Negation —A ist genau dann wahr, wenn A falsch
ist.

(ii) Die Konjunktion A A\ B ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch
B wabhr ist.

(iii) Die Disjunktion AV B ist genau dann wahr, wenn A oder B wahr ist
oder beide wahr sind.

(iv) Das ezklusive oder AXOR B ist genau dann wahr, wenn A oder B wahr
ist, aber nicht beide wahr sind.

(v) Die Implikation A = B ist genau dann falsch, wenn A wahr ist und B
falsch ist.

(vi) Die Aquivalenz A < B ist genau dann wahr, wenn A und B den glei-
chen Wahrheitswert besitzen.

Sprechweise. Zu —A sagt man ,,nicht A“, zu ANB A und B, zu AV B
A oder B, zu AXOR B ,,A x-or B oder ,,entweder A oder B“, zu A = B
,A impliziert B“ oder ,aus A folgt B“ oder ,wenn A dann B“, zu A < B
,A ist dquivalent zu B“ oder ,, A gilt genau dann, wenn B gilt®.

Die Wahrheitswerte der eingefiihrten zusammengesetzten Aussagen konnen
in folgender Tabelle zusammengefasst werden:

A|B|-A|AANB|AVB | AXORB|A=B | A< B

w | w f w w f w w

w | f f f W W f f

flwi| w f w W W f

f|f] w f f f W W
Beispiel.

(i) Die Verneinung von ‘243 = 5’ lésst sich als ‘Es gilt nicht, dass 2+3 =5
ist” oder kiirzer als ‘2 + 3 ist ungleich 5’ formulieren.

(ii) Die Verneinung von ‘Das Glas ist voll’ ldsst sich als ‘Das Glas ist nicht
voll’ formulieren, nicht aber als ‘Das Glas ist leer’.
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(iii) Die Verneinung von ‘Alle Gléser sind voll’ ldsst sich als ‘Nicht alle
Gléser sind voll’; oder als ‘Es gibt ein Glas, das nicht voll ist’ formulie-
ren.

(iv) ‘Wenn 2 + 3 = 6, dann ist 2 + 3 = 7’ ist wahr.

1.1.3 Awussageformen

Definition. Eine Aussageform ist eine sprachlicher Ausdruck, der Variablen
enthélt, und der fiir jede Belegung alle vorkommenden Variablen mit kon-
kreten Objekten zu einer Aussage wird.

Bemerkung. Eine Aussageform ist selbst keine Aussage. Die Zusammenset-
zung von Aussageformen mittels =, A, V, =, <, etc. ist wieder eine Aussage-
form.

Beispiel.

(i) “‘Wenn z > 0, dann ist = ein Quadrat.’ ist eine Aussageform. Wird die
Variable x mit einer beliebigen reellen Zahl belegt, so erhalten wir eine
Aussage (einen eindeutigen Wahrheitswert).

(ii) ‘Student = hat mindestens 50% der Klausur-Punkte erzielt’ ist eine
Aussageform. Wird die Variable x mit einem beliebigen Studenten be-
legt, so erhalten wir eine Aussage (einen eindeutigen Wahrheitswert).

(iii) Essei A(z) die Aussageform ‘Student x hat in der Klausur volle Punkt-
zahl erzielt’ und B(z) die Aussageform ‘Student x hat das Modul be-
standen’. Dann ist auch A(x) = B(x) eine Aussageform. Fiir jede Be-
legung der Variable x mit einem Studenten ist A(z) = B(z) eine wahre
Aussage. Das liegt daran, dass der Fall A(z) wahr und B(z) falsch (der
einzige Fall in dem A(x) = B(x) falsch ist) nicht vorkommt.

(iv) Es sei A(t) die Aussageform ‘Der Projektor im Hoérsaal ist zum Zeit-
punkt ¢ aus’ und B(t) die Aussageform ‘Der Horsaal ist zum Zeit-
punkt ¢ leer’. Fiir jede Belegung der Variable ¢ mit einem Zeitpunkt ist
A(t) = B(t) eine Aussage. Deren Wahrheitswert héingt allerdings von
t ab. Wann ist sie falsch?

Bemerkung. Wenn A(z) = B(z) unabhéngig von z stets wahr ist (wie in
Beispiel (iii)), dann driickt = offensichtlich einen kausalen Zusammenhang
aus.
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1.1.4 Tautologien
Beispiel.

(i) AXOR B hat stets den gleichen Wahrheitswert wie (AA—=B)V(—=AAB),
egal um welche Aussagen es sich bei A und B handelt. Wir sagen daher,
dass XOR durch =, A,V augedriickt werden kann.

(ii) A = B hat stets den gleichen Wahrheitswert wie =(A A =B).
(iii) A < B hat stets den gleichen Wahrheitswert wie =(A XOR B).
Ubung. Man zeige, dass XOR durch —, V ausgedriickt werden kann.

Definition. Ein logischer Term ist ein Ausdruck bestehend aus Variablen,
z.B. A, B, ..., die verkniipft sind mit den Symbolen —, A, V, XOR, =, <. Eine
Tautologie ist ein logischer Term, der fiir jede Belegung seiner Variablen mit
Wahrheitswerten ,, wahr ergibt.

Beispiel. AN =B und A = ((B = —C) V D) sind logische Terme, aber
keine Tautologien. (A = B) < —(A A =B) ist eine Tautologie. Bedeutsame
Tautologien sind:

(i) Modus Ponens:
(AN(A=B))=1B

(ii) Tertium non datur (Gesetz des ausgeschlossenen Dritten):

AV A

(iii) de Morgan-Gesetze:
—(AANB) < (mAV -B),
-(AV B) & (mAAN-DB)

(iv) Kontrapositionsgesetz:

(A= B) & (-B = -A)

Ubung.

(i) Man schreibe die Tautologien auf, die von Beispiel (i),(ii) und (iii)
geliefert werden.

(ii) Ist (A < B) < ((A= B) A (B = A)) eine Tautologie?
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(iii) Man folgere aus den Tautologien des Beispiels durch Einsetzen, dass
auch —~(A A —A) eine Tautologie ist.

Bemerkung. Tautologien helfen bei Beweisen: Zeigt man etwa, dass sowohl
A als auch A = B wahr sind, so folgt nach Modus Ponens, dass auch B wahr
ist. Mochte man A = B zeigen, so kann man nach dem Kontrapositionsgesetz
anstelle dessen auch =B = —A zeigen (z.B. statt ‘Wenn z kein Quadrat ist,
dann = < 0’ zeigt man ‘Wenn z > 0, dann x ein Quadrat’).

1.1.5 Sprachliche Konventionen
Wir einigen uns auf folgende Konventionen

(i) Ein bedeutet stets ,,mindestens ein“ und ist von ,genau ein“ zu unter-
scheiden.

(ii) In einer Auzdhlung von Objekten x, ..., z, heiflen z1, ..., x, paarweise
verschieden, wenn keine zwei Objekte der Aufzdhlung gleich sind (d.h.
wenn in der Aufzihlung keine Wiederholungen vorkommen). Davon zu
unterscheiden ist ,, verschieden* im Sinne von , nicht alle gleich*. Wenn
wir von ,,n verschiedenen Objekten x4, ..., z,“ sprechen, impliziert das,
dass x1,...,x, paarweise verschieden sind.

1.2 Mengen

1.2.1 Definition und Beispiele

“Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterscheidbaren Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens |[welche die Elemente von M genannt wer-
den] zu einem Ganzen.”

Georg Cantor, 1895

Bei der Auslegung von Cantor’s Begriff einer ,,Zusammenfassung* ist al-
lerdings Vorsicht geboten. Das wusste schon Cantor selbst und zeigte, dass die
Betrachtung der ,Menge aller Mengen“ zu einem Widerspruch fiihrt: nach
der Zweiten Cantor’schen Antinomie wére sie ,grofler” als sie selbst. Man
kann auch ohne Betrachtung der ,,Gréfe” einer Menge einen rein logischen
Widerspruch aus der ,Menge aller Mengen* ableiten, die Russel’sche Anti-
nomie (sieche Ubung b unten). Wir einigen uns auf die folgende Definition
des Mengenbegriffs.
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Definition a. Eine Menge M ist etwas, zu dem jedes beliebige Objekt x
entweder Element der Menge ist, geschr. z € M, oder nicht, geschr. z ¢ M.

Mengen sind also gerade dadurch gekennzeichnet, dass ‘x € M’ fiir je-
des Objekt = eine Aussage ist (einen eindeutigen Wahrheitswert hat), also
gerade dadurch, dass ‘x € M’ eine Aussageform ist. Umgekehrt ist fiir jede
Aussageform A(x) die Zusammenfassung aller z, fiir die A(z) wahr ist, eine
Menge (vgl. Schreibweise (iii) unten).

Bemerkung. Mengen, die sich selbst enthalten fithren nicht per se zu einem
Widerspruch. In der weitverbreitetsten Mengenlehre (der Zermelo-Fraenkel-
Mengenlehre), der wir uns anschliessen wollen, sind Mengen, die sich selbst
als Elemente enthalten, allerdings nicht erlaubt.

Definition b. Sind M, N zwei Mengen, so heifit N eine Teilmenge von M
und M eine Obermenge von N, geschr. N C M, wenn fiir alle v € N gilt:
x € M. Das Zeichen C bzw. die Aussage N C M heifit Inklusion.

Zwei Mengen M und N heiflen gleich, geschr. M = N, wenn M C N und
N CM.

Eine Menge M heif3t endlich, wenn M nur endlich viele Elemente besitzt.
Man schreibt in diesem Fall | M| fiir die Anzahl der Elemente von M. Ande-
renfalls heilt M unendlich und man schreibt |M| = co. Die Zahl | M| heifit
die Mdchtigkeit von M.

Schreibweise.

(i) Aufzdihlen. Die Elemente werden aufgelistet und mit Mengenklammern
eingeschlossen. Reihenfolge und Wiederholungen spielen bei der Men-
genaufzdhlung keine Rolle, z.B.

{1,3,17} = {3,1,17} = {1,3,17,1,3}.

(ii) Beschreiben. Mengen konnen durch Worte beschrieben werden, etwa:

Menge der natiirlichen Zahlen = {1,2,3,4,5,...}
Menge der ganzen Zahlen = {...,—2,—1,0,1,2,...}

(iii) Aussondern. Es sei M eine Menge. Ist A(x) eine Aussageform, so be-
zeichnet
{r e M[A(x)}

diejenige Teilmenge von M, die aus allen Elementen besteht, fiir die
A(x) wahr ist (gespr. ,Menge aller z aus M mit A(z)“). Benennen wir
beispielsweise die Menge der natiirlichen Zahlen mit N, so ist {n €
N |n ist ungerade} die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen, also
{1,3,5,7,...}.
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(iv) Abbilden. Ist M eine Menge und e(z) fiir jedes x € M ein Ausdruck
(z.B. e(x) = 22, |z, etc.), so bezeichnet

{e(x):x € M}

die Menge aller Ausdriicke e(x), wobei z alle Elemente der Menge M
durchliuft. Beispielsweise ist {n?: n € N} die Menge der Quadratzah-
len. Abbilden und Aussondern kénnen kombiniert werden, sodass z.B.
{n? : n € N|n ungerade} die Menge aller Quadrate von ungeraden
natiirlichen Zahlen bezeichnet, also {1,9,25,49,...}. In der Regel wird
letztere Menge auch kiirzer als {n*|n € N ungerade} geschrieben.

Beispiel. Haufig auftretende Mengen sind:

Symbol | Beschreibung Definition

0 leere Menge {}

n n-elementige Menge {1,2,...,n}

N natiirliche Zahlen {1,2,3,...}

Ny natiirliche Zahlen einschl. 0 | {0,1,2,3,...}

P Primzahlen {2,3,5,7,11,13,...}

Z ganze Zahlen {-..,—=2,-1,0,1,2,...}
Q rationale Zahlen {§:a€Z,beN}

R reelle Zahlen {ajay...a,,biby ... a;,b; € {0,1,...,9}}
R-o positive reelle Zahlen {r eR|z >0}

R>o nicht-negative reelle Zahlen | {z € R |z > 0}

C komplexe Zahlen {a+bi:abeR}

Nur die ersten beiden Mengen der Tabelle sind endlich, nédmlich |@| = 0 und
In| = n fiir alle n € Ny. Es gilt:

Ubung a. Was gilt fiir eine Menge M: z € M XORz ¢ M fir alle 2?7 z €
M&(cgM)?=(zreM)sxgM?

Ubung b (Russel’s Antinomie). Die ,, Menge aller Mengen“ wiirde als Teilmen-
ge enthalten die ,,Menge“ M aller Mengen, die sich nicht selbst als Element
enthalten. Ist dann M € M oder M & M?

1.2.2 Quantifizierte Aussagen

Es sei A(z) eine Aussageform. Nach Definition (1.1.3) ist A(zx) fiir jedes x
eine Aussage. Setzt man in A(x) fiir z in ein konkretes Objekt ein, so sagt
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man, x wird spezifiziert. Zwei weitere Moglichkeiten, aus A(x) eine Aussage
zu machen, bestehen darin, x zu quantifizieren:

‘Fiir alle x € M gilt A(x)” und ‘Es gibt ein z € M, fiir das A(z) gilt’.

Diese sprachlichen Ausdriicke sind Aussagen, denn z ist keine (freie) Variable
mehr!

Beispiel.

(i) Sei A(z) die Aussageform ‘z > 5. Dann ist ‘Es existiert ein # € N mit
A(x)" wahr, weil z.B. A(7) wahr ist. Dagegen ist ‘Fir alle z € N gilt
A(z)’ falsch, weil z.B. A(2) falsch ist.

(ii) Sei A(t) die Aussageform ‘Zum Zeitpunkt ¢ gilt: Projektor ist aus =
Horsaal ist leer’. Ist ¢ ein konkreter Zeitpunkt, an dem der Projektor
an ist oder der Horsaal leer, so ist die Aussage A(t) wahr. Da es solche
Zeitpunkte gibt, ist ‘Es gibt eine Zeit ¢ mit A(t)” wahr. Ist ¢ dagegen
ein konkreter Zeitpunkt, an dem der Projektor aus ist und der Horsaal
nicht leer, so ist die Aussage A(t) falsch. Da es auch solche Zeitpunkte
gibt, ist auch ‘Es gibt eine Zeit ¢ mit = A(t)” wahr und ‘Fiir alle Zeiten
t gilt A(t) falsch.

(iii) Die Verneinung von ‘Fiir alle z € M gilt A(z)’ ldsst sich als ‘Es exis-
tiert © € M mit - A’ bzw. ‘Es existiert € M fiir das A nicht gilt’
formulieren. Die Verneinung von ‘Fiir alle z € R gilt 22 > 0’ liisst sich
als ‘Es existiert ein z € R mit 22 < 0’ formulieren.

(iv) Die Verneinung von ‘Es existiert ein € M mit A(z)’ lasst sich als
‘Fiir alle x € M gilt = A’ formulieren. Die Verneinung von ‘Es gibt eine
Person im Hérsaal, die ihr Handy aus hat’ ldsst sich als ‘Alle Personen
im Horsaal haben ihr Handy an’ formulieren.

Bemerkung. Gelegentlich schreibt man (missbréuchlich) nur eine Aussage-
form A(z) auf, meint damit aber die Aussage ‘Fiir alle x € M gilt A(x)’. Das
geht nur, wenn die Menge M aus dem Zusammenhang klar ist.

Ubung. Wie lautet der Wahrheitswert der Aussagen ‘Fiir alle 2 € () gilt A(z)’
und ‘Es gibt = € 0 mit A(z)’?

1.2.3 Konstruktion von Mengen

Definition (Mengenoperationen). Es seien M, N beliebige Mengen.
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(i)
(i)
(i)

(iv)

(vi)

MNON :={x € M|z € N} heiit Durchschnitt von M und N.
MUN :={z|xz € M oder x € N} heifit Vereinigung von M und N.

M\N :={x € M|x ¢ N} heifit die Differenzmenge, gespr. ,M ohne
N¢.

M x N :={(z,y) |z € M und y € N} heiit kartesisches Produkt von
M und N.

Hierbei ist (x,y) ein geordnetes Paar. Zwei geordnete Paare (x,y) und
(«’,y') sind genau dann gleich, wenn = = ' und y = ¢/'.

M™:={(x1,...,2,) |21, ..., 2, € M} heit n-faches kartesisches Pro-
dukt von M (n € N).

Hierbei ist (z1,...,x,) ein n-Tupel iiber M. Zwei n-Tupel (z1,...,x,)
und (y1,. .., ¥y,) iber M sind genau dann gleich, wenn x; = y; fiir jedes
i€ {l,...,n}. Die x1,...,x, heilen die Fintrdge des Tupels.

Pot(M) :={S|S C M} heiit die Potenzmenge von M.

Beispiel.

(i)

(i)

(iii)
(iv)

(v)

Die leere Menge ist Teilmenge jeder beliebigen Menge (auch von sich
selbst).

Es gilt:

Pot(0) = {0},
Pot({1}) = {0, {1}},
Pot({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1,2}},

Fiir jede Menge M gilt M? = M x M.

Fiir jede Menge M gilt M" = M x --- x M.
————

n-mal

Ein Element von Z° ist z.B. (1, -3,0,0,27).

Ubung.

(i)
(i)

Wieviele Elemente hat Pot(n) fiir n € Ny?

Wieviele Elemente hat M™ fir n € N?
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1.2.4 Mengenpartitionen
Definition.
(i) Zwei Mengen A, B heiflen disjunkt, wenn AN B = ().

(ii) Endlich viele Mengen My, ..., M, heiflen paarweise disjunkt, wenn je
zwei davon disjunkt sind, d.h. wenn fir alle 7,5 € {1,...,n} mit i # j
gﬂtl MZ N Mj = Q)

(iii) Essei M eine Menge von Mengen (M darf hier unendlich sein). Die Ele-
mente von M heiflen paarweise disjunkt, wenn je zwei davon disjunkt

sind, d.h. wenn fiir alle M, M’ € M mit M # M’ gilt: M N M’ = ().

(iv) Es sei M eine Menge. Eine Partition von M ist eine Menge P nicht-
leerer, paarweise disjunkter Teilmengen von M mit M = J,.p C. Die
Elemente C' € P heiflen Teile der Partition.

Bemerkung. Fiir jede Partition P von M ist P C Pot(M) \ {0}.
Beispiel.

(i) P = {{n € N|n gerade}, {n € N|n ungerade}} stellt eine Partition
von N mit zwei Teilen dar.

(ii)) P = {{n € N|n hat k Dezimalstellen} |k € N} stellt eine Partition
von N mit unendlich vielen Teilen dar.

(iii) Die einzige Partition von ) ist P = 0.
Ubung. Man mache sich klar:
(i) Sind A, B endliche, disjunkte Mengen, so gilt |AU B| = |A| + |B|.

(ii) Sind My, ..., M, endliche, paarweise disjunkte Mengen, so gilt
Ml =) ).
i=1 i=1

1.3 Beweisprinzipien

1.3.1 Direkter Beweis

Prinzip. Ziel: A = B ist wahr. Um das Ziel zu zeigen, nehmen wir an, dass
A wahr ist und folgern daraus mittels logischer Schliisse, dass B wahr ist.
Wenn das gelungen ist, ist auch A = B wahr.
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Beispiel. Fiir alle n € N gilt: n ungerade = n? ungerade.

Beweis. Sei n € N beliebig, sei A die Aussage ‘n ist ungerade’ und B die
Aussage ‘n? ist ungerade’. Wir nehmen an, A ist wahr, d.h. n ist ungerade.
Wir folgern, dass B wahr ist: Da n ungerade ist, existiert ein & € N mit
n =2k — 1. Dann ist n? = (2k — 1)? = 4k* — 4k + 1 = 2(2k® — 2k) + 1, eine
ungerade Zahl. Damit ist gefolgert, dass B wahr ist. Nach dem Beweisprinzip
des direkten Beweises ist also A = B wahr. Da n € N beliebig gewéhlt war,
gilt dies fiir alle n € N. O

Ubung. Was passiert, wenn sich aus A ein Widerspruch folgern lésst, A also
falsch ist?

1.3.2 Beweis durch Kontraposition

Prinzip. Ziel: A = B ist wahr. Stattdessen zeigen wir, dass =B = —A wahr
ist. Wenn das gelungen ist, ist auch A = B wahr.

Beweis des Prinzips. Dieses Prinzip beruht auf der bekannten Tautologie
(A= B) & (B = —A) aus Beispiel (1.1.4). O

Beispiel. Fiir alle n € N gilt: n? gerade = n gerade.

Beweis des Prinzips. Sei n € N beliebig, sei A die Aussage ‘n? ist gerade’
und B die Aussage ‘n ist gerade’. Wir zeigen, dass =B = —A wahr ist: Diese
Aussage lautet ‘n ist ungerade = n? ist ungerade’ und wurde schon in (1.3.1)
gezeigt. Damit ist nach dem Beweisprinzip der Kontraposition auch A = B
wahr. Da n € N beliebig gew#hlt war, gilt dies fiir alle n € N. ]

1.3.3 Beweis durch Widerspruch

Prinzip. Ziel: A ist wahr. tir zeigen, dass =A = (B A =B) wahr ist. Wenn
das gelungen ist, ist auch A wahr. (B A =B ist hier der Widerspruch und die
Aussage B kann frei gewéhlt werden.)

Beweis des Prinzips. BA—B ist stets falsch (vgl. Ubung 1.1.4). Wenn =4 =
(B A —=B) wahr ist, ist also = A falsch (vgl. Definition von =), d.h. A ist
wahr. O

Beispiel. Es sei A die Aussage v2 € Q.

Beweis. Wir nehmen an, —A ist wahr, d.h. v/2 € Q. Dann gibt es n,m €
N, die nicht beide gerade sind und V2 = m erfiillen (\/§ wird als Bruch
geschrieben und dieser gekiirzt). Seien solche n, m gewahlt. Durch Quadrieren
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folgt 2n% = m?, d.h. m? ist gerade. Also ist m gerade nach Beispiel (1.3.2).
Sei k € N mit m = 2k. Dann gilt 2n? = m? = 4k?, also n? = 2k%, d.h. n?
ist gerade. Also ist n gerade nach Beispiel (1.3.2). Insgesamt wurde gezeigt,
dass sowohl n als auch m gerade sind. Das ist ein Widerspruch (die Aussage
B kann hier ‘n und m sind nicht beide gerade’ gewihlt werden). Also ist die
Annahme /2 € Q falsch, und damit ist die Behauptung v2 ¢ Q wahr. [

1.3.4 Vollstandige Induktion

Prinzip. Ziel: Fiir alle n € N gilt A(n).

Wir zeigen als Induktionsanfang, dass A(1) wahr ist, und als Induktions-
schritt, dass A(n) = A(n + 1) fiir alle n € N wahr. Dann ist A(n) fiir alle
n € N wahr. Man spricht préaziser von einer vollstdndigen Induktion ber n.
Im Induktionsschritt nennt man die Aussage A(n) die Induktionsvorausset-
zung.

Beweis des Prinzips. Das Prinzip beruht auf der folgenden Eigenschaft von
N, die wir als gegeben annehmen:

Fiir jede Teilmenge A C N gilt: Ist 1 € A und ist fiir jedes n € A
auchn+1€ A, dann ist A = N.

Bei der vollstindigen Induktion zeigen wir gerade, dass die Menge A := {n €
N|A(n) ist wahr} diese Bedingung erfiillt, also gleich N ist. O]

Bemerkung. Eine alternative Moglichkeit, die Aussage ‘Fiir alle n € N
gilt A(n)’ zu zeigen, wire, ein beliebiges n € N zu wihlen und dann A(n)
mit einem der Prinzipien (1.3.1)—(1.3.3) zu beweisen. (Genau so wurde in
Beispiel (1.3.1) und (1.3.2) vorgegangen.) Da vollstéindige Induktion nur fiir
N moglich ist, ist diese Alternative sogar der einzige Weg, um Aussagen ‘Fiir
alle z € M gilt A(z)’ zu zeigen, bei denen die Menge M , groBer als N ist.

Beispiel. Fiir alle n € N gilt Y27 | 4 = "),

Beweis. Wir fithren eine vollstdndige Induktion tiber n. Sei also A(n) die

Aussageform )" i = 'n(n2+1)'

Induktionsanfang: Es ist >, i =1= 2 d.h. A(1) ist wahr.
Induktionsschritt: Sei jetzt n € N beliebig. Wir zeigen A(n) = A(n + 1)
mittels eines direkten Beweises. Wir nehmen an, dass A(n) wahr ist, d.h.

dass Y 1 i = @ gilt. Dieses ist die Induktionsvoraussetzung (kurz IV).
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Dann ist
oy -y v n(n+1) nn+1)+2n+1)
D= Q)= S () = 2

o B (:ik 1)(n+2)
2

Der Induktionsschritt ist damit erledigt, weil dies genau die Aussage A(n+1)
ist. [

1.4 Abbildungen

1.4.1 Definition und Beispiele

Definition. Seien M, N Mengen. Eine Abbildung f von N nach M ist eine
,» Vorschrift“ (z.B. eine Formel), die jedem = € N genau ein Element f(x) €

M zuordnet, geschr.
f:N—->M, z— f(x).

Es heiflen: N der Definitionsbereich von f, M der Zielbereich oder Werte-
bereich von f, f(x) das Bild von x unter f, x ein Urbild von f(z) unter

f.

Zur Angabe einer Abbildung gehort die Angabe von Definitions- und
Zielbereich dazu, d.h. zwei Abbildungen f: N — M und ¢g : N’ — M’ sind
nur dann gleich, wenn N = N, M = M’ und f(z) = g(x) fiir alle z € N.

Die Menge aller Abbildungen von N nach M wird mit Abb(N, M) oder
mit MY bezeichnet.

Beispiel.
(i) f:N—=Ri— 2

(ii) Essei M eine Menge von Glasperlen , und sei F' die Menge aller Farben.
Dann gibt es die Abbildung f : M — F,x — Farbe von .

(iii) Fiir jede Menge A von Personen gibt es die Abbildung J : A — Z,p —
Geburtsjahr von p.

(iv) Die Addition in Z kann als die Abbildung
LXL—7, (x,y)—x+y

aufgefasst werden.
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(v) Fiir jede Menge M gibt es die Identititsabbildung idy : M — M, x —
x.

(vi) Betrachten wir die Abbildungen

f @ R>Rz— Va2,
g : R—>Rz— |z

h @ R—Rsg,z— |z
soist f =g # h.
(vii) Abb(R,R) = {R — R} = Menge aller reellen Funktionen.
(viii) Fiir jede Menge M existiert genau eine Abbildung ) — M.
(ix) Fiir jede nicht-leere Menge N existiert keine Abbildung N — ).
Bemerkung.

(i) Eine Abbildung f : N — M wird auch Folge in M genannt. Oft benutzt
man fiir Folgen die Schreibweise ay, as, ag, ... oder (a;);en, wobei a; fiir
das Bild f(i) € M steht. Die Folge aus Beispiel (i) wiirde also auch
geschrieben als 1,4, 9,16, ... oder als (i%);en.

Die Menge aller Folgen in M wird daher auch als Abb(N, M) oder M~
geschrieben. Beispielsweise ist 2V die Menge der Binirfolgen, RY die
Menge der reellen Folgen, usw.

(ii) Ein n-Tupel (21, ...,2,) iber M kann als eine Abbildung ¢ : n — M
aufgefasst werden durch die Zurordnung i +— z;. Das 5-Tupel (1, —3, 0,0, 27)
iiber Z ist z.B. die Abbildung ¢ : 5 — Z mit ¢(1) = 1,#(2) = —3,¢(3) =
t(4) = 0,t(5) = 27.

Ubung. Bestimmen Sie | Abb(N, M)| fiir endliche Mengen N und M.

1.4.2 Bild und Urbild
Definition. Es sei f : N — M eine Abbildung.

(i) Fiir jede Teilmenge X C N heifit f(X) := {f(z) | * € X} das Bild von
X unter f.

(ii) Das Bild f(N) von N unter f wird schlicht das Bild oder die Bildmenge
von f genannt.
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(iii) Fiir jede Teilmenge Y C M heiBt f~(Y) := {x € N | f(z) € Y} das
Urbild von Y unter f.

(iv) Die Mengen f~'({y}) mit y € M heiBen die Fasern von f.

Die Schreibweise f~! fiir das Urbild hat im Allgemeinen nichts mit Um-
kehrabbildungen zu tun.

Beispiel. Die Faser der Abbildung J aus Beispiel (1.4.1) zu 1900 ist die
Menge aller Personen, die im Jahr 1900 geboren sind.

Bemerkung a. Fiir eine Abbildung f : N — M zwischen endlichen Mengen
N und M gilt stets |f(N)| < |N| und |f(N)| < |M].

Bemerkung b. Die nicht-leeren Fasern einer Abbildung bilden eine Parti-

tion des Definitionsbereichs.

1.4.3 Injektive und surjektive Abbildungen
Definition. Es sei f : N — M eine Abbildung.

(i) f heiBt surjektiv, falls f(N) = M.

(i) f heiBt injektiv, falls fir alle z, 2’ € N gilt: f(z) = f(2/) = =2’
(iii) f heifit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkung a. Eine Abbildung f : N — M ist per Definition injektiv,
surjektiv bzw. bijektiv, wenn jedes Element y € M hochstens ein, mindestens
ein bzw. genau ein Urbild hat. Das ist genau dann der Fall, wenn alle Fasern
von f hochstens ein, mindestens ein bzw. genau ein Element besitzen, also
genau dann, wenn fiir jedes y € M die Gleichung f(z) = y hochtens eine,
mindestens eine bzw. genau eine Losung z € N hat.

Beispiel.
(i) f:Z — Z,z — 2z ist injektiv, aber nicht surjektiv.
(ii)) f:R — R,z + 2z ist bijektiv.
(iii) f : R — R, — 22 ist weder injektiv noch surjektiv. In der Tat ist

f(R) = Rxq, also f nicht surjektiv. Weiter ist z.B. f(2) =4 = f(-2)
aber 2 # —2. folglich ist f nicht injektv.
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(iv) Es sei f : M — F die Abbildung aus Beispiel (1.4.1)(ii). Die Faser
F71({rot}) ist die Menge der roten Perlen in M. Es ist f genau dann
injektv, wenn von jeder Farbe hochstens eine Perle in M vorkommt,
wenn also keine zwei Perlen aus M die gleiche Farbe haben. Weiter ist
f genau dann surjektv, wenn von jeder Farbe (mindestens) eine Perle
in M vorkommt.

(v) Die Abbildung () — M ist injektiv. Sie ist genau dann surjektiv, wenn
M = (.

(vi) Hashfunktionen (bzw. ,Checksummen® oder ,Fingerprints“), z.B. die
bekannte md5 : {Texte} — 2128, die einen 128 bit—Hashwert produziert,
sind nicht injektiv (da verschiedene Texte gleichen Hashwert haben
konnen), sind surjektiv (um alle Hashwerte auszunutzen), und haben
»gleich grofie” Fasern (das macht gerade eine gute Hashfunktion aus!).

(vii) Verschliisselungsfunktionen, etwa crypt : 28 — 2% sind injektiv, damit
eine eindeutige Entschliisselung moglich ist.

Bei Abbildungen zwischen endlichen Mengen bestehen weitere Zusam-
menhénge geméf

Bemerkung b. Es sei f : N — M eine Abbildung zwischen endlichen
Mengen N und M. Dann gilt |f(N)| < |[N| und |f(N)| < |M|. Weiter ist

(i) f genau dann injektiv, wenn |f(N)| = |N|,
(ii) f genau dann surjektiv, wenn |f(N)| = |M|.

In dem wichtigen Spezialfall |N| = | M|, z.B. wenn N = M, folgt aus injektiv
also schon surjektiv und umgekehrt.

Ubung. (i) Man mache sich klar, dass eine Abbildung f : N — M genau
dann injektiv ist, wenn fiir alle z,...,z, € N gilt:

x1,...,%, paarweise verschieden < f(z1),..., f(z,) paarweise verschieden.

(ii) Man folgere aus Bemerkung b, dass fiir eine injektive Abbildung f :
N — M stets |N| < | M|, und fiir eine surjektive Abbildung f : N — M
stets | N| > |M]|.
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1.4.4 Einschrinkung

Definition. Es sei f : N — M eine Abbildung und N’ C N. Dann heifit die
Abbildung
fly: N'— M, z+ f(2)

die Finschrdinkung von f auf N’.

Bemerkung. Jede Abbildung kann durch Einschrankung auf eine geeigne-
te Teilmenge des Definitionsbereiches injektiv gemacht werden. Z.B. ist fiir
f aus Beispiel (1.4.3)(iii) die Einschrankung f|g., injektiv, ebenso wie die
Einschrénkung f|g_,. )

1.4.5 Kombinatorische Strukturen als Abbildungen

Tupel, Permutationen, Kombinationen und Multimengen (Definition erst in
Kapitel 3) kénnen mit Abbildungen bestimmter Art identifiziert werden.

Beispiel.

(i) Ein k-Tupel iiber A ist eine Abbildung k& — A. Das Tupel (aq, ..., ax)
entspricht der Abbildung f: k — A,i— a;.

(ii) Eine k-Permutation aus A ist eine injektive Abbildung & — A. Die
Permutation (ay,...,ax) entspricht der Abbildung f: k — A,i +— a;.

(iii) Ist |A| =n < oo, soist eine Permutation aus A eine bijektive Abbildung
n — A. Die Permutation (ay, ..., a,) entspricht der Abbildung f : n —
A1 a;.

(iv) Eine k-Kombination aus A ist eine Abbildung A — {0, 1} mit |f~1({1})| =
k (die Faser zu 1 hat k Elemente). Die Kombination M C A entspricht
der Abbildung f: A — {0,1} mit f(a) =0 falls a € M und f(a) =1
falls a € M. Die Abbildung f bezeichnet man auch als charakteristische
Funktion von M.

(v) Eine k-Multimenge ist eine Abbildung A — Ny mit > _, f(a) = k.
Die Multimenge M C A entspricht der Abbildung f : A — Ny, wo-
bei f(a) angibt, wie oft @ in M vorkommt. Die Abbildung f wird als
Hdaufigkeitsfunktion von M bezeichnet.

Das Schubfachprinzip kann mit Abbildungen so formuliert werden: Sei
f N — M eine Abbildung zwischen endlichen Mengen. Dann gilt

|IN| > |M| = f nicht injektiv.
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Ubung. Eine k-elementige Teilmenge M von A kann als k-Kombination oder
als k-Multimenge aufgefasst werden. Vergleichen Sie die charakteristische
Funktion von M mit der Haufigkeitsfunktion von M.

Ubung. Bestimmen Sie die Anzahl injektiver Abbildungen von n nach m.

Ubung. Sei f : N — M eine Abbildung zwischen endlichen Mengen. Dann
gilt
|IN| < |M| = f nicht surjektiv.

1.4.6 Komposition

Definition. Es seien N, M, M’ L Mengen. Weiter seien f : N — M und
g: M’ — L zwei Abbildungen mit f(/N) C M’. Dann heifit die Abbildung

gof:N—=1L, x—(gof)(x):=g(f(x))

die Komposition von g mit f. (Haufig ist M = M’.)

gof

N—=M2f(N)C M ——1L
o f(o) —L— g(f(2))

Beispiel. Fiir die Abbildungen
f:R—R, z (x—3)3
qg: RZO — R, T \/E
ergeben sich die Kompositionen
gOfZR%R,JJHv(ZC—B) :|Q3—3’,
fog:Rsg = Rs, x> (Vo—3)°
Bemerkung. Es seien f, g, h Abbildungen.

(i) Es gilt (hog)o f = ho(go f), sofern beide Seiten der Gleichung
definiert sind. Daher kann die Komposition auch ohne Klammern kurz
als h o g o f geschrieben werden.

(ii) Wenn go f definiert ist, mufl im Allgemeinen nicht f o g definiert sein.
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Ubung.

(i) Man {iiberlege sich ein Beispiel fiir drei Abbildungen f, g, h, in dem
ho(go f) definiert ist, aber (h o g) o f nicht.

(ii) Man iiberlege sich ein Beispiel, in dem fog=go f bzw. fog# go f
gilt.

1.4.7 Umkehrabbildungen

Definition. Es seien f: N — M und g : M — N Abbildungen. Dann heif}t
g eine linksseitige (rechtsseitige) Umkehrabbildung von f, wenn go f = idy
(wenn fog = idys). Wir sprechen schlicht von einer Umkehrabbildung von f,
wenn g sowohl links- als auch rechtsseitige Umkehrabbildung von f ist.

Satz a. Sei f: N — M eine Abbildung und sei N nicht leer.

(i) [ besitzt genau dann eine linksseitige Umkehrabbildung, wenn f injektiv
15t.

(11) f besitzt genauw dann eine rechtsseitige Umkehrabbildung, wenn f sur-
jektiv ist.

(111) f besitzt genau dann eine Umkehrabbildung, wenn f bijektiv ist.

Bemerkung. Existiert eine Umkehrabbildung, so ist sie eindeutig bestimmt
(Ubung). Links- und rechtsseitige Umkehrabbildungen sind im Allgemeinen
nicht eindeutig (Beispiel unten).

Schreibweise. Falls f bijektiv ist, so wird die eindeutige Umkehrabbildung
mit f~! bezeichnet. Die ist nicht zu verwechseln mit dem Urbild, dass eben-
falls mit f~! bezeichnet wird. Was gemeint ist, ergibt sich aus dem Zusam-
menhang.

Beweis. (i) Es sind zwei Richtungen zu zeigen, wir zeigen zuerst den ,, wenn*-
Teil. Dazu nehmen wir an, f sei injektiv und konstruieren eine linksseitige
Umkehrabbildung g. Wahle zq € N beliebig (N # @) und definiere g : M —
N durch
Jz  fallsy= f(z) fiir ein 2 € N,
Y=\ dalls y ¢ F(V).

Das x in der ersten Zeile ist eindeutig, da f injektiv ist, also ist ¢ wohldefi-
niert. Damit gilt (g o f)(z) = g(f(z)) = z fir alle x € N, d.h. go f = idn
wie gewiinscht.
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Wir zeigen jetzt die andere Richtung, den , genau dann“-Teil. Dazu neh-
men wir an, g : M — N sei eine linksseitige Umkehrabbildung und folgern,
dass f injektiv ist. Aus g o f = idy folgt, dass fiir alle z, 2’ € N gilt:

flx) = f(@") = g(f(2)) = g(f(2')) = (go f)(z) = (g0 f)(a) =z =2".
———

~—

=idy =idyn

Also ist f tatsédchlich injektiv und der Beweis beendet.
(i), (iil) siehe Vorlesung. O

Beispiel.
(i) f:R — R,z 2z ist bijektiv mit der Umkehrabbildung

1
1R =R, T o

(i) f:Rsp — Ry, 2+ 22 + 1 ist bijektiv mit der Umkehrabbildung

fTHiRs = Ry, = Vr—1

(i) f:Z — Q,a+ a ist injektiv, aber nicht surjektiv.
gof=idy : zB.g(x):=|z] oder g(x) = [z]
fog=idg : nicht moglich

(Hier bezeichnet |x| die grofite ganze Zahl < z, und [z] die kleinste
ganze Zahl > x.)

(iv) f:R — Rsg, 2 — |z| ist surjektiv, aber nicht injektiv.
go f=idg : nicht moglich
fog=idr,, : zB.g(r):=wxoder g(r):=—x

Satz b. FEs seien f : N — M und g : M — L zwei bijektive Abbildungen.
Wenn g o f definiert ist, so ist go f ebenfalls bijektiv und es gilt:
(gof)™=flog™".
Beweis. als Ubung. [
Ubung.
(1) Zeigen Sie die restlichen Teile der Bemerkung.
(ii

) Zeigen Sie den Satz.
(iii) Gilt der Satz auch, wenn man bijektiv durch injektiv ersetzt?
)

(iv) Gilt der Satz auch, wenn man bijektiv durch surjektiv ersetzt?
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1.4.8 Maichtigkeit unendlicher Mengen

Definition. N und M heiflen gleichmdchtig, wenn eine bijektive Abbildung
N — M existiert.

Ubung a. N,Z und Q sind gleichméchtig.
Satz (Cantor). Fir jede Menge M sind M und Pot(M) nicht gleichmdchtig.

Beweis. Sei f eine beliebige Abbildung f : M — Pot(M). Definiere Ay :=
{r e M|z ¢& f(x)} € Pot(M). Angenommen, es gibt m € M mit f(m) = Ay.
Falls m € Ay, so folgt m ¢ f(m) = Ay (Widerspruch). Fallsm ¢ Ay = f(m),
so folgt m € Ay (Widerspruch). Also ist f nicht surjektiv. ]

Ubung b. Man folgere aus dem Satz:
(i) N und R sind nicht gleichméchtig.

(ii) Die Zusammenfassung aller Mengen ist keine Menge.

1.4.9 Abbildungen einer Menge in sich

Sind f,g: M — M zwei Abbildungen einer Menge M in sich, so kann man
stets die Kompositionen f o g und g o f bilden.

Definition. Es sei f : M — M eine Abbildung und es sei n € N. Dann
setzen wir

ffi=fo...of, fO:=idy.
N——

n-mal

Falls f bijektiv ist, so definieren wir auch f=" := (f~1)™.
Bemerkung.
(i) Esgilt f"(z) = f(f(-- f(2))).

(ii) Fiir bijektive Abbildungen einer Menge in sich selbst haben wir die
iiblichen Potenzrechenregeln:

f=fr f* und = (f*)" fir alle a,b € Z.
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1.5 Permutationen

1.5.1 Definition und Beispiele

Es sei A eine endliche Menge und |A| = n. Wir nummerieren die Elemente
von A und schreiben A = {ay,as,...,a,}.

Definition. Eine bijektive Abbildung 7 : A — A heifit Permutation von A.
Wir verwenden fiir Permutationen die Schreibweise

ﬂ_( @ ay o a )

-\ ma) w(az) -+ wlan) )

Die Menge aller Permutationen von A wird mit S bezeichnet, also
Sa:={m:A— A|r bijektiv}.

In dem wichtigen Spezialfall A = n schreiben wir kurz S, statt S,.

Bemerkung.

(i) Wenn |A| = n, dann |S4| = nl. Das gilt auch fiir n = 0, denn Sy hat
genau ein Element (es existiert genau eine Abbildung ) — @ und die
ist bijektiv).

(ii) Die Komposition von Permutationen von A ist wieder eine Permutation
von A. Bei Permutationen sagt man statt Komposition auch Produkt
und la8t das Zeichen o einfach weg.

Beispiel.

(i) Die Permutation m = ( ; g i’ ;l i ) € S5 1aBt sich so veranschau-

lichen:

7r
\/\ \/’\
S

s

1 2 4

o

5

(ii) Ist oy = <é i g 411 g)undwwie oben dann ergeben sich als Kom-
positionen
12 3 45 1 2 3 45
7“”/’_(4 51 2 3) und ¢°”—<4 35 2 1>'
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1.5.2 Der Triger einer Permutation
Definition. Fiir 7 € S4 heifit

Tr:={acAln(a) #a} C A
der Trdger von .

Beispiel.

123456789 10 11
7r—< S 3697 4109 11 10), T, = {1,2,4,5,6,7,8,10, 11}.

Bemerkung. Es seien 7,9 € Sy4.
(i) n(Ty,) = Ty.
(ii) Gilt T, € B, so kann 7 auch als Element von Sp aufgefasst werden.
(iii) Haben 7 und ¢ disjunkte Tréger, so gilt m o) = o 7.
Beweis.

(i) Es reicht, die Inklusion 7(7}) C T} zu zeigen. Daraus folgt schon die
Gleichheit, da es sich um endliche Mengen handelt und da |7 (T})| =
|T| wegen der Injektivitat von 7 gilt (vgl. Bem. 1.4.3b). Sei also a ein
beliebiges Element aus Ty. Da m(a) # a und 7 injektiv, folgt m(7(a)) #
m(a). Das bedeutet gerade mw(a) € T,. Da a € T, beliebig war, ist
(1) C T, gezeigt.

(ii) klar.

(iii) als Ubung.

1.5.3 Zykel und Transpositionen

Definition. Es seien xq,xs,...,2, € A paarweise verschieden. Die Permu-
tation o € S, mit

iy fallsx =z; und 1 < k,
o(z)=qmx falls z = xy,

x falls © # x1, 29, ..., xg,
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heifit Zykel der Linge k oder kurz k-Zykel von S 4. Wir verwenden fiir o die
Schreibweise
o= (xy 29 ... T).

Die 2-Zykel heiflen auch Transpositionen von S4.

k-Zykel: 1 M Transposition: 1 T
f s
ﬂ'-x, jm

Bemerkung.

(i) Es gilt stets (z1 z2 ... )" = id.

(ii) Es gilt stets (z1 22 ... )" = (zp Tp_1 ... T1).

(iii) Fiir Transpositionen 7 gilt 77! = 7.

(iv) Jeder 1-Zykel ist die Identitét.

(v) Jeder k-Zykel 148t sich als Produkt von k—1 Transpositionen schreiben:

(x1 o ... mp) = (1 x2) (w2 3) -+ - (Tp_1 Tk).

Eine solche Zerlegung ist im Allgemeinen nicht eindeutig (vgl. Beispiel
a unten).

Beispiel a. Der 4-Zykel 0 := (1 52 4) € S5 ist die Permutation

:< Tae)

Es gilt
c (120 )
a-(12013) 0060
o (12000)-aem
(130 0)

Es gilt

=(15)(52)(24)=(14)(12)(15).
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Beispiel b. Mochte man eine Liste von n Elementen ordnen (z.B. eine Lis-
te von Wortern nach alphabetischer Reihenfolge), so ist eine Permutation
7w € S, zu finden, die die (ungeordnete) Liste in ihre geordnete Reihenfolge
iiberfiihrt. Das i-te Wort der ungeordneten Liste steht in der geordneten Liste
dann an 7(i)-ter Stelle. Ein Sortieralgorithmus findet 7 im Allgemeinen nicht
in einem Schritt, sondern nimmt nacheinander eine Reihe von Vertauschun-
gen vor; er konstruiert somit 7 als ein Produkt 7 o ... o7, einzelner (einfa-
cherer) Umordnungen 7;. Der Bubblesort-Algorithmus kommt dabei z.B. mit
Transpositionen 7; aus. Damit das immer funktioniert muss sich jede Permu-
tation als Produkt von Transpositionen schreiben lassen. Davon {iberzeugen
wir uns mit Hilfe von Satz (1.5.4) unten.

1.5.4 Zerlegung in Zykel

Satz. Jede Permutation m € Sy lafit sich als Produkt von Zykeln schrei-
ben, deren Triger paarweise disjunkt sind. Bis auf Reihenfolge und bis auf
Erwihnung von 1-Zykeln ist diese Zerleqgung eindeutig.

Beweis. Siehe Beispiel. ]
Man spricht kurz von einer Zerlegung von 7 in paarweise disjunkte Zykeln.

Beispiel a. Fiir 7 aus Beispiel (1.5.2) haben wir die Zerlegung

=(1528)(3)(467)(9)(1011)
= (1528)(467)(10 11).

Die Tréger der drei Zykeln lauten {1, 5,2, 8},{4,6,7},{10, 11} und sind paar-
weise disjunkt. Die einzelnen Zykeln zerlegen sich weiter in Transpositionen,

zB. (1528)=(15)(52)(28) und (467) =(46)(67), also
=(15)(52)(28)(46)(6 7)(10 11).

Die Zykelschreibweise léasst sich besonders leicht ,,potenzieren*:

m 011)(764)(8251),

1

2)(5 8)(4 76),
1825)(10 11),
467)

7T
’7T
7T

(
(1
(
= (

H=(1825)(476)(1011) =

72 =id.
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Definition. Es sei m € S4. Die Zykelzahl von © € S, ist die Anzahl der
Zykeln inklusive aller 1-Zykeln, die bei einer Zerlegung von 7 in paarweise
disjunkte Zykeln auftreten.

Die Zykelzahl ist geméfl obigem Satz eindeutig bestimmt. Sie héingt al-
lerdings nicht nur von 7 sondern auch von A ab!

Beispiel b. Die Zykelzahl von 7 aus Beispiel a ist 5. Da sich die Identitét
id € S, in lauter 1-Zykeln zerlegt, hat sie die Zykelzahl n. Die Zykelzahl der
(einzigen) Permutation ) — () wird als 0 definiert.

1.5.5 Das Signum

Wir bezeichnen hier mit 14 die Menge der 2-elementigen Teilmengen einer
Menge A, d.h. I, = {{i,j} € A|i # j}. Wir schreiben I, fiir I,,. (In der

Kombinatorik lernen wir, dass |I,,| = @)

Definition. Sei 7 € S,,. Das Signum von 7 ist definiert als

N —
senn = [ TO=T0)
7 t=17
{i.j}eln
Man beachte, dass sgn w wohldefiniert ist, weil sich jeder einzelne Quotient

nicht dndert, wenn man ¢ und j vertauscht.

Beispiel a. Fiir 7 = id € S, sind alle Faktoren des Produktes gleich 1, also
sgnid = 1. Fiir n = 2 und m = (1 2) ist [, = {{1,2}}, also sgn(1 2) = 2= =
—1.

Bemerkung a.
(i) Es gilt stets sgnm = +£1.
(ii) Wir nennen 7 gerade, falls sgnm = 1 und ungerade falls sgnm = —1.
(iii) Es gilt sgn 7 = sgn ' wobei 7’ := 7|y, € Sr,.

Beweis. (i) Da m bijektiv ist, gilt {{= (i), 7(j)} Cnl|i# j} = I,. D.h. wenn
{i,j} die Menge I, durchlduft, so durchlduft auch {m(:),7(j)} genau die
Menge I, Folglich sind []y; iy, (7(i) — 7(4)) und []y; ;ycp (¢ — j)| (Zéhler
und Nenner) bis auf Vorzeichen gleich, und somit |sgnz| = 1.

(iii) Es sei T'= T (der Triager von 7) und F' = n \ T (die Fixpunkte von
7). Die Menge I,, partitioniert sich in I, = Ir UIr U {{i,j}|i € T,j € F}.
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Folglich zerlegt sich das Produkt aus der Definition von sgn7 in die drei
Teilprodukte

H —W(l). — W(j) =sgnm,
{ij}elr J
H 71'(@')—71'(]'): H i—jzl
- 1—7 E i—7 ’
{i.j}elp {i,j}elr
(i) — m(j) m(i) —j
—— = —l L=
: H ] H H i—j
i€l jeF jeEF €T

=1

Man beachte in der letzten Gleichung, dass wenn ¢ die Menge T' durchlauft,
dann auch 7(i) genau die Menge T durchlduft. Damit ist sgnm = sgnn’
gezeigt. O]

Beispiel b. Fiir jede Transposition 7 = (a b) € S, ist sgnm = —1.
Beweis. Es ist T = {a,b} und 7" = 7[(ap} € S{apy- Somit gilt
m(a) —7(b) b—a

sgnm = sgnm = p— :a_b——l.
0]
Satz. Fir alle m,¢) € S, gilt sgn(m o) = sgnm - sgni.
Beweis. Es gilt
(m o) (i) — (o 9)(j)
sgn(mo) = S
{mlgln e
- 11 (W(l/}(l)) — () ©() —wm)
S O i ) R R

Da mit {i,5} auch {¢(7),%(j)} genau die Menge I,, durchliuft ist dieses
Produkt gleich sgn 7 - sgn . [

Folgerung a. Fiir alle w,¢ € S, gelten:
(i) senm! =sgnr.
(ii) sgn(¢~'m)) = sgn .
Beweis. Der Satz und die Tatsache sgnid = 1. ]
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Bemerkung b. Aus Folgerung a(ii) geht hervor, dass eine Umbennung der
Elemente von n (hier vorgenommen durch 1) das Signum von 7 nicht &ndert.
Die Definition des Signum stellt sich deshalb (nachtréglich) als unabhéngig
von der Nummerierung innerhalb der Menge n heraus.

Diese Tatsache kann man ausnutzen, um die Definition des Signum auf
Permutationen 7 € Sy (anstatt nur 7 € S,) auszudehnen: wéhle eine be-
liebige Bijektion ¢ : A — n und setze sgnm := sgn(p o m o ¢~ 1) (beachte
pomop tes,).

Folgerung b. Es sei m € S4.
(i) Ist m =1 0--- o1, mit Transpositionen 7;, so gilt sgnm = (—1)".
(ii) Ist 7 ein k-Zykel so gilt sgnm = (—1)~1.

(i1i) 7 is genau dann gerade, wenn in jeder Darstellung von m als Produkt
von Transpositionen die Anzahl der Transpositionen gerade ist.

Beweis. (i) folgt aus dem Satz und Beispiel b. (ii) folgt aus (i) und Bemer-
kung 1.5.3(v). (iii) folgt aus (i). O

Beispiel c¢. Um das Signum der Permutation 7 aus Beispiel (1.5.2) zu be-
rechnen, benutzen wir die Zerlegung 7 = (152 8)(4 6 7)(10 11) aus Beispiel
(1.5.3). Dann ergibt sich aus dem Satz und Folgerung b(ii):

sgnm =sgn(1 52 8)-sgn(4 6 7)-sgn(10 11) = (=1)*-(=1)*(-1)' = (-=1)* = 1.

Ubung. (i) Esseien 7 € S, und ¢ : A — n eine Bijektion. Man zeige, dass
sgn(p oo ') unabhingig von der Wahl der Bijektion ¢ ist.

(ii) Es seien 7 € S,, und n < m. Fasse 7 als Element von S, auf. Hingt
sgn von m ab?

(iii) Man zeige: Hat m € S,, die Zykelzahl z, so gilt sgnm = (—1)""*.

1.6 Relationen

1.6.1 Definition und Beispiele

Relationen driicken Beziehungen zwischen Elementen von zwei Mengen aus,
z.B. wire ,liegt in“ eine Relation zwischen {Stadte} und {Lénder}. In der
Informatik werden Relationen z.B. in relationalen Datenbanken verwendet.

Definition. Es seien M und N zwei Mengen.
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(i) Eine Teilmenge R C M x N heit Relation zwischen M und N, oder
kiirzer Relation auf M falls N = M. Fiir (x,y) € R schreiben wir auch
xRy und sagen ,,x steht in Relation zu y bzgl. R".

(ii) Eine Relation R C M x M auf M heifit

(R) refleziv, falls xRz fir alle x € M,
(R’) antirefleziv, falls nicht xRz fiir alle x € M,
(S) symmetrisch, falls xRy = yRx fir alle x,y € M,
(A) antisymmetrisch, falls (tRy A yRx) = x = y fir alle x,y € M,
(T) transitiv, falls (xRy A yRz) = xRz fir alle z,y,z € M.

(iii) Eine Relation, die (R),(S) und (T) erfiillt, heiBt Aquivalenzrelation.
(iv) Eine Relation, die (R),(A) und (T) erfiillt, heifit (partielle) Ordnunyg.

(v) Eine Ordnung hei8t Totalordnung, wenn xRy V yRx fiir alle z,y € M.
Beispiel.

(i) M =R und R =,<“, d.h. (z,y) € R genau dann, wenn z < y.
, < ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, also eine Ordnung.
, < ist sogar eine Totalordnung.

(i) M =Rund R=,<“ dh. (z,y) e Rez<y.
,<'“ist antisymmetrisch(!) und transitiv, aber weder reflexiv noch sym-
metrisch.

(iii) M = Pot(N) und R =,C*.
»,C“ ist eine Ordnung. Falls [N| > 2, so ist ,,C“ jedoch keine Totalord-
nung, da z.B. fiir {1}, {2} € Pot {1,2} weder {1} C {2} noch {2} C {1}
gilt.

(iv) M = Z. Die Teilbarkeitsrelation ,,|* ist erklart durch z|y genau dann,
wenn ein z € 7Z existiert mit zz = y. Sie ist nicht antisymmetrisch,
denn 1| — 1 und —1|1 obwohl 1 # —1. Also ist ,,|“ keine Ordnung auf
Z.

«

(v) Die Teilbarkeitsrelation ,,|“ ist eine Ordnung auf N, aber keine Total-

ordnung.

(vi) Auf jeder Menge M stellt die Gleichheit ,=“ eine Aquivalenzrelation
dar mit R = {(z,z) |z € M}.
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(vii) Auf einer Menge M von Personen konnen zwei Relationen V' und G
erklart werden durch:

xVy & x ist verwandt mit y,
xGy < x hat das gleiche Geburtsdatum (Tag und Monat) wie y.

Beide sind Aquivalenzrelationen. Ersetzt man , verwandt“ durch ,erst-
gradig verwandt®, so ist V' nicht mehr transitiv.

(viii) Jede Abbildung f : N — M kann als Relation zwischen N und M
aufgefasst werden:

f=A, f(z)) ]z € N}.

Abbildungen sind also eine spezielle Art von Relationen.

(ix) Fiir jede Abbildung f : N — M kann man eine Relation Ry auf N
erkldren durch

zRpy = f(x) = f(y) (d.h. z und y liegen in derselben Faser von f).
Ry ist eine Aquivalenzrelation.
(x) M = Z. Die Paritdtsrelation ,=5*, definiert durch
T =9y & x —y gerade
ist eine Aquivalenzrelation auf Z.

Ubung. Durch welche Datenstruktur wiirden Sie eine Relation auf einer end-
lichen Menge in einem Computerprogramm reprasentieren? Wie priifen Sie
anhand dieser Datenstruktur, ob die Relation reflexiv, symmetrisch bzw. an-
tisymmetrisch ist?

Ubung. Es seien R eine Relation auf A und A’ C A. Dann ist R’ := RN (A’ x
A") eine Relation auf A’. Man mache sich klar, dass jede der Eigenschaften
aus Teil (ii) der Definition beim Ubergang von R zu R’ erhalten bleibt.

Ubung. Welche Bedingung muss eine Relation R C N x M erfiillen, damit sie
im Sinne von Beispiel (ix) als eine Abbildung von N nach M aufgefasst wer-
den kann? Unter welcher Bedingung ist diese Abbildung injektiv, surjektiv
bzw. bijektiv? Welche Relation gehort im bijektiven Fall zur Umkehrabbil-
dung?
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1.6.2 Partielle Ordnungen

Es sei < eine partielle Ordnung auf M.

Definition. Ein Element m € M heifit minimal in M, falls kein m' € M
existiert mit m’ # m und m’ < m. Ein Element m € M wird ein Minimum
von M genannt, falls fiir alle m’ € M gilt: m < m/.

Analog definiert man mazimal und Mazimum (Ubung).

Bemerkung a. Nach Definition bedeutet

m Minimum von M : fiir alle x € M gilt m < z.

m minimal in M : fir alle x € M gilt x < m = x = m.

Minimal zu sein ist also zu verstehen als , kein anderes ist kleiner“. Minimum
zu sein ist also zu verstehen als ,alle anderen sind grosser®.

Beispiel. Wir betrachten die Teilbarkeitsrelation ,,|*“ auf N. Minimal zu sein
bzgl. | bedeutet ,kein anderes ist Teiler. Minimum zu sein bzgl. | |¢ be-
deutet , alle anderen sind Vielfache*.

(i) Die Menge {2,3,4,6} besitzt kein Minimum, hat aber die minimalen
Elemente 2 und 3.

(ii) Die Menge {2,3,5} besitzt kein Minimum, und jedes Element ist mi-
nimal.

(iii) Die Menge {2,4,6} besitzt das Minimum 2, und 2 ist das einzige mi-
nimale Element.

Satz. Es sei < eine partielle Ordnung auf M.
(1) Jedes Minimum von M ist minimal in M.

(11) Existiert ein Minimum von M, so ist es das einzige minimale Element
in M. Insbesondere ist das Minimum eindeutig.

(111) Bei einer Totalordnung ist jedes minimale Element in M auch Mini-
mum von M (die Begriffe minimal und Minimum sind bei Totalord-
nungen also identisch).

Beweis. (i) Ist m ein Minimum und z < m, so folgt © = m wegen der
Antisymmetrie (m <z Az Im =z =m).

(ii) Sei m ein Minimum und sei m’ minimal. Da m Minimum ist, gilt
m << m’. Da m' minimal ist, folgt daraus m = m/.
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(iii) Sei < eine Totalordnung auf M und sei m € M minimal. Zu zeigen
ist m < x fiir alle x € M. Sei also x € M beliebig. Bei einer Totalordnung
ist m < x oder x < m. Im ersten Fall sind wir fertig. Im zweiten Fall folgt
xr = m, da m minimal ist, also x < m wegen der Reflexivitit. O

Bemerkung b. Jede Teilmenge von N hat bzgl. der Ordnung < ein Mini-
mum. (Ohne Beweis; das ist ein Axiom der Mengenlehre.)

Ubung. Jede endliche Menge mit partieller Ordnung hat ein minimales Ele-
ment.

Ubung. Formuliere Definition, Bemerkung a und Satz fiir mazimal und Ma-
Timum aus.

Ubung. Wir kénnen die Begriffe minimal und Minimum auch definieren, wenn
die Relation keine Ordnung ist. Zeigen Sie am Beispiel der Teilbarkeitsrela-
tion auf Z (die keine Ordnung ist), dass dann der Satz nicht mehr gilt.

1.6.3 Aquivalenzrelationen
Definition. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir € M heifit
2] := 2] ={y e M|z ~y}

die Aquivalenzklasse von ~ zu z. Die Menge aller Aquivalenzklassen von ~
wird mit M/. bezeichnet.

Bemerkung. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann gilt fiir alle
x,y € M:

(i) 2 €[],
(iif) y € [a]. = [yl = [«]...

Wegen (iii) bezeichnet man jedes Element einer Aquivalenzklasse als ein Re-
prasentant derselben.

Beweis. als Ubung. [
Beispiel.

(i) Fiir die Gleichheitsrelation auf einer Menge M ist [z]
M/- = {{z} |z e M}.

= {z} und
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(ii) Fiir die Aquivalenzrelationen V und G aus Beispiel (1.6.1)(vii) gilt fiir
jede Person P der Menge:

[P],, = {Verwandte von P},
[P] = {Personen, die am gleichen Tag Geburtstag feiern wie P}.

(iii) Es sei f : N — M eine Abbildung und R; die Aquivalenzrelation aus
Beispiel (1.6.1)(ix). Dann ist
2], = {2 € N | f(x) = F2)} = £ ({}),
fiir jedes x € N, und M/g ; ist die Menge der nicht-leeren Fasern von
f.
(iv) Fir die Paritétsrelation aus Beispiel (1.6.1)(x) ist
[0]_, = {a € Z| a gerade},
[1]52 = {a € Z | a ungerade},
und M/=, = {[0]_,, [1]_,}.
Offensichtlich , partitioniert* eine Aquivalenzrelation die Menge.
Satz. Es sei M eine Menge.

(i) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, so ist M/ eine Partition von
M.

(ii) Ist P eine Partition von M, so existiert eine Aquivalenzrelation ~ auf
M mit M/ =P.

Die Aquivalenzrelationen auf M entsprechen also den Partitionen von M.
Bewezs.

(i) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M und setze P := M/.. Wegen
x € [z]_ sind alle Aquivalenzklassen nicht leer und ihre Vereinigung
ist ganz M. Es bleibt zu zeigen, dass die Aquivalenzklassen paarweise
disjunkt sind (vgl. Definition (1.2.4)(iv)). Betrachte also zwei beliebige
Klassen [z]_, [y]_ mit x,y € M. Zu zeigen ist:

[z]. # [yl = [zl Nyl =0,
bzw. die Kontraposition
[zl Nyl # 0= 2] = [y]..

Ist aber z € [z]_ N [y]_, so folgt daraus nach Teil (iii) der Bemerkung
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(ii) Durch die Vorschrift
r ~y:< xund y liegen in demselben Teil der Partition

wird eine Aquivalenzrelation definiert. (Man iiberpriife das!)
Die Aquivalenzklassen sind offensichtlich genau die Teile von P.



Kapitel 2

Algebraische Strukturen

2.1 Gruppen

2.1.1 Strukturen und Verkniipfungen

Definition. Eine Verkniipfung oder Operation auf einer Menge M ist eine
Abbildung M x M — M. Eine algebraische Struktur ist eine Menge mit ein
oder mehreren Verkniipfungen.

Beispiel a.
(i) —:Z xZ — Z,(a,b) — a — b ist eine Verkniipfung auf Z.
(ii) Fiir jede Menge N ist o eine Verkniipfung auf Abb(N, N).
) A ist eine Verkniipfung auf B := {w, {}.
)

(iii

(iv) Es sei A eine beliebige Menge. Sind ay,...,a, € A, so nennen wir
ay - - - a, ein Wort der Lénge n iiber dem Alphabet A. Es bezeichne e das
Wort der Lange 0, und A* die Menge aller Worter iiber A einschliesslich
€. Dann wird durch

a1 apllby - by = ay - - anby - - - by
eine Verkniipfung auf A* definiert, die Verkettungsoperation.

Schreibweise. Es seien M eine Menge, e eine Verkniipfung auf M, m € M,
und A, B C M.

(i) meA:={mea|ac A} C M

(ii) Aem:={aem|ac A} C M

39
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(ili) AeB:={aeb|ac A be B} C M
Beispiel b.

TZ={TalacZ}={...  —14,-7,0,7,14,.. .},
24+7Z={2+7a|acZ}={.,—12,-52,9,16,..}.

2.1.2 Monoide

Definition a. Es sei M eine Menge mit einer Verkniipfung e : M x M —
M, (xz,y) — x ey. Wir nennen (M, e) ein Monoid, wenn folgende Axiome
gelten:

(Gl) (rey)ez=1xe(yez) firallexy,ze M.
(G2) Es existiert e € M mit eex = x e e = x fiir alle x € M.
Das Monoid heifit abelsch, wenn zusétzlich gilt:
(G4) x ey =yex fiir alle z,y € G.
Man nennt (G1) das Assoziativgesetz und (G4) das Kommutativgesetz.

Bemerkung. Das Element e in (G2) ist eindeutig und wird das neutrale
Element von M genannt.

Beweis. Sind e,¢’ € G zwei Elemente, die (G2) erfiillen, so gilt einerseits
e e ¢ = ¢ und andererseits ¢ e e = ¢/, also e = ¢’. O

Schreibweise.

(i) In einem Monoid (M, e) gilt a;ease---ea, := (---((a;eay)eaz)e---a,)
(oder jede andere Klammerung).

(ii) In einem abelschen Monoid benutzt man haufig + als Verkniipfungszeichen,
schreibt 0 statt e und na (n € N) als Abkiirzung fiir a + a4 --- + a.

n-mal

(iii) Falls - als Verkniipfungszeichen benutzt wird, schreibt man héufig 1

statt e und a™ (n € N) als Abkiirzung fir g-a-...-a.
n-mal

Beispiel a. Es sei A eine beliebige Menge, B := {w,f}.
(i) (N,+) ist kein Monoid, da (G2) nicht gilt.
(ii) (Z,—) ist kein Monoid, da (G1) nicht gilt.
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(iii) (Np, +) ist ein abelsches Monoid mit neutralem Element 0.
(iv) (R,-) ist ein abelsches Monoid mit neutralem Element 1.

(v) Fiir jede nicht-leere Menge A ist (Abb(A, A),o) ein Monoid mit neu-
tralem Element id 4.

(vi)

(vii)

(B, A) ist ein abelsches Monoid mit neutralem Element w.

(B,
(viii) (B,=>) ist kein Monoid, da (G1) nicht gilt (man priife nach, dass z.B.

(f=f

(

V), (B, XOR) sind abelsche Monoide mit neutralem Element f.

= f) = f ungleich f = (f = f) ist).
(ix) (A*,]) ist Monoid mit neutralem Element e.

Ubung. Es sei A eine nicht-leere Menge. Man zeige, dass (Abb(A, A), o) genau
dann abelsch ist wenn |A| = 1.

2.1.3 Inverse und Einheiten

Definition. Es seien (M, e) ein Monoid mit neutralem Element e und a € M.

(i) Gibt es b € M mit a @ b = e, so heiflt a rechtsinvertierbar und b
rechtsinvers zu a bzw. b ein Rechtsinverses von a.

(ii)) Gibt es b € M mit b ea = e, so heit a linksinvertierbar und b
linksinvers zu a bzw. b ein Linksinverses von a.

(iii) Ist a sowohl links- als auch rechtsinvertierbar, so heifit a eine Finheit.

(iv) Gibt es b € M mit bea = aeb = e, so heifit a invertierbar und b invers
zu a bzw. b ein Inverses von a.

Bemerkung. Es seien (M, ) ein Monoid und @ € M. Dann ist a genau dann
eine Einheit, wenn a invertierbar ist. In diesem Fall ist jedes Linksinverse von
a auch Rechtsinverses, und umgekehrt. Weiter ist das Inverse von a eindeutig
durch a bestimmt und wird mit a~! bezeichnet. Wir bezeichnen die Menge
der Einheiten von M mit M*.

Beweis. Per Definition ist jedes invertierbare Element eine Einheit. Sei um-
gekehrt a eine Einheit, etwa b, 0’ € M mit bea = e und ae b’ = e¢. Dann folgt
b=bec=>be(ael)=(bea)el =cel =1. Alsoist b = V' und somit
a invertierbar. Mit b = b’ sind auch alle weiteren Aussagen der Bemerkung
gezeigt. O]
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Beispiel. Es sei A eine nicht-leere Menge. Wir betrachten ein Element f :
A — A des Monoids (Abb(A, A), o).

(i) f ist genau dann rechtsinvertierbar, wenn f surjektiv ist.
(ii) f ist genau dann linksinvertierbar, wenn f injektiv ist.
(iii) f ist genau dann invertierbar, wenn f bijektiv ist.
Ubung a. Es seien (M, o) ein Monoid, a € M, und m, die Abbildung
My : M — M,z — aec.
Man zeige:
(i) m, ist genau dann surjektiv, wenn a rechtsinvertierbar ist.
(ii) Ist a linksinvertierbar, so ist m, injektiv.

Man gebe ein Beispiel dafiir an, dass die Umkehrung von (ii) nicht gilt.

Ubung b. Es seien (M, o) ein Monoid, a,a’ € M*,b,c € M, und b invers zu
a.

(i) Esgilt a' € M* und (a7 !)"! = a.
(i) Es gilt aea’ € M* und (aed) ' =atea
(iii) Die Gleichung a e x = ¢ hat eine eindeutige Losung fiir = € M.

(v) Ausaec=ce folgt c =a™l.

1

)

)

)

(iv) Die Gleichung = e a = ¢ hat eine eindeutige Losung fiir z € M.
)

(vi) Aus cea = e folgt c =a "

2.1.4 Gruppen

Definition a. Eine Monoid (G, e), in dem alle Elemente invertierbar sind,
heifit Gruppe. D.h. in einer Gruppe gilt:

(G3) Fiir alle x € G existiert 2’ € G mit r @2’ =2’ ez =e.
Beispiel a.
(i) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.

(ii) (No,+) ist keine Gruppe, da (G3) nicht gilt.
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(iii) (R,-) ist keine Gruppe, da (G3) nicht gilt.
(iv) (R\{0},-) und (R<, ) sind abelsche Gruppen.
(v) (Z\{0},-) und (N, -) sind keine Gruppen.
(vi) Fiir jede nicht-leere endliche Menge A ist (S4,0) eine Gruppe.
)
)

(vii) (B, A), (B, V) sind keine Gruppen.

(viii) (B,XOR) ist eine Gruppe.
(ix) (A*,||) ist keine Gruppe, da (G3) nicht gilt.
Schreibweise.

(i) In einer abelschen Gruppe benutzt man haufig + als Verkniipfungszeichen,
schreibt —a fiir das Inverse von a, und benutzt die Abkiirzungen: a —
b:=a+ (=b),(—n)a :=n(—a) fir n € N, 0a := 0.

(i) Falls - als Verkniipfungszeichen benutzt wird, schreibt man a=! fiir
das Inverse von a, 1 statt e, ldsst - einfach weg, und benutzt die
Abkiirzungen: a™™ := (a Y™ fir n € N, a° := 1. Falls die Gruppe
abelsch ist, kann man auch a/b fiir ab™! schreiben.

Bemerkung. Ist (M, e) ein Monoid, so ist (M*, e) eine Gruppe. Die Gruppe
(M*, ) wird Einheitengruppe von M genannt.

Beweis. Zu zeigen ist, dass e eine Verkniipfung auf M* ist, und dass fiir
a € M* auch das Inverse von a in M* liegt. Beides wurde in Bemerkung
2.1.3 gezeigt. O]

Satz. FEs sei (G,-) eine Gruppe und a,b € G.

(i) Firallece G git: a=bsa-c=b-csc-a=c-b.
(,Multiplikation* von links oder rechts in einer Gruppe ist eine Aquivalenz-
umformung. )

(i1) Die Gleichung a - x = b hat eine eindeutige Losung x € G (ebenso die
Gleichung x -a =b).

Beweis.

(i) Die Implikation a = b = a-c = b- c ist trivial. Damit folgt aber auch
a-c=b-c= (a-c)-ct =(b-c)-c!, und die rechte Seite lautet
a = b. Die Aquivalenz a = b < ¢-a = ¢ - b verlduft entsprechend mit
Multiplikation von ¢! auf der linken Seite.
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(i) Nach (i) gilt a - z = b genau dann, wenn z = a~ ! - (a-z) = a™! - b ist.
Entsprechend gilt z - a = b genau dann, wenn z = (z-a)-a™ ' =b-a™?
1st.

]

Beispiel b. Gesucht ist ein o € S5 mit (123) o 0 = (12). Nach Aussage des
Satzes gilt:

(123)00=(12) < (123" 0(123)oc=(123)"o(12)
so=(321)0(12) =(23).
Somit ist o = (2 3) die einzige Losung,.

Ubung a. Bestimmen Sie zu allen Beispielen von Monoiden und Gruppen die
neutralen bzw. inversen Elemente.

Ubung b. Es sei A eine nicht-leere endliche Menge. Man zeige, dass S4 genau
dann abelsch ist, wenn |A| < 2.

Ubung c. Es seien (G, -) eine Gruppe und a € G. Ist die Abbildung A, : G —
G,z +— a -z injektiv, surjektiv, bijektiv?

2.1.5 Untergruppen

Definition. Es sei (G,-) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifit Unter-
gruppe von G, geschr. H < GG, wenn gilt:

(Ul) e€ H.

(U2) Fiir alle z,y € H ist auch x - y~' € H. (H ist abgeschlossen bzgl. -)
In diesem Fall ist H selbst eine Gruppe bzgl. der Verkniipfung - aus G.
Beispiel a.

(i) Fiir jedes n € Ny ist nZ := {nz|z € Z} eine Untergruppe von (Z, +).
(2.B.3Z=1{...,—9,-6,-3,0,3,6,9,...})

(ii) N ist keine Untergruppe von (Z,+).

(i) H :={m € S, |7(n) =n} ist eine Untergruppe von (.S, o).
(iv) Qs ist eine Untergruppe von (R, -).

)

(v) N ist keine Untergruppe von (R, -).
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Beweis.
(i) (Ul):e=0=n-0€nZ
(U2): nx —ny = n(z —y) € nZ.
(ii) (U1) gilt nicht, denn e = 0 ¢ N.
(iii) (Ul): e = id,, lasst n fest, also id,, € H.
(U2): Seien o,m € H, d.h. o(n) =n und 7(n) = n. Aus m(n) = n folgt
7~ Y(n) = n. Weiter ergibt sich o o 77(n) = o(77(n)) = o(n) = n,
dh.ocor te H.
(iv) (Ul):e=1 € Q.
(U2): Sind z,y € Qxo, so ist auch xy~! € Q.
(v) (U2) gilt nicht, da z.B. 27! ¢ N.

Ubung.
(i) Ist {m € S, | sgn7 = 1} eine Untergruppe von (S,,,0)?

(i) Ist {m € S, | sgnm = —1} eine Untergruppe von (S, 0)?

2.1.6 Kartesische Produkte

Satz. Es seien (G, -) eine Gruppe und M eine Menge. Die Menge Abb(M,G) =
{f : M — G} wird zu einer Gruppe (Abb(M,G),e), wenn man die Ver-
kniipfung

e : Abb(M, G) x Abb(M,G) — Abb(M,G),(f,9) — feg

durch
(feg)(x):= f(x)-g(x) fir allex € M

definiert. Da o durch - definiert ist schreibt man in der Regel (Abb(M, G), ).
Ist (G,-) abelsch, so ist auch (Abb(M,G),-) abelsch.

Beispiel. Es sei (G, ) eine Gruppe. Die Gruppe (G%,-) ist dann die Menge
G" = {n-Tupel iiber G} = {(ai,...,a,) | a; € G}
mit komponentenweiser Verkniipfung, d.h.
(@1, ey an) - (b1, oy by) := (ag - b1,y .oy @y - by).

G™ wird das n-fache kartesische Produkt von G genannt.
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Ubung. Es seien (G, o) und (G’, o) zwei Gruppen. Man zeige, dass die Menge
G x G' mit der Verkniipfung

(91, 95) - (92, 95) == (91 @ g2, 91 © g5)

wieder eine Gruppe ist.

2.2 Ringe

2.2.1 Definition und Beispiele

In Z,Q,R und C gibt es zwei Verkniipfungen + und -, die mittels der Dis-
tributivgesetze miteinander verbunden sind. Die entsprechende Abstraktion
der Rechenregeln fiihrt zu den Begriffen Ring und Kérper.

Definition. Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen
+:RxR— R, und -:RxR—R

heifit Ring, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(R2) (R,-) ist ein Monoid.
(R3) z-(y+2)=z-y+z-zund (r+y) -z =x-2+y- 2z fir alle z,y,z € R.
Der Ring heifit kommutativ, wenn zusétzlich gilt:
(R4) z-y =y - fir alle x,y € R.
Beispiel.
(i) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring.
(i) R={0} mit 0+ 0:=0und 0-0 := 0 bildet den trivialen Ring.

(iii) Nicht-kommutative Ringe begegnen uns in der Linearen Algebra, z.B.
der ,Matrizenring“ und der ,,Endomorphismenring®.

Bemerkung. Die Gleichungen aus (R3) heiflen Distributivgesetze. Man ver-
einbart in einem Ring, dass - stérker bindet als +, d.h. a - b + ¢ steht fiir
(@-b)4+c,und a+b-c fiir a+ (b-c). Dies spart Klammern und wurde in
obiger Formulierung von (R3) bereits benutzt! Ferner wird vereinbart, dass
- weggelassen werden kann, d.h. ab steht fiir a - b. Das neutrale Element der
Gruppe (R, +) wird mit 0 bezeichnet und Nullelement bzw. kurz Null von
R genannt. Das neutrale Element des Monoid (R, -) wird mit 1 bezeichnet
und FEinselement bzw. kurz Fins von R genannt. Wir nennen —a das additive
Inverse oder negative Element von a.
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Ubung a. Es sei R ein Ring. Man zeige:
(i) 0-a=a-0=0 firr alle a € R.
(ii) —a=(-1)-aund a = (—1) - (—a) fir alle a € R.
(iii) a- (=b) = (—a)-b= —(a-b) fir alle a,b € R.
Ubung b. Es sei R ein Ring. Fiir jedes n € N und a € R definieren wir

na=a-+...+a.
N

n-mal

Man zeige: —(na) = n(—a). Wie definiert man sinnvoll na fiir alle n € Z?
Ubung c. Man zeige: Ist R ein Ring mit 1 = 0, so ist R = {0}.

Ubung d. Es seien R, S zwei Ringe, n € N und M eine Menge. Wie sind die
Verkniipfungen zu definieren, mit denen auch R x S, R™ und Abb(M, R) zu
einem Ring werden?

2.2.2 Einheitengruppe

Definition. Es sei R ein Ring. Die Begriffe invertierbar, Einheit, Finheiten-
gruppe und die Notation R* beziehen sich auf das Monoid (R, -).

Beispiel.
(i) 2= ={1,-1}.

(ii) In jedem Ring R ist 1,—1 € R*. (1 und —1 konnen aber gleich sein,
wie wir an den Beispielen Fy und F4 unten sehen werden.)

Ubung a. Es seien R kommutativ, a € R, und m, bezeichne die Abbildung
mg : R — R, x — ax. Man zeige die Aquivalenz folgender Ausssagen:

(i) a ist Einheit.
(ii) m, ist bijektiv.
(iii) Die Gleichung ax = b ist fiir alle b € R eindeutig 16sbar.

Insbesondere gilt fiir jedes a € R*: ax =0 =2z = 0.

Ubung b. Es seien R kommutativ, a,b € R. Man zeige: ab € R* < a €
R* Ab € R*. Hieraus folgt, dass auch R\ R* unter der Multiplikation
abgeschlossen ist.
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2.2.3 Korper

Definition. Ein kommutativer Ring R heif3t Kdrper, wenn 1 # 0 und R* =
R\{0} gilt.

Ein Korper ist also ein nicht-trivialer Ring, in dem jedes von 0 verschie-
dene Element invertierbar ist.

Beispiel a. (Q,+,:), (R, +,-) und (C, +,-) sind Kérper. Im Unterschied zu
Q erfiillt R noch die ,, Vollstiandigkeitsaxiome* und die ,, Anordnungsaxiome®,
die man in der Analysis-Vorlesung lernt. (Z, +, -) ist kein Korper.

Es gibt aber auch endliche Korper.

Beispiel b. Definiert man auf der Menge {0, 1} zwei Abbildungen +, - durch
die Verkniipfungstafeln

+10
010
171

O ==
(el en] Nan)
— O

0
1

so entsteht ein Korper (man priife alle Axiome nach!). Wir bezeichnen diesen
Korper mit F.

Identifiziert man 0 mit ,falsch® und 1 mit ,wahr“, dann stellt man aus-
serdem fest, dass + gerade der Verkniipfung XOR entspricht, und - der Ver-
kniipfung A.

Beispiel c. Die Menge F, := {0, 1, a,b} mit den Verkniipfungstafeln

+10 1 a b 01 a b
0/0 1 a b 0(0 0 0 O
111 0 b a 110 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
blb a 1 0 b0 b 1 a
bildet einen Korper.
Beweis. Ubung. [

Bemerkung.

(i) Die Tafeln in Beispiel ¢ sind bis auf Benennung der Elemente a, b ein-
deutig, d.h. es gibt genau einen Kérper mit 4 Elementen (siehe Vorle-
sung oder vgl. [3], §2.2, 37-38, leicht lesbar).
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(i)

(iii)

Es gibt fiir jede Primzahlpotenz p" genau einen Korper mit p” Elemen-
ten (ohne Beweis). Dieser wird mit F,» bezeichnet (das F steht hier fiir
Hfield“ engl. fiir Korper). Fiir n = 1 werden diese Korper in §2.4 unten
konstruiert: [F,, ist identisch mit dem dort eingefiihrten , Restklassen-
ring” 7Z,.

Achtung: Fpn fiir n > 1 wird in dieser Vorlesung nicht behandelt und
ist insbesondere nicht identisch mit Z,», denn Z,» ist fiir n > 1 kein
Korper.

Endliche Korper sind fiir die Informatik von besonderer Bedeutung,
etwa in der Kodierungstheorie. Es sei daran erinnert, dass man ein Bit
als Element des Korper [y auffassen kann, ein Byte als Element des
Korpers Fosg, usw.

Ubung. Sind K, L zwei Korper, so ist der Ring K x L (mit komponentenweisen
Operationen) kein Korper.

2.2.4 Teilbarkeitsrelation

Es sei R ein kommutativer Ring.

Definition. Es seien a,b € R. Wir sagen a teilt b bzw. b ist Vielfaches von
a, geschr. a|b, wenn x € R existiert mit ax = b.

Bemerkung a. Die Relation | auf R ist reflexiv und transitiv. Fiir alle
a,b,c € R und alle u,v € R* gelten:

Beweis. Siehe Vorlesung. ]

Ubung a. Es seien a,b € R. Man zeige: Falls alb, dann gilt fiur alle ¢ € R:
alb+ ¢ < alc.

Bemerkung b. Wir nennen a,b € R assoziiert, geschr. a ~ b, wenn ein
u € R* existiert mit au = b. Aus a ~ b folgt offensichtlich a|b und b|a.



50 KAPITEL 2. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

Beispiel. In Z gilt: a ~ b < |a| = |b]. Die Relation | auf Z ist also nicht
antisymmetrisch.

Ubung b. (i) Man zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf R ist.

(ii) Die Aquivalenzklassen [a].. bzgl. ~ heiBen die Assoziiertenklassen von
R. Wie sehen die Assoziiertenklassen von Z aus?

(iii) Die Assoziiertenklasse von 1 ist R*.

(iv) Nach Teil (v) von Bemerkung a héngt die Relation a|b nur von den
Assoziiertenklassen von a und b ab. Die Relation | ldsst sich also als
cine Relation |. auf der Menge R/. der Assoziiertenklassen von R
auffassen. Man zeige, dass |. reflexiv und transitiv ist.

Ubung c. Man zeige: Ist b eine Einheit in R und alb, so ist auch a eine Einheit.

2.2.5 Ideale

Es sei R ein kommutativer Ring.
Definition. Eine Teilmenge I C R von R heifit Ideal von R, falls gilt:
(i) I ist Untergruppe der additiven Gruppe (R, +).
(i) RI C I, das heifit ra € I fiir aller € Rund a € I.
Bemerkung. Fiir Elemente aq,...,a; € R definieren wir
(a1,...,a5) ={ria1 + ... +rpax | r1,...,7% € R}.

Dann ist (aq,...,a) das kleinste Ideal, das aq, ..., a; enthélt, und wird das
VoM Gy, . .., a, erzeugte Ideal genannt. Ideale, die von einem Element erzeugt
werden, d.h. Ideale von der Form (a), heilen Hauptideale. Fiir alle a,b € R
gelten:

(i) alb < (a) 2 (b)
(i) a ~ b= (a) = (b)
Beweis. Als Ubung. O

Ubung. Man zeige, dass mit zwei Idealen I,.J C R auch I N J ein Ideal von
R ist.
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2.2.6 Nullteiler

Es sei R ein kommutativer Ring.

Definition. Ein Element a € R heifit Nullteiler von R, wenn b € R\{0}
existiert mit ab = 0. Der Ring R heif3t nullteilerfrei, wenn er keine Nullteiler
ausser 0 enthélt.

Bemerkung. Sei a € R und bezeichne m, die Abbildung m, : R — R, x —
ax. Dann sind dquivalent:

(i) a ist kein Nullteiler von R.

(ii) Fir alle b€ R gilt: ab=0=b=0.
(iii) Fir alle b0’ € R gilt: ab = ab' = b = V. (Kiirzungsregel)
(iv) m, ist injektiv.

Insbesondere sind Einheiten keine Nullteiler (nach Ubung 2.2.2 ist m, fiir
Einheiten bijektiv). Weiter ist R genau dann nullteilerfrei, wenn fiir alle a, b €
R gilt:

ab=0=(a=0Vb=0).

Beweis. Ubung. O
Beispiel. Z, alle Koérper sowie der triviale Ring sind nullteilerfrei.
Beweis. als Ubung. [

Ubung a. Man zeige: 0 ist genau dann kein Nullteiler, wenn R der triviale
Ring ist.

Ubung b. Man zeige fiir alle a,b € R: Ist a ein Nullteiler, so auch ab. Gilt
auch die Umkehrung?

Ubung c. Es sei R nullteilerfrei. Man zeige, dass fiir alle a,b € R gilt: (a) =
(b) & a ~ b. Es gibt also eine Bijektion zwischen R/. und der Menge der
Hauptideale P von R, die die Relation |. in die partielle Ordnung O auf P
iberfithrt. Insbesondere ist |..

2.3 Der Euklidische Algorithmus

Wir betrachten den Ring (Z, +, -), der kommutativ und nullteilerfrei ist.
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2.3.1 Division mit Rest in Z

Satz. Fir alle a,b € Z mit b # 0 existieren eindeutige q,r € Z mit a = gb+r
und 0 < r < |b].

Beweis. Seien a,b € 7 beliebig. Wegen a = ¢gb+1r < a = (—q)(=b) +r
kénnen wir oBdA b > 0 annehmen. Eindeutigkeit: Angenommen, wir haben
q¢.q¢,r,r" € Z mit gb+1r = ¢b+ 1" und 0 < r,r’ < b. Nach Annahme ist
(g —¢)b=1r"—r, also bjr’ — r. Ebenfalls nach Annahme ist 0 < 7' —r < b.
Es folgt " — r = 0 bzw. v’ = r. Da Z nullteilerfrei ist und b # 0, folgt aus
(q—q)b=0auch ¢ =¢'.

Existenz: Wihle ¢ maximal mit ¢gb < a und setze r := a — ¢b. (Die Wahl
von ¢ bedeutet ¢ := |¢].) Damit ist » > 0 klar. Wir zeigen » < b mit einem
Widerspruchsbeweis. Angenommen 7 > b. Dann ist a = r + ¢b > (¢ + 1)b.
Das steht im Widerspruch zur Maximalitit von ¢, also ist die Annahme r > b
falsch und die Behauptung r < b bewiesen. O]

Beispiel. —237 = (—12) -21 4 15,0 < 15 < 21.
Man beachte (—11) - 21 = —231 > —237 und (—12) - 21 = —252 < —237.

Ubung. Zeigen Sie, dass es fiir jedes Ideal I C Z ein g € Z mit I = (g) gibt.
Tip: Wenn I # {0}, sei ¢ € N minimal mit g € /. Dann ist I = (g).
Bemerkung: Nullteilerfrei Ringe mit 1 # 0, in denen jedes Ideal ein Haupt-
ideal ist, werden Hauptidealringe genannt.

2.3.2 Der ggT

Definition. Der grifite gemeinsame Teiler von a,b € Z ist definiert durch
ggT(a,b) := max{d € N|d|a,d|b},

falls a, b nicht beide gleich 0 sind, und ggT(0,0) := 0. Wir nennen a und b
teilerfremd, wenn ggT(a,b) = 1.

Bemerkung. Fiir alle a,b € Z gilt:
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Beweis. Sei a = gb+ r bzw. r = a — gb. Nach Bemerkung (2.2.4)(i) und (ii)
gilt sowohl d|a,b = d|r und d|b,r = d|a. Die gemeinsamen Teiler von a,b
sind also identisch mit den gemeinsamen Teilern von b, r. ]

Ubung. Es seien a,b € Z. Nach Ubung 2.3.1 ist (a,b) = (g) fiir ein g € N.
Man zeige:

(i) Die gemeinsamen Teiler von a, b sind genau die Teiler von g.

(ii) g = ggT(a,b).

2.3.3 Das kgV

Definition. Der kleinste gemeinsame Vielfache von a,b € Z ist definiert
durch
kgV(a,b) := min{m € Ny |a|m, bjm}.

Bemerkung. Fiir alle a,b € Z gilt:
(i) kgV(a,b) = kgV(b,a),
(i) kgV(a,b) = kgV([al, |0]),
(iii) kgV(a,0) =0,

Ubung. Es seien a,b € Z. Nach Ubung 2.3.1 ist (a) N (b) = (k) fiir ein k € Ny.
Man zeige:

(i) Die gemeinsamen Vielfachen von a,b sind genau die Vielfachen von k.
(ii) & =kgV(a,b).

Man folgere
ab

keV(a,b) = — .
8V(a.0) ggT(a,b)

2.3.4 Der Euklidische Algorithmus

Beispiel. Wie lautet ggT (91, 168)7
Rechnung;:

168 =1-914+77
91=1-77+14
T7T=5-14+7
14=2-74+0.
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Nach Bemerkung (2.3.2) gilt somit
geT(168,91) = ggT(91,77) = ggT(77,14) = ggT(14,7) = ggT(7,0) = 7.

Riickwarts Einsetzen:

T=77-5-14
=77—5-(91—1-77)=—5-91+6-77
=—5-91+6-(168—1-91)=6-168 — 11-91.

Somit gilt ggT(91,168) = (—11) - 91 + 6 - 168.

Algorithmus. Es seien a,b € Z mit b # 0. Die folgende Prozedur liefert
d, A\, € Z mit d = ggT(a,b) = Aa+ ub.

EUKLID(a, b)

1 bestimme ¢,r mit a = gb+r und 0 < r < ||
2 ifr=0

3 then return (b,0,1)

4 else (d,\, p) — EUKLID(b, 1)

5 return (d, pu, A — qu)

Beweis. 1. Es sei a = qb+ .

3. Falls r = 0, dann bla, also ggT(a,b) =b=0-a+1-b.

4. Seir >0 und d = ggT(b,r) = \b+ ur.

5. Nach Bemerkung (2.3.2) ist d = ggT(a,b). Ausserdem gilt d = \b+ u(a —
qb) = pa + (A = qu)b. O

Bemerkung. Der gréfite gemeinsame Teiler wurde ohne Verwendung des
Begriffs ,,Primzahl“ definiert und kann mit dem Euklidischen Algorithmus
ohne Kenntnis der Primfaktorzerlegung berechnet werden.

Ubung a. Es seien a, b € N. Die Koeffizienten A, i in der Darstellung ggT(a, b) =
Aa + pb sind nicht eindeutig. Geben Sie ein Beispiel an. Zeigen Sie weiter,
dass A, o unter der Zusatzbedingung —2 < [A| <0 und 0 < |p| < £ eindeutig
werden.

2.4 Restklassenringe

2.4.1 Kongruenz modulo n
Definition. Fiir jedes n € N definieren wir auf Z eine Relation =,, durch

a=,b:<nla—0.
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Statt a =, b schreibt man auch a = b (mod n) und sagt ,a kongruent b
modulo n®.

Bemerkung. Es gilt a =,, b genau dann, wenn a und b bei Division durch
n denselben Rest lassen.

Beweis. Seien a = gn +r und b = ¢n + ' mit 0 < 7,7’ < n. Dann ist
a—b=(q—¢)n+ (r—17r")und |r —r'| < n. Nach Bemerkung (2.2.4) gilt
nla — b genau dann, wenn n|r — 1. Wegen |r — 7’| < n ist das genau dann
der Fall, wenn r — r/ = 0. ]

Beispiel. Ist 14 kongruent 23 modulo 3 (14 =5 23)7 Ja, weil 14 — 23 = -9
Vielfaches von 3 ist. Alternativ kann man die Reste bei Division durch 3
vergleichen: 14 = 4 -3 + 2 und 23 = 7 -4 + 2. Sie stimmen iiberein (beide
=2).

Satz. Fiir jedes n € N ist die Relation =, eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Leichte Ubung unter Verwendung von Bemerkung (2.2.4). O

2.4.2 Restklassen modulo n
Es sei n € N in diesem Abschnitt fest gewahlt.

Definition a. Die Aquivalenzklasse von a € Z bzgl. =, wird mit @ bezeichnet
und wird die Restklasse von a modulo n genannt.

Bemerkung. Die Restklasse @ besteht aus allen ganzen Zahlen, die bei Di-
vision durch n denselben Rest lassen wie a. Es gilt

a=a+nZ=A{...,a—2n,a—n,a,a+n,a+2n,...}.

Dividiert man a durch n mit Rest, etwa a = qgn +r mit 0 < r < n, so ist
a =T. Der Rest r ist weiterhin der kleinste nicht-negative Repréasentant von @.
Folglich hat jede Restklasse modulo n genau einen Représentanten zwischen
0 und n — 1 (den Rest 7). Es gibt also genau n verschiedene Restklassen
modulo n: 0,1,...,n — 1.

Beispiel a. Fiir n =3 ist 14 = {...,5,8,11,14,17,20,23, ...} = 23. Wegen
14 =4-3+2ist 14 = 2, und 2 ist der kleinste nicht-negative Repriisentant
von 14.

Definition b. Die Menge der Restklassen modulo n wird mit Z,, bezeichnet,
also Z,, :={0,1,...,n — 1}. Es gilt |Z,| = n.

Beispiel b. Zz = {0, 1,2}.
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2.4.3 Rechnen mit Restklassen

Wir mochten auf der Menge der Restklassen modulo n zwei Verkniipfungen
-+ und - einfithren mittels der Definition

a+b:=a+b und @-b:=a-b. (%)

Das Problem in dieser Definition ist, dass sie — auf den ersten Blick — von
der Wahl der Représentanten a und b abzuhéngen scheint. Der folgende Satz
zeigt, dass dem nicht so ist. Nur aufgrund des Satzes handelt es sich bei ()
iiberhaupt um eine giiltige Definition.

Satz. Sein € N fest. Sind a,a’,b,V € Z mita=d und b=1V, so gilt:

(i) a+b=d +1,
(i) a-b=a'-V.

Beweis. Nach Voraussetzung ist n|a—a’ und n|b—b'. Nach Bemerkung (2.2.4)
(ii) teilt n auch (a —a’) + (b —V) = (a +b) — (/! + 1), also gilt (i). Nach
Bemerkung (2.2.4) (i) und (ii) teilt n auch (a—a")b'+(b—b")a = (a-b—a’- V'),
also gilt (ii). O
Folgerung. Die Menge Z,, bildet bzgl. der Verkniipfungen aus (x) einen kom-

mutativen Ring.

Beweis. Addition und Multiplikation in Z, sind iiber die entsprechenden
Operationen aus Z definiert. Daher werde Assoziativ-, Kommutativ- und
Distributivgesetze von Z ,geerbt“. Weiter ist die 0 in Z, die Restklasse 0,
das negative Element zu @ ist —a, und die 1 in Z,, ist die Restklasse 1. Damit
priift man alle Axiome leicht nach. O]

Definition. Der Ring (Z,,, +,-) mit den Verkniipfungen aus (x) wird Rest-
klassenring modulo n genannt.

Beispiel.
(i) Zo = {0,1}, wobei

0 = 2Z = {gerade ganze Zahlen},
1 = 2Z = {ungerade ganze Zahlen}.

Die Verkniipfungstafeln von Z, lauten (beachte 1+1 =1+ 1 =2 = 0):

und
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Aus der Tabelle fiir + liest man z.B. ab, dass ,gerade+ungerade im-
mer ungerade ergibt® und dass ,ungerade+ungerade immer gerade er-
gibt“. Diese Aussagen sind hiermit auch bewiesen (genauer durch obi-
gen Satz)!

Identifiziert man 0 mit falsch und 1 mit wahr, so entspricht + gerade
XOR und - entspricht A. Damit ist gezeigt, dass auch (B, XOR, A) einen
kommutativen Ring bildet, und dass dieser als identisch mit dem Ring
(Zs,+, -) angesehen werden kann.

(ii) Die Verkniipfungstafeln von Z, lauten

+]0123 01T 23
00123 0[00 070
111230 ud 1(0 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
31301 2 310 3 21

(iii) In Z7 gilt:

3+5=8=1,
3-5=3+(-5)=3+-5=3-5=-2=5
6-5=30=2,

6-5=-1-5=-5=2,

{00000 _ —100000 _ Um 1.

(iv) In Zg gilt 3-2 =6 = 0, aber 3 # 0 und 2 # 0. Die Restklasse 0 ist aber
die 0 in Zg, d.h. Zg ist nicht nullteilerfrei! Zg ist auch ein Gegenbeispiel
zur Kiirzungsregel (vgl. Bemerkung 2.2.6): 2-3 =4 - 3, aber 2 # 4.

(v) In Zg ist 5 eine Einheit, denn 55 = 1 und 1 ist die 1. Neben 1 ist 5
sogar die einzige Einheit (man priife das nach!), also Z = {1,5}. Man
beachte 5 = —1.

Ubung. Was fiir ein Ring ist Z,?

2.4.4 Gleichungen in Z,

Beispiel a. Fiir welche b € Z ist 9 -z = b in Z;5 losbar?

/012 3 4567 8 910 11 12 13 14

9-2(0 93126093126 0 9 3 12 6
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gibt es z.B. die Losungen = = 2,7, 12.

Satz. Es seienn € N und a,b € Z gegeben. Die Gleichung @-x = b in Z,, ist
genau dann losbar, wenn ggT (a,n)|b.

Beweis. Sei @-x = b losbar, etwa A € Z mit @- A = b. D.h. n|]A\a — b. Aus
geT(a,n)|\a und ggT(a,n)|Aa — b folgt ggT(a,n)|b (vgl. Ubung 2.2.4a).

Sei umgekehrt ggT(a,n)|b, etwa ¢ € Z mit ggT(a,n) - ¢ = b. Nach Algo-
rithmus 2.3.4 gibt es \, u € Z mit ggT(a,n) = Aa + pn. Multiplikation mit ¢
liefert b = (cA)a + (cu)n. In Z, bedeutet das b = c\ - @, d.h. z = c\ ist eine
Losung. O

Beispiel b. Lose 6-2 = 9 in Z;5. Rechung: Mit dem euklidischen Algorithmus
berechnet man ggT(6,15) = 3 = 1-15 — 2 - 6. Multiplikation mit 3 liefert
9 = 3-15—6-6. Modulo 15 ergibt sich 9 = 0—6-6. Folglichistz = —6 = —6 = 9
eine Losung. Die Losung ist nicht eindeutig, z.B. ist auch 6 -4 = 24 = 9 oder
6-14=6-—1=—-6=0.

Folgerung. FEs seien n € N und a € Z.
(i) a e Z; < ggT(a,n) = 1.
(ii) 7, ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Ubung unter Verwendung des Satzes. O]

—1

T'=1, g =%,
7' =5, 7 =1,
1'=7 51 =3

Ubung a. Wie lauten alle Einheiten von Z;; und ihre Inversen? Ist Z;; ein
Korper?

Ubung b. Man zeige, dass fiir teilerfremde a, b € Z stets gilt: a|bc = alc.
Hinweis: Man rechne in Z,.

Ubung c. Wieviele Einheiten hat Zyn, wenn p eine Primzahl ist?

Ubung d. Es sei n > 1. Man zeige, dass @ € Z, genau dann Nullteiler ist,
wenn ggT(a,n) # 1.

Ubung e. Man zeige, dass in Z, jedes Element entweder Einheit oder Null-
teiler ist.

Ubung f. Man priife folgende Aussage aus Ubung 2.2.6¢ in verschiedenen Z,
nach: (a) = (b) & a ~ b?
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2.4.5 Die Euler’sche Funktion
Definition. Fiir n € N definiere
p(n):=1Z;|=|{a€ Z|0 < a<n,ggT(a,n) =1}.
Die Abbildung ¢ : N — N heifit die Euler’sche p-Funktion.
Bemerkung.
(i) Fir alle m,n € N mit ggT(m,n) = 1 gilt ¢(mn) = p(m)p(n).

(i) Fiir alle Primzahlen p gilt ¢(p*) = p*~1(p — 1).

Beweis. (i) ohne Beweis. (ii) als Ubung. (Kombinatorik!) O
Beispiel. p(9) = ¢(32) =3'(3—1) =3-2 = 6.
0(20) = p(4) - p(5) =21 (2~ 1) - 595 — 1) =2- 4 = 8,

2.5 Das RSA-Kryptosystem

2.5.1 Kryptosysteme

Ein Kryptosystem besteht aus einer endlichen Menge M von Nachrichten,
einer endlichen Menge K C P x S von Schliisselpaaren, einer Familie von
Abbildungen ¢, : M — M (crypt) fiir alle p € P, und einer Familie von Abbil-
dungen d; : M — M (decrypt) fiir alle s € S, so dass fiir jedes Schliisselpaar
(p,s) € K gilt: dy o ¢, = idy. Da die Menge M endlich ist folgt, dass alle
¢p und dg notwendigerweise bijektiv sind und ds = ¢, L gilt. Der Sender einer
Nachricht m € M und Besitzer des Schliisselteils p berechnet m’ := ¢,(m)
und verschickt m/. Der Empfinger einer verschliisselten Nachricht m’ und
Besitzer des Schliisselpaares (p, s) berechnet ds(m') = ds(c,(m)) = m.

Fiir die praktische Berechenbarkeit von ¢,(m) und ds(m') ist es sinnvoll,
dass M eine algebraische Struktur hat und die Abbildungsvorschriften von
¢p und d, durch Rechenoperationen gegeben sind.

Beispiel. Es sei (G, ) eine Gruppe. Wihle M = P = S = G. Nach Ubung
2.1.4c ist A\, : G — G,z +— ax fiir jedes a € G bijektiv und hat die Umkehr-
abbildung (A\,)™' = A,-1. Daher koénnen wir wihlen: K = {(a,a™')|a € G}
und ¢, = d, = A, fiir alle a € G. Konkrete Beispiele sind:

(i) G = (Zgg,+). Die Elemente von G konnen z.B. mit den Buchstaben
A-Z identifiziert werden. Es ist K = {(a,—a)|a € Zy}. Fir (p,s) =
(a,—a) € K bedeutet die Abbildung ¢, = A\, : Zog — Zog,m — m + a,
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dass die Buchstaben geméaf3 ihrer Reihenfolge im Alphabet zyklisch um
a verschoben werden, bei a = 2 etwa: A— C,B+— D,....Y — A Z — B.
Die Abbildung d, lautet d, = A\_, : Zog — Ziog, m — m — a.

(ii) G = ({0,1}",®), die Menge der n-bit-Worter mit bitweisem xor. Fiir
alle a € G gilt —a = a, also K = {(a,a)|a € G}. Fiir (p,s) = (a,a) €
K sind also ¢, und d; identisch gleich {0,1}" — {0, 1}, w — w @ a.

(i) G = (K*,-) fur einen endlichen Kérper K. Als Korper kann z.B. K =
Fos6 gewdhlt werden, dessen Elemente mit Bytes identifiziert werden
konnen. Dieser spielt als Baustein auch im Kryptografie-Standard AES
(advanced encryption standard, 2001) eine Rolle.

Das Kryptosystem heifit asymmetrisch oder public key, wenn es praktisch
nicht moglich ist, aus der Kenntnis von p auf die Abbildungsvorschrift von d,
zu schliessen. Dadurch braucht p nicht geheim gehalten werden, sondern kann
offentlich gemacht werden. Anderenfalls heifit das Kryptosystem symmetrisch
oder secret key. Die Kryptosysteme des Beispiels sind alle als symmetrisch
einzustufen.

RSA ist ein asymmetrisches Kryptosystem, das 1978 von den Mathema-
tikern Rivest, Shamir und Adleman erfunden wurde. Es benutzt M = Z,
und die Potenzierungsabbildung

cp: M — M, m— m".

Ubung a. Konnen die Abbildungen ¢ : Zog — Zog, m — km fiir ein Kryp-
tosystem verwendet werden? Konnen die Abbildungen ¢y, : Zog — Zigg, m —
3m — k fiir ein Kryptosystem verwendet werden?

Ubung b. Man erliutere, wie man in den Kryptosystemen des Beispiels fiir
jedes Schliisselpaar (p, s) von p auf s schliessen kann.

2.5.2 Potenzen in Z,

Beispiel. Wie sehen die Abbildungen ¢ : Z; — Zq1, m — m" fiir verschie-
dene k aus? Fiir welche k ist ¢ bijektiv? Wie sieht die Umkehrabbildung
aus?
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Firc:z—a23istc ' :z—a’. Firc:xz— 27 ist ¢ .z — 2.

Beispiel. Wie sehen die Abbildungen ¢ : Zy — Zip, m + mF fiir verschie-
dene k aus? Fiir welche k ist ¢ bijektiv? Wie sieht die Umkehrabbildung
aus?

2100 1 23 45 6 7 8 9 bijektiv

2210 1 4 9 6 5 6 9 4 1|—

210 1 8 7 4 5 6 3 2 9 v

2210 16 1 6 56 1 6 1|—

210 1 2 3 45 6 7 8 9 v/
Firc: oz — 2% ist ¢! =c.

2.5.3 Der kleine Satz von Fermat
Satz (Fermat). Ist p eine Primzahl so gilt in Z,:

2Pt =1 fiir alle x # 0.
Daraus folgt 27 = x fiir alle x € Z,,.

Beweis. Es sei © € Z, \ {0}. Da p eine Primzahl ist, ist  invertierbar (Z,
ist ein Korper). Also ist die Abbildung Z, — Z,,y — zy bijektiv. Die Liste
von Elementen 1-2,2-x,...,p — 1 - stimmt also bis auf Reihenfolge mit
1,2,...,p— 1 iiberein. Somit gilt in Z,:

p—-D=1-2-....p—1=0-2)-2-2)-...-(p—1-2)=(p— 1) - 2P,

Es gilt p t (p — 1)!, da alle Faktoren von (p — 1)! kleiner als p sind. D.h.
(p — 1)! # 0. Da Z, nullteilerfrei ist, folgt 27~! = 1 (Kiirzungsregel). O
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Beispiel. p=7,a=3:a°=729=104-7 + 1.
p=11,a=2:a'"=1024 =93 - 11 + 1.

Die Kongruenz kann auch gelten, wenn p keine Primzahl ist:
p=341=2-11-17,a=2:a*°=1 (mod 341).
p=91=7-13,a=3:a" =1 (mod 91).

Bemerkung. Der kleine Satz von Fermat kann als Primzahltest verwendet
werden. Fiir gegebenes p € N testet man die Kongruenz o = a (mod p) fiir
verschiedene Werte von a. Das ist rechnerisch leicht, da nur in Z, gearbeitet
wird. Gilt sie fiir ein a nicht, so ist p keine Primzahl. Gilt sie fiir mehrere a,
so ist p mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit eine Primzahl.

2.5.4 RSA
Es sind n, k und [ so zu finden, dass
M =g (2.1)
fiir alle z € Z,. Dann sind die Abbildungen
c: Loy — L, z— zF

d: 7y — Ly, x—

bijektiv mit d o ¢ = id und co d = id, denn d(c(z)) = (2*)! = 2¥ = 2 und
c(d(x)) = (2')F = 2M = x.

Satz. Es seien p und q zwei verschiedene Primzahlen. Setze
n:=pq, m:=(p-—1)(¢—1).
Es sei weiter k eine beliebige Zahl teilerfremd zu m und | eine Zahl mit
kEl=1 (mod m).
Dann erfillen n, k,l die Bedingung (2.1).

Beweis. Vorbetrachtung: Fiir alle a,b € Z gilt @ = b in Z,, genau dann, wenn

@=>0bin Z, und in Z, gilt. In der Tat, da n = pg und p und ¢ verschiedene
Primzahlen sind, gilt n|a — b genau dann, wenn pla — b und g|a — b (das folgt
aus der Primfaktorzerlegung).

Zu zeigen ist (2.1) fur alle x € Z,. Nach der Vorbetrachtung reicht es,
(2.1) in Z, und in Z, nachzuweisen. Wir rechnen im folgenden nur noch in
Z, (in Z, geht es genauso). Falls 2 = 0, so gilt 2" = z trivialerweise. Falls
x # 0, so gilt nach dem Satz von Fermat 2P~! = 1. Da m ein Vielfaches von
p — 1 ist, gilt somit auch ™ = 1. Nach Wahl von [ ist kI = 1 + Am fiir ein
A € Z. Es folgt 2™ = 21 = g(2™)* = 2. Damit ist (2.1) gezeigt. O
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Beispiel. Wihle p = 11 und ¢ = 13. Dann ist n = 11 - 13 = 143 und
m = 10-12 = 120. Wéhle ein (moglichst kleines) k, dass teilerfremd zu 120 ist,

etwa k = 7. Berechne das Inverse von 7 modulo 120: wegen 7-17 = 119 = —1
(mod 120) ist = 120 — 17 = 103 eine Losung. Es ergeben sich

C:Lugz — Laz, T+ z’

d:Zyaz — Ly, T+ 2103

2.6 Polynome

In diesem Abschnitt sei K ein Korper.

2.6.1 Definition und Beispiele

Definition.

(i) Ein Polynom tiber K in der Unbestimmten X ist ein Ausdruck der Form

f = i CLZ'Xi
i=0

mit a; € K fiir alle i = 0,...,n. Die a; heilen die Koeffizienten des
Polynoms, insbesondere heifit ag der absolute Koeffizient.
(Koeffizienten, die gleich 0 sind kénnen beliebig hinzugefiigt oder weg-
gelassen werden, ohne den Ausdruck zu verédndern.)

(ii) Zwei Polynome f = "7 ;X" und g = Y b; X" sind genau dann
gleich, wenn a; = b; fiir alle i =0, ..., n.

(iii) Die Menge aller Polynome iiber K wird mit K[X] bezeichnet.

(iv) Sind alle Koeffizienten von f € K[X] gleich 0, so heiit f das Nullpoly-
nom, geschr. f = 0.

(v) Ist f € K[X] nicht das Nullpolynom, dann wird das grofite i € Ny, fiir
das a; # 0 ist, der Grad von f genannt und mit deg f bezeichnet. Fiir
das Nullpolynom setzen wir deg( := —oo0.

(vi) Ist deg f =n > 0, so heift a,, der Hauptkoeffizient von f.
(vii) Ein Polynom heifit normiert, wenn der Hauptkoeffizient gleich 1 ist.

(viii) Ein Polynom f heifit linear, wenn deg f = 1.
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(ix) Ein Polynom f heiit konstant, wenn deg f < 0.

Schreibweise. Der Kiirze halber schreibt man X? statt 1X°, X statt X!, aq
statt apX?, und 0X" ldsst man weg.

Beispiel.
(i) f=1X"4+0X° - IX2+1X' —2X0 = X4 - 1X?+ X — 2 € R[X].
(i) g =1X*+1X' 4+ 0X° = X? + X € Z,[X].

Bemerkung a. Jedes Polynom f € K[X] definiert eine Abbildung K — K
dadurch, dass man das ,,Einsetzen® in die Unbestimmte als Zuordnungsvor-
schrift wahlt. Diese Abbildung bezeichnen wir ebenfalls mit f, sprechen aber
zur Unterscheidung von der Polynomfunktion zu f. Fiir jedes a € K nennen
wir f(a) den Wert von f an der Stelle a.

Die Polynome f und g aus dem Beispiel haben die Polynomfunktionen

1 1
f:R—-R, ar—>f(a):a4—§a2+a1—2a0:a4—§a2—|—a—2.

2

g:Zy — Loy, a+> gla)=a"—a=0.

(Man beachte, dass a> —a = 0 fiir alle a € Z,.)

Verschiedene Polynome kénnen dieselbe Polynomfunktion haben (z.B.
g und das Nullpolynom). Aus diesem Grund sind Polynomfunktionen und
Polynome zu unterscheiden.

Bemerkung b. Jedes a € K kann als konstantes Polynom aX° aufgefasst
werden. Auf diese Weise wird K zu einer Teilmenge von K[X].

2.6.2 Der Polynomring

Fiir Polynome gibt es eine natiirliche Addition und Multiplikation, die aus
der Menge K[X] einen Ring macht.

Definition. Fiir beliebige Polynome f =>"" ja; X" und g = ", b; X" aus
K[X] wird deren Summe und Produkt definiert als:

fHg:=> (a;+b)X",
=0

fog:= iciXi mit ¢; 1= Zakbifk'
i=0

k=0
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Bemerkung.

(i)

Mit dieser Addition und Multiplikation wird K[X] ein kommutativer
Ring. (Man priife die Ringaxiome nach!) Das neutrale Element der
Addition ist das Nullpolynom, und das neutrale Element der Multipli-
kation ist das konstante Polynom 1 = 1X°.

Man kann Polynome auch als endliche Folgen auffassen, etwa das Po-
lynom —3X? + X + 2 als die Folge (2,1, —3,0,0,...). Somit haben wir
die Inklusion K[X] C Abb(N, K). Dabei stimmt die Addition in K[X]
mit der punktweisen Addition in Abb(N, K) iiberein, nicht aber die
Multiplikation.

K ist ein ,, Teilring“ von K[X].
Fiir jedes a € K ist die Abbildung
r K[X] = K, fla)
ein Ringhomomorphismus (der Einsetzungshomomorphismus).

Es gelten die Gradformeln

deg(f + g) < max{deg f,deg g},
deg(f - g) = deg f + degyg.

K[X] ist nullteilerfrei.

In K[X] gilt die Kiirzungsregel, d.h. fiir alle f, g, h € K[X] mit f # 0
gilt:
fg=fh=g=h.

Die Einheitengruppe des Ringes K[X] lautet
K[X]* ={f € K[X]| deg f = 0} = {konstante Polynome # 0}
= K™ = K\{0}.
Betrachte die Teilbarkeitsrelation | auf K[X]:
r—12°=22+1, 2®+z+12° -1, 2r+4z+2

Auf der Menge der normierten Polynome aus K[ X| bildet | eine partielle
Ordnung. Aus f|g folgt offensichtlich deg f < degg.

Beweis. Ubung. [
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2.6.3 Polynomdivision

Satz. Es seien f,g € K[X| mit g # 0. Dann existieren eindeutige q,r €
K[X] mit f =qg+r und degr < degg.

Beweis. Eindeutigkeit: Angenommen, wir haben ¢,¢’,r, " € K[X]| mit qg +
r=¢q¢g+r" und degr,r’ < degg. Dann ist (¢ — ¢')g = ' — r, also

deg(q — ¢') + deg g = deg(r’ — r) < max{degr’,degr} < degyg.

Es folgt deg(q — ¢') <0, d.h. ¢ — ¢’ = 0. Somit ist ¢ = ¢’ und r = r’.
Existenz: Wir kénnen deg f > deg g annehmen, denn sonst ist f = 0-g+ f
und deg f < degg. Zusammen mit der Voraussetzung g # 0 haben wir
deg f > deg g > 0 und koénnen somit eine vollstéandige Induktion nach deg f
fithren.
Induktionsanfang (deg f = 0): Dann ist auch degg = 0, d.h. f und ¢ sind
beide konstant und ungleich 0. Fiir f = ag und g = by mit ag,by € K\{0}
gilt aber f = 32 -9+ 0 und deg0 = —co < 0 = degg. Damit ist der
Induktionsanfang erledigt.
Induktionsschritt: Sei jetzt deg f = n > 0 und sei die Existenz von ¢ und r fiir
alle f mit deg f < n bereits bewiesen (Ind.Vor.). Es seien f =" ;X" und

so ist dgg f" < n. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ¢’,r € K|[X] mit
"= dg+r und degr < degyg. Es folgt f = (§=X""" + ¢')g +r, d.h.

an

qi= X"+ ¢’ und r sind wie gewiinscht. O

Beispiel. f=2X3—-9X?+4X, g= X?—-3X —4 € Q[X]. Wir dividieren f
durch g mit Rest:

(2X3 —9X?+ 4X):(X?-3X —4)=2X -3
—(2Xx3 —6X?— 8X)
—3X°+ 12X
—(—3X*+ 9X +12)
3X — 12

Also
oy —_ . — 1 - .
f=02X—-3)g+3X —12, degr=1<2=degyg

q T
Folgerung. Fir alle f,g € K[X] hat die Menge der normierten gemeinsa-
men Teiler von f und g

{h € K[X]|h normiert, h|f, hlg}

bzgl. der Ordnung | ein Mazimum.
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Beweis. Es sei
M = {h € K[X]|h normiert, h|f, h|g}.

Behauptung: Hat M ein Element der Form d = A\f 4+ pg mit A\, up € K[X], so
ist d ein Maximum von M bzgl. |. Aus dem Euklidischen Algorithmus folgt
die Existenz eines solchen Elementes, und damit die Aussage des Korollars.
Es bleibt, die Behauptung zu zeigen. Sei dazu d’ ein beliebiges Element aus
M. Zu zeigen ist d'|d. Aus d'|f und d'|g folgt aber d'|\f 4+ ug = d nach
Bemerkung (2.2.4). O

Definition. Das Maximum wird der gréfite gemeinsame Teiler von f und g
genannt, geschr. ggT(f, g).

Beispiel (Fortsetzung). Wir dividieren g durch r mit Rest:

1 1 1
(X? —-3X —4):3X-12)= gX+ 3= g(X +1)
—(X? —4X)
X -4
—(X -4
0
D.h.g = %(X—i—l) -r+0. Damit ist r bis auf Normierung der ggT von f und g,
also ggT(f, g) = X —4. Riickwiértseinsetzen liefert weiterhin die Darstellung:
1 1
geT(f,9) =X —4=303X -12) = o(f - (2X = 3)9)
1 1
— . f-S(2X —3)- 4.
3 5 )9

2.6.4 Nullstellen

Definition. Wir sagen a € K ist Nullstelle eines Polynoms f € K[X], wenn
f(a) = 0 gilt, d.h. wenn die durch f definierte Polynomfunktion an der Stelle
a den Wert 0 hat.

Satz. Es seien f € K[X]| und a € K. Dann gilt:
fla) =0 X —a teilt f.

Beweis. <: Essei f = (X —a)-¢g mit g € K[X]. Da 7, (das Einsetzen von
a) ein Homomorphismus ist, folgt f(a) = (a —a) - g(a) = 0.

=: Es sei f(a) = 0. Nach Polynomdivision gibt es eindeutig bestimmte
¢, € K[X] mit f = ¢ (X —a)+r und degr < deg(X —a) = 1. Das
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bedeutet, dass r konstant ist, also r = ry € K. Da 7, ein Homomorphismus
ist, folgt 0 = f(a) = q(a)(a —a)+r(a) = q(a)-0+r(a) = ro. Somit ist r das
Nullpolynom und f = (X —a) - q. O

Definition. Es seien 0 # f € K[X] und a € K. Die Teiler von f der Form
X — a werden Linearfaktoren von f genannt. Weiter heifit

max{n € Ny | (X —a)" teilt f}
die Vielfachheit von a als Nullstelle von f.

Bemerkung. Wegen der Gradformel aus Bemerkung (2.6.2) ist die Vielfach-
heit stets < deg f, also insbesondere endlich. Der Satz besagt, dass a genau
dann Nullstelle von f # 0 ist, wenn a Vielfachheit > 1 hat.

2.6.5 Zerlegung in Linearfaktoren

Satz. Es sei 0 # f € K[X]. Sind ay, .. .,a; paarweise verschiedene Nullstel-
len von f mit den Vielfachheiten ny, ... ,n;, so gilt

f=X—=-a)"™ - (X—=—a)"-g (2.2)

fir ein 0 # g € K[X] mit g(a1),...,g9(a;) #0.

Beweis. Wenn f die Zerlegung (2.2) hat, dann folgt g(a;) # 0 aus der Ma-
ximalitdt der n;. In der Tat, falls g(a;) = 0 dann wiirde g nach Satz (2.6.4)
von X — a; geteilt werden, woraus (X — a;)" | f folgt.

Wir zeigen nun per Induktion nach [, dass die Zerlegung (2.2) existiert.
Fiir [ = 1 folgt das aus der Definition der Vielfachheit. Sei also [ > 1 und
die Behauptung fiir [ — 1 bereits bewiesen. Dann gibt es 0 # g € K[X]| mit
f=X-=-a)"™ (X —a-1)"*-g. Setzen wir h := (X —a;)"--- (X —
a;—1)™-1, so erhalten wir f = hg. Da die ay,...,q; paarweise verschieden
sind, ist h(a;) = (@ — ay)™ - -+ (a; — a;—1)™-* # 0. Nach Voraussetzung gilt
(X — a;)™|f = hg. Das folgende Lemma zeigt, dass dann g von (X — a;)™
geteilt wird. Damit ist die Behauptung bewiesen. O]

Lemma. FEs seien g,h € K[X]|,a € K und n € N. Aus (X — a)"|hg und
h(a) # 0 folgt (X —a)"|g.

Beweis. Induktion nach n. n = 1: Wegen X — alhg gilt h(a)g(a) = (hg)(a) =
0, also g(a) = 0 denn h(a) # 0. Nach Satz (2.6.4) bedeutet das X — alg.

Sei nun n > 1 und die Behauptung fiir n bereits bewiesen. Sei (X —a)"|hg.
Da insbesondere X — alhg, so folgt nach der Uberlegung fiir n = 1, dass X —
alg. Sei g = (X —a)-¢', also (X —a)"|hg = (X —a)hg’. Mit der Kiirzungsregel
in K[X] folgt (X —a)" !|hg’, und daraus nach Induktionsvoraussetzung (X —
a)" g’ Insgesamt also (X — a)"|g. O
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Folgerung. FEs sei 0 # f € K[X]|. Sind ay,...,a; paarweise verschiedene
Nullstellen von f mit den Vielfachheiten ny, ..., ny, so gilt Zizl n; < deg f.

Das heifit, jedes Polynom f hat hdchstens deg f wviele Nullstellen, wenn
jede Nullstelle mit threr Vielfachheit gezdhlt wird.

Beweis. Folgt sofort aus dem Satz. [

Definition. Es sei 0 # f € K[X]. Wir sagen f zerfdllt vollstindig in Line-
arfaktoren (iiber K), wenn es paarweise verschiedenen Nullstellen ay, ..., q
gibt, deren Vielfachheiten Zizl n; = deg f erfiillen. Das ist genau dann der
Fall, wenn es eine Zerlegung

f = C(X — al)”l cee (X — al)”l

gibt mit ¢ € K konstant.

2.6.6 Fundamentalsatz der Algebra
Satz. Jedes Polynom f € C[X] zerfillt vollstindig in Linearfaktoren.
Beispiel.

f(X) = X*—1=(X?-1)(X?+1)
= (X+D(X-1)(X*+1)
= (X +D(X -1)(X —i)(X +19)

Folgerung. Jedes Polynom f € R[X] besitzt eine Zerlegung f = fi ... fi mit
allen f; € R[X] und deg f; < 2.

Beweis. Fir z = a+ bi € C mit a,b € R heiflit 2 = a — bi das konjugierte
Element zu z. Offensichtlich gilt Z = 2z genau dann, wenn z € R. Da die
Abbildung C — C, z — Z ein Ringisomorphismus ist (man priife das nach!),
gilt f(Z) = f(z). Folglich ist f(2) = 0 < f(Z) = 0. Die komplexen (nicht-
reellen) Nullstellen treten also in Paaren, bestehend aus z und z, auf. Somit
hat f nach dem Fundamentalsatz eine Zerlegung der Form

f=elX —ar) (X —a)(X — 2)(X ~70)- (X - 2)(X - %)

mit ap,...,a, € R z1,...,2s € C\R,c € C und r + 2s = deg f. Man sagt,
das Polynom f hat r reelle Nullstellen und s Paare komplex-konjugierter
Nullstellen. Die Behauptung folgt nun, weil

(X —2)(X —2)=X?>— (2 +2)X + 27 € R[X].

(Man priife nach, dass z + z und 2% tatséchlich reell sind!) O
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2.7 Boole’sche Algebren

2.7.1 Boole’sche Funktionen
Essei B={f,w}={0,1} (0= f,1=w).

Definition. Eine Abbildung B" — B wird n-stellige logische Verkniipfung
oder auch Bool’sche Funktion genannt.

Beispiel. (i) = : B — B,0 +— 1,1 — 0 ist eine 1l-stellige logische Ver-
kniipfung.

(ii) A: Bx B — B, (x,y) — x Ay ist eine 2-stellige logische Verkniipfung.

(iii) Neue logische Verkniipfungen konnen durch Aufstellen eines Terms de-
finiert werden, der Variablen (X7, X, ...), Konstanten (0 und 1), Sym-
bole fiir schon definierte logische Verkniipfungen (oy, oo, ...) und Klam-
mern ((,)) enthélt. Z.B. beschreibt X; V (X7 A X3) die gleiche logische
Verkniipfung wie X; (Tabelle siche Vorlesung).

(iv) Logische Verkniifpungen konnen durch Aufstellen einer Wertetabelle
definiert werden. Z.B. beschreibt folgende Tabelle einen Volladdierer
(s steht fiir Summe, c fiir Ubertrag):

e el === e R es)
—_ O O R RO O
_ O = O = O = OIN
—_ O O = O KR = Ol n
e el i = e es M en R e N e

Der Volladdierer vermag drei einstellige Binédrzahlen zu addieren.

2.7.2 Universale Systeme

Definition. Eine endliche Menge von logischen Verkniipfungen {oy,...,0,}
heifit universal, wenn sich jede n-stellige Bool’sche Funktion (fiir beliebiges
n) durch einen Term in X7,..., X, und oq,..., o, definieren ldsst.
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Beispiel a. (i) {A,V,} ist universal, da jede logische Verkniipfung eine
disjunktive Normalform besitzt. 7.B. gilt fiir die Ausgaben s und ¢ des
Volladdierers:

s(x,y,z) = (—rx A=y Az2)V(mx AyA—z) V(e A-yA—2)V(cAyA z)
clx,y,z) = (~z AyAz) V(e AyA—-2)V(cA-yAz)V(zAYyAz)

(ii) {A,—} ist universal, denn z Vy = —(—z A —y).

(iii) {XOR, A} ist universal, denn -~z = 1 XOR z.

Frage. Welches universelle System ist zu bevorzugen? Dann kann abh&ngen
von

(i) technischen Gegebenheiten (z.B. welche Verkniipfungen lassen sich leicht
durch Schaltungen realisieren?),

(ii) der algebraischen Struktur des Systems (z.B. mit welchem System las-
sen sich Terme leicht vereinfachen, etwa (z1 V x2) A~y z2u 29 A 221 7).

Bemerkung. (B, XOR, A) ist ein Ring, der isomorph ist zu (Zs, +, -).
Beweis. t XORy=x+yin Zy, x Ny =2 -y in Zs. [

Beispiel b. Wir wollen V moglichst einfach durch XOR, A ausdriicken. Zu-
erst driicken wir V geméss Beispiel a aus:

xVy=-(-zA-y)=1XOR((1XORz)A (1XORy)).
Nun vereinfachen mit Hilfe bekannter Rechenregeln fiir Z,

cVy=1+((1+2)1+y))=1+04+z+y+ay)=z+y+ay
=2 XOR y XOR(z A y).

Frage. Welche algebraische Struktur hat (B, A, V,—)?
Ubung. Wir definieren 2 NANDy := —(a A b). Man zeige, dass {NAND}

universal ist.

2.7.3 Bool’sche Algebren

Definition. Es sei A eine Menge mit zwei 2-stelligen Verkniipfungen &, ®
und einer 1-stelligen Verkniipfung . Wir nennen (A, ®,®, ) eine Bool’sche
Algebra, wenn folgende Axiome gelten:
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B1) (A, ®) ist abelsches Monoid mit neutralem Element 0,

B2) (A, @) ist abelsches Monoid mit neutralem Element 1,

B3) Firalleae Agilt: a®da=1,a®a=0.

(B1)
(B2)
(B3)
(B3) Fiir alle a,b, ¢ € A gilt:

In diesem Fall wird @ das Komplement von a genannt.
Bemerkung. Die Axiome sind symmetrisch in & und ®, sowie 0 und 1.

Beispiel a. (i) (B, V, A, ) ist Boolsche Algebra mit 0 = f und 1 = w,
die sog. Schaltalgebra.

(ii) Fiir jede Menge M ist (Pot(M),U,N, ~), wobei X = M \ X, eine
Bool’sche Algebra mit 0 = () und 1 = M. Die Axiome sind dabei
offensichtlich erfiillt.

Satz. In einer Bool’schen Algebra (A, ®,®, ) gelten fir alle a,b,c € A stets:
(i) a®a=a, a®a=a (Idempotenz)
(1)) a®1l=1 a®0=0 (neutrale Elemente)

(i) a @ (a®b)=a, a®(@a®b)=adb (Absorption)
Oladb)=a, a®(@db)=a®b

() (adb=a®cundadb=a®c) < b=c (Kirzen)
(a@b=aGcunda®b=aGc)Sb=c

(v) (a®b=1unda®b=0)<b=a (Findeutiges Komplement)
(vi) a = a (Involution)

(vii) 0 =1, 1=0 (Konstante)

(viii) a Db=a®b, a®b=a®b (deMorgan’sche Regeln)

Beweis. (exemplarisch)

(i) a@aBzz(a@a)@lg)(a@a)@(a@a)%aGB(a@E)BQa@OEa.
a ® a = a geht genauso.
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i) a1 Zad@oa) 2 woa)da2ada
a ® 0 = 0 geht genauso.

(i) a® (a0 b) Z@ol)e@ob) Zeoan) Qo1 Za.
a® (a®b) = a geht genauso.

Rest als Ubung. ]

Beispiel b. Mit Hilfe der Regeln des Satzes konnen Terme in der Bool’schen
Algebra (B, V,A,”) vereinfacht werden. Wir fithren dies am Ubertrag des
Volladdierers vor und zéhlen dabei nach jeder Umformung die Anzahl der
Verkniipfungen. Die disjunktive Normalform von c¢(x,y, z) lautet nach Bei-
spiel 2.7.2a:

clx,y,z) = (rx AyAz) V(e AyA-2)V(cA-yAz)V(TAYyAz)

Also
(r,y,2) =TOYe2)d(rT0y02)(x0y0z)d(xoyez) 11
Z@o(@oeyorneyo)s@oyo:) 9
Z@o(@o)eyo(:02))e(F0ye2) 8
Z@o(@oreyol) s @oyoe?) 7
Z@o(@oey)e@oyo:) 6
(@(x@(y@z))@(a:@g/Gz) 5
2roy)s@0)eToyo :z) 6
Byo@e@or)e@xo:z) 5
@ yo@Ee))e@o:) 4
(YN (zV2)V(rAz)

Ubung. Es sei (A, ®,®, ) eine Bool’'sche Algebra. Man zeige, dass durch
a<b:sad®b=a

eine partielle Ordnung auf A definiert wird.
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Diskrete Mathematik

75






Einleitung

In der Mathematik ist der Begriff ,diskret“ als gegensétzlich zu , kontinu-
ierlich® zu verstehen. Diskret werden solche Strukturen genannt, die endlich
sind oder — falls unendlich — zumindest schrittweise abzdhlbar; als konti-
nuterlich dagegen solche, die nicht schrittweise abzédhlbar sind. In diesem
Sinne ist z.B. die Zahlenmenge der natiirlichen Zahlen {1,2 3, ...} diskret,
wéhrend die Zahlenmenge der reellen Zahlen (Dezimalbriiche) kontinuierlich
ist. Letzteres wird veranschaulicht, indem man sich die reellen Zahlen als
eine kontinuierliche Zahlengerade (von —oo bis 400 mit 0 in der ,Mitte®)
vorstellt. Auf dieser reellen Zahlengerade sind dann die natiirlichen Zahlen
als eine abzéhlbare Folge von Punkten zu finden.

In dieses Schema passen insbesondere die in der Elektro- bzw. Informati-
onstechnik verwendeten Begriffe , digital“ und ,,analog®. Ein ,digitaler Wert*
ist auf einer diskreten Menge definiert (mit den Elementen 0 und 1, also sogar
auf einer endlichen Menge), wihrend ein analoger Wert auf einem Kontinu-
um (z.B. auf einem bestimmten Abschnitt der reellen Zahlengerade) definiert
ist.

Unter den mathematischen Disziplinen beschéftigt sich die Analysis mit
kontinuierlichen Strukturen (insbesondere mit den reellen Zahlen) und die
Diskrete Mathematik mit diskreten Strukturen. Die diskrete Mathematik,
obwohl in der Form des Studiums der natiirlichen Zahlen schon im Altertum
préasent, wird aber erst seit dem 20. Jahrhundert als eigenstdndiges Gebiet be-
trachtet. So wie eine besondere Motivation fiir die Entwicklung der Analysis
auf Anwendungen in der Physik zuriickgeht, gilt das gleiche fiir die diskre-
te Mathematik und die Informatik. Offensichtlich sind die in der Informatik
beschriebenen und untersuchten Objekte wie Digitalcomputer, Programme
(Algorithmen), formale Sprachen, etc. diskreter Natur, wihrend die in der
klassichen Physik untersuchten Prozesse kontinuierlicher Natur sind (bzw.
sich als kontinuierlich vorgestellt werden).

Wichtige diskrete Strukturen bzw. Objekte, die in dieser Vorlesung be-
handelt werden, sind endliche Mengen und Summen (Kap. Kombinatorik),
endliche Graphen (Kap. Graphentheorie), das Zahlsystem der ganzen Zahlen
und Polynome (beides Kap. Algebraische Strukturen).

7
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Kapitel 3

Kombinatorik

3.1 Permutationen und Kombinationen

Es sei A in diesem Abschnitt eine endliche Menge mit |A| = n.

3.1.1 Permutationen

Definition a. Es sei £ € N,k < n. Eine k-Permutation aus A ist eine ge-
ordnete Auswahl von k verschiedenen Elementen aus A. Eine n-Permutation
aus A wird auch kurz Permutation von A genannt.

Mit ,,geordneter Auswahl® ist gemeint, dass es auf die Reihenfolge der
Auswahl ankommt. Mathematisch ist eine k-Permutation aus A ein k-Tupel
iiber A, dessen Eintréige paarweise verschieden sind. Dementsprechend wer-
den k-Permutationen in derselben Schreibweise wie Tupel notiert.

Eine Permutation von A kann auch als eine ,, Anordnung* von A aufgefasst
werden.

Beispiel a.
(i) (4,3,2),(4,2,3) und (3,5, 1) sind verschiedene 3-Permutationen aus 5.
(i) (1,2,1) ist keine Permutation.
(iii) (1,3,5,2,4) und (5,4,3,2,1) sind Permutationen von 5.

(iv) Die Medaillenverteilung nach einem 100m-Lauf mit 8 Laufern ist eine
3-Permutation aus 8.

(v) Die aktuelle Bundesligatabelle ist eine Permutation von 18.

79
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Definition b. Fiir n € N heif3t
nl:=1-2-....n
die Fakultat von n. Wir setzen 0! := 1.

Satz Es sei k € N,k < n. Die Anzahl der k-Permutationen aus A betrdgt
Die Anzahl der Permutationen von A betrdgt n!.

(n k)
Beweis. siehe Vorlesung [
Beispiel b.

(i) Es gibt 775 = 6 2-Permutationen aus 3.

(i) Es gibt = 3), = 6-7-8 = 336 mogliche Medaillenverteilungen (Gold,

Silber, Bronze) auf 8 Laufer.

(iii) Es gibt 18! & 6,4-10'® mogliche Bundesligatabellen aus 18 Mannschaf-
ten.

3.1.2 Kombinationen

Definition. Es sei k € N,k < n. Eine k-Kombination aus A ist eine unge-
ordnete Auswahl von k verschiedenen Elementen aus A.

Mit ,ungeordneter Auswahl“ ist gemeint, dass es auf die Reihenfolge der
Auswahl nicht ankommt. Mathematisch ist eine k-Kombination aus A eine
k-elementige Teilmenge von A. Dementsprechend werden k-Kombinationen
in derselben Schreibweise wie Mengen notiert.

Beispiel a.

(i) Es sei A = 5 = {1,2,3,4,5}. Dann sind {4,3,2} = {4,2,3} und
{3,5, 1} verschiedene 3-Kombinationen aus A.

(ii) Ein ausgefiillter Lottoschein ist eine 6-Kombination aus 49.
(iii) Die Bundesliga-Absteiger bilden einen 3-Kombination aus 18.
(iv) Eine Skathand ist eine 10-Kombination aus 32.

Satz. Es sez’ k € N mit k < n. Die Anzahl der k-Kombinationen aus A

betrdigt - ( AT

Beweis. siehe Vorlesung [
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Beispiel b.
(i) Es gibt 5

4 2), = 6 2-Kombinationen aus 4.

(ii) Es gibt 6‘%, = 13983816 Moglichkeiten, einen Lottoschein auszufiillen.

(iii) Es gibt 3}%, = 816 Moglichkeiten, drei von 18 Mannschaften absteigen

zu lassen.

(iv) Es gibt 22 ~ 64512240 mogliche Skathéinde.

3.1.3 Tupel

Bemerkung. Es sei £ € N. Ein k-Tupel iiber A ist eine geordnete Auswahl
von k beliebigen (nicht notwendigerweise verschiedenen) Elementen aus A.

Beispiel.

(i) Eine natiirliche Zahl mit maximal k& Dezimalstellen ist ein k-Tupel iiber
{0,1,...9}.

(ii) Eine Teilmenge von n ist ein n-Tupel iiber {0,1}. (Der i-te Eintrag ist
genau dann 1, wenn ¢ Element der Teilmenge ist.)

Satz. Es sei k € N. Die Anzahl der k-Tupel iiber A betrégt n*.
Beweis. klar. ]
Folgerung. |Pot(A)| = 2".

Beweis. Der Satz und Beispiel (ii). O

3.1.4 Multimengen

Definition. Es sei k € N. Eine k-Multimenge iiber A ist eine ungeordnete
Auswahl von k beliebigen (nicht notwendigerweise verschiedenen) Elementen
aus A.

Schreibweise. Eine Multimenge ist eine ,Menge mit Wiederholungen“ und
wird mit den modifizierten Mengenklammern {* und *} notiert.

Bemerkung. Eine k-Multimenge iiber A kann auch aufgefasst werden als ein
n-Tupel iiber Ny, deren Eintrédge sich zu k aufsummieren. Dazu nummeriert
man die Elemente von A, etwa A = {ay,...,a,}, und gibt im i-ten Eintrag
des Tupels an, wie oft a; in der Multimenge vorkommt. Wir nennen dieses
Tupel das Hdiufigkeitstupel der Multimenge A.
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Beispiel.

(i) Ein Lostopf ist eine Multimenge, aber in der Regel keine Menge, da
gewisse Lose mehrfach vorkommen kénnen (z.B. Nieten).

(ii) Das Resultat eines Kniffel-Wurfs (Wurf mit 5 Wiirfeln gleichzeitig) ist
eine H-Multimenge iiber 6. Der Wurf O bedeutet z.B. die

Multimenge {*2,1,4,1,2*} = {*1,1,2,2,4*}. Als 6-Tupel iiber Ny ge-
schrieben bedeutet dieser Wurf (2,2,0,1,0,0).

(iii) Das Resultat einer Klausur mit k& Teilnehmern und 11 mdéglichen Noten
(von 1.0 bis 5.0) ist ein k-Tupel tiber 11. Nummeriert man die Teilneh-
mer von 1 bis k& und ist a; die Note von Teilnehmer 7, dann ist das
Resultat das Tupel (aq, ..., ax).

(iv) Der Notenspiegel einer Klausur mit k& Teilnehmern und 11 moglichen
Noten (von 1.0 bis 5.0) ist eine k-Multimenge tiber 11. Nummeriert man
die Teilnehmer von 1 bis £ und ist a; die Note von Teilnehmer i, dann ist
der Notenspiegel die k-Multimenge {*ay,...,a;*}. Ublicherweise wird
ein Notenspiegel als Tabelle der Haufigkeiten der einzelnen Noten an-
gegeben. Diese Tabelle ist gerade das oben erwahnte Haufigkeitstupel
von A, ein 11-Tupel iiber Ny.

Satz. Fs sei k € N. Die Anzahl der k-Multimengen tiber A betrdgt %
Beweis. Es sei k € N. Wir zdhlen die n-Tupel (ly,...,l,) iiber Ny mit
vl = k. Dazu kodieren wir Tupel dieser Art als Worter iiber {0, 1},
indem wir fiir jedes [; genau [; viele Einsen schreiben und fiir jedes Kom-
ma eine Null. Aus dem Tupel (2,2,0,1,0,0) wird z.B. das Wort 1101100100.
(Man beachte, dass jeder Null-Eintrag im Tupel zu einem ,leeren Teilwort*
wird, gezeichnet durch . in der Schreibweise 110110.010.0_ = 1101100100.)
Offensichtlich gehort zu jedem Tupel, deren Eintriage sich zu k£ aufsummie-
ren, ein Wort mit £ Einsen und n—1 Nullen. Umgekehrt entsteht jedes Wort
mit & Einsen und n — 1 Nullen aus einem solchen Tupel. Es bleibt also, die
Anzahl dieser Worter zu zéhlen.

Ein Wort aus k£ Einsen und n — 1 Nullen hat die Linge n + k — 1 und ist
eindeutig durch die Positionen der k vielen Einsen gegeben, entspricht also

einer k-Kombination aus n + k — 1. Geméss Satz (3.1.2) lautet die gesuchte

(n+k—1)! O

Anzahl somit T T
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3.2 Binomialkoeffizienten

Es seien in diesem Abschnitt n, k € Ny.

3.2.1 Definition und Binomischer Lehrsatz

Definition. Fiir £k < n heif}t

(1) = mm

der Binomialkoeffizient ,n iiber k*.

Nach Satz (3.1.2) ist (}) gleich der Anzahl der k-Kombinationen aus

k
einer n-elementigen Menge. Insbesondere ist (Z) stets eine ganze Zahl. Es

gilt (3) = (Z) =1 fiir alle n € Ny und (’11) = ( " ) =n fiir alle n € N.

n—1

Satz (Binomischer Lehrsatz). Fir a,b € R und n € Ny gilt

(a+b)" = zn: <Z) akpr

k=0

_ n n n 1in—1 n n—1z1 n n
—(O)b —l—(l)ab +...+<n_1>a b—i—(n>a.

Beweis. Siehe Vorlesung. [

Ubung. Man zeige mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes die Identitét

k=1

3.2.2 Das Pascal’sche Dreieck

Satz. Fir alle n,m € Ny gelten:

(i) ()= (") firalle 0 <k <n,

(i) ()= (7)) + (") firallel <k <n-1,

(iii) S5 (M (") = (™) fir alle 0 < k < n,m. (Vandermonde-Identitit)
Beweis. Siehe Vorlesung. O

Die Binomialkoeffizienten lassen sich im sog. Pascal’schen Dreieck anord-
nen:
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n=0: 1

n = 1: 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1
n=> 1 ) 10 10 ) 1
n==06 1 6 15 20 15 6 1

Definiert man (Z) =0 fiir £ < 0 und k > n, also ,ausserhalb des Drei-
ecks®, so gelten die Aussagen des Satzes uneingeschréankt fiir alle &, n, m € N.
Ubung.
(i) Man zeige Teil (ii) des Satzes durch direktes Einsetzen der Definition
und Umformung.

n

k) eine ganze Zahl ist.

(ii) Man zeige mittels vollstindiger Induktion, dass (
Hinweis: Verwende den Satz.

(iii) Man zeige den Binomischen Lehrsatz mittels vollstandiger Induktion.
Hinweis: Verwende den Satz.

(iv) Man zeige die Identitét

k=1
mittels vollstdndiger Induktion. Hinweis: Verwende den Satz.

(v) Man zeige die Vandermonde-Identitdt mit einem kombinatorischen Be-
weis. Hinweis: Verallgemeinere den Beweis von Teil (ii) des Satzes.

(vi) Man zeige die Vandermonde-Identitéat mittels vollsténdiger Induktion.

3.3 Kombinatorische Beweisprinzipien

Wir formulieren nun systematisch einige kombinatorische Beweisprinzipien.
Zum Teil wurden diese Prinzipien in den Beweisen der §§1-2 und in den
Ubungen schon angewendet.
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3.3.1 Summenregel

Prinzip. Fiir disjunkte, endliche Mengen A und B gilt stets
|AU B| = |A| + |B|.

Das Prinzip lésst sich sofort auf endlich viele Mengen verallgemeinern:
Fiir paarweise disjunkte, endliche Mengen A, ..., A, gilt stets

JAil =14l
=1 =1

Beispiel.
(i) Der Beweis von Satz (3.2.2)(ii).

(i) Ist A € M, so hat die Komplementirmenge M \ A die Méchtigkeit
| M| —|A].

Ubung.
(i) Wieviele Teilmengen von 6 gibt es, die hochstens 4 Elemente enthalten?

(ii) Man zeige mit Hilfe der Summenregel, dass Y 1", (7) = 2".

3.3.2 Produktregel
Prinzip. Fiir zwei beliebige endliche Mengen A und B gilt stets
A% B| = 4] - |B].

Das Prinzip lasst sich sofort auf endlich viele Mengen verallgemeinern:
Fiir endliche Mengen Aq, ..., A, gilt stets

Ay xox A =TT 1A
i=1
Insbesondere gilt fiir jede endliche Menge und jedes n € N:
|A"| = |A[".
Beispiel.

(i) Der Beweis von Satz (3.1.2).

(ii) Der Beweis von Satz (3.1.4).
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Ubung a. Wieviele Tippreihen mit genau 4 Richtigen gibt es fiir eine feste
Lotto-Ziehung?

Satz. Es sei A eine Multimenge, die r verschiedene Elemente ay,...,a,
enthdlt, wobei a; mit Haufigkeit k; auftritt. Sei k = ki+. . .+k,, die ,Mdachtigkeit*
von A. Die Anzahl der Anordnungen von A betrdgt dann:

!
Tl k)

1. Beweis. Wir betrachten statt A zunichst die Menge

A:{a117"'7a1k17a217"'7a2k27"'7a7‘1a"'7a7‘kr}7

in der die a;; als verschieden angenommen werden. Offensichtlich ist |A| = k.

Nach Satz 3.1.1 gibt es k! verschiedene Anordnungen von A. Jede Anordnung

von A entsteht aus einer Anordnung von A, indem man, fiir jedes ¢, alle a;;

durch a; ersetzt. Diese Ersetzung, durchgefiihrt fiir ein festes ¢, macht genau

verschiedene k;! Anordnungen von A gleich. Nach der Produktregel macht

diese Ersetzung, durchgefiihrt fiir alle ¢, also genau kq!-- - k,! verschiedene
k!

Anordnungen von A gleich. Daraus ergibt sich die Formel Yoy fiir die Zahl

der Anordnungen von A. O

2. Beweis. Jede Anordnung von A entsteht auf eindeutige Weise aus folgen-
dem Prozess: Wir wéhlen eine kj-Kombination von k; diese gibt die Posi-
tionen in der Anordnung an, an denen wir a; eintragen. (Es muss genau
ki Positionen in der Anordnung geben, an denen a; steht.) Wir wihlen
dann eine k>-Kombination aus den verbleibenden k — k; Positionen, um dort

as einzutragen, usw. Nach Produktregel gibt es fiir diesen Prozess genau

(kkl) (k;fl) (k_’213_k2) o (k_kl_,;_‘_k“l). (Der letzte Faktor ist identisch (ZT) =

1.) Durch Einsetzen und Kiirzen ergibt sich die Formel.

Ubung b. (i) Wieviele verschiedene Worter kann man durch Anordnung
der Buchstaben P,I,Z,Z,A gewinnen?

(ii) Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus 25 Fussballspielern zwei Mann-
schaftsaufstellungen (erste und zweite Mannschaft) mit je 11 Spielern
zu machen?

(iii) Auf einem Kongress gibt es einen Hauptredner, der 3x vortragen soll,
und drei Nebenredner, die je 2x vortragen sollen. Wieviele Vortrags-
programme sind moglich?
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3.3.3 Inklusions-Exklusions-Prinzip

Prinzip. Fiir zwei beliebige endliche Mengen A und B gilt stets
|AUB| = |A|+|B| - |ANB|.
Das Prinzip lasst sich auf endlich viele Mengen verallgemeinern:

Satz. Fir endliche Mengen A4, ..., A, gilt die Formel

| OAZ-| = ZT:(—n'H > AinA,n. N4
=1 1

k= 1<i1 <. <ip<r

=0 3Nl

ICr|I|=k i€l

Beweis. Setze A := |J;_, A;. Wir rechnen nach, dass jedes Element a € A
auf der rechten Seite der Formel tatsdchlich genau einmal gezéhlt wird. Sei
also a ein beliebiges fest gewéhltes Element aus A. Definiere I, als die Menge
der Indizes ¢ aller Mengen A;, die a enthalten, d.h.

I,:={ier|ae A}

In der Formel werden Ausdriicke der Form |, ; A;| fiir bestimmte Index-
mengen [ C r aufsummiert. Sei [ C r eine beliebige solche Indexmenge. Dann
wird das Element a in |();c; Ai| genau 1-mal gezéhlt, wenn a € (., A;, sonst
0-mal. Weiter gilt a € (,c; A; genau dann wenn i € I, fiir alle i € I, also
genau dann wenn I C [,. Der Anteil von ¢ an dem Ausdruck

> 14

ICr,|I|=k i€l

fiir festes k£ betragt somit

o1+ ) 0= > 1

ICI, \I|=k I 1,,|1|=k ICI, |I|=k

also genau die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von I,. Diese Zahl hiangt
nur von |I,| ab, und betrégt ('Ik‘j|) falls £ < |I,| und O falls k > |I,|. Der Anteil
von a an der gesamten rechten Seite betréagt somit

La|

> (),

k=1
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Nach Ubung 3.2 gilt fiir alle m € N:

g:(—n’f—l(Z) — 1.

1

Damit ist gezeigt, dass a auf der gesamten rechten Seite genau einmal gezéhlt
wurde. O]

Fiir r = 3 ergibt sich z.B.

|A1 U Ay U Az| =+ [Ay] + [Ag] + [A3]
— A1 N Ay — |A; N As| — |Ax N Al
+ A1 N Ay N Asl.

Beispiel. Wieviele Zahlen zwischen 1 und 100 sind durch 2, 3 oder 5 teilbar?
Wir haben die Menge

A={ieN|i<100,2|iV3|iV5|i}
zu zéhlen. Leicht zdhlbar sind die Mengen
A, = {1 € N|i <100,nli},

fiir alle n € Nist nédmlich [A,| = [12]. Da A die Vereinigung A = A,UA3;UAs
ist, ergibt sich nach dem Inklusions-Exklusions-Prinzip

|A| = |Ag| + |As| + |As| — |A2 N As| — |Aa N As| — | A3 N As| + | A2 N A3 N As].

Es bleibt, die verschiedenen Durchschnitte zu zéhlen. Nun ist jede natiirliche
Zahl i genau dann durch 2 und 3 teilbar, wenn sie durch 6 teilbar ist. D.h.
A2 N A3 = AG- Analog erglbt sich AQ N A5 = Al(), A3 N A5 = A15, AQ N Ag N
As = Agp. (Man beachte, dass 2,3 und 5 Primzahlen sind; allgemein gilt
Ap N Ay = Awgv(n,m) fiir beliebige n, m € N.) Also

|A| = [Ag| + |As| + |As| — |As] — [Aro| — |Aus| + [As0]
=50+33+20—16—-10—6+ 3 = 74.

Ubung. Die Bevélkerung von Aachen, die arbeitet oder studiert, betrage
150000. Wenn davon 20% studieren und 90% arbeiten, wieviele Aachener
Studenten arbeiten dann neben ihrem Studium?

Ubung. Man zeige fiir alle a,b € N: (5) + (g) < (“”Lg_l).

Hinweis fiir einen kombinatorischen Beweis: Seien A, B zwei Mengen mit

|Al =a,|B|=bund |[ANB| = 1.
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3.3.4 Schubfachprinzip

Prinzip. Verteilt man n Elemente auf m Schubladen und ist n > m, so
enthélt eine Schublade mindestens zwei Elemente.

Beispiel.

(i) In jeder Menge von 13 Personen gibt es zwei, die im gleichen Monat
Geburtstag haben.

(ii) Auf jeder Party gibt es zwei Personen, die die gleiche Anzahl von Leuten
kennen.

3.4 Stirling’sche Zahlen

Die Binomialkoeffizienten wurden eingefiihrt, da sie beim Zéhlen von Teil-
mengen bzw. Multimengen fester Méchtigkeit auftreten. Die Stirling’schen
Zahlen stellen zwei weitere Arten von Zihlkoeffizienten dar. Sie treten auf
beim Zahlen von Partitionen mit fester Anzahl von Teilen bzw. beim Zéhlen
von Permutationen mit fester Zykelzahl.

3.4.1 Stirling-Zahlen zweiter Art

Definition. Es seien n, k € Ny. Wir definieren
Sk = Anzahl der Partitionen von n mit genau k Teilen.

Die Zahlen S, heiflen Stirling-Zahlen zweiter Art. Partitionen mit & Teilen
nennen wir auch kurz k-Partitionen.

Beispiel. Wieviele Moglichkeiten gibt es, n Studenten auf k& Tutoriengrup-
pen aufzuteilen, wobei keine Gruppe leer bleiben soll? Eine solche Aufteilung
ist eine k-Partition von n, somit gibt es S, ; Moglichkeiten.

Bemerkung. Fiir alle n, k € Ny gelten:
(i) Snn =1,
(ii) Spo =0 falls n > 0,
(iii) Spx =0 falls £ > n.

Bewess.
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(i) Es gibt genau eine n-Partition von n. Das gilt auch fiir n = 0, da es
genau eine Partition der leeren Menge gibt, und die hat 0 Teile.

(ii) Eine Partition einer nicht-leeren Menge muss mindestens 1 Teil haben.

(iii) Eine Partition von n kann héchstens n Teile haben.

Satz. Fiir allen € Ng und k € N gilt Syi1 6 = Snp—1 + kSp k-

Beweis. Essei Ty U...UTy, = n+ 1 eine k-Partition von n 4+ 1. Wir nehmen
0.B.d.A. an, dass n + 1 in T} liegt (die Nummerierung der Teile spielt keine
Rolle). Entfernt man n + 1 aus allen Mengen, so bekommt man 77 U ... U
Tp—1 UTi \ {n+ 1} = n. Je nachdem, ob T} \ {n + 1} leer ist oder nicht, ist
dies eine (k — 1)-Partition oder eine k-Partition von n. Umgekehrt entsteht
also jede k-Partition von n + 1 auf eine der folgenden Arten:

a) Hinzufiigen des Teiles {n + 1} zu einer (k — 1)-Partition von n,

b) Hinzufiigen des Elementes n + 1 zu einem der Teile einer k-Partition von
n.

Keine Partition kann auf beide Arten entstehen, denn bei a) liegt n+ 1 stets
in einem Teil der Machtigkeit 1, bei b) stets in einem Teil der Méchtigkeit
> 1. Folglich ist die Anwendung der Summenregel erlaubt. Bei a) gibt es
Sni—1 viele (k — 1)-Partitionen von n, die jeweils auf eindeutige Art um
den Teil {n + 1} ergéinzt werden. Bei b) gibt es S,, ; viele k-Partitionen von
n, bei denen auf jeweils k verschiedene Arten das Element n 4+ 1 zu einem
der Teile hinzugefiigt wird. Nach Produktregel entstehen durch b) also kS, x
viele k-Partitionen von n + 1. Mit der Summenregel ergibt sich schliesslich
die Formel S, 111 = Spp—1 + kSy k- O

Die Zahlen S, j lassen sich im sog. Stirling-Dreieck zweiter Art anordnen:

n = 0O: 1

n=1: 0 1

n=2: 0 1 1

n=23a: 0 1 3 1

n = 4: 0 1 7 6 1

n =5 0 1 15 25 10 1

n = 6: 0 1 31 90 65 15 1
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Ubung. Man zeige:
(i) Die Anzahl der surjektiven Abbildungen n — k betragt k! - S, k.

(i) Es gilt Y0ty Sn - sy = n™.

(m—k)!

Tip: n™ ist die Anzahl aller Abbildungen m — n.

3.4.2 Stirling-Zahlen erster Art

Definition. Es seien n, k € Ny. Wir definieren
Spk := Anzahl der Permutationen aus S,, mit Zykelzahl k.

Die Zahlen s, ;, heiBlen Stirling-Zahlen erster Art.

Beispiel. Bei einem Treffen von n Philosophen teilen sich diese in k£ Diskussi-
onsgruppen auf (Gruppen mit nur einer Person sind erlaubt). Die Teilnehmer
jeder Gruppe setzen sich im Kreis hin und philosophieren iiber ein Thema.
Wieviele mogliche Sitzordnungen gibt es? Antwort: s,, .

Bemerkung. Fiir alle n, k € Ny gelten:
(i) Snn =1,
(i) sno0 =0 fallsn >0,
(iii) spx =0 falls k > n.
Bewezs.

(i) Hat m € S,, die Zykelzahl n, so miissen alle Zykeln die Lénge 1 haben,
also ist m = id. Das gilt auch fiir n = 0, denn das einzige Element aus
So hat Zykelzahl 0 (vgl. Bemerkung 1(1.5.4)).

(ii) Die Zykelzahl eines Elementes von S,, mit n > 0 ist stets > 0.

(iii) Die Zykelzahl eines Elementes von S,, kann hochstens n betragen.

Satz. Fiir allen € Ng und k € N gilt 5,111 = Sp -1 + NSp -
Beweis. Eine Modifikation des Beweises von Satz (3.4.1) (Ubung). O

Die Zahlen s, lassen sich im sog. Stirling-Dreieck erster Art anordnen:
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n=0: 1

n=1 0 1

n=-2 0 1 1

n=3 0 2 3 1

n=4 0 6 11 6 1

n=>5 0 24 50 35 10 1

n = 6: 0 120 274 225 85 15 1
Ubung.

(i) Man fithre den Beweis des Satzes aus.

(i) Man zeige Y p_ Snx = nl.



Kapitel 4

Graphentheorie

4.1 Grundbegriffe

4.1.1 Ungerichtete Graphen

Definition a. Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar G = (V, E), bestehend
aus einer endlichen Menge V' und einer Menge E von zweielementigen Teil-
mengen von V. Die Elemente von V' werden Knoten (engl. vertex) genannt,
die Elemente von E Kanten (engl. edge). Es heifit ng := |V| die Knotenzahl
und mg = |E| die Kantenzahl von G.

Bemerkung a. Das mathematische Modell fiir eine Kante zwischen den
Knoten u,v € V ist hier die zweielementige Teilmenge {u,v} = {v,u} C
V. Das bedeutet, dass unsere Definition keine sog. ,,Schlingen“ zulésst, d.h.
Kanten von einem Knoten zu sich selbst. Fiir die Kante {u,v} verwenden
wir alternativ auch die Schreibweise uv bzw. vu.

Ein weiteres mogliches mathematisches Modell fiir die Kanten ist, die
Kantenmenge als eine symmetrische, antireflexive Relation auf der Knoten-
menge aufzufassen.

Erlaubt ist der Graph G = (0, 0).

Bemerkung b. Andere verbreitete Definitionen von Graphen erlauben ge-
richtete Kanten, Schlingen, Mehrfachkanten, gewichtete Kanten, gefiarbte
Kanten, usw. Entsprechend muss das mathematische Modell fiir die Kan-
tenmenge variiert werden.

Ubung a. Jede Relation auf einer Menge V kann als ein gerichteter Graph
(mit erlaubten Schlingen) veranschaulicht werden. Man mache sich klar, was
jede einzelne der folgenden Eigenschaften der Relation fiir das Aussehen die-
ses Graphen bedeuten: symmetrisch, antisymmetrisch, reflexiv, antireflexiv,
transitiv, Aquivalenzrelation, Totalordnung.

93
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Ubung b. Was wére ein mathematisches Modell fiir einen ungerichteten Gra-
phen mit Mehrfachkanten bzw. mit gewichteten Kanten?

In diesem und den folgenden Abschnitten sei G = (V, E) stets ein Graph.

Definition b.

(i) Ist wv € E eine Kante, so werden u und v die Endknoten von uv
genannt. In diesem Fall heiflen u und v adjazent oder benachbart, sowie
u Nachbar von v und umgekehrt.

(ii) Die Menge aller Nachbarn von v € V' wird mit I'(v) := I'g(v) bezeich-
net.

(iii) G heiBt vollstindiger Graph, wenn je zwei beliebige Knoten adjazent

sind, also genau dann, wenn mg = ("20)

(iv) Eine Kante e € E heifit inzident zu einem Knoten v € V| wenn v ein
Endknoten von e ist.

(v) Zwei verschiedene Kanten heiflen inzident, wenn sie einen gemeinsamen
Endknoten haben.

Ubung c. In jedem Graph G gilt mq < ("QG)

4.1.2 Datenstruktur fiir Graphen
Wir nehmen V = {1,...,n} an.

Definition. Die Adjazenzmatriz von G ist das quadratische Schema

a1y a2 - Qg ‘ 1 fallsij € E,
A= mit a;; = X
0 fallsij € E.

Ap1 Gp2 - dpp
Die Adjazenzliste von G ist die Liste I' := (I'(1),I'(2),...,I'(n)).

Bemerkung. Die Adjazenzmatrix enthélt 0 entlang der Diagonalen von ay;
bis a,, und ist spiegelsymmetrisch zu dieser Diagonalen.

Beispiel. Siehe Vorlesung.
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4.1.3 Teilgraphen

Definition. Ein Graph G’ = (V’, E') wird Teilgraph von G genannt, geschr.
G'<G,wennV'CVund £/ C E.

Beispiel. Ist V' C V| so wird durch E' := EN{uv|u,v € V'} ein Teilgraph
(V',E') von G definiert. Dieser wird der auf V' induzierte Teilgraph von G
genannt, geschr. G|y

4.1.4 Der Grad

Definition. Wir definieren den Grad von v € V als deg(v) := |['(v)|, also
die Anzahl der Nachbarn von v bzw. die Anzahl der zu v inzidenten Kanten.
Knoten mit Grad 0 heiflen isoliert.

Bemerkung. Y  _. deg(v) = 2mg.

veV

Korollar. In jedem Graphen ist die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad
gerade.

Beispiel. Die Anzahl der Personen auf einer Party, die einer ungeraden Zahl
von Giésten die Hand geben, ist gerade. (Aufgrund dieses Beispiel wird das
Korollar auch ,Handschlagslemma*“ genannt.)

4.1.5 Kantenziige, Pfade, Kreise, Touren

Definition. Es sei ] € N,.

(i) Ein Kantenzug der Lange l in G ist ein Tupel (vg, v1, . .., v;) von Knoten
mit v € F fur alled =0, ...,0—1. Zu einem Kantenzug (v, ..., )
sagen wir auch genauer Kantenzug von vy nach v; oder vy-v;-Kantenzug,
und die Knoten vy, v; werden sein Anfangs- bzw. Endknoten genannt.
Der Kantenzug heifit geschlossen falls vy = v.

(ii) Ein Kantenzug (vy, ...,v;) heiBt Pfad der Lange l in G, falls die Knoten
vo, - - -, U paarweise verschieden sind. Zu einem Pfad (v, ..., v;) sagen
wir auch genauer Pfad von vy nach v; oder vy-v;-Pfad, und die Knoten
vp, vy werden sein Anfangs- bzw. Endknoten genannt,

(iii) Ein Kreis der Linge | in G ist ein geschlossener Kantenzug (vy, .. ., v;),
fir den [ > 3 und (vp, ...,v;_1) ein Pfad ist.
(iv) Eine Tour der Ldnge | in G ist ein geschlossener Kantenzug (v, . .., v;),

fiir den die Kanten vgvy, v109, . . ., vj_10;, Uy paarweise verschieden sind.
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Bemerkung.
(i) Fiir jeden Knoten v € V ist (v) ein v-v-Pfad der Lange 0.
(ii) Jeder Kreis ist eine Tour, aber nicht umgekehrt.

(iii) Ist (vo,..., ;) ein Kreis, so ist auch (v, ..., v_1, v, v1) ein Kreis. Diese
beiden Kreise sind formal verschieden! Liest man das Tupel (v, . .., v;)
aber als Zykel (vg v1 ... v_1), also als eine Permutation von V', so
liefern beide Kreise denselben Zykel.

(iv) Ist (vo,...,v;) ein Kreis, so ist auch (v, ..., v) ein Kreis. Diese beiden
Kreise sind formal verschieden!

Beispiel. Siehe Vorlesung.

Ubung. Ist eine Kante e € E Teil von zwei verschiedenen Kreisen von G =
(V, E), so besitzt auch (V, E'\ {e}) einen Kreis. Hier ist zunéchst geeignet zu
definieren, was es heifit, dass e Teil eines Kreises ist, und wann zwei Kreise
als gleich anzusehen sind.

4.1.6 Zusammenhang

Definition. Die Zusammenhangsrelation ~ auf V wird definiert durch
u ~ v & es gibt einen u-v-Kantenzug in G.

G heiit zusammenhdingend, falls u ~ v fiir alle u,v € V', anderenfalls unzu-
sammenhdngend.

Bemerkung. Offensichtlich ist ~ eine Aquivalenzrelation (Ubung). Wir le-
sen u ~ v auch als ,,u ist verbunden mit v“ oder ,,u und v hdngen zusammen®.
Fiir alle u,v € V gilt:

u ~ v < es gibt einen u-v-Pfad in G.

Beweis. =: Sei u ~ v und sei (vg, vy, ...,v;) mit v9 = u und v; = v ein u-v-
Kantenzug in G von minimaler Lénge [. Angenommen (vg, vy, ..., v;) ist kein
Pfad, d.h. v; = v, fiir geeignete 1 <1 < j <[.Dannist (vo, ..., v, Vjt1,...,0)
ein u-v-Kantenzug der Lange [ — (j — i) < [ im Widerspruch zur Minimaliét
von [. Also ist die Annahme falsch und (vg, vy, ..., v;) ein Pfad.

<: trivial. O

Lemma. Besitzt G einen Knoten vom Grad ng—1, so ist G zusammenhdngend.
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ng—l)

Satz. Ist G unzusammenhdngend, so gilt mg < ( A

Beweis. Sei G unzusammenhéngend. Dann existieren u,v € V mit u % v.
Fiir jedes w € T'(v) ist w & I'(u) (sont wire u ~ v). Aus diesem Grund ist
die Menge

E' == FEU{uw|weT(v)}\ {vw|weT'(v)}

gleichméchtig mit E. Ausserdem ist v in (V) E’) isoliert. Fiir den Graph

G' = (V \ v, E,) gllt also mg = mg < (ng’) — (ncz—l)' -

Beweis durch Induktion. Sei n = ng. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial,
fir n = 2 lautet sie 0 < 0 (Induktionsanfang). Sei nun n > 3. Sei oBdA
V' = n. Falls n isoliert ist, so folgt mg < ("51) aus der Betrachtung von
G|n—1. Sei also n nicht isoliert und G unzusammenhéngend. Dann ist a)
degn § n—2 (Lemma), und b) G|,—; unzusammenhéngend (sonst G zusam-

menhéngend). Mit Induktionsvoraussetzung, angewendet auf G' := G|,_1,
n—2

folgt mg = mar < (%) + (1= = D g (g = (). O
4.1.7 Zusammenhangskomponenten

Definition. Die Zusammenhangskomponenten oder kurz Komponenten von
G sind die induzierten Teilgraphen G|y, wobei U die Aquivalenzklassen von
V bzgl. ~ durchlduft. Die Anzahl der Aquivalenzklassen von ~ bezeichnen
wir als Komponentenzahl r¢ von G. Es heiit G|, die Zusammenhangskom-
ponente von v € V. Komponenten, die aus einem einzelnen Knoten bestehen,
nennen wir trivial.

Beispiel. Siehe Vorlesung.

Bemerkung. G ist genau dann zusammenhéngend, wenn r¢ < 1. Eine Kom-
ponente ist genau dann trivial, wenn sie keine Kanten enthélt. Ein Knoten
ist genau dann isoliert, wenn seine Zusammenhangskomponente trivial ist.

Lemma. Fir alle u,v € V' gilt:
(i) rv,p) — 1 < rv,Eufw)) < Tv,E)-

(ii) rov.p\w) — 1 < rwie) < TW.E\W)-

Beweis. a) Die neue Kante uv kann hochstens zwei Komponenten verbinden.
b) folgt aus a). O

Satz. Fir jeden Graph G gilt ng < mg + rg.
Beweis. als Ubung (Induktion nach mg). O

Korollar. In jedem zusammenhdingenden Graphen gilt ng < mg + 1.
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4.1.8 Briicken

Bemerkung a. Es seien e = uwv € E,G' = (V, E'\ e). Folgende Aussagen
dquivalent:

(i) uotovin G,
(ii) rqr > Tg.

Definition. Eine Kante e = uv € F heifit Briicke von G, wenn die Bedin-
gungen aus Bemerkung a erfiillt sind, sonst Nicht-Briicke von G.

Beispiel. Ist degu = 1, so ist die einzige zu u inzidente Kante eine Briicke.
Weitere Beispiele inkl. Bilder siehe Vorlesung.

Bemerkung b. Es seien e = wv € E,G' = (V, E \ e). Folgende Aussagen
dquivalent:

(i) e ist keine Briicke von G,

(ii) u~wvin (V,E\ {e}),

(iv) es gibt einen u-v-Kantenzug in G, der nicht iiber e fiihrt,

(v) es gibt einen u-v-Pfad in G, der nicht iiber e fiihrt,

)
)
(iii) Tra = TG,
)
)
)

(vi) e ist Teil eines Kreises in G.

Beweis. Die Aquivalenz (iv)<(v) benutzt Bemerkung (4.1.6). Der Rest ist
trivial. ]

Satz. Ist u € V zu l Briicken inzident ist (I € N), so besitzt G mindestens |
von u verschiedene Knoten von ungeradem Grad.

Folgerung. Haben in einem Graphen alle Knoten geraden Grad, so besitzt
er keine Briicken.

Beweis des Satzes. Seien eq,...e; € E zu v inzidente Briicken in G, e; = uv;.
Setze G = (V,E \ {e1,...,e.}). Behauptung: jede der Komponenten G,
enthélt einen Knoten von ungeradem Grad in G. In der Tat, falls deg. v;
gerade ist, so ist degq (v;) ungerade. Nach dem Handschlagslemma, ange-
wendet auf 7, , enthélt dann G, einen weiteren Knoten v; # v; mit degg

ungerade. Wegen v} # v; ist aber degg v] = degq v}, also ungerade. O
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4.2 Distanz und gewichtete Graphen

4.2.1 Distanz
Es sei G = (V, E) ein Graph.

Definition. Fiir alle v,w € V mit v ~ w definieren wir die Distanz zwischen
v und w als

d(v,w) := min{l € Ny |in G existiert ein v-w-Pfad der Léinge I} € Ny.
Fiir alle v,w € V mit v o w wird d(v, w) := oo gesetzt.
Bemerkung. Fiir alle v,w € V' gelten:
(i) dlv,w) =0 v=w,
(i) d(v,w) < 00 & v~ w.

G ist genau dann zusammenhéngend, wenn d(v, w) < oo fiir alle v,w € V.

4.2.2 Breitensuche

Die Breitensuche ist ein Algorithmus, der, beginnend bei einer Wurzel w € V,
alle Knoten der Zusammenhangskomponente von w mit aufsteigender Di-
stanz durchlduft. Er eignet sich also zur Berechnung der Zusammenhangs-
komponenten von (G, insbesondere zur Bestimmung der Briicken und zur
Priifung des Graphen auf Zusammenhang. Ausserdem kénnen mit der Brei-
tensuche die Distanzen d(v,w) sowie kiirzeste Pfade von v nach w fiir jeden
Knoten v bestimmt werden. Die kiirzesten Pfade von jedem v zu w kénnen
dadurch angegeben werden, dass man jedem v € V einen Vorgdinger mit
kleinerer Distanz zu w zuordnet. Aus den Vorgéingern erhalt man dann um-
gekehrt einen kiirzesten Kantenzug von v nach w, indem man, ausgehend
von v, sukzessive zum jeweiligen Vorgénger {ibergeht.

Algorithmus. FEs sei G ein Graph mit Knotenmenge V- = {1,...,n}, ge-
geben als Adjazenzliste I, und es sei w € V. Die in Abbildung /.2.2 dar-
gestellte Prozedur BREITENSUCHE berechnet zu jedem v € V die Distanz
d(v) :=d(v,w) sowie einen Vorginger p(v) in einem kiirzesten v-w-Pfad.

Die verwendete Datenstruktur queue ist eine Warteschlange im ,, First-in-
first-out“-Modus. Der Aufruf INSERT(Q, z) héngt das Element x am Ende
der Warteschlange ein, der Aufruf EXTRACT(Q) entnimmt das Element, das
am Anfang der Warteschlange steht.
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BREITENSUCHE(I", w)
1 initialisiere array d[1,...,n| mit allen Eintragen gleich oo
2 initialisiere array p[l,...,n] mit allen Eintrigen gleich NIL
3 initialisiere leere queue @ (FIFO)
4 dw] <0
5 INSERT(Q,w)
6 while () ist nicht leer
7 do v « EXTRACT(Q)
8

for u € I'[v]
9 do if d[u] = oo
10 then INSERT(Q, u)
11 du] — dv] + 1
12 plu] — v

13 return d,p

Abbildung 4.1: Prozedur Breitensuche

Bemerkung a. Da der Verlauf der Breitensuche davon abhéngt, in wel-
cher Reihenfolge Knoten in die Warteschlange aufgenommen werden, spielt
die Anordnung der Adjazenzlisten eine Rolle, die bestimmt in welcher Rei-
henfolge die Knoten in der for-Schleife bearbeitet werden. An folgendem
Beispiel wird deutlich, wie die Anordnung der Adjazenzlisten den Verlauf
und das Ergebnis fiir p, nicht aber das Ergebnis fiir d beeinflusst.

Beispiel. Betrachte folgenden Graph mit V' = 6 und Wurzel w = 1:

Die erste Tabelle zeigt den Ablauf der Breitensuche, wenn die Adjazenzlisten
mit aufsteigender Nummerierung angeordnet sind. Jede Zeile entspricht dabei
einem Durchlauf der while-Schleife und gibt folgendes an: die Zusténde der
Datenstrukturen d,p, Q) zu Beginn der while-Schleife, das von EXTRACT
gelieferte v, dessen Adjazenzliste I'(v), und die Teilliste der v € I'(v) mit
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d[u] = 0.
d P Q v | I'(v) d[u] = o0
(0, 00, 00, 00, 00,00) | (—,—, —, —, —,—) | (1) 11](2,3) (2,3)
(0,1,1, 00, 00, 0) (— 1,1, — — —) |(2,3)]|2](1,4) (4)
(0,1,1,2,00,00) (—,1,1,2,—,—) (3,4) 3 (1,4, 5) (5)
(0,1,1,2,2,00 (—,1,1,2,3,—) (4,5) 14 1(2,3,6) | (6)
(0,1,1,2,2,3) (—,1,1,2,3,4) (5,6) | 51(3,6) ()
(0,1,1,2,2,3) (—,1,1,2,3,4) (6) 6|(4,5) ()
(0,1,1,272,3) (—,171,2,3,4) ()

Die néchste Tabelle zeigt den Ablauf, wenn die Adjazenzlisten mit abstei-
gender Nummerierung angeordnet sind.

d D Q v | T(v) d[u] = o0
(0, 00, 00, 00,00,0) | (—, —, —, —, —, —) | (1) 11(3,2) |(3,2)
(0,1,1,00,00,00) (—,1,1,—,—,—) (3,2) 3 (5,4,1) (5,4)
(0,1,1,2,2, 00) (—,1,1,3,3,—) (2,5,4) 2] (4,1) ()
(0,1,1,2,2,00) (—,1,1,3,3,—) (5,4) 51 (6,3) (6)
(0,1,1,2,2,3) (—,1,1,3,3, 5) (4,6) 4 (6,3,2) ()
(0,1,1,2,2,3) (—,1,1,3,3,5) (6) 6| (5,4) )
(0,1,1,2,2,3) (—,1,1,3,3,5) ()

Ubung a. Wir betrachten den folgenden Graph mit V = 6 und Wurzel w = 1:

Man beschreibe den Verlauf der Breitensuche mit einer Tabelle wie im Bei-
spiel, wobei die Adjazenzlisten mit aufsteigender Nummerierung angeordnet
sind.

Ubung b. Geben Sie eine Schleifeninvariante fiir die while-Schleife in der
Breitensuche an.

Bemerkung b. Die Tiefensuche wird realisiert, wenn man die queue (FIFO)
durch einen stack (LIFO=,Last-in-first-out“) ersetzt. Geht es nur um die
Bestimmung der Zusammenhangskomponente von w bzw. um die Priifung
des gesamten Graphen auf Zusammenhang, dann spielt es keine Rolle, ob
Breiten- oder Tiefensuche verwendet wird.
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4.2.3 Dijkstra’s Algorithmus

Definition. Ein (ungerichteter) gewichteter Graphist ein Tripel G = (V, E| f),
wobei (V, E) ein Graph ist und w eine Gewichtsfunktion f : E — Rsq. Fiir
jede Teilmenge T' C E und jeden Kantenzug z = (vg, ..., v;) in G definieren
wir deren Gewichte als f(T) := ..y f(e) baw. f(z) == Zi:l f(vi_q1v;).
Fiir alle v,w € V mit v ~ w definieren wir die Distanz zwischen v und w
als
d(v,w) ;= min{ f(2) | z ist v-w-Pfad in G} € Rx.

Fiir alle v,w € V mit v ¢ w wird d(v,w) := co gesetzt.

Der Algorithmus von Dijkstra (1959) ist eine modifizierte Form der Brei-
tensuche, die, beginnend bei einer Wurzel w € V, fiir jeden Knoten der Zu-
sammenhangskomponente von w die Distanz d(v, w) sowie einen v-w-Pfad z
mit minimalem Gewicht, d.h. mit f(z) = d(v,w), berechnet.

Algorithmus. Es sei G = (V, E, f) ein gewichteter Graph mit Knotenmenge
V ={1,...,n}, gegeben als Adjazenzliste T, und es sei w € V. Die in der
Abbildung unten dargestellte Prozedur DIJKSTRA berechnet zu jedem v € V
die Distanz d(v) = d(v,w) sowie einen Vorginger p(v) in einem v-w-Pfad
von minimalem Gewicht.

Die verwendete Datenstruktur priority queue ist eine sog. Vorrangwar-
teschlange, bei der jedem ihrer Element ein Prioritdtswert zugeordnet ist. Der
Aufruf INSERT(Q, z, n) fiigt das Element x in die Warteschlange ein und ord-
net z die Prioritdt n > 0 zu. Falls z bereits in der Warteschlange enthalten
ist, wird nur die Prioritdt neu auf n gesetzt. Der Aufruf EXTRACTMIN(Q)
entnimmt das Element mit der niedrigsten Prioritét.

Beispiel. Betrachte folgenden gewichteten Graph mit V' = 4 und Wurzel

w=1:
>
6

2

4

/

Die erste Tabelle zeigt den Ablauf des Dijkstra-Algorithmus, wenn die Ad-
jazenzlisten mit aufsteigender Nummerierung angeordnet sind. Jede Zeile
entspricht dabei einem Durchlauf der while-Schleife und gibt folgendes an:
die Zustidnde der Datenstrukturen d, p, ) zu Beginn der while-Schleife, das
von EXTRACTMIN gelieferte v, dessen Adjazenzliste I'(v), und die Teilliste
der u € T'(v) mit d[v] + f(uv) < d[u]. Die Vorrangwarteschlange @) wird jetzt

1

3

4 2



4.2. DISTANZ UND GEWICHTETE GRAPHEN 103

DukSTRA(I', w)
1 initialisiere array d[1,...,n] mit allen Eintragen gleich oo
2 initialisiere array p[l,...,n] mit allen Eintragen gleich NIL
3 initialisiere priority queue ) mit Elementen 1,...,n und allen Prioritdten = oo
4 dw] <0
5 INSERT(Q,w, d[w])
6 while @ nicht leer
7 do v« EXTRACTMIN(Q)
8

for u € T'[v]
9 do if d[v] + f(uwv) < d[u]
10 then d[u] « d[v] + f(uv)
11 plu] — v
12 INSERT(Q, w, d[w])

13 return d,p

Abbildung 4.2: Prozedur Dijkstra

als Menge geschrieben. Die Prioritédten in ) brauchen nicht extra aufgelistet
werden, da sie mit den Werten d[v] iibereinstimmen.

Q ['(v) dv] + f(uww) < dlu]
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Ubung a. Betrachte folgenden gewichteten Graph mit V' = 6 und Wurzel
w = 1:
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Man beschreibe den Verlauf des Dijkstra-Algorithmus mit einer Tabelle wie

im Beispiel, wobei die Adjazenzlisten mit aufsteigender Nummerierung an-
geordnet sind.

Ubung b. Geben Sie eine Schleifeninvariante fiir die while-Schleife im Dijkstra-
Algorithmus an und versuchen Sie damit, die Korrektheit zu beweisen.
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4.3 Hamiltonkreise und Eulertouren

Es sei G = (V, E) ein Graph.

4.3.1 Definition und Beispiele

Definition.

(1)
(i)

Ein Kreis der Lange n in G heifit Hamiltonkreis.

Eine Tour der Lange m in G heiflit Fulertour.

Bemerkung.
(i) Ein geschlossener Kantenzug (v, ..., v;) ist genau dann ein Hamilton-
kreis, wenn in der Auflistung vy, ..., v;_1 jeder Knoten aus V' genau ein-

(iii)

mal vorkommt. Existiert ein Hamiltonkreis, so ist G zusammenhéngend
und jeder Knoten hat Grad > 2.

Ein geschlossener Kantenzug (vy, . .., v;) ist genau dann eine Eulertour,
wenn in der Auflistung vovi, v1vs,...,v_1v; jede Kante aus E genau
einmal vorkommt. Existiert eine Eulertour, so hat G hochstens eine
nicht-triviale Komponente.

Ein (nicht notwendig geschlossener) Kantenzug (v, ..., v;) heiit Fu-
lerzug, wenn in der Auflistung vovy, v1v, ..., v_1v; jede Kante aus F
genau einmal vorkommt.

Beispiel a. Jeder Graph ohne Kanten hat eine Eulertour der Liange 0. Der
Graph ,,Haus vom Nikolaus® besitzt einen Eulerzug, aber keine Eulertour.
Weitere Beispiele inkl. Bilder siehe Vorlesung.

Beispiel b. Das StraBlennetz einer Stadt sei durch einen Graphen model-
liert, in dem die Knoten den Kreuzungen entsprechen und die Kanten den
Straflenabschnitten. Der Fahrer eines Schneerdumfahrzeuges sucht dann eine
Eulertour.

Ubung. Ist jeder Hamiltonkreis eine Eulertour?

4.3.2 FEulertouren

Bemerkung. Existiert in G eine Eulertour, so gelten:

(1)

alle Knoten haben geraden Grad,
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(ii) hochstens eine Komponente ist nicht-trivial.

Bewers. Hat man v iiber eine Kante erreicht, dann muss man v iiber eine
andere Kante wieder verlassen. Hat man v nicht erreicht, so ist v isoliert,
also degv = 0 gerade. [

Unser Ziel ist es nun, die Umkehrung dieser Bemerkung zu zeigen unter
der notwendigen Voraussetzung, dass G' hochstens eine nicht-triviale Kom-
ponente hat.

Satz. Jeder Graph, der hichstens eine nicht-triviale Komponente besitzt (z.B.
ein zusammenhdingender Graph) und genau zwei Knoten u,v mit ungeradem
Grad, besitzt auch einen u-v-Fulerzug.

Beweis. Es sei G ein solcher Graph. Da degu und degv ungerade (also > 0)
sind, liegen v und v in der einzigen nicht-trivialen Komponente von GG. Nach
Satz 4.1.8 ist u zu hochstens einer Briicke inzident. Wir fithren Induktion nach
me. Fir mg = 1 ist £ = {uv} und die Aussage trivial (Induktionsanfang).
Sei nun mg > 1 und die Behauptung fiir kleineres m¢ bereits bewiesen.
Wiéhle eine Kante e = uw, die entweder keine Briicke oder die einzige zu u
inzidente Kante ist. Betrachte G’ := (V, E'\ {e}). Auch G’ hat hochstens eine
nicht-triviale Komponente, da entweder e keine Briicke oder u in G’ isoliert
ist. In G’ sind ausserdem w und v die einzigen Knoten mit ungeradem Grad.
Nach Induktionsvoraussetzung besitzt G’ also einen Eulerzug von w nach v.
Beginned mit e = uw liefert dies einen Eulerzug von v nach v in G. [

Korollar. Fin Graph besitzt genau dann eine Eulertour, wenn er hdchstens
eine nicht-triviale Komponente besitzt (z.B. wenn er zusammenhdngend ist)
und alle Knoten geraden Grad haben.

4.3.3 Hamiltonkreise

Bemerkung. Existiert in G' ein Hamiltonkreis, so ist G zusammenhéngend
und ng > 3.

Satz. Fs sein > 3 und G zusammenhdngend. Falls fir alle u,v € V mit
u#vunduv & E gilt
degu + degv > n,

so besitzt G einen Hamiltonkreis.
Beweis. Es sei (vy,...,v,) eine beliebige Permutation der Knotenmenge V',

n > 3. Wir fassen (vy, .. ., v,, v1) als ein Kreis der Lange n in dem vollstdndigen
Graphen mit Knotenmenge V' auf. Von den n Kanten dieses Kreises seien r
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in E. Wenn r = n, dann ist der Kreis ein Hamiltonkreis in G. Sei also r < n,
0.B.d.A. etwa vyvy € E.

Behauptung: Es existiert ein ¢ € {3,...,n} so, dass v1v;_1,v9v; € E.
Dann ist (v1,v;_1,Vi—2, ..., V2, Vs, Vit1, .., Uy, v1) ein Kreis im vollstandigen
Graphen, von dessen Kanten mindestens r+1 in E liegen. In der Tat wurden
V12, V;_1v; ersetzt durch viv;_1, vov;. Nach endlich vielen Schritten kommen
wir zu einem Kreis der Léange n im vollstdndigen Graphen, dessen sémtliche
Kanten in E liegen, d.h. zu einem Hamiltonkreis in G.

Wir zeigen nun die Behauptung. Die Bedingung an ¢ € {3,...,n} lautet
v; € I'(v2) und v;_y € I'(vy). Setze S := I'(vy) und T := {v; |v;_1 € I'(v1)}.
Zu zeigen ist: SNT # (). Es gilt |S| = deg vy und |T'| = deg v;. Wegen vjvs € E
gilt nach Voraussetzung |S|+ |T| > n. Ausn = |SUT| = |S|+|T|—|SNT|
(Inklusions-Exklusions-Prinzip) folgt demnach [SNT| > 1. O

Bemerkung. Erfiillt ein Graph die Voraussetzungen des Satzes und ist n
2 2 _

gerade, so gilt mg > . Wegen - > "("4 D — 1 (5) bedeutet das, dass der

Graph mindestens halb soviele Kanten enthélt, wie der vollstédndige Graph

mit gleicher Knotenzahl.

Beweis. Es bezeichne S die Gradsumme des Graphen G, also S = 2m¢. Die
2

Behauptung ist dann S > %-. Es sei k& der minimale Grad der unter allen

Knoten auftritt. Ist £ > 7, dann folgt S > n - § = % wie gefordert. Sei also

k=4 — 1 mit [ € N. Wihle einen Knoten v mit Grad k. Partitioniere die
Knotenmenge in V' = V5 U V;, wobei Vy := I'(v) U {v} und V} := V \ V.
Fiir alle w € V; gilt nach Voraussetzung n < degwv + degw = k + degw, also
degw > n—k = 5 +1. Nach Wahl von £ gilt degw > k = 3 — fiir alle w € Vj.
Ausserdem ist [Vo| =k +1=5 —I+1und [Vi]=n—(k+1)=5+1-1.
Es folgt

n n
S 2 Vol(5 — 1) + Vil(5 +1

)
= (G-D+DG-D+(G+D-DEG+D
:(g—l)2+(g+l)2+(g—l)—(gﬂ)
:2%2+212—21:%2+2(12—1)2%2.

]

Algorithmus (Fleury, ,Schneeriumen, 1883“). Fs sei G = (V, E) ein zu-
sammenhdngender Graph, dessen Knoten geraden Grad haben. Die in der
Abbildung unten dargestellte Prozedur FLEURY berechnet einen Fulerzug.
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FLEURY(V, E)
1 initialisiere leere Liste T
v «— beliebiger Knoten aus V'
APPEND(T, v)
while F ist nicht leer
do if degv =1
then w « einziger Nachbar von v
else w « ein Nachbar von v mit vw keine Briicke
APPEND(T, v)
E — E\ {vw}
V—w
return 7T’

— O © 00 O ULk Wi

—_ =

Abbildung 4.3: Prozedur Fleury

Der Aufruf Append(7T, z) héngt das Element 2 am Ende der Liste 7" an.

Ubung. Man zeige: Erfiillt ein Graph die Voraussetzungen des Satzes, so gilt
dy(v) < 2 fiir alle v,w € V.

Ubung. Man zeige: Erfiillt ein Graph die Voraussetzungen des Satzes und ist
n ungerade, so gilt mg > ”24’1. Tip: Modifiziere den Beweis der Bemerkung.

Ubung. Geben Sie einen Graphen mit 6 Knoten und 9 Kanten an, der die
Voraussetzungen des Satzes erfiillt.

Ubung. Versuchen Sie, fiir kleines n, einen Graphen mit ungerader Knoten-
2 .

zahl n und Kantenzahl "T’l anzugeben, der die Voraussetzungen des Satzes

erfiillt.

4.4 Baume

Es sei G = (V, E) ein Graph und ng > 0.

4.4.1 Definition und Beispiele

Definition. G heifit kreisfrer bzw. Wald, falls G keine Kreise enthélt. Ein
zusammenhédngender Wald heifit Baum. Die Knoten eines Waldes mit Grad
< 1 heiflen Blatter.

Beispiel. Siehe Vorlesung.

Bemerkung.
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(i) Ein Graph ist genau dann kreisfrei, wenn jede Kante eine Briicke ist.
(ii) Jeder Baum mit mehr als einem Knoten hat mindestens zwei Blétter.
(iii) Jeder Baum mit mehr als zwei Knoten hat hochstens n — 1 Blétter.

Beweis.
(i) Bemerkung 4.1.8b.

(ii) Es seien G ein Baum und (vg, vy, ..., v;) ein beliebiger maximaler Pfad
in G. (Ein maximaler Pfad ist einer, der sich nicht , verlingern* lasst.)
Wenn deg vy > 1, dann hat vy einen Nachbarn w # vy. Wére w = v; fiir
ein 2 <1 <[, so gibe es einen Kreis in G, im Widerspruch dazu, dass
G ein Baum ist. Somit ist auch (w, vy, ..., v;) ein Pfad, im Widerspruch
zur Maximalitdt von (v, ..., v;). Folglich ist degwvy < 1, d.h. vy ist ein
Blatt, und dasselbe gilt aus Symmetriegriinden fiir v;.

(iii) Es sei G ein Baum mit n Blédttern, d.h. jeder Knoten ist Blatt. Dann
ist n > > o, degv = 2mg > 2(n — 1) = 2n — 2, wobei die zweite
Ungleichung nach Korollar (4.1.7) gilt. Daraus folgt n < 2.

]

4.4.2 Kantenzahl

Ist 7 die Komponentenzahl von G, so gilt nach Satz (4.1.7) r > ng — mg.
Als Zusatz erhalten wir:

Satz. Es gilt r = ng — mg genau dann, wenn G kreisfrei ist.

Lemma. Fs sei e € E. Fir Komponentenzahl | von (V,E \ {e}) gilt dann
[ <r+1. Weiter istl =r + 1 genau dann, wenn e eine Briicke ist.

Beweis. Nach Lemma (4.4.2), angewendet auf (V, E'\ {e}),ist r > [ —1, d.h.
I < r+1. Per Definition ist e genau dann eine Briicke, wenn [ > r, also genau
dann, wenn [ = r + 1. O

Beweis. Zunéchst sei G kreisfrei. Wir zeigen r = ng—mg per Induktion nach
me (genauso wie im Beweis von Satz (4.1.7)). Ist mg = 0, so besteht jede
Komponente aus einem einzelnen Knoten, also gilt » = ng. Sei nun mg > 0
und die Behauptung fiir kleineres m¢ bereits bewiesen. Wahle ein e € E und
setze G' := (V, E \ {e}). Sei | die Komponentenzahl von G’. Da G kreisfrei
ist, ist e eine Briicke und nach dem Lemma gilt [ = r 4+ 1. Da G kreisfrei ist,
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ist auch G’ kreisfrei und nach Induktionsvoraussetzung (angewendet auf G”)
gilt | =ng — (mg — 1) = ng — mg + 1. Zusammen also r = ng — mg.

Nun sei GG nicht kreisfrei. Dann existiert eine nicht-Briicke e. Der Graph
G’ := (V,E \ {e}) hat dann dieselbe Komponentenzahl wie G. Nach Satz
(4.1.7) (angewendet auf G’) gilt also r > ng — (mg — 1) > ng — mg. O

Korollar. Fin Graph ist genau dann ein Baum, wenn mindestens zwei der
folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(1) G ist kreisfrei,
(i1) G ist zusammenhdngend,
(ZZZ) mag = ng — 1.

Beweis. Zu zeigen ist, dass aus je zwei der Bedingungen die dritte folgt.
Das wird offensichtlich, wenn man Bedingung (i) dem Satz gemé&fi durch die
Bedingung r = ng — mg ersetzt, sowie (ii) durch die Bedingung r = 1. O

Bemerkung. Jeder zusammenhéingende Graph erfiillt nach Satz (4.1.7) m¢g >
ng — 1. Jeder kreisfreie Graph erfiillt nach Satz (4.4.2) mg = ng—r < ng—1.
Ein Baum ist also ein zusammenhéngender Graph mit minimal moglicher
Kantenzahl und ein kreisfreier Graph mit maximal méglicher Kantenzahl.

4.4.3 Spannbiume

Definition. Ein Teilgraph G’ = (V', E’) von G heiit Spannbaum von G
(engl. spanning tree), wenn G’ ein Baum ist und V' = V.

Beispiel. Siehe Vorlesung.
Satz. Jeder zusammenhdngende Graph hat einen Spannbaum.

Beweis. Die Breitensuche mit beliebiger Wurzel w liefert fiir jedes v € V\{w}
einen , Vorginger® p(v), der kleinere Distanz zu w hat. Die Kantenmenge
E'" = {vp(v)|v € V,v # w} liefert dann einen Spannbaum (V, E’) von G: Ei-
nerseits ist (V, E’) zusammenhéngend weil jeder Knoten iiber seine Vorgénger
mit w verbunden ist. Andererseits sind die Kanten vp(v) mit v € V' \ {w}
paarweise verschieden, also |E’| = ng — 1. Nach Korollar (4.4.2) ist (V, E’)
ein Baum. O

Bemerkung. Die Bléitterzahl der Spannbdume eines Graphen ist durch den
Graphen nicht eindeutig festgelegt.

Zwei weitere Algorithmen zur Generierung eines Spannbaumes bieten sich
an.
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Algorithmus a (Sukzessives Entfernen von Kanten). Es sei (V, E) ein zu-
sammenhdngender Graph. Beginnend mit der Kantenmenge B := E werden
sukzessive solche Kanten aus B entfernt, die keine Bricken in (V, B) sind.
Wenn das nicht mehr maglich ist, dann ist (V, B) ein Spannbaum.

Beweis. Zu Beginn des Algorithmus ist (V, B) = (V, E), also (V, B) zusam-
menhédngend. Fiir jedes e € B sind dann &quivalent:

(i) e ist keine Briicke,
(ii) (V, B\ {e}) ist zusammenhéngend.

(Das ist die Definition von Briicke.) Entfernt man aus B stets Kanten e die-
ser Art, so bleibt (V, B) wihrend des gesamten Verlaufs des Algorithmus zu-
sammenhédngend. Wenn das Abbruchkriterium erfiillt ist, d.h. wenn es keine
Kanten dieser Art mehr gibt, dann ist (V, B) nach Bemerkung (4.4.1) kreis-
frei. Somit ist (V, B) dann ein Baum mit Knotenmenge V', also Spannbaum

von (V, E). O

Algorithmus b (Sukzessives Hinzufiigen von Kanten). Beginnend mit der
leeren Kantenmenge B := () werden sukzessive solche Kanten zu B hinzu-
gefiigt, deren Endknoten in verschiedenen Komponenten von (V,B) liegen.
Wenn das nicht mehr maglich ist, dann ist (V, B) ein Spannbaum.

Beweis. Zu Beginn des Algorithmus ist (V, B) kreisfrei (B = (). Fiir jedes
e € F sind dann dquivalent:

(i) e hat Endknoten in verschiedenen Komponenten von (V, B),
(ii) (V, BU{e}) ist kreisfrei.

(Dies ist Bemerkung 4.1.8b.) Fiigt man zu B stets Kanten e dieser Art hinzu,
so bleibt (V, B) wihrend des gesamten Verlaufs des Algorithmus kreisfrei.
Wenn das Abbruchkriterium erfiillt ist, d.h. wenn es keine Kanten dieser Art
mehr gibt, so ist (V, B) zusammenhéngend. Somit ist (V, B) ein Baum mit
Knotenmenge V', also Spannbaum von (V| E). ]

Beispiel. Siehe Vorlesung.

4.4.4 Minimale Spannbiume

Es sei nun G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph mit einer Gewichts-
funktion
w:E — Rzo.
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Fiir jede Teilmenge T' C FE definieren wir

ecT

Definition. Ein minimaler Spannbaum von G ist ein Spannbaum (V, B) von
G mit minimalem Gewicht w(B) unter allen Spannb&dumen von G.

Beispiel. Siehe Vorlesung.

Satz (Kruskal). Die ,Greedy-Version® von Algorithmus /.4.3b, die in je-
dem einzelnen Schritt unter allen moglichen hinzufiigbaren Kanten eine mit
geringstem Gewicht hinzufigt, liefert einen minimalen Spannbaum von G.

Die ,,Greedy-Version* von Algorithmus 4.4.3b wird auch Algorithmus von
Kruskal genannt.

Lemma (Austauschlemma). Es seien (V,A) und (V,B) zwei Bdiume mit
derselben Knotenmenge V. Fir jedes a € A\ B gibt es ein b € B\ A so, dass
(V,BU{a} \ {b}) auch ein Baum ist.

Beweis. (Es reicht sogar, dass (V, A) kreisfrei ist.) Nach Korollar (4.4.2) ist
|B| = ng — 1. Sei @ € A\ B. Dann ist (V, B U {a}) zusammenhéingend,
aber wegen |B U {a}| = |B| + 1 > ng — 1 kein Baum, enthélt also einen
Kreis. Wihle einen Kreis in (V, B U {a}) und darin eine Kante b, die nicht
in A liegt. (Da (V, A) kreisfrei ist, konnen nicht alle Kanten des Kreises in A
liegen.) Da b Teil eines Kreises in (V, BU {a}) ist, ist auch (V, BU{a}\ {b})
zusammenhéngend (vgl. Bemerkung 4.1.8b). Wegen |B U {a} \ {b}| = |B| =
neg — List (V, BU{a} \ {b}) nach Korollar (4.4.2) ein Baum. O

Beweis des Satzes. Es sei (V,A) der vom Greedy-Algorithmus produzierte
Spannbaum, und es sei (V, B) ein minimaler Spannbaum von G. Weiter sei
ai,...,a,_1 die Aufzéhlung der Kanten aus A in der Reihenfolge, wie sie vom
Greedy-Algorithmus ausgewéhlt wurden. Falls A # B, so existiert 1 < ¢ <
n—1mit ay,...,a;_1 € B und a; ¢ B. Wir nehmen weiter an, dass (V, B)
unter allen minimalen Spannbdumen ein solcher ist, fiir den ¢ maximal ist.
Nach dem Austauschlemma gibt es ein b € B\ A so, dass (V, BU{a;} \ {b})
auch ein Baum ist. Aus der Maximalitdt von ¢ folgt, dass (V, BU{a;} \ {b})
kein minimaler Spannbaum ist.Also ist w(a;) > w(b). Da (V, {a4,...,a;_1,b})
als Teilgraph von (V, B) kreisfrei ist, hétte der Greedy-Algorithmus also im
i-ten Schritt b anstatt a; anwahlen muss. Da dies ein Widerspruch ist, muss
A = B sein. [

Beispiel. Siehe Vorlesung.
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Lineare Algebra I
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Einleitung

In der Algebra geht es um Gleichungen mit ,Unbekannten“ und darum,
wie man sie umformt bzw. sogar 16st. Mit ,Losen“ meinen wir hier immer
exakte Losungen, im Gegensatz zu angendherten Losungen, wie man sie etwa
in der Numerik betrachtet. In der Regel werden Gleichungen immer {iber
einem bestimmten Zahlbereich betrachtet, etwa iiber Z,Q, R, C oder einem
endlichen Zahlbereich (z.B. Z,). Typisch fiir die Algebra ist das Abstrahieren
von konkreten Zahlbereichen, dass es ermdglicht, mit den gleichen Methoden
unabhéngig vom Zahlbereich arbeiten zu kénnen. Soweit moglich werden wir
auch algorithmische Aspekte des Losens von Gleichungen hervorheben.

Man nennt einen ,,Ausdruck” oder eine ,,Gleichung” mit Unbekannten
linear, wenn die Unbekannten (in ihrer Gesamtheit) linear (insbesondere
mit dem Exponenten 1) auftreten, sonst nicht-linear.

Beispiel. Es seien z,y, 2 Unbekannte und a eine Konstante. Die folgenden
Gleichungen bezeichnet man als linear:

3r =2y, d’r=2y, ar—y=7Tz
Dagegen sind nicht-linear:
322 =2y%, 3" =2y, sinz=2y.

Die Lineare Algebra beschéftigt sich mit linearen Gleichungen, in einem
gewissen Sinne also mit der ,einfachsten“ Art von Gleichungen. Im Ver-
gleich zu anderen mathematischen Disziplinen bietet sie dafiir auch die mit
Abstand erfolgreichsten Losungsanséitze. Probleme aus der Praxis, die nicht-
linear sind, werden in der Regel zuerst versucht zu ,linearisieren*.
Beispiel.

(i) 3z = 2y mit =,y € R. Es gilt 3z = 2y genau dann, wenn y = %x Die
Losungsmenge L := {(z,y) | 3y = 2y, z,y € R} ergibt sich also zu

L = {(z, gm)m € R}.

Diese Menge kann als eine Gerade im 2-dimensionalen Raum aufgefasst
werden.
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(ii)  —4 = 0 mit x € R. Die Losungsmenge L := {z|x —4 = 0,z €
R} ergibt sich zu L. = {4}. Diese Menge kann als ein Punkt im 1-
dimensionalen Raum aufgefasst werden.

Ein Zusammenhang zwischen Algebra und Geometrie besteht also dar-
in, dass Losungsmengen von Gleichungen mit Unbekannten als geometrische
Objekte im ,Raum“ aufgefasst werden kénnen. Dabei entspricht die Anzahl
der Unbekannten gerade der Dimension des Raumes. Dieser Zusammen-
hang ist fiir die Einfiihrung des zentralen Begriffes der Linearen Algebra
verantwortlich: dem Vektorraum.

Beispiel. Es sei f: N — M eine Abbildung. Weiter sei z € N eine Unbe-
kannte und ¢ € M eine Konstante. Fiir die (nicht notwendigerweise lineare)
Gleichung f(z) = ¢ und ihre Losungsmenge L := {x € N | f(x) = ¢} gilt:

(i) f(x) = cist genau dann lésbar, wenn ¢ im Bild von f liegt.

(i) L = f~'({c}) = {Urbilder von c unter f}, d.h. L ist die Faser von f

zZu C.

(iii) f ist genau dann injektiv, wenn f(z) = c fiir jedes ¢ € M hochstens
eine Losung hat.

(iv) f ist genau dann surjektiv, wenn f(x) = c fiir jedes ¢ € M mindestens
eine Losung hat.

(v) f ist genau dann bijektiv, wenn f(x) = c fiir jedes ¢ € M genau eine
Losung hat.

Offensichtlich kann man Gleichungen also auch mit Abbildungen in Ver-

bindung bringen. Im Fall von linearen Gleichungen sind das die linearen
Abbildungen.



Kapitel 5

Lineare Gleichungssysteme

5.1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

5.1.1 Lineare Gleichungssysteme

Definition. Ein lineares Gleichungssystem (iiber R), kurz LGS, hat die Form

a;1xry + ajpry + ... + AQipnly, — bl
a1 + Gxrs + ... + o, = b
Am1iT1 + GmaZTs + ... + QunXn = bm

mit a;;,b; € R (die Koeffizienten des LGS). Das sind m Gleichungen in den
n Unbekannten xq, ..., z,.

Eine Liosung des LGS ist ein n-Tupel (s, ..., s,) mit s; € R derart, dass
alle m Gleichungen erfiillt sind, wenn s; fiir z; eingesetzt wird (i = 1,...,n).
Die Menge aller Losungen wird mit I bezeichnet. Das LGS heifit homogen,
wenn by = by = ... = b, = 0, sonst inhomogen.

Problem: Gegeben a;; und b;, bestimme alle Losungen!
Beispiel a. n = 2, statt x1, x9 nimm z, y.
24y =1 und rxy =1 sind nicht linear.
Beispiel b. n =2,m = 2.

r+y=2 r+y=2 L. THy=2
(iii)

0 =0 r+y=0 3z +3y =6

Losung:
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(i) Aus 2 —y = 0 folgt = y. Einsetzen in z + y = 2 liefert 2z = 2, also
x = 1. Ergebnis: L = {(1,1)}. (eine Losung)

(ii) Es folgt der Widerspruch 0 = 2. Ergebnis: L. = (). (keine Losung)
(iii) Aus z +y = 2 folgt y = 2 — x. Einsetzen in 3x + 3y = 6 liefert

3r 4+ 6 — 3x = 6, also 6 = 6. Das ist redundant und z bleibt , frei“.
Ergebnis: L = {(z,2 — z)| « € R}. (unendlich viele Losungen)

Die gezeigten Losungswege mittels Auflésen und Einsetzen nennt man alge-
braische Losungswege. Es gibt auch geometrische Losungswege (Bilder siehe
Vorlesung). Man stellt fest, dass die Losungsmenge stets der Schnitt zweier
Geraden ist. Folglich gibt es immer entweder gar keine, eine oder unendlich
viele Losungen!

5.1.2 Aquivalenzumformungen

Satz. Die Lisungsmenge eines LGS dndert sich nicht, wenn

(1) zwei Gleichungen vertauscht werden, oder
(ii) eine Gleichung mit einem ¢ # 0 (¢ € R), multipliziert wird, oder
(111) das c-fache (c € R) einer Gleichung zu einer anderen addiert wird.

Diese Umformungen heiflen Aquivalenzumformungen.

Beweis. Allgemein gilt: Sind () und (*") zwei Gleichungssysteme mit (%) =
(%), so gilt fiir die Losungsmengen: L((x)) C L((x')).

zu (iii): Bei zwei Gleichungen [y = r; und ly = 7o (hier steht [ fiir ,linke
Seite“ und r fiir ,rechte Seite“) haben wir die Implikationen:

ll = T ’ ll = (&1
e
) lpy = 1 :‘* 9 loy+c-ly = rotc-r K—L

-~
Also gilt L((%)) C€ L((+')) € L((%)), d.h. L((*)) = L((+)). O

Beispiel. Aquivalenzumformungen am Beispiel 5.1.1b:
r+y = 2|-(-1) r+y = 2
<~
r—y :0<—j+ -2y = =2 (-
r+y = 2 + r = 1
<~
y = 1[-(=D y =1
Die Losungsmenge lautet also L = {(1,1)}.
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Bemerkung.

(i) Aquivalenzumformungen sind eine (bessere) Alternative zum ,, Auflosen
und Einsetzen®.

(ii) Wir haben in dem Beispiel nur mit den Koeffizienten des LGS gerech-
net. Wir konnen uns sparen, die Unbekannten mit aufzuschreiben, wenn
wir die Koeffizienten am , richtigen Platz*“ belassen. (— Begriff Matrix)

(iii) Wir verwenden nur die arithmetischen Operationen Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation, Division sowie die Distributivgesetze. Das ist nicht
nur im Zahlbereich R moglich, sondern z.B. auch in Q und C. (— Be-
griff Korper)

5.1.3 Matrizen

Es sei K ein beliebiger Korper.
Definition.

(i) Eine (m x n)-Matrix A iiber K ist ein rechteckiges ,,Schema“ von m-n
Elementen a;; € K der Form

ayj;p a2 ... Qip
a921 929 Qon
A = (ai)i<i<m, =
1<j<n
Am1 Am2 ... Omn

Die a;; € K, 1 <1 <m, 1 < j < n, heilen die Koeffizienten oder
Fintrdge von A.

(ii) Zwei (m x n)-Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) iiber K heiBen gleich,
geschr. A = B, wenn a;; = b;; fiir alle 1 <¢ <mund alle1 <35 <n
Die Menge aller (m x n)-Matrizen iiber K wird mit K™*" bezeichnet.

(111) Sei A = (aij) € Kmxm,

Die (1 x n)-Matrix z; := (ail i ... am) heif3t i-te Zeile von A.
Q15
: . a2; cos
Die (m x 1)-Matrix s; := . heifit j-te Spalte von A.
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(iv) Eine (1 xn)-Matrix wird auch (Zeilen-)n-Tupel und eine (m x 1)-Matrix
wird (Spalten-)n-Tupel genannt. Wir setzen (vgl. Definition 1.2.3(v)):

K™ := K™ = Menge aller Spalten-n-Tupel iiber K.

(v) Eine (m x n)-Matrix A = (a;;) mit allen a;; = 0 wird Nullmatriz

genannt, geschr. A = 0.
Bemerkung.

(i) Im Index gilt ,,Zeile vor Spalte“, d.h. a;; steht in der i-ten Zeile und
j-ten Spalte.

(ii) Eine (m x n)-Matrix A = (a;;) iitber K kann als Abbildung

a:mxn— K, (Z>J) = a(la]) = Qi

aufgefasst werden. Das steht in Analogie zu den n-Tupeln, die man
ebenfalls als Abbildung auffassen kann (vgl. Bemerkung 1.4.1(ii)).

Schreibweise. Sind z1, ..., z, die Zeilen und sq,..., s, die Spalten von A,
so schreiben wir auch:

21

)
A= . :(81 So ... Sn):(81,827...,8n).

Zm

Diese Vereinbarung ist Teil einer flexiblen Schreibweise, nach der eine Matrix
aus Blocken, die selbst Matrizen sind, zusammengebaut werden kann. Man

kann z.B. N
B
u=(c p)

bilden, wenn A und B ebenso wie C' und D jeweils gleich viele Zeilen haben,
und A und C ebenso wie B und D jeweils gleich viele Spalten.

Beispiel.
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5.1.4 Die Koeflizientenmatrix

Es sei K ein beliebiger Korper.
Definition. Gegeben sei das LGS iiber K:

a;1xry + ajpry + ... + AQipnly, = bl
Aoy + ATy + ... 4+ T, = by
Am1iT1 + QmaZTs + ... + QunXn = bm

mit a;j,b; € K fiir alle 1 <7 <m,1 <j <n. Die Matrix A := (a;;) € K™*"
heifit die Koeffizientenmatriz, und das Spalten-m-Tupel b := (b;) € K™ heif3t
die rechte Seite des LGS. Als erweiterte Koeffizientenmatriz bezeichnen wir

die Matrix
aip ... Qip b1

(A4,0) =1 : : ;| e Kmxneh),
Al - Qmn, b
Fiir die Losungsmenge des LGS schreiben wir IL(A, b).
Bemerkung.
S1
(i) Eine Losung des LGS ist ein Spalten-n-Tupel | : | € K™ mit

Sn

Zaijsj =b; fiir jedes 1 =1, ..., m.

j=1
(i) L(A,b) C K™
(iii) Die ,Namen* der Unbekannten spielen jetzt keine Rolle mehr.

Beispiel. K = Q und n = m = 4. Das LGS

T, + 219 + x4 =1
Ty + 21’2 + 21’3 + 31L’4 = 5
21‘1 + 41’2 + 31’4 = 5
31’3 + 21‘4 = 3

hat die erweiterte Koeflizientenmatrix
1 2 01

c Q4><5-

SN =
w Ot Ot

2 2 3
4 0 3
0 3 2
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Man zeigt mit Aquivalenzumformungen (Rechnung siche Vorlesung):
—2—2t -2 -2

L= _tl teQy = 0 +t- é teQp C QL
0

3 3

5.2 Der Gaufl-Algorithmus

Es sei K ein beliebiger Korper.

5.2.1 Zeilentransformationen

Definition. Essei m € N. Eine (m-reihige) elementare Zeilentransformation
ist eine Familie von Abbildungen g = (g, )nen,

Gn s K™ — K™ A g(A),
von einem der drei Typen 7, a, i, wobei 1 < 4,5 < mund c € K:
(i) 7i;: vertauscht die i-te und j-te Zeile von A.
(ii) ayj(c),i # j: addiert das c-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile von A.
(iii) pi(c) mit ¢ # 0: multipliziert die i-te Zeile von A mit c.

Wir schreiben A ~» B, wenn die Matrix B aus A durch eine endliche Folge
von elementaren Zeilentransformationen hervorgeht.

Beispiel. K =Q,m = 3,n = 4.

1 2 34 1 2 34 L, (-1 0 13 16
0 0 1 1|®([-1 -1 56|21 -1 5 6
1 -1 5 6 0 0 11 0 0 1 1

L[-1 0 13 16
D1 1 25 —6
00 1 1
Bemerkung.

(i) Jede elementare Zeilentransformation g ist umkehrbar, d.h. es gibt eine
elementare Zeilentransformation h (mit gleichem m) so, dass fiir jedes
n € N gilt: g, o h, = h,, 0 g, = idgmxn.
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(ii) Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf K™*". Gilt A ~» B, so
nennen wir A und B Gauf-dquivalent.

Beweis. Ubung (vgl. Satz (5.1.2)). O

Satz. Es seien (A,b), (A, V) € K™ die erweiterten Koeffizientenma-
trizen zweier linearer Gleichungssysteme. Es gilt:

(A,0) ~ (ALY) = L(Ab)=L(4,1).

Bewess. Elemel}tare Zeilentransformationen der erweiterten Koeflizienten-
matrix stellen Aquivalenzumformungen des LGS im Sinne von (5.1.2) dar.
Wegen Satz (5.1.2) gilt demnach

L(A,b) = L(7;;(A4, b)) = L(ai;j(c)(A, b)) = L(ui(c)(A, b)).

Die Behauptung ergibt sich durch Induktion nach der Anzahl der angewen-
deten elementaren Zeilentransformationen. ]

Ubung. Gilt auch die Umkehrung des Satzes, d.h. folgt aus (A, b) = (A, ¥),
dass (A, b) ~ (A", V)?

Frage. Es seien A, A’ € K™*". Folgt aus L(A4,0) = L(A’,0), dass A ~» A’?

5.2.2 Zeilenstufenform

Definition. Es sei A € K™*". Fiir i = 1,..., m bezeichne z; die i-te Zeile
von A. Definiere k; € {1,...,n+ 1} als die Anzahl der fithrenden Nullen von
z; plus 1. Dann sagen wir A hat Zeilenstufenform, wenn

ki <ko<...<k.<kpyy=...=kp=n+1

fir ein 0 < r < m. Wir nennen r die Stufenzahl von A und kq,..., k, die
Stufenindizes.

Bemerkung. Die Definition von k; bedeutet, dass z; die Form
Zi = (0 .0 B+ L *)

hat, wobei B und x beliebige Eintréige aus K sind, aber B # 0 ist, und B
genau an der k;-ten Stelle steht. Enthélt z; nur Nullen, so ist k; = n + 1.
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Eine Matrix hat demnach Zeilenstufenform, wenn sie so aussieht:

O --- 0/} * e X % * e % K e %
0O --- 010 0 o 00N * ek A e %
0O --- 010 0 ... 0 0

: 3 R Do T * :
O --- 0l0 0 --- 00 -+ 0 ®W % - x
o --- 0/0 --- oo --- 0 ... 0
o -.- 0l0 - 00 --- 0 o0

Die B bilden die ,,Stufen* und k; ist der Spaltenindex der i-ten Stufe. Es gilt
r = Anzahl Stufen = Anzahl nicht-Null-Zeilen.

Null-Zeilen diirfen in der Zeilenstufenform nur am unteren Ende der Matrix
vorkommen, und es gibt genau m — r davon.

Frage. Es seien A, A" € K™*" in Zeilenstufenform. Folgt aus A ~» A’ dass
A und A’ gleiche Stufenzahl (Stufenindizes) haben?

5.2.3 GauB3-Algorithmus I

Satz. Jede Matriz A € K™*" kann durch eine Folge elementarer Zeilen-
transformationen (vom Typ T und o) auf Zeilenstufenform gebracht werden.

Bemerkung a. Der Satz besagt, dass jede Matrix A GauB-dquivalent zu
einer Matrix in Zeilenstufenform ist. Die Zeilenstufenform ist allerdings nicht
eindeutig. Jede Matrix, die Gaufl-dquivalent zu A und in Zeilenstufenform
ist, nennen wir eine Zeilenstufenform von A.

Algorithmus (GauB}). Es sei A = (a;;) € K™™. Firj=1,...,n bezeichne
sj die j-te Spalte von A. Die folgenden Schritte diberfihren A in Zeilenstu-
fenform.

1. Wenn A die Nullmatriz oder eine 1 x 1-Matriz ist, dann Ende.

2. Setze k:=min{j|1 < j <mn,s; #0}.

co

Wihle ein i mit a;, # 0 und wende 7y; an. (111 ist erlaubt.)

~

Fiir jedes i = 2,...,m wende c;;(—=L) an.
Y Y a1k

R

Fiihre Schritt 1 rekursiv mit dem Block (a;j)2<i<m aus.
k<j<n
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Bemerkung b.

(i) Der GauB-Algorithmus ist ein Algorithmus, der Matrizen auf Zeilen-
stufenform bringt. Das Losen von linearen Gleichungssystemen ist eine
wichtige Anwendung, die wir in den Abschnitten (5.2.4) und (5.2.5)
herausarbeiten werden, aber bei weitem nicht die einzige Anwendung.

(ii) Der GauB-Algorithmus veréndert nicht die Gréfe einer Matrix. Insbe-
sondere diirfen Null-Zeilen (streng genommen) nicht einfach weggelas-
sen werden. Beim Losen von (homogenen und inhomogenen) linearen
Gleichungssystemen ist das aber trotzdem sinnvoll, da Null-Zeilen red-
undante Gleichungen représentieren.

(iii) Es folgt eine Erlduterung der einzelnen Schritte:

1. Jede Nullmatrix und jede 1 x 1-Matrix ist in Zeilenstufenform.

2. Die k-Spalte ist die erste Spalte von links, die nicht komplett aus
Nullen besteht.

3. Falls in der k-ten Spalte ganz oben eine Null steht, dann tausche die
oberste Zeile gegen eine andere, so dass das nicht mehr der Fall ist.

4. Addiere geeignete Vielfache der obersten Zeile zu allen anderen Zei-
len, so dass alle anderen Zeilen Null-Eintrége in der k-Spalte bekom-
men.

5. Mache rekursiv weiter mit der Teilmatrix, die in der zweiten Zeile
und der k£ + 1-ten Spalte beginnt.

(iv) Die k’s aus allen rekursiven Durchldufen sind genau die Stufenindizes
ki,...,k,. der Zeilenstufenform, die am Ende herauskommt. Insbeson-
dere durchlduft der Algorithmus genau r Rekursionsschritte.

Beispiel.
1 -2 3 4 2 1 -2 3 4 2
2 -4 6 9 1 " 0o 0 2 1 —4
-1 2 -1 -3 —6 0O 0 0 -1 3
1 -2 5 4 1 0O 0 0 0 O

(Rechnung siehe Vorlesung)
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5.2.4 Homogene LGS

Anwendung (Losungsverfahren fiir homogene LGS).
Gegeben sei ein homogenes LGS mit Koeffizientenmatrix A € K™*"™.

1. Bringe A mittels elementarer Zeilentransformationen auf Zeilenstufenform
(z.B. nach Algorithmus (5.2.3)).

2. Die r Unbekannten, die zu den Spalten k, .. ., k. gehoren, werden abhdingig
genannt, die anderen n — r Unbekannten werden fre: genannt.

3. Ersetze die freien Unbekannten durch Parameter ¢,...,¢,_,.

4. Loése von unten nach oben nach den abhéngigen Unbekannten auf.
(Rickwdrtssubstitution)

Beispiel. Fiir die Matrix A € Q% aus Beispiel (5.2.3) ergibt sich:

3
1 -2 3 4 2 2t . 2 2
00 2 1 —4 B o
A~ 00 0 —1 3 ]L(A,O) = ?311:2 t1,to € Q
0O 0 0 0 0 2
12

(Rechnung siehe Vorlesung)
Bemerkung.

(i) Ein homogenes LGS hat immer eine Losung, ndmlich die triviale Losung
0e K"

(ii) Hat ein homogenes LGS weniger Gleichungen als Unbekannte (m < n),

so gibt es nicht-triviale Losungen.

Erklarung: In Zeilenstufenform ist immer » < m. Aus m < n folgt
also r <n bzw. n—1r > 0. Da n—r die Anzahl der freien Unbekannten
ist, gibt es mehr als eine Losung.

(iii) Fiir ein homogenes LGS sind folgende Aussagen dquivalent:

e das LGS ist nicht-trivial losbar,

L # {0},
das LGS ist nicht eindeutig losbar,

es gibt freie Unbekannte (n —r > 0).



5.2. DER GAUSS-ALGORITHMUS 127

Vorsicht bei der Aussage ,,das LGS hat unendlich viele Losungen®: der
Korper kann endlich sein!

Ubung. Es seien A, A’ € K™ in Zeilenstufenform mit A ~» A’. Man zeige
als teilweise Antwort auf Frage 5.2.2: Hat A die Stufenzahl n, so hat auch A’
die Stufenzahl n.

5.2.5 Inhomogene LGS

Bemerkung. Nicht jedes inhomogene LGS hat eine Lésung. Uber jedem
Korper ist z.B. 0-2z = 1 unlésbar. Allgemein ist die lineare Gleichung a-x = b
genau dann losbar, wenn a # 0V b = 0.

Anwendung (Losungsverfahren fiir inhomogene LGS).

Gegeben sei ein homogenes LGS mit erweiterter Koeffizientenmatrix (A, b) €
K™*(+1) Man bringe (A, b) mittels elementarer Zeilentransformationen auf
Zeilenstufenform (z.B. nach Algorithmus (5.2.3)).

Losungsentscheidung. Es seien kq, ..., k, die Stufenindizes der Zeilenstufen-
form. Die Losbarkeit kann am Index k, abgelesen werden: Ist » > 0 und
k. =n -+ 1, so ist das LGS unltésbar. In der Tat hat dann die r-te Zeile, wel-
che die unterste Nicht-Null-Zeile ist, die Form (0 ... 0 l). Sie entspricht
einer nach der Bemerkung unlésbaren Gleichung Ozy + ...+ 0z, = b # 0. Ist
dagegen r = 0 oder k. < n, so ist das LGS losbar.

Losungsmenge. Man betrachtet zundchst nur das homogene System (d.h. man
ignoriert die Spalte b bzw. setzt sie gleich 0). Gemafl Anwendung (5.2.4) defi-
niert man freie und abhéngige Unbekannte und bestimmt die Losungsmenge
L(A,0). Weiter bestimmt man eine beliebige Losung s € IL(A, b), z.B. indem
alle freien Unbekannten gleich 0 gesetzt werden. Die Losungsmenge ergibt
sich dann als

L(A,b) ={s+ulueclL(A0)}=s+L(A,0). (5.1)

Bewers. Die Losungsentscheidung ist klar. Der formale Beweis fiir die Glei-
chung (5.1) wird erst in Bemerkung 5.3.5 mit Hilfe der Matrizenrechnung
erbracht. Man beachte auch Folgerung 5.3.5. O

Beispiel. n =m = 4.

1 -2 3 4
2 -4 6 9 i B
A=, o - 3|€Q@" b=

1 -2 5 4 —6
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Wie in Beispiel (5.2.3) haben wir

1 -2 3 4 2
00 2 1 —4
(A0 ~10 o 0 -1 3
00 0 0 0
Damit ergibt sich
2t + 5 5 2
t 0 1
L(Ab) = 1 teQp = BN I I teQ
2 2
-3 -3 0

(Rechnung siehe Vorlesung) Wie in (5.1) schreiben wir auch:

a1 2

0 1

LiAb) = | 1| +Q- |,
2

-3 0

spezielle Lsg. L(A,0)

5.2.6 Reduzierte Zeilenstufenform

Beim Losen von (homogenen oder inhomogenen) LGS mit den vorgestell-
ten Verfahren kann man auch die Riickwéartssubstitution durch elementare
Zeilentransformationen darstellen.

Beispiel. Wir formen die Zeilenstufenform aus Beispiel (5.2.5) weiter um:

1 -2 3 4 2 1 200 %
0 0 2 1 —4 00 10 -1
A0 ~1g 0 0 -1 3|7 o o 01 -3
00 0 0 0 0 0 00 0

(Rechnung siehe Vorlesung)
Hieraus kann man die Losungsmenge ohne weitere Rechnung direkt ablesen:

31

2
2

S O = N

-3

Um das zu systematisieren machen wir die folgende
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Definition. Es sei A € K™*",

(i) A hat reduzierte Zeilenstufenform, wenn A Zeilenstufenform hat (vgl.
(5.2.2)) und zusétzlich gilt:

Firalle 1 < j <rist ap, =aw, =... =aj 1k, = 0,a;,;, =1

(ii) A hat Normalform, wenn A reduzierte Zeilenstufenform hat und zusétzlich
gilt:
Firallel < <rist k; = 1.

Bemerkung.

(i) Eine Matrix hat reduzierte Zeilenstufenform, wenn sie so aussieht:

0O -+ 01 %« -+ % 0 % 0 % -+ %
o --- 01 =« 0 =% *
O 0 --- 00
: 0
0 0|0 O 0 0 0 1 =% *
0 0(0 - 0 0 0
0o --- 0l0 --- 00 --- 0 e 0

wobei x beliebige Eintriage aus K sind.

(ii) Eine Matrix hat Normalform, wenn sie so aussieht:

1 0 0 0
1 0 0
00 : *
P 1
00 - 0 1
0 0

wobei x ein beliebiger ,,Block® ist.
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5.2.7 GauB3-Algorithmus 11

Satz. Jede Matrix A € K™*"™ kann durch eine Folge elementarer Zeilentrans-
formationen (vom Typ T, und p) auf reduzierte Zeilenstufenform gebracht
werden. Mit Spaltenvertauschungen kann A weiter auf Normalform gebracht
werden.

Ubung. Man schreibe die einzelnen Schritte eines Algorithmus auf, der eine
gegebene Matrix in Zeilenstufenform auf reduzierte Zeilenstufenform bringt
(mittels elementarer Zeilentransformationen).

Bemerkung. Beim Losen von (homogenen und inhomogenen) linearen Glei-
chungssystemen darf man auch Spalten vertauschen, wenn man {iber die Zu-
ordnung zwischen Spalten und Unbekannten in geeigneter Weise Buch fiihrt
und die ,,b-Spalte” an ihrer Stelle beldsst. Spaltenvertauschungen gehoren
iiblicherweise nicht zum Gauf3-Algorithmus.

Beispiel a. Spaltenvertauschungen konnen die Rechnung abkiirzen. Z.B.

kann man
Ty Te X3 b

2 1 -1 2
AoO=1 0 1 ¢
1 0 0 3

allein durch Spaltenvertauschungen auf die Zeilenstufenform

To XT3 X1 b
1 -1 2 2
0 1 -2 -6
o 0 1 3

bringen. Weiter kommt man in zwei Schritten zur reduzierten Zeilenstufen-
form:

To XT3 T b To T3 T1 b
1 -1 2 2 1 0 0 —4
o 1 -2 6| 710 1 0 o0
0o 0 1 3 0 0 1 3

Diese ist gleichzeitig Normalform, und man liest als Losungsmenge ab:

3
L(A,b)={ | -4
0

(Man achte auf die Reihenfolge der Eintrége!)
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Beispiel b. Uber K = Q sei die folgende erweiterte Koeffizientenmatrix in
Normalform gegeben:
1001 0
Ab)=1010 2 1
0010

O = DN

—1

Die Losungsmenge kann man direkt ohne jede Rechnung ablesen:

2 1 0
4 2 1
LAb=|6l+Q-[| 0 |+Q-|-1
0 -1 0
0 0 -1

(Erlauterung in der Vorlesung.)

5.3 Matrix-Arithmetik

Ab jetzt betrachten wir auch Matrizen iiber kommutativen Ringen anstatt
nur iiber Koérpern. In dem ganzen Abschnitt ist R ein kommutativer Ring
mit 1 # 0 und R™*™ die Menge der m x n-Matrizen iiber R.

5.3.1 Die Grundrechenarten

Schreibweise. Es sei A € R™*™. Fiir 1 <i <m und 1 < j < n bezeichnen
wir mit A;; den i-j-Eintrag von A, d.h. den Eintrag in der i-ten Zeile und
j-ten Spalte (Merke: ,,Zeile vor Spalte®).

Sei umgekehrt a eine Abbildung a : m x n — R, (i,j) — a(i, 7). Dann
bezeichnen wir mit

(a(i, 7)) := (a(i, 7))y = (a(i, ]))i=1,m

Jj=1,..,n
diejenige Matrix A € R™ " mit A;; = a(i,j) firall 1 <i<m,1 <j <n.

Definition. Es seien A € R™ "™ und r € R.

77777

(i) r-A:=(r-A;)y; € R™™ heiit (skalares) Vielfaches von A.

(iii) Fir jedes B = (b;;) € R™ definieren wir die Summe A + B :=
(Aij + Bij)ij € ™",
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(iv) Fiir jedes B = (b;;) € R™!,1 € N, definieren wir das Produkt A - B :=
(Cij)ij € R™"™ durch

Cij = Zaikbkj fir alle Z,]

k=1

Beispiel a.

_01(1)g_<8 —329)
01 -1 4 -1 2

2 -1 0
Bemerkung a.

(i) Die Zeilen von A* erhilt man aus den Spalten von A (in gleicher Rei-
henfolge), und umgekehrt.

(ii) Die Summe von Matrizen haben wir in Spezialfillen bereits benutzt,
z.B. wenn wir Zeilen addiert haben im GauB-Algorithmus und wenn
wir Spalten addiert haben in der Schreibweise L(A,b) = s + LL(A4,0).

(iii) Das Produkt ist nur definiert, wenn Spaltenzahl von A gleich Zeilenzahl

von B ist.
. Rmxn % Rnxl N Rmxl
Spezialfille:
R x R*— R™ [ = 1(Matrix-Spalte=Spalte)
cr R R R m = 1(Zeile-Matrix=Zeile)
: RY" x R" — R = RY! [ = m = 1(Skalarprodukt)
: R™ x RV — gmx! n = 1(Spalte-Zeile=Matrix)

Der Fall | = m = 1 ist das Skalarprodukt aus der Schule, nur dass hier
einer Vektoren als Zeile geschrieben wird.

(iv) Wir identifizieren R™! mit R, also die 1 x 1-Matrix (a) iiber R mit
dem Ringelement a € R.
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(v) Es seien A € R™" und B € R™!. Bezeichnet z; die i-te Zeile von A
und s; die j-te Spalte von B, so gilt

A-B= (Zi . Sj)1§i§m7 e R™.
1<y<d

Hier bezeichnet - in z; - s; die Matrixmultiplikation (also das Skalar-
produkt), und die 1 x 1-Matrix z; - s; wird ihrem einzelnen Eintrag
identifiziert.

Beispiel b.

o4 3)-()- )
0

1
(i) m=1:(1 0 =2)- | =1 0] =(=2 -1)
1 1
3
(iii) { =m =1 (Skalarprodukt):(1 0 —2)- (1| =3+0+0=3
0
3 3 0 —6
(iv) n=1:({1]-(1 0 =2)=(1 0 -2
0 00 0
sl
Bemerkung b. Es seien K ein Korper, A € K™*" und = = : e K.
T
Nach Definition der Matrixmultiplikation (Spezialfall [ = 1) ist
by
by n
A-x=1| . | €K™ mitbi:ZAija:jfﬁrizl,...,m.
: o
b,

Aus diesem Grund schreiben wir das LGS iiber K mit erweiterter Koeffizi-
entenmatrix (A4,b) € K™+ formal als Matrixgleichung

A-x =0,
I
wobei x = | : | ein Spalten-n-Tupel ist, das aus Unbekannten besteht. Eine

Tn
Losung von A - x = b ist ein Element s € K" mit A-s =10
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Beispiel c. Das LGS

2I1+l’2—l’3:5
T — X2 =1

wird als Matrixgleichung geschrieben:

2 1 -1\ (™) _ (5
1 -1 0 )=\
—_— ———

A ~—— b

Ubung. Es sei A € R™™. Man mache sich klar, dass sowohl (A};);; als auch
(A;;);: die Transponierte A" bezeichnet. Wo liegt der Unterschied?

5.3.2 Quadratische Matrizen

Definition. Es sei n € N.
(i) Eine n x n-Matrix heiBt quadratisch.

(ii) Die n-reihige Einheitsmatriz ist definiert als E,, := (8;5)1<i j<n mit

5, {1 falls § = §,

0 falls i # j.
1 ... 0 10 0
Esgilt £,=1: . 1| €eR"", zB. E5=(0 1 0
0 1 001
(iii) Quadratische Matrizen der Formen
* 0 * * * 0
. , . ,  bzw. :
0 * 0 ... % * *

mit beliebigen Eintragen = € R heiflen Diagonalmatriz, obere Dreiecks-
matriz, bzw. untere Dreiecksmatrix.
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5.3.3 Der Matrizenring

Satz. Fs seien n,m,l,p € N. Es bezeichne 0 die m x n-Nullmatriz. Fir alle

AA e Rm*n B B' € R™.C € R>P und r € R gilt:
(i) (R™*", +) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
(i) (A-B)-C=A-(B-C)
(1)) By, - A=A=A-E,
(v) (A+A)-B=A-B+ A -B
(v)A- (B+B)=A-B+A-B
(vi) r-(A-B)=(r-A)-B=A-(r-B)
(vii) (A=A
(viii) (A4 A"t = At + (A")!
(ir) (A-B)t = B'- A

Beweis. (i) ist klar, weil + eintrageweise definiert ist (vgl. §2.1.6).

(ii) Auf beiden“ Seiten ergibt sich der i-j-Eintrag > "_, 215:1 AiaBapClp;
(Rechnung als Ubung).

(iii) Nach Bemerkung 5.3.1v ist E,, - A = (z; - 5;)ij, wobei z; die i-te Zeile von
E,, ist und s; die j-te Spalte von A. Es gilt

2z =1(0,..,0,.1 ,0,...,0) und s; = | ,
~— :
Pos. i ’
A

also
Damit ist E,,- A = (A;;) = A gezeigt. Genauso verfihrt man mit A- £, = A.

(iv)

(A + B) O = i(AZk + Bik)(]kj>

k=1

= Z AirCj + Z Bikaj>
=1 =1

= Z Aikckj>
=1

ij

+ (Z Bikckj) = AC + BC.
k=1

ij

4]
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v) genauso wie (iv).

vi) Ubung (Ansatz wie in (iv)).

vii) und (viii) sind klar.
)

ix
n t n
(A-B)! = (Z aikbkj> = <Z aikbkj)
ij k=1 ji

k=1
I

B AT = (bu)ij - (aji)iy = (Zbki&jk>
k=1 ij

(
(
(
(i

]

Ubung. Fiir welche Teile des Satzes braucht man, dass A kommutativ ist?

Folgerung. Es sei n € N. Dann wird R™"™ mit der Matriz-Addition und
Matrixz-Multiplikation aus Definition (5.3.1) zu einem Ring, dem Matrizen-
ring. Die neutralen Elemente sind 0 € R"™ ™ bzgl. der Addition und E, €
R™™ bzgl. der Multiplikation.

Beweis. Die Eigenschaften (i)—(v) aus Satz 5.3.3. O
Bemerkung.
(i) R"! kann mit R identifiziert werden.

(ii) R™™ ist fiir n > 2 nicht kommutativ. Fiir n = 2 sieht man das an

0 1\ (1 0y _ (00 2 0 1\ _(1 0y (01
10 00/ \1O0 00/ \0 O 1 0/)°
und ein solches Beispiel 1483t sich fiir jedes n > 2 finden.

(iii) R™™ ist fir n > 2 nicht nullteilerfrei (sogar wenn R ein Korper ist).
Es gibt sogar A € R™" A # 0, mit A% = 0, wie man an dem Beispiel
0 1
A= 0 0| sieht. Insbesondere ist R"*" fiir n > 2 kein Kérper.

(iv) Fiir mehrfache Produkte in R"*™ kénnen wir das Falk-Schema ausdeh-
nen:

B | ¢ |.
A|[A-B[A-B-C]|..
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(v) R™™ ist auch mit komponentenweiser Multiplikation ein Ring (sogar
ein kommutativer Ring). Dieser Ring ist aber nicht besonders inter-
essant. Mit komponentenweiser Multiplikation ist man nicht auf qua-
dratische Matrizen beschrénkt, auch R™*" wird damit zu einem Ring.

5.3.4 Die lineare Gruppe

Definition. Die Einheitengruppe des Matrizenringes R™*" (vgl. §2.2.2) wird
die lineare Gruppe iiber R vom Grad n genannt, geschr.

GL,(R) := (R™")* = {A € R™" | A invertierbar}.

Die invertierbaren Matrizen heiflen auch reguldr. Das inverse Element zu
A € GL,(K) wird die inverse Matriz zu A genannt, oder die Inverse von A.

Beispiel. A = (_11 _21) € Q%2 ist regulér:

(L2 GED)-6)
G () -600)

-1 =2
. -1 _
Also ist A —(1 1).

Bemerkung a. Mit A € GL,(K) ist auch A* € GL,(K) und (A")~! =
(A7)

Beweis. Nach Satz 5.3.3ix gilt

At_<A—1)t: (A_l'A)t:Et :Ena

n

(AH A= (A- A Y =FE =E,.
Ubung. Es seien A, B € R™*".

(i) Kann man aus A- B = E,, schliessen, dass A reguldr und B die Inverse
von A ist?

(ii) Wenn A als regulér vorausgesetzt wird, ist dann B notwendigerweise
die Inverse von A? Was hat das mit Ubung 2.1.3 zu tun?
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5.3.5 Matrixmultiplikation und LGS

Es seien K ein Korper, A € K™*" und b € K™. In Matrixschreibweise gilt
(wie in Beispiel 5.3.1¢):

L(A,b) ={s € K" | As = b}.
Schreibweise. Wir schreiben
(i) @a fir die Abbildung ¢4 : K" — K™ z— A - x.

(ii) Az = b fiir das lineare Gleichungssystem mit erweiterter Koeffizienten-
matrix (A, b).

Bemerkung.
(i) Fiir jedes s € L(A,b) gilt

L(Ab) =s+L(A,0) :={s+u|uelL(A0)}.

(ii) Das Bild von ¢4 lautet o 4(K™) = {b € K™ | Az = b 16sbar}.
(iii) Die Faser von w4 zu b € K™ lautet

23 ({0}) = {s € K™ | As = b} = L(A,b).

Beweis. (i) Es sei s € L(A,b), d.h. s € K™ mit As = b. Fiir ein beliebiges
t € K™ folgt unter Benutzung von Satz 5.3.3(v):

teL(Ab) & At =b< At = As
S At—s)=0t—selL(A,0) < tes+1L(A0).

]

Folgerung. FEs sei A’ eine Zeilenstufenform von A. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

1.) Az = b hat fiir jedes b € K™ hdéchstens eine Losung.
2.) Az = 0 ist eindeutig l6sbar (nur trivial).

3.) A" hat Stufenzahl n.

4.) @a is injektiv.

Insbesondere ist dann m > n.
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Beweis. 1.)=2.) Setze b := 0. 2.)=-3.) Da es keine freien Unbekannten geben
kann, muss A Stufenzahl n haben. 3.)=1.) Da A Stufenzahl n hat, gibt es
keine freien Unbekannten, also hochstens eine Losung.

1.)<4.) ist klar aus der Definition von 4. O

Ubung. Wie sieht die reduzierte Zeilenstufenform von A aus, wenn die Aus-
sagen der Folgerung gelten?

5.4 Regulire Matrizen iiber Korpern

Es sei K in diesem Abschnitt ein Korper.

5.4.1 Regulire Koeffizientenmatrizen

Es sei A die Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems. Wir neh-
men an, A ist quadratisch, d.h. das System hat genauso viele Unbekannte
wie Gleichungen. Sei A € K™*™,

Bemerkung. Wenn A regulér ist, dann ist A - x = b fiir jedes b € K"
eindeutig l6sbar, und die Losung lautet + = A~'b. Insbesondere gelten alle
Aussagen aus Satz (5.3.5).

Beweis. Eindeutigkeit: Aus Az = b = Az’ folgt * = E,x = (A7'A)z =
A7 (Az) = A7 Y(Ad") = (AA)r’ = B’ = 2.
Existenz: A(A Nz = (AA)r = E,o = x. O

Beispiel. Lose (_11 _21

(vgl. Beispiel 5.3.4), ist Az = b fiir jedes b € K? eindeutig lésbar. Die Losung
erhilt man einfach durch Multiplikation mit A~ = (_1 _2>:

e (1) MAl(;)l h
we(1) e (1))

Beweis. Ubung. [

> - = b fiir verschiedene b € K2. Da A regulir ist

Wir werden in Abschnitt 5.4.3 die Umkehrung der Bemerkung beweisen,
also zeigen: Wenn Ax = 0 nur trivial 16sbar ist, dann ist A regulér. Ausserdem
wird in 5.4.3 ein Verfahren zur Bestimmung der Inversen hergeleitet.
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5.4.2 Elementarmatrizen

Es seien K ein Korper und m € N. Jede Matrix G € K™*™ definiert fiir
jedes n € N eine Abbildung

gn s K™ 5 KA, GA (5.2)

Definition a. Eine Familie g = (g,,) von Abbildungen vom Typ (5.2) nennen
wir eine m-reihige Zeilentransformation, und die Matrix G aus (5.2) eine
definierende Matriz von g. Weiter heifit g umkehrbar, wenn es eine m-reihige
Zeilentransformation h gibt mit g, o h, = h, o g, = idgnxn» fiir alle n € N,

Bemerkung a. Es seien g, h zwei m-reihige Zeilentransformationen, A &€
K™ Im Folgenden schreiben wir kurz g(A) fiir g,(A), g o h fiir die Zeilen-
transformation mit (g o h), = g, o hy,, und g = id statt g o h = idgmxn fiir
alle n € N.

Beispiel a. Jede elementare Zeilentransformation (Definition 5.2.1) ldsst
sich als Multiplikation von links mit einer geeigneten Matrix auffasen, ist
also eine elementare Zeilentransformationen im Sinne dieser Definition (sogar

umkehrbar).

Ubung a. Wie sehen definierende Matrizen der elementaren Zeilentransfor-
mationen 7, a, u aus? Geben Sie eine Zeilentransformation an, die nicht um-
kehrbar ist.

Folgerung. Es seien A, A’ € K™*". Falls A ~~ A’ so gibt es G € GL,,(K)
mit A = GA.

Beispiel b.
B 2 —1 1Y) an( 2 —1 1
A= (—4 2 —1) - (0 0 1)
a12(-1) 2 -1 0 Y
- (0 0 1) =4

. 1 -1 10 -1 -1
Fiir G := App(—1)-A5(2) = (O 1 ) : (2 1) = ( 5 1 ) muss nach
der Folgerung gelten: G - A = A’. (Man priife das nach!)

Lemma. FEs seien g, h zwei m-rethige Zeilentransformationen mit definie-
renden Matrizen G, H € K™ ™ und A € K™" B c K" Dann gelten:

(i) g(A)B = g(AB)
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(i) G = g(E,,). Die definierende Matriz von g ist insbesondere eindeutig.
(111) Die definierende Matriz von g o h lautet GH.
(v) g=1id< G=E,

(v) g ist genau dann umkehrbar, wenn G reguldr ist. In diesem Fall ist
auch g~* eine Zeilentransformation und hat definierende Matriz G~1.

Beweis. (i) g(A)B = (GA)B = G(AB) = g(AB). (i) g(E.,) = GE,, = G.
(iii) g o h(Ey) = g(h(En)) = g(H) = GH. (iv) folgt aus (ii). (v) Falls ¢
umkehrbar ist, etwa g o h = ho g = id, so folgt aus (ii), (iii) und (iv) fiir
die definierende Matrix H von h, dass GH — HG = E,,, also G reguldar und
H = G7'. Falls G regulér ist, etwa GH = HG = E,,, so folgt aus (ii), (iii)
und (iv) fir die Zeilentransformation h mit definierender Matrix H, dass
goh =hog=id, also g umkehrbar. [

Definition b. Die definierenden Matrizen von elementaren Zeilentransfor-
mationen (siehe Beispiel a) werden Elementarmatrizen genannt.

Bemerkung b. Nach Teil (ii) des Lemmas entstehen die Elementarmatri-
zen durch Anwendung einer einzigen elementaren Zeilentransformation auf
die m x m-Einheitsmatrix, haben also die Form T;; := 7;;(Ey,), Ai;j(c) =
a;;(c)(Em) oder M;(c) := p;(c)(En). Es gilt dann

Tij Kmxn I(mxn7 A — ,-Tij A
a;i(c): K™ — K™ A Ajy(e) - A
wi(e) : K™" — K™ A Mc)- A

Nach Teil (v) des Lemmas sind die Elementarmatrizen regulér und ihre In-
versen sind selbst wieder Elementarmatrizen.

Ubung b. Was passiert, wenn man Elementarmatrizen von rechts anstatt von
links an eine Matrix dran multipliziert?

5.4.3 Charakterisierungen
Wir charakterisieren die Begriffe regular und Gauf-dquivalent.

Satz. Es seien A € K™™ und A’ eine beliebige Zeilenstufenform von A.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) A ist reguldr.

(1)) A-x =0 ist eindeutig losbar (nur trivial losbar).
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(iii) A' = E,.

(iv) A~ E,.

(v) A ist das Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis. Wir machen einen Ringschluf.

(i)=(ii) Da A regulir ist gilt: Av =0= 2 = B,z = A" Az = A7'0 = 0.
(i)« (iil) Az = 0 is genau dann eindeutig 16sbar, wenn es keine freien Unbe-
kannten gibt, also genau dann wenn A’ genau n Stufen hat, also genau dann
wenn A’ = FE,. (iii)=(iv) A~ A" = E,.

(iv)=(v) Wegen A ~» E, gibt es nach Definition 5.4.2b Elementarmatrizen
Gi,...,G, s0, dass E, = G,---G1A. BEs folgt A=G{'-- G- und die G}
sind wieder Elementarmatrizen.

(v)=(i) Da GL,(K) eine Gruppe ist, sind mit Elementarmatrizen auch deren
Produkte wieder regulér. O

Hiermit lésst sich nun Folgerung (5.4.2) verbessern:

Folgerung. Zwei Matrizen A, A" € K™ sind genau dann Gauf$-dquivalent,
wenn ein G € GL,,(K) existiert mit GA = A'.

Beweis. Ubung. [

Anwendung (Matrix-Inversion). Mittels GauB-Algorithmus kénnen wir priifen,
ob eine gegebene Matrix A € K™*" regulédr ist, denn dies ist nach Aussage
des Satzes an jeder reduzierten Zeilenstufenform von A zu erkennen. Wie
berechnet man nun A~'? Falls A regulir ist, so kénnen wir folgendes Schema
aufstellen:

A | E,

Lk, | B

Hier werden die elementaren Zeilentransformationen des Gauf3-Algorithmus,
die A in F, tiberfiihren (linke Seite des Schemas), parallel dazu auf E,, ange-
wendet (rechte Seite des Schemas). Es sei g die Komposition dieser elemen-
taren Zeilentransformationen, sodass also g eine Zeilentransformation ist mit
g(A) = E,. Darechts dieselbe Zeilentransformation stattfindet wir links, gilt
auch ¢g(FE,) = B. Nach Lemma 5.4.2(ii) ist B die definierende Matrix von g,
also E,, = g(A) = BA. Nach Ubung 5.3.4 folgt B = A~".
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Beispiel. A = (_11 _21), wie in Beispiel (5.3.4).

A E,
1 2 10
-1 -1} 0 1
1 2 10
10 11

10 |—-1 -2

01 1 1
Es A

Ubung a. Man mache sich folgendes klar: Das Schema in der Anwendung
Matrix-Inversion ist identisch mit dem Schema fiir das Losen von inhomoge-
nen linearen Gleichungssystemen, nur dass es hier mehrere rechte Seiten gibt
(eine fur jede Spalte auf der rechten Seite). Jede Spalte von B lésst sich daher
als Losung eines inhomogenen LGS auffassen. Aus dieser Interpretation lédsst
sich die Gleichung AB = F,, ablesen.

Ubung b. Man priife A auf Regularitit und berechne die Inverse:

2 1 1
A=1(1 2 1
1 -1 2

5.4.4 Matrixmultiplikation und LGS 11

Satz. Es seien A € K™ und A’ eine Zeilenstufenform von A. Folgende
Aussagen sind dquivalent:

1.) Ax = b hat fir jedes b € K™ mindestens eine Lisung.
2.) A’ hat Stufenzahl m.

3.) wa ist surjektiv.

Beweis. Nach Folgerung 5.4.2 gibt es G € GL,,(K) mit A’ = GA. 1.)=2.)
0

Setze b := O . Sei x eine Losung von Az = G~1b. Dann ist A’z = GAx =

1
GG~'b = b. Das geht nur, wenn A’ genau m Stufen hat.
2.)=1.) Sei b € K™ beliebig. Da A’ genau m Stufen hat, gibt es z € K™ mit
A'r = Gb. Dann ist Az = G Az = G7'Gb = 0.
1.)<3.) ist klar nach Bemerkung 5.3.5. O
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Ubung a. Wie sieht die Normalform von A aus, wenn die Aussagen des Satzes
gelten?

Ubung b. Man zeige, dass die Aussagen des Satzes dquivalent dazu sind, dass
€1,..., 6y im Bild von ¢4 liegen.

Ubung c. Es sei n = m. Man zeige, dass die Aussagen des Satzes sowie
die Aussagen aus Folgerung 5.3.5 dquivalent sind denen aus Satz 5.4.3, und
mache sich die Bedeutung klar.

5.5 Matrixgleichungen

Es seien in diesem ganzen Abschnitt K ein Koérper und m € N. Fiir i < m

0

bezeichne e; das Element | 1 | € K™ mit dem 1-Eintrag an der i-ten Stelle.

5.5.1 Matrixgleichungen

Definition. Es sei A € K™*". Gleichungen der Form
A-X=B und X-A=B

mit gegebener Matrix B und unbekannter Matrix X bezeichnen wir als Ma-
trizgleichungen. Dabei ist im ersten Fall B € K™ und X € K™ fiir ein
[ € N, und im zweiten Fall B € K™ und X € K™,

Bemerkung. Es seien by, ...,b; € K™ die Spalten von B € K™*!.

(i) Ein wichtiger Spezialfall sind die Gleichungen A- X = E,,, und X - A =
E,.

(i) Die Losungen von A-X = B sind genau diejenigen Matrizen X € K™,
deren Spalten x1,...,2; € K"

l16sen fiir jedes 1 <17 <.

Die Gleichung A - X = B kann daher als Zusammenfassung mehrerer
linearer Gleichungssysteme interpretiert werden, und zwar eines fiir je-
de Spalte von B. Dabei haben alle linearen Gleichungssysteme dieselbe
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Koeffizientenmatrix A, aber verschiedene rechte Seiten. Entsprechend
wird A- X = B genauso gelost wie einzelne lineare Gleichungssysteme:
mit dem Gauf-Algorithmus.

(iii) Ist A € K™ so kommt das Schema zur Matrix-Inversion dem Losen
der Matrixgleichung A - X = E, gleich. Nach (ii) entspricht diese
Gleichung wiederum den einzelnen Gleichungssystemen Ax = e; fiir
1=1,...,n.

(iv) Die Gleichung A-X = B ist genau dann eindeutig losbar, wenn Az; = b;
fiir jedes 1 <7 <[ eindeutig l6sbar ist. Geméaf Satz 5.3.5 ist das genau
dann der Fall, wenn A - X = B losbar ist und A -2z = 0 nur trivial
16sbar.

(v) Die Gleichung X - A = B kann durch Transposition in eine Gleichung
der Form A’ - X = B’ iiberfiihrt werden, denn sie ist dquivalent zu
At- X' = B'. Hat man X' gefunden (wie in (ii) beschrieben), so erhilt
man X durch transponieren, denn X = (X*)".

Beispiel a. Es sei K = R. Lose

(%5 ) x=(5 %)

1 1
Eine Losung ist X = [ 1 0 |. Alle Losungen erhélt man, indem zu jeder
1 -2
1
Spalte von X beliebige Vielfache von | 2 | addiert werden.
0
(Rechnung siehe Vorlesung.)
Beispiel b. Es sei K = R. Lose
2 —4
X-[-1 2]= (3 :g)
1 -1
1 1
Wir 16sen stattdessen A’ -Y = B'. Geméif Beispiel a ist Y = [ 1 0
1 -2
o . Lo (11 1\ .
eine Losung. Somit ist X = Y' = | o _o) cine Losung der Ausgangs-

gleichung. Alle Losungen erhélt man, indem zu jeder Zeile von X beliebige
Vielfache von (1 2 O) addiert werden.
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Ubung. Man zeige, dass AX = B genau dann eindeutig 16sbar ist, wenn
m = n und A regulir ist. In diesem Fall ist X = A7!'B die eindeutige
Losung.

5.5.2 Links- und Rechtsinverse
Definition. Es sei A € K™*",

(i) Gibt es eine Matrix B € K™ ™ mit A- B = E,,, so heifit A rechts-
invertierbar und B eine Rechtsinverse zu A.

(ii) Gibt es eine Matrix B € K™™ mit B - A = E,, so heifit A links-
tnvertierbar und B eine Linksinverse zu A.

Bemerkung. Links- und Rechtsinverse miissen nicht existieren, und wenn
sie existieren miissen sie nicht eindeutig sein. Die Bedeutung ihrer Existenz
wird im folgenden Satz klar.

Satz. Essei A€ K™"™ uyndbe K™.

(i) A besitzt genau dann eine Rechtsinverse R, wenn die Aussagen aus
Folgerung 5.5.5 gelten. In diesem Fall ist n > m, @r eine rechtsseitige
Umkehrabbildung von ¢4 und R -b eine Losung von A-x = b.

(ii) A besitzt genau dann eine Linksinverse R, wenn die Aussagen aus Satz
5.4.4 gelten. In diesem Fall ist m > n, @ eine linksseitige Umkehrab-
bildung von pa und L -b die einzig mégliche Lésung von A -x = b.

Beweis. (ii) Ist R eine Rechtsinverse von A, soist A-(R-b) =(A-R)-b=
E,-b=>5b,dh R-bist eine Losung von A - x = b. Damit gelten auch die
Aussagen aus Satz 5.4.4. Umgekehrt findet man die i-te Spalte von R als
Losung von Az = e; (vgl. Bemerkung 5.5.1).

(i) Ist L eine Linksinverse von A und A-x = b lésbar, so folgt © = E,,-x =
(L-A)-x=L-(A-z) = L-b. Damit gelten auch die Aussagen aus Folgerung
5.3.5. Wir zeigen nun die Umkehrung, also sei Az = 0 eindeutig losbar. Nach

Ubung 5.3.5 hat A die reduzierte Zeilenstufenform EO”> Nach Folgerung

E,
0

5.4.2 gibt es G € GL,,(K) mit GA = ( ) Die oberen n Zeilen von G

bilden somit eine Linkinverse von A.

2 -1 1
—4 2 -1
stimmen zunéchst eine Rechtsinverse R € Q3*2 von A. Die i-te Spalte von R

Beispiel a (Rechtsinverse). Es sei A = > € Q**3. Wir be-
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ist eine Losung von Az = e;. Wir berechnen:

]L(A,(é)): _2/2 +Q %
]L(A,(?)): _%1)/2 +Q %

Somit existiert R, ist aber nicht eindeutig. Als eine ganzzahlige Losung lesen
wir z.B.

=

I
N = O
— = O

ab. Wir berechnen nun Losungen von A -z = b fiir b = ( _23 ) und b =

< _02 > mit Hilfe der Rechtsinversen:

Als 2 x 3-Matrix kann A keine Linksinverse besitzen.

2 -4
Beispiel b (Linksinverse). Essei A = [ —1 2 | € Q?*3. Wir bestimmen
1 -1
eine Linksinverse L € Q?*2 von A, indem wir A*X = Ej l6sen und L := X*
setzen. Ein solches X wurde bereits in Beispiel a berechnet. Daraus bekom-

men wir L = (8 1 ?), dieses L ist aber nicht eindeutig. Wir berechnen
1

nun Losungen von A -x = b fiir b = ey,e5,e3, | 2 | mit Hilfe der Links-
3

inversen. Lb ist der einzige Kandidat fiir eine Losung und wird zur Probe



148 KAPITEL 5. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

eingesetzt:
0 1
L€1:(8>, Probe:A<8): 0O 1#1| O
0 0
1 1 2 ;
Legz(l), Probe:A(l): #| 1
* 0
0
Legz(i), Probe:A(?): 0
1
L 8 8 A !
L| 2 | = , Probe: A = * # | 2
5 5
3 * 3
Also gilt
L 2
L) =LA e (A, | 2 |)=0Ltd e =(( } )1
3

Als 3 x 2-Matrix kann A keine Rechtsinverse besitzen.
Folgerung. Fir A € K™" sind dquivalent:
(i) A ist requldr.
(i1) A besitzt eine Linksinverse.
(111) A besitzt eine Rechtsinverse.
Beweis. Der Satz und Ubung 5.4.4c. O

Ubung. Man zeige, dass jede Matrix A, die sowohl eine Links- als auch eine
Rechtsinverse besitzt, quadratisch und regulér ist, und dass dann die Links-
und Rechtsinversen eindeutig sind und mit A~! iibereinstimmen.



Kapitel 6

Vektorraume und lineare

Abbildungen

6.1 Vektorraume

6.1.1 Definition und Beispiele
Es sei K ein Korper.

Definition. Es sei (V,+) eine abelsche Gruppe. V heifit K -Vektorraum oder
Vektorraum tiber K, wenn eine skalare Multiplikation

KXV =SV . (Av)—Av=XM
definiert ist, sodaf fiir alle A, u € K und v,w € V gelten:
(V1) A+ p)v = v+ po
(V2) AMv+w)=Av+\w
(V3) M) = (Ao
(V4) lv=w
Die Elemente von V heiflen Vektoren, die Elemente von K heiflen Skalare.

Schreibweise. Um das Nullelement von V', den Nullvektor, und das Null-
element aus K zu unterscheiden, schreiben wir ersteres o und letzteres 0.

Folgerung. Fs sei V' ein K-Vektorraum. Fiir alle A € K,v € V gelten:
(W1) Ov =0
(W2) do=o

149
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(W3) —v=(—-1)v

(W4) (=N = —(\)
(W5) \v=0< A=0 oderv=o0

(V1) Satz 2.1.4
v o=

Beweis. (W1) 0v=(0+0 Ov+0v"=" 0Ov=o0

(w1)

(W2) Ao "L x00) B (A0)o = 00 "X o

(V4) (W1)

(W3) v+(—1)v lv+(—1)v e (1+(=1)v=0v 0,also —v = (—1)v
nach Satz 2.1.4.
(W4) Mo+ (=20 2 A+ (=)o =00 o
(W5) ,<“: (W1) und (W2).
,=“: Sei A\v =0 und X # 0. Zu zeigen: v = o.

v (V4) 1o 2 A"\ (V3) A1 0w) Vor -1, (w2) o

O

Ubung. In welcher der Folgerungen wird benutzt, dass K ein Korper ist statt
nur ein Ring?
Beispiel.
(i) V. = {o} ist ein K-Vektorraum (fiir jeden Korper K) mit der ska-
laren Multiplikation A - 0 = o fiir alle A € K. Er wird der triviale
K-Vektorraum genannt.

(ii) Sind K C L zwei beliebige Korper (insbesondere auch fir K = L),
dann ist L ein K-Vektorraum mit

K xL—L,(\a)— X

(Die skalare Multiplikation ist hier gerade die Multiplikation in L.)
z.B.: K ist K-Vektorraum, C ist sowohl R-Vektorraum als auch Q-
Vektorraum, R ist Q-Vektorraum, ...

(iii) (K™ 4) ist K-Vektorraum mit
KX K™ — K™ (N A) — M

(Die skalare Multiplikation ist das skalare Vielfache von Matrizen aus
Definition 5.3.1.)

speziell: die Elemente von K™ = K™ und K'*" heiflen Spaltenvektoren
bzw. Zeilenvektoren.



6.1. VEKTORRAUME 151

(iv) R3 der 3-dimensionale ,euklidische Raum*®, in dem man sich Vektoren
als Pfeile ausgehend von einem ,, Ursprung® vorstellt. Die Addition von
Vektoren entspricht dem ,, Hintereinanderhéngen“ von Pfeilen, die ska-
lare Multiplikation dem , Verlingern“. Nicht jeder Vektorraum erlaubt
jedoch eine geometrische Vorstellung.

(v) Sei M beliebige Menge. Nach Satz 2.1.6 ist (Abb(M, K),+) eine abel-
sche Gruppe. Abb(M, K) wird zu einem K-Vektorraum mit der skala-
ren Multiplikation:

Wichtige Beispiele hiervon sind die R-Vektorraume:

Abb(R,R) :={f : R — R} = reelle Funktionen
Abb(N,R) :={f: N — R} = {(ap,a,as,...)|a; € R;i € N} = reelle Folgen.

Ubung. Wie ist die skalare Multiplikation in Beispiel (v) zu definieren? Man
vergleiche Beispiel (iii) mit dem Spezialfall M = m x n von Beispiel (v).

6.1.2 Untervektorriume

Definition. Es sei V ein K-Vektorraum, W C V. W heifit Untervektorraum
bzw. Unterraum von V| geschrieben W < V| wenn gelten:

(UV1) W £
(UV2) w+w' € W fir alle w,w’ € W
(UV3) \we W furalle A € K,we W

Bemerkung. Ein Unterraum ist also abgeschlossen unter Addition und un-
ter skalarer Multiplikation. Jeder Unterraum von V' enthélt o und ist selbst
ein K-Vektorraum bzgl. der Addition und der skalaren Multiplikation von
V. (Man zeige dies zur Ubung!)

Beispiel. Es sei V ein K-Vektorraum,
(i) {o} <V und V < V.

(i) Fir jedesve Vist K-v:={l v |Ae K} <V.

(iii) Fiir W= {(a1,...,an) € K" | Y a; =0} ist W < KX"
=1
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(iv)

(v)

(vi)

(vii)
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Definiere

C(R):={f:R — R|f stetig }
C*(R) :={f : R — R| f beliebig oft stetig diffbar }
Pol(R) :={f:R = R,z a,z" + ... + a1z’ + a9 |a; € R,n € Ny}
Dann ist Pol(R) < C*(R) < C'(R) < Abb(R, R).

V = R? (euklidische Ebene)
Geraden durch o sind Untervektorrdaume von V. Geraden, die nicht
durch o gehen, sind keine Untervektorrdume von V.

Sei V' ein K-Vektorraum und Wy, Wy < V. Dann ist W7+ Wy < V und
WinW, <V.

(Nach Schreibweise 2.1.5 ist Wi + Wy = {w; + wq | w; € W;} C V)

Fiir jede Matrix A € K™ ™ ist (A, 0) ein Unterraum von K™.

Bemerkung. Essei A € K"*". Der Unterraum L(A, 0) von K™ heifit Null-
raum von A.

6.2 Basis und Dimension

6.2.1 Linearkombinationen und Erzeugnis

Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum.

Definition.

(1)

Seien vy, ...,v, € V,n € Ny. Eine Linearkombination von (vy,...,vy,)
ist ein formaler Ausdruck der Form M\v; + ... + \,v,. Die Elemen-
te A1,..., A\, € K heiflen die Koeffizienten der Linearkombination. Ist
v eV mit v = \v+...4+ \v,, so sagen wir v wird durch die Li-
nearkombination dargestellt. Die Linearkombination heifit ¢rivial, wenn
A =...= A\, =0, sonst nicht-trivial.

Sei M C V,n € Ny. Eine Linearkombination aus M ist eine Linearkom-
bination von (vy,...,v,) mit paarweise verschiedenen vy,...,v, € M.
Die Menge (M) aller Linearkombinationen aus M heiit die lineare
Hiille von M oder das FErzeugnis von M oder der von M erzeugte
oder aufgespannte Unterraum.
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(iii) Gibt es zu gegebenem v € V eine Linearkombination von (vy,...,v,)
(bzw. aus M), die v darstellt, so sagen wir auch v lisst sich aus (vq, ..., vy,)
(bzw. aus M) linear kombinieren.

Bemerkung. Da wir Linearkombinationen als formale Ausdriicke auffassen,
konnen verschiedene Linearkombinationen denselben Vektor ausdriicken. Bei-
spielsweise sind 1v+ (—1)v und Ov+ 0v zwei Linearkombinationen des Tupels
(v,v), die als formale Ausdriicke verschieden sind, aber beide den Nullvektor
darstellen.

Gleiches gilt fiir Linearkombinationen aus Mengen: 6v und 3(2v) sind
zwei Linearkombinationen aus {v, 2v}, die als formale Ausdriicke verschieden
sind, aber den gleichen Vektor darstellen. Ein weiteres Beispiel bilden die
Linearkombinationen 1v + 1(—v) und Ov aus {v, —v}.

Schreibweise. < vy,...,v, >:=<{v1,...,0,} >.

Beispiel.
(i) (@) = {o}.
ii) Es sei V der ,euklidische Raum*, also der R-Vektorraum R3. Fiir jedes
(ii) , : ]

v € V\{o} ist das Erzeugnis (v) ein Gerade durch den Ursprung. Ist
weiter w € V und w ¢ (v), so ist (v, w) eine Ebene.

1 —1
(111) V:R3,v1 = —1 , Uy = —1
0 2
0 2
vitvy = | —=2],v1—ve = | 0 | sind Linearkombination von (v, vs).
2 -2
1 —1 A— L
<Ul7v2>:{)\ —1 + —1 |)‘aM€R}:{ _)\_M |)‘7MER}
0 2 20

(iv) K =R,V = C®(R),v; = idg, vy = sin.

(v1,v9) = {a-idg +b-sin | a,b € R}
= {f:R—> R,z ax+bsin(z) | a,b € R}
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Ubung a. Es seien vy, v, wie in Beispiel (iii). Wie priift man, ob ein gegebenes

v e Vin (vy,vy) liegt? Man zeige weiter:

aq
(vi,v) ={| a2 | | a1 +az+ az = 0}.
as

Satz. Fs sei M C V.
(i) M C (M).
(i) (M) <V.

(i) M CW <V = (M) CW.
D.h. (M) ist der kleinste Untervektorraum von V', der M enthdlt.
D.h. (M) ist das Minimum (bzgl. der Relation C, vgl. Definition 1.6.2)
aller Untervektorraume von V', die M enthalten.

(iv) M <V & M= (M).
(v) ((M)) = (M).
Beweis. (i) v ist Linearkombination von (v).

(ii) Wegen o € M ist M # 0. Mit w,w’ € (M) und A € K sind offenbar
auch w + w’ und \w Linearkombination aus M.

(iii) Es seit M C W < V. Jede Linearkombination \jv; + ... \.v, mit
U1, ..., 0 € M liegt dann in W, d.h. (M) C W.

(iv) Ist M <V so kann in (iii) W = M gewéihlt werden, also M C (M) C
M, also M = (M). Ist M = (M), so gilt M <V nach (ii).

(v) folgt aus (iii) mit Wahl W = (M).
[

Ubung b. Man zeige, dass fiir alle Teilmengen M C V und alle v € V gilt:
ve (M) < (MuU{v})=(M).

6.2.2 Zeilenraum und Spaltenraum

Es seien K ein Korper und A =€ K™ " mit Zeilen zi, ..., 2, € K" und
Spalten sq,...,s, € K™.

Bemerkung.
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(i) Sei V.= K™, also sy, ..., s, € V. Wir haben

T1 n T1
Ar=A| | = insi fir jedesx = 1| @ | € K",

Tn =1 Tn

d.h. Az ist die Linearkombination von (sy,...,s,) mit Koeffizienten
L1yeonoyIp.

(i) Sei W = K" also 2y, ..., 2, € W. Wir haben
YA = (Y1, Ym)A = > iz fiir jedes y = (1, ..., ym) € K,
=1

d.h. yA ist die Linearkombination von (zi,...,2,) mit Koeffizienten

Y1 s Y-
Beispiel. A = (; (2) _02>
()= O Qe (2)-6)-()-0
(2 -1)A4 = 2-(1 0 =2)+(-1)-(3 2 0)
= (20 -4)-(3 20
(-1 —2 —4)
Definition.

(i) ZR(A) := ({21, .., 2m}) < K™ heiBt Zeilenraum von A.

(ii) SR(A) == ({51, .., 8n}) < K™ heifit Spaltenraum von A.
Ubung.

(i) SR(A) = {Az |z € K"}.

(ii)) b€ SR(A) < Az =D losbar.
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6.2.3 Lineare Abhingigkeit

Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum.

Definition. Es seien n € Nyg,7 = (vy,...,v,) ein n-Tupel tiber V, und
M C V. Eine lineare Abhdngigkeit von T (bzw. M) ist eine nicht-triviale
Linearkombination von 7 (bzw. aus M), die den Nullvektor darstellt. Wir
nennen 7 (bzw. M) linear abhingig, falls eine lineare Abhéngigkeit von 7
(bzw. M) existiert, sonst linear unabhdngig.

Bemerkung.
(i) (v1,...,v,) ist genau dann linear abhingig, wenn A, ..., \, € K exis-

tieren, nicht alle A\; = 0, mit Z Aiv; = 0.

(ii) (v1,...,v,) ist genau dann linear unabhéngig, wenn jede Linearkombi-
nation von (vy,...,v,), die o darstellt, trivial ist. D.h. wenn gilt:

iAiUi:O:>A1:...:An:O.

(iii) M ist genau dann linear abhéingig, wenn paarweise verschiedene vy, ..., v, €

M existieren (n € N) sowie Aj,..., A, € K\{0} mit Z)‘ivi =o.

(iv) M linear abhéngig = jedes M’ O M linear abhingig
(v) M linear unabhéngig = jedes M’ C M linear unabhéngig
Beispiel.

(i) 0 € M = M linear abhéngig

# 0 = {v} linear unabhingig

)
(i) (..., ,...) linear abhéngig
(iil) v

)

(iv) () ist linear unabhéngig

(v) Essei K = Q und V = Q% Dann ist {(;) , (i)} linear unabhéingig:

Seien )\17 )\2 c Q mlt Al . <;> —f—)\2 . (i) = O’ dh <; i) . (il) e
2
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1 3\ GauBl (1 3
o d
2 4 0 -2
1 3 L - T
= ( ) -z = 0 ist eindeutig l6sbar (d.h. nur trivial 1osbar).

2 4
Also folgt A\ = Ay = 0.

Dagegen ist {(;) : (i) : (2)} linear abhangig:

()2 ()-6)-0)

(vi) Die Spalten einer Matrix A € K™*" sind genau dann linear unabhéngig,
wenn Az = 0 nur trivial 16sbar ist.

Ubung a. Es sei A € K™ Man zeige:

(i) Ist A in Zeilenstufenform, und seien 21, ..., 2, € K™, die nicht-Null-
Zeilen von A. Dann ist (z1, ..., z.) linear unabhéngig.

(i) Ist A in Zeilenstufenform, und seien sq,...,s, € K™ die Spalten von
A, die zu den Stufenindizes gehoren. Dann ist (sq,...,s,) linear un-
abhéngig.

(iii) Die Zeilen von FE,, sind linear unabhéngig.
(iv) Die Spalten von E, sind linear unabhéngig.
Ubung b. Man definiere eine ,Spaltenstufenform“ von A und zeige, dass die

nicht-Null-Spalten einer Matrix in Spaltenstufenform linear unabhéngig sind.

Ubung c¢. Man zeige, dass es fiir jede linear abhéingige Menge M C V ein
v € M gib nach mit (M \ {v}) = (M).

Ubung d. Es seien K = R,V = R2,U1 - (1) y Uz = (?> , Uz = <:§)

Man zeige, dass die Menge M = {uy, us, us} linear abhingig ist. Fiir welche
w e M gilt (M) = (M \ {w})?

Ubung e. Es seien u,v € V. Wann ist (u,v) linear abhéngig? Wann ist {u, v}
linear abhéngig?
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6.2.4 Basen
Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum.

Definition. Eine Teilmenge M C V heifit Erzeugendensystem von V, wenn
V = (M). Eine Basis von V ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem
von V.

Die Ldnge eines Erzeugendensystems M ist definiert als die Zahl |M | falls
|M| < 00, und sonst als co (unendlich). Wenn es ein endliches Erzeugenden-
system gibt, so nennen wir den Vektorraum endlich erzeugt.

Beispiel.
(i) Die leere Menge () ist Basis des trivialen K-Vektorraums {o}.
(ii) V = K" Fir 1 <i<m sei
0
e;:= | 1| der i-te Einheitsvektor (1 an der i-ten Stelle).
0
Dann ist {ey, ..., e,} Basis von K", genannt die Standardbasis.

(ili) V=K™" Firl1<i<m,1<j<nse E; € K™" die Matrix mit
einer 1 an Position (7, j) und Nullen sonst. Dann ist

{E11, ..., E1ip, Eot, ..y Bon, B3y, ooy B }
eine Basis von V| genannt die Standardbasis.
(iv) {1,:} ist eine Basis des R-Vektorraums C.
(v) {1} ist eine Basis des C-Vektorraums C.
(vi) Der Q-Vektorraum R ist nicht endlich-erzeugt.
(vii) Der R-Vektorraum Pol(R) hat die unendliche Basis {1, z, 22, 23, ...}.
Satz. Fir B CV sind dquivalent:

(i) B ist eine Basis von V.

(i1) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.
(D.h. keine echte Teilmenge von B ist Erzeugendensystem von V'.)



6.2. BASIS UND DIMENSION 159

(11i) B ist eine maximale linear unabhingige Teilmenge von V.
(D.h. keine echte Obermenge von B in 'V ist linear unabhdingig.)

Wir benétigen fiir den Beweis des Satzes das folgende Lemma, welches
einen Zusammenhang zwischen den Begriffen Erzeugnis und lineare Abhéngigkeit
herstellt.

Lemma. FEsseis M CV, v & M.
(1) Wennv e (M), dann M U{v} linear abhingig.

(ii)) Wenn M linear unabhdngig und M U {v} linear abhingig, dann v €
(M).

Beweis. (i) Sei v = ", \jv; mit v; € M. Durch Zusammenfassung von
Summanden kénnen wir die v; als paarweise verschieden annehmen. Nach
Voraussetzung v ¢ M ist auch v von allen v; verschieden. Es folgt, dass
lv — " | \ju; = o eine lineare Abhéngigkeit von M U {v} ist.

(ii) Sei > , Ajv; eine lineare Abhéngigkeit von v; € M U {v}. Da M
linear unabhéngig ist, kommt v in dieser Linearkombination mit Koeffizient
# 0 vor (sonst wére schon M linear abhéngig). Wir nehmen oBdA v = v,
an. Dann folgt v = =", /’\\—lvz Wegen vs,...,v, # v sind va,...,v, € M,
also v € (M). O
Ubung a. Es sei M C V linear unabhingig. Gilt fiir jedes v € V: M U {v}
linear abhéngig < v € (M)?

Beweis des Satzes. (1)=(ii): Sei B eine Basis von V. Dann ist B Erzeugen-
densystem von V. Um zu zeigen, dass B minimal mit dieser Figenschaft ist,
wéhlen wir ein beliebiges v € B, setzen M := B\{v} und zeigen, dass M kein
Erzeugendensystem von V' ist. In der Tat, wegen v ¢ M and M U {v} = B
linear unabhéngig, gilt nach Lemma (i) (Kontraposition): v ¢ (M).
(ii)=(i): Sei B ein minimales Erzeugendensystem. Annahme: B ist linear
abhiingig. Dann gibt es nach Ubung 6.2.3c ein v € B mit (B \ {v}) = (B).
Dies steht im Widerspruch zur Minimalitdt von B, also ist die Annahme
falsch, d.h. B ist linear unabhéngig.

(i)=-(iii) Sei B eine Basis von V. Dann ist B linear unabhéngige Teilmenge
von V. Um zu zeigen, dass B maximal mit dieser Eigenschaft ist, wahlen wir
ein beliebiges v € V' \ B und zeigen, dass B U {v} linear abhéngig ist. Das
ist gerade die Aussage von Lemma (i).

(iii)=-(ii): Sei B maximale linear unabhéngige Teilmenge von V. Um zu zei-
gen, dass B auch Erzeugendensystem von V' ist, wihlen wir ein beliebiges
v € V und zeigen v € (B). Sei o0BdA v ¢ B (sonst ist v € B C (B) klar).
Nach Voraussetzung ist dann B U {v} linear abhéngig, also v € (B) nach
Lemma (ii). O



160 KAPITEL 6. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

Folgerung. (Basisauswahl) Jedes endliche Erzeugendensystem von V' enthdlt
eine Basis von V. Insbesondere hat jeder endlich-erzeugte Vektorraum eine
endliche Basis.

Beweis. Es sei M ein endliches Erzeugendensystem von V', also M C V' mit
(M) =V.Wenn M keine Basis ist, dann ist M nach dem Satz kein minimales
Erzeugendensystem. Also gibt es eine echte Teilmenge M’ C M mit (M') =
V. Da M endlich ist, kommt man nach endlich vielen Wiederholungen dieses
Schlusses zu einem minimalen Erzeugendensystem, also zu einer Basis. [

Bemerkung. Die Folgerung gilt auch ohne die Annahme, dass M endlich ist.
Insbesondere hat jeder Vektorraum eine Basis. Fiir den Beweis bendtigt man
allerdings das Lemma von Zorn (siehe Vorlesung Mathematische Logik I).

6.2.5 Dimension

Es sei K ein Korper, V' ein endlich-erzeugter K-Vektorraum, B eine end-
liche Basis von V' (existiert nach Folgerung 6.2.4), und n = |B].

Lemma. Fiir jede Teilmenge M C V' gilt:

(i) |M| > n = M linear abhingig

(ii) M linear unabhdngig = |M| <n

(iii) M erzeugt V= |M|>n
Insbesondere ist jede Basis von V' endlich.
Beweis. (i) Sei B = {vy,...,v,}. Wegen |M| > n gibt es paarweise ver-
schiedene wy, ..., w,y1 € M. Schreibe jedes w; als Linearkombination der
Basisvektoren vy, ..., v,:

Wi = Z%”i’ a; € K,j=1,...,n+1

i=1
Betrachte das homogene LGS iiber K

n+1

Zaijxj =0 firi=1,..,n,
j=1
bestehend aus n Gleichungen in n+ 1 Unbekannten x4, ..., x,.1. Da es mehr

Unbekannte als Gleichungen gibt, besitzt es eine nicht-triviale Losung (Be-
merkung 5.2.4(ii)), d.h. es gibt ¢1, ..., ¢,41 € K, nicht alle ¢; = 0, mit

n+1

E Q5 Cj =0 fiir ¢ = 1,...,71.
j=1
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Es folgt
n+1 n+1 n n+l n
(V2)
E cjwj = E C] E auvl : E C] Cllj?)l
j=1 j=1 i=1 j=1 i=1
n n+l n  n+l
(V3 (V1) 0
E E C]CL” = E E CJCLZ] E v; = 0.
i=1 j=1 i=1 j=

Da nicht alle ¢; = 0 und die w; paarweise verschieden sind, ist M linear
abhéngig.

(ii) ist die Kontraposition von (i). Dies impliziert, dass jede Basis von V'
endlich ist.

(iii) Wir nehmen oBdA an, dass M endlich ist (sonst ist |M| > n klar).
Als endliches Erzeugendensystem von V' enthélt M eine (endliche) Basis B’
von V' (Folgerung 6.2.4). Teil (ii) mit B als M und B’ als B besagt: B linear
unabhingig = |B| < |B'|. Also n = |B| < |B'| < |M]|. O

Satz. Es gilt

n =max{|M|| M CV linear unabhingig}
=min{|M||M CV,(M)=V}

Insbesondere haben alle Basen die gleiche Lénge.

Beweis. Bezeichne das angegebene Maximum mit [ und das Minimum mit
k. Da B linear unabhéngiges Erzeugendensystem ist, gilt & < n < [. Nach
dem Lemma gilt [ < n < k. Zusammen folgt die Gleichheit. O

Definition. Die Zahl n wird Dimension von V' genannt, geschr. dim V' bzw.
genauer dimg V. Fiir nicht endlich-erzeugte Vektorrdume setzen wir dimg V' :=
00.

Folgerung. Fiir jede Teilmenge M CV sind dquivalent:
(i) M ist Basis von V.
(11) M ist linear unabhingig und |M| = n.

(111) M erzeugt V und |M| = n.

Beweis. Das folgt aus dem Satz und der Charakterisierung in Satz 6.2.4.
(Details als Ubung) O

Beispiel.
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(i) dimg{o} = 0. (Basis: 0.)

(ii) dimg K™ = n. (Standardbasis ey, ..., e,.)

)
)
(ili) dimg K™ = nm. (Basis: {E;;}1 <i<m,1<i<n.)
(iv) dimgR = dimg C = co. (Basis: unbekannt.)

)

(v) Die R-Vektorrdume Abb(R,R), C'(R), C*(R), Pol(R), Abb(R,N) ha-

ben dimp = oo.

(vi) dimg C = 2, dim¢ C = 1.
{1,} ist Basis von C als R-Vektorraum, aber {1, i} ist linear abhéngig
iiber C:
ANltp-i=0"E" = p=o.
Al4+p-i=0fir\=1,u=-1€C.

(vii) Es seien vy, ...,v, € V paarweise verschieden.

{v1, ..., v, } linear unabhéngig = dimg (v, ..., v,) = n (Basis: {v1,...,v,}.)

Ubung a. Man iiberlege sich ein Beispiel, in dem V' zugleich Vektorraum iiber
zwei verschiedenen Korpern ist und dabei unterschiedliche Dimensionen hat.

Ubung b. Es sei M ein endliches Erzeugendensystem von V. Man zeige:
n = max{|M'|| M" C M, M’ linear unabhéngig}. Wir sagen dazu: ,n ist die
Maximalzahl linear unabhéngiger Elemente von M *.

6.2.6 Basiserginzung

Es seien K ein Koérper und V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Satz. Jede linear unabhdingige Teilmenge von V lisst sich zu einer Basis
erganzen.

Beweis. Es sei M C V linear unabhéngig. Wenn M keine Basis ist, dann ist
M nach Satz 6.2.4 nicht maximal linear unabhéngig, besitzt also eine echte
Obermenge M’ O M in V| die linear unabhéngig ist. Da |[M'| < dimV < oo
(Teil (ii) von Satz 6.2.5), gelangt man nach endlich vielen Wiederholungen
dieses Schlusses zu einer maximal linear unabhéngigen Teilmenge von V', also
zu einer Basis. O

Algorithmus. Die in der Abbildung unten dargestellte Prozedur Basisergdnzung
liefert zu jeder linear unabhingigen Teilmenge M C V' (insbesondere auch zu
M =) eine Obermenge B 2 M, die Basis von V ist.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist B in Schritt 1 linear unabhéngig. Wir zei-
gen, dass ‘B linear unabhéngig’ eine Schleifeninvariante ist: Aus B linear
unabhéngig und v ¢ (B) folgt nach Teil (ii) von Lemma 6.2.4, dass auch
B U {v} linear unabhéngig ist. Nach Teil (ii) von Satz 6.2.5 ist also stets
|B| < dimV < co. Da B mit jedem Durchlauf groier wird, bricht die Schlei-
fe ab. Bei Abbruch ist (B) = V, also B eine Basis. (Statt (B) = V ist als
Abbruchkriterium auch |B| = dim V' erlaubt, sofern dim V' bekannt ist.) [

BASISERGANZUNG(M)

1 B«—M

2 while (B) #V

3 do v < beliebiges Element aus V' \ (B)
4 B — BU{v}

5 return B

Abbildung 6.1: Prozedur Basisergénzung

1
Beispiel a. V:=R3 M :={|1]}.
1
1
Wéhle v ¢ (M), zB.v= [0
1
1 1
Mo=mu{y={[1],[0]}
1 1
Wiéhle w & (M'), z. 0
(1)
1 1 —1
M =MuU{v}={{1],10],] 0 ]}
1 1 1
M" ist Basis weil |M"| = 3 = dim V' (Folgerung 6.2.5).

Folgerung. Fiir jeden Unterraum U <V gelten:
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Beweis. Sei B eine Basis von U. Dann ist |B| = dimg U, und B ist auch
linear unabhéngig als Teilmenge von V. Nach Satz 6.2.5 folgt dimyx U =
|B| < dimg V. Falls |B| = dimg U = dimg V, so ist B nach Folgerung 6.2.5
auch Basis von V. Also U = (B) = V. O

Beispiel b. Mit dem Dimensionsbegriff und der Folgerung kann man sehr
leicht alle U Unterrdume von R? bestimmen:

dimU =0: U= (0)={o} (Ursprung)
dmU=1: U= (v),v#o0 (alle Geraden durch o)
dmU =2: U = (v,w),v,w # o,w ¢ (v) (alle Ebenen durch o)
dmU=3: U=V (ganz R?)

6.2.7 Koordinaten
Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Satz. Eine Teilmenge M C 'V st genau dann Basis von V, wenn jedes
v € V ewne eindeutige Darstellung als Linearkombination von Elementen aus
M besitzt.

Beweis. 1. M ist genau dann linear unabhéngig, wenn jedes v € V' hochstens
eine Darstellung als Linearkombination von Elementen aus M besitzt. (De-
tails siehe Vorlesung).

2. M erzeugt genau dann V', wenn jedes v € V mindestens eine Darstel-
lung als Linearkombination von Elementen aus M besitzt. (klar) ]

Folgerung. Ist K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen und dimg V = n,
so qilt V]| = ¢". Im Allgemeinen misst die Dimension die ,Grifle” eines
Vektorraums (nicht nur fir endliche Kdorper).

Definition a. Es sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V, |B| =n. Ist v € V
und v = Y | \; die eindeutige Darstellung von v als Linearkombination
der Basisvektoren, dann werden die (eindeutigen) Koeffizienten A;,... A\,
die Koordinaten von v bzgl. B genannt.

Definition b. Es seien vy,...,v, € V. Das n-Tupel B = (vy,...,v,) heifit
geordnete Basis von V, wenn {v,...,v,} eine Basis von V ist und vy, ..., v,
paarweise verschieden sind. In diesem Fall definieren wir die Koordinatenab-

bildung bzgl. B als
KB . V—)Kn,’UH ()\1,...,)\n),

wobei v = Y~ | \;u;. Das Bild kg(v) heifit der Koordinatenvektor von v bzgl.
B.
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Bemerkung.

(i) Jeder endlich-dimensionale Vektorraum besitzt eine geordnete Basis,
also auch eine Koordinatenabbildung.

(ii) Koordinatenabbildungen sind stets bijektiv.

Beispiel.

(i) Betrachte C als R-Vektorraum mit der geordneten Basis B = (1,4). Die
Koordinatenabbildung zu B lautet:

kg :C — R% a+bi— (Z)

(Daher kommt die Interpretation von C als , komplexe Ebene“.)

(ii) Betrachte den R-Vektorraum R?*? mit der geordneten Basis

B—(En,Elz,Ezl,Em)_(((l) 8)=(8 é)(? 8)’(8 ?))

Die Koordinatenabbildung zu B lautet:

QL O o Q

kg : R¥>? - R4, (Z Z) —

(iii) Betrachte den R-Vektorraum R? mit der geordneten Basis

o= (()(4)

Die Koordinatenabbildung zu B lautet:

Ubung: Man prife das nach!
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6.2.8 Der Losungsraum eines homogenen LGS

Es seien K ein Korper und A € K™*". Bekanntlich ist (A, 0) ein Unterraum
von K. Wir wollen Basis und Dimension dieses Ldsungsraumes bestimmen.

Satz. Ist die Matriz A in Normalform, also

1 0 0 Cl(r+1) ... Cip
0 1 0 CQ(T‘+1) ... Cop
. 0 . 0 1 Cr(r—l—l) ... Cpp
A=1 9 0 0 o |
0 0 0 0
0 0 0 . 0
so bilden die Spalten der Matrix
Ci(r+1) --- Cin
Co(r+1) --- Con
L= Cr(r+1) --- Crn
-1 ... 0
0 |

eine Basis von IL(A,0). Insbesondere gilt L(A,0) = SR(L) und dimL(A,0) =

n-—r.

Beweis. Es seien v,41,...,v, die Spalten von L. Wegen A - L = 0 (nach-
priifen!) gilt v,41,...,v, € L(A,0). An der Form von L erkennt man, dass
B := {v,41,...,v,} linear unabhingig ist (Teil (ii) von Ubung 6.2.3a). und
|B| = n — r. Wir zeigen nun, dass fiir ein beliebiges w € L(A,0) \ B die
Menge B U {w} linear abhéngig ist; dann ist gezeigt, dass B eine maximal
linear unabhéngige Teilmenge von IL(A,0), also Basis von L(A4,0) ist (Satz
6.2.4). Sei also

w1
w=| 1 | €eL(A0\B, w:i=w+w, 1041+ ...+wyv, €L(A,O0).

Wn,
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Wir zeigen w’ = 0; dann folgt, dass BU{w} linear abhéngig ist. Man rechnet

nach, dass fiir geeignete wi,...,w,. € K:
wj wj
w' = w e K", Auw = wy e K™
10 ’ 10 '
0 0
Aus Aw’ = 0 folgt also wie gewiinscht w’ = 0. ]

Folgerung. Alle Zeilenstufenformen von A haben dieselbe Stufenzahl r und
es gilt
dimL(A,0) =n—r.

Wir sprechen im folgenden auch einfach von der Stufenzahl von A (anstatt
von der Stufenzahl der Zeilenstufenform von A). Sie ist genau dann gleich
n, wenn Ax = 0 nur trivial l6sbar ist.

1 1
Beispiel. Essei A = (1 1 1). Dann bilden die Spaltenvon L = | —1 0

0 -1
einen Basis von (A, 0). Insbesondere gilt (A, 0) = SR(L) und dimL(A,0) =
3—1=2.

Achtung: Hat man, um A auf Normalform zu bringen, Spaltenvertau-
schungen gemacht, so muss man diese in Form von Zeilenvertauschungen in
der Basis von IL(A,0) wieder rickgingig machen.

Beispiel a. Es sei

1 010101
A=[10 1 1 0 0 1 1
0001111
Dann bilden die Spalten von
1 1 0 1
1 0 1 1
-1 0 0 0
B=120 1 1 1
0O -1 0 O
0O 0 -1 0
0O 0 0 -1

eine Basis von Lg(A).
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6.3 Unterriume des K" und K™

6.3.1 Fundamentalraiume und Rang

Es seien A, A’ € K™*",

Definition. Mit Rang von A, geschr. Rg A, bezeichnen wir Stufenzahl einer
(jeder) Zeilenstufenform von A. Es seien sy, ..., s, die Spalten und z1, ..., 2z,
die Zeilen von A. Die folgenden vier Unterrdume heiflen die Fundamen-
talrdume von A:

SR(A) :=(s1,...,5n) Spaltenraum
ZR(A) :=(z1,.. ., Zm) Zeilenraum
Lo(A) :={x € K" | Az =0} Nullraum
L(A) == {y € K™ | yA = 0}

Bemerkung. Es gelten

SR(A) < K™, Lo(A) < K™,
ZR(A) < K, LY(A) < K™,

Weiter lasst sich jeder Unterraum U < K™ als Spaltenraum einer m x -
Matrix iiber K schreiben, wobei [ = dimy U. Ebenso lasst sich jeder Unter-
raum U < K" als Zeilenraum einer [ x n-Matrix iiber K schreiben, wobei
[ =dimg U.

Bewers. Man wahlt eine Basis von U aus und trédgt die Basisvektoren in die
Spalten (bzw. Zeilen) von A ein. O

Ubung a. Eine quadratische Matrix A € K™*" ist genau dann regulir, wenn
Rg A =n.

Frage. Zu den vier Fundamentalrdumen stellen sich folgende Fragen: Welche
Zusammenhénge bestehen zwischen ihnen? Wie bestimmt Basis und Dimen-
sion? Wie héngen die Dimensionen mit dem Rang zusammen? Wie testet
man fiir ein gegebenes Element aus K™, K", K" bzw. K™ in dem ent-
sprechenden Fundamentalraum liegt? Laft sich jeder Unterraum von K™ als
Nullraum einer Matrix schreiben?

Einige Antworten kennen wir schon: Basis und Dimension von Lg(A)
wurden z.B. in (6.2.8) berechnet. Die Tests lauten: b € SR(A) & Az = b
l6sbar, = € Lo(A) & Az =0, ¢ € ZR(A) & A = c loshar, y € LY(A) &
yA = 0.
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Beispiel. Es seien A in Zeilenstufenform, r = RgA, und 1 < k; < ... <
k. < n die Stufenindizes. Da die Zeilen linear unabhéngig sind (Teil (i) von
Ubung 6.2.3a), und ZR(A) erzeugen, gilt dim ZR(A) = r. Wegen SR(A) <
(€1,...,6.) gilt dimSR(A) < dim(ey,...,e,) = r (Folgerung 6.2.6). Da das
Tupel (sg,,...,s, ) linear unabhingig ist (Teil (i) von Ubung 6.2.3a), gilt
dim SR(A) > r. Zusammen also dim ZR(A) = dim SR(A) = Rg A.

In untenstehendem Lemma wird gezeigt, dass elementare Zeilentransfor-
mationen an einer Matrix folgende Dinge nicht &ndern: den Nullraum, den
Zeilenraum, die linearen (Un)abhéingigkeit von Spalten, den Zeilenrang, den
Spaltenrang.

Lemma. Fualls A~ A’ (elementare Zeilentransformationen) gelten:

(i) Lo(A) = Lo(A"),

/

(i1) Sind sy,...,s, die Spalten von A, sy,...,s. die Spalten von A’, und
1<iq,...,15y <n, dann:

!/
TR

{Siys--.,8i,} linear unabhdngig < {s s;, } linear unabhdngig,

(111) dim SR(A) = dim SR(A’),
(iv) ZR(A) = ZR(A"),
(v) dimZR(A) = dim ZR(A").

Beweis. (i) ist bekannt aus Satz 5.2.1.

(ii) Durch Herausstreichen von Spalten aus A und A’ (und aus dem ganzen
Prozess A ~» A’) kénnen wir oBdA annehmen, dass [ = n und i; = j fiir
j =1,...n. Laut Teil (vi) von Beispiel 6.2.3 ist die Behauptung dquivalent zu:
Az = 0 nur trivial 16sbar < A’z = 0 nur trivial 16sbar. Das folgt wiederum
aus (i).

(iii) folgt aus (ii) und der Bemerkung.

(iv) und (v) als Ubung. O

Ubung b. Man mache sich klar, dass elementare Zeilentransformationen an
einer Matrix folgende Dinge dndern konnen: den Spaltenraum, den Raum
LY, die lineare (Un)abhéingigkeit von Zeilen.

Satz. Es gilt stets:
(i) Rg(A) = dimSR(A) = dimZR(A).
(i1) Rg A+ dimLy(A) = n.
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Beweis. (i) ist das Beispiel und das Lemma. (ii) wurde in Folgerung 6.2.8
gezeigt. O

Ubung c. Man zeige, dass Rg A genau die Maximalzahl linear unabhéingiger
Spalten (Zeilen) von A ist. Weiter folgere man: Rg A = Rg A".

Ubung d. Man zeige die Korrektheit folgender Methode zur Basisauswahl:
Sei M = {vy,...,v} C K™ U = (M). Trage vy,...,v; in die Spalten einer
m X [-Matrix ein und bringe diese auf Zeilenstufenform. Seien kq, ... k, die
Stufenindizes. Dann ist {vy,, ..., v } € M eine Basis von U.

Ubung e. Es seien A, A’ beide in Zeilenstufenform und A ~» A’. Haben A
und A’ dann stets identische Stufenindizes?

6.3.2 Nullraum vs. Spaltenraum

Essei U < K". In 6.3.1 wurde gefragt, ob sich U als Spaltenraum einer Matrix
B und als Nullraum einer Matrix A schreiben ldsst. Ersteres kommt der An-
gabe eines Erzeugendensystems gleich (wenn B dabei minimale Spaltenzahl
hat, sogar der Angabe einer Basis) und ist offensichtlich méglich. Letzteres
stellt eine Beschreibung von U durch definierende Gleichungen dar. Da jede
Zeile von A eine Gleichung darstellt, ist eine minimale Zeilenzahl gewiinscht.
Beide Schreibweisen haben ihre Vor- und Nachteile, etwa beim Test ¢ € U
fiir gegebenes ¢ € K™.

Beispiel a. Es sei E eine Ebene im euklidischen Raum R3. Die Schreibweise
Uy 1
E =SR(B) mit B= | uy wy | ist die Parameterform von E, wobei u, v die
U3z Vs
Richtungsvektoren sind. Die Schreibweise £ = Lo(A) mit A = (a1 a2 a3)
ai
ist die Hesse’sche Normalenform von E, wobei | ay | der Normalenvektor
as
ist.

Dieser Abschnitt zeigt, wie sich ein gegebener Spaltenraum als ein Null-
raum schreiben lasst, womit dann beide Ausgangsfragen positiv beantwortet
sind. Es seien A € K™ und B € K™

Lemma.
(i) SR(B) CLy(A) < AB =0.
(11) SR(B) = L¢(A) & AB=0ARgA+RgB =n.
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Beweis. (i) Offensichtlich gilt AB = 0 genau dann, wenn jede Spalte von B
in Ly(A) liegt. Da L(A) abgeschlossen unter Linearkombinationen ist (es ist
ein Unterraum), bedeutet letzteres gerade SR(B) C Ly(A).

(i) Es gilt dimSR(B) = Rg B, und nach Satz 6.3.1 gilt dimLy(A4) =
n — Rg A. Also haben SR(B) und Lg(A) genau dann gleiche Dimension,
wenn Rg A + Rg B = n ist. [
Satz. SR(B) = Ly(A) & Lo(B') = SR(A").
Beweis. Durch zweimalige Anwendung des Lemmas folgt:

SR(B) =Lo(A) < AB=0ARgA+RgB=n
& B'A'=0ARgA'+RgB' =n
& SR(AY) = Lo(B").
O
1
1
1

Satz ist das dquivalent zu L,(B') = SR(A"). Nun kann A’ mit dem Verfahren
aus 6.2.8 bestimmt werden. Als Ergebnis erhélt man:

1 -1 0
A= <1 0 —1) ’
Ubung. BEs sei U < K™ und dimU = d. Man zeige, dass U Nullraum einer
Matrix A € K=dxn jgt.

Beispiel b. Fiir B = ist A gesucht mit Lo(A) = SR(B). Nach dem

6.3.3 Anwendung: Lineare Codes

Ein Sender schickt Bitfolgen iiber einen Kanal, der evtl. fehlerbehaftet ist,
zu einem Empfanger. Uber den Kanal werden folgende Annahmen gemacht:

(i) Es gehen keine Bits verloren.

(ii) Die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir ein einzelnes Bit, bei der Ubertragung
zu kippen, ist < 1/2.

Um Fehler erkennen bzw. sogar korrigieren zu kénnen, wird nach folgendem
Schema vorgegangen (n > k):

Nachricht Codewort Kanal Empfangswort Nachricht

Y — Fy — Fy  — 5
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Die Bitfolge wird also in Nachrichten fester Lénge (k bit) zerlegt, und jede
Nachricht als ein Codewort (n bit) codiert. Die Menge C' aller moglichen
Codewdrter ist eine echte Teilmenge von F.. Ist das Empfangswort kein
Codewort, so kann der Empfanger mit Sicherheit davon ausgehen, dass ein
Fehler bei der Ubertragung stattgefunden hat (und evtl. eine erneute Sen-
dung anfordern). Ubertragungsfehler, bei denen ein Codewort in ein anderes
iibergeht, konnen allerdings nicht erkannt werden. Die Idee ist nun, C so
zu wahlen, dass sich verschiedene Codewdrter an hinreichend vielen Stellen
unterscheiden. Dadurch wird es unwahrscheinlich, dass ein Codewort durch
einen Ubertragungsfehler in ein anderes Codewort iibergeht.

Definition a. Ein Unterraum C' < F% heiBt (bindrer) linearer Code der
Liange n. Die Elemente von C' heilen Codewdrter.

Bemerkung a. In einem Code C' der Dimension k gibt es 2¥ Codeworter.

Codierung. Der Sender schreibt den Code C als Spaltenraum SR(G) mit
G € F* und minimaler Spaltenzahl. Dann ist dim C' = k und die Spalten

von G sind linear unabhingig. Insbesondere ist Gx = 0 nur trivial 16sbar
(vgl. Bemerkung (6.2.2)). Nach Satz (5.5.2) folgt, dass die Abbildung

oo :Fs = F2, v Gu

injektiv ist. Das Bild von g ist per Definition SR(G) = C. Daher kann ¢ als
Codierungsabbildung verwendet werden. Die Matrix G wird Generatormatrixz
von C' genannt.

Dekodierung. Der Empféinger schreibt den Code C' als Nullraum Lo (H)
mit H € F5" und minimaler Zeilenzahl. Dann ist | = n—dim C' = n—k. Zur
Priifung des Empfangswortes w € F} berechnet der Empfinger Hw € F%,
das Priifergebnis. Ist Hw # 0, so liegt mit Sicherheit ein Fehler vor, da w kein
Codewort ist. Ist Hw = 0, so ist w ein Codewort und der Empfanger geht da-
von aus, dass kein Fehler vorliegt (was mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
richtig ist). Die Matrix H wird Kontrollmatriz von C' genannt.

Bemerkung b. Weder Generator- noch Kontrollmatrix sind eindeutig durch
den Code C' definiert. Die Grolen beider Matrizen sind aber durch Lénge und
Dimension von C' bestimmt.

Einen Ubertragungsfehler auf einem Wort ¢ € F} stellen wir uns als
Addition im Vektorraum F% eines Fehlervektors e € Fy vor. Da die Addition
iiber IFy der XOR-Verkniipfung entspricht, verdndert die Addition von € zu ¢
genau die Eintrage von ¢, die an einer Position stehen, an der € eine 1 enthélt.
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Bemerkung c. Es bleiben genau die Ubertragungsfehler € € F} unerkannt,
fiir die He = 0 ist, d.h. die selbst Codewdrter sind.

Beweis. Sei c € C das gesendete Codewort und w = c+ € das Empfangswort.
Der Fehler € bleibt unentdeckt, wenn das Priifergebnis Hw = H(c + €¢) =
Hc+ He = 0 ist. Wegen ¢ € C'ist He = 0, also Hw = 0 genau dann, wenn
He =0. O

Definition b. Wir nennnen einen Fehlervektor € € F einfach, wenn € genau
einen 1-Eintrag enthélt und sonst nur Nullen.

Satz.

(i) Sind alle Spalten von H ungleich 0, so werden alle 1-fachen Ubertragungs-
fehler erkannt.

(11) Sind alle Spalt(_a_n von H ungleich 0 und paarweise verschieden, so konnen
alle 1-fachen Ubertragungsfehler vom Empfinger korrigiert werden.

Beweis. Es sei € ein 1-facher Fehlervektor, d.h. € = e; fiir einen Einheitsvektor
e;. Das Priifergebnis lautet dann H(c + €¢) = He+ He = He; = i-te Spalte
von H, und zwar unabhéngig vom Codewort ¢ € C'. Sind alle Spalten von
H ungleich 0, so ist also He; # 0 fiir alle ¢, d.h. alle 1-fachen Fehler werden
erkannt.

Sind die Spalten von H ausserdem paarweise verschieden, so erlaubt das
Priifergebnis He; einen eindeutigen Riickschlufl auf die Stelle ¢, durch Ver-

gleich des Priifergebnisses mit allen Spalten von H. ]
0 1

Beispiel a. (3-facher Wiederholungscode) C'={[ 0], | 1|} < F3 ist ein
0 1

Code der Lange 3 mit Dimension 1. Eine Generator- und Kontrollmatrix sind

7.B.
1

110
a={1). #=(1 1)

An H erkennt man, dass alle 1-fachen Fehler korrigiert werden konnen.
Z.B. fiir € = e3:

1 1

v=1)—c=|1]l—w=cte= |1 »—>Hw:(0):3—te8palteV0nH.

1
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Beispiel b. (Konstruktion von Codes) Wichtige Eigenschaften des Codes
sind nach dem Satz an der Kontrollmatrix zu erkennen. Aus diesem Grund
konstruieren wir nun einen Code indirekt iiber seine Kontrollmatrix. An-
genommen, die Zahl n — k (also die Zeilenzahl von H) sei fest. Fiir einen
effizienten Code ist die Zahl der Codeworter, 2%, zu maximieren. Wegen
k=n— (n— k) ist also n, die Spaltenzahl von H, zu maximieren.

Wollen wir etwa einen moglichst effizienten Code mit n — k = 3 konstru-
ieren, der alle 1-fachen Fehler korrigieren kann, so miissen wir in die Spalten
von H genau die verschiedenen Spaltenvektoren aus F3 ungleich 0 eintragen.
Das sind die Binérzahlen 1 bis 7, also

1010101
H=10 110011
0001111

Der Code C = Lo(H) heifit Hamming-Code. Eine Generatormatrix ist z.B.

)

I
OO OO ==
OO == OO
OO R OO
—_— O O~ O = =

Die Rechnung zur Bestimmung von G wurde bereits in Beispiel (6.2.8) ge-
macht.

6.4 Lineare Abbildungen

6.4.1 Homomorphismen

Homomorphismen sind , strukturerhaltende Abbildungen*.

Definition a. Es seien (G,o0) und (H,e) zwei Gruppen. Eine Abbildung
v : G — H heiBBt Gruppen-Homomorphismus, wenn fiir alle z,y € G gilt:

p(roy) = p(z)ep(y).

Definition b. Seien R und S zwei Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — S heifit
Ring-Homomorphismus, wenn gelten:

(i) ¢ ist Gruppenhomomorphismus (R, +) — (S, +)
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(i) e(zy) = p(x)p(y) fir alle z,y € R
(i) (1) =1

Ein ,Koérper-Homomorphismus® ist schlicht ein Ringhomomorphismus zwi-
schen zwei Korpern (jeder Korper ist ein kommutativer Ring).

Definition c. Ein Homomorphismus ¢ zwischen zwei Strukturen heifit Mo-
nomorphismus wenn er injektiv ist, Epimorphismus wenn er surjektiv ist, und
Isomorphismus wenn er bijektiv ist. Existiert ein Isomorphismus ¢ : A — B
dann heiflen A und B isomorph, geschr. A = B.

Bemerkung. Oft untersucht man Strukturen (Gruppen, Ringe, Vektorridume,
etc.) nur “bis auf Isomorphie”, d.h. man unterscheidet nicht zwischen isomor-
phen Strukturen. Dies ist dadurch begriindet, dass isomorphe Strukturen im
Prinzip durch “Umbenennung der Elemente” (vermittelt durch einen Isomor-
phismus) auseinander hervorgehen.

Beispiel a.
(i) Fiir jede Untergruppe U von (G, o) ist die Abbildung
¢:(Uo)— (G,0), xr—x
ein Gruppen-Monomorphismus, z.B. (Z,+) — (R, +),z — .

(i) exp : (R,+) — (Rsq,"),x — exp(z) = ¥ ist Gruppen-Isomorphismus
(e*tY = e - ¥ fiir alle z,y € R). Daher gilt (R, +) = (Rsy,-).

(iii) Es sei (G, -) Gruppe, n € N. Fiir jedes 1 <i < n ist
¢:G—G", 1z (e..e, x L€y ey €)
i-te Position
ein Gruppen-Monomorphismus und
pi : G" —= G, (x1,...,1,) — x4
ein Gruppen-Epimorphismus. Es gilt stets p; o ¢; = idg.

(iv) Gegeben seien ein Korper K, eine abelsche Gruppe (V,+) und eine
Abbildung
KXV =V . (\v)— Xv= ).

Das Vektorraumaxiom (V'2) besagt, dass fiir jedes A € K die Abbildung

H:(Vi+) = (V,+),v— M
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ein Gruppen-Homomorphismus ist.
Das Vektorraumaxiom (V1) besagt, dass fiir jedes v € K die Abbildung

Gv: (K, +) = (V,+),v— I
ein Gruppen-Homomorphismus ist.

(v) Esgibt n™ Abbildungen Z,, — Z,, aber nur n Gruppen-Homomorphismen
(Zn, +) = (Zn, +).

Ubung a. Fiir jeden Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H gelten:
(i) wlec) = en,
(ii) ¢(g7!) = w(g)" fiir alle g € G,

(iii) ¢ ist genau dann injektiv, wenn fir alle g € G gilt: ¢(g9) = ey = g =
€q.

Beispiel b.

(i) Fiir jedes n € N ist die Abbildung ¢ : Z — Z,,a — @ ein Ring-
Epimorphismus.

(ii) Fiir jedes a € Z mit a # 1 ist die Abbildung
My L — Lyx—a-x
kein Ring-Homomorphismus, da m,(1) = a # 1.

(iii) ¢ :Z — Z,a — a® ist kein Ring-Homomorphismus, weil z.B. p(1+1) =
87 2= (1) +¢(1).

(iv) ¢ : Zs — Z3,a — a? ist ein Ring-Isomorphismus.
(v) F, — F,,z — 2P ist ein Ring-Isomorphismus.
(vi) Q — R,z — z ist ein Ring-Monomorphismus.

(vii) C — C,z — Z ist ein Ring-Isomorphismus (komplexe Konjugation:
a+bi =a—bi).

Ubung b. Jeder Kérperhomomorphismus ist injektiv.
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6.4.2 Lineare Abbildungen

Definition. Es seien V. W zwei K-Vektorrdume.

(i) Eine Abbildung ¢ : V' — W heiit lineare Abbildung oder Vektorraum-
Homomorphismus, falls fiir alle v,v" € V und alle A € K gelten:

(1) p(v+v") =) + (),
(1) w(Av) = Ap(v).

Die Menge aller Homomorphismen V' — W wird mit Hom(V, W) be-
zeichnet.

(ii) Ein Vektorraum-Homomorphismus ¢ : V' — V heifit Endomorphismus
von V. Die Menge Hom(V, V') aller Endomorphismen von V' wird mit
End (V') bezeichnet.

Bemerkung.
(i) Fiir jeden Vektorraum-Homomorphismus ¢ : V — W gilt ¢(0) = o.

(ii) Im folgenden meinen wir mit Homomorphismus stets einen Vektorraum-
Homomorphismus.

Beispiel.

(i) Lineare Abbildungen R? — R? sind z.B.: Drehungen um o, Spiegelun-
gen an Geraden durch o, Projektionen auf Koordinatenachsen. Nicht
linear sind dagegen Translationen (Verschiebungen).

ii) Betrachte die Abbildungen ¢q, ..., v, : R? — R? mit
(ii) gen ¢, ..., ¢

a
1+
pr:|0b H(Z), wo: | b r—>( ba>’
c &
_ “ a-+c ) . a
Y3 b — b , Pq : b — b2 .
c c

Davon sind ¢, @3 linear, vs, o4 dagegen nicht. Die Abbildung ¢ ist
gerade die Projektion des R? auf die e;-eo-Ebene.

(iii) Die Transpositionsabbildung

(_)t . Kmxn _ Knxm>A'_) At
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ist linear. Spezialfille sind:
<.>t . len _ K",z s Zt
(.)t K™ lem’s s St
(iv) Fiir jede Matrix A € K™ " ist die Abbildung v : K" — K™,z +— Ax
linear.

(v) Koordinatenabbildungen endlich-dimensionaler Vektorrdume (kp : V' —
K™) sind stets linear.

(vi) Betrachte die R-Vektorraume Abb(R,R) (reelle Funktionen) und R.
Fiir jedes fest gewéhlte a € R ist die Abbildung

€ - ADb(R,R) = R, f+ f(a)
linear und wird Einsetzungshomomorphismus genannt.

(vii) Betrachte die R-Vektorrdaume C'*(R) (beliebig oft stetig differenzier-
bare reelle Funktionen) und R. Die Ableitungsabbildung

diff : C*(R) — C®(R), [~ f
ist linear. (Das ist eine bekannte Ableitungsregel aus der Analysis.)
Ubung. Es sei f:V — W.

(i) f ist genau dann linear, wenn fir alle n € N\, € K v; € V gilt:

O Aivi) = 3200 Aif (vi).
Sei nun f linear.
(ii) Ist g : W — U linear, so auch go f : V — U.

(iii) Ist f bijektiv (Isomorphismus), so ist auch f~! Isomorphismus.

6.4.3 Kern und Bild
Definition. Es sei ¢ € Hom(V, W).

(i) Kerny :={v € V| p(v) = o} heifit Kern von .
(ii) Bildy := (V) = {p(v) |v € V} heiBt Bild von .

(Die Bezeichnung kommt von engl. kernel und image.)
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Bemerkung. Fiir jedes ¢ € Hom(V, W) gilt:
(i) Kernp < V.
(ii) Bildp < W.

)

)

(iii) ¢ injektiv < Kernp = {o}.

(iv) ¢ surjektiv < Bild p = W.
)

(v) Fiir jedes v € V und w = ¢(v) gilt:
o '({w}) = v+ Kern .

Beweis. (siehe Vorlesung) O
Beispiel.

(i) Essei A € K™, Dann ist Kern ¢4 = Lo(A) und Bild o4 = SR(A). Die
Bemerkung liefert bereits bekannte Aussagen: Lo(A) < K", SR(A) <
K™ ¢4 injektiv < Az = 0 nur trivial l6sbar, ¢4 surjektiv < SR(A) =
K™ L(A,b) = s+ Lg(A) fiir jedes s € L(A,D).

(ii) Essei A € K™*". Fiir das Bild unter der Transpositonsabbildung gilt:
SR(A)" = ZR(A"), ZR(A)" = SR(A").
Lo(A) =1L0%AY, Lo°(A) =1Ly(AY).

0
(iii) Der Kern der Projektion ¢; aus Beispiel (6.4.2)(ii) ist die von [ 0
1

erzeugte Gerade. Das Bild ist ganz R.

(iv) Der Kern des Einsetzungshomomorphismus €, aus Beispiel (6.4.2)(vi)
besteht genau aus denjenigen reellen Funktionen, die bei a eine Null-
stelle haben. Das Bild ist ganz R, weil es zu jedem x € R eine reelle
Funktion gibt, die an der Stelle a den Wert z annimmt (z.B. die kon-
stante Funktion mit dem Wert ).

(v) Der Kern der Ableitungsabbildung aus Beispiel (6.4.2)(vii) besteht ge-
nau aus den konstanten reellen Funktionen. (Der Kern ist 1-dimensional!)
Das Bild ist ganz C*(R), weil jede stetige reelle Funktion eine Stamm-
funktion hat.
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Zur Berechnung von Kern und Bild mit Hilfe von Koordinaten siehe Ab-
schnitt (6.5.2).

Ubung. Fiir jedes ¢ € Hom(V, W) gilt:
i) U<V =pU)<W.

() U<W = o \(U)< V.

(iif) M CV = o((M)) = (p(M)).

(v) U<V =dimpU) <dimU.

)
)
)
(iv) M C V linear unabhéngig, ¢ injektiv = (M) linear unabhéngig.
)
(vi) U <V und ¢ injektiv = dim¢(U) = dim U.

)

(vii) U < Bildy = dimp 1 (U) > dim U.

Beweis. Es gilt (>, \vi) = > Nip(v;). Daraus lassen sich i)-iv) fol-
gern.

Z.B. iv) Es seien M linear unabhéngig und ¢ injektiv. Sei > 7" | A\jp(v;) = ow
eine lineare Abhéngigkeit in (M), d.h. \; € K, v; € M und ¢(v;) paarwei-
se verschieden. Dann sind auch die v; paarweise verschieden (das ist klar
fir jede Abbildung ¢) und ¢(> ), Ajv;) = ow. Da ¢ injektiv ist, folgt
Z?:l Av; = oy. Da M linear unabhéngig ist, sind alle \; = 0. Damit ist
gezeigt, dass ¢(M) linear unabhéngig ist.

Z.B. v) Wéhle Basis B von U. Nach iii) ist o(U) = (p(B)), also dim p(U) <
[o(B)] < [B] = dim U, O

6.4.4 Existenz linearer Abbildungen

Es seien V, W zwei K-Vektorraume.

Frage. Es seien Vektoren vy,...,v, € V und wy, ..., w, € W gegeben. Gibt
es eine lineare Abbildung V' — W mit v; — w;?

Satz a. Es sei B eine Basis von V. Zu jedem v € B sei ein w, € W gegeben.
Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : V. — W mit ¢(v) = w,
fiir alle v € B.

Beweis. Eindeutigkeit: Sei ¢ : V' — W linear mit ¢(v) = w, fiir alle v € B.
Wir zeigen, dass damit ¢ schon auf ganz V' festgelegt ist. Sei dazu v € V

beliebig, etwa v = Z)‘ivi mit vy,...,v, € B paarweise verschieden und
i=1
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Ai € K\ {0}. Nach Satz (6.2.7) sind die \; eindeutig bestimmt. Aus der
Linearitat von ¢ folgt:

p(v) = Z Nip(v;) = Z Ay, (6.1)

Wegen der Eindeutigkeit der ); ist damit auch ¢(v) eindeutig festgelegt.
Existenz: Benutzen wir die Gleichung (6.1) als Definition fiir ein ¢ : V' —
W, so bleibt nur noch zu priifen, dass das so definierte ¢ auch linear ist

(Ubung). O
Bemerkung.

(i) Man liest Satz a auch so: Jede Abildung f : B — W ldsst sich eindeutig
zu einer linearen Abbildung ¢ : V' — W fortsetzen.

(ii) Die lineare Unabhéingigkeit von B wird in Satz a nur bei der Eindeu-
tigkeit gebraucht; die Tatsache, dass B Erzeugendensystem dagegen
nur bei der Existenz. Somit gilt: Ist B linear unabhéngig (statt Basis),
so gibt es in Satz a mindestens ein solches ¢ (statt genau ein); ist B
Erzeugendensystem, so gibt es in Satz a hochstens ein solches .

Beispiel. V = Rg,B = (61,62,63). Wihle W1 = €2,Wy = —€1,W3 = 0.
Nach Satz a gibt es genau einen Endomorphismus von R? mit e; — w; fiir
1 =1,2,3. Frage: Was fiir eine Abbildung ist das?

Antwort: Sei ¢ die Projektion auf die ej-es-Ebene gefolgt von einer 90°-
Drehung um die e3-Achse. Wir wissen aus vorherigen Beispielen, dass ¢ li-
near ist. Da ¢ auch @(e;) = w; fiir i = 1,2,3 erfiillt, muss es der gesuchte
Endomorphismus sein (weil er eindeutig ist). Die Abbildungsvorschrift lautet:

Satz b. Sei W ein beliebiger nicht-trivialer K -Vektorraum. Eine Teilmenge
B CV ist genau dann eine Basis von V, wenn sich jede Abbildung f : B —
W eindeutig zu einer linearen Abbildung ¢ : V — W fortsetzen lisst.

Beweis. Eine Richtung wurde bereits in Satz a gezeigt. Wir setzen nun vor-
aus, jede Abbildung f : B — W lasse sich eindeutig zu einer linearen Abbil-
dung ¢ : V' — W fortsetzen, und folgern, dass B Basis ist.

Annahme: B ist linear abhéngig, etwa Y ., \;u; = oy mitn € N, vy, ..., v, €
B paarweise verschieden und \; € K \ {0}. Nach Voraussetzung gibt es
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¢ € Hom(V, W) mit ¢(v) # ow und ¢(v;) = ow fir i« = 2,...,n. Dann
folgt ow = @(ov) = (O Nvy) = D Nip(v;) = Ae(vy) # ow. Da dies ein
Widerspruch ist, ist die Annahme falsch, also B linear unabhéngig.

Annahme: B ist keine Basis. Ergénze die linear unabhéingige Menge B zu
einer Basis B’ von V und wéhle ein v € B’ \ B. Dann existieren nach Satz
a mindestens zwei verschiedene Fortsetzungen ¢ von f, ndmlich ein ¢ mit
©(v) = oy und eins mit p(v) # oy . Da dies ein Widerspruch zur Vorausset-
zung ist, ist die Annahme falsch, also B eine Basis von V. n

Ubung a. Es sei ¢ : V — W linear und surjektiv (Epimorphismus). Man
zeige, dass eine lineare Abbildung ¢ : W — V existiert mit ¢ o ¢ = idy.
Hinweis: Ubung 6.4.2 und Satz a.

Ubung b. Es sei ¢ : V. — W linear und injektiv (Monomorphismus). Man
zeige, dass eine lineare Abbildung ¢ : W — V existiert mit ¢ o ¢ = idy.
Hinweis: Ubung 6.4.2 und Satz a.

6.4.5 Monomorphismen und Epimorphismen

Es seien V, W zwei beliebige K-Vektorraume und ¢ € Hom(V, W).
Satz. Es sei B eine beliebige Basis von V.
(i) Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. ¢ ist Monomorphismus.

2. Fiir jede Teilmenge M C 'V gilt:
M linear unabhingig = @(M) linear unabhdngig.

3. @(B) ist linear unabhingig und p|p ist injektiv.
In diesem Fall gilt dimV < dim W.
(ii) Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. ¢ ist Epimorphismus.

2. Fiir jede Teilmenge M C 'V gilt:
M erzeugt V.= (M) erzeugt W.

3. (B) ist Erzeugendensystem von W.
In diesem Fall gilt dim V' > dim W.
(11i) Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. ¢ st Isomorphismus.
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2. Fiir jede Teilmenge M C 'V gilt:
M Basis von V- = o(M) Basis von W.

3. ¢(B) ist Basis von W und ¢|p ist injektiv.
In diesem Fall gilt dimV = dim W.
Beweis.

(i) 1. = 2. wurde bereits in Ubung 6.4.3iv gezeigt.
2. = 1. Sei p(v) = ow,v € V. Wir zeigen v = oy. Dann ist nachge-
wiesen: ¢ ist injektiv, d.h. Monomorphismus. Wende 2. mit M = {v}
an. Da (M) = {ow} linear abhéngig ist, ist auch M = {v} linear
abhingig, d.h. v = oy.
3.= 1. Sei p(v) = ow,v € V. Wir zeigen v = oy; dann ist ¢ Mo-
nomorphismus. Schreibe v = > " A\jv; mit n € N, vy,...,v, € B
paarweise verschieden und )\; € K. Da ¢|p injektiv ist, sind auch
o(v1), ..., ¢(v,) paarweise verschieden. Da p(B) linear unabhéngig ist
und oy = p(v) = D7 Nip(v;), sind alle \; = 0, also v = oy.
1.A2.= 3. ist trivial.
Nach Ubung 6.4.3vi ist fiir injektives ¢: dim V = dim (V) < dim .

(ii) als Ubung.

(iii) 1.« 3. und 1.= 2. folgen aus i) und ii).
2.= 1. folgt aus i) und ii) zusammen mit Basiserginzung und Basis-
auswahl (Details als Ubung).
Die Dimensionsgleichung folgt auch aus i) und ii).

Ubung. Sei V endlich-dimensional.
(i) »lp injektiv < |@(B)| = |B|.

(ii) ¢ injektiv < fir alle U < V gilt dimp(U) = dimU < dimp(V) =
dim V.

Beispiel.

(i) Im R? sind Drehungen um o und Spiegelungen an Ursprungsgeraden
stets [somorphismen.

(ii) Die Projektion ¢; aus Beispiel (6.4.2)(ii) ist Epimorphismus, aber kein
Monomorphismus.
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(iii) Die Codierungsabbildung g : Fs — F? (vgl. 6.3.3) ist ein Monomor-
phismus, aber kein Epimorphismus.

(iv) Koordinatenabbildungen (kg : V — K™) sind stets Isomorphismen.

(v) Mit ¢ Isomorphismus, ist auch ¢! linear (Ubung) und somit Isomor-
phismus.

(vi) Die Transpositionsabbildung
LTI L gm g, A
ist ein Isomorphismus.
(vii) Fir ¢ € Hom(V, W) gilt: ¢ Monomorphismus < ¢ : V' — (V) Iso-

morphismus.

6.4.6 Endlich-dimensionale Vektorriaume

Es seien V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume und ¢ € Hom(V, W).
Definition.

Rg ¢ := dim(Bild ¢) Rang von .
Def ¢ := dim(Kern ¢) Defekt von .

Beispiel. Die Projektion ¢; aus Beispiel (6.4.2)(ii) hat den Rang 2, da das
Bild gleich R? ist, und den Defekt 1, da der Kern die Gerade (e3) ist.

Bemerkung a.

(i) Rgy < dimW, und Rgy = dim W < ¢ Epimorphismus.
(ii) Def ¢ < dim V', und Def ¢ = 0 < ¢ Monomorphismus.
(iii) Rgy < dimV und Rgy = dim V' < ¢ Monomorphismus.

Im Spezialfall dim V' = dim W = n ergibt sich:
Rgy =n < Def ¢ = 0 & ¢ Isomorphismus,

d.h. die Begriffe Monomorphismus, Epimorphismus und Isomorphismus sind
in diesem Fall dquivalent.
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Beweis. (i) und (ii) sind unmittelbar klar aus den Definitionen der Begriffe.
(iii): Es sei B eine beliebige Basis von V. Da ¢(V') von ¢(B) erzeugt wird,
gilt dim (V) < |¢o(B)| mit Gleichheit genau dann, wenn ¢(B) Basis von
(V) ist. Weiter ist |p(B)| < |B| = dim V' mit Gleichheit genau dann, wenn
¢|p injektiv ist. Also dim (V') < |p(B)| < |B| = dim V' mit

dim¢(V) = dim V' < dim (V) = [o(B)| A |¢(B)| = | B
< p(B) Basis von (V) A ¢|p injektiv.
Nach Satz 6.4.5 ist letzteres dquivalent zu ¢ : V. — (V') Isomorphismus,

bzw. zu ¢ : V. — W Monomorphismus.
Im Fall dim V' = dim W = n ergibt sich:

Def o =0 (<Z——Z>) © Monomorphismus (4@ Rgo=n g ¢ Epimorphismus.

Satz. V=W < dimV =dim W.

Beweis. = wurde schon in Satz (6.4.5) (iii) gezeigt. Sei nun dim V' = dim W =
n. Wiahle beliebige Basen {vy,...,v,} von V und {wy, ..., w,} von W. Nach
Satz (6.4.4) gibt es eine lineare Abbildung ¢ : V' — W mit v; — w; fir
i=1,...,n. Nach Satz (6.4.5) (iii) ist dieses ¢ ein Isomorphismus. O

Folgerung. V = K", wobei n = dim V. Jeder Isomorphismus V. — K"
st die Koordinatenabbildung kg bzgl. einer geeigneten geordneten Basis B
von V.

Beweis. Wegen dim V' = dim K" folgt V' = K" aus dem Satz. Es sei ¢ :
V — K™ ein beliebiger Isomorphismus. Dann ist auch ¢=! : K™ — V ein Iso-

morphismus (Beispiel 6.4.5). Da {ey, ..., e,} eine Basis von K" ist und ¢!
ein Isomorphismus, ist nach Satz (6.4.5) {¢ " (e1),..., ¢ (e,)} eine Basis
von V. Fiir die geordnete Basis B := (¢ (e1),...,¢ (e,)) und die Ko-
ordinatenabbildung xp gilt dann xp : ¢ !(e;) — ¢; fiir ¢ = 1,...,n. Die

linearen Abbildungen kg und ¢ stimmen also auf den Basiselementen von
B iiberein. Laut Satz (6.4.4) handelt sich daher um dieselben Abbildungen,
d.h. kg = . [

Bemerkung b. Die Folgerung ist von grofier Bedeutung. Auf Grund dieser
Tatsache lassen sich ndmlich sdémtliche Rechnungen in endlich-dimensionalen
Vektorrdumen auf Rechnungen in K™ zuriickfithren (via Koordinatenabbil-
dungen).

Beispiel.
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(i) C = R? (als R-Vektorraum).
(i) R?*2 = R%

(iii) R™m = Rmm o Rmxn,
)

(iv) KV~ Kn.

6.4.7 Hom(V, W) als Vektorraum
Es seien V und W zwei K-Vektorraume.

Satz. Die Menge Hom(V, W) wird selbst zu einem K - Vektorraum, wenn man
Addition und skalare Multiplikation punktweise definiert, d.h.

(o + ) (@) = p(z) + (),
(Ap)(@) := Ap().

Beweis. Zunéchst ist Abb(V, W) mit punktweiser Addition und punktweiser
skalarer Multiplikation ein K-Vektorraum. Es bleibt zu zeigen, dass die Teil-
menge Hom(V, W) C Abb(V,W) die Unterraumbedingungen erfiillt. Man
rechnet leicht nach, dass mit ¢, 1 linear auch ¢ 4+ ¥ und Ap wieder linear
sind (Ubung). O

Frage. Welche Dimension hat Hom(V,W)? Wie sieht eine Basis aus?

6.4.8 Der Endomorphismenring

Bemerkung. Die Komposition von linearen Abbildungen ist wieder line-
ar. Genauer, sind U, V,W drei K-Vektorraume, ¢ € Hom(V,W) und ¢ €
Hom(U, V), so ist ¢ o ¢ € Hom(U, W).

Beweis. Ubung. [

Wir betrachten nun End(V) = Hom(V, V) fir einen K-Vektorraum V.
Gemafl Satz (6.4.7) ist End(V) selbst ein K-Vektorraum mit der punktwei-
sen Addition und skalaren Multiplikation. Im Falle von End(V') haben wir
zusétzlich noch die Verkniipfung o (Komposition).

Satz. (End(V),+,0) ist ein Ring. Die neutralen Elemente sind die Nullab-
bildung (0:V — V,v — 0) und die Identitit (1 = idy ).

Definition. (End(V'),+,0) wird der Endomorphismenring von V genannt.
Die Einheitengruppe Aut(V') := (End(V)*, o) heiit Automorphismengruppe,
deren Elemente Automorphismen.
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6.5 Lineare Abbildungen und Matrizen

In diesem Abschnitt werden alle Vektorrdume als endlich-dimensional und
nicht-trivial und vorausgesetzt, also 0 < dim < co. Mit Basen sind immer
geordnete Basen gemeint und wir bezeichnen diese mit A, B,C, .. ..

Ist B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis von V und ¢ € Aut(V), so be-
zeichne ¢(B) das Tupel (p(v1),. .., ¢(v,)). Man beachte, dass die Zuordnung

Aut(V) — {geordnete Basen von V'}, ¢ +— ¢(B)

eine Bijektion ist (das folgt aus den Sétzen 6.4.4 und 6.4.5).

6.5.1 Die Abbildungsmatrix

Es seien V und W zwei K-Vektorraume mit dimV = n und dim W = m und
mit den geordneten Basen A = (vq,...,v,) von V und B von W.

Definition. Die Abbildungsmatriz von ¢ bzgl. A und B ist definiert als
M</7 = BM(? = (817"'a8n>7 S = /{B(SO(Ui))'

Ist V=W und A = B, so sagen wir kurz Abbildungsmatrix bzgl. A und
schreiben M;D“ statt AM, S;f‘. Wir verwenden die Schreibweise M,,, wenn A und
B fest gewahlt sind.

Bemerkung a. Die Abbildung
M Hom(V, W) — K™ ¢ — 5 M

ist ein K-Vektorraum-Isomorphismus. Insbesondere hat Hom(V, W) die Di-
mension nm.

Beweis. Nach Satz 6.4.4a wird ¢ ein-eindeutig durch das Tupel p(A) =
(p(v1),...,9(v,)) beschrieben. Da kg bijektiv ist, wird ¢(A) wiederum ein-
eindeutig durch 8 M;,“ beschrieben. Die Abbildung 2M# ist somit eine Bijek-
tion und, wie man leicht nachrechnet, auch linear: # M;‘W = BM;‘ + BM{;‘
und PMZ = ABML O

Satz. Die Abbildungsmatrix BM;‘ st die eindeutige Matrix M € K™ ™ mit
der Figenschaft

kg(p(v)) = M - k4(v) fiir allev €'V, (6.2)
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Bemerkung b. Eine dquivalente Formulierung der Bedingung (6.2) ist:
KBO W= ppoka bzw. @ =Kz 0Py oka.

(Diagram siehe Vorlesung.)

Beweis des Satzes. Laut Satz 6.4.4a ist die Bedingung (6.2) dquivalent dazu,
dass kg(p(v;)) = M - ka(v;) fiir alle Basisvektoren v; aus A gilt. Fiur 1 <
i < nist aber Mr4(v;) = Me; = i-te Spalte von M, und, per Definition,
kB(@(v;)) = s;. Somit ist (6.2) Aquivalent zu M =M. O

Im folgenden Beispiel wird dargestellt, wie die Abbildungsmatrix das ef-
fektive Rechnen mit der linearen Abbildung mittels Koordinaten erlaubt.

Beispiel. Es bezeichne £ die Standardbasis von K", d.h. £ = (eq,...,e,).
Dann ist die zugehorige Koordinatenabbildung xe : K™ — K™ die Identitét.

(i) Wie lautet die Abbildungsmatrix Sy der Spiegelung von R? an der e;-
Achse bzgl. £7 Wir haben € = (ey,e3) = (<(1)> : <(1)>) Die Spiegelung
an der e;-Achse ist eine lineare Abbildung oy : R? — R? mit den
Bildern der Basisvektoren og(e;) = e; und og(es) = —ey (Zeichnung
siehe Vorlesung). Die Koordinatenvektoren dieser Bilder lauten

relanlen)) = oulen) = (g) - meton(en) = autes) = (2}

. 1 0 a a a
also ist Sy = 5]\/[50 = (0 _1>. Probe: 00((b)) = (—b> =3, - (b)

(i) Wie lautet die Abbildungsmatrix R, der Drehung von R? um «a gegen
den Uhrzeigersinn? Diese Drehung ist eine lineare Abbildung p, : R? —
R? mit den Bildern der Basisvektoren p,(e;) = cosa - e; + sina - ey
und p,(e2) = —sina - ey + cosa - es (Zeichnung siehe Vorlesung). Die
Koordinatenvektoren dieser Bilder lauten

sin « CcoS o

ke(paler)) = paler) = (COS a) ,Ke(palez)) = palez) = (_ sin a) ,

. _eage _ [cosa —sina
also ist R, = M; = sina cosa

a acosa — bsina a
Probe: pa((b)> _ <asina—|—bcosa> - Ra . <b)
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(iii) Essei A € K™ Fiir o4 : K" — K™, 2 — A-x ist

‘ME, = A
(iv) Betrachte ¢ = idy. Fiir jede Basis B von V ist

BMB

idy = En, wobein=dimV.
(v) Es sei
V = Pol,(R) = {a,x" + ... + a1x' + ag | ag, ..., a, € R}

V ist R-Vektorraum der Dimension n+1 mit Basis A = (1,x,x?, ..., x").
Die Ableitungsabbildung

diff : V-V, f—f

ist linear (vgl. Beispiel (6.4.2)(vii)). Wir bestimmen die Abbildungs-
matrix von diff beziiglich A. Die Bilder der Basisvektoren sind

diff ( Z) 0 falls i = 0,
iff(x*) = 4
ixt—1 falls i > 0.

Ubersetzt in Koordinaten bzgl. A bedeutet das

010 -+ 0
0 2
Mgg=1: % 0 € RHDx(n+1),
.o
000 -+ 0

Probe: Fiir p = a,x" + ... + a;x +ag € Pol,,(R) ist p’ = na,x"'+...+
2a9X + a;. Also wie gewiinscht

aj
2@2 ag

ra(p') = : = Mg - | ¢+ | = Maig - ka(p).
na, a,
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6.5.2 Berechnung von Kern und Bild

Bemerkung. Es seien Basen A von V und B von W fest gewéhlt mit zu-
gehorigen Koordinatenabbildungen x4 und kg.

(i) ka(Kerng) = Lo(M,) bzw. Kernp = r;' (Lo(M,)).
(ii) xp(Bild p) = SR(M,,) bzw. Bildp = k5" (SR(M,,)).
(iii) Rgy = Rg M, und Def ¢ = Def M.,
Beweis. Wir zeigen exemplarisch die Aussagen iiber Kern ¢ und Def ¢, die
Aussagen iiber Bildg und Rg¢ gehen dhnlich. (i): Die Aussage ist v €

Kerny & ka(v) € Lo(M,). Das folgt aus der Injektivitdt von kg und der
Bedingung (6.2):

p(v) =04 kp(p() =0 Mra(v) =0.

(iii): Als Monomorphismus erhilt x4 die Dimension von Unterrdumen (Ubung
6.4.5 oder Bemerkung 6.4.6iii). Daher folgt aus (i):

Def ¢ = dim(Kern ) = dim(Lo(M,)) = Def M,,.

Folgerung. Fiir ¢ € Hom(V, W) gilt stets: Rg ¢ + Def p = dim V.

Beweis. Wegen Teil (iii) der Bemerkung folgt dies aus der entsprechenden
Gleichung fiir Matrizen aus Satz (6.3.1). O

Beispiel. Wir berechnen mittels Koordinaten Kern und Bild der Ableitungs-
abbildung

diff : Pol,,(R) — Pol,(R), f — f'.
Wir withlen als Basis A = (1,x,x?,...,x"). Fiir die Koordinatenabbildung

Kk gilt dann ky(x') = e;4q fiir i = 0,...,n. Die Abbildungsmatrix von diff
bzgl. A wurde in Beispiel (6.5.1) bestimmt und lautet

1 0
0
c RO+X(n+1)

- O N O
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Man sieht sofort

1 1 0 0
0 0 2 :

Lo(Mg) = ([ .|), wnd SR(M,)=(|.|.|.]: n ),
0 0 0 0

also Lo(M,) = (e1) und SR(M,) = (e, ..., e,). Riickiibersetzt in Vektoren
aus Pol,,(R) bedeutet das

Kern(diff) = (k' (e1)) = (1) = {ao | ap € R} (konstante Polynome)
Bild(diff) = (k' (e1), ..., k4 (en)) = (1, x, ..., x" 1)
= {ao + o X+ ...+ an,lxn_l ’ a; € R}

Man sieht Rg(diff) = n und Def(diff) = 1, die Gleichung Rg(diff)+Def (diff) =
n + 1 = dim Pol,,(R) ist also erfiillt.

6.5.3 Der Produktsatz

Es seien o : V — W und ¢ : U — V zwei lineare Abbildungen zwischen K-
Vektorraumen. Von U, V, W seien die geordneten Basen A, B, C fest gewéhlt.

CApfA _CpagB . BarA
Satz. M7, =“Mj - "M

Beweis. Man beachte, dass stets 4 0 op = @ap sofern das Matrixprodukt
AB existiert. Damit ergibt sich

—1 —1
gpoqp:fﬁc O Ym, OKBOKg OY,OKA

= rig' 0 (pu, ©Pu,) © K = Kg' © Par i, © K.
Aus Satz 6.5.1 folgt Moy = M, - My. O

Folgerung a. Fulls dimV = dimW (d.h. CMf quadratisch) ist, so ist ¢
genau dann ein Isomorphismus, wenn M, regulir ist. In diesem Fall gilt
BysC  _ (CasBy-1
Mg, = (“MZ)~.

Beweis. Es sei dimV = dimW = n, d.h. M, eine n x n-Matrix. Nach den
Bemerkungen (6.4.6) und (6.5.2)(iii) ist ¢ genau dann ein Isomorphismus,
wenn Rg M, = Rg ¢ = n. Nach Satz 5.4.3 zusammen mit Satz 5.3.5 hat eine
quadratische Matrix genau dann vollen Rang (hier: Rg M, = n), wenn sie
regular ist.

Sei nun ¢ ein Isomorphismus. Aus dem Produktsatz und Beispiel (6.5.1)(iv)
folgt € M5 - BMg_l =CMG = E,, also (CMS)™' = BMg_l. O
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Folgerung b. Der Vektorraum-Isomorphismus
PMP :End(V) —» K™, ¢ PMP?
st auch Ringisomorphismus. Die Einschrdnkung
BMB : Aut(V) — GL,(K), ¢+ BMf
1st Gruppenisomorphismus.

Beweis. Um zu sehen, dass M ein Ringhomomorphismus ist, sind M;q = F,,,
Mgy = M, + My, und Moy = M, - My zu priifen. Alle drei Bedingungen
wurden bereits gezeigt (die letzte durch den Produktsatz).

Die Einschrédnkung eines Ringisomorphismus auf die Einheitengruppen
ist stets Gruppenisomorphismus. O

Beispiel a. Es sei 0, : R? — R? die Spiegelung an der um den Winkel
a gegen den Uhrzeigersinn gedrehten e;-Achse (Zeichnung siehe Vorlesung).
Wie lautet die Abbildungsmatrix S, von o, bzgl. £7 Idee: Wir schreiben
0, als die Komposition p, o 0y o p_, und verwenden den Produktsatz. Die
Abbildungsmatrizen von p, und oy sind bereits aus Beispiel (6.5.1) bekannt.
Es ergibt sich:

So=M,, =M, My, -M, =Ry So-R_q

_ [cosa —sina 1 0 cosa  sin«
sine  Cos « 0 —1 —sina  cos o

((:032 a—sin®a  2sinacosa )

2sinacosa sin?a — cos? a

T _

T _ V3
6 =7

% und cos 30° = cos 5

Fiir « = 30° erhalten wir wegen sin 30° = sin

die Matrix 5300 = % (\}g f) .

cosa —sino

Beispiel b. Da p, bijektiv ist, ist R, = | .
sina cosa

) invertierbar. Die
Umkehrabbildung von p, ist p_,, folglich

-1 1 _ _ [ cosa  sina
R, = (Mpa) = ]\4p¢f1 = Mpfa =R ,= <_ SN cos a) :
Man beachte, dass die Gleichung R, - R_. = E, #quivalent ist zu: sin® a +

cos?a = 1.

Ubung. Warum gilt die Gleichung o, = oy 0 p2,? Man berechne daraus S,
mit Hilfe des Produktsatzes. Wie ist das Ergebnis im Vergleich zu Beispiel a
zu interpretieren?
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6.5.4 Die Basiswechselmatrix

Es seien A, B zwei geordnete Basen von V', 0 < dimV =n < oco.

Definition. Die Matrix BM;&‘V wird Basiswechselmatriz oder Basistransfor-
mationsmatriz von A zu B genannt, geschrieben BT,

Bemerkung.

(i) In den Spalten von 5T stehen die Basisvektoren aus A, geschrieben
in Koordinaten bzgl. B. Kurz: In den Spalten stehen ,,die alten Basis-
vektoren bzgl. der neuen Basis®.

(ii) BTA ist die eindeutige Matrix T € K™ mit der Eigenschaft rxz =
©T O KA, d.h.
kp(v) =T - Kka(v) firalleveV.

(iii) Es gilt AT? = (BTA4)~1,
(iv) Fiir jedes ¢ € Aut(V) gilt P ME = BT#®),

Beweis. Die Aussagen ergeben sich aus der Definition und den Bemerkungen
(6.5.1), sowie aus Folgerung 6.5.3a:

ATE = AME = M) = CM) ™ = (BTA)

Folgerung. Fir festes B ist folgende Abbildung eine Bijektion:
{geordnete Basen von V} — GL,(K), A BT,

Beweis. Nach Teil (iv) der Bemerkung sind die Zuordnungen Aut(V) —
GL,(K),¢ +— BMf und ¢ — BT%®) identisch. Die Aussage folgt aus der
Tatsache, dass sowohl Aut(V) — GL,(K),¢ — PMZ als auch Aut(V) —
{geordnete Basen von V'}, o — ¢(B) bijektiv sind. (Diagram siehe Vorle-
sung.) O

Beispiel. Es sei V = R?. Wir betrachten die Basen A = £ = (ey, e3) und
B = (v,v9) = ((;) : (_12)) Dann gilt:

-1

1 -2 1 -2 1

._ AmB B A -1 -
T.—T—(2 1), 77 =T —(2 1> ==z
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-1

3 > bzgl. B mittels Basiswech-

Wir bestimmen die Koordinaten von v := (

selmatrix. Es gilt k4(v) = (_1), also Teil (ii) der Bemerkung

3

ao=rrtsan=3 (D ()50 )

Per Definition ist xkp(v) = ( 2 ) gerade der Losungsvektor der Gleichung

Avy + pvg = v. Das liefert uns die Probe: 1-v; +1-vy = v.y/

Anmerkung: Natiirlich kann r(v) als Losung des linearen Gleichungssys-
tems Av; + pwy = v auch direkt (ohne Verwendung von Basiswechselmatri-
zen) bestimmt werden. In Matrixschreibweise lautet dieses Gleichungssystem
T - ( A ) = ( _31 ), d.h. die Basiswechselmatrix taucht auch hier wieder

14
auf.

6.5.5 Der Basiswechselsatz

Es seien A, A’ geordnete Basen von V und B, B’ geordnete Basen von W.
Satz. Fir jede lineare Abbildung ¢ -V — W gilt:
B arA _ BB BysA ApA
M7 =717 -"MZ -1,
Beweis. Nach Definition (6.5.4) und Satz (6.5.3) gilt

BB BasA ApA _ B j3sB
T8 BMA AT =B B

BarA ApgA _ B jgA
SBMAAME =P M,

_ B asA
idy idyopoidy — Mgo .

[]

Beispiel. Wir betrachten die lineare Abbildung ¢4 : R? — R? mit A =

~3/5 4/5\ ... . o o
( 4/5 3/5). Wir haben “MZ = A (vgl. Beispiel (6.5.1)(iii)). Frage: Gibt

es eine Basis B so, dass BMg ' besonders  einfach® wird? Dies ist in der Tat

der Fall fiir die Basis B = (v, vy) = ((;) : (_12) ), wie folgende Rechnung

zeigt. Aus Beispiel (6.5.4) wissen wir

1 -2 171 2
ATB _ BpA _ 1
re(y V) reg(L D)
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Nach obigem Satz gilt folglich
171 2\1/-3 4 1 -2
ByjB _ BpA AprA ApB _ * L
e, ert g o= (G )5 (7))
_ 15 10y /1 =2y _1
“25\10 =5)\2 1) 5
(1 0
- \0 —-1)/°

Die Abbildung ¢4 ist also eine Spiegelung an der v;-Achse! (Bild siche Vor-
lesung.) Wie man die ,richtige* Basis B systematisch auffindet, werden wir
erst spéater sehen, im Kapitel iiber Eigenvektoren.

6.5.6 Ahnliche Matrizen

Wir betrachten den Basiswechselsatz im Fall von Endomorphismen. Es seien
dazu A, B Basen von V und ¢ € End (V). Wir schreiben fiir AMZ' kurz M.
Dann liefert der Basiswechselsatz

MZ =T'MJT, mit T =4T".

Dies legt folgende Definition nahe.

Definition. Es seien R ein kommutativer Ring und A, B € R™*". Wir nen-
nen A ihnlich zu B, wenn ein T € GL,(R) existiert mit B = T*AT.

Ubung a. Man zeige, dass die Ahnlichkeit von Matrizen eine Aquivalenzrelation
ist.

Ubung b. Man zeige, dass dhnliche Matrizen denselben Rang haben.

Der Basiswechselsatz 6.5.5 besagt: die Abbildungsmatrizen einer festen
linearen Abbildung beziiglich verschiedener Basen sind &hnlich zueinander.
Folgerung 6.5.4 impliziert ferner: Zwei quadratische Matrizen sind genau
dann dquivalent, wenn sie dieselbe lineare Abbildung beschreiben, nur beziiglich
verschiedener Basen.
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Kapitel 7

Determinanten und
Eigenvektoren

7.1 Determinanten

In diesem Paragrafen seien R ein kommutativer Ring und n € N. Wir be-
trachten quadratische n x n-Matrizen iiber R und bezeichnen mit sq,...,s, €
R™ jeweils die Spalten der Matrix.

7.1.1 Definition und Eigenschaften

Definition. Eine Abbildung D : R™*" — R heifit Determinante, wenn fiir
alle 1 <1i,j7 <nund )\ € R gelten:

o8+ 8 )=D( sy, ) F DS,

Man sagt, eine Determinante ist multilinear (Eigenschaft a) und b)), alter-
nierend (c)) und normiert (d)).

Bemerkung. Ist D : R"*" — R eine Determinante, so gelten:

(ii) D(Sxq),---»Sxm)) =sgn(m) - D(s1,...,s,) fiir alle 7 € S,,.

(ili) D(ex(1)s---€rm)) = sgu(m) fiir alle 7 € S,.

197
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(iv) D(...,0,...) =0.
(v) D(AA) = A\"D(A).
(vi) D(...,si+ASj, .., Sj,...) =D, S0y, S5,

Beweis. siehe Vorlesung. ]

7.1.2 Die Leibniz-Formel

Satz. Fir jedes n € N gibt es genau eine Determinante, geschr.
det : R"™" — R, A det A oder |A|.
Fiir A = (a;;) gilt die Leibniz-Formel:

n

det(A) = Z SgN(T)Ar(1),10n(2),2 " * * Cr(n)n = Z sgn(m) Haﬂ(i)yi.

TESy TESy i=1

Bewers. Eindeutigkeit: Wir zeigen, dass fiir eine multilineare, alternierende
Abbildung D : R™*" — D gilt:

D(A) =Y sgn(m) )1 - - Gr(myn D(Ey). (7.1)

TESR

Aus der Normiertheit folgt dann die Leibniz-Formel. Beweis von (7.1) in der
Vorlesung.

Existenz: Als Ubung zeige man, dass die Leibniz-Formel tatséchlich eine
Determinante definiert. O

Beispiel. Fiir n = 2 ergibt sich
det A = a11Q929 — A12G921 .-

Fiir n = 3 ergibt sich die als Regel von Sarrus (franz. Mathematiker, 1795-
1861) bekannte Formel

det A = a11a920a33 + a12023a31 + Q13021032 — 11023032 — Q12021033 — Q13022031 -

Man zeichne sich zu diesen Formeln ein Bild (siehe Vorlesung)! Achtung: die
Bilder lassen sich nicht auf n > 4 verallgemeinern, da die Leibniz-Formel
dann zu viele Summanden hat.

Ein Beispiel fiir n = 3:

1 2 3
0 1
-1 0

2l=5—-440)—(-34+04+0)=1—(-3) =4.
5
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Folgerung. Es gilt stets det A = det A*. Somit gelten alle Determinantenre-
geln aus (7.1.1) auch analog fiir Zeilen statt fiir Spalten.

Beweis. Wenn 7 die Menge S,, durchliuft, so durchliuft auch 7—! die Menge
S,,. Da ausserdem sgnm = sgn7~! gilt, haben wir nach der Leibniz-Formel
det A=Y sgn(7) [ [y @r—1(:),;- Wenn i die Zahlen 1, ..., n durchléuft, so

TESy
durchlauft fiir festes © € S,, auch 7 (i) genau 1, ..., n, weil 7 eine Bijektion ist.
Also gilt T | ar-1(): = [ iy @Grton(iyr() = [1iy Gin(i)- Dies zeigt det A =
2 e, $80(m) [Ty ax(o)i = det A" 2

7.1.3 Kastchensatz

Satz. Ist A von der Form A = < f)? g ), so gilt

det A = det(B) - det(D).
Beweis. siehe Vorlesung. ]

Folgerung. Obere und untere Dreiecksmatrizen haben als Determinante das
Produkt der Diagonaleintrdge, d.h. det A = aj1a99 - app.

Beweis. Induktion nach n mit dem Kéastchensatz, der im Induktionsschritt
mit einer 1 x 1-Matrix B angewendet wird. O]

7.1.4 Determinante und Gauf3-Algorithmus

Die Regeln b), (i) und (vi) aus (7.1.1) erlauben es, die Matrix wie beim
GauB-Algorithmus auf eine Dreiecksform zu bringen, woraus sich dann die
Determinante leicht ablesen lédsst. Dabei sind sowohl Spalten- als auch Zei-
lentransformationen erlaubt (auch gemischt). Man beachte jedoch, dass der
GauB-Algorithmus im Allgemeinen nur iiber Koérpern funktioniert.

Beispiel.
3 0 =2 1 0 =2 1 -2 0 1 0 0
A=]6 0 1|=3|2 0 1|{=-3/2 1 0(=-3|2 5 0
-9 -2 5 -3 -2 5 -3 5 =2 -3 -1 =2

=(=3)-1-5-(-2) = 30.
Folgerung. Ist R = K ein Kirper, so gilt: det A # 0 < Rg A =n. Also:

GL,(K) = {A € K™"| det A # 0}.
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Beweis. Sind A und A’ GauB-dquivalent, so ist det A’ = Adet A fiir ein \ €
K\{0} (siehe Regeln b), (i), (vi) aus (7.1.1)), also det A = 0 < det A’ = 0.
Wir kénnen daher 0.B.d.A. annehmen, dass A in Zeilenstufenform, also obere
Dreiecksmatrix ist. Eine obere Dreiecksmatrix der Grofie n x n hat offensicht-
lich genau dann Rang n (volle Stufenzahl), wenn alle Eintrdge entlang der
Hauptdiagonalen ungleich 0 sind. Nach der Bemerkung ist das genau dann
der Fall, wenn det A # 0. (Man beachte, dass Korper nullteilerfrei sind.) [

7.1.5 Laplace-Entwicklung

Definition. Es seien A € R"*", 1 < ,j < n. Wir betrachten die (n — 1) x
(n — 1)-Untermatrix M von A, die durch Streichen der i-ten Zeile und der
J-ten Spalte entsteht, also

air 0 Q141 arj+1 - Qip
M= Ai—11 0 Gi—15-1 Ai—1541 " Gi—1qn
Qi1 w0 Qig15-1 il " Gigln

Qp,1 T aanl anJ+1 e Apon

Die Determinante |M| dieser Untermatrix heiit Minor von A zu ij. Weiter
wird der Ausdruck cof;;(A) := (=1)"*|M| Kofaktor von A zu ij genannt.

Satz. Fir alle 1 < 1,7 <n gilt:
det A = Z a; cof i (A) = Z ay; cofy; (A).
k=1 k=1

Die erste Summe nennt man die Laplace-Entwicklung nach der i-ten Zeile,
die zweite Summe nennt man die Laplace-Entwicklung nach der j-ten Spalte.

Beweis. Beweis mit Hilfe des Késtchensatzes (sieche Vorlesung). O
Beispiel.

_11 _21 g le -1 0 1 1 3 4

4 3 1 =-214 3 —-1+(-1)|4 3 -1

9 11 2 -1 1 2 -1 1



7.1. DETERMINANTEN 201

Dabei wurde die 4 x 4-Matrix nach der 2. Spalte entwickelt, und die 3 x 3-
Matrizen jeweils nach der 1. Zeile. Nun ist es sinnvoll, nach gleichen 2 x 2-
Determinanten zu sortieren, bevor diese nach der Formel aus Beispiel (7.1.2)
berechnet werden:

3 -1 4 3
-1 1 2 -1

=2—-6-(—10)+3-6 =2+460+ 18 = 80.

-

s

2 1

7.1.6 Produktsatz
Satz. Es gilt det(AB) = det A -det B fiir alle A, B € R™*".
Beweis. Wir sehen A als fest an und definieren die Abbildung

D:R"™ — R, B det(AB).

Man priift leicht nach, dass D multilinear und alternierend ist. Das liegt dar-
an, dass fiir die Spalten sy, ..., s, von A gilt D(sy,...,s,) = det(Asy, ..., As,),
dass det multilinear und alternierend ist, und dass die Matrixmultiplikation
mit A ebenfalls linear ist (Rechnung als Ubung). Nach (7.1) folgt

D(B) =) sgn() Hbﬂ(i),iD(E).

TESR
Nach der Leibniz-Formel fiir det B gilt somit D(B) = det B - D(E). Wegen
D(B) = det(AB) und D(E) = det(AFE) = det A ist das genau die Behaup-
tung. O]

Folgerung.

(1) Ist A € R™™ invertierbar, so ist auch det A € R invertierbar, und es
gilt det(A™1) = (det A)1.

(i) Ahnliche Matrizen haben dieselbe Determinante.

(111) Die Finschrankung der Abbildung det auf GL,(R) ist ein Gruppenho-
momorphismus

det : (GL,(R),-) — (R*,").

Da alle Abbildungsmatrizen eines Endomorphismus ¢ dhnlich zueinander
sind (vgl. 6(6.5.6)), somit dieselbe Determinante haben, konnen wir diese als
die Determinante von ¢ auffassen.

Definition. Fiir ¢ € End(V) setzen wir det := det M5, wobei B eine
beliebige Basis von V' ist.
(Die Definition ist unabhéngig von der Wahl von B.)
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7.1.7 Cramer’sche Regel und Adjunktenformel
Satz. Es sei A € GL,(R).

a) Cramer’sche Regel:
FEs set b € R™ und s1,...,8, € R" bezeichne die Spalten von A. Die
eindeutige Losung von Ax = b lautet

CCJ"

= det(sy,...,8;-1,0,841,...,8n).
det A (17 y25—15 Yy 9541, 9 n)

b) Adjunktenformel:
Die Inverse von A lautet
1 1

= m (COfij (A))t

Beweis. a) Da A invertierbar ist, existiert eine Losung x von Az = b, d.h.
b=> ", ;s Es folgt

n
det(s1,...,8j-1,0,8j11,--.,8n) = E xidet(s1, ..., 851, 8i,Sj415- -, Sn)
i=1

= z; det A.

b) Der (i, j)-Eintrag von A~! ist der i-te Eintrag x; der Losung von Az = e;.
Nach a) lautet dieser: z; = mdet(sl, <.y 8i-1,€4,Sit1,---,5n). Laplace-
Entwicklung nach der i-ten Spalte ergibt:

1 fi.(A
i = detA(O—i—...—i—1-cofjl-(A)—|-0+...+O):%t(A).
Also A™' = = (cof;(A))". O

Bemerkung a. Die transponierte Matrix der Kofaktoren (cof;;(A));; wird
komplementdre Matriz oder Adjunkte von A genannt, geschr. A oder adj(A).

Beispiel. siehe Vorlesung.

Bemerkung b. Falls die Matrix A ganzzahlige Eintrdge hat, dann liegt
ein Vorteil der Cramer’schen Regel und der Adjunktenformel darin, dass
die Nenner aller im Losungsvektor bzw. in der Inversen auftretenden Briiche
bereits in dem Term m stecken. Die restliche Rechnung kommt ohne Briiche
aus. Insbesondere sind alle Kofaktoren wieder ganzzahlig.

Ubung. Fiir jedes A € R™" gilt AA = AA = (det A)E,,.
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7.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

In dem gesamten Abschnitt seien K ein Korper, n € N, A € K™ V ein
K-Vektorraum mit 0 < dimV =n < oo und ¢ € End(V).

7.2.1 Das charakteristische Polynom

Definition a. Es sei A = (a;;) € K™™. Man nennt

X — a1 —Qa12 T —Qain
—a X —axp - —A2n
det(X - E, —A)=| | . € K[X]
—Ap1 Tt X — Anp

das charakteristische Polynom von A, geschr. x 4.

Beispiel.
2 1 1
i) A=1[11 2 1] eQ¥3 x4=X>-6X2+11X —6¢c Q[X].
1 -1 2

(Rechnung siehe Vorlesung.)

(i) xg, =X —-1)"=X"— X"+ . +(-1)"' X+ (-1
(Rechnung mit Késtchensatz).

Bemerkung.

(i) Das charakteristische Polynom ist normiert vom Grad n, d.h. hat die
Form
xa=X"+ 1 X" 4+ X + .

(ii) Es gilt ¢,,_1 = —Spur(A), wobei Spur(A4) :=aj; + ...+ apy.
(iii) Fiir die Polynomfunktion zu x4 gilt:

Xa(A) =det(AE — A) fiir alle A € K.

(iv) Es gilt ¢g = (—1)"det A.

Beweis. (i) und (ii) ergeben sich aus der Leibniz-Formel, denn X" und X"1
konnen in der Leibniz-Formel nur fiir 7 = id entstehen.



204 KAPITEL 7. DETERMINANTEN UND EIGENVEKTOREN

(iii) folgt aus der Leibniz-Formel und der Tatsache, dass der Einsetzungs-
homomorphismus 7, ein Homomorphismus ist:

n

xa) = (Y sen(m) [ [ ar@) (V) = D sgn(@)(] ] axq.) (V)

TESH =1 TESR i=1
=Y sgn(m) [ [ ari(X) = |AE — AJ.
TESn i=1
(iv) folgt aus (iii), wenn man A = 0 setzt. O

Folgerung. Es gelten
(7’) XA = XAt,
(i1) A, B dhnlich = x4 = XB.
Beweis. (i) Nach Folgerung (7.1.2) gilt det A = det A*. Wegen (XE — A)' =
XE — A' gilt also x, = det(XE — A) = det(XE — A") = yar.
(ii) Angenommen A, B € K™*" sind #hnlich, d.h. es gibt T' € GL,,(K') mit

B = T7'AT. Wir zeigen zunichst, dass dann auch tE—B,zE—A € K[X]"™*"
ghnlich sind:

vE —B=a(T'ET) - T AT =T '2ET — T'AT
=T Y 2ET — AT) = T ' (zE — A)T.

Nach Folgerung (7.1.6) ist somit x5 = det(zE—B) = det(zrE—A) = xa. O

Ubung. Gilt auch die Umkehrung von Teil (ii) der Folgerung?

Wegen Teil (ii) der Folgerung ist folgende Definition unabhéngig von der
Wahl von B.

Definition b. Dann heifit x,, := x5 € K|[X] das charakteristische Polynom
von ¢, wobei B eine beliebige Basis von V' ist.

Beispiel. Die Drehung p, von R? um « im Uhrzeigersinn hat
detpo =1, X, =X*—2(cosa)X +1.

(Rechnung siehe Vorlesung,.)
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7.2.2 Eigenwerte von Endomorphismen

Definition. Wir definieren fiir jedes ¢ € K den Unterraum
Vie,p) ={veV |pl)=c-v}<W

Wir nennen ¢ einen Eigenwert von ¢, wenn V' (¢, p) # {o}. Ist c ein Eigenwert,
so heifit V' (¢, ¢) der Eigenraum von . Die Vektoren o # v € V(c, ) heiflen
Eigenvektoren von ¢ zum FEigenwert c.

Bemerkung.
(i) Es gilt V(c,p) = Kern(p —c-id) < V.

(ii) Ein Eigenvektor von ¢ ist ein Vektor, dessen , Richtung® sich unter der
Abbildung nicht dndert.

(iii) Die Eigenvektoren von ¢ zum Eigenwert 1 sind genau die von o ver-
schiedenen Fixpunkte von ¢. Demnach ist 1 genau dann ein Eigenwert
von ¢, wenn ¢ Fixpunkte # o hat.

(iv) Die Eigenvektoren von ¢ zum Eigenwert 0 sind genau die von o ver-
schiedenen Elemente von Kern . Demnach ist 0 ist genau dann ein
Eigenwert von ¢, wenn ¢ nicht-trivialen Kern hat.

Beispiel.

(i) Die Spiegelung des R? an einer Ursprungsgeraden hat die Eigenwerte 1
und —1. Der Eigenraum zu 1 ist die Spiegelgerade, der Eigenraum zu
—1 ist die Ursprungsgerade senkrecht zur Spiegelgeraden.

(i) Die Drehung des R? um einen Winkel, der kein Vielfaches von 180° ist,
hat keine Eigenwerte.

Ubung. Welche Eigenwerte haben Projektion und Scherung?

7.2.3 Eigenwerte von Matrizen

Definition. Wir definieren fiir jedes ¢ € K den Unterraum
V(e,A):=V(c,pa) ={z € K" | Az = ca} < K".

Wir nennen ¢ einen Figenwert von A, wenn V' (¢, A) # {0}. Ist ¢ ein Eigenwert
von A, so heiBt V (e, A) der Eigenraum von A zum Eigenwert c. Die Vektoren
0+# v € V(e A) heilen Figenvektoren von A zum Eigenwert c.
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Bemerkung.
(i) V(c,A) =Lo(A—cE) < K"

(ii) Die Eigenvektoren zu 1 sind also gerade die nicht-trivialen Losungen der
Gleichung Az = x, und die Eigenvektoren zu 0 sind die nicht-trivialen
Elemente aus Lg(A).

(iii) ¢ ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn Rg(A — ¢F) < n bzw.
wenn Def(A — cE) > 0 bzw. wenn det(A — cE) # 0.

Beispiel.
. 0 ]. 2 . . . —C 1
(i) A= 1 0] € R* hat keine Eigenwerte, weil A — cE = 1 e
die Zeilenstufenform (1] 1f02 hat, und somit fiir alle ¢ € R den

Rang 2 besitzt. Geometrisch interpretiert beschreibt diese Matrix eine
Drehung um 90° im Uhrzeigersinn.

Fiir die komplexen Zahlen ¢ =1 und ¢ = —i ist 1+ ¢? = 0, also hat die
Matrix A — cE den Rang 1. Uber C besitzt A somit die Eigenwerte 4
und —1.

a1 *

(ii) Eine obere Dreiecksmatrix A = € K™ hat die Ei-
0 Ann,
aj; — ¢ *
genwerte aiq,...,0,,, denn A — cE = hat
0 Apn — C

genau dann Determinante 0, wenn ¢ = a;; ist fiir ein 1 <7 < n.

Die Methode, mittels Gaufl-Algorithmus den Rang von A—cF in Abhéngigkeit
vom Parameter ¢ zu berechnen, kann bei grosseren Matrizen etwas umstandlich
werden. Eine Alternative bietet das charakteristische Polynom (siehe (7.2.5)
unten).

7.2.4 Berechnung der Eigenriume

Bemerkung. Eigenrdume von Endomorphismen und Matrizen héngen of-
fensichtlich zusammen, und zwar iiber Koordinatenabbildungen. Ist B eine
geordnete Basis von V| so gilt fiir jedes ¢ € Endg(V):

ke(Vie,¢)) = Ve, Mf).
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Somit lasst sich die Berechnung von V(c, ¢) stets auf die Berechnung von
V(c, MZ), also auf den Eigenraum einer Matrix, zuriickfithren. Insbesondere
folgt, dass ¢ und Mf diesselben Eigenwerte haben.

Beweis. Da kg ein Isomorphismus ist, und unter Benutzung von kp(@(v)) =
M5 - kp(v), gilt:

ve V()< o) =cvs k(o)) =kp(cv)

& Mf -kp(v) = ckg(v) & Kkp(v) € Ve, Mg).

]

Wir berechnen die Eigenrdume in Beispielen, deren Eigenwerte wir schon
kennen.

Beispiel.

(i) Essei oy die Spielgung von R? an der e;-Achse, von der wir wissen, dass
sie die Eigenwerte 1 und —1 besitzt. Die Abbildungsmatrix von og bzgl.
der Standardbasis lautet A = (é _01) Wir berechnen V(—1,00) =
V(-1,A). Aus

A (-1)E=A+E= (g 8)

liest man V(—1,4) = Lo(A — (-1)F) = { (1)

mutet, ergibt sich als Eigenraum zum Eigenwert 1 also die Ursprungs-
gerade senkrecht zur Spiegelgeraden.

) = (e2) ab. Wie ver-

(i) A= < 0 1) € C?*? hat die Eigenwerte 7 und —i.

-1 0
V(i, A):

()0 2= v (3)
V(—i, A)

()~ ) ) mrcsn=()
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(iii) Es sei o, die Spielgung von R? an der um « gedrehten e;-Achse. Nach
Beispiel 6.5.3 hat o, bzgl. der Standardbasis die Matrix

2 2

g _ cos?2a —sin®a 2sin acos a
@ 2sinacosa  sin® o — cos® «

Als Ubung berechne man den Eigenraum zum Eigenwert 1. (Wir wis-
sen bereits, dass die Spiegelgerade, also die um « gedrehte e;-Achse,
herauskommen muss.)

7.2.5 Eigenwerte als Nullstellen von x

Satz. Die Figenwerte von @ bzw. A sind genau die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms x, bzw. X a.

Beweis. Fir A: Genau dann ist ¢ Eigenwert von A, wenn Ly(A — cE) nicht-
trivial ist, d.h. genau dann, wenn det(A — cE) = 0 bzw. det(cE — A) = 0.
Nach Bemerkung (7.2.1) ist det(cE — A) = xa(c). Somit ist (i) gezeigt.

Fiir : Setze A = Mf fiir eine beliebige Basis B. Per Definition ist x, =
Xa. Nach Bemerkung (7.2.4) haben ¢ und A diesselben Eigenwerte. Damit
ist alles gezeigt. O]

Folgerung.
(i) Es gibt hichstens n verschiedene Eigenwerte von A und von ¢.
(i1) A und A" haben diesselben Eigenwerte.

(i4i) Ahnliche Matrizen haben gleiche Eigenwerte.

Beweis. Das charakteristische Polynom hat Grad n und damit hochstens n
verschiedene Nullstellen. A und A* haben dasselbe charakteristische Poly-
nom. Das gleiche trifft auf &hnliche Matrizen zu. O]

Ubung. Haben A, A* und zu A &hnliche Matrizen auch dieselben Eigenvek-
toren wie A? Wenn nicht, finde man ein Gegenbeispiel.

Beispiel. Wir verifizieren den Satz anhand der bisherigen Beispiele aus
(7.2.3) und (7.2.4):

. 0 1
WA={_1 0

R, zerfillt aber iiber C in x4 = (X +4)(X — 7).

, X4 = X? + 1. Dieses Polynom hat keine Nullstellen in
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(ii) Die Spiegelungsmatrix A = (1) _01 hat x4 = (X —1)(X +1). Dieses
Polynom hat die Nullstellen £1.
aiy *
(i) A = ;X4 = (X —aq1) -+ (X — apy). Dieses Polynom
0 O
hat die Nullstellen aq1, ..., Gu,.

(iv) xg, = (X = 1"
(v) Als Ubung berechne man das charakteristische Polynom der Matrix

g - cos?a —sin’a  2sinacosa
@ 2sinacosa sin? o — cos®

aus Beispiel (7.2.4). (Es muss (X — 1)(X + 1) herauskommen, weil S,
eine Spiegelung beschreibt, und somit +1 die einzigen Eigenwerte sind.)

7.2.6 Vielfachheit von Eigenwerten

Definition. Es sei ¢ ein Eigenwert von A bzw. von ¢. Die Vielfachheit von ¢
als Nullstelle von x4 bzw. x,, wird (algebraische) Vielfachheit von ¢ genannt,
geschr. a.(A) bzw. a.(p).

Die Dimension von V' (¢, A) bzw. V (¢, ¢) wird geometrische Vielfachheit
von ¢ genannt, geschr. g.(A) bzw. g.(¢).

Beispiel a. Wir betrachten die Spiegelung des R? an der e;-e;-Ebene. Der

Eigenraum zum Eigenwert 1 ist die ej-es-Ebene, also 2-dimensional. Somit
hat der Eigenwert 1 die geometrische Vielfachheit 2.

-1

Die Abbildungsmatrix bzgl. (eq, es, €3) lautet

o O

0 0
1 0]. Alsoist x =
0 1
ebenfalls 2.

(x + 1)(z — 1)2, und die algebraische Vielfachheit von 1 ist

=

Die Aussage aus Folgerung (7.2.5) gilt auch, wenn man jeden Eigenwert
mit seiner Vielfachheit zahlt:

Folgerung. FEs gilt stets Y a.(p) < n bzw. Y a.(A) < n, wobei die Summe
tiber alle Figenwerte ¢ gebildet wird.

Bewers. Zahlt man die Nullstellen mit ihrer Vielfachheit, so hat ein Polynom
vom Grad n hochstens n Nullstellen. ]
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Beispiel b. Wir berechnen alle Eigenwerte, Eigenrdume und Vielfachheiten

-3 0 0 -3 0 0
der Eigenwerte von A= | 2 -3 1| bzw. A= 1 -3 1
10 0 2 10 0 2

(Rechnung siehe Vorlesung.)
Satz. Es gilt stets g.(¢) < ac(p) bzw. g.(A) < a.(A).

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir ¢ (die Aussage fiir A folgt daraus, indem
man ¢, betrachtet). Es sei ¢ ein Eigenwert von ¢, und g = g.(¢) sei seine
geometrische Vielfachheit. Wir wéhlen eine geordnete Basis (vy,...,v,) von
V (¢, ¢) und ergénzen diese zu einer Basis B := (vy,...,v,) von V. Dann hat
M = Mf die Form

c 0 X —c¢ 0

M = E * | und XE—M =

0 | B 0 | XE-B

wobei oben links jeweils ein g x g-Block steht. Nach dem Késtchensatz folgt
Xp =det(XE — M) = (z — c¢)9det(XE — B) = (x — ¢)9xp. Nach Definition
der algebraischen Vielfachheit ist somit a.(¢) > g. O

Ubung. Haben A, A und zu A &hnliche Matrizen dieselben geometrischen
Vielfachheiten?

7.2.7 Spiegelungen

Definition. Es sei 1 # —1 in K. Ein Endomorphismus ¢ € End(V') heifit
eine Spiegelung, falls gelten:

(i) 1 und —1 sind Eigenwerte von ¢, und

(i) gr(g) =n—1.
(p ist Spiegelung an V (1, ), der sogenannten Spiegelungshyperebene.)
Bemerkung. Es sei ¢ eine Spiegelung. Wihle 0 # v; € V(—1, ) und wihle
eine geordnete Basis (v, ...,v,) von V(1,¢). Wegen ¢(v1) = —v; # vy ist

vy € V(1,¢). Daraus folgt, dass B := (vy,...,v,) linear unabhingig, wegen
dim V' = n also sogar Basis von V ist. Da alle Basisvektoren Figenvektoren
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sind, ist Mf eine Diagonalmatrix, ndmlich

7.3 Diagonalisierbarkeit

In dem gesamten Abschnitt seien K ein Korper, n € N, A € K™" V ein
K-Vektorraum mit 0 < dimV =n < oo und ¢ € End(V).

7.3.1 Diagonalisierbare Endomorphismen und Matri-
zen

Bemerkung a. Eine Basis A von V' besteht genau dann aus Eigenvektoren
von A, wenn M;f‘ eine Diagonalmatrix ist.

Definition.

(i) ¢ heiBt diagonalisierbar, wenn eine Basis von V' existiert, die aus Ei-
genvektoren von ¢ besteht.

(ii) A heilt diagonalisierbar, wenn A &hnlich zu einer Diagonalmatrix ist.
Ist etwa T~ AT eine Diagonalmatrix mit 7' € GL,(K), so sagt man A
wird durch T diagonalisiert.

Satz. Fir jede Basis B von V gilt:
¢ diagonalisierbar < Mf diagonalisierbar.

Beweis. =: Sei ¢ diagonalisierbar. Wihle eine Basis A von V' aus Eigenvek-
toren und setze T := BTA. Dann ist T‘leT = M;f‘ eine Diagonalmatrix,
also ist Mf diagonalisierbar.

«: Sei ME durch T € GL,(K) diagonalisierbar, d.h. T-'MZT sei eine
Diagonalmatrix. Nach Folgerung 6.5.4 gibt es eine Basis A von V mit BT4 =
T. Dann ist M;f‘ = T‘lMST eine Diagonalmatrix, also ist ¢ diagonalisierbar.

O

Bemerkung b. A ist genau dann diagonalisierbar, wenn ¢4 diagonalisier-
bar ist, also genau dann, wenn eine Basis von K" aus Eigenvektoren von A
existiert.
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Ist A = (vy,...,v,) eine solche Basis aus Eigenvektoren von A, so wird A
durch T := €T diagonalisiert (die Spalten von T lauten vy, . . ., v, ). Genauer:
C1
T AT = , wobei v; Eigenvektor zum Eigenwert c ist.
Cn

Beweis. Dies folgt aus dem Satz, indem man ¢ = ¢4 und B = £ wihlt. Da
v; Eigenvektor von A zum Eigenwert ¢; ist, hat M;;‘A = T~ AT die besagte

Diagonalform. m
-3 0 0
Beispiel a. Ist A= | 2 -3 1| € Q% diagonalisierbar?
10 0 2
0 —1
Aus Beispiel (7.2.6) sind die Eigenvektoren [ 1 | und 0 zum
0 2
0
Eigenwert —3 und | 1 | zum Eigenwert 2 bekannt. Da diese drei Vektoren
5
linear unabhéngig sind, also eine Basis bilden, wird A durch die Matrix T' =
00 —1 2
1 1 0 | diagonalisiert: T-'AT = -3
50 2 -3
Beispiel.

(i) A= ((1) }) € K?*2 nicht diagonalisierbar.

. 0 1
(ii) A = 10

nalisierbar fiir K = C.

€ K**2 nicht diagonalisierbar fiir K = R, aber diago-

Anschaulich beschreibt (i) eine Scherung und (ii) eine Drehung um 90°. Fiir
beides gibt es iiber R keine Basis aus Eigenvektoren.

Beweis. (1) Wegen x4 = (X — 1)? lautet der einzig mégliche Eigenwert 1.
Wire A diagonalisierbar, so giibe es ein T' € GLy(K), mit T71AT =

((1) (1)> = FEs. Daraus folgt aber der Widerspruch A = Fj.

(ii) Nach Beispiel (7.2.4) hat A iiberhaupt keine Eigenvektoren iiber R, also
kann auch keine Basis aus Eigenvektoren existieren. Uber C existieren
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aber die beiden linear unabhéngigen Eigenvektoren _11 zu 7 und

N & S (I WU A
(1)zu 1. Somit gilt T’ AT—(O —i) furT—(_1 1).

7.3.2 Kriterien

Wir beschréanken uns auf Matrizen; fiir Endomorphismen geht alles analog.
Erinnerung an die Vielfachheiten von Eigenwerten. Fiir jeden Eigenwert
c gilt:
1 <ge(A) <a.(A) <n.

Ist [ die Anzahl der verschiedenen Eigenwerte von A, so folgt:
1<) ge(A) <D alA) <n. (7.2)

Satz. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) A ist diagonalisierbar.

(ii) 22c ge(A) = n.

(111) xa zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren und fir jeden Eigenwert ¢ von
A ist g.(A) = a.(A).

Beweis. (ii)<(iil): Wegen (7.2) ist (ii) dquivalent zu > _g.(4) = >, a.(A)
und ) _a.(A) = n. Ersteres ist dquivalent dazu, dass g.(A) = a.(A) fiir
jeden Eigenwert c gilt. Letzteres ist dquivalent dazu, dass x4 vollsténdig in
Linearfaktoren zerfallt.

(i)=-(ii): Sei A diagonalisierbar. Die Basisvektoren einer Basis aus Eigen-
vektoren stammen aus den Eigenrdumen. Jeder Eigenraum liefert hochstens
gc(A) linear unabhéngige Vektoren. Damit folgt n < >°_g.(A) und wegen
(7.2) auch die Gleichheit.

()= (i): Sei Y. gc.(A) = n. Wahle zu jedem Eigenwert ¢ eine Basis B,
des Eigenraums V' (¢, A). Dann ist |B.| = g.(A). Nach folgendem Lemma ist
B := U.B, linear unabhéngig und |B| = ) _g.(A) = n, also B eine Basis aus
Eigenvektoren von A. ]

Ubung.

(i) Eigenrdume zu paarweise verschiedenen Eigenwerten sind disjunkt, d.h.
der Schnitt ist gleich {o}.
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(ii) Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten sind linear un-
abhéngig.

Lemma. FEs seien ¢y, ..., ¢ paarweise verschiedene Eigenwerte von A. Seien
B; € V(¢;, A) linear unabhingig, i = 1,...,1. Dann sind die B; paarweise
disjunkt und By U . ..U By ist linear unabhdngig.

Beweis. Nach Teil (i) der Ubung sind die B; paarweise disjunkt. Angenom-
men Z;”Zl Ajv; = 0 ist eine lineare Abhéngigkeit in B, d.h. vq,...,v,, € B
paarweise verschieden, m > 1, und Ay, ..., A\, € K\ {0}. Durch Zusammen-
fassen der Summanden aus jeweils demselben Eigenraum V'(¢;, A) bekommen
wir eine Summe wy +. . .+w; = 0 mit w; € V(¢;, A). Es sind nicht alle w; = 0,
denn sonst wére fiir dasjenige iy mit v; € B,, die Gleichungen w;, = 0 ei-

ne lineare Abhéngigkeit in B, Somit ist {wy,...,w;} linear abhéingig, im
Widerspruch zu Teil (ii) der Ubung. Also ist die Annahme falsch, d.h. B ist
linear unabhéngig. O]

Beispiel. Wir betrachten die Matrizen aus den Beispielen (7.3.1) erneut.

(i) A= ((1) 1) € K?*? ist nicht diagonalisierbar, obwohl x4 = (X — 1)?

vollstiandig zerfallt. Man rechnet leicht nach, dass ¢1(A) = 1 < 2 =
aq (A) ist.

Die Tatsache, dass x4 vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, ist also
allein nicht hinreichend fiir die Diagonalisierbarkeit von A.

(i) A = (_01 (1)) € R**? ist nicht diagonalisierbar, weil ya = X? + 1
nicht vollstandig zerfillt.
-3 0 0 -3 0 0
(i) Fir A= 2 -3 1]JundB= |1 =3 1] gilt xa = x5 =
10 0 2 10 0 2

(X — 2)(X + 3). Nach Beispiel (7.2.6) ist go(A) + g_3(A) =14+2=3
und go(B) + ¢g-3(B) = 1+ 1 = 2. Somit ist A diagonalisierbar und B
nicht.

Insbesondere sind A und B nicht dhnlich, haben aber gleiches charak-
teristisches Polynom.

7.3.3 Ein hinreichendes Kriterium

Folgerung. Wenn x4 vollstindig in paarweise verschiedene Linearfaktoren
zerfallt, dann ist A diagonalisierbar.
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Beweis. In diesem Fall ist a.(A) = 1 fiir alle Eigenwerte, also offensichtlich

9e(A) = a.(A). Die Aussage ergibt sich also aus Satz (7.3.2). O
01 0 )

Beispiel a. A= [0 0 1 | hat y4 = (X?—2)(X +1). Uber Q zerfillt
2 2 -1

dieses Polynom nicht vollstéindig in Linearfaktoren (v/2 ¢ Q), somit ist A
nicht diagonalisierbar iiber Q.

Uber R dagegen zerfillt das Polynom vollstindig in paarweise verschie-
dene Linearfaktoren (y4 = (X — v2)(X + v2)(X + 1)), somit ist A diago-
nalisierbar iiber R.

Beispiel b. A = (1) _11 € K**?2 hat ya = (X — 1)(X +1).

Ist 1 # —1 (z.B. fir K = Q,R,C oder F, mit p # 2), so zerfillt also xa
in paarweise verschiedene Linearfaktoren, also ist A diagonalisierbar.

Ist dagegen 1 = —1 (z.B. in K =Ty, F},...), so ist das nicht der Fall. Die
Matrix ist auch nicht diagonalisierbar, wie bereits in Beispiel (7.3.1) gezeigt
wurde.

7.3.4 'Triangulierbarkeit
Definition.

(i) @ heiBit triangulierbar, wenn eine Basis von V' existiert, bzgl. der die
Abbildungsmatrix von ¢ eine obere Dreiecksmatrix ist.

(ii) A heifit triangulierbar, wenn A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix
ist.
Ist etwa T~'AT eine obere Dreiecksmatrix mit 7' € GL,(K), so sagt
man A wird durch T trianguliert.

Bemerkung. Fiir jede beliebige Basis A von V' gilt:
¢ triangulierbar & M:OA triangulierbar.

Satz. A ist genau dann triangulierbar, wenn x 4 vollstindig in Linearfaktoren
zerfallt.

Beweis. Sei A triangulierbar, also dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix
D mit den Diagonaleintragen dy,...,d,. Laut Kéastchensatz ist Y4 = xp =
(X —dy)--- (X —d,), wobei dy, .. .,d, die Diagonaleintrige von D sind.
Wir zeigen die Umkehrung mittels Induktion nach n. Der Induktions-
anfang n = 1 ist trivial. Sei nun n > 1 und die Aussage fiir n — 1 be-
reits bewiesen. Es zerfalle x4 vollstéandig, etwa x4 = (X —¢1) ... (X — ¢,).
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Wegen xa(c;) = 0 ist ¢; ein Eigenwert von A. Wihle einen Eigenvektor
vy € K™ von A zum Eigenwert ¢; und ergénze diesen zu einer geordneten

Basis B = (v1,...,v,) von K" Dann hat M5, die Form <%‘%> e K=

mit D € K~x(=D Also (Kistchensatz):
(X —a)(X =) (X =) = xa = xup, = (X —c)xp.
Per Kiirzungsregel (im nullteilerfreien Polynomring K[X]) folgt xp = (X —

c2) (X — ¢,), d.h. xp zerfillt vollstédndig in Linearfaktoren. Nach Induk-
tionsvoraussetzung gibt es S € GL,_1(K) so, dass S™'DS eine obere Drei-

ecksmatrix ist. Setze T := ( (1) g ) € K™ Dann ist detT = det S # 0

Kiastchensatz), d.h. T' € GL,,(K). Weiter ist T = L (1 und
0[St

-1 B o 1‘0 Cl‘* 1‘0

o= (5r5) (515) (o7
_ cl‘* 1‘0 [ a *
~\ 0]SD 0/S /) \0]|sS'DS

Also ist M5, und somit A, triangulierbar. O

Folgerung. Uber C ist jede quadratische Matriz triangulierbar.

Beweis. Der Fundamentalsatz der Algebra. m

7.3.5 Begleitmatrix
Sei f=X"4+a, 1 X" '+ ...+ a1 X + ap € K[X] ein normiertes Polynom.

Definition. Die Begleitmatriz von f ist definiert als

0 0 0 —ao

10 0 —a
Cir) =1 . ‘ :

00 -~ 1 —ap,

Satz. Xc) = f
Beweis. Ubung. [
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7.3.6 Anwendung: lineare rekursive Folgen

Definition. Eine Folge (a,,) in K, die definiert ist durch eine Rekursionglei-
chung
(p = C1Qp—1 + C20p—2 + ... + CrQp_k

sowie durch die Anfangswerte ay, ..., ax_1, heifit lineare rekursive Folge. Das
normierte Polynom

f=XF e X o — g X —
heiBt charakteristisches Polynom der Folge (a,).

Bemerkung. Sei (a,) eine lineare rekursive Folge mit charakteristischem
Polynom f = X¥ — ¢, X1 — . — 1 X — ¢

(i) Es gilt fiir alle n > k4 1:

0 1 0
Ap—k+1 0 0 1 0 Ap—fk Qo
— .. — Cnkarl
(079 0 0 0 1 Ap—1 Ar—1
C, Cp—1 -+ C C
bzw. fir alle n € N:
Qp Qo
—Cn
Apyk—1 Ag—1
(i) €= C(f)" und yo = f.
dy
(iii) Ist C' diagonalisierbar, etwa T7'CT = = Dmit T €
dy,
GL,(K), so folgt
dy
C"=(I'DT Y =TD"T ' =T T
dy;

Daraus ergibt sich eine geschlossene Formel fiir a,,.
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Beispiel (Die Fibonacci-Folge). Wir betrachten die Rekursionsgleichung a,, =
(p_1 + ay_o mit den Anfangsgliedern ay = 0,a; = 1. Das charakteristische
Polynom lautet f = X2 — X — 1. Fiir alle n € N gilt

()= (1) o= (1),

Die Nullstellen von f (Eigenwerte von C) lauten ¢; = 1+2‘/‘F’ und ¢y = 1’2\/5.
Eigenvektoren zu ¢; berechnet man so:
—C; 1 1 1-— C; - 1 1-— C;
C_CiE_(l 1—c,~)w<0 ci—c?—i—l)_(O 0 )’
also v; = ( i 1_ 1 ) Somit ist
L om—1 . C1 0 . . CcC1 — 1 Cy — 1
D:=T CT—(O 02) furT_( 1 ) )
Man berechnet a,, als den (1,2)-Eintrag von C™ = TD"T~':
D" — (C?(Cln— 1) 03(C2n— 1))
€1 &
detT:(Cl—l)—<CQ—1):Cl—CQZ\/g
1 1 1-e¢
-1 2
R e
1
= (ci(cr =11 — ) + c3(ca = 1)1 — 1))
Wegen —1 = f(1) = (1 — ¢1)(1 — ¢2) folgt die Formel
L - = o= | (- Ly
a, = —=(cf —c§) = — — .
7.4 Der PageRank-Algorithmus
7.4.1 Einleitung und Idee
Gegeben seien n Webseiten Sy, ..., .5, die sich untereinander verlinken, wo-

bei wir keine Links einer Seite auf sich selbst zulassen. Wir veranschaulichen
die Situation durch einen gerichteten Graphen ohne Schleifen mit Knoten-
menge {51, ...,95,} und Kantenmenge {S; — ;| S, verlinkt auf S;}. Es sei
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n; die Anzahl der Kanten, die von §; ausgehen. Wir nehmen an, dass n; > 1
fiir jedes 7 (Bemerkung 7.4.4 unten erklart, wie man auf diese Voraussetzung
verzichten kann). Definiere die Link-Matriz L = (l;;);; € R™*™ durch

, {% falls S; auf S; verlinkt und i # j,
’L] = J

0  sonst.

Die j-te Spalte von L enthélt die Links, die von der Seite \S; ausgehen, und
die Spaltensumme ist >  l;; = n; - % = 1 fiir alle 5. In der Praxis ist L
diinn besetzt, d.h. enthélt viele Nullen.

Idee. Die Seiten stimmen selbst iiber ihre Wichtigkeit ab.

1. Ansatz: Jede Seite hat eine Stimme, die sie gleichméssig auf diejenigen
Seiten verteilt, die von ihr verlinkt werden. Das Gewicht (= Wichtigkeit)
der Seite S; ergibt sich dann als die Zeilensumme z; := Z?Zl l;;. Problem:
“Unwichtige Seiten”, die sich gegenseitig verlinken, werden wichtig.
2. Ansatz: Wie 1., aber jede Seite hat genau so viele Stimmen, wie ihrem
Gewicht entspricht. Das Gewicht von S; lautet dann z; := Z;L:1 lijxj. Pro-
blem: Wie wird die Selbst-Reflexivitat aufgelost? Losung: Der Gewichtsvektor
a1

x = : € R™ muss die Bedingung x = Lx erfiillen, ist also Eigenvektor
‘,‘U'I’L

von L zum Eigenwert 1.

Beispiel.

= Lx

o O = O
O O NI
_ o O O
O Ol
DN DN = W

Frage. Gibt es immer einen Eigenvektor zum Eigenwert 17 Gibt es einen
Eigenvektor mit Eintrédgen > 07 Ist er eindeutig?

7.4.2 Markov-Matrizen

Definition. Eine beliebige reelle Matrix M € R™*™ heifit positiv (bzw. ne-
gativ, nicht-negativ, nicht-positiv), geschrieben M > 0 (bzw. M < 0, M > 0,
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M < 0), wenn alle Eintrage > 0 (bzw. < 0, > 0, < 0) sind. Wir definieren
[(M) als die Summe aller Eintrige.

Eine quadratische nicht-negative reelle Matrix M heifit Markov-Matriz,
wenn [(s) = 1 fiir jede Spalte s von M.

Satz. Jede Markov-Matrix M € R™™ hat einen nicht-negativen Eigenvektor
zum Eigenwert 1.

Beweis. Die Matrix M*' hat Zeilensummen gleich 1, also ist : ein KEi-

1
genvektor zum Eigenwert 1. Nach Folgerung 7.2.5 hat damit auch M den
Eigenwert 1.
T
Sei nun M = (a;;);; und © = : € R” ein Eigenvektor von A zum
xn
Eigenwert 1. Wegen x # 0 ist mindestens ein x; # 0. Wir nehmen an, dass
ein z; > 0 (sonst ersetze x durch —z).

Durch Permutieren der Basisvektoren der Standardbasis konnen wir er-
reichen, dass x1,...,2, < 0und x,41,...,2, > 0mit 0 <r <n —1. (Eine
Permutation der Standardbasis ist ein Basiswechsel, der auf A die Anwen-
dung derselben Permutation auf die Spalten und ihrer Inversen auf die Zeilen
bewirkt. So entsteht wieder eine Markov-Matrix.) Wir zerlegen nun M und

x in Blocke M = (%ﬁ) , T = (Z) derart, dass A quadratisch ist und

A und y genau r Zeilen haben. Dann sind A, B,C, D > 0,y < 0 und z > 0.
Aus Mz = x folgt Ay + Bz =y, also I(y) = l[(Ay + Bz) = [(Ay) + I(Bz).
Offensichtlich gilt

(o) =1(-E ) =t + e

Wegen > a;; =1 fiir alle j = 1,...,n ist andererseits

() =2 m) = (e =Sy = 1)

i=1 j=1 j=1 =1 =
Durch Gleichsetzen von [(y) folgt [(Cy) = I[(Bz). Wegen C'y < 0und Bz >0
ist das nur moglich, wenn C'y = 0 und Bz = 0. Man rechnet leicht nach, dass

dann mit (Z) auch (_zy> > 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist. [J
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Beispiel. Die Matrix <(1) (1) zeigt, dass der nicht-negative Eigenvektor x

zum Eigenwert 1 nicht eindeutig sein muss, denn ( (1) ) und ( (1) ) haben

beide diese Eigenschaft.

Das Phanomen tritt z.B. auf, wenn der “Link-Graph” nicht zusammenhéngend
ist. Dann hat die Link-Matrix (bei geeigneter Nummerierung der Seiten) eine
Blockstruktur der Form

7.4.3 Markov-Prozesse

Es sei M eine n x n Markov-Matrix, v € R".
Bemerkung. Fiir alle ¢ > 0 gilt:

(i) v>0= Mv>0

(ii) (M) = 1(v)

Beweis. Als Ubung (die Argumente sind dieselben wie im Beweis von Satz 7.4.2).

[

Satz. Konvergiert die Folge v, Mv, M>v,... in R™ gegen x, so ist x ein Fi-
genvektor von M zum Figenwert 1.

Beweisskizze. Mit Konvergenz in R™ ist “komponentenweise Konvergenz” ge-
meint (das wird in der mehrdimensionalen Analysis genau definiert). Konver-
giert M'v — x, so auch die Teilfolge M1y — x. Andererseits konvergiert
My = M(M%) — Mz (hier wird benétigt, dass v — Muv eine stetige
Abbildung ist). Folglich Mz = z, d.h. x ist Eigenwert zu 1. ]

Definition. Ist M € R™" eine Markov-Matrix und v € R", so wird die
Folge v, Mv, M?v, ... in R™ Markov-Prozess mit Anfangswert v genannt.

Folgerung. Konvergiert der Markov-Prozess v, Mv, M?v, ... — x, s0 ist x
ein nicht-negativer Eigenvektor von M zum Eigenwert 1 mit l[(x) = 1.

Beweisskizze. Aufgrund des Satzes ist x Eigenwert zu 1. Die Aussagen x > 0
und [(z) = 1 folgen aus der Tatsache, dass M*v > 0 und [(M*v) = 1 fiir alle
i > 0 (siehe Bemerkung). O
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Beispiel a. Es sei L die Link-Matrix aus Beispiel 7.4.1. Dann ist

3 7

L'v — — 4 z.B. firv=1] 1}
11 2 I

2 i

Die Interpretation ist die eines “Zufallssurfer”, der sich zu Beginn mit Wahr-
scheinlichkeit v; auf der Seite S; aufhélt, und dann in jedem Schritt zufillig
mit gleicher Wahrscheinlichkeit einen beliebigen Link auf S; verfolgt. Nach
gewisser Zeit hélt er sich mit Wahrscheinlichkeit z; auf der Seite S; auf.

Es gilt sogar

3 3 3 3 3
L—>ﬁ 9 9 9 9 ,alsoLv—>ﬁ 9
2 2 2 2 2

fiir alle Anfangswerte v.

Ubung. Was passiert in dem Modell des Zufallssurfers, wenn man zulésst,
dass eine Webseite keine herausfithrenden Links besitzt (n; = 0)7

Beispiel b. Angenommen zu n; vorhandenen Webseiten erzeugen wir no
neue Webseiten, die sich gegenseitig verlinken, auf die aber sonst kein Link
fiithrt. Insgesamt gibt es also n = ny; + ny Webseiten. In der Praxis ist die
Anzahl der neuen Webseiten immer klein im Verhéltnis zur Gesamtzahl,
d.h. ™~ 1 und ** ~ 0. Der “Link-Graph” zerfillt dann in zwei Zusam-
menhangskomponenten mit n; bzw. ny vielen Knoten. Entsprechend hat die

Link-Matrix L die Blockform (%1 I(/) ), wobel Ly ein n; x ni-Block ist und
2

Lo der ny X no-Block

1 1 0 1
Ly = :
n2—1 :

Sowohl L; als auch L, ist wieder eine Markov-Matrix. Aufgrund der Blockstruk-
tur ist der Eigenvektor zu 1 nicht eindeutig. Z.B. gibt es einen Eigenvektor
0 . . .
zu 1 der Form x = (x> mit xo Eigenvektor von L. Als Gewichtsvektor
2
interpretiert wiirde dieser nur den neuen Webseiten Bedeutung zumessen.
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Das kann nicht passieren, wenn man den Markov-Prozess mit “gleichver-

1
teiltem” Anfangsvektor v = % : bildet. Angenommen v, Lv, L?v, . ..
1
konvergiert gegen x € R". Zerlegt man v = (Z;) und r = (2)
1
mit vy, 21 € R™ vy, 29 € R™2, 50 ist vy = % : und Ug,LQUg,L%Ug,...
1

konvergiert gegen xs. Da Lo Markov-Matrix ist, folgt nach der Bemerkung
I(z2) = l(v2) = "2 = 0. D.h. die neuen Webseiten sind selbst in ihrer Ge-
samtheit gemafl des Gewichtsvektors x unbedeutend.

7.4.4 Positive Markov-Matrizen
Satz. Ist M eine positive Markov-Matriz M, so ist

(1) jeder Eigenvektor zu 1 entweder positiv oder negativ,
(ii) der Figenraum zu 1 ein-dimensional,
(i1i) der Eigenvektor x zu 1 mit l(z) = 1 eindeutig bestimmt und positiv.

Beweis. Wir fiihren den Beweis zunéchst genau wie im Satz 7.4.2 bis zu
der Stelle Bz = 0. Wegen z > 0 folgt daraus B = 0. Eine positive Matrix
enthélt keine Nullmatrix als echte Teilmatrix, daher ist » = 0. Das bedeutet
Z1,...,Z, > 0 bzw. x > 0. Wir haben damit (i) gezeigt (denn z wurde
als beliebiger Eigenvektor zu 1 angenommen und dann entweder x oder —x
betrachtet). Die untenstehende Ubung zeigt, dass daraus (ii) folgt. Somit gibt
es genau einen Eigenvektor « zu 1 mit I(z) = 1. Nach (i) ist > 0. O

1
Beispiel. Die Matrix [ 0 ist eine Markov-Matrix, die keinen po-

QO [ =0 | =

sitiven Eigenvektor zum Eigenwert 1 besitzt.

Ubung. Jeder 2-dimensionale Unterraum von R™ enthélt Vektoren die weder
positiv noch negativ sind.

Bemerkung. Ohne Beweis sei folgende Tatsache erwahnt: Ist M eine posi-
tive Markov-Matrix, so konvergiert der Markov-Prozess Mv fiir jeden An-
fangswert v. Aus Folgerung 7.4.3 ergibt sich, dass der Grenzwert x dann der
eindeutige Vektor aus Teil (iii) des obigen Satzes ist. Da dies auch fiir die
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Anfangswerte e; gilt, konvergiert M* folglich gegen die Matrix, deren Spalten
alle identisch z sind (vgl. Beispiel 7.4.3a).

In der Anwendung macht es Sinn, ein kleines o > 0 zu wéhlen und in der
Link-Matrix zu allen Eintrdgen ¢ zu addieren (und danach die Spalten wie-
der auf Spaltensumme 1 zu “normieren”). Die Interpretation von « ist die
Wahrscheinlichkeit, dass der Zufallssurfer keinem vorhandenen Link folgt,
sondern auf eine beliebige andere Seite wechselt. Die Link-Matrix ist dann
stets positiv (und der Link-Graph zusammenhéngend). Dadurch konvergiert
der Markov-Prozess zu einem eindeutigen Grenzwert unabhingig vom An-
fangswert. Ausserdem kann man auf die Voraussetzung n; > 0 fiir alle j
verzichten.

7.5 Satz von Cayley-Hamilton

Es sei V' in diesem Paragrafen ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit
0 < dimg V =n < co. Weiter seien ¢ € End(V) und A € K™,

7.5.1 Einsetzungshomomorphismus

Definition. Die Abbildungen
Ta: K[X] = K™, A f(A),
7o o K[X] = End(V), ¢~ f(¢)
werden jeweils Finsetzungshomomorphismus genannt.

Bemerkung. Die Einsetzungshomomorphismen sind sowohl Ring- als auch
Vektorraum-Homomorphismen.

Frage. Was ist x4(A) und x,(¢)?
Beispiel.

3 4

=ssrane (3 B) (0 2)- ()= (00

(ii) T2 Q2 - @2,61 e + e, 63 > 2e1 + e, fZXZ—QX—l S @[X}-
Es gilt ¢” = idgz =: id, also f(p) = ¢* — 2¢ — id. Wir berechnen
flp)ler) =... =0,
fl@)e2) = ... =0,

(i) A= (1 2) € Q¥?, f=X?-5X —2¢€ Q[X]. Es gilt A° = Fj, also
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also ist f() =0 (Nullabbildung).

7.5.2 Invariante Unterriaume

Definition. Ein Unterraum U < V heilt invariant unter ¢ bzw. p-invariant,
wenn o(U) CU.

Beispiel.

(i) Die Drehung des R® an der e3-Achse hat die invarianten Unterriume
(e3) (die Drehachse) und (eq, e2) (die Drehebene). Die Abbildungsma-
trix bzgl. (e, ea, €3) hat die Form

110
0| Ry )’
wobei R, die iibliche 2 x 2-Drehmatrix ist (vgl. Beispiel 6.5.1).

(ii) Es sei B = (vi,...,v,) eine geordnete Basis von V. Zerlege M = M5

in Blocke M = ( él g >, so dass A ein r x r-Block ist. Genau

dann ist U := (vy,...,v,) p-invariant, wenn C' = 0. In diesem Fall ist
A= M;T; """ ) Entsprechend ist (Vp41, ..., Uy) genau dann -invariant,
wenn B =

(iii) {o} und V sind stets p-invariant, fiir jedes .

(iv) Seio # v € V beliebig und sei r € N maximal mit (v, o(v), P*(v), ..., " *(v))
linear unabhéngig. Dann besitzt " (v) eine Darstellung " (v) = S27—0 A\ (v)

(vgl. Lemma 6.2.4). Folglich ist

Uy = (v,0(v),...,¢" ' (v))

ein p-invarianter Unterraum. Es hat U, die Dimension » und B =
(v, p(v), P*(v),..., "1 (v)) ist eine geordnete Basis.

Es ist U, der kleinste ¢-invariante Unterraum, der v enthélt. Im Allge-
meinen kann U, = V sein. Falls v ein Eigenvektor ist, so ist U, = (v).

(v) Es sei f € K[X]. Dann ist Kern f(y) ein ¢-invarianter Unterraum
(demn f(2)(0) = 0 = F()(¢(0)) = 9(f()(0)) = (o) = o), 2.B.
fir f =ce K\ {0} ist Kern f(¢) = {o},
fir f =X — cist Kern f(¢) = Kern(¢ — ¢ - id) = V(c, ).
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Frage. Gibt es nicht-triviale ¢-invariante Unterrdume und wie findet man
sie (von moglichst kleiner Dimension)?

Lemma. a) Fir jeden p-invarianten Unterraum U <V gilt x|, |Xo-
b) Fir f,g € K[X] gilt: flg = Kern f(¢) < Kerng(y).

Beweis. a) Wihle eine geordnete Basis von U und ergénze diese zu einer
Basis von V. Dann folgt die Aussage aus Beispiel (ii) und dem Késtchensatz
fiir charakteristische Polynome.

b) Sei h € K[X] mit g = h- f und v € Kern f(¢). Dann ist g() =
(h- [)(@) = h(p) o f(p). Also g(p)(v) = h(e)(f(¥)(v)) = h(p)(0) = o
7.5.3 Satz von Cayley-Hamilton
Wir bestimmen nun Kern x,,(¢).
Lemma. Fiir jedes 0 # v € V ist X, (¢)(v) = 0.

Insbesondere folgt v € U, < Kern x,, ().

Beweis. Es seien alle Notationen wie in Beispiel 7.5.2iv. Die Abbildungsma-
trix von |y, bzgl. B hat die Form

0 e 0 Ao

1 0 - 0 X\

0 . : c KT
0 1 0 Ao

0 0 1 M\_q

Da dies eine Begleitmatrix ist gilt nach Satz 7.3.5:
XGD|UU = X" - )\r,lX“l — ... )\1X — )\0.
Einsetzen von ¢ liefert

(Xw\UU)(SO) =" — )\r71<PT71 — . = A = Ao

Damit ist klar, dass v im Kern von x,,. (¢) liegt:

(Xelo, ) (@) (V) = (" = A1 — o= Ao — Ao) (v)
= (pr(v) - Ar—lSOT_l(U) .. )\1<P(U) — )\0’0 = 0.

Satz. Es gilt stets x,(p) =0 bzw. xa(A) = 0.
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In anderen Worten lautet die Aussage: Kern x,(¢) = V.

Beweis. Wir beweisen nur die Aussage fiir ¢; fiir A folgt sie durch Ubergang
zu p4. Sei 0 # v € V beliebig. Nach obigem Lemma sowie Lemma 7.5.2 gilt:
v € Kern x|, (¢) < Kern x, (). O

Beispiel. V = R3 ¢ = Drehung um 90° um e3-Achse. [siche Vorlesung]
Bemerkung a. dim U, < deg f fiir alle v € Kern f(y).

Beweis. Ist f = a, X"+...+a; X+ap mit a, # 0und f(¢)(v) = a,¢"(v)+.. .+
a1p(v) + agv = 0, so ist (v, (v),...,¢"(v)) linear abhingig, also dim U, <
r=degf. ]

Folgerung. Seix, = fi--- f, mit f; € K[X],deg f; > 1. Seim = max{deg f; | i =
1,...,7r}. Dann existiert ein p-invarianter Unterraum U mit 0 < dim U < m.

Beweis. Fir r = 1 ist m = deg fi = degx, = n und V selbst ein (-
invarianter Unterraum der Dimension n. Wir zeigen die Behauptung fiir
r = 2 (allgemein fithre man Induktion nach n). Sei x, = f - g. Nach Cayley-
Hamilton ist x,(¢) = f(¢) o g(¢) = 0. Wihle ein beliebiges 0 # v € V. Es
gilt f(p)(g(p)(v)) = o. Falls g(¢)(v) = 0, so ist 0 < dimU, < degg < m
nach Bemerkung a. Falls v' := g(¢)(v) # o0 so ist f(p)(v') = o, also 0 <
dim U, < deg f < m nach Bemerkung a. ]

1 2
3 4
A~! mit Hilfe des Satzes von Cayley-Hamilton.

Ubung (Berechnung von A~'). Es sei A = ( ) € Q**2. Man berechne

Wir schliessen mit einer allgemeinen Bemerkung zu invarianten Unterrdumen.
Bemerkung b.

(i) Gibt es einen ¢-invarianten Unterraum U, so besitzt x, einen Teiler
vom Grad dim U (dieser ist Xy, ).

(ii) Ist f ein Teiler von x.,, so ist Kern f(¢) ein invarianter Unterraum
der Dimension > deg f. Es stellt sich heraus (Satz 7.5.4b unten), dass
die Dimensionen von Kern f(y), wobei f die Teiler von x,, durchléuft,
bereits ¢ wesentlich charakterisieren.

(iii) Nicht jeder g-invariante Unterraum U hat die Form Kern f(¢) fiir ein
Polynom f.
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Beweis. (i) wurde in Lemma 7.5.2 gezeigt.

Fiir lineare Polynome f = X — ¢ kennen wir die Aussage (ii) bereits, denn
Kern f(p) ist dann der Eigenraum zu ¢ und seine Dimension ist die geo-
metrische Vielfachheit von c. Bekanntlich ist die geometrische Vielfachheit
> 1 = deg f (kann aber auch > 1 sein). Fiir beliebiges f ergibt sich der
Beweis erst im Rahmen der Normalformtheorie in der Linearen Algebra II.

(iii) sieht man schon am Beispiel der Identiit ¢ = idy, denn dafiir ist
Kern f(p) stets {o} oder ganz V', wihrend es ¢-invariante Unterrdume jeder
Dimension < dim V' gibt. [

7.5.4 Ausblick: Normalformen

In der Linearen Algebra Il werden Normalformen von quadratischen Matri-
zen diskutiert, die eine solche Matrix bis auf Ahnlichkeit charakterisieren.
Wir geben hier eine Zusammenfassung der Resultate ohne Beweise.

Bemerkung. Fiir dhnliche Matrizen A, B € K™*" stimmen iiberein:
(i) Determinante und Spur,

)
(ii) das charakteristische Polynom,
(iii) die Eigenwerte mit algebraischer Vielfachheit,
)

(iv) die geometrischen Vielfachheiten, also der Defekt von A—cE und B—cE
wobei ¢ ein beliebiger Eigenwert ¢ von A ist,

(v) der Defekt von f(A) und f(B) wobei f ein beliebiger Teiler von y 4 ist,
(vi) der Rang von f(A) und f(B) wobei f ein beliebiger Teiler von y 4 ist.
Ubung. Man zeige die letzten beiden Teile der Bermerkung.

Definition. Eine quadratische Matrix A heifit zerlegbar, wenn A &hnlich zu

einer Matrix in Blockform (61 g) mit einer r x r-Matrix A und r > 0 ist.

Anderenfalls heifit A unzerlegbar.
Satz a (Allgemeine Normalform). Es seien A, B € K™,

A
(i) A ist dahnlich zu einer Matriz der Form mit unzerleg-
A,
baren quadratischen Blocken Ay, ..., A,.
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(11) Jede unzerlegbare Matriz A ist dhnlich zu einer Begleitmatriz (zu dem
Polynom x 4).

Ay
Eine 2u A dhnliche Matriz der Form mit Begleitmatrizen
A,

Ay, ..., A, wird allgemeine Normalform von A genannt.

(i1i) Die allgemeine Normalform von A ist bis auf Reihenfolge der A; ein-
deutig durch A bestimmit.

Satz b. Fir A, B € K™" sind dquivalent:
(1) A und B sind dhnlich.
(i1) A und B haben gleiche allgemeine Normalformen.
(11i) xa = xB und Rg f(A) = Rg f(B) fir jeden Teiler f von xa.

11 1

1

.. : . 11

Beispiel. Die Matrizen 11 und 1
1 1

geometrische Vielfachheiten, sind aber nicht @hnlich, weil sie das Kriterium

(iii) aus Satz b fiir f = (X — 1)? nicht erfiillen.

haben gleiche

Ubung. Man folgere aus Satz b, dass A und A* dhnlich sind.

Satz c (Jordan’sche Normalform). Fs sei A € K™*™ und x 4 zerfalle vollstindig
in Linearfaktoren (2.B. K = C). Ist A unzerlegbar, so sind alle Eigenwerte
von A identisch, etwa gleich A € K, und A ist dhnlich zu dem Jordan-Block

A }\ A,
Jn(X) = S FEine zu A dhnliche Matrix der Form
A Ar
mit Jordan-Bldocken Ay, ..., A, wird Jordan’sche Normalform von A genannt.

Die Jordan’sche Normalform von A ist bis auf Reihenfolger der Jordan-
Blocke eindeutig durch A bestimmi.

Als Anwendung der Jordan’schen Normalform kann man zeigen:

Folgerung a. Jede homogene lineare Differentialgleichung tiber C mit gege-
benen Anfangswerten hat eine geschlossene Ldsung.
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Folgerung b. Jede linear rekursive Folge (ay) tber C besitzt eine geschlos-
sene Formel fir a,,.

Beweisskizze. Essei f = X¥—c; X1 —. .. —¢,_1 X —¢;, das charakteristische
Polynom der Folge (a,) und C' die Transponierte der Begleitmatrix von f
(vgl. § 7.3.6). Dann existiert eine Jordan’sche Normalform D von C'. Es reicht
zu zeigen, dass es geschlossene Formeln fiir die Eintrdge von D" gibt. Wir
konnen 0.B.d.A. annehmen, dass D ein einzelner Jordan-Block Ji(A) ist.
Dann kann man zeigen:

@A (At (A
R R PO Rt
00
0 0 0 (F)Am
Fir D = Jy()) ist z.B.
A1 00 AMo2x 10
0 A 10 0 A 2x 1
D = D? =
00 X1 0 0 A 2)
00 0 A 0 0 0 X
A3A2 3N 1 MOAN 6N 4
0 A 32 3 0 A 4N 6A°
D3: D4:
0 0 X 3\ 0 0 At 4x
o o0 o0 N 0 0 0 A



Kapitel 8

Euklidische Vektorraume

In diesem Kapitel sei stets K = R und V sei ein R-Vektorraum.

8.1 Euklidische Vektorraume

8.1.1 Skalarprodukte

Definition. Eine Abbildung (,) : V' x V — R heifit Skalarprodukt auf V
wenn fiir alle A\, 4 € R und v,w € V gelten:

(S1) (v, AMwy + pws) = Mw,wy) + p(v, we),
(52) {v,w) = (w,v),
(S3) (v,v) > 0 fur alle v # o.

Ist auf V' ein Skalarprodukt (,) definiert und ist V' endlich-dimensional, so
heifit V', genauver (V, (,)), ein euklidischer Vektorraum.

Bemerkung. Aus der Definition eines Skalarproduktes folgt sofort:
(1) (Avy + pog, w) = Moy, w) + p(vg, w).
(i) (v,0) = (0,v) =0.
(iii) (v,v) >0, und (v,v) =0 < v =o.

Man sagt, ein Skalarprodukt ist eine positiv definite, symmetrische Bilinear-
form.

Beispiel.

231
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(i) Standard-Skalarprodukt auf R™:

Q) bg

=1

ap b,

Man nennt R”, ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt, den n-
dimensionalen euklidischen Raum. Das Standardskalarprodukt lésst sich
als Matrixprodukt einer Zeile mit einer Spalte schreiben:

(x,y)y =2"-y.

Ist umgekehrt A € R™*™ mit Zeilen zy, ..., 2, und z € R", so gilt

(21, )
A-x= :
(2ms )

m?

(i) Auf dem R-Vektorraum C°([0, 1]) ist ein Skalarprodukt definiert durch

/f

(iii) Ist (,) ein Skalarprodukt auf V und ¢ € End(V) ein Isomorphismus,
d.h. ¢ Aut(V'), so wird durch

(v, w)? = (p(v), p(w))
ein neues Skalarprodukt (, )¢ definiert.

(iv) Unterrdume euklidischer Vektorrdume sind bzgl. der Einschrénkung des
Skalarproduktes wieder euklidische Vektorraume.

Beweis. Die Nachweise, dass es sich um Skalarprodukte handelt, sind eine
leichte Ubungsaufgabe. m

8.1.2 Die Norm (Linge)
Es sei (,) ein Skalarprodukt auf V.

Definition. Die Norm oder Linge von v € V ist definiert als
[ol:= v/ {v,v).

Wir sagen v ist normiert, wenn |v| = 1.
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Bemerkung.
(i) (v,v) = Jo]*.
(ii)) |v| >0, und |v| =0« v=o.

(iii) |Av| = |A| - |v|. Insbesondere ist fop Stets normiert.

a

Beispiel. (i) Die Léinge eines Vektor v = < b

Skalarproduktes ist |v]| = va? + b2

(ii) Die Linge von f € C°([0,1]) bzgl. des Skalarproduktes aus Beispiel
8.1.1ist | f] = [ f2(t)dt.

) € R? bzgl. des Standard-

8.1.3 Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

Satz (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). Fir alle v,w € V' gilt

(v, w)| < o] - [w].
Weiter ist |(v,w)| = |v| - |w| genau dann, wenn (v, w) linear abhingig ist.
Beweis. Die Ungleichung ist dquivalent zu (v, w)? < (v, v)(w, w). Wir zeigen

(v, v)(w, w) — (v, w)2 > 0. Mit A = 1220 gilt:

(w,w)

(v, V){w, w) — (v, w)?* = (w,w)

[
Folgerung. Fir alle v,w € V gilt
(1) (Dreiecksungleichung) |v + w| < |v| + |w].
(i1) (umgekehrte Dreiecksungleichung) ||v]| — |w|| < |v — w].
(iti) (Polarisationsformel) (v, w) = 3(Jv+ w|?* — [v]|* — [w]?).
(iv) (Parallelogramm-Identitit) |v + w|? + v — w|* = 2|v|? + 2|w|>.
Beweis. Ubung. [

Ubung. Gibt es ein Skalarprodukt auf R™ derart, dass fiir alle € R™ gilt:
lz| = >0, || wobel &t = (24, ..., 2,)?
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8.1.4 Winkel

Es sei (,) ein Skalarprodukt auf V. Nach der Cauchy-Schwarz’schen Unglei-
chung ist fiir alle v, w # o stets K29l <1, d.h.

lollw]

[ollwl

Da cos : [0,7] — [—1,1] bijektiv ist, gibt es ein eindeutiges a € [0, 7] mit
(v,w)

COS (¥ = Ttr.
lvlfw]

Definition. Der Winkel zwischen v,w € V\{o}, geschr. Z(v,w), ist das

eindeutige o € [0, 7] mit cosa = m
Zwei beliebige Vektoren v,w € V heiflen orthogonal, geschr. v 1w, wenn

(v,w) = 0.
Beispiel a. Im 2-dimensionalen euklidischen Raum R? (mit Standard-Skalarprodukt)

gilt fiir jeden normierten Vektor v = ( Z ):

cos(Z(v,e1)) = (v, e1) a.

olled

Die Definition des Winkels stimmt also mit der geometrischen Interpretation
iiberein.

Beispiel b. Wir betrachten den R-Vektorraum V = C%([—, 7]) mit Skalar-
produkt

(fig) = %/W f(z)g(x)dx.

Es gelten
N 1.z sin(22)
202 s
H Sl ” ﬂ_\/_ﬂ—Sln (x) L 7_‘_[2 4 ]—7r Y
Mmoo, 1.z  sin(2x)
— der = —[= T.o=1
[ cos | 7T/_WCOS (@)de = —[5 +— —15. =1,
in,cos) = = [ sin(e) cos(o)de =~ [ cos? a7, =0
sin, cos) = — sin(x) cos(x)dxr = —[—=cos*z]" = 0.
’ T J)_x T 2 o

D.h. sin und cos sind normiert und orthogonal zueinander. (Dass das letzte
Integral 0 ist, sieht man ohne Rechnung schon daran, dass sin(z) cos(z) eine
ungerade Funktion ist.)
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Definiere nun s; € V, t € R, durch s;(z) := sin(z — t), d.h. s; ist ei-
ne Phasenverschiebung des Sinus um den Winkel t. Z.B. ist sy = sin, s, =
—sin, /9 = — €08, 5_r/2 = cos. Wir berechnen Z(sg, s;). Mit dem trigono-
metrischen Additionstheorem sin(x — t) = sinx cost — cos zsint ergibt sich

/sinxsin(:z: —t)dx = /(Costsin2 x — sintsinx cos z)dz

. 2 2
— cost(g _ sin( x)) Fsint > Ly C,
also
1 r  sin(2z) . cos’w

(s0,8:) = ;[COSt(§ ——

Also gilt Z(sg,st) = t, d.h. der Winkel stimmt mit der Phasenverschiebung
iiberein.

)+ smtT]’i?T = cost.

Bemerkung.
(i) olw fiir alle v € V.
(ii) (v,w) linear abhéingig < Z(v,w) = 0 oder 7.
(iii) (Pythagoras) Ist v_Lw, so gilt
[v+wl? = [o]* + Jw]®.
Beweis. (i) (o,v) =0 fiir alle v € V.

(ii) Der zweite Teil der Aussage von Satz (8.1.2).

(iii) Die Polarisationsformel.

8.2 Orthogonalitit

Es sei V' in diesem Abschnitt ein euklidischer Vektorraum.

8.2.1 Orthogonalrdume
Definition. Es seienv e V.M CV und U < V.

(i) v heiit orthogonal zu M, geschr. v L M, wenn (v, w) = 0 fiir alle w € M.
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(ii) Der Orthogonalraum zu M ist definiert als

M+ ={veV]vlM}CV.

(iii) Eine Zerlegung v = vg + v; mit vy € U und v; € UL heiBit Orthogonal-
zerlegung von v bzgl. U.
Bemerkung. Esseienv e VM CV und U < V.
(i) M* ist ein Unterraum von V.

(i) M+ = (M)*.

(iii) M N M+ C {o}.

(iv) Existiert eine Orthogonalzerlegung von v bzgl. U, so ist diese eindeutig.
Beweis. Ubung. [
Beispiel.

(i) Im euklidischen Raum R3 ist {v} fiir jedes v # 0 einen Ebene.
(ii) Im euklidischen Raum R™ ist fiir jedes A € R™!: SR(A)+ = Lo(A?Y).

Beweis. (ii) SR(A)L = {s1,...,5}F = {x € R"|st -z = 0} = Lo(4Y)
R™.

LI IA

8.2.2 Orthogonalsysteme
Definition. Ein Tupel (vy,...,v,) mit v; € V und v; # o heifit Orthogo-

nalsystem, wenn vy, ..., v, paarweise orthogonal sind, d.h. v; Lv; falls i # j.
Sind vy, ..., v, zusétzlich normiert, so nennen wir (vy,...,v,) ein Orthonor-
malsystem.

Ist (vy,...,v,) eine Basis von V', so sprechen wir auch von Orthogonalba-

sen bzw. Orthonormalbasen.

Bemerkung. Ein Tupel B = (vy,...,v,) mit v; € V ist genau dann ein
Orthonormalsystem, wenn

1 falls i =7,
<vi7vj> = . .
0 falls i # j.

Lemma. Ist (vy,...,v,) ein Orthogonalsystem und v =Y ., \v;, so gilt fir
jedes 1 < 3 <r:

(v,v;) = Aj{vj, v;).
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Beweis. (v,v;) = (3 r_ Avi,vg) = D> Nivi, v5) = Aj(vj, v5). n

Satz. Set U <V und (uq,...,u,) eine Orthogonalbasis von U. Dann gibt es
fiir jedes v € V' die Orthogonalzerlegung v = vy + vy und es gilt:

vy = Z (v, ) - Uy (8.1)

i1 (wi, u;)

Beweis. Es sei vy wie in (8.1), v; := v — vg. Offensichtlich ist vy € U. Fiir
jedes 1 < 7 < r ist nach dem Lemma, angewendet auf vy:
<U’ uj)

(vo, u;) = () (wj, uj) = (v, uy),

also
(v1,u5) = (v —wo,uj) = (v,u;) — (vo,u;) = 0.

Das bedeutet v; € {uy,...,u 3t = {uy,...,u. 3t = (uy,...,u)yt =U+. O

1 0 0
Beispiel. Seiuy = 0 |,us=| 1 |,v=1| 0 |.Dannist (uj,us) eine
1 0 1

Orthogonalbasis der Ebene U = (uy, us). Wir berechnen die Orthogonalzer-
legung von v bzgl. U:

1/2
Vo = <’U,Ul> U1l <’U7U2> u2:1~u1+0-u2: (/]
(u, ur) (u2, uz) 2 1/2
~1/2
V] =0V — Uy = 0
1/2

Ubung. Man zeige (evtl. mit Hilfe des Lemmas), dass jedes Orthogonalsystem
linear unabhéngig ist.

8.2.3 Das Gram-Schmidt-Verfahren

Satz. Jeder endlich-dimensionale euklidische Vektorraum besitzt eine Ortho-
gonalbasis.

Beweis. Induktion nach n = dimV. Falls n = 1, so ist (v) fiir jedes v # o
eine Orthogonalbasis von V. Sei nun n > 1. Wihle einen n — 1-dimensionalen

Unterraum U < V. Nach Induktionsvoraussetzung hat U eine Orthogonal-
basis (ug,...,up—1). Wéhle v € V' \ U beliebig. Nach Satz 8.2.2 gibt es die
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Orthogonalzerlegung v = vy 4+ v; bzgl. U. Setze B := (uy, ..., Up_1,v1). We-
gen v; € U (sonst wire v € U) ist B Basis von V. Wegen v; € U~ ist B ein
Orthonormalsystem. m

Der Beweis des Satzes lésst sich sofort in folgenden rekursiven Algorith-
mus iibersetzen:

Algorithmus (Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt). FEs sei U
ein endlich-dimensionaler Unterraum von V. Die in der Abbildung darge-

stellte Prozedur GRAM-SCHMIDT berechnet zu jeder Basis (vy, ..., v,) von U
eine Orthogonalbasis (w1, ..., w,) von U.
GRAM-SCHMIDT(vy, ..., ;)
1 ifr=1
2 then return v
3 wq,...,w—1 < GRAM-SCHMIDT(v1, ..., Um_1)
r—1 (vr,w;)
A0 = 2ic Ty
5 Wy <= Up — Upo
6 return wy,...,w,

Abbildung 8.1: Prozedur Gram-Schmidt

Beispiel. V =R U = (v, v, v3) mit

0 1 —1
1 ]l -1 - 0
Ul - 0 7U2 - 2 7U3 - _2
0 0 1
Wir berechnen mit Gram-Schmidt eine Orthogonalbasis von U:
0
1
1. wp = v = 0
0
0 1
vV2,W — _]- 0
2. vy = <<w21’7w11>>w1 = lel = 0 yWp = V2 =20 = |
0 0
—1
3. vag = Wl awa) )0, B — 0 W3 = V3 — V3 =
- V30 — (wy w1 ) 1 (wa,w2) 2 — 1% 5 M2 — ) y W3 — U3 30 —
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— o O O

Es ist (wy, wy, w3) eine Orthogonalbasis von U.

Ubung. Was passiert, wenn man das Gram-Schmidt-Verfahren nicht mit einer
Basis, sondern nur mit einem Erzeugendensystem von U beginnt?

8.2.4 Die Orthogonalprojektion
Definition. Ein 7 € End(V) heifit Projektion auf U < V', wenn Bild(7) = U

und 7o 7w = 7. Wir sprechen von einer Orthogonal-Projektion (OP), wenn
Kern(rm) = U*.

Satz. Es sei U ein endlich-dimensionaler Unterraum von V. Dann ¢ibt es
genau eine Orthogonal-Projektion my auf U.

Beweis. Eindeutigkeit: Es sei 7 eine Orthogonalprojektion auf U und v € V.
Setzt man vy := w(v) € U und vy := v—n(v), so gilt 7(vy) = w(v)—7(7(v)) =
0, also v; € U*. D.h. v = vy + v ist eine Orthogonalzerlegung von v bzgl.
U. Nach Ubung 8.2.1 ist vy eindeutig durch v bestimmt.

Existenz: Nach Satz 8.2.3 hat U eine Orthogonalbasis. Nach Satz 8.2.2
hat jedes v € V eine Orthogonalzerlegung v = vy + v1 bzgl. U. Definiere eine
Abbildung 7 : V — U durch 7(v) := v,. Als Ubung zeige man, dass 7 linear

ist. ]
Bemerkung. Ist (ui,...,u,) eine Orthogonalbasis von U, so ist 7y (v)
durch die Formel (8.1) fiir vy gegeben, die wir auch Projektionsformel nen-
nen. Ist (ug,...,u,) sogar eine Orthonormalbasis von U, so vereinfacht sich

die Projektions-Formel zu

T

vy = Z(v,u» C U

i=1

Beispiel. Es sei U < R* wie in Beispiel 8.2.3. Wir verwenden die dort be-
rechnete Orthogonalbasis (wy, ws, ws) von U, um 7wy (v) fiir folgendes v zu
berechnen:

3
_| 1 N (w) o~ 5 1| -1
v = 1 77TU<U)—; <wi7wi>wi*Tw1+gw2+Iw3f 9
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8.2.5 Die Dimensionsformel
EsseiU <V und dimV =n < 0.

Satz. dimU + dim U+ = dim V.

Beweis. Dies folgt aus der Dimensionsformel fiir die lineare Abbildung
(siehe Folgerung 6.5.2), denn Bild(my) = U und Kern(my) = U+, O

Ubung. Man beweise den Satz ohne Verwendung der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen. Hinweis: Fiihre eine Basisergdnzung mit dem Gram-
Schmidt verfahren durch.

Folgerung. (U+)t =U.

Beweis. Offensichtlich ist U C (U+)+. Nach dem Satz gilt ausserdem dim(U~+)*+ =
n—dimU+ =n — (n —dimU) = dim U. Damit folgt die Gleichheit. O

Beispiel. Betrachte R” und R™ jeweils mit dem Standard-Skalarprodukt.
Fiir jedes A € R™*" gelten:

(i) Kernpae = Lo(AY) = SR(A)* = (Bildps)* < R™.
(i) Bildpa: = SR(A!) = Lo(A)*+ = (Kerngp)t < R",

Beweis. Die beiden “dusseren” Gleichheitszeichen sind jeweils klar aus der
Definition von ¢4.. Die Gleichung SR(A)* = Lg(A?) wurde bereits in Beispiel
(8.2.1) gezeigt. Dieselbe Aussage fiir A? statt A lautet SR(AY)L = Ly(A) <
R™. Mit der Folgerung ergibt sich Lo(A)L = (SR(A")1)L = SR(A?). O

8.2.6 Die Orthogonalentwicklung

Satz. Es sei B = (vq,...,v,) eine Orthogonalbasis von V und v € V.. Dann:
(v,01)
n . (v1,v1)
v (v, vi) vy, d.he kp(v) =
i=1 (vi; vi) (v,0n)
<U7L7U'n>

Im Fuall einer Orthonormalbasis gilt:

n (v,01)

v = Z(U,Uﬁ vi,  kp(v) =
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Beweis. Betrachtet man die Orthogonalprojektion von V' auf sich selbst, so
ist my (v) = v und die Aussage ergibt sich aus (8.1). O

Beispiel. Betrache die Vektoren

Dann ist B = (v, v2, v3) eine Orthonormalbasis von R? und die Orthogonal-
entwicklung von v nach B lautet:

2 1
v = \/;el + \/562 — \/;63.

Bewers. Man rechnet nach, dass

1 fallsi=j,
<Ui7 Uj> = . .
0 fallsi+#j

fird, j € {1,2,3}. D.h. (v1, v2, v3) ist ein ONS; also nach Satz 8.2.2 auch linear
unabhéngig, also eine ONB. Die Koordinaten bzgl. dieser Basis berechnet
man als

1—1+2 2 1+140 1—-1-1 \f
V,V1) = ——F—— = A/ 7, (V,V :—:\/E,v,v = —— = —4/=.

O

8.3 Approximation

In einem euklidischen Vektorraum V' seien M C V und v € V gegeben. Es
wird ein Element x € M gesucht, dass eine ,,beste Ndherung® an v darstellt.

8.3.1 Wainkelapproximation

Vorausgesetzt, dass v und alle x € M normiert sind, kann man nach dem von

v und z eingeschlossenen Winkel approximieren. Nach der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung gilt fiir normierte Vektoren —1 < (v,x) < 1, wobei (v,z) = 1
genau dann, wenn v = w, (v, z) = 0 genau dann, wenn v _Lw, und (v, z) = —1
genau dann, wenn v = —w. Fiir eine beste Approximation ist daher (v, x) zu
maximieren.
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Beispiel a. Gegeben seien n Dokumente D, ..., D, und m Terme T}, ..., T,,.
Wir definieren zu Dokument j den Vektor
d.
J 1 falls T; in D; vorkommt,
d; = : € R™, wobei dj; = J
, 0 sonst
d
mj
und normieren zu d; = d,' B
Aus einer Suchanfrage nach den Termen 7;,,...,T;, wird entsprechend
ein Suchvektor
7 L .
1 fallsi € {i,...,4},
q = : € R™, wobei ¢, = {n 1)
, 0 sonst
Gm
gebildet und zu q := —/ normiert.

Das am besten zur guchanfrage passende Dokument ist dann D); fiir das-
jenige j, fir das (g, d;) maximal wird.

Man beachte, dass man fiir das Standardskalarprodukt alle (g, d;) durch
eine einzelne Matrixmultiplikation errechnen kann. Schreibt man dy,...,d,
in die Spalten einer Matrix D, so ist D eine Markov-Matrix und es gilt

¢ D= (qd),....{qd,)) € Rxm,

Beispiel b. Hat man analoge Audiosignale statt Textdokumenten, so kann
man diese als Vektoren d € C°([0, 1]) auffassen (z.B. bei Abspiel—L'a'mge 1s).

Unter Verwendung des Skalarproduktes (f,9) fo x)dx kénnte man
analog zum vorherigen Beispiel verfahren.

8.3.2 Abstandsapproximation

Im Allgemeinen, d.h. wenn die Vektoren nicht normiert sind, versucht man
den Abstand |v — z| fir z € M zu minimieren.

Definition. Man nennt d(v, M) := inf{|v — z| |z € M} den Abstand von v
zu M.

Falls M ein Unterraum ist, so wird die beste Approximation gerade von
der Projektion geliefert:

Satz. Fs seien U <V und v € V. Dann gilt fir alle u € U:
[ = ul = v —mu(v)].

Insbesondere ist d(v,U) = |v — my(v)].
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Beweis. Setze ug := 7y (v). Dann ist v —ug € U+, Fiir jedes u € U gilt somit
(v —up)L(up — u), also nach Pythagoras:

[o = ul* = v —uol® + Juo — ul* = v — uo|*.
Daraus folgt die Behauptung. ]

Bemerkung. Die Wahl des Skalarproduktes bestimmt die Definition des
Abstandes und legt damit das Kriterium fest, nach welchem approximiert
wird. Verschiedene Skalarprodukte liefern im Allgemeinen verschiedene beste
Approximationen.

Beispiel. Ist B = (vy,...,v,) eine Orthogonalbasis von V und U = (vy, ..., v,)
so léasst sich die 7y in Koordinaten bzgl. B ohne Rechnung sofort angeben:

kp(v) = (z1,...,2,)" = kp(ry(v)) = (21,...,2,,0,...,0)"

Ubung. Wie lautet die Abbildungsmatrix von 7y bzgl. der angegebenen Basis
in obigem Beispiel?

8.3.3 Datenkompression

Die Abstandsapproximationen durch Elemente eines moglichst kleinen Un-
terraums U kann zur verlustbehafteten Datenkompression verwendet werden.
Sei dazu eine Orthongonalbasis B = (vy, ..., v,) von V gewihlt. Um einen ge-
gebenen “Datensatz” v € V mit “Genauigkeit” 1 < r < n zu komprimieren,
wird kg(v) = (z1,...,2,)" berechnet und nur das Tupel (x1,...,x,) gespei-
chert bzw. {ibertragen. Geméafl Beispiel 8.3.2 definiert dieses Tupel die beste
Approximation aus dem Unterraum U, := (vy,...,v,) an v. Bei gewéhlter
Genauigkeit r ergibt sich die Kompressionsrate . Die Schwierigkeit liegt
darin, die Orthogonalbasis B so zu wihlen, dass sich die fiir die gegebe-
ne Anwendung signifikante Information in den ersten Koordinaten sammelt

und die Information aus den letzten Koordinaten verzichtbar ist.

Beispiel a. Wir fassen Binédrzahlen der Léange n bit als Vektoren aus R™ auf,
etwa die Zahl 1011...0 als (1,0,1,1,...,0)". Die “least significant bits” ste-
hen in der Binérzahl rechts, die “most significant bits” links. Betrachtet man
das Standard-Skalarprodukt und wahlt als Orthogonalbasis die Standard-
basis, so lduft das beschriebene Verfahren darauf hinaus, nur die r “most
significant bits” zu speichern.

Beispiel b. Bei der diskreten Kosinustransformation wird die Orthogonal-
basis B = (vg,...,v,—1) von R" bzgl. Standard-Skalarprodukt gewihlt, die
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definiert ist durch:
CoS (
CcoS (2n . m)
v =

2n—1
2n

coS ( . i7r)

Bezeichnet T), := ¢T% die zugehorige Basiswechselmatrix, so ist z.B.

1
]E - ! ! 5 1% == 1 0 —1
1 -1 .

Unter Verwendung geeigneter trigonometrischer Identititen kann man nach-
rechnen, dass B tatsichlich eine Orthogonalbasis ist ((v;,v;) = 0 fiir alle

i # j) und ausserdem
[oil = {

Die Idee, die hinter der diskreten Kosinustransformation steckt, wird er-
sichtlich, wenn man folgende kontinuierliche Variante betrachtet.

Beispiel c. Essei V = C°([0, 1]) mit dem Skalarprodukt (f, g) = [ f(x)g(z)dx.
Fiir jedes n € N ist ein Orthogonalsystem B, = (fo,..., fn_1) definiert
durch f;(x) := cos(ix). Unter Verwendung geeigneter trigonometrischer Iden-
titdten kann man nachrechnen, dass B tatséchlich ein Orthogonalsystem ist

((fi, f;) = 0 fiir alle ¢ # j) und ausserdem

1] = Vi falls i =0,
e falls 7 > 0.

falls 7+ = 0,
falls 7 > 0.

S

N~

Die Projektion auf die Unterrdume U,, = (fy,..., fun_1) bedeutet, eine gege-
bene Funktion f durch eine Uberlagerung (Linearkombination) von Kosinus-
funktion verschiedener Frequenzen zu approximieren.

Bemerkung a. Man sagt, bei der Kosinustransformation wird vom “Zeit-
raum” in den “Frequenzraum” transformiert. (besser wére: von der “Zeitba-
sis” in die “Frequenzbasis”). Verschiedene Modifikationen der diskreten Ko-
sinustransformation werden bei Audio-Codecs verwendet. Eine zweidimen-
sionale Variante ist die Grundlage des JPEG-Verfahrens.

8.4 Positiv definite Matrizen

Es sei V in diesem Abschnitt ein R-Vektorraum mit 0 < n = dimV < oo.
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8.4.1 Die Gram-Matrix

Definition. Es sei (,) ein Skalarprodukt auf V. Fiir jede geordnete Basis
B = (v1,...,v,) von V definieren wir die Gram-Matriz von (,) bzgl. B als

GP((,)) = ((vi, v3))i; € R
Beispiel. Wir betrachten R” mit dem Standard-Skalarprodukt (, ).

(i) Es sei B = (s1,...,8,) mit s; € R™ Da (s;,8;) = st -s; fiir alle 1 <
1,7 < r, ergibt sich
GB(<’ >) = AtAv

wobei A die Matrix mit Spalten sq, ..., s, ist, also A = ¢T5.

(ii) Beziiglich der Standardbasis £ ist G¢((,)) = E,,.

(i) Auf R2 brgl. B — (< ! ) , ( : )) ist 2.8,

t
G40 = ((1) _31) (—11 g) - (—11 g) (—11 g) B (—23 _93) '
Bemerkung. Es seien (,) ein Skalarprodukt auf V', B eine geordnete Basis
von V und G € R™".
(i) B Orthogonalbasis < G({(,)) Diagonalmatrix.
(ii) B Orthonormalbasis < GB((,)) = E,,.
(iii) G = GB((,)) &

(v,w) = kp(v)" - G - kp(w) fiir alle v,w € V. (8.2)

(iv) B Orthonormalbasis = (v, w) = rkg(v)" - kp(w) fiir alle v,w € V.

Nach (iii) ist das Skalarprodukt schon eindeutig durch die Gram-Matrix defi-
niert. Nach (iv) verhélt sich jedes Skalarprodukt wie das Standardskalarpro-
dukt, wenn man zu den Koordinatenvektoren bzgl. einer Orthonormalbasis
iibergeht. Insbesondere ist das Skalarprodukt schon eindeutig durch die An-
gabe einer Orthonormalbasis definiert.

Beweis. Beweis als Ubung. ]

Frage.
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1. Wie bekommt man alle Skalarprodukte auf V'?

2. Welche quadratischen Matrizen treten als Gram-Matrizen auf, d.h. fiir
welche quadratischen Matrizen wird durch die Formel (8.2) ein Skalarpro-
dukt definiert?

3. Wir verhalt sich die Gram-Matrix unter Basiswechsel?

4. Wir verhalten sich die Gram-Matrizen verschiedener Skalarprodukte zu-
einander?

8.4.2 Charakterisierung durch Orthonormalbasen
Wir widmen uns der Frage, wie man alle Skalarprodukt auf V' bekommt.

Definition. Es sei B eine beliebige geordnete Basis von V. Wir bezeichnen
mit (, )5 das Skalarprodukt, dass definiert ist durch

(v,w)g := kp(v)" - Kp(w)

fiir alle v,w € V. Das Standard-Skalarprodukt auf R" wird demnach mit
(,)e bezeichnet.

Ubung. Man zeige, dass es sich bei (, )z um ein Skalarprodukt mit Orthonor-
malbasis B handelt. Man vergleiche dieses Skalarprodukt mit Beispiel 8.1.1iii.

Satz. Die Zuordnung

{geordnete Basen von V'} — {Skalarprodukte von V'},
B— <’U, w)B

ist surjektiv und die Faser zu einem Skalarprodukt (,) besteht aus allen Or-
thonormalbasen bzgl. {,).

Beweis. Sei (,) ein beliebiges Skalarprodukt auf V. Nach Teil (iv) von Be-
merkung 8.4.1 ist jede Orthonormalbasis bzgl. (,) ein Urbild von (,). Ist
umgekehrt B ein Urbild von (,), so ist B nach obiger Ubung eine Ortho-
normalbasis von (,)p = (,). Somit besteht die Faser zu (,) genau aus den
Orthonormalbasen bzgl. (,). Da es stets eine Orthonormalbasis gibt (Gram-
Schmidt) sind die Fasern nicht-leer, d.h. die Zuordnung ist surjektiv. O]

Folgerung. Es seien (,) ein beliebiges Skalarprodukt auf V und B' eine Or-
thonormalbasis von 'V bzgl. {,). Fiir jede geordnete Basis B ist GB((,)) = T'T
wobei T = B'TB. Weiter gilt

{GB((,))| B geordnete Basis von V} = {T'T | T € GL,(R)}.
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Beweis. Es sei bemerkt, dass die erste Aussage fiir den Fall das Standard-
Skalarproduktes bereits aus Beispiel 8.4.11 bekannt ist. Allgemein gilt nach
Bemerkung 8.4.1iv

(v,w) = kp(v)' - vy (w) = (Trp(v)" - (Trs(w)) = rp(v)" - (T'T) - mp(w).

Also nach Bemerkung 8.4.1iii: GB((,)g) = T'T.

Die Inklusion C ist damit trivial. Sei umgekehrt 7" € GL,(R) gegeben.
Dann gibt es eine Basis B mit T' = B'T8 (Folgerung 6.5.4). Wegen GB({,)5) =
T'T ist damit auch D gezeigt. O

8.4.3 Basiswechselsatz

Satz. Seien (,) ein beliebiges Skalarprodukt auf V' und By, By zwei beliebige
geordnete Basen von' V. Dann gilt GP2((,)) = St-GP'((,))-S mit S = BTPz,

Beweis. Als Ubung, entweder durch zweimalige Anwendung von Folgerung
8.4.2 oder direkt aus der Definition der Gram-Matrix. ]

Ubung. Wir definieren eine Relation ~ auf R™*" durch A ~ B, falls T' €
GL,(K) existiert mit T*AT = B. Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Ubung. Man zeige durch eine Abwandlung des GauB-Algorithmus und mit
Hilfe des Basiswechselsatzes fiir Gram-Matrizen, dass jeder endlich-dimensionale
euklidische Vektorraum eine Orthogonalbasis besitzt.

8.4.4 Positiv definite Matrizen

Definition. Eine Matrix A € R™*" heif3t positiv definit, wenn sie symme-
trisch ist (d.h. A = A") und wenn fiir alle 0 # x € R" gilt:

2t Ax > 0.

Satz. Es seien B eine geordnete Basis von V und G € R™ ™. Durch die
Formel (8.2) wird genau dann ein Skalarprodukt auf V definiert, wenn G
positiv definit ist.

Beweis. Die Gram-Matrix eines Skalarproduktes ist stets positiv definit, weil
sie offensichtlich symmetrisch ist und weil die Formel (8.2) gilt und jedes
x € R" als Koordinatenvektor vorkommt. Umgekehrt rechnet man leicht
nach, dass (8.2) ein Skalarprodukt definiert, wenn G positiv definit ist. [
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Folgerung a. Fiir jede Basis B von V' ist folgende Zuordnung eine Bijektion:

{Skalarprodukte auf V'} — {positiv definite n x n-Matrizen},
()= G((,))
Das Urbild einer positiv definiten n X n-Matriz G ist durch (8.2) gegeben.

Beweis. Der obige Satz besagt, dass es diese Zuordnung gibt. Weiter besagt
er, dass fiir gegebenes positiv definites G € R™*" durch (8.2) ein Skalarpro-
dukt definiert wird. Nach Bemerkung 8.4.1iii ist dieses Skalarprodukt das
eindeutige Urbild von G. Also ist die Zuordnung bijektiv. m

Beispiel.
(i) E, ist positiv definit. Das zugeordnete Skalarprodukt lautet
(v,w)s := kp(v)" - Kp(w)
und besitzt B als Orthonormalbasis.

(ii) Eine Diagonalmatrix D ist genau dann positiv definit, wenn alle Dia-
gonaleintrdge > 0 sind. Das liegt daran, dass e;De; gerade der i-te
Diagonaleintrag ist.

4

(iii) A= ( _2) ist positiv definit, denn (a b) A ( “

-2 3 b

30? = (2a — b)* + 2b* > 0 falls a # 0 oder b # 0.

) = 4a® — dab+

)
)

(iv) A= (_42 :?) ist nicht positiv definit, denn (0 1) A (

_ O

—1.

0.

N —

(v) A= (_42 _12) ist nicht positiv definit, denn (1 2) A (

Folgerung b.
(i) {positiv definite n x n-Matrizen} = {S*'S|S € GL,(R)}.

(i) Fir A€ R™" und T € GL,(K) gilt: A positiv definit < T*AT positiv
definit.

Beweis. (i) ergibt sich aus Folgerung a oben sowie Folgerung 8.4.2: jede posi-
tiv definite Matrix ist eine Gram-Matrix und deshalb von der Form T*T mit
T € GL,(R); umgekehrt ist T'T fiir jedes T € GL,(R) eine Gram-Matrix
und deshalb positiv definit.

(i) Sei A positiv definit. Nach (i) ist dann A = S*'S mit S € GL,(K),
also auch T'AT = T'S'ST = (ST)'(ST) positiv definit. Die Richtung =
folgt wegen (T1)Y(T*AT)T! = A. O
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Frage. Wie stellt man systematisch fest, ob eine symmetrische Matrix positiv
definit ist?

8.4.5 Der Spektralsatz
Es sei (,) ein Skalarprodukt auf V,
Definition.

(i) ¢ € End(V) heiBt selbstadjungiert, wenn fiir alle v,w € V' gilt:
(p(v), w) = (v, p(w)).

(i) A € R™ ™ heifit symmetrisch, wenn A" = A.
Satz (Spektralsatz).

(i) Zu jedem selbstadjungierten ¢ € End(V') gibt es eine Eigenvektorbasis
von V', die gleichzeitig Orthonormalbasis bzgl. (,) ist.

(ii) Zu jeder reellen symmetrischen Matriz gibt es eine Eigenvektorbasis
von R™, die gleichzeitig Orthonormalbasis bzgl. {,)e ist.

Folgerung. FEs sei A € R™" symmetrisch. Dann ist A genau dann positiv
definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.

Beweis. Es sei B eine orthonormale Eigenvektorbasis zu A (existiert nach
Spektralsatz). Setze T = ¢T®. Nach Beispiel 8.4.1i und Bemerkung 8.4.1ii
haben wir T'T = GB = E,,, also T~! = T*. Da B Eigenvektorbasis ist, ist
D = T*AT = T7'AT eine Diagonalmatrix, deren Diagonaleintriige genau
die Eigenwerten von A sind. Nach Teil (ii) von Folgerung 8.4.4b ist A genau
dann positiv definit, wenn D positiv definit ist. Nach Beispiel 8.4.4ii also
genau dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind. ]

Ubung. Man iiberpriife dieses Kriterium fiir die positive Definitheit anhand
von Beispiel 8.4.4.

Wir widmen uns nun dem Beweis des Spektralsatzes.

Bemerkung a. Es seien B eine Orthonormalbasis von V| ¢ € End(V') und
U<V.

(i) ¢ selbstadjungiert < Mf symmetrisch.

(i) ¢ selbstadjungiert, U g-invariant = U+ p-invariant.
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Beweis. Ubung. O]

Lemma. Ist A € R™" symmetrisch, so zerfdillt x s tber R wvollstindig in
Linearfaktoren.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt x 4 iiber C vollsténdig
in Linearfaktoren. Zu zeigen bleibt: alle Eigenwerte von A sind reell. Sei ¢ € C
Eigenwert von A, etwa Av = cv,v € C"\{0}. Bezeichne mit 4,7, .. . die kom-
plexe Konjugation aller Eintrige. Da A reell ist, gilt A = A.

1. 7 ist Eigenvektor zum Eigenwert ¢ A7 = At = Av = ¢ = .
2.2=a+bi € C\{0} = 2z2=a*+1*>0.

3.0 > 0: v = (21,...,2,)" nicht alle z; =0 = v'v =>""" ;7 > 0.

4. c(v'v) = (CU) v = (Av)'v = v' At = v AT.

5. ¢(v'w) = v'(cv) = v Av.

Es folgt ¢ = ¢, d.h. c ist reell. O

Beweis des Spektralsatzes. Es sei ¢ € End(V) selbstadjungiert. (Statt A €
R"™*™ betrachte ¢ 4.) Wir fithren Induktion nach n = dim V. Der Fall n = 1 ist
klar, denn jeder normierte Vektor stellt eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren dar. Sei nun n > 1. Nach dem Lemma gibt es einen reellen Eigenwert
c. Sei v ein normierter Eigenvektor zu c. Ergédnze v zu einer Orthonormal-
basis B = (v,va,...,v,) von V (Gram-Schmidt). Betrachte U = (v) und
Ut = (vg,...,v,). Da p selbstadjungiert ist, ist mit U auch U+ @-invariant.
Offensichtlich ist |1 wieder selbstadjungiert. Nach Induktionsvorausset-
zung hat U+ eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Zusammen mit v
ergibt das die gesuchte Basis. O]

Bemerkung b. Man kann sogar die Umkehrung des Spektralsatzes zeigen:
gibt es zu A € R" " eine orthonormale Eigenvektorbasis, so ist A symme-
trisch.

8.5 Orthogonale Abbildungen

Es seien V, W zwei R-Vektorraume mit Skalarprodukten (, )y und (, ).

8.5.1 Orthogonale Homomorphismen
Es sei ¢ € Hom(V,W).
Bemerkung. Es sei B eine Basis von V. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) (p(v), p(w))w = (v, w)y fir alle v,w € V.
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(i) (p(v), p(w))w = (v,w)y fir alle v,w € B.
(iii) Je(v)| = |v| fir alle v € V.
(iv) v € V normiert = ¢(v) normiert.
In diesem Fall gelten insbesondere:
(iv) ¢ injektiv,
(v) Z(p(v), p(w)) = ZL(v,w) fiir alle v,w € V,
(vi) vLlw = p(v)Le(w) fir alle v,w € V,
(vii) o(UL) C p(U)* fiir alle U <V,
(viii) B Orthonormalsystem in V' = ¢(B) Orthonormalsystem,
(ix) ¢ Eigenwert von ¢ = ¢ € {+1}.

Beweis. Ubung. ]

Definition. Ein ¢ € Hom(V, W) heifit orthogonal, wenn die Bedingungen
aus der Bemerkung gelten. Die Menge aller orthogonalen Automorphismen
von V' wird mit O(V') bezeichnet.

Beispiel.
(i) Der Endomorphismus —idy ist orthogonal, denn
<_U7 —U)) = (_1)2<U7w> = <U,U}>.
(ii) Ist ¢ bijektiv und orthogonal, so ist auch o~ ! orthogonal. (leichte
Ubung)

(iii) Es sei dimV = n < oo und B eine Orthonormalbasis von V. Betrach-
tet man R™ mit dem Standard-Skalarprodukt, so ist kg : V — R”
orthogonal.

(iv) Orthogonalprojektionen sind im Allgemeinen nicht injektiv, also nicht
orthogonal.

(v) Eine Spiegelung ¢ im Sinne von Definition 7.2.7 ist im Allgemeinen

nicht orthogonal (Bild siehe Vorlesung), sondern nur dann, wenn V'(1, ) LV (—

In diesem Abschnitt meinen wir mit Spiegelung stets eine orthogonale
Spiegelung.

L, p).
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(vi) Jede Drehung des R? um den Ursprung ist orthogonal, weil sie liingen-
erhaltend ist.

Ubung a. Man zeige: O(V) ist eine Untergruppe von Aut(V).

Ubung b. Es seien A, B Orthonormalbasen von V, W. Weiter sei ¢» € Hom(W, V)
die (eindeutig bestimmte) lineare Abbildung mit AMJ = (P MZ)". Man zeige:
Bild ¢ = (Kern ¢)* und Kernv¢ = (Bild )*.

Hinweis: Beispiel 8.2.5.

Beweis. Es ist Bildy = kg (SR(AY)) = rg'(Lo(A)Y) = k' (Lo(A)L =
Kern(p)*. O

8.5.2 Orthogonale Matrizen

Bemerkung a. Fiir A € R"*" sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) A'A=E,.
(i) A € GL,(R) und A~! = A"
(iii) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von R™ bzgl. (,)e.
(iv) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis von R™ bzgl. (, )¢.
In diesem Fall gelten insbesondere:
(v) |det A| = 1.
Beweis. Ubung. [

Definition. A € R"*" heifit orthogonal, wenn die Bedingungen aus Bemer-
kung a gelten. Die Menge aller orthogonalen n x n-Matrizen

O(n) :={AeR™"|A'A=E,}
wird orthogonale Gruppe genannt.
Ubung. Man zeige O(n) < GL,(R) mit O(n)* = O(n).

Satz. Fs sei 0 < n=dimV < oo und B sei eine Orthonormalbasis von V.
Fiir ¢ € End(V) sind dquivalent:

(i) v € O(V).
(ii) p(B) Orthonormalbasis von V.
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(iii) M5 € O(n).
In diesem Fuall gelten insbesondere:
(i) |det | =1,
(v) ¢ € Aut(V),
(vi) U <V g-invariant = U+ p-invariant.

Beweis. Es gilt: ¢ Automorphismus < ¢(B) Basis < Mf invertierbar. Wir

konnen also voraussetzen, dass dies der Fall ist. Die Aquivalenz von (i) und
(ii) folgt aus Teil (ii) von Bemerkung 8.5.1. Da B Orthonormalbasis bzgl. (,)
ist, gilt (,) = (, ). Nach Definition von (, )z ist ¢(B) ONB bzgl. (,)s genau
dann, wenn kg(B) Orthonormalbasis von R"™ bzgl. (, )¢ ist. Da rkg(B) gerade
aus den Spalten von MF besteht, folgt die Aquivalenz von (ii) und (iii) aus

Bemerkung aiii. Der Rest ist Ubung. O]
Beispiel.

(i) AcO(1) & A= (1) oder A= (-1).

(ii) Die orthogonalen 1 x 1-Matrizen sind genau (1) und (—1).

(iii) Eine Diagonalmatrix ist genau dann orthogonal, wenn alle Diagonal-
eintrdge gleich £1 sind.

(iv) Die 2 x 2-Matrizen R, (Drehung) und S, (Spiegelung) aus Beispiel
6.5.1 sind orthogonal. Z.B.

Ry = % G _11) € 0(2).

L 1) (Scherung) hat det A = 1, ist aber nicht

(v) Die Matrix A = (O 1

orthogonal.

Bemerkung b. Es seien 0 < n = dimV < oo und B, B’ zwei Orthonormal-
basen von V. Dann ist 575" € O(n).

Als Folge davon liesst sich der Spektralsatz so: Jede symmetrische reelle Ma-
trix A € R™" ist orthogonal diagonalisierbar, d.h. es gibt ein T" € O(n)
derart, dass T~YAT = T*AT eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. Withle ¢ € Aut(V) mit p(B) = B'. Dann ist 575 = M5 € O(n)
aufgrund des Satzes. Nach dem Spektralsatz gibt es eine Orthonormalbasis
B von R™ bzgl. (,), die aus Eigenvektoren von A besteht. Folglich ist 7" :=
T8 € O(n) und T—AT eine Diagonalmatrix. O
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Ubung. Zeige, dass jede orthogonal diagonalisierbare Matrix reelle Matrix
symmetrisch ist.

8.5.3 0(2)

Satz. Jede Matriz A € O(2) hat die Form A = (

cosa  sino
A=1{". =S5, mit v € (—m,ml|.
(sm o —cos a) /2 (=, 7]

cosa —sino
sine  cos«

= R, oder

Bemerkung. Wir betrachten R? bzgl. (,)e.

(i) Die normierten Vektoren aus R? sind genau die Vektoren der Form

( cosa ) mit a € [—7, 7).

sin o

Z € R?\{0} gibt es genau zwei normierte

w € R? mit v_Lw; diese lauten w = ( _ab ) und w = < b )

(ii) Zu jedem normierten v =
—a

Z ) normiert, d.h. a® + > = 1. Sei a = Z(v,e;), d.h.

a € [0,7] mit cosa = (v,e;) = a. Wegen sin®> = 1 — cos? (Analysis) folgt
sina = 1 — a? = b?, also sina = +b. Falls b < 0, dann ersetze o durch —a.
So bekommen wir o € (—m, 7] mit cosa = a und sina = b. Umgekehrt ist
jeder Vektor dieser Form normiert wegen sin® + cos? = 1.

(i) Wegen dim(v) = 1 ist dim(v)® =2 — 1 =1 und jeder 1-dimensionale
R-Vektorraum enthélt genau 2 normierte Vektoren. Die angegebenen w sind
verschieden und erfiillen offenbar v_Lw. m

Beweis. (i) Sei v =

Beweis des Satzes. Es seien sy, s, € R? die Spalten von A € O(2). Dann ist
|s1] = |s2] = 1 und sy Lsy. Nach Teil (i) der Bemerkung gibt es o € (—, 7]

mit s, = [ >0 ). Nach Teil (ii) der Bemerkung folgt s, = T oma
sin v cos a

oder sy = ( st a ) O
—cosa

Folgerung (Ubersicht iiber die orthogonalen Endomorphismen von R?).
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Abbildung Drehung um « € (—m,7) \ {0} | Drehung um = Spiegelung
Matrix R, — cosa —sina R — -1 0 S, = cos 2a0 sin2a
sina  cos« 0 -1 sin 2ac — cos 2«
Determinante 1 1 -1
Spur 2 cos -2 0
char. Polynom X? —2cos(a)X +1 (X +1)* (X+1)(X-1)
Eigenwerte keine -1,-1 -1,1
Eigenvektorbasis keine L , 0 T oma , cos e
0 1 COS (v sin «
: . . -1 0 -1 0
Diagonalform nicht diag.bar < 0 _1) ( 0 1>
Orthogonalitét eigentlich eigentlich uneigentlich
selbstadjungiert nein ja ja

4 3

Beispiel. Welche Art von Abbildung beschreibt A = % <3 B 4) ?

1. A'A=FEy, = A€ O(2).
2. det A = —1 = A Spiegelung.
Wie lautet die Spiegelachse?

Die Spiegelachse ist gerade der Eigenraum V' (1, A) = Lo(A— FE) = ((

)

Ubung. Bei einer Spiegelung A € O(2) ist die Spiegelachse gleich (v + Av)

fiir jedes v € R?\ {0}. Man priife die Aussage an dem obigen Beispiel.

8.5.4 SO(n)

Essei0 <dimV =n < oco.

Definition. Eine Matrix A € O(n) bzw. ein Endomorphismus ¢ € O(V)

heifit eigentlich orthogonal, wenn die Determinante 1 ist, und uneigentlich

orthogonal, wenn die Determinante —1 ist.

Die Menge aller eigentlich orthogonalen Matrizen bzw. Endomorphismen

SO(n) :={Ae€O0(n)|det A =1},
SOV):={peO(V)]| detp =1}

nennen wir die spezielle orthogonale Gruppe.

Bemerkung.
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(i) SO(n) < O(n) < GL,(R) und SO(V) < O(V) < End(V). Die un-
eigentlich orthogonalen Matrizen bzw. Endomorphismen bilden keine
Gruppe. Aufgrund der Multiplikativitat der Determinante gilt

eigentlich o eigentlich = eigentlich,
eigentlich o uneigentlich = uneigentlich,

uneigentlich o uneigentlich = eigentlich.

(i) Betrachte V = R? mit (,)s. Laut Folgerung 8.5.3 sind die eigentlich
orthogonalen Endomorphismen genau die Drehungen und die uneigent-
lich orthogonalen Endomorphismen genau die (orthogonalen) Spiege-
lungen. (Das gilt nicht fiir V' = R”™ mit n > 3, vgl. Beispiel (8.5.5)
unten). Ausserdem:

Drehung o Spiegelung = Spiegelung,
Spiegelung o Spiegelung = Drehung.

Jede Drehung ist das Produkt von zwei Spiegelungen, denn
cosa —sino cosa  sina 1 0
R,=1". = . . = Sa/2 * So-
sin  cosa sinox — COS 0 -1

8.5.5 O(n)

Essei 0 <dimV =n < oo.

Satz. Es sei p € End(V) orthogonal. Dann gibt es eine Orthonormalbasis B
von V' so, dass

Ak

wobei Ay € SO(2) mit Ay # +FEs5. Lisst man Ay = —FEy zu, so bekommt
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man die Form

+1

A
in der det ¢ gleich dem Fintrag oben links ist.

Beweis. Wir fithren Induktion nach n = dim V. Der Fall n = 1 ist klar,
da es nur die orthogonalen Matrizen (—1) und (1) gibt. Sei nun n > 1.
Nach Folgerung 2.6.6 (aus dem Fundamentalsatz der Algebra) zerfillt x,, in
Faktoren vom Grad < 2. Nach Folgerung 7.5.3 (aus dem Satz von Cayley-
Hamilton) gibt es einen nicht-trivialen ¢-invarianten Unterraum U der Di-
mension < 2. Wahle ein soches U von minimaler Dimension. Nach Satz 8.5.2
ist auch U+ ¢-invariant. Wihle eine beliebige Orthonormalbasis B; von U.
Im Fall dimU = 1 ist A := Mfllu eine orthogonale 1 x 1-Matrix, also (1)
oder (—1). Im Fall dimU = 2 ist A eine orthogonale 2 x 2-Matrix, also ei-
ne der Matrizen aus der Tabelle aus 8.5.3. Da ¢|y keinen 1-dimensionalen
p-invarianten Unterraum enthélt, ist A € SO(2) und A # —FE,. Nach Induk-
tionsvoraussetzung kénnen wir eine Orthonormalbasis B, von U+ so wiihlen,

dass B := Mfﬁ | eine Form wie in der Aussage hat. Hangt man B; und
U
Bs aneinander, so bekommt man die gesuchte Basis B (bis auf Reihenfolge),
A 0
B _
dennMw—<O B)' ]

Beispiel (n = 3). Es sei A € O(3). Nach dem Satz gibt es eine Orthonor-
malbasis (v, vy, v3) des R3, bzgl. der o, eine Matrix der Form

(1 A) oder (_1 A) mit A € SO(2) hat.

(Hier ist auch A = F, zugelassen.) Der erste Fall ist der eigentlich ortho-
gonale, der zweite der uneigentlich orthogonale. Da A eine Drehmatrix ist,

beschreibt <1 A> eine Drehung um die v-Achse. Aufgrund der Zerlegung

-1 —1 1 . 1 . .
( A) = < E2> . ( A) beschreibt ( A) eine Drehung um die

v1-Achse mit anschliessender Spiegelung an der (vq, v3)-Ebene beschreibt.
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An diesem Beispiel sieht man, dass es uneigentlich orthogonale Matrizen
(_1 A) gibt, die keine Spiegelung beschreiben, ndmlich wenn A nicht die
Einheitsmatrix ist (Drehspiegelung).

Folgerung. Im R? ist

(i) jeder eigentlich orthogonale Endomorphismus eine Drehung,

(i1) jeder eigentlich orthogonale Endomorphismus das Produkt von zwei
Spiegelungen,

(111) jeder uneigentlich orthogonale Endomorphismus das Produkt von drei
Spiegelungen.

Beweis. Nach Bemerkung (8.5.4) ist jedes A € SO(2) das Produkt von zwei
Spiegelmatrizen, d.h. A = S5’ mit S, 5" € O(2) und det S, 5" = —1. Dann ist

(1 A):<1 S)'(l S’)’
(_1 A):<_1 E2>'(1 5)'(1 S’)’

wobei alle Matrizen auf der rechten Seite Spiegelungen sind. [
2 -6 9
Beispiel. Welche Art von Abbildung beschreibt A = 1—11 6 -7 —617
9 6 2

1. A'A=FE; = A e O(3).
2. det A =1 = A Drehung.
Wie lauten Drehachse, Drehebene und Drehwinkel?

1
Die Drehachse ist gerade der Eigenraum V(1,A) = Lo(A—E)= (| 0 |).
1
0 1
Die Drehebene ist der Orthogonalraum V(1,4)* = ([ 1 |, 0 ).
0 —1
Fiigt man Orthonormalbasen von Drehachse und Drehebene zusammen, be-
1 0 1
kommt man z.B. die Orthonormalbasis B = ‘/75 o1,1 11, ‘/75 0
1 0 -1
von R3. Mit dem Basiswechselsatz berechnet man
1 11 0 0
ME=—10 -7 6V2

®
H\o 62 -7
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Fiir den Drehwinkel « gilt cos a = —1—71, d.h. a =~ 0.727.

Ubung. Wie kann man den Drehwinkel im obigen Beispiel berechnen, ohne
vorher Mf bestimmen zu miissen?
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