84 Quadrate in F(Z/nZ)

Wir wollen die Quadratzahlen in E(Z/nZ) studieren. Dabei betrachten wir insbesondere den Fall E(Z/pZ) fiir
eine Primzahl p. Wie bereits bekannt, ist

E := B(Z/pZ) = Cy_,
also
E =)

fir ein ¢t = ¢ + pZ € E(Z/pZ) ~ {pZ}. Die Zahl ¢ € Z heiit dann Primitivwurzel modulo p. Die Menge der
Quadrate aus F sei im Folgenden mit E? bezeichnet. Es ist

E*={3’cFE | € E}<E.
Einen Ansatz liefert der Gruppen-Homomorphismus
o= (1) E—E.
Der Kern zu diesem Gruppen-Homomorphismus ist gegeben durch
Kemn(o)={z € E | 22 =1=1+pZ} = (-1)
Nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen gilt nun
E/(1) >= E/Kern(o) = Bild(c) = E?,
woraus

2 _ s p—1
B2 = |B/(T)| = 2=

folgt. Doch welche Elemente liegen nun in E2? Gibt es zu einem gegebenen a € E ein b € E mit a = b?

Ist zum Beispiel stets @ = —1 € E?? - Dem ist nicht so, es ist etwa
1) > < B(z/52)°,

aber
(1) > ¢ E(Z)77)2.

Definition 1 (Legendre-Symbol)
Es seien a € N beliebig, p eine Primzahl und E? := {22 € E(Z/pZ) | = € E(Z/pZ)}. Wir setzen

a\ [ +1, fallsae E?,
p) | -1, fallsa¢ E%

Fiir p = 7 ergibt sich zum Beispiel

-0 @)1 (- ()9

Satz 1 (Eigenschaften von (%))
Es seien a,b € N beliebig sowie p eine Primzahl.

(1) Aus a = b mod p folgt (%) = (%).

(2) Fiir alle a € Z ist (%2) =1.

(3) Es ist (%) ~ 1.

@ (3)-(2) = (%)

Beweis. Es sei £ := E(Z/pZ) und E* := {7 € E | 7 € E}.
(1) Aus a = b mod p folgt @ = b und damit (%) = (%).



(2) Fiir alle a € Z ist a2 = @* € E?, also (%) =1.

(3) Esist 1 =12 € E?, somit folgt (%) =1

(4) Da |E?| = 251 ist, folgt [E : E?] = 2, also
E=E* JtE%

(Es gibt kein Z € E mit t = z?, denn o(t) = |E|.)
1. Fall: Es sei a,b € E2. Dann ist ab = ab € E?, also folgt

5 ()-+--(2)

2. Fall: Es sei @,b ¢ E2. Dann ist ab = ab € E?, also folgt

5)-)-cnni-(2)

3. Fall: Es sei a € E2,b ¢ F2. Dann ist ab = ab ¢ E?, also folgt

O-()-ren--(2)

Bemerkung 1 Die Abbildung

(5) =t (2)rz~ 0 - )

p

ist also ein Monoidhomomorphismus.

Satz 2 (Eulers Kriterium)
Es sei p # 2 eine Primzahl und a € Z \ pZ beliebig. Dann gilt

(9) =a"z mod p.
p

Beweis. Es sei a € E := E(Z/pZ) beliebig. Dann ist
a’~ ' =1,

denn o(a) | p — 1. Daraus folgt
@7 1)@= +)=a*' -1=0,

also, da Z/pZ ein Kérper ist,

a’z e {+1}.

1. Fall: Es sei (%) = 1. Dann gibt es also ein Z € E mit a = Z2. Somit folgt

o’z =az =@ =zt =1

und damit

p—

a7 =1 mod p.
2. Fall: Es sei (%) — _1. Weiter sei f € E mit E = <f>. Dann ist

= 1" fiir ein ungerades k € {0,...,p — 1}.

Ql

AuBerdem ist £*2° = —1 das Element der Ordnung 2 in E. Daraus folgt

b1 p—1 1 _p—1_ . . _

T =" = ()T =Y = (1) = L,
also

—1 mod p.
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Beispiel 1 Es sei a = —1 und p eine Primzahl. Dann ist

-1\ »=1 | 41, fiir p=1 mod 4,
(?)(1) ’ { —1, fiir p =3 mod 4, mod p.

Satz 3 (quadratisches Reziprozititsgesetz von Legendre und Gauss)
Es seien p, ¢ # 2 Primzahlen mit p # ¢. Dann ist

(g) (%) = (-1)= =

Beweis. Siehe Literatur iiber Elementare Zahlentheorie. [l
Beispiel 2 FEs ist
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Satz 4 (zweite Komplementdrformel) Es sei p # 2 eine Primzahl. Dann ist

5)-e

Beweis. Siehe Literatur iiber Elementare Zahlentheorie. [l

§6 Der Hauptsatz der Arithmetik

Frage 1 Warum gilt der Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Darstellung von natiirlichen Zahlen als
Produkt von Primzahlen?

Frage 2 Was ist eine Primzahl?

Satz 5 /2 ist eine irrationale Zahl.
Beweis. (nach Euklid, ca. 340 - 270 v. Chr.)
Angenommen, v/2 ist eine rationale Zahl. Dann gibt es m,n € N mit geT(m,n) =1, so dass

Va_m
n

Es folgt

m
2=—
n



also
m? = 2n?.

Dann gilt aber 2 | m, es gibt also ein € N mit m = 22. Somit erhalten wir
42? = 2n?

also

222 = n2,

also 2 | n im Widerspruch dazu, dass ggT(m,n) = 1 ist. I
Zur Erinnerung:

Definition 2 (grdifiter gemeinsamer Teiler)

Es seien M ein Monoid und a,b € M. Ein grofiter gemeinsamer Teiler von a, b ist ein g € M fiir das gilt:
(1) g|aund g |b.

(2) Ist w € M mit u | a und u | b, so folgt u | g.

Der Beweis zum vorigen Satz benutzte die Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung einer natiirlichen
Zahl.
Gilt in N stets ,aus 2 | zy folgt 2 | x oder 2 | y“?

Definition 3 (unzerlegbare Elemente)

Es sei M ein Monoid. Ein Element v € M heif3t unzerlegbar, wenn

(1) u kein Nullelement ist (n € M heifit Nullelement, wenn nz = n fiir alle z € M),
(2) u ¢ E(M) ist und

(3) aus u = ab folgt, dass a € E(M) oder b € E(M) ist.

Definition 4 (prime Elemente)

Es sei M ein Monoid. Ein Element p € M heifit prim, wenn
(1) p kein Nullelement ist,

(2) p ¢ E(M) ist und

(3) aus p = ab folgt, dass p | a oder p | b.

Frage 3 Ist unzerlegbar gleich prim in allgemeinen Monoiden?

Beispiel 3 (1) In N ist unzerlegbar gleich prim. Ebenso in M; := 2Ny + 1 und
MQ = 3N0 + 1
(2) Betrachten wir jedoch als Gegenbeispiel

M = 2Ng U {1}.

In diesem Monoid ist 42 unzerlegbar (denn 21 ¢ M), aber nicht prim, denn
420=6-170

und

4246 und 42 70.

Frage 4 Woran liegt es, dass in N unzerlegbare Element auch prim sind (und umgekehrt), in allgemeinen
Monoiden jedoch nicht?



