Satz 1 Es sei @« € R und o = [Qo;Q1,...] eine unendliche oder abbrechende Kettenbruchentwicklung mit
@, > 2. Dann ist

lagr — pr| > |oqre1 — Dr1]

fiir alle k € Ng.
Beweis. Nach unserer Notation ist

o = [QO;QlaQQa' "7Qk7Qk+1a' ]

und

Apy1 = [Qo; Q1,Q2, - - ., Qr, Q1]

Um o und Ag; vergleichen zu konnen, definieren wir daher @}, € R durch

Qrv1 = [Qr+1, Qra2, - -]

und erhalten

y/
a=[Q0;Q1,Q2,. ., Qp, Qpsy] = Ap g = — 42

Thto
Nach §7, Satz 3 (Beweis) ist die Iterationsformel fiir das Paar (zi42, yi+2) gegeben durch
Tit1 Yirr | _ | 0 1 ome
Tito2  Yit2 1 —Qin Tiv1 Yit1 |
Wenden wir diese Formel auf (2], 5, ) an, so erhalten wir
T+l Yher | _ | O 1 Tk Yk
(*) / / - 1 -0 ! .
Liya Ykt2 k+1 Tkl Yk+1
Dabei ist die Matrix

My, ;:{ e Yk }eGL(z,Z)
Tk+1  Yk+1

mit det My = (—1)**! und

Mk—l _ (71)k+1 Yk+1 —Yk .
—Tk41 Tk

Multiplizieren wir nun (*) von rechts mit M, ', so erhalten wir

[ Tkl Yk+41 ] . [ Yk+1  —Yk } — (~1)kH [ 0 1 } .
Titro  Yito “Tk+1 Tk 1 —Qhp

Als Eintrag in der 2. Zeile und 2. Spalte bekommen wir
_m;chka + y;c+2‘rk = _(_1)k+1Q§c+1

bzw.
ThopoUk = Yhyo Tl = (_1)k+1Q;€+1,

der Eintrag in der 2. Zeile und 1. Spalte ist gegeben durch

$§c+2yk+1 - yfﬁgxkﬂ = (_1)k+1 1= (_1)k+1.



Division dieser beiden Gleichungen liefert

/ /
Lito¥Yk = Ypyolk

/
Qk—i—l = ] /
Tht2Yh+1 — YppoTh+1
’
Y
Yk — T,
_ k+2
y/
Ykt1 — o Tht1
k+2

Ye — Ap 1T
Ykt1 — Apy1 Tk
Yk — QT
Yk+1 — OTg41
_ QGk—1 — Pr—1
aqr —pE

Mit anderen Worten:

loqr—1 — pr—1] = Qpp1loqr — pi| > |ovgr — prl,

denn

1
Qi1 =Qri1+=———>1
ket T Qugat ..

nach Voraussetzung. I

Satz 2 Die Ay = ’;—: sind fiir k£ > 1 Ultra-Approximationen an .

Beweis. Es sei 2 € Q mit ¥ > 0,0 < v < g und 7 # ’;—: gegeben. Um nun zeigen zu konnen, dass

lagr — pr| < |av — u| ist, bendtigen wir eine Gleichung zwischen (py, qx) einerseits und (u,v) andererseits. Per
Definition ist

pr=(—1)""ypy1 und g = (—1)"zy.

Wir betrachten nun die invertierbare Matrix

N, = —Tk Yk = (=1)* k-1  Pk-1
T+l —Yk+1 Ak Dk

und das Z-lineare Gleichungssystem

W 5]

mit Losung [ s 7 |. Mit (#) erhalten wir
av —u = a(sqx—1 + rqk) — (spk—1 + 1K) = s(aqr—1 — pr—1) + r(Qqr — pk)-

Aus dem Beweis des vorhergehenden Satzes haben wir auflerdem die Beziehung aqr—1 —pr—1 = —Q}, 1 (aqx —px)
und erhalten damit

av —u = (=sQ 11 +r)(age —pr) = (r — sQ11)(aqe — pr)-

Weiter gilt:
(1) Es ist s # 0, denn wiire s = 0, so folgte v = rq; und u = rp; und damit

v gk

’LL:]E

im Widerspruch zur Voraussetzung.

(2) Es ist Q) > 1 (siche oben).

(3) Ist r # 0, so haben r und s entgegengesetzte Vorzeichen:
Angenommen, r und s wéren beide negativ. Dann folgte

v =8qE_1+rq <0



im Widerspruch zu v > 0.
Angenommen, r und s wéren beide positiv, so wire

v = Sqx—1 + Tqk > Gk,

da r,s € Z sind und damit r, s > 1 gelten wiirde. Dies ist aber ein Widerspruch zu v < gi.
Damit ist fiir alle r € Z

| = Q1 + 71 =151Qp1 + |7l
und wir erhalten insgesamt
lov — ul = (Is|Qpiy + IrDlage — prl > lage —prl- ||

Als kleine Anwendung wollen wir die niherungsweise Berechnung von x = v/n2 + 1 fiir ein n € N betrachten
(zum Beispiel v/2,/5,v/50, .. .: In der Schule kann man dies mittels verschiedener Verfahren machen:

a) Intervallschachtelung / probieren.

b) Heron-Verfahren.

¢) Man betrachte den Ansatz n? + 1 = (a + b)? fiir a > b, zum Beispiel a = n. Dann ist

n? 4+ 1= (n+0b)*=n+2nb+0b?
bzw. (da n > b>> b?)
1~2nb

und damit
1

on’

Wir erhalten

1
x:\/n2+1%n+2—.
n
d) Ein andere Ansatz wire etwa die Beziehung x = v/n? + 1 umzuformulieren in
(x+n)(z—n)=1.
Dies ergibt
1 1 1

- 1 - 1 ceey
n+x n-i—n—nﬂ 2n—n+m

also eine Kettenbruchentwicklung und damit die beste Approximation fiir z = v/n? + 1.
(Fiur die Schule betrachte man etwa auch: KieSwetter, In dber 3000 Jahren angewachsen [...] aus Der Mathe-
matikunterricht (MU), HB: Z5577, Heft 3, Seite 23 - 33.)



