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Definition 1. Es sei (P, G, ||,1) ein affiner Raum im Sinne der synthetischen affinen Geometrie. Eine Kollinea-
tion k: P — P heifit affin, falls es eine Folge (1, ..., m,) von Parallelprojektionen zwischen den Geraden des
Raumes gibt, so dass

(ABC)my ... mp = (AkBrKCk) fur alle A, B,C € P mit C1AB.

Wir schreiben dann GTV (A, B,C) = GTV(4k, Bk, Ck) und sagen, dass das geometrische Teilverhiltnis unter
k erhalten bleibt.

Unser Ziel ist es nun, die Gruppe Aff(P) aller affinen Abbildungen eines affinen Raumes P zu studieren.
Hierzu gehen wir zunéchst etwas allgemeiner vor und studieren die Gruppen Bikoll(P, P’) aller Bikollineationen
zwischen zwei beliebigen affinen Raumen P und P’.

Wir machen uns das Leben leicht und wechseln in die analytische Geometrie. Es seien also im Folgenden (P, V, %)
und (P’,V’, %) affine Rdume im Sinne der analytischen Geometrie; hierbei seien V' und V' Vektorrdume von
Dimension n > 2 {iber einem beliebigen Schiefkérper K. Ferner sei eine beliebige bikollineare Abbildung
7 € Bikoll(P,P’) gegeben. Um unsere Betrachtungen iiber den zu P und P’ gehorigen Vektorrdumen fithren
zu koénnen, wihlen wir zwei Urspriinge U € P und U’ € P’ und betrachten die Bijektion vy : P — V, welche
jedem Punkt P € P den beschreibenden Vektor v € V mit P = U x v zuordnet. Analog sei vy : P’ — V’
definiert. Statt 7 konnen wir nun die zugehérige verpflanzte Abbildung 7’ := v, Yrvgs : V- — V' betrachten.

Schritt 1. Es sei 7: V/ — V' die Translation mit U’r = Un. Dann folgt U’ = Urr ™!, das heifit x := 77! €
Bikoll(P, P’) bildet den gewiihlten Ursprung U € P auf den anderen gewéhlten Ursprung U’ € P’ ab. Mit

Bikoll(P, P')us..0 := {k € Bikoll(P,P') | Ux = U'}
folgt

Bikoll(P, P') = Bikoll(P, P')ys.u - T(P'),
wobei T(P’) die Gruppe aller Translationen auf P’ sei.

Schritt 2. Wir beschrinken uns im Folgenden darauf, die Abbildung x € Bikoll(P,P')y—y+ bzw. deren
zugehérige verpflanzte Abbildung &' := vy 'k : V — V’ zu studieren. Offensichtlich gilt 0’ = 0. Nun gilt
diese Bedingung fiir alle linearen Abbildungen, wir versuchen deshalb im Folgenden zu zeigen, dass &’ linear ist.
Zunichst zur Additivitdt: Hierzu seien beliebige Vektoren v, w € V gegeben. Wir nehmen als erstes an, dass
(v, w) linear unabhéngig ist. Es sei P := U’ xv und @ := U’ * w. Da unter x Geraden auf Geraden gehen und
parallele Geraden auf parallele Geraden, gibt es einen vierten Parallelogrammpunkt R zu den drei Punkten U’,
P und Q. Dies bedeutet aber gerade (v + w)k’ = vk’ + wk’. Als néichstes sei hingegen (v, w) linear abhingig,
das heifit es gibt ein A € K \ {0} mit w = Av. Da n > 2 ist, kénnen wir ein v € V wéhlen, so dass (v,u) linear
unabhiingig ist. Es folgt v + w = (v 4 u) + (—u + w), das heiit (v + u, —u + w) sind genau dann unabhéngig,
falls A # —1 ist. In diesem Fall ergibt sich

(w+wk = ((v+u) + (—u+w)k' = (v+u)r + (—u+w)s" = (v +ur") + (—u)K" + wr’).



Wir zeigen nun (—v)x’ = —(vk'), dies beweist den obigen Fall sowie den Fall A\ = —1. Hierzu sei ein u € V
gegeben, so dass (v, u) linear unabhéngig wirkt. Dann folgt

uk' = ((—v) + (v+u))K" = (—v)K' + (v + u)k’ = (—v)&" + v’ + ur’ bzw. (—v)x' = —(vK').

Schritt 3. Als néchstes wollen wir zeigen, dass &’ linear ist, das heiit (Av)x’ = A(vk’) fiir alle A € K und alle
v € V. Da k eine Bikollineation ist, werden Geraden auf Geraden abgebildet, es gilt also

(Av)k' = pk' fiir ein p € K.
Dies definiert eine Abbildung u := ((v,A) — fiw,2): V x K — K, welche wir im Folgenden studieren wollen.
Schritt 4. Fiir alle v,w € V' \ {0} gilt

o (OK) + a3 (0R) = o r (08" + 0K) = s (0 + w)K) = (AW + w))K’ = (o + M)
= (M) + (Aw)K = py A (VE") + iy 2 (wK).

Ist (v,w) linear unabhingig, so auch (vk’,wk’), denn k ist eine Bikollineation. Durch Koeffizientenvergleich
erhalten wir p, » = Hytw,x = Hw,r. Ist hingegen (v, w) linear abhéngig, so konnen wir ein w € V' wihlen, so
dass (v,u) bzw. (w,u) linear unabhéngig wird und es folgt auch in diesem Fall p,, x = iy x = ftw,x. Es gilt also

Ho, ) = oy fiir alle v,w €V,

das heifit p, » ist unabhéngig von v € V. Im Folgenden betrachten wir somit die Abbildung
m = (A pyx): K — K fiir ein beliebiges v € V' \ {0}.

Schritt 5. Um zu zeigen, dass ' linear ist, miissen wir nachweisen, dass m = id ist. Hierzu zeigen wir zunéchst,
dass m € Aut(K) ist: Fiir beliebige A, u, v € V' \ {0} gilt

A+ @)™ (wr") = (A + p)v)s" = (W + po)r’ = W)k + (o)’ = X" (vk") + p™ (vr") = (N + ™) (vk")
und

)™ (oK) = (Aa)o)s’ = (A(o))! = N (o)) = X7 (™ (o)) = (N (),
also

A+)™m=A"4p™ und (Ap)™ = A"u™.
Also ist m € Aut(K) und damit ' zumindest eine semilineare Abbildung.

Definition 2. Es seien K ein Schiefkérper und V, V' Vektorrdume iiber K. Eine Abbildung ¢ : V' — V' heift
semilinear, wenn es einen Automorphismus o € Aut(K) gibt mit

(v+w)p =ve +wp und (Av)p = A¥(vy) fiir alle v,w € V, A € K.

Bemerkung 1. Ist ¢ eine a-semilineare und v eine (-semilineare Abbildung, so ist ¢ eine af-semilineare
Abbildung; ist weiter ¢ bijektiv, so ist ¢! eine a~!-semilineare Abbildung. Die semilinearen Abbildungen von
V bilden eine Gruppe I'L(V'), welche eine Obergruppe von GL(V) ist.

Bemerkung 2. Eine a-lineare Abbildung ¢ ist durch ihre Wirkung auf einer Basis von V' festgelegt.

Beweis. Es sei B eine beliebige Basis von V. Dann gibt es fiir alle v € V eine eindeutige Darstellung v =
> ven Apb und es gilt

ve =D _Nb)p=>_(Mb)o=>_ A (by).
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Beispiel 1. Es sei K = Q(\/ﬁ) und V = K'*2 der 2-dimensionale Zeilenraum iiber K. Es ist |Aut(K)| =
[K : Q] = 2, das heifit, es gibt einen nichttrivialen Automorphismus a von K. Dieser ist gegeben durch
(v2)® = —/2. Offensichtlich ist die Abbildung x: V — V mit (1,0)s" = (1,0) und (0,1)x’ = (0,1) eine
semilineare Abbildung (die nicht linear ist), welche eine Bikollineation x auf dem zugehorigen affinen Raum P
bewirkt.

Somit war unsere Vermutung, dass alle Bikollineationen als verpflanzte Abbildungen Vektorraumisomorphismen
haben, falsch. Insbesondere gilt fiir einen affinen Raum P:

Koll(P) = Koll(P)yp - T(P) mit Koll(P)y—y = TL(V).
Bemerkung 3. Es gilt sogar

Koll(P) 2 TL(V) x T(P).
Bemerkung 4. Es gilt

I'L(V) 2 GL(V) xT'L(V)g—p mit TL(V)p—5 = {¢B-B.a | @ € Aut(K)} = Aut(K),
wobel ¢..5 o die a-semilineare Abbildung mit ¢p..5,.|s = ids ist.

Definition 3. Wir definieren das algebraische Teilverhéltnis zwischen drei kollinearen Punkten A, B, C eines
affinen Raumes P: Es ist ATV(A, B,C) = A\, wenn w = Av mit B=Axvund C = A xw.

Als Anwendung des Strahlensatzes (und dessen Umkehrung) ergibt sich die folgende Charakterisierung:
Satz 1. Es seien A, B,C € P drei kollineare Punkte eines affinen Raumes P und x € Koll(P). Dann ist
GTV(A, B,C) = GTV(Ak, Bk, Ck)
genau dann, wenn
ATV(A, B,C) = ATV (Ak, Bk, Ck).
Wir erhalten als direkte Folgerung:
Satz 2. Fiir jeden affinen Raum (P, V, *) gilt
Aff(P) = GL(V) - T(V).

Beweis. Es sei m1 € Aff(P) eine beliebige affine Abbildung. Dann gehért zu 7 eine eindeutig bestimmte a-
semilineare Abbildung " € TL(V) fiir ein o € Aut(K), das heifit es ist (M)’ = A*(vk’) fiir allev € V, A € K.

Da aber 7 das algebraische Teilverhéltnis erhalt, folgt o = id. O
Fiir die Schule ist die Unterscheidung zwischen Aff(P) und Koll(P) sowieso hinfillig, denn aus der Algebra
wissen wir, dass Aut(R) = 1 ist. Somit ist jede Kollineation iiber einen reellen affinen Raum eine affine
Abbildung.



