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Kapitel I

Einleitung

I.1 Motivation
Klassische Lie-Algebren Lie-Algebren wurden von dem norwegischen Mathemati-
ker Marius Sophus Lie (1842-1899) eingeführt und dienten zur Erforschung der Lie-
Gruppen. Daher wurden sie zunächst nur über den Körpern der reellen und der kom-
plexen Zahlen betrachtet.
Die Klassifikation der einfachen komplexen Lie-Algebren beruht auf ihrer Wurzel-
raumzerlegung beziehungsweise der Cartan-Zerlegung. Die Menge der Wurzeln bildet
ein Wurzelsystem. Wurzelsysteme einfacher endlich-dimensionaler Lie-Algebren über
C sind klassifizierbar in die verschiedenen Typen A, B, C, D, E, F und G. Diese Klas-
sifikation wurde 1900 von Élie Cartan abgeschlossen.
Zu jeder Lie-Algebra gibt es eine assoziative Algebra, die eine ”Hülle “ bildet. Jede
assoziative Algebra ist eine Lie-Algebra bezüglich des Kommutators [x,y] = xy− yx,
und das Produkt der Lie-Algebra kann in dieser Hülle als Kommutator aufgefasst wer-
den. Man nennt diese Algebra die universell einhüllende Algebra der Lie-Algebra. Sie
ist eine Hopf-Algebra bezüglich des Koprodukts ∆, welches durch x 7→ x⊗ 1 + 1⊗ x
induziert wird, sowie der Koeins ε, welche durch die Nullabbildung induziert wird,
und der Antipode S, welche durch x 7→ −x induziert wird, wobei jeweils alle x aus der
Lie-Algebra sind.

Modulare Lie-Algebren Lie-Algebren über Körpern positiver Charakteristik nennt
man modulare Lie-Algebren. Alle klassischen Lie-Algebren existieren auch über
Körpern positiver Charakteristik, jedoch sind sie nicht die einzigen einfachen modu-
laren Lie-Algebren. Die erste einfache modulare Lie-Algebra, die nicht klassisch ist,
wurde von Ernst Witt gefunden.
Es gibt eine Klasse von modularen Lie-Algebren, bei denen die p-ten Potenzen aller
adjungierten Abbildungen innere Derivationen sind. Diese Lie-Algebren heißen Lie-
p-Algebren. Wir können in Lie-p-Algebren eine p-Potenzabbildung x 7→ x[p], sowie
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4 Kapitel I. Einleitung

eine besondere ”Hülle“ definieren, die wir universell p-einhüllende Algebra nennen.
Auch sie ist eine assoziative Algebra. Assoziative Algebren in Charakteristik p sind
Lie-p-Algebren bezüglich des Kommutators und der gewöhnlichen p-Potenzabbildung
x 7→ xp, und man kann das Produkt in der Universell p-Einhüllenden Algebra als Kom-
mutator, sowie die p-Potenzabbildung als gewöhnliche p-Potenzabbildung auffassen.
Falls die Lie-p-Algebra endlich-dimensional ist, ist die universell p-einhüllende Alge-
bra ebenfalls endlich-dimensional im Gegensatz zur Universell Einhüllenden Algebra.
Die universell p-einhüllende Algebra ist eine Hopf-Algebra bezüglich der gleichen
Abbildungen wie im Fall der Universell Einhüllenden Algebra.
Im Jahre 1966 vermuteten Kostrikin und Shafarevich, dass über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper der Charakteristik p > 5 eine endlich-dimensionale einfache
Lie-p-Algebra entweder klassisch oder vom Cartan-Typ ist. Diese Vermutung bewie-
sen Block und Wilson im Jahre 1998 für p > 7 ([BW98]). Auf den allgemeineren Fall
einer modularen Lie-Algebra, die nicht unbedingt eine Lie-p-Algebra sein muss, be-
zieht sich die verallgemeinerte Kostrikin-Shafarevich-Vermutung. Sie besagt, dass jede
einfache Lie-Algebra der Charakteristik p > 5 entweder klassisch oder eine der filtrier-
ten Lie-Algebren vom Cartan-Typ ist. Helmut Strade bewies diese Vermutung 1998 für
p > 7 ([PS06]). Er bewies außerdem einen Klassifikationssatz ([PS06]) über modula-
re Lie-Algebren für p > 3. Dieser Klassifikationssatz besagt, dass jede einfache Lie-
Algebra der Charakteristik p > 3 entweder klassisch, eine der filtrierten Lie-Algebren
vom Cartan-Typ oder eine der Melikian-Algebren in Charakteristik 5 ist.
Die Klassifikation der einfachen Lie-Algebren der Charakteristik < 5 ist jedoch noch
nicht vollständig. Es gibt in Charakteristik 2 und 3 andere Lie-Algebren als die klas-
sischen oder die vom Cartan-Typ. Zum Beispiel existiert in Charakteristik 3 eine Lie-
p-Algebra der Dimension 18, die keinem der beiden Typen zuzuordnen ist, sowie Ver-
wandte der Melikian-Algebren in Charakteristik 2 und 3 [Skr92], [Bro95].

Darstellungstheorie Die Darstellungen einer Lie-Algebra stehen in Bijektion zu
den Darstellungen ihrer Universell Einhüllenden Algebra. Möchte man die irredu-
ziblen Darstellungen einer einfachen Lie-Algebra über C bestimmen, kann man diese
über die Cartan-Zerlegung berechnen. Jeder endlich-dimensionale einfache Modul hat
einen maximalen Vektor und ist Höchstgewichtsmodul zu diesem Vektor zu einem
bestimmten Gewicht. Somit kann man die endlich-dimensionalen Darstellungen der
Lie-Algebren über C mithilfe ihrer Gewichtsraumzerlegung beschreiben.
Bei den Lie-p-Algebren gibt es eine bestimmte Klasse von Moduln, die p-Moduln. Bei
p-Moduln ist die zugehörige Darstellung invariant unter der p-Potenzabbildung.
Auch hier stehen die Darstellungen in Bijektion zu den Darstellungen ihrer Universell
Einhüllenden Algebra und zusätzlich stehen die p-Darstellungen in Bijektion zu
den Darstellungen ihrer Universell p-Einhüllenden Algebra. Die Berechnung aller
Darstellungen einer Lie-Algebra funktionert in positiver Charakteristik allerdings
nicht auf dieselbe Weise wie in Charakteristik 0, da die Cartan-Unteralgebren der
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Lie-Algebren positiver Charakteristik nicht notwendig maximale torale Unteralgebren
sind ([Wil80]).

Ziel der Arbeit Diese Arbeit wird sich sowohl mit den grundlegenden Begriffen der
Lie-p-Algebren und ihrer Darstellungen beschäftigen, sowie konkrete Lie-Algebren
vorstellen. Außerdem stellt sich wegen des Fehlens der Höchstgewichtsmodul-
Methode zur Berechnung der Moduln nun die Frage, wie man die Moduln für
Lie-Algebren in positiver Charakteristik ermittelt. Wir werden allerdings nicht
nur theoretisch an diese Frage herangehen, sondern sie auch an einigen kleinen
Lie-Algebren mithilfe des Programms GAP [GAP07] ausprobieren.

I.2 Struktur und Hauptresultate der Arbeit
Im zweiten Kapitel werden wir einige grundlegende Begriffe zu Lie-Algebren und Lie-
p-Algebren, sowie einige Notationen einführen. Wir lernen die Universell Einhüllende
und die universell p-einhüllende Algebra und ihre Hopf-Algebren-Eigenschaft kennen.
Zum Schluss übertragen wir das Konzept der Graduierung und der Filtrierung einer
Algebra auf eine Lie-Algebra.
Die Begriffe Moduln und Darstellungen werden im dritten Kapitel erläutert. Wir wer-
den eine Methode entwickeln, alle p-Moduln einer Lie-p-Algebra zu berechnen, die
über das Tensorieren von Moduln funktioniert. Hier lernen wir auch einige Eigenschaf-
ten der Universell Einhüllenden Algebra kennen und berechnen die maximale Dimen-
sion eines einfachen Moduls. Zusätzlich werden wir kurz die Chevalley-Eigenschaft
einführen.
Im vierten Kapitel werden konkrete Lie-Algebren vorgestellt. Es werden nacheinander
die Jacobson-Witt-Algebren W (n,m), die Speziellen Algebren S(n,m), die Hamilton-
Algebren H(2r,m), die Kontakt-Algebren K(2r + 1,m) und die Melikian-Algebren
M (m1,m2) eingeführt. Wir werden sehen, dass alle diese einfach sind. Nach einer
Untersuchung ihrer Lie-p-Algebren-Eigenschaft stellen wir fest, dass sie genau dann
Lie-p-Algebren sind, wenn m = 1 beziehungsweise m1 = m2 = 1 ist. Danach stellen
wir die Klassifikationssätze vor. Außerdem werden wir eine Lie-Algebra in Charakte-
ristik 3 beschreiben, die nicht der Klassifikation in Charakteristik ≥ 5 entspricht.
Um die Methode zur Berechnung der p-Moduln zu bestätigen, berechnen wir im fünf-
ten Kapitel die p-Moduln einiger kleiner einfacher Lie-p-Algebren und stellen sie ta-
bellarisch dar. Da dieses mithilfe des Programms GAP geschieht, werden wir kurz auf
die Implementierung in GAP eingehen.
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Kapitel II

Lie-, Lie-p- und Einhüllende Algebren

In diesem Kapitel möchten wir die grundlegenden Definitionen und Eigenschaften von
Lie-Algebren beschreiben.

II.1 Lie-Algebren
In diesem Abschnitt folgen wir [Hum72].

(1.1) Bezeichnung
In dieser Arbeit schreiben wir N= {1,2,3,4, . . .}, also ist 0 6∈ N. Für {0,1,2,3,4, . . .}
schreiben wir N0.

Sei K ein Körper, der in diesem Abschnitt keine weiteren Voraussetzungen erfüllen
muss.

(1.2) Definition
Ein K-Vektorraum A mit einer bilinearen Verknüpfung [· , · ] : A×A→ A,(x,y) 7→ [x,y]
ist eine Lie-Algebra, falls für alle x,y,z ∈ A gilt:

1. [x,x] = 0,

2. [[x,y],z]+ [[y,z],x]+ [[z,x],y] = 0 (Jacobi-Identität).

(1.3) Definition
Sei A eine K-Algebra. Eine K-lineare Abbildung δ : A→ A heißt Derivation von A,
falls δ(xy) = xδ(y)+δ(x)y für alle x,y ∈ A gilt. Wir bezeichnen mit Der(A) die Menge
der Derivationen von A.

(1.4) Beispiel
1. Eine assoziative K-Algebra A ist eine Lie-Algebra bezüglich der Verknüpfung

[· , · ] : A×A→ A, (x,y) 7→ [x,y] := xy− yx.

7
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2. Ein Spezialfall von 1. sind die linearen Lie-Algebren. Sei dazu V ein K-
Vektorraum und gl(V ) := EndK(V ) und gl(n,K) := Kn×n für n ∈ N. Alle
Unteralgebren von gl(V ) oder gl(n,K), die bezüglich [, ] abgeschlossen sind,
wie zum Beispiel sl(n,K) := {x ∈ gl(n,K) | Spur(x) = 0} heißen lineare Lie-
Algebren. Sie sind Lie-Algebren bezüglich der Verknüpfung [x,y] := xy− yx.

3. Die Menge der Derivationen einer K-Algebra A ist abgeschlossen bezüglich [·, ·]
in gl(A) = EndK(A), das heißt, es gilt für alle x,y ∈ A, δ1,δ2 ∈ Der(A)

[δ1,δ2](xy) = δ1 ◦δ2(xy)−δ2 ◦δ1(xy)
= δ1(xδ2(y)+δ2(x)y)−δ2(xδ1(y)+δ1(x)y)
= xδ1 ◦δ2(y)+δ1(x)δ2(y)+δ1 ◦δ2(x)y+δ2(x)δ1(y)
−δ2(x)δ1(y)− xδ2 ◦δ1(y)−δ2 ◦δ1(x)y−δ1(x)δ2(y)

= x[δ1,δ2](y)+ [δ1,δ2](x)y.

Damit ist Der(A) eine Lie-Algebra.

4. Ein anderes Beispiel ist die F-Algebra W (2,1), wobei F ein Körper der Charak-
teristik char(F) = p ∈ P ist. Sie ist eine Derivationen-Algebra:

A := F [x,y]/(xp,yp), W (2,1) := Der(A).

Definiere Dx : A→ A, xiy j 7→ xi−1y j, wobei xi := 0 für i < 0 gesetzt sei, und
analog Dy. Dann sind Dx und Dy Derivationen. Eine Basis von W (2,1) über F
ist gegeben durch {xiy jDz | 0≤ i, j < p, z = x,y}.

Ist L eine Lie-Algebra über K, dann ist für alle x ∈ L die Abbildung

ad(x) : L→ L, y 7→ [x,y]

linear und eine Derivation von L. Alle Derivationen D, für die es ein x ∈ L mit
D = ad(x) gibt, heißen innere Derivationen.
Ist A eine K-Algebra, deren Produkt [·, ·] antikommutativ ist, das heißt, es gilt [x,x] = 0
für alle x ∈ A, dann zeigt eine einfache Rechnung, dass die Jacobi-Identität in A genau
dann gilt, wenn für alle x ∈ A die Abbildung ad(x) eine Derivation ist.

(1.5) Definition
Seien L,L′ Lie-Algebren über K und A,B⊆ L.

1. Für x ∈ L bezeichnen wir mit [x,A] das Vektorraum-Erzeugnis aller [x,y] mit
y ∈ A und analog mit [A,B] das Vektorraum-Erzeugnis aller [x,B] mit x ∈ A.

(a) Der Kommutator von L ist dann die Menge L(1) := [L,L].
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(b) Wir definieren L(1) := L, sowie L(n+1) := [L(n),L(n)] und nennen

L(1) ⊇ L(2) ⊇ L(3) . . .

die Kommutatorreihe von L.

(c) L ist auflösbar, falls ein n ∈ N existiert mit L(n) = 0.

(d) Wir definieren L1 := L, sowie Ln+1 := [Ln,L] und nennen

L1 ⊇ L2 ⊇ L3 . . .

die absteigende Zentralreihe von L.

(e) L ist nilpotent, falls ein n ∈ N existiert mit Ln = 0.

2. Ein Lie-Algebren-Homomorphismus ist eine K-lineare Abbildung α : L→ L′

mit α([x,y]) = [α(x),α(y)] für alle x,y ∈ L. Ein Lie-Algebren-Isomorphismus
ist ein bijektiver Lie-Algebren-Homomorphismus. Die Lie-Algebren L,L′ sind
isomorph, wenn ein Lie-Algebren-Isomorphismus α : L→ L′ existiert.

3. Ein Untervektorraum A von L ist eine Unter-(Lie-)Algebra, falls [A,A]⊆ A ist.

4. Ein Untervektorraum I ist ein Ideal von L, falls [x, I] ⊆ I für alle x ∈ L gilt. Sei
nun I ein Ideal von L.

(a) Der Quotient L/I = {x + I | x ∈ L} ist bezüglich [x + I,y + I] := [x,y] + I
für alle x,y ∈ I eine Lie-Algebra.

(b) Falls J ein weiteres Ideal von L ist, dann sind I + J und [I,J] Ideale von L.

(c) Die üblichen Homomorphiesätze gelten.

5. Das Zentrum von L ist definiert als Z(L) := {x ∈ L | [x,L] = 0} und ist ein Ideal
von L. Die Lie-Algebra L heißt abelsch, falls Z(L) = L ist.

6. Für eine Unteralgebra A von L ist der Zentralisator von A in L definiert als
CL(A) := {x ∈ L | [x,A] = 0} und der Normalisator von A in L ist definiert als
NL(A) := {x ∈ L | [x,A]⊆ A}.

7. Falls L nicht abelsch ist und {0} und L die einzigen Ideale von L sind, heißt L
einfach.

8. Eine Darstellung von L ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus ϕ : L→ gl(n,K)
für ein n∈N oder ϕ : L→ gl(V ) für einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum
V . Wir nennen eine Darstellung treu, falls sie injektiv ist.
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9. Sei L endlich-dimensional; dann ist das Radikal rad(L) von L das eindeutig
bestimmte maximale auflösbare Ideal von L. Die Lie-Algebra L ist halbeinfach,
falls rad(L) = 0 ist.

(1.6) Definition
1. Sei V ein K-Vektorraum und x ∈ gl(V ) = EndK(V ). Falls ein n ∈ N mit xn = 0

existiert, heißt x nilpotent.

2. Sei L eine Lie-Algebra über K und x ∈ L. Falls ad(x) ∈ gl(L) nilpotent ist, heißt
x ad-nilpotent.

(1.7) Satz (Satz von Engel [Hum72, 3.2])
Sei L endlich-dimensionale Lie-Algebra, so dass jedes Element von L ad-nilpotent ist.
Dann ist L nilpotent.

(1.8) Definition
Sei K algebraisch abgeschlossen.

1. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ein Element x ∈ EndK(V ) heißt
halbeinfach, falls x diagonalisierbar ist.

2. Sei char(K) = 0, L endlich-dimensionale Lie-Algebra über K und T ≤ L eine
Unteralgebra. Ist ad(t) ∈ EndK(L) halbeinfach für alle t ∈ T , so heißt T toral.

3. Sei L eine endlich-dimensionale Lie-Algebra über K. Eine Unteralgebra H heißt
Cartan-Unteralgebra, falls H nilpotent und NL(H) = H ist.

Sei ab hier K ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 0 und L eine
endlich-dimensionale Lie-Algebra.

(1.9) Definition
Sei L halbeinfach und H eine maximale torale Unteralgebra. Wir definieren zu
α ∈ H∗ := HomK(H,K) den Wurzelraum durch

Lα := {x ∈ L | (ad(h))(x) = [h,x] = α(h)x ∀ h ∈ H}.

Ein Element 0 6= α ∈ H∗ mit Lα 6= 0 heißt Wurzel von L bezüglich H.

Sei L halbeinfach, H eine maximale torale Unteralgebra von L und Φ die Menge der
Wurzeln von L bezüglich H. Dann ist L = CL(H)⊕ (

L
α∈Φ Lα). Es gilt insbesondere

|Φ|< ∞. Weiterhin gilt, dass H = CL(H) ist (siehe [Hum72, 8.2]).
Eine maximale torale Unteralgebra H einer halbeinfachen Lie-Algebra ist abelsch und
somit nilpotent. Wegen L = H⊕ (

L
α∈Φ Lα) mit [H,Lα] = Lα gilt H = NL(H) (siehe

[Hum72, 15.3]). Insgesamt folgt, dass H eine Cartan-Unteralgebra ist.
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(1.10) Definition
1. Die Abbildung κ : L× L→ K, (x,y) 7→ Spur(ad(x)ad(y)) heißt Killing-Form

von L.

2. Die Menge rad(κ) := {x ∈ L | κ(x,y) = 0 für alle y ∈ L} ist das Radikal der
Killing-Form κ.

3. Die Killing-Form κ ist nicht ausgeartet, wenn rad(κ) = 0 ist.

(1.11) Satz ([Hum72, 5.1])
Die Killing-Form κ von L ist genau dann nicht ausgeartet, wenn L halbeinfach ist.

Wenn die Killing-Form κ von L nicht ausgeartet ist, existiert zu jedem µ ∈ H∗ genau
ein tµ ∈ H mit µ(h) = κ(tµ,h) für alle h ∈ H. Definiere (µ,ν) := κ(tµ, tν) für µ,ν ∈ H∗.
Dann ist (·, ·) eine nicht ausgeartete, symmetrische Bilinearform auf H∗.

(1.12) Satz ([Hum72, 8.5])
Sei L halbeinfach, H eine maximale torale Unteralgebra, Φ die Menge der Wur-
zeln von L bezüglich H, EQ = ∑α∈ΦQα ≤ H∗ (der von den Wurzeln aufgespannte
Q-Vektorraum in H∗) und E := EQ⊗QR. Dann gilt:

1. Φ⊆ E und |Φ|< ∞.

2. Die Menge E ist das Erzeugnis von Φ als R-Vektorraum und 0 6∈Φ.

3. Für α ∈Φ und r ∈ R mit rα ∈Φ ist r ∈ {−1,1}.

Auf E ist ein Skalarprodukt ( , ) definiert, so dass folgende Bedingungen erfüllt sind:

1. Für α,β ∈Φ ist β− 2(β,α)
(α,α) ∈Φ.

2. Für α,β ∈Φ ist 2(β,α)
(α,α) ∈ Z.

Wir werden nun die Klassifikation der Lie-Algebren über den komplexen Zahlen vor-
stellen. Um diese Klassifikation zu veranschaulichen, führen wir den Coxeter-Graphen
und das Dynkin-Diagramm des Wurzelsystems Φ einer Lie-Algebra ein.

(1.13) Definition
1. Eine Basis ∆ von E mit ∆ ⊆ Φ heißt Basis von Φ, wenn folgende Bedingung

erfüllt ist:

Besitzt β ∈ Φ die Darstellung β = ∑α∈∆ kαα mit kα ∈ R, dann ist kα ∈ N0 für
alle α ∈ ∆ oder kα ∈ −N0 für alle α ∈ ∆.

2. Die Elemente einer Basis heißen einfache Wurzeln.
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3. Ist ∆ eine Basis von Φ und β = ∑α∈∆ kαα, dann ist β eine positive Wurzel, falls
kα ∈ N0 für alle α ∈ ∆ gilt, oder eine negative Wurzel, falls kα ∈ −N0 für alle
α∈ ∆ gilt. Die Menge der positiven Wurzeln bezüglich einer Basis ∆ bezeichnen
wir mit Φ+, die der negativen mit Φ−.

Das Wurzelsystem Φ besitzt eine Basis. Sei nun ∆ eine Basis von Φ und 〈β,α〉 := 2(β,α)
(α,α)

für α,β ∈Φ.

(1.14) Definition
Der Coxeter-Graph von Φ ist ein Graph mit Knoten, die in Bijektion zu ∆ stehen, und
mit 〈α,β〉〈β,α〉 Kanten zwischen α und β.

(1.15) Beispiel
Wir betrachten die zwei einfachen Wurzeln α,β mit 〈β,α〉 = 〈α,β〉 = −1. Dann hat
der Coxeter-Graph zwei Knoten und eine Kante zwischen diesen Knoten.

◦ ◦
α β

(1.16) Definition
Das Dynkin-Diagramm von Φ ist der Coxeter-Graph von Φ mit Pfeilen an mehrfa-
chen Kanten, die auf die kürzere Wurzel zeigen. Dabei sei eine Wurzel α genau dann
kürzer als eine Wurzel β, wenn (α,α) < (β,β) ist.

(1.17) Beispiel
Wir betrachten die zwei einfachen Wurzeln α,β mit 〈β,α〉 = −2, 〈α,β〉 = −1 und
(α,α) = 1 < 2 = (β,β). Dann hat das Dynkin-Diagramm einen ”kürzeren“ und einen

”längeren“ Knoten mit zwei Kanten.

◦ < ◦
α β

Das Dynkin-Diagramm von Φ hängt nicht von der Wahl der Basis ∆ ab. Genau
dann sind zwei halbeinfache Lie-Algebren isomorph, wenn sie das gleiche Dynkin-
Diagramm haben; siehe [Hum72, Theorem V.18.4].

Klassifikation: Es gibt (bis auf Isomorphie) über C nur einfache Lie-Algebren mit
Wurzelsystemen Φ = {α1, . . . ,αl}, die folgende Dynkin-Diagramme haben. In diesen
Diagrammen wird der Knoten zur Wurzel αi mit i bezeichnet.

Typ Al mit l ≥ 1: ◦ ◦ ◦ . . . ◦ ◦
1 2 3 l−1 l
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Typ Bl mit l ≥ 2: ◦ ◦ ◦ . . . ◦ ◦>
1 2 3 l−1 l

Typ Cl mit l ≥ 3: ◦ ◦ ◦ . . . ◦ ◦<
1 2 3 l−1 l

Typ Dl mit l ≥ 4: l−1
◦◦ ◦ ◦ . . . ◦

ddddddddd
YYYYYYYYY

1 2 3 l−2 ◦
l

Typ E6 mit l = 6: 2◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦
1 3 4 5 6

Typ E7 mit l = 7: 2◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
1 3 4 5 6 7

Typ E8 mit l = 8: 2◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
1 3 4 5 6 7 8

Typ F4 mit l = 4: ◦ ◦ ◦> ◦
1 2 3 4

Typ G2 mit l = 2: ◦ ◦<
1 2

II.2 Die universell einhüllende Algebra
In diesem Abschnitt sei L eine Lie-Algebra über einem beliebigen Körper K. Die uni-
versell einhüllende Algebra von L ist eine assoziative Algebra. Sie bildet eine ”Hülle“
der Lie-Algebra, so dass man die Verknüpfung in L wie in assoziativen Algebren auf-
fassen kann, also als [x,y] = xy− yx für x,y ∈ L. Wir folgen hier [Hum72, V.17].

(2.1) Definition
Die universell einhüllende Algebra von L ist ein Paar (U , ι), wobei U eine assozia-
tive K-Algebra ist und ι : L→U eine lineare Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

1. ι ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus.

2. Für alle assoziativen K-Algebren U ′ und jeden Lie-Algebren-Homomorphismus
κ : L→U ′ existiert genau ein K-Algebren-Homomorphismus ϕ : U →U ′ mit
κ = ϕ◦ ι.
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Falls die universell einhüllende Algebra existiert, ist sie eindeutig bis auf Isormophie
und wir schreiben für diese eindeutige Algebra U (L).
Für eine Menge X bezeichnen wir im Folgenden mit K〈X〉 die freie assoziative
K-Algebra über X .
Wir konstruieren nun die universell einhüllende Algebra U (L). Dazu wählen wir eine
Basis X von L, eine weitere Menge X̄ , die zu X gleichmächtig ist und durch ι : X → X̄
in Bijektion zu X steht. Wir schreiben x̄ := ι(x) für x ∈ X . Man kann nun ι zu einer
linearen Abbildung ι : L→K〈X̄〉 fortsetzen. Sei außerdem I das Ideal in K〈X̄〉, welches
durch x̄ȳ− ȳx̄− ι([x,y]) für x,y ∈ X erzeugt wird. Wir setzen nun U := K〈X̄〉/I. Sei
π̄ : K〈X̄〉 →U die kanonische Abbildung und bezeichne ι auch die Komposition π◦ ι.

L ι //

ι
!!CC

CC
CC

CC
C K〈X̄〉

π

��
U

Dann ist (U , ι) die Universell Einhüllende von L.
Wir suchen nun eine Basis der Universell Einhüllenden Algebra von L. Dazu ordnen
wir die Basis X mit Hilfe einer Menge J, die wohlgeordnet ist und in Bijektion zu X
steht, das heißt, es gibt eine bijektive Abbildung J→ X , j 7→ x j. Sei < die Wohlordung
von J. Insgesamt ist eine Bijektion J → X̄ , j 7→ x̄ j := ι(x j) definiert. Damit ist eine
Wohlordnung auf X̄ = {x̄ j | j ∈ J} gegeben durch x̄i < x̄ j :⇔ i < j.

(2.2) Theorem (Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt)
Mit obigen Bezeichnungen ist die Menge

{x̄ j1 · · · x̄ jn + I | j1 ≤ . . .≤ jn ∈ J, n ∈ N }∪{1}

eine K-Basis von U .

Aus Theorem II.(2.2) folgt insbesondere, dass ι : L→U injektiv ist. Man kann nun L
als Teilmenge von U (L) auffassen. Dann kann man für obige Basis auch

{x j1 · · ·x jn | j1 ≤ . . .≤ jn ∈ J, n ∈ N }∪{1}

schreiben.

II.3 Lie-p-Algebren
Sei F ein Körper der Charakteristik p > 0. Wir folgen hier [SF88, Abschnitt 2.1].
Sei A eine assoziative Algebra über F , X eine Unbestimmte über A. Definiere A[X ]
durch A[X ] := {∑n

i=1 aiX i | ai ∈ A,1 ≤ i ≤ n,n ∈ N0}. Durch aX i · bX j = abX i+ j und
distributive Fortsetzung wird eine Multiplikation auf A[X ] definiert. Mit dieser Multi-
plikation wird A[X ] zu einer F-Algebra.
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(3.1) Lemma
1. Sei A eine assoziative Algebra über F , X eine Unbestimmte über A. Dann

existiert eine eindeutig bestimmte F-lineare Abbildung D ∈ Der(A[X ]), so dass
D(aX i) = iaX i−1 für alle a ∈ A und i ∈ N0 gilt.

2. Ist A eine assoziative Algebra, so gilt ad(x)n(y) = ∑
n
i=0(−1)i(n

i

)
xi · y · xn−i.

Beweis.

1. Es gilt für alle a,b ∈ A und i, j ∈ N0

D(aX i ·bX j) = D(abX i+ j)
= (i+ j)abX i+ j−1

= iaX i−1 ·bX j +aX i · jbX j−1

= D(aX i) ·bX j +aX iD(bX j).

Aufgrund der Linearität von D folgt, dass D eine Derivation ist.

Sei D′ ∈ Der(A[X ]) ein weiteres Element mit D′(aX i) = iaX i−1 für alle a ∈ A
und i ∈ N0. Dann ist (D′−D)(aX i) = 0 für alle a ∈ A und i ∈ N0, also D = D′.

2. Wir zeigen die Behauptung per vollständiger Induktion. Der Fall n = 0 ist trivial.
Ist die Formel für ein beliebiges aber festes n ∈ N wahr, dann gilt

ad(x)n+1(y) = [x,ad(x)n(y)] = [x,
n

∑
i=0

(−1)i
(

n
i

)
xn−iyxi]

=
n

∑
i=0

(−1)i
(

n
i

)
[x,xn−iyxi]

=
n

∑
i=0

(−1)i
(

n
i

)
(xn−i+1yxi− xn−iyxi+1)

=
n

∑
i=0

(−1)i
(

n
i

)
xn−i+1yxi +

n

∑
i=0

(−1)i+1
(

n
i

)
xn−iyxi+1

=
n

∑
i=0

(−1)i
(

n
i

)
xn−i+1yxi +

n+1

∑
i=1

(−1)i
(

n
i−1

)
xn+1−iyxi

=
n

∑
i=1

(−1)i
(

n+1
i

)
xn−i+1yxi + xn+1y+(−1)n+1yxn+1

=
n+1

∑
i=0

(−1)i
(

n+1
i

)
xn−i+1yxi.

q



16 Kapitel II. Lie-, Lie-p- und Einhüllende Algebren

Ist nun A eine assoziative F-Algebra, so gilt wegen p |
(p

i

)
für alle 1≤ i≤ p−1

ad(x)p(y) = xpy− yxp = ad(xp)(y). (1)

Wir möchten nun wissen, wie sich die Vektorraumstruktur bezüglich der Abbildung
A→ A, x 7→ xp verhält. Es ist

(αx)p = α
pxp

für alle α ∈ F,x ∈ A. Schließlich interessiert uns die Entwicklung von (a + b)p nach
a,b ∈ A. Sei dazu X eine Unbestimmte über A und betrachte für a und b das Polynom

(aX +b)p = apX p +bp +
p−1

∑
i=1

si(a,b)X i (2)

mit si(a,b) ∈ A. Wenden wir nun die Derivation D aus Lemma II.(3.1) 1. auf (2) an, so
erhalten wir

p−1

∑
i=0

(aX +b)ia(aX +b)p−1−i =
p−1

∑
i=1

isi(a,b)X i−1,

wobei die linke Seite durch Induktion bewiesen wird. Es gilt
(p−1

i

)
= (−1)i wegen

char(F) = p und damit gilt

p−1

∑
i=0

(−1)i
(

p−1
i

)
(aX +b)ia(aX +b)p−1−i =

p−1

∑
i=1

isi(a,b)X i−1,

und mit der Formel aus Lemma II.(3.1) 2. und p |
(p

i

)
für alle 1≤ i≤ p−1 erhalten wir

ad(aX +b)p−1(a) =
p−1

∑
i=0

(−1)i
(

p−1
i

)
(aX +b)ia(aX +b)p−1−i

=
p−1

∑
i=1

isi(a,b)X i−1.

Setzen wir X = 1, so folgt

(a+b)p = ap +bp +
p−1

∑
i=1

si(a,b). (3)

Damit haben wir isi(a,b) als den Koeffizienten von X i−1 in dem Polynom
ad(aX +b)p−1(a) ∈ A[X ] identifiziert.

(3.2) Lemma
Sei L eine Lie-Algebra über F und seien a,b ∈ L. Sei A := U (L) die universell
einhüllende Algebra von L. Betrachte die Lie-Algebra H, die durch a und b erzeugt
wird. Dann ist si(a,b) ∈ H p, wobei si(x,y) wie in (2) definiert sei. (Hierbei ist H p das
p-te Glied in der absteigenden Zentralreihe von H, vergleiche II.(1.5)).
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Beweis. Sei X eine Unbestimmte über A. Dann ist

[aX i,bX j] = aX ibX j−bX jaX i = abX i+ j−baX i+ j.

Damit ist ad(aX + b)(a) = [a,a]X + [b,a] = [b,a] ∈ H2. Sei nun h = ∑
m
i=0 aiX i mit

ai ∈ Hn für ein n ∈ N. Dann gilt

ad(aX +b)(h) =
m

∑
i=0

[aX +b,aiX i]

=
m

∑
i=0

[a,ai]X i+1 +[b,ai]X i.

Die Koeffizienten von X i sind Elemente von Hn+1. Mit Induktion folgt, dass die
Koeffizienten von ad(aX +b)n+1(a) in Hn+2 liegen. Insbesondere ist si(a,b) ∈ H p für
alle 1≤ i≤ p−1. q

(3.3) Definition ([SF88, 2.1])
Die Lie-Algebra L ist eine Lie-p-Algebra (restricted Lie algebra), falls eine Abbildung
[p] : L→ L, x 7→ x[p] definiert ist, so dass für alle x,y ∈ L, a ∈ F gilt:

1. ad(x[p]) = ad(x)p

2. (ax)[p] = apx[p]

3. (x+y)[p] = x[p]+y[p]+∑
p−1
i=1 si(x,y), wobei si(x,y) wie in (2) definiert sei. (Nach

Lemma II.(3.2) liegen die si(x,y) in L).

Die Abbildung [p] heißt p-Potenzabbildung von L.

(3.4) Beispiel (siehe Beispiel II.(1.4))
1. Ist L eine assoziative F-Algebra ([x,y] = xy−yx), dann ist L eine Lie-p-Algebra

bezüglich x[p] := xp für alle x ∈ L.

2. Jede Lie-Algebra L, die eine Unter-Lie-Algebra einer assoziativen Algebra ist
und für die xp ∈ L für alle x ∈ L gilt, ist eine Lie-p-Algebra.

3. Als Spezialfall von 1. ist die Derivationenalgebra einer Lie-Algebra L als lineare
Algebra Der(L)⊆ gl(L) eine Lie-p-Algebra.

4. Ist L =W (2,1), dann ist L eine Lie-p-Algebra bezüglich D[p] = Dp für alle D∈L.
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Beweis.

1. Die 1. Bedingung aus II.(3.3) folgt aus II.(3.1) 2., die 2. Bedingung ist trivial,
und die 3. Bedingung folgt aus (3).

2. Klar.

3. Es ist zu zeigen, dass Dp ∈ Der(L) ist. Wir zeigen dazu die Leibniz-Regel

Dn(xy) =
n

∑
i=0

(
n
i

)
Di(x) ·Dn−i(y) ∀ n ∈ N0, ∀ x,y ∈ L

per vollständiger Induktion nach n. Im Fall n = 0 lautet die Formel

xy = D0(xy) = D0(x)D0(y) = xy.

Ist die Formel für ein beliebiges aber festes n ∈ N wahr, dann gilt

Dn+1(xy) = Dn(D(x)y+ xD(y))

=
n

∑
i=0

(
n
i

)
Di+1(x) ·Dn−i(y)+

n

∑
i=0

(
n
i

)
Di(x) ·Dn−i+1(y)

=
n+1

∑
i=1

(
n

i−1

)
Di(x) ·Dn+1−i(y)+

n

∑
i=0

(
n
i

)
Di(x) ·Dn−i+1(y)

=
n

∑
i=1

(
n+1

i

)
Di(x) ·Dn+1−i(y)+Dn+1(x)y+ xDn+1(y)

=
n+1

∑
i=0

(
n+1

i

)
Di(x) ·Dn+1−i(y).

Also ist Dp(xy) = Dp(x)y + xDp(y) wegen p |
(p

i

)
für alle 1 ≤ i ≤ p− 1 und

damit Dp ∈ Der(L).

4. Die Algebra A = F [x,y]/(xp + yp) ist als assoziative Algebra eine Lie-Algebra.
Damit ist L = Der(A)⊆ gl(L) eine Lie-p-Algebra bezüglich D[p] = Dp.

q

(3.5) Definition
Seien L,L′ zwei Lie-p-Algebren über F mit p-Potenzabbildungen [p], [p]′.

1. Ein p-Homomorphismus ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus ϕ : L → L′

mit ϕ(x[p]) = ϕ(x)[p]′ für alle x ∈ L.
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2. Ein p-Isomorphismus ist ein bijektiver p-Homomorphismus.

3. Die Lie-p-Algebren L,L′ sind isomorph, falls ein p-Isomorphismus ϕ : L→ L′

existiert.

4. Eine p-Darstellung von L ist eine Darstellung von L, die gleichzeitig ein
p-Homomorphismus ist.

5. Ein Ideal I von L heißt p-Ideal, falls x[p] ∈ I für alle x ∈ I ist.

6. Eine Unter-Lie-Algebra M von L heißt p-Unteralgebra, falls x[p] ∈ M für alle
x ∈M ist.

Für V,W Vektorräume über F ist eine Abbildung f : V →W p-semilinear ist, falls für
alle α ∈ F, x,y ∈ L gilt: f (αx+ y) = αp f (x)+ f (y).

(3.6) Proposition
Sei L eine Unteralgebra einer Lie-p-Algebra (G, [p]) und sei [p]1 : L→ L eine Abbil-
dung. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. [p]1 ist eine p-Potenzabbildung.

2. Es gilt [p]1 = [p]+ f für eine p-semilineare Abbildung f : L→CG(L).

Beweis. Sei [p]1 eine p-Potenzabbildung und betrachte f (x) := x[p]1 − x[p]. Wegen
ad( f (x))(y) = 0 für alle x,y ∈ L (II.(3.3) 1.) bildet f in den Zentralisator CG(L) ab. Für
x,y ∈ L und a ∈ F erhalten wir

f (ax+ y) = apx[p]1 + y[p]1 +
p−1

∑
i=1

si(ax,y)−apx[p]− y[p]−
p−1

∑
i=1

si(ax,y)

= ap f (x)+ f (y),

wobei si wie in II.(3.3) 3. definiert ist. Wir nehmen nun an, dass f p-semilinear ist. Für
x,y ∈ L gilt

(x+ y)[p]1 = (x+ y)[p] + f (x+ y)

= x[p] + f (x)+ y[p] + f (y)+
p−1

∑
i=1

si(x,y)

= x[p]1 + y[p]1 +
p−1

∑
i=1

si(x,y).

q
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(3.7) Theorem (Jacobson, [SF88, Theorem 2.2.3])
Sei L eine Lie-Algebra über F und (e j) j∈J eine Basis von L, so dass y j ∈ L mit
ad(e j)p = ad(y j) existieren. Dann gibt es genau eine p-Potenzabbildung [p] : L→ L
mit e[p]

j = y j für alle j ∈ J.

Beweis. Sei z∈ L und j ∈ J. Nach Beispiel II.(3.4) ist die assoziative Algebra U (L)
eine Lie-p-Algebra bezüglich der p-Potenzabbildung xp für alle x ∈ U (L). Dann gilt
in der Universell Einhüllenden Algebra 0 = (ad(e j)p− ad(y j))(z) = [ep

j − y j,z] für
alle z ∈ L wegen (1). Also ist ep

j − y j in CU (L)(L), dem Zentralisator von L in U (L).
Definiere die p-semilineare Abbildung f : L→CU (L) durch

f (∑
j∈J

a je j) := ∑
j∈J

ap
j (y j− ep

j )

und betrachte V := {x∈ L | xp + f (x)∈ L}. Sei si wie in II.(3.3) 3. definiert und x,y∈ L,
sowie a ∈ F . Wegen

(ax+ y)p + f (ax+ y) = apxp + yp +
p−1

∑
i=1

si(ax,y)+ap f (x)+ f (y)

und II.(3.2) ist V ein Untervektorraum von L. Da jedes e j ( j ∈ J) in V liegt, ist
xp + f (x) ∈ L für alle x ∈ L, das heißt, es ist V = L. Mit Proposition II.(3.6) folgt dann,
dass [p] : L→ L, x[p] := xp + f (x) eine p-Potenzabbildung auf L ist. Wir erhalten
zusätzlich e[p]

j = ep
j + f (e j) = y j für alle j ∈ J.

Wir nehmen an, dass [p]′ : L→ L eine zweite p-Potenzabbildung mit e[p]′
j = y j für alle

j ∈ J ist. Dann ist f = [p]− [p]′ eine p-semilineare Abbildung mit f (e j) = 0 für alle
j ∈ J und es folgt mit x[p] = x[p]′ für alle x ∈ L die Eindeutigkeit. q

(3.8) Bemerkung
Eine Lie-Algebra L hat genau dann eine p-Potenzabbildung, die sie zu einer Lie-
p-Algebra macht, wenn ad(L) eine p-Unteralgebra von Der(L) ist, das heißt, wenn
ad(x)p ∈ ad(L) für alle x ∈ L ist.

Beweis. Die Hinrichtung ist klar. Die Rückrichtung kann man mit II.(3.7) zeigen.
q

(3.9) Lemma
Sei V ein F-Vektorraum und f : V → V eine p-semilineare Abbildung. Dann sind die
folgenden Aussagen äquivalent:

1. Das Erzeugnis von f (V ) ist V .
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2. Zu jedem v ∈V existieren a1, . . . ,an ∈ F mit v = ∑
n
i=1 ai f i(v).

Beweis. Die Rückrichtung ist offensichtlich. Sei v ∈V und

U = {
n

∑
i=1

ai f i(v) | ai ∈ F,1≤ i≤ n,n ∈ N}.

Weil U ein f -invarianter Unterraum von V ist, induziert U eine p-semilineare Abbil-
dung

f̄ : V/U →V/U, x+U 7→ f (x)+U

mit 〈 f̄ (V/U)〉 = V/U . Der Raum V/U erhält eine F-Vektorraumstruktur durch
a.w := apw für a ∈ F und w ∈ V/U . Die Abbildung f ist bezüglich der so erhal-
tenen Struktur linear. Die Unterräume bezüglich dieser Struktur sind genau die
F p-Unterräume von V/U . Dabei ist F p = {ap | a ∈ F}, ein Teilkörper von F . Da eine
F p-Basis von f̄ (V/U) ein Erzeugendensystem für den F-Vektorraum 〈 f̄ (V/U)〉 ist,
haben wir dimF〈 f̄ (V/U)〉 ≤ dimF p f̄ (V/U). Damit gilt die folgende Ungleichung:

dimFV/U = dimF Kern( f̄ )+dimF p f̄ (V/U)
≥ dimF Kern( f̄ )+dimF〈 f̄ (V/U)〉
= dimF Kern( f̄ )+dimFV/U.

Wir erhalten Kern( f̄ ) = 0. Wegen v+U ∈ Kern( f̄ ) ist v ∈U . q

(3.10) Beispiel (Klassische Lie-Algebren [Str04, 4.1])
Sei G eine einfache Lie-Algebra über C, H eine Cartan-Unteralgebra von G ,
Φ = Φ(G ,H ) das zugehörige Wurzelsystem und ∆ = {α1, . . . ,αl} eine Basis von
einfachen Wurzeln in Φ. Für α, β∈Φ sei 〈β,α〉= 2(β,α)

(α,α) , wobei (·, ·) das Skalarprodukt
von II.(1.12) sei. Dann gilt:
Die Lie-Algebra G hat eine Basis B = {eα | α ∈ Φ}∪ {hi | 1 ≤ i ≤ l}, so dass die
folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. [hi,h j] = 0,1≤ i, j ≤ l.

2. [hi,eβ] = 〈β,αi〉eβ,1≤ i≤ l,β ∈Φ.

3. [eα,e−α] =: hα ist eine Z-Linearkombination von h1, . . . ,hl .

4. Seien α,β∈Φ,β 6=±α und sei {β−qα, . . . ,β+rα} eine α-Kette durch β. Dann
ist [eα,eβ] = 0, falls α + β 6∈ Φ, und [eα,eβ] = ±(q + 1)eα+β, falls α + β ∈ Φ.
Außerdem ist q ∈ {0,1,2}, falls α+β ∈Φ.
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Diese Basis ist eine Chevalley-Basis von G . Das Z-Erzeugnis von B, GZ ist abge-
schlossen unter der Lie-Klammer. Also ist GF := GZ⊗F eine Lie-Algebra über F mit
Basis B⊗ 1. Ihre Strukturkonstanten erhält man aus denen für GZ durch Reduktion
modulo p. Für p > 3 ist die Lie-Algebra GF nur dann nicht einfach, falls das Wur-
zelsystem Φ vom Typ Al mit l = mp− 1 für ein m ∈ N ist. Dann ist die Lie-Algebra
GF/Z(GF) ∼= psl(mp) einfach. Die Lie-Algebren, die man auf diese Art und Weise
erhält, nennt man klassisch. Alle klassischen Lie-Algebren sind Lie-p-Algebren mit
p-Potenzabbildung gegeben durch (eα⊗1)[p] = 0 und (hi⊗1)[p] = hi⊗1 für alle α∈Φ

und 1≤ i≤ l.

Sei F algebraisch abgeschlossen, L eine endlich-dimensionale Lie-Algebra über F und
H eine Cartan-Unteralgebra von L. Wir definieren für h ∈ H und α ∈ H∗ die Menge

Lα = {x ∈ L | ∀h ∈ H ∃n(h,x) ∈ N : (ad(h)−α(h) idL)n(h,x)(x) = 0}.

Es gilt H = L0. Falls Lα 6= 0 gilt, heißt die Linearform α : H → F Wurzel und die
Menge Lα Wurzelraum von L bezüglich H.

(3.11) Korollar (Zassenhaus [SF88, 1.4.4])
Sei F algebraisch abgeschlossen, L eine endlich-dimensionale Lie-Algebra über F und
H eine Cartan-Unteralgebra von L. Dann ist L =

L
α∈H∗ Lα.

Diese Zerlegung von L nennt man Wurzelraumzerlegung von L bezüglich H.

II.4 Die universell p-einhüllende Algebra
Für Lie-p-Algebren gibt es ein Analogon zu der Universell Einhüllenden Algebra,
die universell p-einhüllende Algebra. Sie hat einen Vorteil gegenüber der Universell
Einhüllenden Algebra. Falls L endlich-dimensional ist, ist die universell p-einhüllende
Algebra es auch. Definiert wird sie analog zur Universell Einhüllenden Algebra. Wir
folgen hier [SF88, Abschnitt 2.5].
Sei also in diesem Abschnitt F ein Körper der Charakteristik p und L eine
Lie-p-Algebra über F .

(4.1) Definition
Die universell p-einhüllende Algebra (restricted universal enveloping algebra) von L
ist ein Paar (Up, ι) mit einer assoziativen F-Algebra Up und einer linearen Abbildung
ι : L→Up, die die folgenden Eigenschaften erfüllen:

1. ι ist ein p-Homomorphismus.

2. Für alle assoziativen F-Algebren U ′ und jeden p-Homomorphismus κ : L→U ′

existiert genau ein F-Algebren-Homomorphismus ϕ : Up→U ′ mit κ = ϕ◦ ι.
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Die universelle Eigenschaft der universell p-einhüllende Algebra zeigt, dass es bis auf
Isomorphie höchstens eine universell p-einhüllende Algebra gibt.

(4.2) Theorem
1. Die universell p-einhüllende Algebra von L existiert.

2. Es existiert ein Ideal I in U (L), so dass mit den II.(2.2) nachfolgenden Konven-
tionen gilt: Die Menge

B := {xs1
j1 · · ·x

sn
jn + I | j1 < .. . < jn, 0≤ sk ≤ p−1, 1≤ k ≤ n, n ∈ N}

bildet eine Basis von Up(L) := U (L)/I über F . Insbesondere ist ι : L→Up(L)
injektiv und dimFUp(L) = pn, falls dimFL = n.

Beweis. Für j ∈ J ist z j := xp
j − x[p]

j ∈ Z(U (L)). Dann ist I := ∑ j∈J z jU (L) ein
zweiseitiges Ideal in U (L), weil die z j zentral sind. Die Menge B ist linear unabhängig
in Up(L) (siehe [SF88, Lemma 1.9.7]). Sie erzeugt Up(L) als F-Vektorraum wegen
xp + I = x[p] + I ∈ L + I für x ∈ L. Sei ι : U (L)→ Up(L) = U (L)/I die kanonische
Abbildung. Dann gilt für alle x ∈ L

ι(x)p = ι(xp) = ι(x[p]).

Sei nun A eine assoziative Algebra und f : L→ A ein p-Homomorphismus. Dann be-
sitzt f eine eindeutige Fortsetzung g : U (L)→ A. Wegen

g(z j) = g(xp
j − x[p]

j ) = g(x j)p−g(x[p]
j ) = f (x j)p− f (x[p]

j ) = 0

für alle j erhalten wir g(I) = 0. Damit existiert ein Homomorphismus f̄ : U (L)/I→ A,
so dass das Diagramm

L //

f
!!DD

DD
DD

DD
DD

U (L)
g

��

kan.
// Up(L)

f̄zzuuuuuuuuuu

A

kommutiert. Weil Up(L) durch ι(L) erzeugt wird, ist f̄ eindeutig durch die Gleichung
f̄ ◦ ι = f bestimmt. q

Wir bezeichen nun die universell p-einhüllende Algebra wie in II.(4.2) mit Up(L). Aus
Theorem II.(4.2) folgt insbesondere, dass ι : L→Up(L) injektiv ist. Man kann nun L
als Teilmenge von Up(L) auffassen. Dann kann man für obige Basis B auch

{xs1
j1 · · ·x

sn
jn | j1 < .. . < jn, 0≤ sk ≤ p−1, 1≤ k ≤ n, n ∈ N}

schreiben.
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II.5 Hopf-Algebren
Die universell einhüllende Algebra und die universell p-einhüllende Algebra haben
eine spezielle Struktur, sie sind Hopf-Algebren.
Für einen Körper K und K-Vektorräume U,V schreiben wir U⊗V := U⊗K V .

(5.1) Definition
Sei K ein Körper.

1. Ist A ein K-Vektorraum, so nennen wir (A,∆,ε) (oder kurz: A) eine Koalgebra,
falls zwei lineare Abbildungen ∆ : A → A⊗ A und ε : A → K mit folgenden
Eigenschaften existieren:

(a) (∆⊗ idA)◦∆ = (idA⊗∆)◦∆,

A ∆ //

∆

��

A⊗A

idA⊗∆

��
A⊗A

∆⊗idA

// A⊗A⊗A

(b) mr ◦ (idA⊗ε)◦∆ = idA = ml ◦ (ε⊗ idA)◦∆,

A⊗A

idA⊗ε

��

A ∆ //∆oo

idA
��

A⊗A

ε⊗idA
��

A⊗K mr
// A K⊗Aml

oo

wobei mr : A⊗K, a⊗x 7→ ax beziehungsweise ml : K⊗A, x⊗a 7→ xa die Links-
beziehungsweise Rechtsoperation des Körpers auf der Algebra seien. Die Abbil-
dung ∆ beziehungsweise ε heißen Koprodukt beziehungsweise Koeins.

2. Für Koalgebren A und C ist die Abbildung f : A → C ein Koalgebren-
Homomorphismus, falls ( f ⊗ f )◦∆A = ∆C ◦ f und εC ◦ f = εA erfüllt ist.

Ist B eine Algebra mit Multiplikations-Abbildung m : B⊗B→ B und Eins-Abbildung
η : K→ B, so sind (a) und (b) ”dual“ anolog zu Assoziativität und Einheitseigenschaft
von m und η.

(5.2) Definition
Sei nun A eine Algebra (mit Struktur-Abbildungen m,η) und eine Koalge-
bra (mit Struktur-Abbildungen ∆,ε). Dann heißt A Bialgebra, falls ∆ und ε

Algebren-Homomorphismen sind, oder (äquivalent) falls m und η Koalgebren-
Homomorphismen sind. Falls zusätzlich eine lineare Abbildung S : A→ A existiert,
die

m◦ (S⊗ idA)◦∆ = η◦ ε = m◦ (idA⊗S)◦∆



II.5. Hopf-Algebren 25

erfüllt, ist A eine Hopf-Algebra.

A⊗A

idA⊗S

��

A ∆ //∆oo

ε

��

A⊗A

S⊗idA

��

K
η

��
A⊗A m

// A A⊗Am
oo

Die Abbildung S heißt in diesem Fall Antipode.

Die Antipode S einer Hopf-Algebra H ist eindeutig und sowohl ein Algebren-, als auch
ein Koalgebren-Antiautomorphismus (S(xy) = S(y)S(x) für alle x,y ∈ H).

(5.3) Beispiel
1. Sei L eine Lie-Algebra über einem Körper K.

U (L) ist eine Hopf-Algebra bezüglich

∆ : U (L)→U (L)⊗U (L) induziert durch x 7→ x⊗1+1⊗ x,

ε : U (L)→ K induziert durch x 7→ 0,

S : U (L)→U (L) induziert durch x 7→ −x

für alle x ∈ L.

2. Sei L eine Lie-p-Algebra über einem Körper F , char(F) = p 6= 0.

Up(L) ist eine Hopf-Algebra bezüglich

∆p : Up(L)→Up(L)⊗Up(L) induziert durch x 7→ x⊗1+1⊗ x,

εp : Up(L)→ F induziert durch x 7→ 0,

Sp : Up(L)→Up(L) induziert durch x 7→ −x

für alle x ∈ L.

Beweis. Die Abbildungen sind per Definition Algebren-Homomorphismen. Wir
überprüfen ihre Eigenschaften:

1. Für x ∈ L gilt

(∆⊗ idU (L))(∆(x)) = (∆⊗ idU (L))(1⊗ x+ x⊗1)
= 1⊗1⊗ x+1⊗ x⊗1+ x⊗1⊗1,

(idU (L)⊗∆)(∆(x)) = (idU (L)⊗∆)(1⊗ x+ x⊗1)
= 1⊗1⊗ x+1⊗ x⊗1+ x⊗1⊗1.
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2. Für x ∈ L gilt

(mr ◦ (idU (L)⊗ε)◦∆)(x) = mr ◦ (idU (L)⊗ε)(1⊗ x+ x⊗1)
= mr(1⊗0+ x⊗1) = x,

(ml ◦ (ε⊗ idU (L))◦∆)(x) = (ml ◦ (ε⊗ idU (L)))(1⊗ x+ x⊗1)
= ml(1⊗ x+0⊗1) = x.

3. Für x ∈ L gilt

(m◦ (S⊗ idU (L))◦∆)(x) = (m◦ (S⊗ idU (L)))(1⊗ x+ x⊗1)
= m(1⊗ x− x⊗1) = 0,

(η◦ ε)(x) = η(0) = 0,

(m◦ (idU (L)⊗S)◦∆)(x) = (m◦ (idU (L))⊗S)(1⊗ x+ x⊗1)
= m(−1⊗ x+ x⊗1) = 0.

Die Gleichungen für Lie-p-Algebren beweist man analog. q

(5.4) Bemerkung
Wir betrachten (II.(5.3) 1.) eine endlich-dimensionale Lie-Algebra L über dem Körper
K mit Basis {x1, . . . ,xk} für ein k ∈ N. Seien n = (n1, . . . ,nk), m = (m1, . . . ,mk) ∈ Nk

0.
Wir setzen

xn := xn1
1 · · ·x

nk
k ∈U (L)

und (
n
m

)
:=
(

n1

m1

)
· · ·
(

nk

mk

)
∈ N0.

Auf Nk
0 definiere eine Halbordnung ”≤” durch

n≤ m⇔ ni ≤ mi ∀ 1≤ i≤ k.

Für 1≤ i≤ k definieren wir εi := (δi1, . . . ,δik) (Kronecker-Delta). Wegen II.(2.2) lässt
sich somit jedes a ∈U (L) schreiben als

a = ∑
0≤n≤l

anxn

für ein l ∈Nk
0 und an ∈ K für n ∈Nk

0. Wir möchten nun zeigen, dass für alle n ∈Nk
0 gilt

∆(xn) = ∑
0≤m≤n

(
n
m

)
xm⊗ xn−m.
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Wir zeigen diese Behauptung per vollständiger Induktion über ∑
k
i=1 ni. Für n = 0 ist

die Aussage

1⊗1 = ∆(1) = ∆(x0) = ∑
0≤m≤0

(
0
m

)
xm⊗ x0−m = 1⊗1,

also wahr. Die Behauptung gelte nun für n ∈ Nk
0 und sei 1≤ i≤ n; dann ist

∆(xn+εi) = ∆(xn)∆(xi)

= ( ∑
0≤m≤n

(
n
m

)
xm⊗ xn−m)(1⊗ xi + xi⊗1)

= ∑
0≤m≤n

(
n
m

)
(xm⊗ xn−m+εi + xm+εi⊗ xn−m)

= ∑
0≤m≤n

(
n
m

)
(xm⊗ xn−m+εi)+ ∑

εi≤m≤n+εi

(
n

m− εi

)
(xm⊗ xn−m+εi)

= ∑
εi≤m≤n

(
n+ εi

m

)
(xm⊗ xn−m+εi)+1⊗ xn+εi + xn+εi⊗1

= ∑
0≤m≤n+εi

(
n+ εi

m

)
(xm⊗ xn+εi−m).

Damit ist die Behauptung per vollständiger Induktion gezeigt.

(5.5) Definition
1. Für jede Hopf-Algebra H sei

P(H) = {h ∈ H | ∆(h) = 1⊗h+h⊗1 und ε(h) = 0}

die Menge der primitiven Elemente von H.

2. Seien H und H ′ Hopf-Algebren. Eine lineare Abbildung f : H → H ′

heißt Hopf-Algebren-Homomorphismus, falls sie zugleich ein Algebren-
Homomorphismus und ein Koalgebren-Homomorphismus ist und es gilt
f ◦SH = SH ′ ◦ f .

3. Ein Ideal I einer Hopf-Algebra H heißt Hopf-Ideal, falls die Bedingungen
∆(I)⊆ I⊗H +H⊗ I, I ⊆ Kern(ε) und S(I)⊆ I gelten.

4. Für jede Hopf-Algebra H sei H+ = Kern(ε).

(5.6) Bemerkung
1. Ist L eine (endlich-dimensionale) Lie-Algebra über K (char(K) = 0), dann ist

P(U (L)) = L.
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2. Ist L eine (endlich-dimensionale) Lie-p-Algebra über F (char(F) = p > 0), dann
ist P(Up(L)) = L.

Beweis.

1. Sei {x1, . . . ,xk} eine Basis von L und a = ∑0≤n≤l anxn für ein l ∈Nk
0 und an ∈ K

für alle 0≤ n≤ l mit den Notationen aus Bemerkung II.(5.4). Dann gilt

∆(a)− (1⊗a+a⊗1)

= ∑
0≤n≤l

an ∑
0≤m≤n

(
n
m

)
xm⊗ xn−m− ∑

0≤n≤l
an(xn⊗1+1⊗ xn)

= ∑
0≤n≤l

∑
0<m<n

an

(
n
m

)
xm⊗ xn−m.

Für a ∈ P(U (L)) folgt

∑
0≤n≤l

∑
0<m<n

an

(
n
m

)
xm⊗ xn−m = 0.

Wegen der linearen Unabhängigkeit der {xn⊗xn−m | n,m∈Nk
0}müssen also alle

Koeffizienten an
(n

m

)
für 0 < m < n≤ l gleich Null sein. Die Binomialkoeffizien-

ten
(n

m

)
sind 6= 0 für alle 0 < m < n. Damit ist an = 0 für alle 0 < n ∈Nk

0, für die
ein m∈Nk

0 mit 0 < m < n existiert. Das heißt, es ist nur dann an 6= 0, wenn n = εi
für ein 1 ≤ i ≤ k oder n = 0 ist. Wir erhalten P(U (L)) ⊆ L + K. Für a ∈ L und
0 6= b ∈ K ist ε(a + b) = 0 + b 6= 0, und somit gilt sogar P(U (L)) ⊆ L. Wegen
L⊆ P(U (L)) sind die Mengen gleich.

2. Sei {x1, . . . ,xk} eine Basis von L und a = ∑0≤n≤l anxn für ein l = (l1, . . . , lk) ∈ Nk
0

mit 0 ≤ li ≤ p− 1 und an ∈ F für alle 0 ≤ n ≤ l. Wie in 1. gilt dann für
a ∈ P(Up(L))

∑
0≤n≤l

∑
0<m<n

an

(
n
m

)
xm⊗ xn−m = 0.

Auch hier gilt
(n

m

)
6= 0 für alle 0 < m < n wegen ni ≤ p− 1 für alle 1 ≤ i ≤ k.

Und die Behauptung folgt wie in 1.

q
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(5.7) Bemerkung
Sei F ein Körper der Charakteristik p > 0 und H eine Hopf-Algebra über F .

1. Die Menge P(H) ist eine Lie-p-Algebra L unter der Kommutatorabbildung
[x,y] = xy− yx mit x,y ∈ P(H). In der Tat ist eine endlich-dimensionale Hopf-
Algebra H die p-Einhüllende Algebra des Vektorraumes seiner primitiven
Elemente genau dann, wenn H durch P(H) als Algebra erzeugt wird.

2. Für einen Hopf-Algebren-Homomorphismus f : H → H ′ ist f (P(H)) ⊆ P(H ′)
und f |P(H) ein p-Homomorphismus.

3. Ein Hopf-Ideal I von H ist also der Kern eines Hopf-Algebren-Homomorphismus
mit Definitionsbereich H. Seine Eigenschaften sind genau die, die man braucht
um den Quotienten H/I mit einer kanonischen Hopf-Algebren-Struktur zu
versehen, so dass die Projektion H→ H/I eine Hopf-Algebren-Abbildung ist.

Beweis.

1. Für x,y ∈ P(H) ist wegen

∆([x,y]) = ∆(x)∆(y)−∆(y)∆(x)
= (x⊗1+1⊗ x)(y⊗1+1⊗ y)− (y⊗1+1⊗ y)(x⊗1+1⊗ x)
= xy⊗1+ x⊗ y+ y⊗ x+1⊗ xy− yx⊗1− y⊗ x− x⊗ y−1⊗ yx
= (xy− yx)⊗1+1⊗ (xy− yx)

und
ε([x,y]) = ε(x)ε(y)− ε(y)ε(x) = 0,

der Kommutator [x,y] = xy− yx ∈ P(H). Damit ist P(H) = L eine Lie-Algebra.
Für x ∈ L gilt

∆(xp) = ∆(x)p = (x⊗1+1⊗ x)p = xp⊗1+1⊗ xp

und
ε(xp) = ε(x)p = 0.

Damit ist xp ∈ L und L eine Lie-p-Algebra.

2. Für h ∈ P(H) ist

(∆H ′ ◦ f )(h) = ( f ⊗ f )(∆H(h)) = ( f ⊗ f )(1⊗h+h⊗1) = 1⊗ f (h)+ f (h)⊗1.

Da f |P(H) ein Algebren-Homomorphismus ist, ist er auch ein p-Homomorphismus
(Rechnung wie für ∆ in 1.).

q
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II.6 Graduierte Lie-Algebren und filtrierte Lie-Algebren
Manche Algebren haben zusätzliche Eigenschaften; sie sind filtriert beziehungsweise
graduiert. Diese Begriffe möchten wir hier erläutern. Wir folgen hier [SF88, Aschnitt
1.9, Kapitel 3]. Sei K ein Körper.

(6.1) Definition
Sei A eine Algebra über K.

1. Eine (aufsteigende) Filtrierung von A ist eine Familie (A(k))k∈Z von Un-
terräumen mit A(k) ⊆ A(l) für k ≤ l und A(k)A(l) ⊆ A(k+l) für alle k, l ∈ Z. Dann
heißt das Paar (A,(A(k))k∈Z) filtrierte Algebra.

2. Eine aufsteigende Filtrierung (L(k))n∈Z einer Lie-p-Algebra L heißt p-Filtrierung,

falls L[p]
(k) ⊆ L(pk) für alle k ∈ Z.

3. Eine (Z-)Graduierung von A ist eine Familie (Ak)k∈Z von Unterräumen
mit A =

L
k∈Z Ak und AkAl ⊆ Ak+l für alle l,k ∈ Z. Elemente von Al heißen

homogene Elemente vom Grad l. Dann heißt das Paar (A,(Ak)k∈Z) graduierte
Algebra.

4. Eine Graduierung L =
L

k∈Z Lk einer Lie-p-Algebra mit L[p]
k ⊆ Lpk für alle k ∈Z

heißt p-Graduierung.

Ist (L,(Li)i∈Z) eine graduierte Lie-Algebra, dann hat L eine Filtrierung (L(n))n∈Z mit
L(n) = ∑i≤n Li.
Sei (L,(L(i))i∈Z) eine filtrierte Lie-Algebra. Wir setzen Li := L(i)/L(i−1) für alle i ∈ Z.
Definiere auf gr(L) :=

L
i∈Z Li eine Lie-Algebren-Struktur durch

[x+L(i−1),y+L( j−1)] := [x,y]+L(i+ j−1)

für x ∈ L(i),y ∈ L( j). Man nennt (gr(L),(Li)i∈Z) die graduierte Algebra assoziiert zu
(L,(L(i))i∈Z).

(6.2) Theorem
Für eine filtrierte Lie-Algebra (L,(L(i))i∈Z) über K gilt:

1. Die Lie-Algebra (gr(L),(Li)i∈Z) ist graduiert.

2. Falls L eine Lie-p-Algebra über einem Körper F mit char(F) = p > 0 und
(L(i))i∈Z eine p-Filtrierung ist, dann definiert

(x+L(i−1))
[p] := x[p] +L(pi−1) ∈ Lpi für alle x ∈ L(i)

eine p-Potenzabbildung auf gr(L), so dass die Graduierung eine p-Graduierung
auf gr(L) ist.



II.6. Graduierte Lie-Algebren und filtrierte Lie-Algebren 31

Beweis.

1. Die Aussage folgt direkt aus der Definition.

2. Ist x ∈ L(i), dann ist x[p] ∈ L(pi). Für y ∈ L( j) gilt dann

(ad(x+L(i−1)))
p(y+L( j−1)) = ad(x)p(y)+L(ip+ j−1)

= [x[p],y]+L(ip+ j−1)

= ad(x[p] +L(ip−1))(y+L( j−1))

= ad((x+L(i−1))
[p])(y+L( j−1)).

Da es eine Basis von gr(L) aus homogenen Elementen gibt, folgt mit dem Theo-
rem von Jacobson II.(3.7) die Behauptung.

q

(6.3) Beispiel
1. Sei L eine Lie-Algebra über einem Körper F der Charakteristik p > 0 und

(U (L), ι) ihre universell einhüllende Algebra. Mit den Bezeichnungen aus
Theorem II.(2.2) hat U (L) eine Filtrierung

U (L)(0) := F, U (L)(k) := 〈 y1 · · ·yn | yi ∈ L, 1≤ i≤ n, 1≤ n≤ k 〉+F,

die kanonische Filtrierung von U (L).

2. Die Lie-Algebra W (2,1) ist graduiert mit

Li = {xkylDz | k + l = i+1, 1≤ k, l ≤ p−1, z = x,y }.

(6.4) Definition
Sei A eine Algebra über K. Eine Abbildung ν : A → Z ∪ {−∞} heißt Pseudo-
Bewertung auf A, falls gilt

1. ν(a+b)≤max{ν(a),ν(b)} für alle a,b ∈ A,

2. ν(λa) = ν(a) für alle a ∈ A und 0 6= λ ∈ K,

3. ν(ab)≤ ν(a)+ν(b) für alle a,b ∈ A.

(6.5) Bemerkung
Sei A eine Algebra über K, ν : A→ Z∪{−∞} eine Pseudo-Bewertung auf A, a,b ∈ A
mit ν(a) < ν(b). Dann ist ν(a+b) = ν(b). Angenommen es ist ν(a+b) < ν(b). Dann
wäre ν(b) = ν(a+b−a)≤max{ν(a),ν(a+b)}< ν(b). Für a,b ∈ A mit ν(a) 6= ν(b)
gilt also ν(a+b) = max{ν(a),ν(b)}.
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Sei L eine Lie-Algebra mit einer Filtrierung (L(k))k∈Z, für die
S

k∈Z L(k) = L gilt. Dann
definiert

ν(x) :=

{
−∞, für x ∈

T
k∈Z L(k)

min{k | x ∈ L(k)}, sonst

eine Pseudo-Bewertung auf L.
Ist umgekehrt ν eine Pseudo-Bewertung auf L, dann ist

L(k) := {x ∈ L | ν(x)≤ k}

eine Filtrierung (L(k))k∈Z, für die
S

k∈Z L(k) = L gilt.
Sei L eine Lie-Algebra über dem Körper F mit einer Filtrierung (L(k))k∈Z, für dieS

k∈Z L(k) = L gilt. Setze

U (L)(0) := F, U (L)(k) := 〈 x1 · · ·xn | xi ∈ L, 1≤ i≤ n, n ∈N, 1≤
n

∑
i=1

ν(xi)≤ k 〉+F.

Dann ist (U (L)(k))k∈Z eine Filtrierung von U (L). Wir nennen diese Filtrierung die zu
(L(k))k∈Z gehörige Filtrierung von U (L). Die triviale Pseudo-Bewertung

ν : L→ Z∪{−∞}, ν(x) = 1 ∀ x 6= 0, ν(0) =−∞

induziert die kanonische Filtrierung von U (L).

(6.6) Proposition
Sei L eine Lie-Algebra über dem Körper F und ν : L → Z ∪ {−∞} eine Pseudo-
Bewertung auf L, {x j | j ∈ J} wie in II.(2.2) eine geordnete Basis von L, so dass
L(k) = 〈 x j | ν(x j) ≤ k〉 für alle k ∈ Z ist, und (U (L)(l))l∈Z die zu (L(k))k∈Z gehörige
Filtrierung. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. U (L)(l) = 〈 x j1 · · ·x jn | j1 ≤ . . .≤ jn ∈ J, n ∈ N, ∑
n
i=1 ν(x ji)≤ l 〉+F ,

2. {x j1 · · ·x jn +U (L)(l−1) | j1 ≤ . . . ≤ jn ∈ J, n ∈ N, ∑
n
i=1 ν(x ji) = l} ist für alle

l ∈ Z eine Basis von U (L)(l)/U (L)(l−1).

Beweis.

1. (a) Wir betrachten für l ∈ N und k ∈ Z die Unterräume

U(k, l) := 〈 y1 · · ·y j | j ≤ k, yi ∈ L ∀1≤ i≤ j,
j

∑
i=1

ν(yi)≤ l 〉.

Wir behaupten, dass für alle y1, . . . ,yk ∈ L und jede Permutation σ ∈ Sk

y1 · · ·yk− yσ(1) · · ·yσ(k) ∈U(k−1,
k

∑
i=1

ν(yi))
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gilt. Sei

G := {σ∈ Sk | y1 · · ·yk−yσ(1) · · ·yσ(k) ∈U(k−1,
k

∑
i=1

ν(yi) ) ∀y1, . . . ,yk ∈L}.

Dann ist G eine Untergruppe von Sk. Sei τ ∈ Sk, so dass ein 1 ≤ i ≤ k mit
τ(i) = i+1, τ(i+1) = i existiert und τ( j) = j für alle 1≤ j≤ k, j 6= i, i+1
ist. Folglich ist

y1 · · ·yk− yτ(1) · · ·yτ(k) = y1 · · ·yk− y1 · · ·yi−1yi+1yi · · ·yk

= y1 · · ·yi−1[yi,yi+1] · · ·yk

∈ U(k−1,
k

∑
j=1, j 6=i,i+1

ν(y j)+ν([yi,yi+1]) )

⊆ U(k−1,
k

∑
j=1

ν(y j)),

denn wegen II.(6.4) 3. ist ν([yi,yi+1]) ≤ ν(yi)+ ν(yi+1). Damit ist τ ∈ G.
Also gilt Sk = G, weil Sk von solchen τs erzeugt wird. Die Behauptung
folgt.

(b) Wir zeigen durch Induktion nach k, dass

U(k, l)⊆ 〈 x j1 · · ·x jn | j1 ≤ . . .≤ jn ∈ J, n≤ k,
n

∑
i=1

ν(x ji)≤ l 〉

gilt. Der Fall k = 1 bedeutet

U(1, l) = 〈 y ∈ L | ν(y)≤ l 〉= L(l) = 〈 x j | j ∈ J, ν(x j)≤ l 〉

nach Voraussetzung. Sei die Behauptung für alle j < k wahr und seien
y1, . . . ,yk ∈ L mit ∑

k
i=1 ν(yi)≤ l. Wegen y1 · · ·yk−1 ∈U(k−1, ∑

k−1
i=1 ν(yi))

und yk ∈U(1,ν(yk)) folgt

y1 · · ·yk−1 = ∑
j1≤...≤ jn∈J,n≤k−1,∑n

i=1 ν(x ji)≤∑
k−1
i=1 ν(yi)

a( j1, . . . , jn)x j1 · · ·x jn ,

yk = ∑
j∈J,ν(x j)≤ν(yk)

β jx j.

Wenn wir nun alle x j an die richtige Stelle (Satz von Poincaré-Birkhoff-
Witt II.(2.2)) zwischen die x ji einordnen, erhalten wir mit (a)

x j1 · · ·x jnx j− x j1 · · ·x jix jx ji+1 · · ·x jn ∈U (k−1, l)
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für alle ji ≤ j ≤ ji+1. Es folgt, dass

∑
j1≤...≤ jn,n≤k−1, ji≤ j≤ ji+1∈J

a( j1, . . . , jk−1)β jx j1 · · ·x jix jx ji+1 · · ·x jk−1

≡ y1 · · ·yk mod (U (k−1, l))

ist, während

n

∑
i=1

ν(x ji)+ν(x j)≤
k−1

∑
i=1

ν(yi)+ν(x j)≤
k

∑
i=1

ν(yi)≤ l

für jedes j ∈ J mit ν(x j) ≤ ν(yk) gilt. Die Behauptung folgt nun durch
Induktion.

(c) Nach Definition ist U(l) = ∑k≥0 U (k, l). Mit Teil (b) gilt die Inklusion ⊆
der Behauptung. Die Inklusion ⊇ folgt aus der Definition von U(l).

2. In 1. haben wir gezeigt, dass die angegebene Menge U(l)/U(l−1) erzeugt. Ist

0 = ∑
j1≤...≤ jn∈J,∑n

i=1 ν(x ji)=l
a( j1, . . . , jn)x j1 · · ·x jn +U(l−1),

dann ist
∑

j1≤...≤ jn∈J,∑n
i=1 ν(x ji)=l

a( j1, . . . , jn)x j1 · · ·x jn ∈U(l−1).

Dieses impliziert wegen 1., dass

∑
j1≤...≤ jn∈J,∑n

i=1 ν(x ji)=l
a( j1, . . . , jn)x j1 · · ·x jn

= ∑
j1≤...≤ jn∈J,∑n

i=1 ν(x ji)≤l−1
b( j1, . . . , jn)x j1 · · ·x jn

gilt. Mit Theorem II.(2.2) folgt a( j1, . . . , jn) = 0 für alle j1 ≤ . . .≤ jn ∈ J.

q

Wenn wir eine Lie-Algebra L durch{
L(k) = 0, k ≤ 0
L(k) = L, k > 0

filtrieren, dann ist gr(L) =
L

k∈Z L(k)/L(k−1)
∼= L(1)

∼= L als Vektorraum und

[x+L(0),y+L(0)] ∈ L(2)/L(1) = 0
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für alle x+L(0), y+L(0) ∈ L(1)/L(0) und damit ist gr(L) abelsch. Dann ist ν durch

ν(x) :=

{
−∞, x = 0
1, x ∈ L\{0}

gegeben. Damit gilt ∑
n
i=1 ν(xi) ≤ n für xi ∈ L, 1 ≤ i ≤ n und n ∈ N. Die zugehörige

Filtrierung von U (L) ist somit

U(0) = F, U(k) = 〈 x1 · · ·xn | xi ∈ L,1≤ i≤ n, 1≤ n≤ k 〉+F,

also die kanonische Filtrierung.
Sei L = ⊕Li graduiert, L( j) := ∑i≥ j Li die zugehörige Filtrierung. Offensichtlich ist
dann gr(L)∼= L unter der Abbildung x+L( j+1) 7→ x für ein homogenes x ∈ L j.

(6.7) Theorem
Sei L eine Lie-Algebra mit einer Filtrierung (L(k))k∈Z, für die

S
k∈Z L(k) = L gilt, und

(U(k))k∈Z die zu (L(k))k∈Z gehörige Filtrierung. Dann gilt:

1. gr(U (L)) ist eine assoziative Algebra.

2. gr(L) ist eine Lie-Algebra.

3. gr(U (L))∼= U (gr(L)).

Beweis.

1. Dies folgt aus der Definition.

2. Dies folgt auch aus der Definition.

3. Sei ν : L → Z ∪ {−∞} die Pseudo-Bewertung definiert durch (L(k))k∈Z. Sei
{x j | j ∈ J} eine geordnete Basis von L mit L(k) = 〈 x j | ν(x j) ≤ k 〉. Dann
impliziert II.(2.2), dass U(k) ∩ L = 〈 x j | j ∈ J, ν(x j) ≤ k 〉 = L(k) gilt. Damit
existieren injektive Abbildungen

ϕl : L(l)/L(l−1)→U (L)(l)/U (L)(l−1), x+L(l−1) 7→ x+U (L)(l−1)

für l ∈ Z. Dann ist ϕ =
L

k∈Z ϕk : gr(L) → gr(U (L)) ein injektiver Lie-
Algebren-Homomorphismus. Sei ψ : U (gr(L)) → gr(U (L)) die eindeutige
Fortsetzung von ϕ zu einem Algebren-Homomorphismus.

Es ist {x j +L(ν(x j)−1) | j ∈ J} eine Basis von gr(L). Mit II.(2.2) erhalten wir die
Basis

B := { (x j1 +L(ν(x j1)−1)) · · ·(x jn +L(ν(x jn)−1)) | j1 ≤ . . .≤ jn ∈ J,n ∈ N}
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von U (gr(L)). Es gilt

ψ((x j1 +L(ν(x j1)−1)) · · ·(x jn +L(ν(x jn)−1))) = x j1 · · ·x jn +U (L)(∑n
i=1 ν(x ji)−1).

Damit ist ψ(B) eine Basis von gr(U (L)). Folglich ist ψ ein Isomorphismus.
Die Behauptung folgt.

q

(6.8) Lemma
Sei L eine endlich-dimensionale Lie-Algebra und (U (L)(k))k∈Z die kanonische Fil-
trierung von U (L).

1. Die graduierte Algebra gr(U (L)) ist isomorph zu einem Polynomring in dimFL
Unbestimmten.

2. Die universell einhüllende Algebra U (L) ist nullteilerfrei.

Beweis.

1. Die kanonische Filtrierung ist zu{
L(k) = 0, k ≤ 0
L(k) = L, k > 0

gehörige Filtrierung. Wie oben gesehen, ist gr(L) abelsch. Weil für die Dimen-
sionen dimFL = dimFgr(L) gilt, ist U (gr(L)) isomorph zu einem Polynomring
in dimFL Unbestimmten. Die Behauptung folgt nun mit II.(6.7) 3.

2. Wegen 1. ist gr(U (L)) nullteilerfrei. Seien 0 6= x,y ∈U (L). Dann sind

r := min{k | x ∈U (L)(k)} und s := min{k | y ∈U (L)(k)}

wohldefiniert (wegen U (L)(l) = {0} für l < 0) und es gilt x+U(r−1) 6= 0, sowie
y+U(s−1) 6= 0 in gr(U (L)). Also ist 0 6= xy+U(r+s−1) und damit xy 6= 0.

q



Kapitel III

Darstellungstheorie

In diesem Kapitel befassen wir uns mit Darstellungen von Lie-p-Algebren und ihren
Universell Einhüllenden Algebren und möchten eine Methode zur Berechnung der ir-
reduziblen Darstellungen vorstellen.

III.1 Darstellungen und Moduln
Seien in diesem Abschnitt K ein Körper, L eine Lie-Algebra über K, A eine assoziative
K-Algebra und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

(1.1) Definition
1. Der Vektorraum V ist ein Modul von L, falls eine Abbildung L×V →V,

(x,v) 7→ x.v existiert, so dass für alle a,b ∈ K, x,y ∈ L, v,w ∈V gilt:

(a) (ax+by).v = a(x.v)+b(y.v),
(b) x.(av+bw) = a(x.v)+b(x.w),
(c) [x,y].v = x.(y.v)− y.(x.v).

2. Der Vektorraum V ist ein Modul von A, falls eine Abbildung A×V →V,
(x,v) 7→ x.v existiert, so dass für alle a,b ∈ K, x,y ∈ A, v,w ∈V gilt:

(a) (ax+by).v = a(x.v)+b(y.v),
(b) x.(av+bw) = a(x.v)+b(x.w),
(c) (xy).v = x.(y.v),
(d) 1.v = v.

Ist ϕ : L→ gl(V ) eine Darstellung, dann wird V zu einem L-Modul via x.v := ϕ(x)(v)
für x ∈ L und v ∈V . Umgekehrt: Falls V ein L-Modul ist, bekommen wir eine Darstel-
lung ϕ : L→ gl(V ), x 7→ ϕ(x) via ϕ(x)(v) := x.v für v∈V . Gleiches gilt für assoziative
Algebren.

37
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(1.2) Definition
Sei die Charakteristik von K gleich p, L eine Lie-p-Algebra und V ein L-Modul mit
der Eigenschaft, dass die zugehörige Darstellung eine p-Darstellung ist. Der Modul V
heißt dann p-Modul.

(1.3) Definition
Sei V ein L-Modul und ϕ : L→ gl(V ) die zugehörige Darstellung auf V .

1. Ein Untervektorraum U ≤ V mit L.U := {x.u | x ∈ L,u ∈U} ⊆U nennt man
Untermodul von V .

2. Der Modul V ist einfach, wenn V 6= 0 und 0 und V seine einzigen Untermoduln
sind.

3. Ist U ≤ V ein Untermodul, dann wird der Quotientenraum V/U zu einem
L-Modul via x.(v +U) = x.v +U, x ∈ L, v ∈ V . Man nennt den so erhaltenen
Modul Quotientenmodul von V und U .

4. Ein Modul heißt halbeinfach, wenn er endlich-dimensional ist und als direkte
Summe von einfachen Moduln dargestellt werden kann.

5. Eine Kompositionsreihe von V ist eine endliche Kette von Untermoduln

0 = V0 ≤ . . .≤Vt = V

mit einfachen Faktoren Vi/Vi−1, 1 ≤ i ≤ t. Die Quotientenmoduln Vi/Vi−1,
1≤ i≤ t heißen Kompositionsfaktoren von V .

6. Die Darstellung ϕ ist irreduzibel, falls V einfach ist.

7. Der Annihilator von V in L ist die Menge AnnL(V ) := {x∈ L | x.v = 0 ∀ v∈V}.

Die Begriffe werden analog für assoziative Algebren definiert.

(1.4) Bemerkung
Insgesamt bekommen wir mit der universellen Eigenschaft der Universell Einhüllen-
den Algebra von L zu jeder Darstellung ϕ von L eine Darstellung ψ von U (L) und
umgekehrt (via ϕ = ψ◦ ι):

Darstellungen von L ↔ L-Moduln
↔ U (L)-Moduln
↔ Darstellungen von U (L)
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und genauso für Lie-p-Algebren:

p-Darstellungen von L ↔ L-p-Moduln
↔ Up(L)-Moduln
↔ Darstellungen von Up(L)

Eine Darstellung ist genau dann treu, wenn der Annihilator des zugehörigen Moduls
nur die Null enhält.

(1.5) Beispiel
1. Sei L eine Lie-Algebra über dem Körper K. Dann ist K ein L-Modul mit zu-

gehöriger Darstellung ϕ : L → K, a 7→ 0. Falls nun char(K) = p und L eine
Lie-p-Algebra ist, dann ist diese Darstellung ϕ eine p-Darstellung und K ein
p-Modul. Man nennt die Darstellung ϕ die triviale Darstellung von L. Der zu-
gehörige Modul heißt trivialer Modul von L.

2. Sei L eine Lie-Algebra. Dann ist ad : L→ EndK(L), x 7→ ad(x) eine Darstellung,
die adjungierte Darstellung von L. Der zugehörige Modul heißt adjungierter
Modul von L.

Die Ideale von L sind genau die Untermoduln der adjungierten Darstellung von L. Also
ist eine Lie-Algebra L genau dann einfach, wenn ihr adjungierter Modul einfach ist.

(1.6) Definition
1. Ein L-Modul V heißt projektiv, falls er ein direkter Summand des adjungierten

Moduls ist.

2. Ein L-Modul V heißt zerlegbar, wenn er durch V = W1⊕W2 mit L-Moduln
W1 6= 0 und W2 6= 0 dargestellt werden kann; sonst heißt er unzerlegbar.

(1.7) Definition
Sei L =

Ls
i=−r Li graduiert mit r,s ≥ 1. Die Graduierung von L heißt zulässig, wenn

L−r = CL(L−1) ist.

Haben wir eine graduierte Lie-Algebra, deren Graduierung zulässig ist, können wir
die Einfachheit mit dem folgenden Satz III.(1.9) beweisen. Hierfür definieren wir
L+ :=

Ls
i=1 Li, L− :=

L−1
i=−r Li. Folgende Eigenschaften sind nützlich:

(g1) Für alle i≥ 0 und x ∈ Li\{0} existiert ein y ∈ L−1 mit [x,y] 6= 0.

(g2) Für i < 0 ist Li = (L−1)−i das (−i)-te Glied der Zentralreihe, vergleiche II.(1.5).

(g3) L−1 ist ein treuer einfacher L0-Modul.

(g4) Für alle i < 0 und x ∈ Li\{0} existiert ein j > 0 mit [x,L j] 6= 0.
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Sei L eine Lie-Algebra und V ein Untervektorraum von L. Wir bezeichnen mit U (L) ·V
das von V erzeugte Ideal in L.

(1.8) Theorem
Sei L =

Ls
i=−r Li eine graduierte Lie-Algebra mit den Eigenschaften (g1)-(g4) und

r,s > 0. Dann ist L halbeinfach und Imin := U (L) ·L−1 ist das einzige minimale Ideal
in L.

Beweis. Sei J 6= 0 ein Ideal von L. Setzen wir

Ji := (J + ∑
k<i

Lk)∩Li,

für −r≤ i≤ s, dann ist [Ji,L j]⊆ Ji+ j für −r≤ i+ j ≤ s. Wir suchen nun ein k≥ 0 mit
Jk 6= 0.
Für x 6= 0 ∈ J existieren xi ∈ Li für alle −r ≤ i ≤ s mit x = ∑

s
i=−r xi. Definieren wir

l := max{i | xi 6= 0}, so gilt 0 6= xl = x−∑
l−1
i=−r xi ∈ Jl . Ist l ≥ 0, so haben wir ein k := l

mit Jk 6= 0 gefunden.
Im Falle l < 0 gibt es wegen (g4) ein j1 > 0, so dass [Jl,L j1] 6= 0 ist, und somit ist
Jl+ j1 6= 0. Ist l+ j1≥ 0, so haben wir ein k = l+ j1≥ 0 mit Jk 6= 0. Ist l+ j1 < 0, so exis-
tiert ein j2 > 0 mit Jl+ j1+ j2 6= 0. Nachdem wir diesen Schritt oft genug durchgeführt ha-
ben (weniger als l Schritte wegen ji > 0 für alle i), erhalten wir k = l + j1 + j2 + . . .≥ 0
mit Jk 6= 0.
Damit existiert für dieses k ≥ 0 ein 0 6= x ∈ Jk. Wegen (g1) existiert dazu ein y ∈ L−1
mit 0 6= [x,y] ∈ Jk−1. Damit ist Jk−1 6= 0. Führe diesen Schritt k + 1-mal durch, dann
erhalten wir J−1 6= 0.
Die Menge J−1 ist ein L0-Untermodul von L−1. Es folgt

J−1 = L−1 = (J + ∑
k<−1

Lk)∩L−1

mit (g3). Also ist L−1 eine Teilmenge von J +∑k<−1 Lk. Aus (g2) und Induktion folgt
dann L−i ⊆ J +∑k<−i Lk für alle 1≤ i≤ r, denn es ist

L−i−1 = [L−i,L−1]⊆ [J,L−1]+ ∑
k<−i

[Lk,L−1]⊆ J + ∑
k<−i−1

Lk

für alle 1≤ i≤ r−1.
Zeige per vollständiger Induktion nach i, dass Li ⊆ J für alle −r ≤ i ≤ s gilt. Nach
obiger Überlegung gilt L−r ⊆ J. Ist nun−r < l ≤ s und Li ⊆ J für alle−r≤ i < l, dann
ist auch Ll ⊆ J + ∑k<l Ll ⊆ J. Also ist L−1 eine Teilmenge von J beziehungsweise
U (L) ·L−1 ⊆ J. Folglich liegt U (L) ·L−1 in jedem echten Ideal von L.
Wir zeigen nun, dass L halbeinfach ist. Dazu setzen wir I := U (L) · L−1. Wegen
(g1) ist [L1,L−1] 6= 0 und [L1,L−1] ⊆ I ∩ L0. Der L0-Modul [I ∩ L0,L−1] ist wegen
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(g1) nicht-trivial und stimmt wegen (g3) mit L−1 überein. Deswegen ist L−1 ⊆ I(2)

und I = U (L) · L−1 ⊆ I(2). Für das minimale Ideal gilt also I = I(2) und dieses ist
somit nicht auflösbar. Folglich ist das maximale auflösbare Ideal rad(L) = 0 und L
halbeinfach. q

(1.9) Theorem (Einfachheitssatz)
Sei L =

Ls
i=−r Li eine endlich-dimensionale zulässig graduierte Lie-Algebra, so dass

die folgenden fünf Bedingungen erfüllt sind:

1. s,r ≥ 1,

2. CL(L+)⊆ ∑i≥−1 Li,

3. L−1 ist ein einfacher L0-Modul,

4. Li = [L−1,Li+1] für alle −r ≤ i≤ s−1 und

5. Ls = [L0,Ls].

Dann ist L einfach.

Beweis. Für den Beweis benötigen wir die Eigenschaften (g1)-(g4) von Seite 39:

(g1) Sei i≥ 0 und x ∈ Li mit [x,y] = 0 für alle y ∈ L−1. Dann ist

x ∈CL(L−1)∩Li = L−r∩Li = 0

wegen der Zulässigkeit der Graduierung.

(g2) Die Aussage folgt aus 4. per Induktion.

(g3) Wegen 3. brauchen wir nur zu zeigen, dass L−1 treu ist. Dieses folgt aber direkt
aus der Zulässigkeit der Graduierung.

(g4) Sei i < 0 und x ∈ Li\{0} mit [x,L j] = 0 für alle j > 0. Wegen 2. ist i = −1. Sei
V = CL−1(L

+). Betrachte x ∈ L0, y ∈ V und z ∈ L+. Dann ist [z,x] ∈ L+ und es
gilt

[[x,y],z] =−[[y,z],x]− [[z,x],y] =−[0,x]−0 = 0.

Damit ist V ein nicht-trivialer L0-Untermodul von L−1, also V = L−1. Es folgt
L+ ⊆ CL(L−1). Dieses widerspricht der Zulässigkeit der Graduierung und die
geforderte Eigenschaft folgt.

Wegen Theorem III.(1.8) ist U (L) · L−1 damit das einzige minimale Ideal in L. Wir
erhalten L0 = [L1,L−1]⊆U (L) ·L−1 wegen s > 0. Mit 5. ist Ls = [Ls,L0]⊆U (L) ·L−1
und mit 4. und Iteration erhalten wir Li = [L−1,Li+1] ⊆ U (L) · L−1 für alle
−r ≤ i≤ s−1. Somit ist L = U (L) ·L−1 und einfach. q
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(1.10) Definition
Sei L =

L
k∈Z Lk eine graduierte Lie-Algebra und V ein Modul von L. Jede Zerlegung

V =
L

k∈ZVk in eine direkte Summe von Unterräumen mit Lk.Vi ⊆Vk+i für alle k, i∈Z
heißt Graduierung von V .

III.2 Der Duale Modul
Seien L eine Lie-Algebra über dem Körper K, sowie V und W Moduln von L. Man
kann den Vektorraum der Homomorphismen von V nach W als Modul auffassen.

(2.1) Proposition
Der Vektorraum HomK(V,W ) der Homomorphismen von V nach W erhält eine
L-Modulstruktur via (x. f )(v) = x. f (v)− f (x.v) für x ∈ L, f ∈ HomK(V,W ) und
v ∈ V . Ist L eine Lie-p-Algebra und sind V und W p-Moduln, so erhalten wir eine
Lie-p-Modulstruktur.

Beweis. Wir zeigen [x,y]. f = x.(y. f )− y.(x. f ). Sei v ∈V , dann gilt

(x.(y. f ))(v)− (y.(x. f ))(v)
= x.(y. f )(v)− (y. f )(x.v)− y.(x. f )(v)+(x. f )(y.v)
= x.y. f (v)− x. f (y.v)− y. f (x.v)+ f (y.x.v)− y.x. f (v)

+y. f (x.v)+ x. f (y.v)− f (x.y.v)
= x.y. f (v)− y.x. f (v)− f ((x.y− y.x).v)
= [x,y]. f (v)− f ([x,y].v)
= ([x,y]. f )(v).

Im Falle einer Lie-p-Algebra haben wir Lie-p-Moduln und der Körper K hat die Cha-
rakteristik p. Seien ϕ respektive ψ die p-Darstellungen zu V und W . Dann ist die
Darstellung Φ auf HomK(V,W ) definiert durch

Φ(x)( f )(v) = (x. f )(v) = x. f (v)− f (x.v) = ψ(x)( f (v))− f (ϕ(x)(v)),

für x ∈ L, v ∈V und f ∈ HomK(V,W ). Dann gilt

Φ(x[p])( f )(v) = ψ(x[p])( f (v))− f (ϕ(x[p])(v)) = ψ(x)p( f (v))− f (ϕ(x)p(v)).

Zeige per vollständiger Induktion für 2≤ n ∈ N, dass

Φ(x)n( f )(v) =
n

∑
i=0

(−1)i
(

n
i

)
ψ(x)n−i( f (ϕ(x)i(v)))
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ist. Für n = 1 gilt Φ(x)( f )(v) = ψ(x)( f (v))− f (ϕ(x)(v)). Sei nun die Behauptung für
beliebiges aber festes n ∈ N wahr. Dann ist

Φ(x)n+1( f )(v) = x.(
n

∑
i=0

(−1)i
(

n
i

)
ψ(x)n−i( f (ϕ(x)i(v))))

=
n

∑
i=0

(−1)i
(

n
i

)
ψ(x)n+1−i( f (ϕ(x)i(v)))

−
n

∑
i=0

(−1)i
(

n
i

)
ψ(x)n−i( f (ϕ(x)i+1(v)))

=
n

∑
i=0

(−1)i
(

n
i

)
ψ(x)n+1−i( f (ϕ(x)i(v))

+
n+1

∑
i=1

(−1)i
(

n
i−1

)
ψ(x)n+1−i( f (ϕ(x)i(v)))

=
n

∑
i=1

(−1)i
(

n+1
i

)
ψ(x)n+1−i( f (ϕ(x)i(v)))

+ψ(x)n+1( f (v))+(−1)n+1 f (ϕ(x)n+1(v))

=
n+1

∑
i=0

(−1)i
(

n+1
i

)
ψ(x)n+1−i( f (ϕ(x)i(v)))

und die Behauptung ist bewiesen. Dann gilt wegen p |
(p

i

)
für alle 1≤ i≤ p−1

Φ(x)p( f )(v) = ψ(x)p( f (v))− f (ϕ(x)p(v)) = Φ(x[p])( f )(v),

also ist Φ eine p-Darstellung und HomK(V,W ) ein p-Modul. q

(2.2) Proposition
Sei L =

L
k∈Z Lk graduiert und V =

L
k∈ZVk,W =

L
k∈ZWk endlich-dimensionale gra-

duierte Moduln von L. Dann ist HomK(V,W ) graduiert durch

HomK(V,W )k := { f | f (Vi)⊆Wi+k für alle i ∈ Z }.

Beweis. Seien x ∈ Li und f ∈ HomK(V,W )k, v ∈Vl . Dann ist

(x. f )(v) = x. f (v)− f (x.v) ∈ x.Wk+l + f (Vi+l)⊆Wi+k+l

und somit x. f ∈ HomK(V,W )i+k. Für die Projektion pri auf Vi (beziehungsweise
Wi) ist wegen der endlichen Dimension beider Moduln die Identität eine end-
liche Summe: id = ∑i pri. Deswegen gilt f = ∑i, j pri ◦ f ◦ pr j. Für v ∈ Vk ist
pri ◦ f ◦ pr j(v) = δ jkpri( f (v)) ∈ Wi+k− j. Also ist pri ◦ f ◦ pr j ∈ HomK(V,W )i− j,
woraus HomK(V,W ) = ∑k∈Z HomK(V,W )k folgt. Trivialerweise ist die Summe direkt.
q
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Wenn man für W den Körper K wählt (siehe III.(1.5) 1.), erhält man den dualen Modul.

(2.3) Definition
Wir bezeichnen V ∗ := Hom(V,K) als den zu V dualen Modul von L.

(2.4) Beispiel
Der Modul V habe die Basis {v1, . . . ,vn} und sei x ∈ L und definiere ai j durch
x.vi := ∑

n
j=1 a jiv j. Dann ist die Matrixdarstellung von V gegeben durch

X : L→ gl(n,K), x 7→ A = (ai j)1≤i, j≤n.

Sei V ∗ der zu V duale Modul und {v∗1, . . . ,v∗n} die duale Basis von V , das heißt, es gilt
v∗i (v j) = δi j. Dann ist (III.(1.5) 1. in Verbindung mit III.(2.1))

(x.v∗i )(v j) = x.v∗i (v j)− v∗i (x.v j) =−v∗i (
n

∑
k=1

ak jvk) =−
n

∑
k=1

ak jv∗i (vk) =−ai j.

Damit ist x.v∗i = ∑
n
k=1−aikv∗k . Also ist die Matrixdarstellung von V ∗ gegeben durch

X ∗ : L→ gl(n,K),x 7→ −At = (−a ji)1≤i, j≤n.

Wir erhalten, dass der duale Modul ist genau dann einfach ist, wenn der ursprüngliche
Modul einfach ist. Es gilt außerdem V ∼= (V ∗)∗.

(2.5) Beispiel
Seien K = F2, L = W (2,1) und {x1, . . . ,x8} eine Basis von L. Dann hat L eine drei-
dimensionale Matrixdarstellung X mit dualer Matrixdarstellung X ∗. Mithilfe von
GAP [GAP07] überprüften wir die Äquivalenz zu X und erhielten X 6∼= X ∗. Also
ist diese Darstellung nicht selbstdual. Für eine Veranschaulichung von III.(2.4) siehe
folgende Tabelle III.1.
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x1 x2 x3 x4

X

 · · ·1 · 1
· · ·

  1 · ·
· · ·
· · 1

  · · ·· · 1
· · ·

  · · 1
· · ·
· · ·



X ∗

 · 1 ·
· · ·
· 1 ·

  1 · ·
· · ·
· · 1

  · 1 ·
· · ·
· · ·

  · · 1
· · ·
· · ·


x5 x6 x7 x8

X

 1 · 1
· · ·
1 · 1

  · 1 ·
· · ·
· 1 ·

  1 · 1
· 1 ·
· · ·

  · 1 ·
· · ·
· · ·



X ∗

 1 · 1
· · ·
1 · 1

  · · ·1 · 1
· · ·

  · · 1
· 1 ·
· · 1

  · · ·· · 1
· · ·



Tabelle III.1: Ein Modul von W (2,1) über einem Körper der Charakteristik 2 und sein
dualer Modul
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III.3 Berechnung aller einfachen p-Moduln
In diesem Abschnitt möchten wir eine Methode, alle einfachen p-Moduln zu berech-
nen, vorstellen. Wir folgen hier [FK98].
Sei F ein Körper der Charakteristik char(F) = p > 0 und A eine assoziative F-Algebra.

(3.1) Definition
Seien V,W zwei Moduln von A. Dann ist V ⊗W ein A⊗A-Modul via

(a⊗b)(v⊗w) = (av)⊗ (bw)

für alle a,b∈A,v∈V,w∈W . Der so erhaltene Modul V⊗W heißt das Tensorprodukt
von V und W in A.

(3.2) Bezeichnung
1. Die maximale Länge einer strikt absteigenden Kette A = I0 ) I1 ) . . . ) In = 0

von zweiseitigen Idealen von A bezeichnen wir mit d(A). Existiert das Maximum
nicht, so setzen wir d(A) = ∞.

2. Sei P ein projektiver unzerlegbarer A-Modul. Bezeichne mit s(A) die maximale
Zahl t, so dass

Lt P im regulären A-Modul als direkter Summand vorkommt.

3. Sei V ein A-Modul. Wir schreiben V⊗ j = V ⊗ . . .⊗V ( j-mal) und definieren

Tn(V ) =
nM

j=1

V⊗ j für alle n ∈ N

beziehungsweise

Tm,n(V ) =
nM

j=m+1

V⊗ j für alle n > m≥ 0.

Angenommen A ist eine Bialgebra. Seien V , W A-Moduln. Dann wird V ⊗W zu einem
A-Modul via ∆, also

a.(v⊗w) = ∆(a)(v⊗w). (*)

Also ist Tm,n(V ) ein A-Modul für alle n > m≥ 0.

(3.3) Lemma
Sei H eine Hopf-Algebra, sowie V und W H-Moduln.

1. Setzen wir IV := AnnH(V ) beziehungsweise IW := AnnH(W ), dann gilt

AnnH⊗H(V ⊗W ) = IV ⊗H⊕H⊗ IW .



III.3. Berechnung aller einfachen p-Moduln 47

2. Ist I ⊆ H mit ∆(I)⊆ AnnH⊗H(V ⊗W ), dann gilt I ⊆ AnnH(V ⊗W ).

Beweis.

1. Sei x⊗ y ∈ AnnH⊗H(V ⊗W ). Dann ist

(x⊗ y).(v⊗w) = (x.v⊗ y.w) = 0

für alle v ∈ V und w ∈W . Falls also ein x ∈ H mit x.v 6= 0 existiert, ist y.w = 0
für alle y ∈ H und umgekehrt, das heißt, es ist x⊗ y ∈ IV ⊗H⊕H⊗ IW .

Ist umgekehrt x⊗ y ∈ IV ⊗H⊕H⊗ IW , so ist x⊗ y = a⊗ u + z⊗ b mit a ∈ IV ,
b ∈ IW und u,z ∈ H. Dann gilt für alle v ∈V und w ∈W

(x⊗ y).(v⊗w) = (a.v)⊗ (u.w)+(z.v)⊗ (b.w) = 0.

2. Sei x ∈ I, dann ist ∆(x) ∈ AnnH⊗H(V ⊗W ). Es gilt also

x.(v⊗w) = ∆(x)(v⊗w) = 0

für alle v ∈V und w ∈W und damit x ∈ AnnH(V ⊗W ).

q

(3.4) Lemma
Sei H eine Hopf-Algebra mit d(H) < ∞ und sei V ein H-Modul. Setzen wir
Im,n = AnnH(Tm,n(V )), dann ist Im,n+r = Im,n für alle r ∈ N und für n−m≥ d(H).

Beweis. Sei m ∈ N0 beliebig, aber fest gewählt. Wir behaupten zunächst, dass falls
Im,n+1 = Im,n für ein n∈N gilt, dann ist Im,n+r = Im,n für alle r ∈N. Wir beweisen diese
Behauptung durch Induktion nach r. Für r = 1 haben wir die Behauptung angenom-
men. Sei nun also die Behauptung wahr für ein r, also Im,n+r = Im,n. Es ist

Tm,n+r(V ) = Tm,m+r(V )⊕Tm+r,n+r(V ) = Tm,m+r(V )⊕ (Tm,n(V )⊗V⊗r).

Damit gilt Im,n+r = AnnH(Tm,n(V )⊗V⊗r)∩ Im,m+r und nach der Anwendung des Ko-
produkts und wegen III.(3.3) 1.

∆(Im,n+r) ⊆ AnnH⊗H(Tm,n(V )⊗V⊗r)
= Im,n⊗H +H⊗AnnH(V⊗r)
= Im,n+1⊗H +H⊗AnnH(V⊗r)
= AnnH⊗H(Tm,n+1(V )⊗V⊗r).
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Es folgt mit III.(3.3)

Im,n+r ⊆ AnnH(Tm,n+1(V )⊗V⊗r)∩ Im,m+r

= AnnH((Tm,n+1(V )⊗V⊗r)⊕Tm,m+r(V ))
= AnnH((Tm,n+r+1(V )) = Im,n+r+1.

Es gilt außerdem Im,n+r =
Tn+r

j=m+1 AnnH(V⊗ j)⊇
Tn+r+1

j=m+1 AnnH(V⊗ j) = Im,n+r+1 und
damit die Gleichheit. Damit haben wir die Behauptung durch Induktion bewiesen.
Es gilt Im,m ⊇ Im,m+1 ⊇ Im,m+2 ⊇ . . .. Da eine strikt absteigende Kette von zweiseitigen
Idealen höchstens die Länge d(A) haben kann, muss ein t ≤ d(A) mit Im,m+t+1 = Im,m+t
existieren. Dann folgt aus dem obigen, dass Im,m+t+r = Im,m+t für alle r ∈N ist. Insbe-
sondere erhalten wir für jedes n mit n−m≥ d(A)

Im,n+r = Im,n ∀ r ∈ N.

q

Für m = 0 lautet dieses Lemma:

AnnH(Tn(V )) = AnnH(Td(H)(V )) ∀ n≥ d(H).

(3.5) Definition
1. Sei L eine Lie-Algebra und V ein L-Modul. Dann hat L×V eine natürliche Lie-

Algebren-Struktur mit V als abelschem Ideal:

[(x,v),(y,w)] := ([x,y],xw− yv), x,y ∈ L, v,w ∈V.

Man nennt L×V zusammen mit dieser Strukture das semidirekte Produkt von
V und L.

2. Seien L1,L2,L3 Lie-Algebren. Eine kurze exakte Sequenz ist gegeben durch

0→ L1
f→ L2

g→ L3→ 0,

wobei f ein Lie-Algebren-Monomorphismus, g ein Lie-Algebren-Epimorphismus
mit Bild( f ) = Kern(g) sei.

Bei einer kurzen exakten Sequenz kann man sich L1 als Lie-Unteralgebra von L2 und
L3 als den Quotienten L2/L1 vorstellen.

(3.6) Lemma (Splitting-Lemma)
Die Lie-Algebra L2 ist genau dann das semidirekte Produkt von L1 und L3, wenn
die obige kurze exakte Sequenz spaltet, also ein Lie-Algebren-Homomorphismus
t : L2→ L1 mit t ◦ f = idL1 oder ein Lie-Algebren-Homomorphismus u : L3→ L2 mit
g◦u = idL3 existiert.
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(3.7) Bemerkung
Zur Definition der injektiven Hülle betrachten wir einen Modul V einer Algebra A.
Ein Modul ist injektiv, falls jede kurze exakte Sequenz 0→ V → M → N → 0 von
A-Moduln spaltet. Eine wesentliche Erweiterung (essential extension) von V ist ein
A-Modul M mit V ⊆M, so dass alle nicht-trivialen Untermoduln N von M einen nicht-
trivialen Schnitt mit V haben. Insgesamt ist nun die injektive Hülle M des Moduls V
eine injektive wesentliche Erweiterung von V .

(3.8) Proposition
Ist A eine endlich-dimensionale Hopf-Algebra und M ein treuer A-Modul, so ist jeder
projektive unzerlegbare A-Modul isomorph zu einem direkten Summanden von M.

Beweis. Da A artinsch ist, folgt, dass jeder projektive A-Modul isomorph zu einer
direkten Summe von projektiven unzerlegbaren Untermoduln des regulären A-Moduls
ist (siehe [AF92, Theorem 28.14]). Sei P ein projektiver unzerlegbarer A-Modul.
Dann können wir annehmen, dass P ein Untermodul des regulären Moduls ist. Die
Hopf-Algebra A ist endlich-dimensional, das heißt, P ist ein injektiver (Jeder projekti-
ve Modul einer noetherschen Hopf-Algebra ist nach [Rot79, Theorem 4.37] injektiv.),
unzerlegbarer A-Modul und deswegen ist er die injektive Hülle eines einfachen
A-Untermoduls L von P. Insbesondere ist L ein minimales Links-Ideal von A. Da M
treu ist, existiert ein m ∈M mit L ·m 6= 0. Betrachte die Abbildung

P→ P ·M ⊆M, a 7→ a ·m

und nehme an, dass sein Kern AnnP(m) 6= 0 ist. Da P als injektive Hülle des Mo-
duls L eine wesentliche Erweiterung von L und AnnP(m) ein nichtrivialer Untermodul
von P ist, erhalten wir 0 6= L∩AnnP(m) ⊆ L. Wegen der Minimalität von L gilt al-
so L∩AnnP(m) = L. Das heißt, es gilt L ⊆ AnnP(m), welches L ·m 6= 0 widerspricht.
Deshalb haben wir einen A-Modul-Homomorphismus P ↪→ M und da P injektiv ist,
spaltet jede kurze exakte Sequenz

0→ P→M→ N→ 0

von A-Moduln. Folglich ist P isomorph zu einem direkten Summanden von M. q

Sei L eine endlich-dimensionale Lie-p-Algebra über F und Up(L) die p-Einhüllende
Algebra von L. Dann ist dimFUp(L) = pdimF L. Sei Up(L)+ = Kern(ε) mit ε wie in
Beispiel II.(5.3) und bezeichne mit Irrp(L) die Menge der einfachen L-p-Moduln.

(3.9) Proposition
Ein Untervektorraum I von Up(L) ist genau dann ein Hopf-Ideal, wenn es ein p-Ideal
i in L mit I = Up(L) ·Up(i)+ gibt (vergleiche Definition II.(5.5)).
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Beweis. Der Untervektorraum I ist genau dann ein Hopf-Ideal von Up(L), wenn
eine Hopf-Algebra H und ein Hopf-Algebren-Epimorphismus π : Up(L) → H
mit I = Kern(π) existieren. Setze h := π(L). Es ist klar, dass π : L → P(H) ein
p-Homomorphismus ist (Bemerkung II.(5.7) 2., sowie II.(5.4)). Also ist h eine Lie-p-
Algebra als p-Unteralgebra von P(H). Außerdem ist i := Kern(π|L) ein p-Ideal von L
und wir haben

h∼= L/i

als Lie-p-Algebren. Es gilt P(Up(L)) = L (siehe Bemerkung II.(5.4)) und wir erhalten

h = π(L) = π(P(Up(L)))⊆ P(H).

Up(L) wird von L als Algebra erzeugt, also gilt

H = π(Up(L)) = algF(π(L)) = algF(h)⊆ algF(P(H))⊆ H.

Damit ist H = Up(P(H)) = Up(h) (Bemerkung II.(5.7) 1.) und wir erhalten

Up(h)∼= H ∼= Up(L)/I.

Zeige nun, dass I = Up(L) ·Up(i)+ ist. Nach Definition II.(4.1) existiert zu π|L : L→ h
eine eindeutige Fortsetzung π̄ : Up(L)→Up(h) = H mit π̄ = π|L ◦ ι.

L

ι

��

π|L // h

ι

�
Up(L)

π̄

// Up(h)

Mit πL ist auch π̄ surjektiv. Es ist klar, dass Up(L) · i⊆ Kern(π̄) gilt. Sei x1, . . . ,xl eine
Basis von L (l = dimFL), wobei xk+1, . . . ,xl eine Basis von i sei (l−k = dimF i). Setzen
wir m := (p− 1, . . . , p− 1) ∈ Nl , so kann man ein Element x ∈ Kern π̄ schreiben als
x = ∑0≤n≤m anxn mit der Schreibweise aus II.(5.4) und wegen II.(4.2). Ist ni > 0 für
ein i≥ k +1, so ist xn ∈Up(L) · i und π̄(xn) = 0. Es gilt also

0 = π̄(x) = ∑
0≤n≤m

anπ̄(xn) = ∑
0≤n≤m′

anπ̄(xn)

für m′ := (p−1, . . . , p−1,0, . . . ,0)∈Nk×{0}l−k. Weil π|L(x1), . . . ,π|L(xk) eine Basis
von h bilden, bilden xn mit 0 ≤ n ≤ m′ eine Basis von Up(h). Sie sind also linear
unabhängig und damit gilt an = 0 für alle 0 ≤ n ≤ m′. Wir erhalten x ∈ Up(L) · i und
damit Kern(π̄) = Up(L) · i und es folgt

Up(h)∼= Up(L)/Up(L) · i.
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Wegen i⊆ Kern(ε) ist Up(L) · i = Up(L) ·Up(i)+. Für die Dimensionen gilt somit

dimF I = dimFUp(L) · i = dimFUp(L) ·Up(i)+.

Also ist I = Up(L) ·Up(i)+.
Nun zeigen wir die umgekehrte Richtung. Da i ein p-Ideal von L ist, ist die
Menge I0 := Up(L)Up(i)+ ein Ideal von Up(L). Damit ist i eine Teilmen-
ge von ∆−1(Up(L)⊗ I0 + I0⊗Up(L)). Die Abbildung ∆ ist ein F-Algebren-
Homomorphismus, deswegen ist letzteres ein Ideal von Up(L). Aber i erzeugt
I0 = Up(L) · i als Ideal, das heißt, I0 ⊆ ∆−1(Up(L)⊗ I0 + I0⊗Up(L) und, wenn wir ∆

anwenden, folgt
∆(I0)⊆Up(L)⊗ I0 + I0⊗Up(L).

Genauso bekommen wir S(I0)⊆ I0. Es ist klar, dass I0 in Kern(ε) liegt. Also ist I0 ein
Hopf-Ideal von Up(L). q

(3.10) Korollar
Sei M ein L-p-Modul. Genau dann ist M ein treuer p-Modul, wenn AnnUp(L)(M) kein
Hopf-Ideal 6= 0 enthält.

Beweis. Wir beweisen das Korollar mit Proposition III.(3.9).
Für ein Hopf-Ideal I ⊆AnnUp(L)(M) existiert ein p-Ideal i mit I = Up(L) ·Up(i)+. Mit
I 6= 0 ist auch i 6= 0. Dann ist 0 6= i⊆ I∩L⊆ AnnL(M), also der Modul nicht treu.
Sei der Modul M nicht treu. Da 0 6= AnnL(M) ein p-Ideal ist, ist die Menge
Up(L) ·Up(AnnL(M))+ 6= 0 ein Hopf-Ideal in AnnUp(L)(M). q

(3.11) Theorem
Sei V ein treuer L-p-Modul. Dann gilt: Jeder projektive unzerlegbare Up(L)-Modul ist
isomorph zu einem direkten Summanden von V⊗n für ein 1≤ n≤ d(Up(L)).

Beweis. Zusätzlich zu [FK98] folgen wir hier [Rie67, Theorem 1].
Für M := Td(Up(L))(V ) ist der Annihilator I := AnnUp(L)(M) ein Ideal in Up(L). Es ist

I =
d(Up(L))\

j=1

AnnUp(L)(V
⊗ j)⊆ AnnUp(L)(V ).

Wenn wir zeigen, dass I ein Hopf-Ideal ist, dann ist I = 0 und der Modul M treu nach
III.(3.10). Wegen III.(3.3) 1. ist I⊗Up(L)⊕Up(L)⊗ I = AnnUp(L)⊗Up(L)(M⊗M) und
wir brauchen nur ∆(I)⊆ AnnUp(L)⊗Up(L)(M⊗M) zu zeigen. Es gilt

M⊗M =
M

1≤ j,k≤d(Up(L))

(V j⊗V k).
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Also ist

AnnUp(L)⊗Up(L)(M⊗M) =
\

1≤ j,k≤d(Up(L))

AnnUp(L)⊗Up(L)(V
j⊗V k).

Nach III.(3.3) 2. gilt für alle 1≤ j,k ≤ d(Up(L))

∆
−1(AnnUp(L)⊗Up(L)(V

⊗ j⊗V⊗k)) = AnnUp(L)(V
⊗( j+k)).

Wegen I =
Td(Up(L))

j=1 AnnUp(L)(V⊗ j) ist I in ∆−1(AnnUp(L)⊗Up(L)(V⊗ j⊗V⊗k)) für alle
1≤ j +k≤ d(Up(L)) mit enthalten und wegen III.(3.4) auch für 1≤ j,k≤ d(Up(L)).
Damit ist ∆(I) ⊆ I⊗Up(L)⊕Up(L)⊗ I und I ist ein Hopf-Ideal (Jedes Ideal J einer
endlich-dimensionalen Hopf-Algebra H mit ∆(J) ⊆ J⊗H⊕H⊗ J ist ein Hopf-Ideal
nach [PQ95, Lemma 6].). Weil V treu ist, gilt I = 0 wegen III.(3.10) und M ist treu.
Mit III.(3.8) folgt die Behauptung. q

(3.12) Korollar
Sei V ein treuer L-p-Modul. Dann ist jeder einfache L-p-Modul isomorph zu einem
Untermodul von V⊗n für ein 1≤ n≤ d(Up(L)).

Seien V1,V2,V3,W Moduln und

0→V1→V2→V3→ 0

eine kurze exakte Sequenz. Dann ist auch

0→V1⊗W →V2⊗W →V3⊗W → 0

eine kurze exakte Sequenz. Diese Eigenschaft heißt Exaktheit des Tensorprodukts.

(3.13) Lemma
Sei S = {V1, . . . ,Vk} eine Menge von einfachen L-p-Moduln. Sei V1 treu und alle
Kompositionsfaktoren von Vi⊗Vj seien schon in S für alle 1 ≤ i, j ≤ k. Dann ist
S = Irrp(L).

Beweis. Sei Si für 1≤ i≤ d(Up(L)) nun die Menge der Kompositionsfaktoren von
V⊗i

1 . Nach III.(3.12) ist
d(Up(L))[

i=1

Si = Irrp(L).

Zeige durch Induktion über i, dass Si ⊆ {V1, . . . ,Vk} für alle 1 ≤ i ≤ d(Up(L)) gilt.
Die Aussage ist trivial für i = 1. Betrachte W = V⊗i

1 und eine Kompositionsreihe

0 = W0 �W1 �W2 � . . .�Wl−1 �Wl = W = V⊗i
1 .
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Dann ist

0 = W0⊗V1 ≤W1⊗V1 ≤ . . .≤Wl−1⊗V1 ≤Wl⊗V1 = V⊗i+1
1

eine Filtrierung von V⊗i+1
1 . Ist nun M ein Kompositionsfaktor von W , dann existiert

eine kurze exakte Sequenz

0→Wk−1→Wk→M→ 0

für ein 1≤ k ≤ l. Wegen der Exaktheit des Tensor-Produkts ist auch

0→Wk−1⊗V1→Wk⊗V1→M⊗V1→ 0,

eine kurze exakte Sequenz, das heißt, es ist

(Wk⊗V1)/(Wk−1⊗V1)∼= M⊗V1 ∼= Wk/Wk−1⊗V1.

Wenn V ein Kompositionsfaktor von V⊗i+1
1 ist, dann ist er ein Kompositionsfaktor

von W ⊗V1 und damit ein Kompositionsfaktor von Wk/Wk−1⊗V1 für ein 1 ≤ k ≤ l.
Nach Induktion ist Wk/Wk−1 isomorph zu einem Modul aus {V1, . . . ,Vk} und nach
Voraussetzung gilt dies damit auch für alle Kompositionsfaktoren von Wk/Wk−1⊗V1.
q

(3.14) Beispiel (Berechnung der einfachen Moduln von W (2,1))
Sei F ein Körper der Charakteristik 2 und V der adjungierte Modul von W (2,1). Dann
ist V wegen AnnW (2,1)(V ) = Z(W (2,1)) = 0 treu. Das Tensorprodukt V ⊗V hat bis auf
Isomorphie die folgenden Kompositionsfaktoren:

1. die triviale Darstellung

XF : W (2,1)→ F, x 7→ 0,

2. die beiden Darstellungen aus Beispiel III.(1.5)

X : W (2,1)→ gl(3,F) und X ∗ : W (2,1)→ gl(3,F),

3. und die adjungierte Darstellung

Xad : W (2,1)→ gl(8,F), x 7→ ad(x).

Diese Menge M := {XF ,X ,X ∗,Xad} hat die Eigenschaft aus Lemma III.(3.13). Da-
mit ist M = Irrp(W (2,1)), die Menge aller irreduziblen p-Darstellungen von W (2,1).
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III.4 Die maximale Dimension der einfachen Moduln
Wir folgen hier [SF88] und geben einige Grundlagen der Ringtheorie. Sie werden
benötigt, um die maximale Dimension einfacher Moduln einer Lie-p-Algebra zu be-
stimmen. Sei dazu F ein Köper der Charakteristik p > 0.

(4.1) Bezeichnung
Im Folgenden werden wir die nachstehenden Bezeichnungen verwenden. Sei L eine
Lie-Algebra über dem Körper F .

• Sei L̂ die p-Unter-(Lie-)Algebra von U (L), die von L erzeugt wird:

L̂ := algF({xpn
| x ∈ L, n ∈ N0})⊆U (L).

• Sei O(L) die F-Algebra, die von L̂∩Z(U (L)) erzeugt wird.

(4.2) Definition
1. Sei R ⊆ S eine Ringerweiterung mit R ⊆ Z(S). Ein Element a ∈ S heißt ganz

über R, wenn ein m ∈ N und ri ∈ R für 0≤ i≤ m−1 existieren mit

am + rm−1am−1 + . . .+ r1a+ r0 = 0.

2. Sei R⊆ S eine Ringerweiterung mit R⊆ Z(S). Der ganzen Abschluss von R in
S ist die Menge aller Elemente von S, die ganz über R sind:

R̄S := {x ∈ S | x ganz über R}.

3. Sei R ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper K := Quot(R). Man nennt R
ganz abgeschlossen, falls jedes x ∈ K, das ganz über R ist, schon in R liegt, das
heißt, falls R̄K = R gilt.

4. Eine Divisionsalgebra ist eine Algebra A über einem Körper K, die zugleich ein
Schiefkörper ist, das heißt, jedes 0 6= a ∈ A ist eine Einheit.

(4.3) Theorem
Es sei dimF(L) = n < ∞.

1. Es gibt einen Polynomring O1 ⊆ O(L) in n Veränderlichen, so dass U (L) ein
freier O1-Modul ist, dessen Rang eine p-Potenz ist.

2. U (L) ist ein noetherscher O(L)-Modul.

3. O(L) ist eine endlich erzeugte F-Algebra.
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Beweis.

1. Sei {e1, . . . ,en} eine Basis von L. Wegen ad(L) ⊆ gl(L) ist ad(L) endlich-
dimensional. Also existiert zu jedem 1≤ i≤ n ein ki ∈ N mit

ad(ei)pki ∈ 〈 ad(ei)p j
| 0≤ j < ki 〉F .

Dann existieren ai j ∈ F mit

ad(ei)pki = ∑
j<ki

ai jad(ei)p j
.

Setze vi := ∑
ki−1
j=1 ai je

p j

i und zi := epki

i − vi. Wegen [zi,L] = 0 folgt

zi ∈ Z(U (L)))∩ L̂⊆ O(L).

Es ist vi ∈U (L)(pki−1) (kanonische Filtrierung von U (L)). Nach [SF88, Lemma
1.9.7] ist

B := {zr1
1 · · ·z

rn
n · e

s1
1 · · ·e

sn
n | ri,si ∈ N0, si < pki, 1≤ i≤ n} (*)

eine F-Basis von U (L). Damit ist O1 = F [z1, . . . ,zn] der gesuchte Polynomring.

2. Wegen Hilberts Basissatz ist O1 noethersch. Weil U (L) ein endlich erzeugter
O1-Modul ist, ist U (L) ein noetherscher O1-Modul. Also ist U (L) ein noether-
scher O(L)-Modul.

3. O(L) ist als endlich erzeugter Modul der endlich erzeugten Algebra O1 endlich
erzeugt.

q

Aus III.(4.3) folgt, dass Z(U (L)) endlich erzeugter O1-Modul ist. Mit [Kun79, Korol-
lar II.2.3] ist Z(U (L)) über O1 eine ganze Ringerweiterung. Die Algebra O1 ist eine
Noether-Normalisierung von Z(U (L)) [Kun79, Definition II.3.3] und n die Krulldi-
mension von Z(U (L)) [Kun79, Satz II.3.4, Definition II.1.3].
Die Algebra O1 hängt von der Wahl der Basis von L ab. Falls L eine Lie-p-Algebra ist,
können wir ki = p und vi = e[p]

i für 1 ≤ i ≤ n setzen. In diesem Fall erhalten wir eine
Definition, die unabhängig von der Wahl der Basis ist:

O1 = O1(L) = algF({x[p]− xp | x ∈ L}).
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(4.4) Theorem
Sei L eine Lie-p-Algebra.

1. Die Algebra O(L) wird von O1(L)∪Z(L) erzeugt.

2. Ist dimFL = n, dann ist O(L) ein Polynomring in n Variablen und U (L) ein freier
O(L)-Modul vom Rang pdimF L/Z(L).

3. O(L) ist ganz abgeschlossen.

4. Für eine Basis {e1, . . . ,en} von L ist {es1
1 · · ·esn

n | 0≤ si ≤ p−1, 1≤ i≤ n} eine
Basis für U (L) über O1(L).

Beweis.

1. Für x ∈ L ist wegen der Lie-p-Algebra-Eigenschaft [x[p]− xp,L] = 0. Also ist

x[p]− xp ∈ Z(U (L))∩ L̂⊆ O(L)

für alle x∈ L. Damit gilt O1(L)∪Z(L)⊆O(L) und die von O1(L)∪Z(L) erzeugte
Algebra ist eine Teilmenge von O(L).

Umgekehrt: Wir zeigen per vollständiger Induktion nach k

xpk
− x[p]k ∈ O1(L) ∀x ∈ L, k ∈ N0

gilt, wobei [p]k = [p] ◦ . . . ◦ [p] (k-mal) ist. Die Aussage ist klar für k = 0,1. Ist
nun k ∈ N beliebig, aber fest gewählt mit xpk − (x[p]k) ∈ O1(L) für alle x ∈ L,
dann gilt

xpk+1
− x[p]k+1

= (xp− x[p])pk
+(x[p])pk

− (x[p])[p]k ∈ O1(L) ∀x ∈ L

und die Behauptung folgt. Damit gilt zunächst

L̂⊆ O1(L)+L

und folglich auch

L̂∩Z(U (L))⊆ (O1(L)+L)∩Z(U (L)).

Seien x ∈ O1(L)⊆ Z(U (L)), y ∈ L und z ∈ L⊆U (L). Dann gilt

(x+ y)z = z(x+ y)⇔ xz+ yz = zx+ zy = xz+ zy⇔ yz = zy.

Damit ist L̂ ∩ Z(U (L)) ⊆ O1(L) + Z(L) und O(L) eine Teilmenge der von
O1(L)∪Z(L) erzeugten Algebra.
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2. Sei {g1, . . . ,gt} eine Basis für Z(L) und {g1, . . . ,gn} eine Basis für L. Wir setzen
zi := gi für 1≤ i≤ t und zi := gp

i −g[p]
i für t +1≤ i≤ n. Dann ist

F [z1, . . . ,zn]⊆ O(L)

ein Polynomring und Z(L) ⊆ F [z1, . . . ,zn]. Es gilt zp
i = gp

i ∈ F [z1, . . . ,zn] und
z[p]

i = g[p]
i ∈ Z(L) (wegen zi ∈ Z(L)) für 1≤ i≤ t. Da damit

gp
i −g[p]

i ∈ F [z1, . . . ,zn]+Z(L)

für 1≤ i≤ t ist, gilt O1(L)⊆ F [z1, . . . ,zn] und wegen 1. folgt

O(L) = F [z1, . . . ,zn].

Mit [SF88, Lemma 1.9.7] erhalten wir eine Basis

{
n

∏
j=t+1

gs j
j | 0≤ s j ≤ p−1}

von U (L) über O(L). Also gilt rangO(L)U (L) = pn−t = pdimF L/Z(L).

3. Wegen 2. ist O(L) als Polynomring ein faktorieller Ring. Somit ist O(L) ganz
abgeschlossen.

4. Folgt aus (*) im Beweis von III.(4.3) 1.

q

Auf einer Menge /0 6= S ⊆ Z(U (L)), die abgeschlossen bezüglich der Multiplikation
ist (für alle s, t ∈ S ist s · t ∈ S), definieren wir eine Äquivalenzrelation durch

(s,a)∼ (t,b)⇔ ta = sb

für a,b ∈ U (L) und s, t ∈ S. Dann hat S−1U (L) := S×U (L)/ ∼ eine Algebren-
Struktur. Wir setzen

Q(U (L)) := (Z(U (L))\{0})−1U (L).

Für Mengen /0 6= S1 ⊆ S2 ⊆ Z(U (L)) mit 0 6∈ S2, die abgeschlossen bezüglich der
Multiplikation sind, existiert eine kanonische Einbettung S−1

1 U (L)⊆ S−1
2 U (L). Also

können wir U (L) und jeden Quotientenkörper Q(R) für einen Teilring R von Z(U (L))
(der Ring R ist ein Integritätsbereich, weil U (L) nullteilerfrei ist) als Unteralgebra von
Q(U (L)) ansehen.
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(4.5) Theorem
1. Ist R ein Teilring von Z(U (L)), so dass U (L) ein endlich erzeugter R-Modul

ist, dann ist Q(U (L)) = (R\{0})−1U (L).

2. Q(U (L)) ist eine Divisionsalgebra.

Beweis.

1. Die universell einhüllende Algebra U (L) ist nach [Kun79, Korollar II.2.3] ganz
über R, das heißt, ein Element x ∈U (L) genügt einer Gleichung

xn + r1xn−1 + . . .+ rn = 0

für gewisse ri ∈ R. Nach Lemma II.(6.8) ist U (L) nullteilerfrei und wir können
annehmen, dass rn 6= 0 ist. Dann ist x in (R\{0})−1U (L) invertierbar und

x−1 =−r−1
n (xn−1 + . . .+ rn−1).

Insbesondere ist jedes Element aus Z(U (L))\{0} invertierbar in der Algebra
(R\{0})−1U (L)⊆ Q(U (L)), welches die Gleichheit beweist.

2. Nach III.(4.3) 1. ist U (L) ein endlich erzeugter Z(U (L))-Modul. Dann folgt
wie im Beweis von 1., dass jedes x ∈U (L) invertierbar ist.

q

(4.6) Lemma
Es gilt Z(Q(U (L))) = Q(Z(U (L))).

Beweis. Die Inklusion Q(Z(U (L))⊆ Z(Q(U (L))) ist klar wegen
a
b
· c

d
=

ac
bd

=
ca
db

=
c
d
· a

b
für alle a/b ∈ Q(U (L)) und c/d ∈ Q(Z(U (L))).
Für x/y ∈ Z(Q(U (L))) gilt

x
y
· a

b
=

a
b
· x

y
∀ a

b
∈ Q(U (L)).

Wählen wir a = 1, so folgt
x
yb

=
x
by
∀ b ∈U (L),

also y ∈ Z(U (L)). Wählen wir b = 1, so folgt
ax
y

=
xa
y
∀ a ∈U (L),

also x ∈ Z(U (L)). Damit ist x/y ∈ Q(Z(U (L))). q
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(4.7) Korollar
1. Sei R ⊆ Z(U (L)) eine Unteralgebra. Der ganze Abschluss R̄ von R in

Q(R)⊆ Q(U (L)) liegt in U (L).

2. Ist R ⊆ Z(U (L)) eine Unteralgebra mit Q(R)∩U (L) = R, dann ist R ganz ab-
geschlossen.

3. Z(U (L)) ist ganz abgeschlossen.

Beweis.

1. Ist x ∈ R̄, dann gibt es ai ∈ R für 0≤ i≤ n−1 für ein n ∈ N mit

xn +an−1xn−1 + . . .+a1x+a0 = 0.

Wegen x ∈Q(R)⊆Q(Z(U (L)))⊆ Z(Q(U (L))) (Lemma III.(4.6)) ist die Alge-
bra B := ∑

n−1
i=0 U (L)xi eine Unteralgebra von Q(U (L)). Wir schreiben x = r/s

für r ∈ R und s ∈ R\{0}. Dann ist

U (L)⊆ B⊆ 1
z
U (L),

mit z := sn ∈ Z(U (L)). Wir betrachten die kanonische Filtrierung (U (L)(k))k≥0
von U (L) und zeigen durch Induktion nach k, dass

zB∩U (L)(k) = zU (L)∩U (L)(k)

für alle k ≥ 0 ist. Es gilt zB = ∑
n−1
i=0 U (L)risn−i ⊆ sU (L). Falls zB∩F 6= 0 ist,

gilt wegen der kanonischen Filtrierung s ∈ F und es folgt zU (L)∩F 6= 0. Falls
zU (L)∩F 6= 0 ist, gilt wegen der kanonischen Filtrierung z ∈ F und es folgt
zB∩F 6= 0. Sei nun zB∩U (L)(k) = zU (L)∩U (L)(k) für ein beliebiges, aber
festes k ≥ 0 und a ∈ zB∩U (L)(k+1). Für m≥ 1 erhalten wir

am ∈ zmB⊆ zm−1U (L).

Damit existieren um ∈U (L) mit am = zm−1um. Definieren wir

ν : U (L)→ N0, x 7→min{k | x ∈U (L)(k)},

so folgt aus dem Beweis von II.(6.8) 2. ν(xy) = ν(x)ν(y) für alle x,y ∈ U (L).
Die Elemente a, z und um definieren homogene Elemente ā := a +U (L)ν(a)−1,
z̄ := z + U (L)ν(z)−1 und ūm := um + U (L)ν(um)−1 der graduierten Alge-
bra gr(U (L)). Aus der Definition der Multiplikation in gr(U (L)) und aus
ν(xy) = ν(x)ν(y) für alle x,y ∈U (L) folgt dann (ā)m = (z̄)m−1ūm. Sei nun q ein
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Primfaktor von z̄. Weil gr(U (L)) ein faktorieller Ring (II.(6.8) 1.) ist, existieren
j, l ∈ N mit

q j | z̄, q j+1 - z̄, ql | ā, ql+1 - ā.

Es folgt

q(m−1) j | (z̄)m−1, q(m−1) j+1 - (z̄)m−1, qml | (ā)m, qml+1 - (ā)m.

Wegen (z̄)m−1 | (ā)m erhalten wir (m− 1) j ≤ ml für alle m. Daraus folgt j ≤ l,
das heißt, z̄ teilt ā. Also existiert ein v ∈U (L) mit ā = z̄v̄ und damit ist a− zv ∈
U (L)(k). Wegen U (L)⊆ B und a ∈ zB folgt

a− zv ∈U (L)(k)∩ zB,

nach Induktion ist a−zv∈ zU (L)∩U (L)(k) und damit a∈ zU (L)∩U (L)(k+1),
wie gewünscht. Damit ist zU (L) = zB. Wir erhalten B = U (L), da U (L) null-
teilerfrei ist. Damit ist x ∈ B⊆U (L).

2. Die Aussage folgt direkt aus 1.

3. Die Menge Z(U (L)) genügt den Bedingungen aus 2.

q

(4.8) Definition
Sei ∆ eine Divisionsalgebra über F und V ein ∆-Vektorraum. Eine Teilmenge
T ⊆ End∆(V ) heißt dicht in End∆(V ), falls für jede endliche Menge {v1, . . . ,vn} von
∆-linear unabhängigen Elementen von V und jede Menge {w1, . . . ,wn} ⊆V ein f ∈ T
existiert mit f (vi) = wi für alle 1≤ i≤ n.

(4.9) Theorem (Dichtheitssatz, Jacobson)
Sei ϕ : A→ EndF(V ) eine irreduzible Darstellung einer assoziativen Algebra A. Dann
ist ∆ := CEndF (V )(ϕ(A)) eine Divisionsalgebra und ϕ(A) ist dicht in End∆(V ).

Wir betrachten den Fall dimF(V ) < ∞ und F algebraisch abgeschlossen. Dann ist
∆⊇ F eine endlich-dimensionale Körpererweiterung, also ist F = ∆. Damit folgt aus
dem Dichtheitssatz ϕ(A) = EndF(V ). Sei insbesondere ϕ : L→ EndF(V ) eine irredu-
zible Darstellung von L. Dann ist V endlich-dimensional. Falls ϕ̂ : U (L)→ EndF(V )
die eindeutige Erweiterung von ϕ ist, erhalten wir ϕ̂(U (L)) = EndF(V ).
Für eine assoziative F-Algebra A sei χ(A) die Algebra, die von allen Rechts- und
Linksmultiplikationen erzeugt wird, das heißt

χ(A) = 〈 la,ra | a ∈ A 〉 ⊆ EndZ(A)(A).
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(4.10) Theorem (Artin-Whaples)
Es sei A eine einfache assoziative F-Algebra mit F = Z(A). Für F-linear unabhängige
Elemente a1, . . . ,an existieren f1, . . . , fn ∈ χ(A) mit fi(a j) = δi j für alle 1≤ i, j ≤ n.

Beweis. Die Algebra A ist ein χ(A)-Modul. Weil A einfach ist, ist es als χ(A)-Modul
einfach. Sei f ∈CEndF (A)(χ(A)),a ∈ A. Dann ist

f (a) = ( f ◦ la)(1) = (la ◦ f )(1) = a f (1)

und
f (a) = ( f ◦ ra)(1) = (ra ◦ f )(1) = f (1)a,

wobei la beziehungsweise ra die Rechts- beziehungsweise Linksmultiplikation mit a
bezeichne. Also haben wir f (1) ∈ Z(A) = F und f ∈ F idA ∼= F . Aus dem Dichtheits-
satz III.(4.9) folgt, dass χ(A) dicht in EndF(A) ist, das heißt, es existieren f ∈ χ(A)
mit fi(a j) = δi j für alle 1≤ i, j ≤ n. q

(4.11) Theorem
1. Es existiert ein m ∈ N mit dimQ(Z(U (L)))Q(U (L)) = p2m.

2. Sei F algebraisch abgeschlossen und ϕ : L→ gl(V ) eine irreduzible Darstellung.
Dann ist dimFV ≤ pm.

3. Falls F algebraisch abgeschlossen ist, existiert ein einfacher L-Modul V mit
dimFV = pm.

Beweis.

1. Weil Q(U (L)) eine Divisionsalgebra ist III.(4.5), ist Z(Q(U (L))) ein
Körper. Nach Lemma III.(4.6) gilt Z(Q(U (L))) = Q(Z(U (L))). Die Zahl
dimQ(Z(U (L)))Q(U (L)) ist ein Quadrat nach [Pie82, 13.1 Corollary a].

Wegen III.(4.3) existiert ein Polynomring O1 ⊆ Z(U (L)), so dass U (L)
ein freier O1-Modul von p-Potenz-Rang pl ist. Damit ist Q(U (L)) ein
Q(O1)-Vektorraum der Dimension pl und es gilt

pl = dimQ(O1)Q(U (L)) = dimQ(Z(U (L)))Q(U (L)) · [Q(Z(U (L))) : Q(O1)],

das heißt, dimQ(Z(U (L)))Q(U (L)) ist eine p-Potenz.

(Für eine Körpererweiterung L⊆ K ist [L : K] := dimK(L).)

2. Die Darstellung ϕ : L → gl(V ) kann zu einer irreduziblen Darstellung
ϕ̂ : U (L)→ EndF(V ) erweitert werden. Da V endlich-dimensional ist, folgt aus
dem Dichtheitssatz III.(4.9)

ϕ̂(U (L)) = EndF(V ).
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Ist x∈U (L), dann ist Q(Z(U (L)))[x] ein Teilkörper von Q(U (L)), welcher den
Grad≤ pm über Q(Z(U (L))) hat. Wegen III.(4.7) ist Z(U (L)) ganz abgeschlos-
sen und aus [SF88, Lemma 6.5.2(2)] angewendet auf Z(U (L)) und Z(U (L))[x]
folgt, dass das Minimalpolynom fx von x über Q(Z(U (L))) Koeffizienten in
Z(U (L)) hat. Da V einfach und F algebraisch abgeschlossen ist, ist

ϕ̂(Z(U (L)))⊆ Z(ϕ̂(U (L))) = Z(EndF(V )) = F idV

und damit gilt ϕ̂(Z(U (L))) = F idV . Also erfüllt ϕ̂(x) ein Polynom vom Grad
deg fx ≤ pm über F .

Sei nun f ∈ EndF(V ). Dann existiert ein x ∈ U (L) mit ϕ̂(x) = f und f hat ein
Minimalpolynom vom Grad ≤ pm. Daraus folgt dimF(V )≤ pm.

3. Sei {e1, . . . ,ep2m} ⊆ U (L) eine Basis von Q(U (L)) über Q(Z(U (L))). Wegen
III.(4.10) gibt es f1, . . . , fp2m ∈ χ(Q(U (L))) mit

fi(e j) = δi j ∀ 1≤ i, j ≤ p2m.

Wegen III.(4.5) mit R = O1 ist Q(U (L)) = (O1\{0})−1U (L). Durch Mul-
tiplikation mit den Nennern erhalten wir g1, . . . ,gp2m ∈ χ(U (L)), sowie ein
α ∈ O1\{0}mit gi(e j) = αδi j für alle 1≤ i, j≤ p2m. Weil der Schnitt aller maxi-
malen Ideale des Polynomrings O1 trivial ist, gibt es ein maximales Ideal M von
O1 mit α 6∈ M. Wegen der ’Going-Up‘-Eigenschaft [SF88, Corollary 6.3.4(2)]
existiert ein maximales Ideal M′ (maximal als zweiseitiges Ideal) von U (L),
so dass M′ ∩O1 = M. Seien r1, . . . ,rp2m ∈ F , so dass die Summe ∑

p2m

j=1 r je j

in M′ liegt. Wegen gi ∈ χ(U (L)) gilt gi(M′) ⊆ M′ für alle 1 ≤ i, j ≤ p2m.
Folglich ist riα = gi(∑

p2m

j=1 r je j) ∈ M′ ∩O1 = M für alle 1 ≤ i, j ≤ p2m. Wir
erhalten ri = 0 für alle 1≤ i≤ p2m, sowie dimFU (L)/M′ ≥ p2m. Da U (L)/M′

endlich-dimensional und einfache F-Algebra (M′ maximal als zweiseitiges
Ideal in U (L)) ist, existiert ein einfacher U (L)-Modul der Dimension ≥ p2m.
Mit 2. folgt die Behauptung.

q

(4.12) Korollar
Sei F algebraisch abgeschlossen und L eine Lie-p-Algebra.

1. Für eine irreduzible Darstellung ϕ : L→ gl(V ) ist dimFV ≤ p
1
2 dimF L/Z(L).

2. Gilt Z(U (L)) = O(L), so existiert ein einfacher L-Modul V der Dimension
dimFV = p

1
2 dimF L/Z(L).
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Beweis.

1. Die Behauptung folgt wie im Beweis von Theorem III.(4.11): Wegen
III.(4.4) ist O(L) ein Polynomring in dimFL Unbestimmten und U (L) ist
ein freier O(L)-Modul vom Rang pdimF L/Z(L). Folglich ist Q(U (L)) ein
Q(O(L))-Vektorraum der Dimension pdimF L/Z(L) und

pdimF L/Z(L) = dimQ(O(L))Q(U (L))
= dimQ(Z(U (L)))Q(U (L)) · [Q(Z(U (L))) : Q(O(L))],

das heißt, es ist dimQ(Z(U (L)))Q(U (L))≤ p2m mit m≤ 1
2dimFL/Z(L).

2. Sei O(L) = Z(U (L)). Dann ist Q(Z(U (L))) = Q(O(L)). Wir erhalten mit
[Q(Z(U (L))) : Q(O(L))] = 1, dass für das m in III.(4.11) m = 1

2dimFL/Z(L)
gilt.

q

(4.13) Beispiel
Es ist Z(W (2,1)) = 0 und dimFW (2,1) = 2p2. Damit kann es nur einfache Moduln
der Dimension ≤ pp2

geben. Für den Fall p = 2, wie schon gesehen, ist die höchste
Dimension eines einfachen p-Moduls 8, sie ist kleiner als 16 = 222

.

III.5 Die Chevalley-Eigenschaft
Wir möchten hier eine Eigenschaft des Tensor-Produkts von Moduln vorstellen und
folgen [Mol81].

(5.1) Definition
Sei F ein Körper der Charakteristik char(F) = p > 0 und A eine endlich-dimensionale
F-Algebra. Das Jacobson-Radikal J(A) von A ist definiert als das größte nilpotente
Ideal von A.

Ein endlich-dimensionaler A-Modul V ist genau dann halbeinfach, wenn J(A) ·V = 0
gilt.

(5.2) Definition
Eine Hopf-Algebra H hat die Chevalley-Eigenschaft, falls das Tensor-Produkt von je
zwei einfachen H-Moduln halbeinfach ist.
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(5.3) Satz
Eine endlich-dimensionale Hopf-Algebra H hat die Chevalley-Eigenschaft genau
dann, wenn das Jacobson-Radical J(H) ein Hopf-Ideal ist.

Beweis. Die Antipode S einer endlich-dimensionalen Hopf-Algebra ist bijektiv
[LS69, Proposition 2], damit ist sie ein Algebren-Antiisomorphismus, welche eine
bijektive Beziehung zwischen Links- und Rechts-Moduln herstellt. Daraus folgt
direkt, dass J := J(H) = S(J(H)) ist und das Jacobson-Radikal damit stabil unter der
Antipoden-Operation ist.
Ist J ein Hopf-Ideal, dann gilt zusätzlich ∆(J)⊆ J⊗H +H⊗J. Für zwei halbeinfache
beziehungsweise einfache Moduln V , W folgt dann:

J(V ⊗W ) = ∆(J)(V ⊗W )⊆ (JV )⊗W +V ⊗ (JW ) = 0.

Also ist V ⊗W für einfache Moduln V,W halbeinfach und H hat die Chevalley-
Eigenschaft.
Wir zeigen nun die Rückrichtung. Für H-Moduln V , W gilt nach III.(3.3) 1. :

AnnH⊗H(V ⊗W ) = AnnH(V )⊗H +H⊗AnnH(W ).

Es seien nun πi : H→ End(Vi) für 1≤ i≤ n die irreduziblen Darstellungen der Hopf-
Algebra H. Falls H die Chevalley-Eigenschaft hat, ist Vi ⊗Vj halbeinfach für alle
1≤ i, j ≤ n. Also ist J(Vi⊗Vj) = 0, das heißt, es ist

∆(J)⊆ AnnH(Vi)⊗H +H⊗AnnH(Vj)

für alle 1≤ i, j ≤ n und wir haben

∆(J)⊆
\

1≤i, j≤n

[AnnH(Vi)⊗H +H⊗AnnH(Vj)] = J⊗H +H⊗ J

wegen J =
T

1≤i≤n AnnH(Vi). Es folgt, dass J ein Hopf-Ideal ist. q

Sei im Folgenden L eine endlich-dimensionale Lie-p-Algebra über dem Körper F mit
char(F) = p > 0 und Up(L) ihre universell p-einhüllende Algebra.
Da Up(L) endlich-dimensional ist, hat Up(L) und somit auch L nur endlich viele unter-
schiedliche Isomorphieklassen von einfachen Moduln, beziehungsweise irreduziblen
p-Darstellungen. Es sei Λ = {π1, . . . ,πl} die Menge der Repräsentaten irreduzibler
p-Darstellungen. Dann ist die zugehörige Menge Λ̄ = {π̄1, . . . , π̄l}, wobei π̄i die Er-
weiterung von πi auf Up(L) sei, eine vollständige Menge von Repräsentanten der irre-
duziblen p-Darstellungen von Up(L).

(5.4) Definition
Das p-nilpotente Radikal S von L ist S = ∩π∈Λ Kern(π).
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Das Ideal S ist nilpotent. Schnell folgt, dass das Jacobson-Radikal J von Up(L) durch
J = ∩

π̄∈Λ̄
Kern(π̄) gegeben ist.

(5.5) Proposition
Das p-nilpotente Radikal S ist eine nilpotente Lie-Algebra. Das Jacobson-Radikal
J := J(Up(L)) von Up(L) ist ein Hopf-Ideal genau dann, wenn J durch S erzeugt wird,
das heißt, wenn J = Up(S)+·Up(L) gilt.

Beweis. Um zu zeigen, dass S nilpotent ist, bemerken wir, dass S ⊆ J ist, und des-
wegen die Elemente von S nilpotent in der assoziativen Algebra Up(L), also nilpotent
in Up(S) sind. Da die adjungierte Darstellung ad : S→ End(S) die Restriktion einer
Algebren-Abbildung von Up(S) in End(S) ist, folgt, dass ad(x) nilpotent für alle x ∈ S
ist. Dann ist wegen des Satzes von Engel II.(1.7) S nilpotent.
Falls I irgendein Hopf-Ideal von Up(L) ist, folgt wie im Beweis von Proposition
III.(3.9), dass Up(L)/I ∼= Up(K) als Hopf-Algebren, wobei die kanonische Abbil-
dung q : Up(L)→ Up(L)/I einen p-Homomorphismus von L auf K induziert. Also
ist K ∼= L/N für ein p-Ideal N von L. Falls J ein Hopf-Ideal von Up(L) ist, dann haben
wir also N ⊆ J. Da π̄(J) = 0 für alle π̄ ∈ Λ̄ ist, gilt π(N) = 0 für alle π ∈ Λ, also ist
N ⊆ S. Andererseits ist

S =
\

π∈Λ

Kern(π)⊆
\

π̄∈Λ̄

Kern(π̄) = J,

also S ⊆ J. Aber dann ist S ⊆ J ∩P(Up(L)) = N und damit gilt S = N. Das heißt, S
erzeugt J.
Die andere Richtung folgt aus III.(3.3), S =

T
π∈Λ Kern(π) und II.(4.2). Sei x ∈ S, dann

ist x∈AnnL(V ) für alle einfachen Moduln V von L und somit x∈AnnUp(L)(V ) für alle
einfachen Moduln V von Up(L). Es folgt

∆(x) ∈ AnnUp(L)⊗Up(L)(V ⊗V ) = AnnUp(L)(V )⊗Up(L)+Up(L)⊗AnnUp(L)(V )

für alle einfachen Moduln V von Up(L). Damit ist ∆(x) ∈ J ⊗Up(L) + Up(L)⊗ J
und ∆(S) ⊆ J⊗Up(L)+Up(L)⊗ J. Weil J von S erzeugt wird und ∆ ein Algebren-
Homomorphismus ist, folgt die Behauptung. q

Für die p-Potenzabbildung [p] von L schreiben wir [p]n := [p] ◦ . . . ◦ [p] (n-mal) für
n ∈ N und [p]0 = idL.

(5.6) Definition
Sei F perfekt. Dann heißt L p-unipotent, falls für alle x ∈ L ein n∈N existiert, so dass
x[p]n = 0 ist.
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(5.7) Bemerkung
Sei F perfekt und L p-unipotent. Dann ist jedes Element ad-nilpotent. Aus dem Satz
von Engel II.(1.7) folgt, dass L nilpotent ist.

Eine endlich-dimensionale Lie-p-Algebra ist also genau dann p-unipotent, wenn sie
eine nilpotente p-Potenzabbildung hat.

(5.8) Lemma
Sei F perfekt. Genau dann ist L p-unipotent, wenn J(Up(L)) = Up(L)+ gilt.

Beweis. Ist J(Up(L)) = Up(L)+, dann ist wegen L⊆Up(L)+ jedes Element von L
nilpotent in Up(L). Weil die p-Potenzabbildung von L in Up(L) gewöhnliches Poten-
zieren ist, ist L p-unipotent.
Sei nun L p-unipotent. Dann ist nach [Bou60, §4, Exercice 23)d)] das von L erzeugte
zweiseitige Ideal nilpotent. Dieses zweiseitige Ideal entspricht Up(L)+ und damit
gilt Up(L)+ ⊆ J(Up(L)). Für x ∈ J(Up(L)) existiert ein n ∈ N mit xn = 0. Dann
ist ε(x)n = ε(xn) = 0 in F und damit ε(x) = 0 und x ∈ Up(L)+. Wir haben also die
Gleichheit gezeigt. q

Es folgt, dass das p-nilpotente Radikal einer Lie-p-Algebra sogar p-unipotent ist.

(5.9) Definition
Falls alle p-Darstellungen von L halbeinfach sind, heißt L toral,

(5.10) Satz (Hochschild)
Genau dann ist L toral, wenn L abelsch mit injektiver p-Potenzabbildung ist.

Beweis. [Jac62, Theorem V.14, Remark]. q

(5.11) Satz
Sei F perfekt. Dann hat L die Chevalley-Eigenschaft genau dann, wenn L eine Erweite-
rung einer toralen Lie-Algebra K durch eine p-unipotente Lie-Algebra S ist, das heißt,
es existiert eine kurze exakte Sequenz

0→ S→ L→ K→ 0, (*)

wobei S das p-nilpotente Radikal von L und K toral ist.
Wenn F algebraisch abgeschlossen ist, zerfällt diese Erweiterung, das heißt, L ist das
semidirekte Produkt von K und S.
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Beweis. Wir nehmen an, dass L die Chevalley-Eigenschaft hat. Dann ist
J = J(Up(L)) ein Hopf-Ideal. Wir bekommen mit Proposition III.(5.5) eine ex-
akte Sequenz der obigen Form, wobei S das p-nilpotente Radikal in Up(L) ist. Da
S ein nilpotentes Ideal in Up(L) erzeugt, erzeugt es auch ein nilpotentes Ideal in
Up(S) und damit ist S p-unipotent wegen Lemma III.(5.8). Der Funktor der universell
p-einhüllende Algebra Up( ) macht aus der exakten Sequenz eine exakte Sequenz von
Hopf-Algebren

F →Up(S)
f→Up(L)

g→Up(K)→ F (**)

(Die Exaktheit von (**) ist äquivalent zur Injektivität von f und der Eigen-
schaft Kern(g) = Up(S)+ · Up(L) ). Wegen J = Kern(g) = Up(S)p · Up(S) ist
Up(K) ∼= Up(L)/J und letztere ist halbeinfach. Damit sind alle p-Darstellungen von
K halbeinfach, das heißt, K ist toral.
Für die Rückrichtung sei L eine Erweiterung einer toralen Lie-Algebra durch ei-
ne p-unipotente Lie-Algebra wie in (*) und π1, π2 irreduzible Darstellungen von
L in V1 beziehungsweise V2. Da S p-unipotent ist, sind die Elemente von S nil-
potent in Up(S) und damit sind sie auch nilpotent in Up(L). Dann ist πi(S) = 0
nach [Bou60, Lemma 4.3.2]. Wegen der Definition des Tensor-Produkt ist dann
π1 ⊗ π2(S) = 0. Damit hat V1 ⊗V2 eine kanonische K ∼= L/S-Modulstruktur, die

’gleiche‘ wie die L-Modulstruktur. Insbesondere ist V1⊗V2 halbeinfach als L-Modul,
weil K toral ist.
Ist der Körper algebraisch abgeschlossen und J ein Hopf-Ideal von Up(L), dann folgt
aus dem Hauptresultat von [Mol76], dass die exakte Sequenz (**) spaltet, das heißt,
es existiert eine Hopf-Algebren-Abbildung j : Up(L) → Up(L) mit p ◦ j = id. Da
Hopf-Algebren-Abbildungen primitive Elemente auf primitive Elemente abbilden, ist
es einfach zu zeigen, dass j eine Lie-Algebra induziert, die für (*) spaltet, welches L
die Struktur eines semidirekten Produktes gibt. q

(5.12) Lemma
Sei H eine Hopf-Algebra über einem Körper F der Charakteristik char(F) = p > 0
und M ein endlich-dimensionaler H-Modul. Dann gilt:
F ist genau dann ein direkter Summand von M∗⊗M, wenn p - dimF(M).

Beweis. Siehe [Ben75, Theorem 3.1.9]. q

Es gilt HomF(M∗ ⊗M,F) ∼= HomF(M,M), siehe [Ben75, Proposition 3.1.8.], und
HomF(M,M) ∼= F 6= 0. Also ist F isomorph zu einem Quotientenmodul (M⊗M∗)/J
für einen Untermodul J von M⊗M∗. Der Körper F ist als Moduln einfach, das heißt,
F ist ein Kompositionsfaktor von M⊗M∗. Teilt p die Dimension von M erhalten wir
mit obigem Lemma III.(5.12), dass M⊗M∗ nicht halbeinfach ist.
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Kapitel IV

Klassifikation

Wir werden die Klassifikation der einfachen Lie-Algebren über einem Körper der Cha-
rakteristik p > 5 beschreiben sowie Ausnahmen nennen. Die Klassifikation der Lie-
Algebren über einem Körper F der Charakteristik p > 3 ist abgeschlossen. Einen gu-
ten Überblick über die schon klassifizierten Lie-Algebren bietet [PS06]. In den ersten
vier Abschnitten folgen wir hier jedoch [SF88], weil wir vor allem die Lie-p-Algebren
betrachten und näher beschreiben möchten.
In diesem Kapitel sei dazu F ein Körper der Charakteristik p > 0.

IV.1 Die Verallgemeinerte Jacobson-Witt-Algebra
Wir werden in diesem Abschnitt die Verallgemeinerte Jacobson-Witt-Algebra be-
schreiben. Sie ist eine Unteralgebra einer Derivationen-Algebra.

(1.1) Bezeichnung
Für n ∈ N bezeichnen wir mit Nn

0 das additive Monoid aller n-Tupel aus N0 und defi-
nieren für α = (α1, . . . ,αn), β = (β1, . . . ,βn) ∈ Nn

0

1. α≤ β⇔ αi ≤ βi für alle 1≤ i≤ n,

2. die Fakultät α! = ∏
n
i=1 αi!,

3. den Binomialkoeffizienten
(

α

β

)
=
(

α1
β1

)
· · ·
(

αn
βn

)
,

4. für 1≤ i≤ n das Tupel εi =(δi1, . . . ,δin) (Kronecker-Delta) und 1 = ε1 + . . .+ εn,

5. für ein multiplikatives, kommutatives Monoid M und für ein n-Tupel
X = (X1, . . . ,Xn) mit Xi ∈ M für alle 1 ≤ i ≤ n und α ∈ Nn

0 die Potenz
Xα := Xα1

1 · · ·Xαn
n , sowie X0 = 1,

6. für m = (m1, . . . ,mn) ∈ Nn
0 das Tupel τ := τ(m) := (pm1−1, . . . , pmn−1),

69
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7. für Unbestimmte X1, . . . ,Xn die zu {Xα | 0 ≤ α ≤ τ} in dem Polynomring
F [X1, . . . ,Xn] duale Basis {x(α) | 0≤ α≤ τ}; es ist also x(α)(Xβ) = δαβ.

Durch ≤ wird eine Halbordnung auf Nn
0 definiert.

Setze A((n,F)) = 〈x(α) | α ∈ Nn
0〉F und definiere auf dieser Menge ein Produkt durch

[ ∑
α∈Nn

0

aαx(α)][ ∑
β∈Nn

0

bβx(β)] := ∑
γ∈Nn

0

[ ∑
α+β=γ

aαbβ

(
γ

α

)
]x(γ).

Mit dieser Multiplikation ist A((n,F)) eine F-Algebra.

(1.2) Lemma
Für jedes m ∈ Nn

0 ist A(n,m) := 〈x(α) | α ≤ τ〉F eine Unteralgebra von A((n,F)) der
Dimension pm1+...+mn .

Beweis. Ist α,β≤ τ, so gilt α j,β j ≤ pm j −1 für alle 1≤ j ≤ n. Wir wollen zeigen,
dass das Produkt zweier Elemente aus A(n,m) wieder in A(n,m) liegt und nehmen
dazu an, dass α + β 6≤ τ ist. Dann existiert ein 1 ≤ j ≤ n mit α j + β j ≥ pm j . Zeigen
wir

(
α+β

α

)
= 0, dann folgt die Behauptung. Betrachten wir den Polynomring F [T1,T2],

dann gilt:

(T1 +T2)α j+β j = (T1 +T2)α j+β j−pm j
(T1 +T2)pm j ∈ F [T1,T2].

Wenden wir die binomische Formel an, so erhalten wir auf der linken Seite

α j+β j

∑
k=0

(
α j +β j

k

)
T k

1 T α j+β j−k
2 ,

und auf der rechten

α j+β j−pm j

∑
k=0

(
α j +β j− pm j

k

)
T k

1 T α j+β j−pm j−k
2 (T pm j

1 +T pm j

2 )

=
α j+β j−pm j

∑
k=0

(
α j +β j− pm j

k

)
T k+pm j

1 T α j+β j−pm j−k
2

+
α j+β j−pm j

∑
k=0

(
α j +β j− pm j

k

)
T k

1 T α j+β j−k
2

=
α j+β j

∑
k=pm j

(
α j +β j− pm j

k− pm j

)
T k

1 T α j+β j−k
2

+
α j+β j−pm j

∑
k=0

(
α j +β j− pm j

k

)
T k

1 T α j+β j−k
2 .
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Links ist der Koeffizient für T α j
1 T β j

2 gleich
(

α j+β j
α j

)
, während er auf der rechten Seite

fehlt. Wir haben damit bewiesen, dass
(

α+β

α

)
= 0 ist. q

A(n,m) ist graduiert durch A(n,m)i = 〈x(α) | 0≤ α≤ τ, |α|= i〉F mit |α|= ∑
n
j=1 αi.

(1.3) Definition
Die Menge

W (n,m) := {D ∈ Der(A(n,m)) | D(x(α)) =
n

∑
i=1

x(α−εi)D(x(εi))∀α≤ τ}

nennt man die Algebra der speziellen Derivationen von A(n,m) oder auch die
verallgemeinerte Jacobson-Witt-Algebra.

Ist α ∈ Zn mit αi < 0 für ein 1≤ i≤ n, dann sei x(α) = 0.

(1.4) Definition
Die durch Di(x(α)) := x(α−εi) definierte lineare Abbildung Di : A(n,m)→A(n,m) nennt
man die i-te partielle Ableitung.

(1.5) Proposition
Die Algebra W (n,m) ist ein freier A(n,m)-Modul mit Basis (D1, . . . ,Dn).

Beweis. Setze ( f .D)(g) := f D(g) für alle f ,g ∈ A(n,m). Es gilt

Di(x(α)x(β)) =
(

α+β

α

)
x(α+β−εi)

= [
(

α+β− εi

α− εi

)
+
(

α+β− εi

α

)
]x(α+β−εi)

= Di(x(α))x(β) + x(α)Di(x(β))

für alle 0≤ α,β≤ τ. Folglich ist Di ∈ Der(A(n,m)). Für 0≤ α≤ τ ist

Di(x(α)) =
n

∑
j=1

x(α−ε j)Di(x(ε j))

und damit Di ∈W (n,m) für alle 1≤ i≤ n.
Wir können D ∈ W (n,m) durch D = ∑

n
i=1 D(x(εi))Di eindeutig darstellen, also ist

W (n,m)⊆
Ln

i=1 A(n,m)Di. q
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(1.6) Lemma
Seien D,E ∈ Der(A(n,m)) und f ,g ∈ A(n,m).

1. Für den Kommutator gilt [ f D,gE] = f D(g)E−gE( f )D+g f [D,E].

2. Für die Adjungierte Darstellung gilt ad(D)k(gE) = ∑
k
i=0
(k

i

)
Di(g)ad(D)k−i(E).

3. Für m = 1 ist A(n,m) isomorph zu dem Ring A(n) := F [X1, . . . ,Xn]/(X p
1 , . . . ,X p

n ).

Beweis.

1. Für h ∈ A(n,m) gilt

[ f D,gE](h) = f D(gE(h))−gE( f D(h))
= f gD(E(h))+ f D(g)E(h)− f gE(D(h))−gE( f )D(h)
= f D(g)E(h)−gE( f )D(h)+ f g[D,E](h).

2. Wir zeigen die Gleichung per Induktion. Für k = 1 folgt die Gleichung aus 1, mit
f = 1. Sei die Gleichung für beliebiges, aber festes n ∈ N wahr. Dann gilt

ad(D)k+1(gE) = [D,ad(D)k(gE)]

= [D,
k

∑
i=0

(
k
i

)
Di(g)ad(D)k−i(E)] =

k

∑
i=0

(
k
i

)
[D,Di(g)ad(D)k−i(E)]

=
k

∑
i=0

(
k
i

)
(Di+1(g)ad(D)k−i(E)−Di(g)ad(D)k−i+1(E)

=
k+1

∑
i=1

(
k

i−1

)
Di(g)ad(D)k−i+1(E)−

k

∑
i=0

(
k
i

)
Di(g)ad(D)k−i+1(E)

=
k

∑
i=1

(
k +1

i

)
Di(g)ad(D)k−i+1(E)+Dk+1(g)E +gad(D)k+1(E)

=
k+1

∑
i=0

(
k +1

i

)
Di(g)ad(D)k−i+1(E).

3. Betrachte den folgenden Homomorphismus:

ζ : F [X1, . . . ,Xn]→ A(n,1),Xi 7→ x(εi) für alle 1≤ i≤ n.

Er ist surjektiv und sein Kern ist (X p
1 , . . . ,X p

n ).

q
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(1.7) Proposition
1. Die Algebra A(n,m) ist ein W (n,m)-Modul. Die zugehörige Darstellung nennt

man kanonische Darstellung von W (n,m).

2. Die Algebra W (n,m) ist eine Unter-Lie-Algebra von DerF(A(n,m)).

3. Sie ist graduiert mit W (n,m)=
Ls

i=−1W (n,m)i mit W (n,m)i = ∑
n
j=1 A(n,m)i+1D j

und s = ∑
n
i=1(pmi−1)−1.

4. Eine Basis von W (n,m) über F ist {x(α)D j | 1≤ j≤ n,0≤ α≤ τ}. Insbesondere
ist dimFW (n,m) = npm1+...+mn .

5. Die Verallgemeinerte Jacobson-Witt-Algebra ist genau dann die volle
Derivationen-Algebra, W (n,m) = DerF(A(n,m)), wenn m = 1 ist.

6. Die Darstellung ϕW : W (n,m)0 → gl(A(n,m)1), die durch die kanonische Dar-
stellung ϕ : W (n,m)→ gl(A(n,m)) induziert wird, ist ein Isomorphismus.

7. Die Darstellung von W (n,m)0 auf W (n,m)−1, die durch die adjungierte Darstel-
lung induziert wird, ist dual zu ϕW .

Beweis.

1. Sie ist ein Modul bezüglich der Operation D. f := D( f ).

2. Die Algebra W (n,m) ist ein Untervektorraum von Der(A(n,m)). Nach Lemma
IV.(1.6) gilt

[x(α)Di,x(β)D j] = (x(α)x(β−εi))D j− (x(β)x(α−ε j))Di.

Daraus folgt die Behauptung.

3. Die Aussage ist klar.

4. Weil A(n,m) graduiert und W (n,m) ein A(n,m)-Modul ist, gilt die Aussage.

5. Wir nehmen an, dass W (n,m) = Der(A(n,m)) ist. Sei 1≤ i≤ n. Da Der(A(n,m))
abgeschlossen bezüglich der p-ten Potenz ist (Der(A(n,m)) assoziative Alge-
bra), ist Dp

i ∈W (n,m). Wegen Dp
i (x(ε j)) = 0 für alle 1≤ j ≤ n folgt aus IV.(1.5)

Dp
i = 0 und

0 = Dp
i = Dp

i (x(τ)) = x(τ−pεi),

das heißt, es gilt p > pmi −1. Es folgt mi ≤ 1. Ist nun mi ≤ 1 für alle 1 ≤ i ≤ n
und α≤ τ, dann gilt x(α) = (α!)−1

∏
n
i=1(x

(εi))αi . Also ist D∈Der(A(n,m)) durch
das Bild von x(εi) für 1≤ i≤ n bestimmt und es gilt D = ∑

n
i=1 D(x(εi))Di.
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6. Wegen dimFW (n,m)0 = n2 = dimF gl(A(n,m)1) brauchen wir nur die Injekti-
vität zu zeigen. Sei D = ∑

n
j=1 f jD j ∈Kern(ϕW ). Dann ist 0 = ϕW (D)(x(εk)) = fk

für 1≤ k ≤ n. Insgesamt erhalten wir D = 0.

7. Es ist W (n,m)−1 = FD1 + . . . + FDn. Da die Di für 1 ≤ i ≤ n als Li-
nearformen auf A(n,m)1 gesehen werden können, ist die lineare Abbil-
dung λ : W (n,m)−1→ A(n,m)∗1, D 7→ D|A(n,m)1 ein Isomorphismus. Seien
1≤ i, j,k, l ≤ n. Aus dem Beweis von 2. folgt

λ([x(εi)D j,Dk])(x(εl)) =

{
−D j(x(εl)), falls i = k
0, sonst

=

{
−1, falls i = k und j = l
0, sonst

Aus der Moduloperation des dualen Moduls folgt

(x(εi)D j.λ(Dk))(x(εl)) = −λ(Dk)(x(εi)D j.x(εl))

= −λ(Dk)(x(εi) ·D j(x(εl)))

=

{
−Dk(x(εi)), falls j = l
0, sonst

=

{
−1, falls i = k und j = l
0, sonst

Damit ist λ ein Modulisomorphismus und die Behauptung folgt.

q

Nun möchten wir wissen, wann die Jacobson-Witt-Algebra einfach und wann sie eine
Lie-p-Algebra ist.

(1.8) Theorem
1. Für (n, p) 6= (1,2) ist W (n,m) einfach.

2. Sie ist genau dann eine Lie-p-Algebra, wenn m = 1. In diesem Fall ist die
p-Potenzabbildung durch D[p] = Dp für D ∈W (n,m) gegeben.



IV.1. Die Verallgemeinerte Jacobson-Witt-Algebra 75

Beweis.

1. Wir zeigen die Einfachheit mit dem Einfachheitssatz III.(1.9). Sei dazu
D = ∑

n
j=1 f jD j ∈CW (n,m)(W (n,m)−1) und 1≤ i≤ n. Es gilt

0 = [Di,D] =
n

∑
j=1

Di( f j)D j,

also ist 0 = Di( f j) für alle 1 ≤ j ≤ n. Für 1 ≤ j ≤ n gilt also f j ∈ A(n,m)0 und
somit D ∈W (n,m)−1. Die Graduierung von W (n,m) ist folglich zulässig.

Vor. 1. Mit s = ∑
n
i=1(pmi−1)−1 ist s≥ 1, außer für n = 1,m1 = 1 und p = 2.

Vor. 2. Diese Voraussetzung gilt automatisch wegen r =−1.

Vor. 3. Wegen Proposition IV.(1.7) 4. ist A(n,m)1 ein einfacher W (n,m)0-Modul.
Folglich ist der duale Modul A(n,m)∗1 einfach und wegen Proposition
IV.(1.7) ist auch W (n,m)−1 einfach.

Vor. 4. Sei x(α)D j ∈ W (n,m)i für i ≤ s− 1. Dann ist |α| = i + 1 ≤ s und es
existiert ein k mit αk < pmk−1 und es gilt

x(α)D j = [Dk,x(α+εk)D j] ∈ [W (n,m)−1,W (n,m)i+1].

Vor. 5. Für x(τ)D j ∈W (n,m)s gilt

[x(εi)Di,x(τ)D j] = x(εi)x(τ−εi)D j−δi jx(τ)Di

=
(

τ

εi

)
x(τ)D j−δi jx(τ)Di

= −x(τ)D j−δi jx(τ)Di.

Also ist x(τ)D j ∈ [W (n,m)0,W (n,m)s] außer für (n, p) = (1,2).

Insgesamt ist für (n, p) 6= (1,2) die Lie-Algebra W (n,m) einfach.

2. Sei W (n,m) eine Lie-p-Algebra und 1 ≤ j ≤ n. Dann ist ad(D j)p = ad(D) für
ein D ∈W (n,m) und ad(D j)p ist vom Grad −p < −1. Wäre ad(D) 6= 0, dann
wäre D vom Grad ≥−1. Dieses widerspricht sich. Also ist

0 = ad(D j)p(x(τ)D j) = x(τ−pε j)D j

Folglich ist m j = 1 für alle 1 ≤ j ≤ n. Es folgt W (n,m) = Der(A(n,m)). Weiter
gilt Z(W (n,m)) = 0 und damit ist die p-Potenzabbildung eindeutig (II.(3.6)).

q
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(1.9) Theorem
Für hi := x(εi)Di mit 1≤ i≤ n gilt:

1. Es ist [hi,x(α)D j] = (αi−δi j)x(α)D j.

2. Die Algebra T := ∑
n
i=1 Fhi ist eine abelsche Cartan-Unteralgebra von W (n,m)0,

die durch halbeinfache Endomorphismen auf W (n,m)−1 operiert.

3. Der Zentralisator H = CW (n,m)(T ) ist eine graduierte Cartan-Unteralgebra von
W (n,m).

4. Für m = 1 ist H = T und T ein Torus.

Beweis.

1. Es gilt

[hi,x(α)D j] = x(εi)Di(x(α))D j− x(α)D j(x(εi))Di

=
(

α

εi

)
x(α)D j−δi jx(α)Di

= (αi−δi j)x(α)D j.

2. Betrachte die Darstellung ϕW : W (n,m)0 → gl(A(n,m)1). Bezüglich der Basis
{x(εk) | 1 ≤ i ≤ n} wird ϕW (hi) durch die Elementarmatrix Eii dargestellt. Also
ist T eine abelsche Cartan-Unteralgebra von W (n,m)0. Aus 1. folgt direkt, dass
T auf W (n,m)−1 operiert.

3. Wir zeigen, dass ad(t) für alle t ∈ T halbeinfach ist. Sei dazu t ∈ T . Es ist nach
2. ad(t)|W (n,m)−1 halbeinfach. Es existieren a1, . . . ,an ∈ F , so dass

ad(t)|W (n,m)−1 =
n

∑
i=1

aiad(t)pi
|W (n,m)−1

(siehe Lemma II.(3.9)) gilt. Dann ist D := ad(t) − ∑
n
i=1 aiad(t)pi

eine De-
rivation von W (n,m), die D(W (n,m)i) ⊆ W (n,m)i für alle 1 ≤ i ≤ n und
D(W (n,m)−1) = 0 erfüllt. Wir zeigen nun durch Induktion nach j ≥ 0, dass
D(W (n,m) j) = 0 gilt. Sei x ∈W (n,m) j und nehme an, dass D(W (n,m) j−1) = 0
ist. Dann ist D(x)W (n,m)−1 = D(xW (n,m)−1) ⊆ D(W (n,m) j−1) = 0. Weil
W (n,m) zulässig graduiert ist, erhalten wir D(x) ∈W (n,m) j ∩W (n,m)−1 = 0,
das heißt, es ist D = 0 und ad(t) halbeinfach.

Aus [SF88, Theorem 3.2.4] folgt, dass

T̄ := {x ∈W (n,m) | ∀ t ∈ T ∃ n(t) ∈ N : (ad(t))n(t)(x) = 0}

eine Cartan-Unteralgebra von W (n,m) ist, die wegen obiger Überlegung
CW (n,m)(T ) ist.
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4. Wegen 1. ist ad(h)p(x(α)D j) = (αi− δi j)px(α)D j = (αi− δi j)x(α)D j, also ist T
ein Torus. Wegen 1. erhalten wir H = T .

q

Die Unteralgebra T wird oft kanonischer Torus von W (n,m) genannt. Da
H = ∑

s
i=−1 Hi eine graduierte Cartan-Unteralgebra ist, operiert jedes Hi für i 6= 0

nilpotent auf W (n,m). Deshalb verschwinden die Wurzeln α von H auf jedem der Hi
für i 6= 0. Wir werden darum W (n,m) in seine Wurzelräume bezüglich T zerlegen. Wir
können jedes n-Tupel a = (a1, . . . ,an) ∈ Nn

0 als Linearformen auf T auffassen. Dazu
definieren wir zu a eine Linearform a(hi) = ai für 1 ≤ i ≤ n. Wegen IV.(1.9) erhalten
wir

x(a)D j ∈W (n,m)(a−ε j), 1≤ i≤ n.

Für jede Wurzel a ∈ T ∗ wähle ein α ∈ Nn
0, so dass 0 ≤ αi ≤ p− 1 und a(hi) ≡ αi

mod p für 1≤ i≤ n gilt. Dann ist

W (n,m)(a) =
n

∑
j=1

∑
β∈Zn, 0≤α+βp+ε j≤τ

Fx(α+pβ+ε j)D j.

(1.10) Proposition
Sei T der kanonische Torus und W (n,m) =

L
a∈ΦW (n,m)(a) bezeichne die zugehörige

Wurzelraumzerlegung. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. W (n,m)−1 ⊆
Ln

k=1W (n,m)(−εk) ⊆
L

i≡−1 mod p W (n,m)i.

2.
Ln

k=1W (n,m)(εk) ⊆i≡1 mod p W (n,m)i.

Beweis.

1. Wegen Dk ∈W (n,m)(−εk) brauchen wir nur die zweite Inklusion zu zeigen. Be-
trachte h := ∑

n
j=1 h j. Sei E = ∑

n
l=1 ∑|α|=i+1 x(α)Dl ∈W (n,m)i für ein 1≤ i≤ n.

Dann ist

[h,E] =
n

∑
j=1

n

∑
l=1

∑
|α|=i+1

(α j−δ jl)x(α)Dl

=
n

∑
l=1

∑
|α|=i+1

(
n

∑
j=1

α j−1)x(α)Dl

=
n

∑
l=1

∑
|α|=i+1

(|α|−1)x(α)Dl = iE.
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Für G = ∑
s
i=−1 Gi ∈W (n,m)(−εk) mit Gi ∈W (n,m)i ist

−G =−εk(h)G = [h,G] =
s

∑
i=−1

iGi.

Also ist Gi = 0 für i 6≡ −1 mod p und G ∈
L

i≡−1 mod pW (n,m)i.

2. Diese Aussage beweist man analog zur ersten.

q

(1.11) Proposition
Sei W (n,1) =

L
a∈ΦW (n,1)(a) die Wurzelraumzerlegung bezüglich des kanonischen

Torus T , a ∈Φ und j 6= 0. Dann ist Dp = 0 für jedes D ∈W (n,1)(a)∩W (n,1) j.

Beweis. Wegen IV.(1.9) ist T eine Cartan-Unteralgebra von W (n,1). Wegen
T = W (n,1)(0) und wegen ad(E)(Gp) = ∑

p−1
i=0 Giad(E)(G)Gp−1−i für E,G ∈W (n,1)

haben wir
[W (n,1)[p]

(a),T ]⊆W (n,1)(pa) = W (n,1)(0) = T.

Es folgt dann aus
W (n,1)[p]

(a) ⊆ NW (n,1)(T ) = T,

dass (W (n,1)(a)∩W (n,1) j)[p] ⊆W (n,1)[p]
(a)∩W (n,1)[p]

j ⊆ T ∩W (n,1)p j = 0 für j 6= 0
ist. q

Wir bemerken, dass IV.(1.11) auch für a∈Φ\{0} und j = 0 gilt. In dem Fall haben wir
a ∈ {εi−ε j | i 6= j} und W (n,1)(εi−ε j)∩W (n,1)0 = Fx(εi)D j. Eine einfache Rechnung
zeigt (x(εi)D j)p = 0.

IV.2 Die Spezielle Algebra
Die Spezielle Algebra wird über den Kern der Abbildung Divergenz definiert.

(2.1) Definition
Die Abbildung div : W (n,m)→ A(n,m), ∑

n
j=1 f jD j 7→∑

n
j=1 D j( f j) nennen wir Diver-

genz.

Betrachte S′(n,m) := {E ∈W (n,m) | div(E) = 0}.

(2.2) Lemma
Die Menge S′(n,m) ist eine Unter-(Lie-)Algebra von W (n,m).
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Beweis. Für f Di und gD j mit f ,g ∈ A(n,m) und 1≤ i, j ≤ n gilt

div([ f Di,gD j]) = div( f Di(g)D j−gD j( f )Di)
= D j( f Di(g))−Di(gD j( f ))
= f D j(Di(g))−D j( f )Di(g)−gDi(D j( f ))+Di(g)D j( f )
= f D j(Di(g))−gDi(D j( f ))
= f Di(D j(g))−gD j(Di( f ))
= f Di(div(gD j))−gD j(div( f Di)).

Für f Di,gD j ∈ S′(n,m) folgt [ f Di,gD j] ∈ S′(n,m). q

Es gilt also S′(n,m) =
L

i≥−1 S′(n,m)∩W (n,m)i, das heißt, S′(n,m) ist eine graduierte
Unteralgebra von W (n,m). Dann ist

div(W (n,m)) =
n

∑
j=1

D j(A(n,m)) = 〈x(α) | α < τ〉.

Damit gilt für die Dimensionen

dimFS′(n,m) = dimF Kern(div) = dimFW (n,m)−dimFdiv(W (n,m))
= (n−1)pm1+...+mn +1.

(2.3) Definition
Die Algebra S(n,m) := S′(n,m)(1) nennt man die spezielle Algebra.

Sei Di j die Abbildung

Di j : A(n,m)→W (n,m), f 7→ D j( f )Di−Di( f )D j

Es ist Dii = 0 und Di j =−D ji für alle 1≤ i, j ≤ n.

(2.4) Lemma
Für 1≤ i, j,k ≤ n gilt:

1. Das Bild von Di j unter A(n,m) ist eine Teilmenge von S′(n,m).

2. Die Abbildung Di j ist F-linear vom Grad −2.

3. Sei ∑
n
i=1 fiDi und ∑

n
j=1 g jD j ∈ S′(n,m), dann gilt:

[
n

∑
i=1

fiDi,
n

∑
j=1

g jD j] =−
n

∑
i, j=1

Di j( fig j).
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4. Es ist [Dk,Di j( f )] = Di j(Dk( f )) für alle f ∈ A(n,m).

Beweis.

1. Für f ∈ A(n,m) ist div(Di j( f )) = [Di,D j]( f ) = 0.

2. Die Aussage gilt per Definition.

3. Wegen Lemma IV.(1.6) gilt

[
n

∑
i=1

fiDi,
n

∑
j=1

g jD j] =
n

∑
i, j=1

fiDi(g j)D j−g jD j( fi)Di.

Wegen ∑
n
i=1 Di( fi) = ∑

n
j=1 D j(g j) = 0 ist der letzte Term gleich

n

∑
i, j=1

( fiDi(g j)+Di( fi)g j)D j−
n

∑
i, j=1

(g jD j( fi)+D j(g j) fi)Di

=
n

∑
i, j=1

Di( fig j)D j−D j(g j fi)Di

= −
n

∑
i, j=1

Di j( fig j).

4. Es gilt für alle f ∈ A(n,m)

[Dk,Di j( f )] = [Dk,D j( f )Di−Di( f )D j]
= [Dk,D j( f )Di]− [Dk,Di( f )D j]
= Dk(D j( f ))Di−D j( f )[Dk,Di]−Dk(Di( f ))D j +Di( f )[Dk,D j]
= D j(Dk( f ))Di−Di(Dk( f ))D j

= Di j(Dk( f )).

q

(2.5) Proposition
Für n≥ 3 gilt:

1. Die Spezielle Algebra S(n,m) wird von Di j( f ) für f ∈ A(n,m) und 1≤ i < j≤ n
erzeugt.

2. Mit S(n,m) =
Ls

i=−1 S(n,m)∩W (n,m)i und s = ∑
n
i=1(pmi−1)−2 = |τ|−2 ist

S(n,m) graduiert.
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3. Es gilt S(n,m)−1 = W (n,m)1, S(n,m)s = ∑i6= j F(x(τ−εi)D j− x(τ−ε j)Di).

4. Die Darstellung ϕS : W (n,m)0→ gl(A(n,m)1),ϕS(D)( f ) = D( f ) definiert einen
Isomorphismus S(n,m)0 ∼= sl(n,F).

Beweis.

1. Aus Lemma IV.(2.4) 3. folgt S(n,m)⊆ 〈Di j( f ) | f ∈ A(n,m),1≤ i < j ≤ n〉 und
wegen der Linearität von Di j genügt es zu zeigen, dass Di j(x(α)) ∈ S(n,m) für
alle 0 ≤ α ≤ τ. Für α < τ existiert ein k ∈ {1, . . . ,n} mit x(α) = Dk(x(α+εk)). Es
gilt damit

Di j(x(α)) = Di j(Dk(x(α+εk))) = [Dk,Di j(x(α+εk))] ∈ S′(1)(n,m) = S(n,m).

Da n≥ 3 ist, existiert ein k 6∈ {i, j} und es gilt

[Dk j(x(τ)),x(εk)Di] = [x(τ−ε j)Dk− x(τ−εk)D j,x(εk)Di]

= x(τ−εk)Di− x(εk)x(τ−ε j−εi)Dk + x(εk)x(τ−εk−εi)D j

= x(τ−ε j)Di−
(

τ− εi

εk

)
x(τ−εi)D j

= x(τ−ε j)Di− x(τ−εi)D j = Di j(x(τ)).

Damit ist die andere Inklusion gezeigt.

2. Die Aussage gilt aufgrund der Graduierung von S′(n,m).

3. Wegen Di j(x(ε j)) = (1−δi j)Di gilt S(n,m)−1 = W (n,m)−1 und

S(n,m)s = 〈Di j(x(τ)) | 1≤ i, j ≤ n〉= ∑
i 6= j

F(x(τ−ε j)D j− x(τ−εi)Di).

4. Der Homomorphismus ϕS ist die Restriktion von ϕW (siehe IV.(1.7)). Da das
Diagramm

W (n,m)0
ϕW //

div
$$HHHHHHHHH

gl(A(n,m)1)

Spur
yyssssssssss

F

kommutiert, ist S′(n,m)0 eine zu sl(n,F) isomorphe Algebra und es gilt
S′(n,m)(1)

0 = S′(n,m)0, sowie S′(n,m)0 = S(n,m)0.

q
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(2.6) Lemma
Es gilt für 1≤ i, j,k ≤ n:

1. [hk,Di j(x(α))] = (αk−δki−δk j)Di j(x(α)).

2. Di j(x(α)) ∈W (n,m)(α−εi−ε j)∩W (n,m)|α|−2.

Beweis.

1. Es ist

[hk,Di j(x(α))] = [hk,x(α−ε j)Di]− [hk,x(α−εi)D j]

= (αk−δk j−δki)x(α−ε j)Di− (αk−δki−δk j)x(α−εi)D j

= (αk−δki−δk j)Di j(x(α)).

2. Die Aussage folgt aus 1. und IV.(2.4) 2.

q

Auch für die Spezielle Algebra möchten wir wissen, ob sie einfach ist und wann sie
eine Lie-p-Algebra ist.

(2.7) Theorem
Für n≥ 3 gilt:

1. Die Spezielle Algebra S(n,m) ist einfach.

2. Sie ist genau dann eine Lie-p-Algebra, wenn mi = 1 für alle 1 ≤ i ≤ n ist. In
diesem Fall ist sie eine p-Unteralgebra von W (n,m).

Beweis.

1. Es gilt S(n,m)−1 = W (n,m)1. Da W (n,m) zulässig graduiert ist, ist auch die
Graduierung von S(n,m) zulässig. Wir prüfen die Vorrausetzungen des Einfach-
heitssatzes III.(1.9).

Vor. 1. Da n≥ 3 ist, ist r,s≥ 1.

Vor. 2. Es gilt r = 1, und damit trivialerweise CL(L+)⊆ ∑i≥−1 Li.

Vor. 3. Wegen IV.(2.5) 4. ist A(n,m)1 ein irreduzibler S(n,m)0-Modul und mit
IV.(1.7) 5. ist S(n,m)−1 = W (n,m)−1 ein irreduzibler S(n,m)0-Modul.
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Vor. 4. Sei l ≤ s−1 = |τ|−3 und betrachte

S(n,m)k = 〈Di j( f ) | f ∈ A(n,m)l+2,1≤ i, j ≤ n〉

und x(α) ∈ A(n,m)l+2. Dann existiert ein k mit ak < pmk −1 und wegen
IV.(2.4) gilt

Di j(x(α)) = [Dk,Di j(x(α+εk))].

Damit ist S(n,m)l = [S(n,m)−1,S(n,m)l+1] für alle 1≤ l ≤ s−1.

Vor. 5. Sei i < j. Wegen n≥ 3 existiert ein k 6∈ {i, j} und es ist hk−hi ∈ S(n,m)0.
Aus IV.(2.6) 1. folgt

[hk−hi,Di j(x(τ))] = ((pmk−1)− (pmi−1−1))Di j(x(τ)) = Di j(x(τ))

und somit ist [S(n,m)0,S(n,m)s] = S(n,m)s.

2. Angenommen S(n,m) ist eine Lie-p-Algebra. Wie im Beweis zur Einfachheit
von W (n,m) ist ad(D j)p|S(n,m) = 0. Dann ist auch

0 = (ad(D j))p(Dli(x(τ))) = Dli(x(τ−pε j))

für l, i 6= j, also ist m j = 1 für alle 1 ≤ j ≤ n. Wir haben somit, dass S(n,1)
eine Unteralgebra der Lie-p-Algebra W (n,1) ist und es genügt zu zeigen, dass
Di j(x(α))p ∈ S(n,1) für alle 0 ≤ α ≤ τ und 1 ≤ i < j ≤ n ist. Wegen IV.(2.6)
und IV.(1.11) und deren nachfolgender Bemerkung gilt Di j(x(α))p = 0 außer
für |α| = 2 und α− εi− ε j = 0. Für α = εi + ε j gilt Di j(x(α)) = hi− h j und es
folgt Di j(x(α))p = hi− h j ∈ S(n,1). Wegen Z(S(n,1)) = 0 ist die Graduierung
eindeutig.

q

(2.8) Theorem
Für die Dimension der Speziellen Algebra gilt

dimFS(n,m) = (n−1)(pm1+...+mn−1).

Beweis. Wir betrachten zunächst V := S(n,m)+∑
n
j=1 Fx(τ−(pm j−1)ε j)D j. Wenn wir

zeigen, dass V = S′(n,m) und die Summe direkt ist, dann erhalten wir die Behauptung
mit

dimFS(n,m) = dimFS′(n,m)−n = (n−1)(pm1+...+mn−1).

Dazu bemerken wir Folgendes:

(i) Es ist x(α)Dk ∈V für ak = 0.
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Falls α j = τ j für alle j 6= k ist, liegt x(α)Dk = x(τ−τkεk)Dk ∈V . Andernfalls existiert ein
j 6= k mit α j < τ j. In diesem Fall gilt x(α)Dk = Dk j(x(α+ε j)) ∈V .

(ii) Es ist x(α)Dk ≡ x(α+ε j−εk)D j mod V für a j < τ j.

Dieses folgt direkt aus der Gleichung Dk j(x(α+ε j)) = x(α)Dk− x(α+ε j−εk)D j.
Sei nun D = ∑

q
k=1 ∑0≤α≤τ aα,kx(α)Dk ein Element von S′(n,m). Wir zeigen durch In-

duktion nach q, dass D ∈V liegt:
Wenn D = ∑0≤α≤τ aαx(α)D1 gilt, dann ist 0 = div(D) = ∑0≤α≤τ aαx(α−ε1) und aα = 0
für alle α≥ ε1. Also gilt mit (i) D = ∑0≤α≤τ,α1=0 aαx(α)D1 ∈V .
Wir nehmen q≥ 2 an. Wegen (i) reicht es D = ∑

q
k=1 ∑εk≤α≤τ aα,kx(α)Dk zu betrachten

und (ii) impliziert für j=q, dass

D≡
q−1

∑
k=1

∑
εk≤α≤τ,αq<τq

aα,kx(α+εq−εk)Dq + ∑
εq≤α≤τ

aα,qx(α)Dq

+
q−1

∑
k=1

∑
εk≤α≤τ,αq=τq

aα,kx(α)Dk mod V.

Also ist

0 = div(D) =
q−1

∑
k=1

∑
εk≤α≤τ,αq<τq

aα,kx(α−εk) + ∑
εq≤α≤τ

aα,qx(α−εq)

+
q−1

∑
k=1

∑
εk≤α≤τ,αq=τq

aα,kx(α−εk).

Da die Exponenten der Variable xq in der letzten Summe alle τq sind, während die
Exponenten in den zwei ersten Summen alle kleiner als τq sind, kann man folgern,
dass

0 =
q−1

∑
k=1

∑
εk≤α≤τ,αq<τq

aα,kx(α−εk) + ∑
εq≤α≤τ

aα,qx(α−εq)

und

0 =
q−1

∑
k=1

∑
εk≤α≤τ,αq=τq

aα,kx(α−εk)

gilt. Die Elemente

E1 =
q

∑
k=1

∑
εk≤α≤τ,αq<τq

aα,kx(α+εq−εk)Dq + ∑
εq≤α≤τ

aα,qx(α)Dq
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und

E2 =
q−1

∑
k=1

∑
εk≤α≤τ,αq=τq

aα,kx(α)Dk

liegen in S′(n,m). Mit Induktion ist E1,E2 ∈ V und die Behauptung folgt. Um die
Direktheit der Summe zu zeigen, nehmen wir

∑
α,i, j

aα,i, jDi j(x(α)) =
n

∑
k=1

bkx(τ−(pmk−1)εk)Dk

an. Angewandt auf x(εl) folgt

blx(τ−(pml−1)εl) ∈ ∑
i6=l,0≤α≤τ

Fx(α−εi)

und damit bl = 0 für alle 1≤ l ≤ n. q

IV.3 Die Hamilton-Algebra
Die Hamilton-Algebra wird über die Abbildung DH definiert. Sei dazu p > 2 und
n = 2r für ein r ∈ N0. Für j ∈ {1, . . . ,2r} sei

σ( j) :=

{
1, 1≤ j ≤ r,
−1, r < j ≤ 2r.

und

j′ :=

{
j + r, 1≤ j ≤ r,
j− r, r < j ≤ 2r.

Damit ist ( j′)′ = j und σ( j′) =−σ( j). Wir definieren

H ′′(2r,m) := {
2r

∑
j=1

f jD j | σ( j′)Di( f j′) = σ(i′)D j( fi′),1≤ i, j ≤ 2r}

und DH : A(2r,m)→W (2r,m) durch

DH( f ) :=
2r

∑
j=1

σ( j)D j( f )D j′

für f ∈ A(2r,m). Sei H ′(2r,m) := DH(A(2r,m)) und H(2r,m) := H ′(2r,m)(1).
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(3.1) Lemma
1. Die Abbildung DH hat den Grad −2.

2. Das Bild von DH ist eine Teilmenge von H ′′(2r,m).

3. Der Kern der Abbildung DH ist F .

4. Für D = ∑
2r
i=1 fiDi und E = ∑

2r
j=1 g jD j ∈ H ′′(2r,m) gilt

[D,E] = DH(
2r

∑
i=1

σ(i) figi′).

5. Die Algebra H(2r,m) ist ein Ideal von H ′′(2r,m).

Beweis.

1. Die Aussage ist klar.

2. Ist D := ∑
2r
j=1 f jD j ∈H ′(2r,m), so existiert ein f ∈ A(2r,m) mit f j′ = σ( j)D j( f )

für alle 1≤ j ≤ 2r und es gilt

σ( j′)Di( f j′) = σ( j′)σ( j)Di(D j( f )) = σ(i′)D j( fi′).

3. Für f ∈A(2r,m) mit DH( f ) = 0 gilt D j( f ) = 0 für alle 1≤ j≤ n. Dann ist f ∈F .

4. Sei c j der Koeffizient von D j des Produkts von [D,E]. Wegen D,E ∈ H ′′(2r,m)
gilt Di( f j) = σ( j)σ(i′)D j′( fi′) und Di(g j) = σ( j)σ(i′)D j′(gi′) für 1 ≤ i, j ≤ 2r.
Damit erhalten wir

c j =
2r

∑
i=1

fiDi(g j)−giDi( f j)

=
2r

∑
i=1

fiσ( j)σ(i′)D j′(gi′)−
2r

∑
i=1

σ( j)giσ(i′)D j′( fi′)

= σ( j)[
2r

∑
i=1

σ(i′) fiD j′(gi′)+
2r

∑
i=1

σ(i)giD j′( fi′)]

= σ( j)[
2r

∑
i=1

σ(i′) fiD j′(gi′)+
2r

∑
i=1

σ(i′)gi′D j′( fi)]

= σ( j)
2r

∑
i=1

σ(i′)D j′( figi′) = σ( j)D j′(
2r

∑
i=1

σ(i′) figi′)

= σ( j′)D j′(
2r

∑
i=1

σ(i) figi′).

Der letzte Term ist der Koeffizient von D j in der Darstellung von DH(∑2r
i=1 σ(i) figi′).
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5. H ′(2r,m) ist ein Ideal von H ′′(2r,m). Also hat H(2r,m) = H ′(2r,m)(1) die glei-
che Eigenschaft.

q

(3.2) Definition
Die Algebra H(2r,m) nennt man Hamilton-Algebra.

(3.3) Proposition
Für α,β≤ τ, 1≤ i≤ 2r und f ,g ∈ A(2r,m) gilt:

1. [DH( f ),DH(g)] = DH(DH( f )(g)),

2. [DH(x(α)),DH(x(β))] = ∑
2r
j=1 σ( j)

(
α+β−ε j−ε j′

α−ε j

)
DH(x(α+β−ε j−ε j′)),

3. [DH(x(α)),DH(x(εi′))] = σ(i)DH(x(α−εi)) und

4. [DH(x(εi+εi′)),DH(x(β))] = σ(i)(βi′−βi)DH(x(β)).

Beweis.

1. Wegen IV.(3.1) erhalten wir

[DH( f ),DH(g)] = DH(
2r

∑
i=1

σ(i)σ(i′)Di′( f )σ(i)Di(g))

= DH(
2r

∑
i=1

σ(i′)Di′( f )Di(g)) = DH(DH( f )(g))

2. Mit 1. ist

[DH(x(α)),DH(x(β))] = DH(DH(x(α))(x(β)))

= DH(
2r

∑
j=1

σ( j)D j(x(α))D j′(x(β)))

= DH(
2r

∑
j=1

σ( j)x(α−ε j)x(β−ε j′)

=
2r

∑
j=1

σ( j)
(

α+β− ε j− ε j′

α− ε j

)
DH(x(α+β−ε j−ε j′)).

3. Setzt man in 2. β = εi′ , so sind alle Binomialkoeffizienten gleich 0 außer des
Binomialkoeffizienten für j = i′. Der einzige Koeffizient ungleich 0 ist also der
von x(α−εi). Dieser Koeffizient ist gleich 1.



88 Kapitel IV. Klassifikation

4. Setzt man in 2. α = εi + εi′ , so sind die Binomialkoeffizienten gleich 0 außer
der Binomialkoeffizienten für j = i beziehungsweise j = i′. Folglich ist der ein-
zige Koeffizient ungleich 0 der von x(β). Dieser Koeffizient ist die Summe aus
σ(i′)βi =−σ(i)βi und σ(i)βi′ .

q

(3.4) Proposition
1. Die Algebra sp(2r) := {A ∈ gl(2r) | SA =−AtS}mit S =

(
0 Er
−Er 0

)
ist eine

Unter-Lie-Algebra von sl(2r,F) der Dimension 2r2 +r, sie heißt Symplektische
Algebra.

2. Die Menge F2r ist ein treuer irreduziber sp(2r)-Modul.

3. Die Symplektische Algebra sp(2r) ist einfach.

Beweis.

1. Es ist klar, dass sp(2r) ein Untervektorraum ist. Teile A ∈ sp(2r) in r× r-Blöcke
auf

A =
(

A1 A2
A3 A4

)
dann ist

0 = SA+AtS =
(

A3−At
3 A4 +At

1
A4 +At

1 −A2 +At
2

)
das heißt, es ist A1 =−At

4. Es gilt folglich

SpurA = SpurA1 +SpurA4 = SpurA1−SpurA1 = 0

und daher ist sp(2r)⊆ sl(2r,F). Eine Basis bilden die Matrizen

A3 = At
3: Er+i, j +Er+ j,i , 1≤ i < j ≤ r und Er+i,i , 1≤ i≤ r ;

A2 = At
2: Ei,r+ j +E j,r+i , 1≤ i < j ≤ r und Ei,r+i , 1≤ i≤ r ;

−A1 = At
4: Ei, j−Er+ j,r+i , 1≤ i, j ≤ r .

Das heißt, es sind insgesamt r(r−1)
2 +r+ r(r−1)

2 +r+r2 = 2r2 +r Basiselemente.
Seien nun A,B ∈ sp(2r), dann ist

S[A,B] = S(AB−BA) = SAB−SBA =−AtSB+BtSA = AtBtS−BtAtS
= (AtBt−BtAt)S = (BA−AB)tS =−(BA−AB)tS =−[A,B]tS.
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2. Die Menge F2r ist sp(2r)-Modul via A.x = A · xt für A ∈ sp(2r) und x ∈ F2r.
Dann ist

Annsp(2r)F
2r = {A ∈ sp(2r) | A.x = 0 ∀ x ∈ F2r}= 0,

also operiert der Modul treu. Ist nun 0 6= U ≤ F2r ein Untermodul und
u ∈U , so ist A.u ∈ U für alle A ∈ sp(2r). Wir können annehmen, dass ein
u = (u1, . . . ,u2r) ∈U mit uk = 1 für ein 1 ≤ k ≤ 2r existiert. Angenommen es
ist 1≤ k ≤ r. Dann erhalten wir die Elemente ei mit 1≤ i≤ 2r wie folgt:

(a) Er+k,k.u = er+k,

(b) (E j,r+k +Ek,r+ j).er+k = e j für 1≤ j 6= k ≤ r,

(c) Ek,r+k.er+k = ek,

(d) Er+ j, j.e j = er+ j für 1≤ j ≤ r.

Analog erhält man alle ei, 1≤ i≤ 2r, falls r +1≤ k ≤ 2r.

3. Man kann man sp(2r) als direkte Summe sp(2r) =
L2r

i=1 F2r∩ sp(2r) der Spal-
ten ihrer Matrizen schreiben. Ist 0 6= I ein Ideal in sp(2r), dann ist

I = I∩ sp(2r) =
2rM

i=1

(F2r∩ I)∩ sp(2r) =
2rM

i=1

F2r∩ sp(2r) = sp(2r),

weil F2r irreduzibel ist.

q

(3.5) Proposition
1. Die Hamilton-Algebra H(2r,m) wird als Algebra von allen DH(x(α)) für

0≤ α < τ erzeugt.

2. Sie ist eine graduierte Unteralgebra von W (2r,m) der Länge s = |τ|−3.

3. Ihre Elemente vom Grad −1 sind genau die Elemente der Verallgemeinerten
Jacobson-Witt-Algebra vom Grad−1, das heißt, es ist H(2r,m)−1 =W (2r,m)−1.

4. Die Darstellung ϕH : H(2r,m)0→ gl(A(2r,m)1), die durch die kanonische Dar-
stellung induziert wird, definiert einen Isomorphismus H(2r,m)0→ sp(2r).
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Beweis.

1. Aus Proposition IV.(3.3) 3. folgt DH(x(α)) ∈ H(2r,m) für 0 ≤ α < τ. Seien
0≤ α,β≤ τ gegeben. Wegen Lemma IV.(3.3) 2. gilt

[DH(x(α)),DH(x(β))] =

r

∑
j=1

σ( j)[
(

α+β− ε j− ε j′

α− ε j

)
−
(

α+β− ε j− ε j′

α− ε j′

)
]DH(x(α+β−ε j−ε j′)).

Es ist
(

τ

γ

)
= (−1)|γ| für 0 ≤ γ ≤ τ. Wenn nun α + β− ε j− ε j′ = τ ist, dann ist

0≤ α− ε j′ ,α− ε j ≤ τ und wir erhalten(
τ

α− ε j

)
−
(

τ

α− ε j′

)
= (−1)|α−ε j|− (−1)|α−ε j′ | = 0.

2. Die Abbildung DH ist linear und vom Grad −2. Mit 1. und Lemma IV.(3.3) 2.
folgern wir mit

H(2r,m) =
∑(pmi−1)−1M

i=1

DH(A(2r,m))i =
∑(pmi−1)−3M

i=−1

H(2r,m)∩W (2r,m)i

die Behauptung.

3. Es gilt DH(x(εi′)) = σ(i′)Di für 1 ≤ i ≤ 2r. Mit εi′ < τ und 1. folgt die Behaup-
tung.

4. Wegen p > 2 gilt H(2r,m)0 = 〈DH(x(εi+ε j)) | 1 ≤ i ≤ j ≤ 2r〉. Mit Lemma
IV.(3.1) 3. erhalten wir

dimFH(2r,m)0 =
2r(2r +1)

2
= 2r2 + r = dimFsp(2r).

Für 1≤ i≤ j ≤ 2r gilt

ϕH(DH(x(εi+ε j))) = ϕH(σ(i)x(ε j)Di′+σ( j)x(εi)D j′).

Die Matrix, die diesen Endomorphismus bezüglich der Basis {x(ε1), . . . ,x(εn)}
repräsentiert ist durch σ( j)Ei j′ + σ(i)E ji′ gegeben. Diese Matrix gehört zu
sp(2r).

q
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(3.6) Theorem
1. Die Algebra H(2r,m) ist einfach und es gilt dimFH(2r,m) = pm1+...+m2r −2.

2. Sie ist genau dann eine Lie-p-Algebra, wenn mi = 1 für alle 1 ≤ i ≤ 2r gilt.
In diesem Fall ist sie eine p-Unteralgebra von der Verallgemeinerten Jacobson-
Witt-Algebra W (2r,m).

Beweis.

1. Aus Lemma IV.(3.1) 3. und Proposition IV.(3.5) 1. folgt die Formel für die
Dimension. Wegen H(2r,m)−1 = W (2r,m)−1 ist H(2r,m) zulässig graduiert und
wir können den Einfachheitssatz III.(1.9) anwenden.

Vor. 1. Die Aussage gilt wegen p > 2.
Vor. 2. Die Aussage ist trivialerweise erfüllt.
Vor. 3. Wegen IV.(3.5) 4. und der Eigenschaften von sp(2r) ist A(2r,m)1 ein

irreduzibler H(2r,m)0-Modul. Die Irreduzibilität von H(2r,m)−1 folgt
jetzt aus Proposition IV.(3.5) 3. und Proposition IV.(1.7) 7.

Vor. 4. Aus Lemma IV.(3.3) 4. folgt [H(2r,m)−1,H(2r,m)i+1] = H(2r,m)i für
1≤ i < s.

Vor. 5. Mit Lemma IV.(3.3) 3. gilt [DH(x(εi+εi′)),DH(x(τ−εi))] = σ(i)DH(x(τ−εi))
und damit [H(2r,m)0,H(2r,m)s] = H(2r,m)s für 1≤ i≤ 2r.

Insgesamt ist die Hamilton-Algebra einfach.

2. Angenommen H(2r,m) ist eine Lie-p-Algebra. Dann gilt ad(D j)p|H(2r,m) = 0
und mit IV.(3.3) 3. ist

0 = ad(D j)p(DH(x(τ−ε j′))) = ad(σ( j′)DH(x(ε j′)))p(DH(x(τ−ε j′)))

= DH(x(τ−pε j−ε j′)).

Damit ist m j = 1 für alle 1≤ j ≤ n.

Sei m = 1. Dann ist W (2r,m) ist eine Lie-p-Algebra und es gilt:

DH( f ) =
r

∑
j=1

D j( f )D j′−D j′( f )D j =
r

∑
j=1

D j′ j( f ).

Man kann mit einer kleinen Rechnung zeigen, dass Di′i(x(α)) und D j′ j(x(α))
für 0 ≤ α ≤ τ kommutieren. Also ist DH(x(α))p = ∑

r
j=1 D j′ j(x(α))p. Der Be-

weis von Satz IV.(2.7) zeigt, dass DH(x(α))p = 0 außer für α = ε j + ε j′ mit ei-
nem j ∈ {1, . . . ,r} ist. In diesem Fall gilt DH(x(α)) = h j′ − h j und folglich ist
DH(x(α))p = DH(x(α)). Somit ist H(2r,m) eine p-Unteralgebra von W (2r,m).

q
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IV.4 Die Kontakt-Algebra

Sei p > 2 und n := 2r + 1 eine ungerade ganze Zahl (r ∈ N0). Die Kontakt-
Algebra wird über die lineare Abbildung DK : A(n,m) → W (n,m) definiert, wobei
DK( f ) := ∑

n
j=1 f jD j durch

f j = x(ε j)Dn( f )+σ( j′)D j′( f ) für 2≤ j ≤ 2r,

fn = 2 f −
2r

∑
j=1

σ( j)x(ε j) f j′

definiert wird. Sei außerdem

di := Di +σ(i)x(εi′)Dn für 1≤ i≤ 2r

und
dn := 2Dn.

(4.1) Lemma
1. Für 1≤ i, j ≤ 2r gilt [di,d j] = δi j′σ( j)dn und [dn,d j] = 0 für 1≤ j ≤ n.

2. Das Bild der Abbildung DK kann man folgendermaßen durch die d j ausdrücken:

DK( f ) =
2r

∑
j=1

σ( j)d j( f )d j′+ f dn.

Beweis.

1. Wir berechnen den Kommutator

[di,d j] = [Di +σ(i)x(εi′)Dn,D j +σ( j)x(ε j′)Dn]

= [Di,σ( j)x(ε j′)Dn]+ [σ(i)x(εi′)Dn,D j]
= δi j′σ( j)Dn−δ ji′σ(i)Dn

= 2δi j′σ( j)Dn = δi j′σ( j)dn.

Die zweite Gleichung ist trivial.

2. Sei E( f ) = ∑
2r
j=1 σ( j)d j( f )d j′+ f dn ∈W (n,m). Dann gilt für 1≤ i≤ 2r

E( f )(x(εi)) = σ(i′)di′( f ) = σ(i′)Di′( f )+ x(εi)Dn( f ) = DK( f )(x(εi)),
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sowie

E( f )(x(εn)) =
2r

∑
j=1

σ( j)d j( f )σ( j′)x(ε j) +2 f

=
2r

∑
j=1

σ( j′)x(ε j)E( f )(x(ε j′))+2 f

=
2r

∑
j=1

σ( j′)x(ε j)DK( f )(x(ε j′))+2 f

= DK( f )(x(εn)).

q

Für f ,g ∈ A(n,m) definiere 〈 f ,g〉 := DK( f )(g)−gdn( f ).

(4.2) Proposition
Mit obiger Definition gilt DK(〈 f ,g〉) = [DK( f ),DK(g)] für alle f ,g ∈ A(n,m).

Beweis. Wir setzen DK( f ) = ∑
n
j=1 f jd j und DK(g) = ∑

n
j=1 g jd j. Weiter sei

[DK( f ),DK(g)] = ∑
n
j=1 h jd j. Wir bemerken, dass

fl = σ(l′)dl′( f ), gl = σ(l′)dl′(g), für 1≤ i≤ 2r und fn = f , gn = g (*)

und

〈 f ,g〉=
2r

∑
j=1

σ( j) f jg j′+ f dn(g)−gdn( f ) (**)

gelten. Da

[Dk( f ),Dk(g)] =
n

∑
i, j=1

[ fidi,g jd j]

=
n

∑
i, j=1

fidi(g j)d j−g jd j( fi)di + fig j[di,d j]

=
n

∑
i, j=1

fidi(g j)d j−g jd j( fi)di

+
2r

∑
i, j=1

σ( j)δi j′ fig jdn

ist, erhalten wir

hl =
n

∑
i=1

fidi(gl)−gidi( fl) für 1≤ l ≤ 2r
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und

hn =
n

∑
i=1

fidi(g)−gidi( f )−
2r

∑
i=1

σ(i) figi′.

Wegen (∗) und (∗∗) gilt für l ≤ 2r

hl =
2r

∑
i=1

fidi(σ(l′)dl′(g))−gidi(σ(l′)dl′( f ))+ f dn(gl)−gdn( fl)

= σ(l′)
2r

∑
i=1

( fidl′(di(g))+ fi[di,dl′](g)−gidl′(di( f ))−gi[di,dl′](g))

+ f dn(gl)−gdn( fl)

= σ(l′)
2r

∑
i=1

σ(i) fidl′(gi′)+ fldn(g)

−σ(l′)
2r

∑
i=1

σ(i)gidl′( fi′)−gldn( f )+ f dn(gl)−gdn( fl)

= σ(l′)dl′(
2r

∑
i=1

σ(i) figi′)+σ(l′)dl′( f dn(g)−gdn( f ))

= σ(l′)dl′(〈 f ,g〉).

Benutzen wir (∗) und (∗∗) für n erhalten wir schließlich

hn =
2r

∑
i=1

σ(i)( figi′−gi fi′)+ f dn(g)−gdn( f )−
2r

∑
i=1

σ(i) figi′

= −
2r

∑
i=1

σ(i)gi fi′+ f dn(g)−gdn( f ) = 〈 f ,g〉.

q

Aus der Proposition IV.(4.2) und der Injektivität folgt, dass A(n,m) unter der Multipli-
kation 〈·, ·〉 eine Lie-Algebra ist. Wir nennen diese Lie-Algebra K′(2r +1,m).

(4.3) Definition
Die Algebra K(2r +1,m) := K′(2r +1,m)(1) nennt man Kontakt-Algebra.

Wir definieren

DH : A(n,m)→W (n,m), DH( f ) :=
2r

∑
j=1

σ( j)D j( f )D j′,
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{ f ,g} := DH( f )(g) für f ,g ∈ A(n,m).

Dann erhalten wir

DK(x(α)) = DH(x(α))+ x(α−εn)
2r

∑
j=1

x(ε j)D j +(2−
2r

∑
j=1

α j)x(α)Dn.

Sei weiter ‖α‖ := |α|+αn−2.

(4.4) Proposition
1. Es gilt 〈x(α),x(β)〉= {x(α),x(β)}+[‖β‖

(
α+β−εn

β

)
−‖α‖

(
α+β−εn

α

)
]x(α+β−εn).

2. Die Vektorräume K′(2r +1,m)i := 〈x(α) | ‖α‖= i〉 definieren eine Graduierung
auf K′(2r,m).

Beweis.

1. Es gilt:

〈x(α),x(β)〉 = DK(x(α))(x(β))−2x(β)x(α−εn)

= DH(x(α))(x(β))− x(α−εn)
2r

∑
j=1

x(ε j)D j(x(β))

+(2−
2r

∑
j=1

α j)x(α)Dn(x(β))−2x(β)x(α−εn)

= {x(α),x(β)}+(
2r

∑
j=1

β j−2)x(α−εn)x(β)− (
2r

∑
j=1

α j−2)x(α)x(β−εn)

= {x(α),x(β)}+[(‖β‖−2βn)
(

α+β− εn

β

)
−(‖α‖−2αn)

(
α+β− εn

α

)
]x(α+β−εn).

Wegen βn
(

α+β−εn
β

)
= αn

(
α+β−εn

α

)
gilt

〈x(α),x(β)〉= {x(α),x(β)}+[‖β‖
(

α+β− εn

β

)
−‖α‖

(
α+β− εn

α

)
]x(α+β−εn).

Die Behauptung folgt.

2. Die Aussage folgt aus 1.

q
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Damit ist auch K(2r + 1,m) graduiert. Wegen K′(2r + 1,m) =
Ls

i=−2 K′(2r + 1,m)i
mit s = ∑

n
i=1(pmi−1)+ pmn−3 = ‖τ‖+3 gilt K(2r +1,m)i = 0 für i <−2.

(4.5) Korollar
Für 1≤ α≤ τ und 1≤ j ≤ 2r gilt:

1. 〈1,x(α)〉= 2x(α−εn),

2. 〈x(ε j),x(α)〉= σ( j)x(α−ε j′) +(α j +1)x(α+ε j−εn),

3. 〈x(εn),x(α)〉= ‖α‖x(α),

4. 〈x(ε j+ε j′),x(α)〉= σ( j)(α j′−α j)x(α).

Beweis.

1. Es gilt 〈1,x(α)〉= DK(1)(x(α))= ∑
2r
j=1 σ( j)d j(1)d j′(x(α))+1dn(x(α))= 2x(α−εn).

2. Mit IV.(4.4) und ‖ε j‖=−1 gilt:

〈x(ε j),x(α)〉 = {x(ε j),x(α)}+[‖α‖
(

α+ ε j− εn

α

)
+
(

α+ ε j− εn

ε j

)
]x(α+ε j−εn)

= σ( j)D j′(x(α))+(α j +1)x(α+ε j−εn)

= σ( j)x(α−ε j′) +(α j +1)x(α+ε j−εn).

3. Mit IV.(4.4) und ‖εn‖= 0 gilt:

〈x(εn),x(α)〉= {x(εn),x(α)}+‖α‖x(α) = ‖α‖x(α).

4. Mit IV.(4.4)und ‖ε j + ε j′‖= 0 gilt:

〈x(ε j+ε j′),x(α)〉 = {x(ε j+ε j′),x(α)}+‖α‖
(

α+ ε j + ε j′− εn

α

)
x(α+ε j+ε j′−εn)

= σ( j)x(ε j′)D j′(x(α))+σ( j′)x(ε j)D j(x(α))

= σ( j)(α j′−α j)x(α).

q

(4.6) Lemma
1. Es gilt F = K′(2r +1,m)−2 = CK′(2r+1,m)(K′(2r +1,m)−1).

2. Die Menge ∑α<τ Fx(α) ist eine Teilmenge von [K′(2r +1,m)−1,K′(2r +1,m)].
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3. Für n+3≡ 0 mod p ist K′(2r +1,m) eine Teilmenge von ∑α<τ Fx(α).

Beweis.

1. Es ist klar, dass F = K′(2r+1,m)−2 und K′(2r+1,m)−1 = ∑
2r
j=1 Fx(ε j) gilt. Mit

IV.(4.5) 1. gilt 〈1,K′(2r +1,m)−1〉= 0 und mit IV.(4.5) 2. folgt

ad(x(ε j)) = σ( j)D j′+ x(ε j)Dn.

Damit ist [ad(x(ε j)),ad(x(ε j′))] = 2σ( j)Dn.

Ist 〈 f ,K′(2r+1,m)−1〉= 0, so gilt (σ( j)D j′+x(ε j)Dn)( f ) = 0 für alle 1≤ j≤ r.
Weil {D ∈W (2r + 1,m) | D( f ) = 0} eine Unteralgebra von W (2r + 1,m) ist,
erhalten wir Dn( f ) = 0. Folglich gilt Di( f ) = 0 für alle 1≤ i≤ n, also ist f ∈ F .

2. Die Formel in IV.(4.5) 3. zeigt, dass außer für βn = pmn−1 das Element x(β) in
〈K′(2r+1,m)−2,K′(2r+1,m)〉 liegt. Wegen K′(2r+1,m)−2 = K′(2r+1,m)(1)

−1
erhalten wir x(β) ∈ 〈K′(2r +1,m)−1,K′(2r +1,m)〉 für βn < pmn−1. Angenom-
men es ist βn = pmn − 1. Wegen β < τ gibt es dann ein j ∈ {1, . . . ,2r} mit
β j < pmn−1. Wegen IV.(4.5) 2. angewandt auf α = β+ ε j′ gilt

σ( j)x(β) ≡−(b j +1)x(β+ε j+ε j′−εn) mod 〈K′(2r +1,m)−1,K′(2r +1,m)〉.

Nun liefert der erste Teil unseres Beweises die Behauptung.

3. Wegen {x(α),x(β)} ∈∑γ<τ Fx(γ) für alle α,β≤ τ und IV.(4.4) müssen wir nur den
Fall α+β− εn = τ betrachten. In diesem Fall ist

‖β‖
(

α+β− εn

β

)
−‖α‖

(
α+β− εn

α

)
= ‖β‖(−1)|β|−‖α‖(−1)|α|

= (‖β‖+‖α‖)(−1)|β|

= (−1)|β|‖τ‖
≡ 0 mod p.

Also ist 〈x(α),x(β)〉 ∈ ∑α<τ Fx(α).

q

(4.7) Theorem
1. Die Algebra K(2r +1,m) ist eine einfache Lie-Algebra.

2. Es gilt K(2r +1,m) =

{
K′(2r +1,m), n+3 6≡ 0 mod (p)L

α<τ Fx(α), n+3≡ 0 mod (p).
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3. Sie ist genau dann eine Lie-p-Algebra, wenn mi = 1 ist für alle 1≤ i≤ 2r.

Beweis.

1. Wir zeigen die Einfachheit zusammen mit 2.

2. Wir bezeichnen U mit

U =

{
K′(2r +1,m), n+3 6≡ 0 mod (p)L

α<τ Fx(α), n+3≡ 0 mod (p).

Im Beweis von IV.(4.6) wurde gezeigt, dass U eine Unteralgebra von
K′(2r +1,m) ist.

Wegen IV.(4.6) 1. ist U zulässig graduiert und wir können die Voraussetzungen
des Einfachheitssatzes III.(1.9) für U zeigen.

Vor. 1. Ist s := ∑
n
i=1(pmi − 1)+ pmn − 4, so ist die Länge der Graduierung ent-

weder s oder s + 1. In der Tat ist für n + 3 ≡ 0 mod (p) die Algebra
U =

Ls
i=−2 K′(2r +1,m)i.

Vor. 2. Ist a ∈ CU(U+)∩K′(2r + 1,m)−2, dann gilt 0 = 〈a,x(ε1+εn)〉 = 2ax(ε1),
also ist auch a = 0.

Vor. 3. Es gilt U0 = ∑i, j≤2r Fx(εi+ε j) + Fx(εn) und U−1 = ∑
2r
i=1 Fx(εi). Betrachte

ein U0-Untermodul V von U−1 und 0 6= v = ∑
2r
i=1 aix(εi) ∈ V , das heißt,

es ist a j 6= 0 für ein j. Dann ist 〈v,x(2ε j′)〉 = σ( j)a jx
(ε j′) und damit

ist x(ε j′) ∈V . Es gilt nun V = U−1, da 〈x(ε j′),x(ε j+εl)〉 = σ( j′)x(εl) für
1≤ l ≤ 2r ist.

Vor. 4. Wegen 〈x(εi),x(α)〉= σ( j)x(α−ε j′)+(α j +1)x(α+ε j−εn) gilt für alle i−1≤
i≤ s−1 [U−1,Ui+1] = Ui.

Vor. 5. Es gilt K′(2r + 1,m)s =
L2r

i=1 Fx(τ−ε−i) und K′(2r + 1,m)s+1 = Fx(τ).
Wir erhalten außerdem

〈x(εn),x(τ−εi)〉= x(τ−εi) für n+3≡ 0 mod (p)

und
〈x(εn),x(τ)〉=−(n+3)x(τ).

Also ist U eine einfache Unteralgebra von K′(2r +1,m).

Im Fall n+3 6≡ 0 mod (p) gilt K(2r +1,m) = U (1) = U und sonst

K(2r +1,m)⊆U = U (1) ⊆ K′(2r +1,m)(1) = K(2r +1,m).
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3. Ist K(2r + 1,m) eine Lie-p-Algebra, so sind ad(x(εi))p und ad(1)p innere Deri-
vationen von K(2r +1,m) und somit ist sie gleich 0. Wir erhalten

0 = ad(x(εi))p(x(τ−(pmn−1)− εn) = σ( j)x(τ−pε j′−(pmn−1)εn),

also ist m j = 1 für 1≤ j ≤ 2r. Es gilt

0 = ad(1)p(x(τ−ε1)) = 2x(τ−ε1−pεn)

und damit mn = 1. Sei

E(x(α)) := x(α−εn)
2r

∑
j=1

x(ε j)D j +(2−
2r

∑
j=1

α j)x(α)Dn.

Dann ist
DK(x(α)) = DH(x(α))+E(x(α)).

Wir berechnen

[DH(x(α)),E(x(α))]

= DH(x(α))(x(α−εn))
2r

∑
j=1

x(ε j)D j + x(α−εn)[DH(x(α)),
2r

∑
j=1

x(ε j)D j]

+(2−
2r

∑
j=1

α j)DH(x(α))(x(α))Dn +(2−
2r

∑
j=1

α j)x(α)[DH(x(α)),Dn]

= 0− (
2r

∑
j=1

α j−2)x(α−εn)DH(x(α))+0− (2−
2r

∑
j=1

α j)x(α)DH(x(α−εn))

= (2−
2r

∑
j=1

α j)
2r

∑
i=1

σ(i)(x(α−εn)x(α−εi)− x(α)x(α−εi−εn))Di′

= (2−
2r

∑
j=1

α j)
2r

∑
i=1

σ(i)[
(

2α− εi− εn

α− εn

)
−
(

2α− εi− εn

α

)
]x(2α−εi−εn)Di′

= 0.

Wir erinnern daran, dass DH(x(α)) =−∑
r
i=1 Dii′(x(α)) gilt, wobei

[Dii′(x(α)),D j j′(x(α))] = 0

ist. Dann folgt
DK(x(α))p = DH(x(α))p +E(x(α))p.
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Im Beweis der Lie-p-Algebra-Eigenschaft von S(n,m) haben wir gezeigt, dass
Dii′(x(α))p = δα,εi+εi′Dii′(x(α)) ist. Wegen DH(x(α))p =−∑

r
i=1 Dii′(x(α))p gilt

DH(x(α))p =

{
DH(x(α)), α = εi + εi′

0, sonst
.

Es ist damit E(x(α)) ∈W (n,1)(α−εn)∩W (n,1)|α|−1 und mit IV.(1.11) und nach-
folgender Bemerkung erhalten wir E(x(α))p = δα,εnE(x(α)), woraus

DH(x(α))p =

{
DK(x(α)), α ∈ {εi + εi′}∪{εn}
0, sonst

folgt. Also ist DK(K(2r+1,1)) eine p-Unteralgebra von W (2r+1,1) und wegen
der Bijektivität von DK folgt die Lie-p-Algebra-Eigenschaft von K(2r +1,1).

q

IV.5 Melikian-Algebren
Sei F ein Körper mit char(F) = 5.
Man kann die Melikian-Algebra M als graduierte Lie-Algebra

M (∞) = M (∞)0̄⊕M (∞)1̄⊕M (∞)2̄ = W (2,1)⊕A(2,1)⊕W̃ (2,1)

einführen mit M (∞)0̄ = W (2,1) als Lie-Algebra, M (∞)1̄ = A(2,1) als Vektorraum

und M (∞)2̄ =W̃ (2,1) = {D̃ |D∈W (2,1)} als Vektorraumkopie (siehe [Kuz91]). Die-
se Aufteilung ergibt eine Z/3Z-Graduierung (Definition analog zur Z-Graduierung).
Das Lie-Produkt in M (∞) ist durch

[D, Ẽ] := [̃D,E]+2 div(D)Ẽ
[D, f ] := D( f )−2 div(D) f ,

[ f1D̃1 + f2D̃2,g1D̃1 +g2D̃2] := f1g2− f2g1,

[ f , Ẽ] := f E,

[ f ,g] := 2(gD2( f )− f D2(g))D̃1 +2( f D1(g)−gD1( f ))D̃2

für alle D,E ∈W (2,1), f ,g,h, fi,gi ∈ A(2,1) gegeben. Hierbei ist die Divergenz ge-
geben durch div : W (2,1)→ A(2,1), f1D1 + f2D2 7→ D1( f1)+D2( f2). Die Abbildung
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x1 7→ x2, x2 7→ x1 induziert einen Automorphismus auf M (∞). Die Algebra M (∞)
besitzt eine zweite Graduierung. Diese zweite Graduierung ist gegeben durch

degM (D) := 3deg(D)
degM (Ẽ) := 3deg(E)+2
degM ( f ) := 3deg( f )−2

für alle D,E ∈W (2,1) und f ∈ A(2,1).

(5.1) Lemma
Die Algebra M (∞) ist eine Lie-Algebra.

Beweis. Angenommen wir zeigen, dass ad(D̃1) eine Derivation ist, dann ist wegen
des oben genannten Automorphismus auch ad(D̃2) eine Derivation. Also enthält
Der(M (∞)) die Algebra, die durch diese Elemente erzeugt wird: ∑i<0 ad(M[i]).
Sei J(A,B,C) = [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] die Jacobi-Identität für homogene
A,B,C ∈M (∞), wobei wir als Graduierung deg := degM wählen. Wir zeigen durch
Induktion über den Grad, dass J = 0 ist. Denn falls der Grad von J(A,B,C) kleiner als
0 ist, ist auch einer der Grade von A,B,C negativ. Um zu zeigen, dass J(A,B,C) dann
gleich 0 ist, brauchen wir also nur folgendes zu überprüfen:
Setze D = f1D1 + f2D2 und E = g1D1 +g2D2. Die Divergenz div ist eine Derivation,
also gilt div([D,E]) = D(div(E))−E(div(D)) und div( f D) = D( f )+ f div(D). Es ist

[D̃1, [D,E]] = ˜[D1, [D,E]]−2 div([D,E])D̃1 = [[D̃1,D],E]+ [D, [D̃1,E]];

[D, Ẽ] = ( f1D1(g1)+ f2D2(g1))D̃1 +( f1D1(g2)+ f2D2(g2))D̃2
−(g1D1( f1)+g2D2( f1))D̃1− (g1D1( f2)+g2D2( f2))D̃2
+2(D1( f1)+D2( f2))g1D̃1 +2(D1( f1)+D2( f2))g2D̃2,

[D̃1, [D, Ẽ]] = f1D1(g2)+ f2D2(g2)−g1D1( f2)
−g2D2( f2)+2 g2D1( f1)+2 g2D2( f2);

[[D̃1,D], Ẽ] = −[[̃D,D1]+2 div(D)D̃1,E]
= [D( f1)D̃1 +D1( f2)D̃2−2(D1( f1)+D2( f2))D̃1,g1D̃1 +g2D̃2]
= (−D1( f1)−2D2( f2))g2−D1( f2)g1,

[D, [D̃1, Ẽ]] = [D,g2] = f1D1(g2)+ f2D2(g2)−2(D1( f1)+D2( f2))g2;

[D̃1, [D,h]] = [D1,D(h)−2 div(D)h] = (2 div(D)h−D(h))D1,
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[[D̃1,D],h]] = [D1( f1)D̃1 +D1( f2)D̃2−2 div(D)D̃1]
= −hD1( f1)D1−hD1( f2)D2 +2 div(D)hD1,

[D, [D̃1,h]] = −[D,hD1] =−D(h)D1 +hD1( f1)D1 +hD1( f2)D2;

[D̃1, [D̃, Ẽ]] = [D1, f1g2− f2g1] = ( f2g1− f1g2)D1,

[[D̃1, D̃], Ẽ] = [ f2, Ẽ] = f2g1D1 + f2g2D2,

[D̃, [D̃1, Ẽ]] = [D̃,g2] =−g2 f1D1−g2 f2D2;

[D̃1, [h, Ẽ]] = [D̃1,hg1D1 +hg2D2]
= D1(hg1)D̃1 +D1(hg2)D̃2−2D1(hg1)+D2(hg2)D̃1
= (−D1(h)g1−hD1(g1)−2D2(h)g2−2hD2(g2))D̃1

+(D1(h)g2 +hD1(g2))D̃2,

[[D̃1,h], Ẽ] = [−hD1, Ẽ]
= −hD1(g1)D̃1−hD1(g2)D̃2 +g1D1(h)D̃1

+g2D2(h)D̃1−2D1(h)(g1D̃1 +g2D̃2)
= (−g1D1(h)−hD1(g1)+g2D1(h))D̃1

+(−hD1(g2)−2g2D1(h))D̃2,

[h, [D̃1, Ẽ]] = [h,g2] = 2(g2D2(h)−hD2(g2))D̃1 +2(hD1(g2)−g2D1(h))D̃2;

[D̃1, [ f ,g]] = [D̃1,2(gD2( f )− f D2(g))D̃1 +2( f D1(g)−gD1( f ))D̃2]
= 2 f D1(g)−2gD1( f ),

[[D̃1, f ],g] = −[ f D1,g] =− f D1(g)+2D1( f )g,

[ f , [D̃1,g]] = [ f ,−gD1] = gD1( f )−2D1(g) f .

Sei nun deg(J(A,B,C))≥ 0. Wenden wir D1,D2 an, erhalten wir

[Di,J(A,B,C)] = J([Di,A],B,C)+ J(A, [Di,B],C)+ J(A,B, [Di,C]) = O

für i = 1,2 nach Induktionsvoraussetzung. Es ist

(∑
i≥0

M[i])∩Ann(D1)∩Ann(D2) = 0.

Folglich gilt die Jacobi-Identität in M (∞). q
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Wir setzen für m = (m1,m2) ∈ N2

M (m1,m2) := W (2,m)⊕A(2,m)⊕W̃ (2,m).

Damit existiert für M := M (m1,m2) eine Graduierung

M =
sM

i=−3

M[i]

mit s = 3(5n1 +5n2)−7 und

M[−3] = FD1 +FD2, M[−2] = F, M[−1] = FD̃1 +FD̃2,

M[0] = ∑
i, j

FxiD j, M[s] = Fx(τ(m))D̃1 +Fx(τ(m))D̃2,

wobei wie immer τ(m) = (5n1−1,5n2−1) sei.

(5.2) Definition
Die Algebra M (m1,m2) heißt Melikian-Algebra bezüglich (m1,m2) ∈ N2.

Für jedes a ∈ F existieren W (n,m)-Moduln

A(n,m)(a div) : ρ
A
a (D) f := D( f )+a div(D) f ,

und
W (n,m)(a div) : ρ

W
a (D)E := [D,E]+a div(D)E

für alle D,E ∈W (n,m) und f ∈ A(n,m).

(5.3) Proposition
1. Jeder W (n,m)-Untermodul von A(n,m)(a div) enthält F . Der Modul A(n,m)(a div)

ist genau dann ein irreduzibler W (n,m)-Modul, wenn a 6= 0,1 ist. In diesem
Fall ist Fx(τ) der einzige irreduzible W (n,m)0-Untermodul. Für a = 0 ist F der
einzige echte W (n,m)-Untermodul von A(n,m)(a div) und für a = 1 ist der einzige
echte Untermodul ∑β<τ Fx(β).

2. Jeder W (n,m)-Untermodul von W (n,m)(a div) enthält ∑
n
j=1 FD j. Der Modul

W (n,m)(a div) ist genau dann ein irreduzibler W (n,m)-Modul, wenn n = 1 und
a 6= 1,2 oder n 6= 1 und a 6= 1 ist. In diesem Fall ist ∑

n
j=1 Fx(τ)D j der einzige

irreduzible W (n,m)0-Untermodul. Der einzige minimale W (n,m)-Untermodul
von W (n,m)(a div) im Falle n 6= 1 ist ∑0<α<τ ∑i, j FDi j(x(α)).

3. Die Moduln X(n,m)(a div) und X ′(n,m)(a′div) mit X ,X ′ ∈ A,W und a,a′ ∈ F sind
genau dann isomorphe W (n,m)-Moduln, wenn X = X ′ und a = a′ oder n = 1
und a−δX ,W = a′−δX ′,W ist.
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Beweis.

(a) Es ist klar, dass jeder W (n,m)-Untermodul von A(n,m)(a div) den Körper F enthält.
Betrachte εi ≤ α≤ τ. Dann gilt

(x(τ−α+εi)Di)x(α) = (
(

τ

α− εi

)
+a
(

τ

α

)
)x(τ)

= (∏
j 6=i

(
pn j −1

α j

)
)(
(

pni−1
αi−1

)
+a
(

pni−1
αi

)
)x(τ)

= (a−1)
n

∏
j=1

(
pn j −1

α j

)
x(τ) +(∏

j 6=i

(
pn j −1

α j

)
)
(

pni−1
αi

)
)x(τ).

Es ist (
pn j −1

α j

)
6= 0,

(
pni

αi

)
= 0 für α≤ τ.

Also ist der obige Ausdruck genau dann gleich 0, wenn a = 1 ist.

Ist a 6= 0,1 und M0 ein nicht-trivialer W (n,m)0-Untermodul von A(n,m)(a div),
dann enthält M0 ein Polynom f = ∑bβx(β) mit b0 6= 0. Wähle α > 0 mit |α| mi-
nimal, so dass bα 6= 0 ist, und ein i, so dass αi 6= 0 ist. Nach obiger Rechnung ist
(x(τ−α+εi)Di) f = bα(x(τ−α+εi)Di)x(α) ∈ Fx(τ)\{0}. Also ist Fx(τ) eine Teilmenge
von M0 und wegen der Irreduzibilität von M0 folgt die Gleichheit. Es folgt sofort,
dass A(n,m)(a div) ein irreduzibler W (n,m)0-Modul ist.

Im Fall a = 0 zeigt man analog, dass F der einzige echte W (n,m)-Untermodul von
A(n,m) ist.

Sei also a = 1. Dann ist ∑β<τ Fx(β) ein W (n,m)-Untermodul von A(n,m)(1 div).
Jeder echte nicht-triviale W (n,m)-Untermodul enthält F , also enthält er
(Fx(τ)Di) = Fx(τ−εi) für i = 1, . . . ,n. Wir schließen, dass ∑β<τ Fx(β) der ein-
zige echte W (n,m)-Untermodul von A(n,m)(1 div) ist.

(b) Hier beweisen wir einen Teil von 3. Angenommen die W (n,m)-Moduln
A(n,m)(a div) und A(n,m)(a′div) seien isomorph. Wir haben gezeigt, dass F
genau dann ein W (n,m)-Untermodul ist, wenn a = a′ = 0 gilt. Genauso ist
∑β<τ Fx(β) genau dann ein W (n,m)-Untermodul, wenn a = a′ = 1 gilt.

In allen anderen Fällen ist Fx(τ) der einzige minimale W (n,m)0-Untermodul. Auf
diesem Modul operiert x1D1 wie folgt:

(x1D1)x(τ) = (−1+a)x(τ) = (−1+a′)x(τ),

das heißt, es ist a = a′.

Im Fall n = 1 existiert ein W (n,m)-Modul-Isomorphismus

A(1,m)(a div)→W (1,m)((a+1) div), f 7→ f D.
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(c) Wir werden nun die Modul-Struktur von W (n,m)(a div) untersuchen. Jeder
W (n,m)-Untermodul von W (n,m)(a div) enthält ∑

n
i=1 FDi. Mit (b) genügt es n 6= 1

zu betrachten.

Sei a = 1 und M ein minimaler W (n,m)-Untermodul von W (n,m)(1 div). Dann
enthält M den Modul ∑FDi und folglich gilt

(x(τ)D j)Di =−x(τ−εi)D j + x(τ−ε j)Di = Di j(x(τ)).

Wenn man D1, . . . ,Dn mehrere Male anwendet, erhält man

∑
0≤α≤τ

∑
i, j

FDi j(x(α))⊂M.

Andererseits ist

(x(α)Di)(D jk(x(β))) = [x(α)Di,x(β−εk)D j− x(β−ε j)Dk]

+x(α−εi)x(β−εk)D j− x(α−εi)x(β−ε j)Dk

= D ji(x(α)x(β−εk))+Dik(x(α)x(β−ε j)).

Somit ist M = ∑0<α≤τ ∑i, j FDi j(x(α)).

Sei a 6= 1 und M0 ein nicht-trivialer irreduzibler W (n,m)0-Untermodul von
W (n,m)(a div). Dann enthält M0 ein Element 0 6= ∑

n
j=1 f jD j ∈W (n,m)0. Es ist für

εi ≤ α≤ τ

(x(τ−α+εi)Di) · (x(β)) ∈ Fx(τ−α+β)D j +Fx(τ−α+β+εi−ε j)Di,

und für εi ≤ α≤ τ, i 6= j

(x(τ−α+εi)Di) · (x(α)D j)

= (
(

τ

α− εi

)
+a
(

τ

α

)
)x(τ)D j−

(
τ+ εi− ε j

α

)
x(τ+εi−ε j)Di

= (
(

τ

α− εi

)
+a
(

τ

α

)
)x(τ)D j

= (∏
j 6=i

(
pn j −1

α j

)
)(
(

pni−1
αi−1

)
+a
(

pni−1
αi

)
)x(τ)D j

= (a−1)
n

∏
j=1

(
pn j −1

α j

)
x(τ)D j +(∏

j 6=i

(
pn j −1

α j

)
)
(

pni−1
αi

)
)x(τ)D j

= (a−1)
(

τ

α

)
x(τ)D j 6= 0.

Dann enthält M0 ein Element ∑
n
j=1 a jx(τ)D j 6= 0. Da ∑

n
j=1 Fx(τ)D j ein irreduzibler

W (n,m)0-Modul ist, ist dieser der einzige minimale W (n,m)0-Untermodul von
W (n,m)(a div). Es folgt, dass W (n,m)(a div) irreduzibel ist.
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(d) Angenommen X(n,m)(a div) und X ′(n,m)(a′ div) seien isomorphe W (n,m)-Moduln.
Der Fall n = 1 wurde in (b) gezeigt. Setze also voraus, dass X = X ′=W und n 6= 1.
Aus 2. schließen wir, dass W (n,m)(a div) für a = a′ = 1 reduzibel ist.

Für a,a′ 6= 1 sind die einzigen Eigenwerte von xiDi auf dem einzigen minima-
len W (n,m)0-Untermodul ∑

n
j=1 Fx(τ)D j die Werte a− 1 und a− 2. Es folgt also

{a−1,a−2}= {a′−1,a′−2}. Das heißt, es gilt a = a′ wegen p 6= 2.

q

Die folgenden Unterräume von M (∞) sind als W (2,m)-Moduln der Form

A(2,m)∼= A(2,m)(−2 div), W̃ (2,m)∼= W (2,m)(2 div).

(5.4) Theorem
Die Melikian-Algebra M (m1,m2) ist einfach und für die Dimension gilt

dimFM (m1,m2) = 5m1+m2+1.

Beweis. Die Graduierung (M[i]) von M (m1,m2) erfüllt die Bedingungen (g1)-(g4).
Sei J 6= 0 ein nicht-triviales Ideal von M (m1,m2). Dann ist M[−3] ∩ J 6= 0; siehe
Beweis zu III.(1.8). Es ist nun einfach zu zeigen, dass auch J ∩M[−2] 6= 0 und
J∩M[−1] 6= 0 ist. Weil M1

∼= A(2,m)(−2 div), M0̄
∼= W (2,m) und M2̄

∼= A(2,m)(2 div)
nach Proposition IV.(5.3) einfache M0̄-Moduln sind, ist J = M (m1,m2). q

(5.5) Theorem
Die Melikian-Algebra M (m1,m2) ist genau dann eine Lie-p-Algebra, wenn
(m1,m2) = (1,1) ist.

Beweis. Ist M (m1,m2) eine Lie-p-Algebra, dann folgt genau wie im Beweis zu
IV.(1.8), dass m1 = m2 = 1 wegen 0 = (ad(D j))5(x(τ)D j) = x(τ−5ε j)D j gilt.
Es bleibt zu zeigen, dass (ad(m))5 ∈ ad(M (1,1)) für alle m ∈M (1,1) ist. Es gilt

ad(Di)p|W (n,1) = ad(Dp
i )|W (n,1). Es ist ad(Di)|W̃ (n,1)

= ãd(Di) und damit

ad(Di)p|
W̃ (n,1)

= ˜ad(Di)p = ãd(Dp
i ) = ad(Dp

i )|
W̃ (n,1)

,

sowie
ad(Di)p|A(n,1) = Dp

i = ad(Dp
i )|A(n,1).

Es ist ad(x(α))p = 0 = ad(0) = ad(xpα), sowie ad(D̃i)p = 0 = ad(0).
q
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IV.6 Klassifikationssätze
In diesem Abschnitt möchten wir einige Klassifikationssätze vorstellen.
Sei F ein Körper der Charakteristik p > 0.

(6.1) Definition
Die Lie-Algebren W (n,m), S(n,m), H(2r,m) und K(2r +1,m) nennt man graduierte
Lie-Algebren vom Cartan-Typ.

Sei X ∈ {W,S′,H ′′,K′},m ∈Nm
0 . Definiere X((n,F)) genauso wie A((n,F)), also ohne

obere Schranke τ. Dann gilt:

X(n,m) = X((n,F))∩W (n,m).

Sei die entsprechende einfache Lie-Algebra X(n,m)(∞), das heißt eine der Lie-
Algebren W (n,m), S(n,m), H(2r,m) oder K(2r + 1,m). Da X(n,m) graduiert ist,
gibt es eine Filtrierung (X(n,m)(k))k∈Z mit X(n,m)(k) = ∑i≥k X(n,m)i. Sei Φ ein
Automorphismus von A((n,F)), der diese Filtrierung beibehält, das heißt, es gilt
Φ(X(n,m)(k))⊆ X(n,m)(k), und definiere

X(n,m,Φ) := (Φ−1 ◦X((n,F))◦Φ)∩W (n,m).

(6.2) Definition
Die Lie-Algebra X(n,m,Φ)(∞) nennt man filtrierte Lie-Algebra vom Cartan-Typ,
falls X(n,m,Φ) folgende Voraussetzungen erfüllt sind:

1. X(n,m,Φ)∩W (n,m)(2+δX ,K),X 6= 0,

2. X(n,m,Φ)+(Φ◦X((n,F))◦Φ−1)∩W (n,m)(1+δX ,K),X = Φ◦X((n,F))◦Φ−1,

wobei W (n,m)(k),X die k-te Komponente der X-Filtrierung von W (n,m) sei.

(6.3) Vermutung (Die Verallgemeinerte Kostrikin-Shafarevich-Vermutung)
Für p > 5 ist jede endlich-dimensionale einfache Lie-Algebra über F entweder klas-
sisch oder isomorph zu einer der filtrierten Lie-Algebren vom Cartan-Typ.

(6.4) Vermutung (Die Ursprüngliche Kostrikin-Shafarevich-Vermutung)
Für p > 5 ist jede endlich-dimensionale einfache Lie-p-Algebra über F entweder klas-
sisch oder isomorph zu einer der Lie-p-Algebren W (n,1) mit n≥ 1, S(n,1) mit n≥ 3,
H(2r,1) mit r ≥ 1 oder K(2r +1,1) mit r ≥ 1.

(6.5) Theorem ([BW98])
Die Ursprüngliche Kostrikin-Shafarevich-Vermutung ist wahr für p > 7.

(6.6) Theorem (Strade, [PS06])
Die Verallgemeinerte Kostrikin-Shafarevich-Vermutung ist wahr für p > 7.



108 Kapitel IV. Klassifikation

(6.7) Theorem (Klassifikationssatz, [PS06])
Sei L eine endlich-dimensionale einfache Lie-Algebra über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper der Charakteristik p > 3. Dann ist L entweder eine klassische Lie-
Algebra, eine filtrierte Lie-Algebra vom Cartan-Typ oder eine der Melikian-Algebren.

IV.7 Eine Ausnahme für p = 3

Hier werden wir eine Lie-p-Algebra beschreiben, wodurch wir sehen werden, dass die
vorangehenden Klassifikationssätze zum Beispiel für p = 3 nicht gelten. Es ist eine
Lie-Algebra, die Marguerite Frank gefunden hat, siehe [Fra73].
Sei also F ein Körper der Charakteristik char(F) = 3.

(7.1) Definition
Die Algebren S und T sind Unteralgebren der Jacobson-Witt-Algebra W (3,1) über F .
Wie gesehen hat ein Element von W (3,1) die Form

A = (a1,a2,a3) = a1∆1 +a2∆2 +a3∆3,

wobei ai ∈F [x1,x2,x3]/(x3
1,x

3
2,x

3
3) sei und ∆i den Differentialoperator ∂/∂xi bezeichne.

Die Lie-Klammer in W (3,1) ist gegeben durch [A,B] = C = (c1,c2,c3) mit

ci =
3

∑
j=1

[(∆ jai)b j− (∆ jbi)a j].

Die zwei Algebren S und T seien graduiert

S = S−1⊕S0⊕S1,

T = T−1⊕T0⊕T1⊕T2⊕T3,

wobei Si und Ti durch folgende Basen über F gegeben seien:

S−1 = 〈∆1,∆2,∆3〉,
S0 = 〈A1 = (x1,x2,x3),A2 = (0,x2,−x3),A3 = (x2,x3,0),A4 = (0,x1,−x2)〉,
S1 = 〈B1 = (x1x2,x1x3,−x2x3),B2 = (x2

1,x1x2,x2
2),B3 = (−x2

2,x2x3,x2
3)〉,

T−1 = S−1,

T0 = S0⊕〈A5 = (x3,0,0)〉,
T1 = S1⊕〈B4 = (x1x3,0,x2

3),B5 = (x2,−x2
3,0),B6 = (x2

3,0,0)〉,
T2 = 〈C1 = (x2

2x3− x1x2
3,x2x2

3,0),C2 = (x2
1x3− x1x2

2,x1x2x3,x2x2
3),

C3 = (x1x2x3,−x1x2
3,x2x2

3)〉,
T3 = 〈D1 = (x1x2

2x3 + x2
1x2

3,x1x2x2
3,x

2
2x2

3)〉.
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(7.2) Theorem
Die Algebren S und T sind einfache Lie-p-Algebren mit einer natürlichen Graduie-

rung, so dass für die Kommutatoren S(4)
0 = T (4)

0 = 0 gilt.

Beweis. An den Strukturkonstanten IV.2, IV.3 sieht man, dass die Graduierung
zulässig ist. Die Voraussetzung 1.,2.,4.,5. des Einfachheitssatzes III.(1.9) sieht man
an den Tabellen IV.2, IV.3. Die Teilmengen S−1 beziehungsweise T−1 sind S0 bezie-
hungsweise T0-Moduln via ϕ−1 : T0 → gl(T−1), A 7→ ad(A)|T−1, beziehungsweise
ϕ−1 : S0→ gl(S−1), A 7→ ad(A)|S−1. Ihre Irreduzibilität erkennt man an Tabelle IV.2.
Also sind S und T einfache Lie-Algebren.
Es gilt ad(A1)3 = ad(A1),ad(A2)3 = ad(A2) und ad(A)3 = 0 für alle anderen Basisele-
mente von S und T . Man kann dies mittels der Tabellen IV.2, IV.3 überpüfen. Aus
II.(3.7) folgt die Lie-p-Algebra-Eigenschaft von S und T . Schließlich betrachten wir
die Kommutatorreihen von S0 und T0:

S(2)
0 = 〈A1,A3,A4〉, S(3)

0 = 〈A1〉, S(4)
0 = 0,

T (2)
0 = 〈A1,A3,A4,A5〉, T (3)

0 = 〈A1,A3〉, T (4)
0 = 0.

q

Cartan-Zerlegung: Sei H der Unterraum H = 〈A1,A2〉. Er ist eine abelsche Unter-
algebra von S und T . Wir definieren für w ∈ H∗:

Tw = {t ∈ T | ad(A)(t) = w(A)t für alle A ∈ H},
Sw = {s ∈ S | ad(A)(s) = w(A)s für alle A ∈ H}.

Sei {w1,w2} die zu {A1,A2} duale Basis in H∗, das heißt, es gilt wi(A j) = δi j für
i = 1,2. Dann gilt

H = Tw=0 = 〈A1,A2〉,
Tw1 = 〈B2,B5〉, T−w1 = 〈∆1,C3〉,
Tw2 = 〈A3,D1〉, T−w2 = 〈A4,A5〉,

Tw1+w2 = 〈B1,B6〉, T−w1−w2 = 〈∆2,C2〉,
Tw1−w2 = 〈B3,B4〉, T−w1+w2 = 〈∆3,C1〉;

H = Sw=0 = 〈A1,A2〉,
Sw1 = 〈B2〉, T−w1 = 〈∆1〉,
Tw2 = 〈A3〉, T−w2 = 〈A4〉,

Tw1+w2 = 〈B1〉, T−w1−w2 = 〈∆2〉,
Tw1−w2 = 〈B3〉, T−w1+w2 = 〈∆3〉.
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Also sind T = H⊕ (
L

w Tw) beziehungsweise S = H⊕ (
L

w Sw) Wurzelraumzerlegun-
gen mit Wurzeln w = λ1w1 +λ2w2 für λi =−1,0,1.
Die einzige bekannte einfache Algebra der Dimension 18 ist die Jacobson-Witt-
Algebra W (2,1). Wie in [Dem70] gezeigt wurde, ist jede Cartan-Unteralgebra von
W (2,1) konjugiert zu genau einer der Algebren

H1 = 〈(x1,0),(0,x2)〉,H2 = 〈(x1 +1,0),(0,x2)〉,H3 = 〈(x1 +1,0),(0,x2 +1)〉.

(7.3) Definition
Sei H eine Cartan-Unteralgebra einer Lie-Algebra L und bezeichne mit n(L,H) die
Anzahl der (ungeordneten) Paare von Wurzeln {α,−α} mit [Lα,L−α] = H.

Die Zahl n(L,H) hängt dann nur von der Konjugiertenklasse von H ab.

(7.4) Lemma
Ist H eine Cartan-Unteralgebra von W (2,1), so ist n(W (2,1),H)≥ 2.

Beweis. Wenn wir für H = 〈θ1 = (y1,0),θ2 = (0,y2)〉 mit y1 = x1 oder x1 + 1 und
y2 = x2 oder x2 +1 wählen, können wir das Lemma für alle drei Hk auf einmal zeigen.
Sei

Uw = {u ∈W (2,1) | ad(θ)(u) = w(θ)u für alle θ ∈ H}.

Sei nun wieder {w1,w2} die zu {θ1,θ2} duale Basis in H∗k , das heißt, es gilt wi(A j) =
δi j für i = 1,2, k = 1,2,3. Dann gilt:

Uw1 = 〈(y2
1,0),(0,y1y2)〉, U−w1 = 〈(1,0),(0,y2

1y2)〉,
Uw2 = 〈(y1y2,0),(0,y2

2)〉, U−w2 = 〈(y1y2
2,0),(0,1)〉.

Es folgt direkt, dass [Uw1,U−w1] = [Uw2,U−w2] = H für alle erlaubten Substitutionen,
sowie für y1 und y2 gilt. Also ist n(W (2,1),H)≥ 2. q

(7.5) Theorem
Die Algebra T ist nicht isomorph zu W (2,1).

Beweis. Für α = w1,w2,w1 +w2 sind die Unterräume [Tα,T−α] die Räume 〈A1,A2〉,
〈A1〉 beziehungsweise 〈A1 − A2〉, während [Tw1−w2,T−w1+w2] = H gilt. Also ist
n(T,H) = 1 und wegen Lemma IV.(7.4) kann T nicht isomorph zu W (2,1) sein. q
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Wir berechnen die Strukturkonstanten:

[·, ·] ∆1 ∆2 ∆3 A1 A2 A3 A4 A5
∆1 0 0 0 −∆1 0 0 −∆2 0
∆2 0 0 0 −∆2 −∆2 −∆1 −∆3 0
∆3 0 0 0 −∆3 ∆3 −∆2 0 −∆1
A1 ∆1 ∆2 ∆3 0 0 0 0 0
A2 0 ∆2 −∆3 0 0 −A3 A4 A5
A3 0 ∆1 ∆2 0 A3 0 A1 0
A4 ∆2 ∆3 0 0 −A4 −A1 0 A3
A5 0 0 ∆1 0 −A5 0 −A3 0
B1 A3 A1−A2 A4 B1 B1 −B3 B2 −B5
B2 −A1−A2 A4 0 B2 0 B1 0 B3−B4
B3 0 A3 A2 B3 −B3 0 B1 −B6
B4 A5 0 A1−A2 B4 −B4 B5 −B1 0
B5 0 A5 A3 B5 0 −B6 B3 +B4 0
B6 0 0 −A5 B6 B6 0 B5 0
C1 −B6 −B5 B4−B3 −C1 C1 0 C3 0
C2 B3−B4 B1 B2 −C2 −C2 −C3 0 C1
C3 B5 B4 B1 −C3 0 C1 C2 0
D1 C1 −C3 −C2 0 D1 0 0 0

[·, ·] B1 B2 B3 B4 B5 B6
∆1 −A3 A1 +A2 0 −A5 0 0
∆2 A2−A1 −A4 −A3 0 −A5 0
∆3 −A4 0 −A2 A2−A1 −A3 A5
A1 −B1 −B2 −B3 −B4 −B5 −B6
A2 −B1 0 B3 B4 0 −B6
A3 B3 −B1 0 −B5 B6 0
A4 −B2 0 −B1 B1 −B3−B4 −B5
A5 B5 B4−B3 B6 0 0 0
B1 0 0 0 C3 −C1 0
B2 0 0 0 C2 C3 C1
B3 0 0 0 C1 0 0
B4 −C3 −C2 −C1 0 0 0
B5 C1 −C3 0 0 0 0
B6 0 −C1 0 0 0 0
C1 0 D1 0 0 0 0
C2 0 0 D1 −D1 0 0
C3 −D1 0 0 0 0 0
D1 0 0 0 0 0 0

Tabelle IV.2: Strukturkonstanten von T und S
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[·, ·] C1 C2 C3 D1
∆1 B6 B4−B3 −B5 −C1
∆2 B5 −B1 −B4 C3
∆3 B3−B4 −B2 −B1 C2
A1 C1 C2 C3 0
A2 −C1 C2 0 −D1
A3 0 C3 −C1 0
A4 −C3 0 −C2 0
A5 0 −C1 0 0
B1 0 0 D1 0
B2 −D1 0 0 0
B3 0 −D1 0 0
B4 0 D1 0 0
B5 0 0 0 0
B6 0 0 0 0
C1 0 0 0 0
C2 0 0 0 0
C3 0 0 0 0
D1 0 0 0 0

Tabelle IV.3: Fortsetzung der Strukturkonstanten von T und S



Kapitel V

Implementierung in GAP und
Beispiele

V.1 Implementierung in GAP
GAP ist ein Computeralgebrasystem für Rechnungen in diskreter Algebra, siehe
[GAP07]. Hier haben wir mithilfe von GAP die irreduziblen Lie-p-Moduln einiger
Lie-p-Algebren kleiner Dimensionen (≤ 26) und Charakteristiken berechnet. Der
hierfür verwendete Algorithmus beruht auf Lemma III.(3.13). Es wurde zuerst die
GAP-MeatAxe benutzt. Da manche Moduln von sehr großer Dimension sind und das
Tensorieren der Moduln und Bestimmen der Kompositionsfaktoren mit der MeatAxe
sehr viel Zeit in Anspruch nehmen, haben wir zum GAP-Paket ”Chop“ [NN07]
gewechselt. Dieses Paket verwaltet den Speicher effizienter und verkleinert so die
Rechendauer.

MeatAxe Die MeatAxe ist eine Sammlung von Programmen, um Rechnungen mit
Matrix-Darstellungen über endlichen Körpern durchzuführen. Für mehr Informatio-
nen der diesen Rechnungen zugrunde liegenden Algorithmen siehe beispielsweise
[HEO05, Abschnitte 7.4 und 7.5]. Wir möchten hier kurz den Hauptalgorithmus der
MeatAxe zur Überprüfung der Einfachheit eines Moduls beschreiben. Man nennt
diesen Algorithmus auch den MeatAxe-Algorithmus.
Es sei A eine endlich-dimensionale assoziative Algebra über einem endlichen Körper
F und {x1, . . . ,xn} eine F-Basis von A. Eine Matrix-Darstellung von A der Dimension
d ist ein Algebren-Homomorphismus X von A in die Algebra der d×d-Matrizen über
F . Eine solche Darstellung ist durch eine Liste Λ := [α1, . . . ,αn] von d× d-Matrizen
über F mit αi = X (xi) für 1 ≤ i ≤ n gegeben. Hiermit wird gleichzeitig eine Ope-
ration der Algebra A auf dem (Rechts-)Modul M = Kd definiert. Genauer wird diese
Operation gegeben mittels v.x = v∑

n
i=1 aiX (xi) für x = ∑

n
i=1 aixi ∈ A und v ∈ V . Wir

nennen die Matrizen der Liste die Operationsmatrizen des Moduls und die von ihnen

113
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erzeugte Algebra heißt die Matrix-Algebra des Moduls.
Ist Λt := [αt

1, . . . ,α
t
n] die Liste der transponierten Operationsmatrizen des A-Moduls

M, so ist der zugehörige Modul der zu M duale Modul M∗.
Ist L ein Untermodul der Dimension c von M, so ist das orthogonale Komplement
L⊥ := {v ∈ Kd | w · vt = 0 ∀ w ∈ L} ein Untermodul der Dimension d− c von M∗.
Wir speichern die Information des Moduls M in einem Datensatz M . Dieser ein Da-
tensatz beinhaltet die folgenden Komponenten: den Grundkörper F , die Dimension
des Moduls d und die Liste Λ der Länge n der Operationsmatrizen des Moduls. Wir
können zusätzlich auch die Liste Λt aufnehmen.
Sei nun M eine A-Modul der Dimension d.

(1.1) Algorithmus (Der MeatAxe-Algorithmus)
Dieser Algorithmus wird im Folgenden im Pseudocode gegeben:

1 while true do
2 θ := zufälliges Element der Matrix-Algebra des Moduls M;
3 χ := Charakteristisches Polynom von θ;
4 for π irreduzibler Faktor von χ do
5 ξ := π(θ);
6 N := Kern(ξ);
7 Sei v ∈ N\{0};
8 W := von v erzeugter Untermodul von M;
9 if dim(W ) < d then
10 M .W := W ;
11 return false;
12 elseif deg(π) = dim(N) then
13 Berechne M .Λt := Λt , falls noch nicht geschehen;
14 Nt := Kern(ξt);
15 Sei w ∈ Nt\{0};
16 W := von w erzeugter Untermodul von M∗;
17 if dim(W ) < d then
18 Sei w ∈W ⊥;
19 W := von w erzeugter Untermodul von M;
20 M .W := W ;
21 return false;
22 M .θ := θ; M .π := π; M .v := v;
23 return true;

Beweis. Zu zeigen: Falls der Algorithmus eine Antwort liefert, ist sie richtig. Das
heißt, der Algorithmus liefert ”true“, falls der Modul einfach ist, andernfalls liefert er

”false“. In Zeile 11 haben wir einen echten nicht-trivialen Untermodul gefunden. In
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Zeile 21 fanden wir zunächst einen echten nicht-trivialen Untermodul des dualen Mo-
duls M∗. Das orthogonale Komplement ist somit ein echter nicht-trivialer Untermodul
von (M∗)∗ = M. Somit liefert der Algorithmus nur ”false“, falls der Modul nicht ein-
fach ist.
Wir nehmen nun an, dass ”true“ ausgegeben wird. Dieses ist nur dann der Fall, wenn
deg(π) = dim(N) mit N = Kern(ξ) und ξ = π(θ) ist. Wir nehmen also an, dass
deg(π) = Kern(N) gilt und L ein echter nicht-trivialer Untermodul von L ist.
Da N der Kern von ξ = π(θ) und π irreduzibel ist, muss das Minimalpolynom der
Einschränkung θ|N von θ auf N gleich dem Polynom π sein. Wegen

v.θ.ξ = vθπ(θ) = vπ(θ)θ = v.ξ.θ = 0 für alle v ∈ N

und wegen dim(N) = deg(π) folgt, dass θ|N irreduzibel auf N operiert. Betrachte die
Unteralgebra B von A, die von θ erzeugt wird. Die Mengen N und L sind also B-Moduln
und N ist als B-Modul einfach. Der Untervektorraum L∩N ist ein B-Untermodul von
N. Da N einfach ist, müssen wir also nur zwei Fälle unterscheiden: L∩N = 0 und
L∩N = N.
Im Fall L∩N = N gilt N ⊆ L und der Vektor in Zeile 7 liegt in L. Deswegen wird in
Zeile 11 ein nicht-trivialer echter Untermodul gefunden und ”false“ ausgegeben.
Im Fall L∩N = 0 springen wir also in Zeile 13 des Algorithmus, wo Λt und ξt berech-
net werden. Sei e1, . . . ,ed eine Basis von M, so dass e1, . . . ,ec eine Basis von L ist. Sei
weiter P die d× d-Matrix mit Zeilen e1, . . . ,ed . Schreiben wir ξ und ξt bezüglich der
Basis e1, . . . ,ed , so erhalten wir

PξP−1 =
(

ζ1 0
ζ2 ζ3

)
und Qξ

tQ−1 =
(

ζt
1 ζt

2
0 ζt

3

)
mit Q = (P−1)t und ζ1 ∈ Kc×c, ζ2 ∈ K(d−c)×c, sowie ζ3 ∈ K(d−c)×(d−c).
Wegen L∩N = 0 hat die Matrix ζ1 vollen Rang und es gilt folglich für die Dimensionen
dim(Kern(ζ3)) = dim(Kern(ξt)). Die Matrizen αt

i, 1≤ i≤ n, sind bezüglich der Basis
e1, . . . ,ed von der Form

Qα
t
iQ
−1 =

(
αt

i1 αt
i2

0 αt
i3

)
mit αi1 ∈ Kc×c, αi2 ∈ K(d−c)×c, sowie αi3 ∈ K(d−c)×(d−c) für 1≤ i≤ n, da L ein nicht-
trivialer echter Untermodul ist. Der von Kern(QξtQ−1) erzeugte Modul der Algebra,
die durch die Matrizen Qαt

iQ
−1 für 1≤ i≤ n definiert wird, ist somit ein echter nicht-

trivialer Untermodul. Das heißt, alle Vektoren in Kern(ξt) liegen in einem echten Un-
termodul von M∗ und wir finden einen echten nicht-trivialen Untermodul von M∗ in
Zeile 16. Ein Element des orthogonalen Komplementes liegt dann in einem echten
nicht-trivialen Untermodul von M und in Zeile 21 wird ”false“ ausgegeben.
Folglich wird also genau dann ”true“ ausgegeben, wenn es keinen echten nicht-
trivialen Untermodul von M gibt. q
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In GAP wird ein MeatAxe-Modul mittels der Funktion GModuleByMats(Mats,F)
erzeugt, wobei Mats eine Liste von Matrizen und F ein endlicher Körper ist. Die-
ser MeatAxe-Modul ist ein Datensatz mit den Komponenten generators, dimension
und f ield. Die Komponente generators ist eine Liste von Matrizen, die eine Grup-
penoperation auf einem endlichen Zeilenvektorraum definieren. In dimension wird die
Dimension dieses Zeilenvektorraums und in f ield der Grundkörper gespeichert.

GAP-Pakete Das Paket ”LieAlgDB“ [dGS06] ist eine Datenbank von Lie-Algebren.
Aus diesem Paket interessieren uns vor allem die Lie-Algebren, die nicht auflösbar
sind. Man erhält sie mit dem Befehl NonSolvableLieAlgebra(F, pars), wobei F ein
endlicher Körper und pars eine Liste der Länge 1 bis 4 sind. Mit diesem Befehl erhal-
ten wir Lie-Algebren bis zur Dimension 6, die nicht auflösbar sind.
Mit dem Paket ”Chop“ [NN07] werden die MeatAxe-Matrizen effizienter gespeichert.
Um in diesem Paket mit Moduln rechnen zu können, müssen die Erzeuger G eines
Meataxe-Moduls in sogenannte ”Cmats“ umgewandelt werden. Dann kann ein Chop-
Modul mit der Funktion Module erzeugt werden. Die darstellenden Matrizen erhält
man mittels der Funktion RepresentingMatrices. In dem Paket ”Chop“ ist eine Funk-
tion Chop eingebunden, welche die Kompositionsfaktoren eines Moduls berechnet.
Wendet man diese Funktion auf ein Chop-Modul an, so erhält man einen Datensatz.
Die für unsere Berechnung wichtigen Komponenten sind db und mult. Die Kompo-
nente db gibt alle Kompositionsfaktoren (bis auf Isomorphie) mit der Eigenschaft irre-
duzibel oder absolut irreduzibel an, mult ihre Vielfachheit in einer Kompositionsreihe.
Übergibt man der Funktion zusätzlich eine Liste von irreduziblen Moduln, so gibt db
eine um die neu erhaltenen Kompositionsfaktoren erweiterte Liste aus. Den Sockel
eines Chop-Moduls erhält man mittels SocleO f Module.
Das Paket ”FinLie“ [Eic05] wurde uns freundlicherweise zur Verfügung gestellt, ob-
wohl es sich noch in der Entwicklungsphase befindet. Es enthält einige bekannte mo-
dulare Lie-Algebren der Charakteristik 2, sowie eine Methode zur Berechnung aller
irreduziblen Darstellungen von Lie-Algebren positiver Charakteristik. Diese Methode
konnte jedoch nicht verwendet werden, da einige Probleme bei der Berechnung auf-
traten.

Lie-Algebren Eine Reihe von Lie-Algebren sind in GAP bereits vorhanden. Die
Funktion SimpleLieAlgebra(T, l,F) erstellt die einfache Lie-Algebra vom Typ T und
vom Rang l über dem Körper F . Als Typen lassen sich A,B,C,D,E,F,G,W,S,H und
K wählen. Damit erhalten wir die klassischen Lie-Algebren über einem beliebigen
Körper F mit den Wurzelsystemen Al bis Gl , wobei l eine natürliche Zahl ist. Für die
Jacobson-Witt-Algebra wählt man T = W , l = m für ein m ∈ Nn, n ∈ N und einen
Körper F der Charakteristik p > 0; für die Spezielle Algebra T = S, l = m für ein
m ∈Nn, n ∈N und einen Körper F der Charakteristik p > 0; für die Hamilton-Algebra
T = H, l = m für ein m ∈N2r, r ∈N und einen Körper F der Charakteristik p > 2; und
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schließlich für die Kontakt-Algebra T = K, l = m für ein m ∈ N2r+1, r ∈ N und einen
Körper F der Charakteristik p > 2.
Mit dem Paket ”FinLie“ [Eic05] erhalten wir die verwendeten Lie-Algebren der Cha-
rakteristik 2.
Das Paket ”LieAlgDB “ enthält diverse Lie-Algebren wie zum Beispiel sl(2, p).
Um mit den Lie-Algebren S und T aus IV.(7.1) in GAP rechnen zu können, ha-
ben wir die Strukturkonstanten bestimmt, siehe Tabellen IV.2 und IV.3. In GAP
erzeugt man eine Lie-Algebra durch ihre Strukturkonstanten mithilfe der Funktion
LieAlgebraByStructureConstants(F,SCT ). Hierbei ist F der Grundkörper und SCT ei-
ne Tabelle von Strukturkonstanten. Ist x1, . . . ,xn die gewählte Basis der Lie-Algebra, so
übergibt man dieser Tabelle nun für alle 1≤ i, j≤ n jedes ai jk mit [xi,x j] = ∑

n
k=1 ai jkxk.

Wegen [x,y] = −[y,x] für alle Elemente x,y einer Lie-Algebra, handelt es sich hier
um eine antisymmetrische Tabelle. Dieses kann in GAP als Eigenschaft der Tabelle
hinzugefügt werden. Trägt man nun ai jk in die Tabelle ein, so wird ebenso a jik =−ai jk
hinzugefügt und man braucht nur 1 ≤ i < j ≤ n zu betrachten. Haben wir die Tabelle
fertig, so vergewissern wir uns mittels TestJacobi(SCT ), dass die Jacobi-Identität gilt.
Nun können wir die Lie-Algebra mit dem Befehl LieAlgebraByStructureConstants
erzeugen.
Zusätzlich vergewisserten wir uns noch mithilfe von IsRestrictedLieAlgebra, ob die
ausgewählten Lie-Algebren auch in GAP als Lie-p-Algebren erkannt werden.

Sei im Folgenden L eine endlich-dimensionale Lie-p-Algebra der Dimension n über
einem Körper F der Charakteristik p > 0 und {x1, . . . ,xn} eine Basis von L.

Moduln In GAP werden Moduln durch die zugehörige Matrixdarstellung definiert.
Die Darstellung X : L→ glm(F), m ∈ N, ist durch {X (x1), . . . ,X (xn)} eindeutig
bestimmt. Deswegen müssen für die Moduln lediglich diese Matrizen gespeichert wer-
den.
In GAP sind die meisten Moduln Rechtsmoduln. Das macht bei Lie-Algebren we-
gen der Hopf-Algebren-Eigenschaft der universell einhüllenden Algebra keinen Un-
terschied im Vergleich zu Linksmoduln. Denn ist M ein Linksmodul mit der Modul-
Operation x.v für x ∈ L und v ∈M, so definiert MS ein Rechtsmodul durch v.x = S(x).v
für x ∈ L, v ∈ M. Die Abbildung S definiert somit eine Bijektion zwischen Links-
und Rechtsmoduln der universell einhüllenden Algebra, also der Lie-Algebra. Ana-
log definiert Sp eine Bijektion zwischen Links- und Rechts-Moduln der universell p-
einhüllenden Algebra, und folglich eine Bijektion zwischen den Links-p-Moduln und
Rechts-p-Moduln.
Da wir hier jedoch nur mit dem in GAP implementierten treuen Modul Faith f ulModule
arbeiten, der auch in GAP von links operiert, brauchen wir die Rechtsoperation nicht
weiter zu beachten. Da die verwendeten Lie-Algebren alle ein triviales Zentrum
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besitzen, ist der adjungierte Modul treu.
Für L erzeugen wir zunächst einen treuen Modul V mittels Faith f ulModule(L). Die-
sen wandeln wir in einen MeatAxe-Modul um. Dazu brauchen wir eine Basis von V ,
sowie eine Basis G der Lie-Algebra. Wir berechnen die Operationsmatrizen M der
Operation von x auf V für jedes x aus G und hieraus den zu V gehörigen MeatAxe-
Modul W . Wie bereits erwähnt, sind die Rechnungen mit dem Paket ”Chop“ schneller.
Deshalb wandeln wir die darstellenden Matrizen nun in ”CMats“ um und erzeugen
anschließend den zugehörigen Chop-Modul. Das heißt, der Chop-Modul ist ein Mo-
dul der assoziativen Algebra U (L). Dieser entspricht jedoch dem Modul V der Lie-
Algebra nach Bemerkung III.(1.4).

Tensor-Produkt Haben wir zwei Moduln V,W mit zugehörigen Darstellungen
X : L→ glr(F) beziehungsweise Y : L→ gls(F) der Dimension r beziehungsweise
s, dann sind die Moduln durch {X (x1), . . . ,X (xn)} und {Y (x1), . . . ,Y (xn)} eindeu-
tig bestimmt. Nach III.(3.2)(*) ist die Operation von L auf dem Tensorprodukt V ⊗W
via ∆ gegeben, das heißt, für a ∈ L, v ∈V und w ∈W gilt

a.(v⊗w) = ∆(a)(v⊗w) = (a⊗1+1⊗a)(v⊗w) = a.v⊗w+ v⊗a.w

für ∆ aus II.(5.3). Das Tensor-Produkt wird somit über die Formel

X ⊗Y (x) = X (x)∗Er +Es ∗Y (x)

berechnet, wobei ∗ das Kronecker-Produkt der Matrizen bezeichnet. Folglich wird das
Tensor-Produkt der Moduln durch

{X (x1)∗Er +Es ∗Y (x1), . . . ,X (xn)∗Er +Es ∗Y (xn)}
charakterisiert. Haben wir die zu X und Y gehörigen Moduln V und W mit
dem Paket ”Chop“ erzeugt, so erhalten wir die zugehörigen Matrixdarstellun-
gen [X (x1), . . . ,X (xn)] mittels RepresentingMatrices(V ). Analog bekommen
wir diese für W . Da das Kronecker-Produkt für Matrizen in GAP bereits mit
dem Befehl KroneckerProduct eingebunden ist, können wir nun die Matrizen
X (x1) ∗ Er + Es ∗Y (x1), . . . ,X (xn) ∗ Er + Es ∗Y (xn) in GAP berechnen und mit
diesen Matrizen den Modul V ⊗W als Chop-Modul erzeugen.

Irreduzible Lie-p-Moduln Zur Berechnung der irreduziblen Lie-p-Moduln wird
zunächst ein treuer Modul erzeugt (siehe Abschnitt Moduln), mit sich selbst tensoriert
(siehe Abschnitt Tensor-Produkt) und seine Kompositionsfaktoren mittels der Funkti-
on Chop berechnet. Diese werden erneut untereinander tensoriert und die Kompositi-
onsfaktoren mit der Funktion Chop unter Eingabe der schon erhaltenen irreduziblen
Moduln berechnet. Dieser Vorgang wird so oft wiederholt, bis keine neuen Moduln
hinzukommen, also sich die Länge der Liste db im Datensatz von Chop nicht mehr
vergrößert. Nach Lemma III.(3.13) haben wir mit dann alle irreduziblen Lie-p-Moduln
erhalten.
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Absolute Irreduzibilität Eine Darstellung ist absolut irreduzibel, wenn sie bei je-
der Erweiterung des Grundkörpers irreduzibel bleibt. Die Funktion ”Chop“ gibt diese
Eigenschaft zu jeder Darstellung zusätzlich aus.

Halbeinfache Moduln Ob ein Modul halbeinfach ist, kann man am Sockel des Mo-
duls erkennen. Dieser ist definiert als die Summe aller minimalen Untermoduln des
Moduls. Ist der Sockel gleich dem Modul, so ist dieser halbeinfach. Ist V ein Chop-
Modul, so kann man den Sockel mit der Funktion SocleO f Module(V,Mods) bestim-
men, wobei Mods eine Liste von gegebenenfalls auftretenden Untermoduln ist. Wir
benutzen für Mods die zuvor berechnete Liste aller irreduziblen L-Moduln. In dem
Datensatz von SocleO f Module(V,Mods) ist eine Basis für den Sockel angegeben.
Diese wird mithilfe einer Matrix angegeben. Ist diese Matrix nicht quadratisch, so hat
der Sockel des Moduls eine kleinere Dimension als der Modul selbst und damit ist der
Modul nicht halbeinfach. Ist die Matrix quadratisch, so hat der Sockel des Moduls die
gleiche Dimension wie der Modul selbst und der Modul ist halbeinfach.

Dualer Modul und Isomorphie Wie in Beispiel III.(2.4) gesehen, kann man den
dualen Modul eines Moduls berechnen. Dazu berechnet man zu jeder darstellenden
Matrix X (xi) des Moduls die Matrix Y (xi) = −X (xi)t für alle 1 ≤ i ≤ n. Dann ist
der duale Modul durch Y (x1), . . . ,Y (xn) eindeutig bestimmt und wir können so den
dualen Modul als Chop-Modul in GAP berechnen. Im Paket ”Chop“ ist eine Funktion
eingebunden, mit der man Moduln auf Isomorphie testen kann. Es wurde also zuerst
der duale Modul eines berechneten p-Moduls bestimmt und danach auf Isomorphie
mit den p-Moduln gleicher Dimension getestet.

Die irreduziblen Moduln der folgenden Lie-p-Algebren wurden berechnet:

1. Klassische Lie-Algebren: sl(2, p), p = 3,5,7.

2. Jacobson-Witt-Algebren: W (2,1) und W (3,1) in Charakteristik 2, sowie W (2,1)
in Charakteristik 3.

3. Spezielle Algebra: S(3,1) in Charakteristik 2.

4. Hamilton-Algebren: H(2,1) in Charakteristik 3 und H(4,1) in Charakteristik 2.

5. Kontakt-Algebra: K(3,1) in Charakteristik 3.

6. Die Lie-p-Algebren S und T aus IV.(7.1) in Charakteristik 3.

Zu jeder Lie-Algebra wurden zwei Tabellen erstellt. Die erste Tabelle gibt die Dar-
stellungen mit ihrer Dimension und der dualen Darstellung an. In der zweiten werden
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die Kompositionsfaktoren des Tensorproduktes jeder Darstellung mit ihrer dualen Dar-
stellung genannt, sowie die Eigenschaft, ob dieses Tensorprodukt halbeinfach ist. Für
die klassischen Lie-Algebren sl(2, p) wurde zusätzlich eine Tabelle angefertigt, die die
Darstellungen über ihre Matrizen beschreibt.

V.2 Die irreduziblen Moduln
Sei F ein Körper mit char(F) = p 6= 0. Die Basis von sl(2, p) ist gegeben durch

x =
(
· ·
1 ·

)
, y =

(
· 1
· ·

)
und h =

(
1 ·
· −1

)
. Dann sind die irreduziblen Dar-

stellungen von sl(2, p):

Darstellung Dimension ϕi,p(x) ϕi,p(y) ϕi,p(h)
ϕ1,p 1 0 0 0
ϕ2,p 2 x y h

ϕ3,3 3
 · · ·
−1 · ·
· −1 ·

  · 1 ·
· · 1
· · ·

  −1 · ·
· · ·
· · 1


ϕ3,5 3

 · 1 ·
· · 1
· · ·

  · · ·
2 · ·
· 2 ·

  −2 · ·
· · ·
· · 2


ϕ4,5 4


· 1 · ·
· · 1 ·
· · · 1
· · · ·




· · · ·
−2 · · ·
· −1 · ·
· · −2 ·




2 · · ·
· −1 · ·
· · 1 ·
· · · −2



ϕ5,5 5

· 1 · · ·
· · 1 · ·
· · · 1 ·
· · · · 1
· · · · ·




· · · · ·
−1 · · · ·
· 1 · · ·
· · 1 · ·
· · · −1 ·




1 · · · ·
· −2 · · ·
· · · · ·
· · · −1 ·
· · · · 2


...

...
...

...
...

Tabelle V.1: Die irreduziblen p-Darstellungen von sl(2, p)

Darstellung Dimension absolut irreduzibel
ϕ1,p 1 ja
ϕ2,p 2 ja
ϕ3,3 3 ja
ϕ3,5 3 ja
ϕ4,5 4 ja
ϕ5,5 5 ja

...
...

...

Tabelle V.2: Die irreduziblen p-Darstellungen von sl(2, p)
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Die berechneten p-Darstellungen von sl(2, p) sind jeweils selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit
halbeinfach

ϕ1,p ϕ2,p ϕ3,p ϕ4,p ϕ5,p . . .

ϕ1,p⊗ϕ1,p 1 0 0 ja
ϕ2,p⊗ϕ2,p 1 0 1 ja
ϕ3,3⊗ϕ3,3 2 2 1 nein
ϕ3,5⊗ϕ3,5 1 0 1 0 1 ja
ϕ4,5⊗ϕ4,5 1 2 2 0 1 ja
ϕ5,5⊗ϕ5,5 2 2 2 2 1 nein

...
...

Tabelle V.3: Überprüfung der Chevalley-Eigenschaft von sl(2, p)

Die Tabellen V.1, V.2 und V.3 sind so zu verstehen, dass die Menge der irreduziblen
p-Darstellungen von sl(2, p) die Menge {ϕi,p | 1≤ i≤ p} für p > 2 ist. Für p = 2 ist
die adjungierte Darstellung nicht irreduzibel und nicht treu, weil sl(2,2) nicht einfach
ist.

Sei F ein Körper der Charakteristik 2. Dann hat W (2,1) die Dimension 8.

Darstellung Dimension absolut irreduzibel
ϕ1 1 ja
ϕ2 3 ja
ϕ3 3 ja
ϕ4 8 ja

Tabelle V.4: Die p-Moduln von W (2,1) in Charakteristik 2

Die Darstellungen ϕ1 und ϕ4 sind selbstdual. Es ist ϕ∗2 = ϕ3 und umgekehrt.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit
halbeinfach

ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4
ϕ1⊗ϕ1 1 0 0 0 ja
ϕ2⊗ϕ3 1 0 0 1 ja
ϕ4⊗ϕ4 12 6 6 2 nein

Tabelle V.5: Überprüfung der Chevalley-Eigenschaft von W (2,1) in Charakteristik 2
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Die Lie-Algebra W (3,1) hat die Dimension 24.

Darstellung Dimension absolut irreduzibel
ϕ1 1 ja
ϕ2 7 ja
ϕ3 7 ja
ϕ4 14 ja
ϕ5 24 ja
ϕ6 24 ja
ϕ7 64 ja
ϕ8 64 ja

Tabelle V.6: Die p-Moduln von W (3,1) in Charakteristik 2

Die Paare (ϕ2,ϕ3), (ϕ5,ϕ6) und (ϕ7,ϕ8) sind jeweils dual zueinander. Die übrigen
berechneten Darstellungen sind selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit
halbeinfach

ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5 ϕ6 ϕ7 ϕ8
ϕ1⊗ϕ1 1 0 0 0 0 0 0 0 ja
ϕ2⊗ϕ3 1 0 0 0 1 1 0 0 nein
ϕ4⊗ϕ4 16 6 6 0 2 2 0 0 nein
ϕ5⊗ϕ6 32 10 10 6 4 4 1 1 nein
ϕ7⊗ϕ8 240 72 72 48 24 24 8 8 nein

Tabelle V.7: W (3,1) in einem Körper der Charakteristik 2

Sei F ein Körper der Charakteristik 3. Dann hat W (2,1) die Dimension 18.

Darstellung Dimension absolut irreduzibel
ϕ1 1 ja
ϕ2 8 ja
ϕ3 8 ja
ϕ4 9 ja
ϕ5 18 ja
ϕ6 18 ja
ϕ7 27 ja
ϕ8 27 ja
ϕ9 27 ja

Tabelle V.8: Die p-Moduln von W (3,1) in Charakteristik 3
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Die Paare (ϕ2,ϕ3), (ϕ5,ϕ6) und (ϕ7,ϕ8) sind jeweils dual zueinander. Die übrigen
berechneten Darstellungen sind selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit
halbeinfach

ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5 ϕ6 ϕ7 ϕ8 ϕ9
ϕ1⊗ϕ1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 ja
ϕ2⊗ϕ3 1 0 0 0 1 1 0 0 1 nein
ϕ4⊗ϕ4 2 1 1 0 1 1 0 0 1 nein
ϕ5⊗ϕ6 10 5 5 2 3 3 1 1 2 nein
ϕ7⊗ϕ8 24 12 12 6 6 6 3 3 3 nein
ϕ9⊗ϕ9 24 12 12 6 6 6 3 3 3 nein

Tabelle V.9: Überprüfung der Chevalley-Eigenschaft von W (2,1) in Charakteristik 3

Die Spezielle Algebra S(3,1) über einem Körper der Charakteristik 2 hat die Dimen-
sion 14.

Darstellung Dimension absolut irreduzibel
ϕ1 1 ja
ϕ2 6 ja
ϕ3 14 ja
ϕ4 64 ja

Tabelle V.10: Die irreduziblen p-Darstellungen von S(3,1) in Charakteristik 2

Die berechneten Darstellungen sind jeweils selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit
halbeinfach

ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4
ϕ1⊗ϕ1 1 0 0 0 ja
ϕ2⊗ϕ2 8 0 2 0 nein
ϕ3⊗ϕ3 44 16 4 0 nein
ϕ4⊗ϕ4 576 192 96 16 nein

Tabelle V.11: Überprüfung der Chevalley-Eigenschaft von S(3,1) in Charakteristik 2
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Die Hamilton-Algebra H(4,1) über einem Körper der Charakteristik 2 hat die Dimen-
sion 14.

Darstellung Dimension absolut irreduzibel
ϕ1 1 ja
ϕ2 6 ja
ϕ3 14 ja
ϕ4 64 ja

Tabelle V.12: Die irreduziblen p-Darstellungen von H(4,1) in Charakteristik 2

Die berechneten Darstellungen sind jeweils selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit
halbeinfach

ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4
ϕ1⊗ϕ1 1 0 0 0 ja
ϕ2⊗ϕ2 8 0 2 0 nein
ϕ3⊗ϕ3 44 16 4 0 nein
ϕ4⊗ϕ4 576 192 96 16 nein

Tabelle V.13: Überprüfung der Chevalley-Eigenschaft von H(4,1) in Charakteristik 2

Die Hamilton-Algebra H(2,1) über einem Körper der Charakteristik 3 hat die Dimen-
sion 7.

Darstellung Dimension absolut irreduzibel
ϕ1 1 ja
ϕ2 7 ja
ϕ3 27 ja

Tabelle V.14: Die irreduziblen p-Darstellungen von H(2,1) in Charakteristik 3

Die berechneten Darstellungen sind jeweils selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit
halbeinfach

ϕ1 ϕ2 ϕ3
ϕ1⊗ϕ1 1 0 0 ja
ϕ2⊗ϕ2 8 2 1 nein
ϕ3⊗ϕ3 108 54 9 nein

Tabelle V.15: Überprüfung der Chevalley-Eigenschaft von H(2,1) in Charakteristik 3
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Die Kontakt-Algebra K(3,1) über einem Körper der Charakteristik 3 hat die Dimensi-
on 26.

Darstellung Dimension absolut irreduzibel
ϕ1 1 ja
ϕ2 25 ja
ϕ3 26 ja
ϕ4 26 ja
ϕ5 27 ja
ϕ6 54 ja
ϕ7 81 ja
ϕ8 81 ja
ϕ9 81 ja

Tabelle V.16: Die irreduziblen p-Darstellungen von K(3,1) in Charakteristik 3

Die Paare (ϕ3,ϕ4) und (ϕ7,ϕ8) sind jeweils dual zueinander. Die übrigen berechneten
Darstellungen sind selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit
halbeinfach

ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5 ϕ6 ϕ7 ϕ8 ϕ9
ϕ1⊗ϕ1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 ja
ϕ2⊗ϕ2 12 0 4 4 2 2 1 1 1 nein
ϕ3⊗ϕ4 15 4 3 3 2 2 1 1 1 nein
ϕ5⊗ϕ5 16 4 4 4 2 2 1 1 1 nein
ϕ6⊗ϕ6 64 16 16 16 8 8 4 4 4 nein
ϕ7⊗ϕ8 144 36 36 36 18 18 9 9 9 nein
ϕ9⊗ϕ9 144 36 36 36 18 18 9 9 9 nein

Tabelle V.17: K(3,1) in einem Körper der Charakteristik 3
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Die Lie-Algebra S aus IV.(7.1) hat die Dimension 10.

Darstellung Dimension absolut irreduzibel
ϕ1 1 ja
ϕ2 8 ja
ϕ3 8 ja
ϕ4 10 ja
ϕ5 25 ja
ϕ6 27 ja
ϕ7 27 ja
ϕ8 54 ja
ϕ9 54 ja

Tabelle V.18: Die irreduziblen p-Darstellungen der Lie-p-Algebra S aus IV.(7.1)

Die berechneten Darstellungen sind jeweils selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit
halbeinfach

ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5 ϕ6 ϕ7 ϕ8 ϕ9
ϕ1⊗ϕ1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 ja
ϕ2⊗ϕ2 1 0 2 2 0 1 0 0 0 nein
ϕ3⊗ϕ3 1 2 0 2 0 0 1 0 0 nein
ϕ4⊗ϕ4 1 0 0 2 1 1 1 0 0 nein
ϕ5⊗ϕ5 16 10 10 10 1 2 2 2 2 nein
ϕ6⊗ϕ6 20 10 10 10 5 2 2 2 2 nein
ϕ7⊗ϕ7 20 10 10 10 5 2 2 2 2 nein
ϕ8⊗ϕ8 80 40 40 40 20 8 8 8 8 nein
ϕ9⊗ϕ9 80 40 40 40 20 8 8 8 8 nein

Tabelle V.19: Die Darstellungen der Lie-Algebra S aus IV.(7.1)
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Die Lie-Algebra T aus IV.(7.1) hat die Dimension 18.

Darstellung Dimension absolut irreduzibel
ϕ1 1 ja
ϕ2 8 ja
ϕ3 18 ja
ϕ4 18 ja
ϕ5 25 ja
ϕ6 27 ja
ϕ7 54 ja
ϕ8 81 ja
ϕ9 81 ja

Tabelle V.20: Die irreduziblen p-Darstellungen der Lie-p-Algebra T aus IV.(7.1)

Die Paare (ϕ3,ϕ4) und (ϕ8,ϕ9) sind jeweils dual zueinander. Die übrigen berechneten
Darstellungen sind selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit
halbeinfach

ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5 ϕ6 ϕ7 ϕ8 ϕ9
ϕ1⊗ϕ1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 ja
ϕ2⊗ϕ2 1 0 1 1 0 1 0 0 0 nein
ϕ3⊗ϕ4 6 4 2 2 1 1 0 1 1 nein
ϕ5⊗ϕ5 16 10 5 5 1 2 2 1 1 nein
ϕ6⊗ϕ6 20 10 5 5 5 2 2 1 1 nein
ϕ7⊗ϕ7 80 40 20 20 20 8 8 4 4 nein
ϕ8⊗ϕ9 180 90 45 45 45 18 18 9 9 nein

Tabelle V.21: Die Darstellungen der Lie-Algebra T aus IV.(7.1)
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V.3 Auswertung

Dem aufmerksamen Leser fällt auf, dass sich bei S(3,1) und H(4,1) in Charakteristik
2 die Dimensionen der p-Moduln entsprechen, siehe Tabelle V.10 und V.12. Selbst die
Tensor-Produkte der p-Darstellungen mit ihren dualen Darstellungen haben gleiche
Kompositionsfaktoren, siehe Tabelle V.11 und V.13.

Lie-p-Algebra Charakteristik Dimension
irreduzible p-Darstellungen

mit p-Potenz-Dimension

sl(2,3) 3 3 31

sl(2,5) 5 3 51

W (2,1) 2 8 23

W (3,1) 2 24 26

W (2,1) 3 18 32 und dreimal 33

S(3,1) 2 14 26

H(4,1) 2 14 26

H(2,1) 3 7 33

K(3,1) 3 26 34

S aus IV.(7.4) 3 10 33 und dreimal 34

T aus IV.(7.4) 3 18 33 und zweimal 34

Tabelle V.22: Überprüfte Lie-p-Algebren und die maximale Dimension ihrer irredu-
ziblen p-Darstellungen

Wie wir sehen, gibt es für alle überprüften Lie-p-Algebren eine irreduzible
p-Darstellung der Dimension pm für ein m ∈ N; siehe Tabelle V.22. Da das Ten-
sorprodukt einer solchen Darstellung mit ihrer dualen Darstellung nach III.(5.12) nie
halbeinfach ist, hat keine der überprüften Lie-p-Algebren die Chevalley-Eigenschaft.
Die Frage ist nun, ob es immer eine solche Darstellung mit p-Potenz-Dimension gibt.
Die Antwort auf diese Frage ist für kleine Charakteristiken (p < 7) vermutlich noch
nicht bekannt.
Desweiteren ist nach Korollar III.(4.12), falls L eine Lie-p-Algebra ist, p

1
2 dimL/Z(L) eine

obere Schranke für die Dimension einer irreduziblen Darstellung, also auch eine obe-
re Schranke für die Dimension einer irreduziblen p-Darstellung. Für die überprüften
Lie-p-Algebren ist die maximale Dimension einer p-Darstellung jedoch kleiner als
p

1
2 dimL/Z(L). Hier stellt sich nun die Frage, ob man diese Schranke verbessern kann.
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Ein weiteres Problem ist der benötigte Speicherplatz. Um für weitere Lie-p-Algebren,
die eine größere Dimension beziehungsweise eine größere Charakteristik haben, die ir-
reduziblen p-Darstellungen zu berechnen, bräuchten wir viel Speicherplatz. Zum Bei-
spiel haben wir versucht, die irreduziblen p-Darstellung der Lie-p-Algebra H(2,1)
in Charakteristik 5 zu berechnen. Diese Lie-p-Algebra hat die Dimension 23. Wir
bekamen eine irreduzible p-Darstellung der Dimension 125. Um das Tensorprodukt
dieser Darstellung mit sich selbst zu berechnen, bräuchten wir Speicherplatz für 23
(15625× 15625)-Matrizen in Charakteristik 5. Für diese Rechnung wären in GAP
mindestens 2,875 GB Arbeitsspeicher erforderlich.
Insgesamt kann man aber sagen, dass die in dieser Arbeit entwickelte Methode zur
Berechnung der p-Darstellungen von Lie-p-Algebren gut in die Praxis umsetzbar ist.
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