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Kapitel 1

Einleitung

I.1 Motivation

Klassische Lie-Algebren Lie-Algebren wurden von dem norwegischen Mathemati-
ker Marius Sophus Lie (1842-1899) eingefiihrt und dienten zur Erforschung der Lie-
Gruppen. Daher wurden sie zunéchst nur iiber den Korpern der reellen und der kom-
plexen Zahlen betrachtet.

Die Klassifikation der einfachen komplexen Lie-Algebren beruht auf ihrer Wurzel-
raumzerlegung beziehungsweise der Cartan-Zerlegung. Die Menge der Wurzeln bildet
ein Wurzelsystem. Wurzelsysteme einfacher endlich-dimensionaler Lie-Algebren iiber
C sind klassifizierbar in die verschiedenen Typen A, B, C, D, E, F und G. Diese Klas-
sifikation wurde 1900 von Elie Cartan abgeschlossen.

Zu jeder Lie-Algebra gibt es eine assoziative Algebra, die eine ,Hiille “ bildet. Jede
assoziative Algebra ist eine Lie-Algebra beziiglich des Kommutators [x,y] = xy — yx,
und das Produkt der Lie-Algebra kann in dieser Hiille als Kommutator aufgefasst wer-
den. Man nennt diese Algebra die universell einhiillende Algebra der Lie-Algebra. Sie
ist eine Hopf-Algebra beziiglich des Koprodukts A, welches durch x — x® 1 +1 ®x
induziert wird, sowie der Koeins €, welche durch die Nullabbildung induziert wird,
und der Antipode S, welche durch x — —x induziert wird, wobei jeweils alle x aus der
Lie-Algebra sind.

Modulare Lie-Algebren Lie-Algebren iiber Korpern positiver Charakteristik nennt
man modulare Lie-Algebren. Alle klassischen Lie-Algebren existieren auch iiber
Korpern positiver Charakteristik, jedoch sind sie nicht die einzigen einfachen modu-
laren Lie-Algebren. Die erste einfache modulare Lie-Algebra, die nicht klassisch ist,
wurde von Ernst Witt gefunden.

Es gibt eine Klasse von modularen Lie-Algebren, bei denen die p-ten Potenzen aller
adjungierten Abbildungen innere Derivationen sind. Diese Lie-Algebren heiflen Lie-
p-Algebren. Wir konnen in Lie-p-Algebren eine p-Potenzabbildung x — xPl sowie
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eine besondere ,,Hiille” definieren, die wir universell p-einhiillende Algebra nennen.
Auch sie ist eine assoziative Algebra. Assoziative Algebren in Charakteristik p sind
Lie-p-Algebren beziiglich des Kommutators und der gewohnlichen p-Potenzabbildung
x +— xP, und man kann das Produkt in der Universell p-Einhiillenden Algebra als Kom-
mutator, sowie die p-Potenzabbildung als gewohnliche p-Potenzabbildung auffassen.
Falls die Lie-p-Algebra endlich-dimensional ist, ist die universell p-einhiillende Alge-
bra ebenfalls endlich-dimensional im Gegensatz zur Universell Einhiillenden Algebra.
Die universell p-einhiillende Algebra ist eine Hopf-Algebra beziiglich der gleichen
Abbildungen wie im Fall der Universell Einhiillenden Algebra.

Im Jahre 1966 vermuteten Kostrikin und Shafarevich, dass iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik p > 5 eine endlich-dimensionale einfache
Lie-p-Algebra entweder klassisch oder vom Cartan-Typ ist. Diese Vermutung bewie-
sen Block und Wilson im Jahre 1998 fiir p > 7 ((BW98]). Auf den allgemeineren Fall
einer modularen Lie-Algebra, die nicht unbedingt eine Lie-p-Algebra sein muss, be-
zieht sich die verallgemeinerte Kostrikin-Shafarevich-Vermutung. Sie besagt, dass jede
einfache Lie-Algebra der Charakteristik p > 5 entweder klassisch oder eine der filtrier-
ten Lie-Algebren vom Cartan-Typ ist. Helmut Strade bewies diese Vermutung 1998 fiir
p > 7 ([PS06]). Er bewies aulerdem einen Klassifikationssatz ([PS06]) iiber modula-
re Lie-Algebren fiir p > 3. Dieser Klassifikationssatz besagt, dass jede einfache Lie-
Algebra der Charakteristik p > 3 entweder klassisch, eine der filtrierten Lie-Algebren
vom Cartan-Typ oder eine der Melikian-Algebren in Charakteristik 5 ist.

Die Klassifikation der einfachen Lie-Algebren der Charakteristik < 5 ist jedoch noch
nicht vollstindig. Es gibt in Charakteristik 2 und 3 andere Lie-Algebren als die klas-
sischen oder die vom Cartan-Typ. Zum Beispiel existiert in Charakteristik 3 eine Lie-
p-Algebra der Dimension 18, die keinem der beiden Typen zuzuordnen ist, sowie Ver-
wandte der Melikian-Algebren in Charakteristik 2 und 3 [Skr92], [Bro95].

Darstellungstheorie Die Darstellungen einer Lie-Algebra stehen in Bijektion zu
den Darstellungen ihrer Universell Einhiillenden Algebra. Mochte man die irredu-
ziblen Darstellungen einer einfachen Lie-Algebra liber C bestimmen, kann man diese
tiber die Cartan-Zerlegung berechnen. Jeder endlich-dimensionale einfache Modul hat
einen maximalen Vektor und ist Hochstgewichtsmodul zu diesem Vektor zu einem
bestimmten Gewicht. Somit kann man die endlich-dimensionalen Darstellungen der
Lie-Algebren iiber C mithilfe ihrer Gewichtsraumzerlegung beschreiben.

Bei den Lie-p-Algebren gibt es eine bestimmte Klasse von Moduln, die p-Moduln. Bei
p-Moduln ist die zugehorige Darstellung invariant unter der p-Potenzabbildung.
Auch hier stehen die Darstellungen in Bijektion zu den Darstellungen ihrer Universell
Einhiillenden Algebra und zusitzlich stehen die p-Darstellungen in Bijektion zu
den Darstellungen ihrer Universell p-Einhiillenden Algebra. Die Berechnung aller
Darstellungen einer Lie-Algebra funktionert in positiver Charakteristik allerdings
nicht auf dieselbe Weise wie in Charakteristik 0, da die Cartan-Unteralgebren der



[.2. Struktur und Hauptresultate der Arbeit 5

Lie-Algebren positiver Charakteristik nicht notwendig maximale torale Unteralgebren
sind ([Wil80]).

Ziel der Arbeit Diese Arbeit wird sich sowohl mit den grundlegenden Begriffen der
Lie-p-Algebren und ihrer Darstellungen beschiftigen, sowie konkrete Lie-Algebren
vorstellen. AuBerdem stellt sich wegen des Fehlens der Hochstgewichtsmodul-
Methode zur Berechnung der Moduln nun die Frage, wie man die Moduln fiir
Lie-Algebren in positiver Charakteristik ermittelt. Wir werden allerdings nicht
nur theoretisch an diese Frage herangehen, sondern sie auch an einigen kleinen
Lie-Algebren mithilfe des Programms GAP [GAPO7] ausprobieren.

1.2 Struktur und Hauptresultate der Arbeit

Im zweiten Kapitel werden wir einige grundlegende Begriffe zu Lie-Algebren und Lie-
p-Algebren, sowie einige Notationen einfiihren. Wir lernen die Universell Einhiillende
und die universell p-einhiillende Algebra und ihre Hopf-Algebren-Eigenschaft kennen.
Zum Schluss tibertragen wir das Konzept der Graduierung und der Filtrierung einer
Algebra auf eine Lie-Algebra.

Die Begriffe Moduln und Darstellungen werden im dritten Kapitel erldutert. Wir wer-
den eine Methode entwickeln, alle p-Moduln einer Lie-p-Algebra zu berechnen, die
iber das Tensorieren von Moduln funktioniert. Hier lernen wir auch einige Eigenschaf-
ten der Universell Einhiillenden Algebra kennen und berechnen die maximale Dimen-
sion eines einfachen Moduls. Zusitzlich werden wir kurz die Chevalley-Eigenschaft
einfiihren.

Im vierten Kapitel werden konkrete Lie-Algebren vorgestellt. Es werden nacheinander
die Jacobson-Witt-Algebren W (n,m), die Speziellen Algebren S(n,m), die Hamilton-
Algebren H(2r,m), die Kontakt-Algebren K(2r + 1,m) und die Melikian-Algebren
M (m1,my) eingefiihrt. Wir werden sehen, dass alle diese einfach sind. Nach einer
Untersuchung ihrer Lie-p-Algebren-Eigenschaft stellen wir fest, dass sie genau dann
Lie-p-Algebren sind, wenn m = 1 beziehungsweise m; = my = 1 ist. Danach stellen
wir die Klassifikationssétze vor. Auflerdem werden wir eine Lie-Algebra in Charakte-
ristik 3 beschreiben, die nicht der Klassifikation in Charakteristik > 5 entspricht.

Um die Methode zur Berechnung der p-Moduln zu bestitigen, berechnen wir im fiinf-
ten Kapitel die p-Moduln einiger kleiner einfacher Lie-p-Algebren und stellen sie ta-
bellarisch dar. Da dieses mithilfe des Programms GAP geschieht, werden wir kurz auf
die Implementierung in GAP eingehen.
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Kapitel 11

Lie-, Lie-p- und Einhiillende Algebren

In diesem Kapitel mochten wir die grundlegenden Definitionen und Eigenschaften von
Lie-Algebren beschreiben.

II.1 Lie-Algebren

In diesem Abschnitt folgen wir [Hum72].

(1.1) Bezeichnung
In dieser Arbeit schreiben wir N = {1,2,3,4,...}, also ist 0 ¢ N. Fiir {0,1,2,3,4,...}
schreiben wir N.

Sei K ein Korper, der in diesem Abschnitt keine weiteren Voraussetzungen erfiillen
muss.

(1.2) Definition
Ein K-Vektorraum A mit einer bilinearen Verkniipfung [-,-]: A XA — A, (x,y) — [x,)]
ist eine Lie-Algebra, falls fiir alle x,y,z € A gilt:

I. [x,x] =0,
2. [[x,¥],2] + [[v,2],x] + [[z,x],y] = O (Jacobi-Identitit).

(1.3) Definition

Sei A eine K-Algebra. Eine K-lineare Abbildung o : A — A heifit Derivation von A,
falls 8(xy) = x8(y) + &(x)y fiir alle x,y € A gilt. Wir bezeichnen mit Der(A) die Menge
der Derivationen von A.

(1.4) Beispiel
1. Eine assoziative K-Algebra A ist eine Lie-Algebra beziiglich der Verkniipfung
[,-]:AXA— A, (x,y) — [x,y] :=xy —yx.
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2. Ein Spezialfall von 1. sind die linearen Lie-Algebren. Sei dazu V ein K-
Vektorraum und gl(V) := Endg(V) und gl(n,K) := K™*" fiir n € N. Alle
Unteralgebren von gl(V') oder gl(n,K), die beziiglich [,] abgeschlossen sind,
wie zum Beispiel sl(n,K) := {x € gl(n,K) | Spur(x) = 0} heifien lineare Lie-
Algebren. Sie sind Lie-Algebren beziiglich der Verkniipfung [x,y] := xy — yx.

3. Die Menge der Derivationen einer K-Algebra A ist abgeschlossen beziiglich |-, -]
in gl(A) = Endg(A), das heiBt, es gilt fiir alle x,y € A, §;,8; € Der(A)

81,82](xy) = 81082(xy) — 8208 (xy)
= 81(x82(y) +82(x)y) — 82(x81(y) + 81 (x)y)
x81 08 (y) 481 (x)82(y) + 81 0 82(x)y + 82(x) 31 (y)
—8(x)81(y) —x62 081 (y) — 82081 (x)y — 81 (x)82(y)
= x[1,8](y) +[81,82] (x)y.

Damit ist Der(A) eine Lie-Algebra.

4. Ein anderes Beispiel ist die F-Algebra W(2,1), wobei F ein Korper der Charak-
teristik char(F) = p € [P ist. Sie ist eine Derivationen-Algebra:

A= F[x,y]/(x",y7), W(2,1) := Der(A).

Definiere D, : A — A, xiyj — xi_lyj , wobei x' := 0 fiiri <0 gesetzt sei, und
analog Dy. Dann sind D, und D, Derivationen. Eine Basis von W(2,1) iiber F
ist gegeben durch {x'y/D, |0 <i,j < p, z=x,y}.

Ist L eine Lie-Algebra iiber K, dann ist fiir alle x € L die Abbildung
ad(x) : L — L, y [x,y]

linear und eine Derivation von L. Alle Derivationen D, fiir die es ein x € L mit
D = ad(x) gibt, heifien innere Derivationen.

Ist A eine K-Algebra, deren Produkt [-, -] antikommutativ ist, das heift, es gilt [x,x] =0
fiir alle x € A, dann zeigt eine einfache Rechnung, dass die Jacobi-Identitit in A genau
dann gilt, wenn fiir alle x € A die Abbildung ad(x) eine Derivation ist.

(1.5) Definition
Seien L, L’ Lie-Algebren iiber K und A,B C L.

1. Fiir x € L bezeichnen wir mit [x,A] das Vektorraum-Erzeugnis aller [x,y] mit
y € A und analog mit [A, B] das Vektorraum-Erzeugnis aller [x, B] mit x € A.

(a) Der Kommutator von L ist dann die Menge L") := [L, L).
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(b) Wir definieren L) := L, sowie L1 := [L("),L(")] und nennen

LW > 5106

die Kommutatorreihe von L.
(¢) L ist auflosbar, falls ein n € N existiert mit L = 0.

(d) Wir definieren L' := L, sowie L"*! := [L", L] und nennen
L'o>r*or’...

die absteigende Zentralreihe von L.

(e) L ist nilpotent, falls ein n € N existiert mit L" = 0.

2. Ein Lie-Algebren-Homomorphismus ist eine K-lineare Abbildung o : L — L'
mit o([x,y]) = [au(x), ()] fiir alle x,y € L. Ein Lie-Algebren-Isomorphismus
ist ein bijektiver Lie-Algebren-Homomorphismus. Die Lie-Algebren L,L’ sind
isomorph, wenn ein Lie-Algebren-Isomorphismus o : L — L' existiert.

3. Ein Untervektorraum A von L ist eine Unter-(Lie-)Algebra, falls [A,A] C A ist.

4. Ein Untervektorraum / ist ein Ideal von L, falls [x, ] C I fiir alle x € L gilt. Sei
nun / ein Ideal von L.

(a) Der Quotient L/I = {x+1 | x € L} ist beziiglich [x+ I,y +1] := [x,y] +1
fiir alle x,y € I eine Lie-Algebra.
(b) Falls J ein weiteres Ideal von L ist, dann sind  +J und [/,J] Ideale von L.

(c) Die iiblichen Homomorphiesitze gelten.

5. Das Zentrum von L ist definiert als Z(L) := {x € L | [x,L] = 0} und ist ein Ideal
von L. Die Lie-Algebra L heifit abelsch, falls Z(L) = L ist.

6. Fiir eine Unteralgebra A von L ist der Zentralisator von A in L definiert als
Cr(A) :={x € L| [x,A] =0} und der Normalisator von A in L ist definiert als
NL(A) :={x€L]|[x,A] CA}.

7. Falls L nicht abelsch ist und {0} und L die einzigen Ideale von L sind, heifit L
einfach.

8. Eine Darstellung von L ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus @ : L — gl(n,K)
fiir ein n € N oder @ : L — gl(V) fiir einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum
V. Wir nennen eine Darstellung treu, falls sie injektiv ist.
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9. Sei L endlich-dimensional; dann ist das Radikal rad(L) von L das eindeutig
bestimmte maximale auflosbare Ideal von L. Die Lie-Algebra L ist halbeinfach,
falls rad(L) = 0 ist.

(1.6) Definition
1. Sei V ein K-Vektorraum und x € gl(V) = Endg (V). Falls ein n € N mit x" =0
existiert, heif3t x nilpotent.

2. Sei L eine Lie-Algebra iiber K und x € L. Falls ad(x) € gl(L) nilpotent ist, heifit
x ad-nilpotent.

(1.7) Satz (Satz von Engel [Hum?72, 3.2])
Sei L endlich-dimensionale Lie-Algebra, so dass jedes Element von L ad-nilpotent ist.
Dann ist L nilpotent.

(1.8) Definition
Sei K algebraisch abgeschlossen.

1. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ein Element x € Endg (V') heif3t
halbeinfach, falls x diagonalisierbar ist.

2. Sei char(K) = 0, L endlich-dimensionale Lie-Algebra iiber K und 7 < L eine
Unteralgebra. Ist ad(7) € Endg (L) halbeinfach fiir alle 7 € T', so heifit T’ toral.

3. Sei L eine endlich-dimensionale Lie-Algebra iiber K. Eine Unteralgebra H heif3t
Cartan-Unteralgebra, falls H nilpotent und Ny (H) = H ist.

Sei ab hier K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik O und L eine
endlich-dimensionale Lie-Algebra.

(1.9) Definition
Sei L halbeinfach und H eine maximale torale Unteralgebra. Wir definieren zu

o € H* := Homg (H,K) den Wurzelraum durch
Lo:={xeL|(ad(h))(x) = [h,x] =a(h)xV he H}.

Ein Element 0 # o € H* mit Ly, # 0 heif3t Wurzel von L beziiglich H.

Sei L halbeinfach, H eine maximale torale Unteralgebra von L und & die Menge der
Wurzeln von L beziiglich H. Dann ist L = C1(H) ® (Bgee La)- Es gilt insbesondere
|| < oo. Weiterhin gilt, dass H = Cp(H) ist (sieche [Hum72, 8.2]).

Eine maximale torale Unteralgebra H einer halbeinfachen Lie-Algebra ist abelsch und
somit nilpotent. Wegen L = H & (Pycqp La) mit [H,Ly] = Lo, gilt H = N.(H) (siehe
[Hum72, 15.3]). Insgesamt folgt, dass H eine Cartan-Unteralgebra ist.



II.1. Lie-Algebren 11

(1.10) Definition
1. Die Abbildung x : L x L — K, (x,y) — Spur(ad(x)ad(y)) heift Killing-Form
von L.

2. Die Menge rad(x) := {x € L | x(x,y) = O fiir alle y € L} ist das Radikal der
Killing-Form «.

3. Die Killing-Form x ist nicht ausgeartet, wenn rad (k) = 0 ist.

(1.11) Satz ([Hum?72, 5.1])
Die Killing-Form K von L ist genau dann nicht ausgeartet, wenn L halbeinfach ist.

Wenn die Killing-Form k von L nicht ausgeartet ist, existiert zu jedem u € H* genau
ein 7, € H mit u(h) = (1, h) fiir alle & € H. Definiere (u,v) := x(t,, ty) fiir u,v € H*.
Dann ist (-, -) eine nicht ausgeartete, symmetrische Bilinearform auf H*.

(1.12) Satz ([Hum?72, 8.5])

Sei L halbeinfach, H eine maximale torale Unteralgebra, ® die Menge der Wur-
zeln von L beziiglich H, Eg = Y qce Qo < H* (der von den Wurzeln aufgespannte
Q- Vektorraum in H*) und E := Eg ®g R. Dann gilt:

1. ® CF und|®| < eo.
2. Die Menge E ist das Erzeugnis von ® als R-Vektorraum und 0 ¢ .
3. Firac®undre Rmitrauc ®istre {—1,1}.

Auf E ist ein Skalarprodukt ( , ) definiert, so dass folgende Bedingungen ertiillt sind:

2(B,a)
(on,01)

1. Firo,fe®istP— €.

2. Firo,B e ®ist 2BY c 7,

(o,0)

Wir werden nun die Klassifikation der Lie-Algebren iiber den komplexen Zahlen vor-
stellen. Um diese Klassifikation zu veranschaulichen, fiihren wir den Coxeter-Graphen
und das Dynkin-Diagramm des Wurzelsystems & einer Lie-Algebra ein.

(1.13) Definition
1. Eine Basis A von E mit A C ® heifit Basis von &, wenn folgende Bedingung
erfiillt ist:

Besitzt B € ® die Darstellung B = Y e ko mit k € R, dann ist ko € Ny fiir
alle o € A oder ko € —Ny fiir alle o0 € A.

2. Die Elemente einer Basis heiflen einfache Wurzeln.
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3. Ist A eine Basis von @ und B = Y o ko, dann ist B eine positive Wurzel, falls
ko € N fiir alle a0 € A gilt, oder eine negative Wurzel, falls ko € —N fiir alle
o € A gilt. Die Menge der positiven Wurzeln beziiglich einer Basis A bezeichnen
wir mit @7, die der negativen mit ®~.

Das Wurzelsystem & besitzt eine Basis. Sei nun A eine Basis von ® und (B, a) :=
fir o, B € .

(1.14) Definition
Der Coxeter-Graph von & ist ein Graph mit Knoten, die in Bijektion zu A stehen, und
mit (a, B) (B, o) Kanten zwischen o und .

(1.15) Beispiel
Wir betrachten die zwei einfachen Wurzeln o, f mit (§,a) = (o, ) = —1. Dann hat
der Coxeter-Graph zwei Knoten und eine Kante zwischen diesen Knoten.

o o
o B

(1.16) Definition

Das Dynkin-Diagramm von @ ist der Coxeter-Graph von & mit Pfeilen an mehrfa-
chen Kanten, die auf die kiirzere Wurzel zeigen. Dabei sei eine Wurzel o genau dann
kiirzer als eine Wurzel B, wenn (o, o) < (B, B) ist.

(1.17) Beispiel

Wir betrachten die zwei einfachen Wurzeln o, § mit (B,o) = —2, (o,) = —1 und
(a,a) = 1 <2 = (B,B). Dann hat das Dynkin-Diagramm einen ,kiirzeren" und einen
,langeren Knoten mit zwei Kanten.

[©—r-emme)

o B

Das Dynkin-Diagramm von &® hingt nicht von der Wahl der Basis A ab. Genau
dann sind zwei halbeinfache Lie-Algebren isomorph, wenn sie das gleiche Dynkin-
Diagramm haben; sieche [Hum72, Theorem V.18.4].

Klassifikation: Es gibt (bis auf Isomorphie) iiber C nur einfache Lie-Algebren mit
Wurzelsystemen ® = {a.,...,0}, die folgende Dynkin-Diagramme haben. In diesen
Diagrammen wird der Knoten zur Wurzel o; mit i bezeichnet.

TypA; mit/ >1: o o .
L S S -1 1
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Typ B; mit [ > 2:

Typ C; mit [ > 3:

Typ D; mit [ > 4:

Typ E¢ mit [ = 6:

Typ E;mitl =7:

Typ Eg mit [ = 8:

Typ Fy mit [ = 4:

Typ G mit [ = 2:

O O o] O_> "0
1 2 3 -1
O O O O_ < 0O
1 2 3 -1
I—1
/O
O O o) O
1 2 3 [—2 o0
I
2
(@)
1 3 4 5 6
2
(@)
o o b o o
1 3 4 5 6 7
2
(@)
o o b o o o
1 3 4 5 6 7 8
O O_>"0 o)
1 2 3 4
O0=—<—0
1 2

IL.2 Die universell einhiillende Algebra

In diesem Abschnitt sei L eine Lie-Algebra iiber einem beliebigen Korper K. Die uni-
versell einhiillende Algebra von L ist eine assoziative Algebra. Sie bildet eine ,,Hiille*
der Lie-Algebra, so dass man die Verkniipfung in L wie in assoziativen Algebren auf-
fassen kann, also als [x,y] = xy — yx fiir x,y € L. Wir folgen hier [Hum72, V.17].

(2.1) Definition

Die universell einhiillende Algebra von L ist ein Paar (% ,1), wobei % eine assozia-
tive K-Algebraistund 1: L — % eine lineare Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

1. tist ein Lie-Algebren-Homomorphismus.

2. Fiir alle assoziativen K-Algebren %/’ und jeden Lie-Algebren-Homomorphismus
K: L — %' existiert genau ein K-Algebren-Homomorphismus ¢ : %7 — %' mit

K=@ol.
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Falls die universell einhiillende Algebra existiert, ist sie eindeutig bis auf Isormophie
und wir schreiben fiir diese eindeutige Algebra % (L).

Fiir eine Menge X bezeichnen wir im Folgenden mit K(X) die freie assoziative
K-Algebra iiber X.

Wir konstruieren nun die universell einhiillende Algebra % (L). Dazu wihlen wir eine
Basis X von L, eine weitere Menge X, die zu X gleichmiichtig ist und durch1: X — X
in Bijektion zu X steht. Wir schreiben X := 1(x) fiir x € X. Man kann nun 1 zu einer
linearen Abbildung 1: L — K (X) fortsetzen. Sei auBerdem I das Ideal in K (X ), welches
durch xy — yx — 1([x,y]) fiir x,y € X erzeugt wird. Wir setzen nun % := K(X)/I. Sei
T: K(X) — % die kanonische Abbildung und bezeichne 1 auch die Komposition wot.

L—>K(X)

N

w

Dann ist (% ,1) die Universell Einhiillende von L.

Wir suchen nun eine Basis der Universell Einhiillenden Algebra von L. Dazu ordnen
wir die Basis X mit Hilfe einer Menge J, die wohlgeordnet ist und in Bijektion zu X
steht, das heiBt, es gibt eine bijektive Abbildung J — X, j+ x;. Sei < die Wohlordung
von J. Insgesamt ist eine Bijektion J — X, j — X := 1(x;) definiert. Damit ist eine
Wohlordnung auf X = {; | j € J} gegeben durch &; < X 1< i < j.

(2.2) Theorem (Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt)
Mit obigen Bezeichnungen ist die Menge

(£ %, +I|j1<...<janed, neN}U{l}
eine K-Basis von % .

Aus Theorem I1.(2.2) folgt insbesondere, dass 1 : L — % injektiv ist. Man kann nun L
als Teilmenge von % (L) auffassen. Dann kann man fiir obige Basis auch

{xjxg [ <<€, neNJU{L}

schreiben.

I1.3 Lie-p-Algebren

Sei F ein Korper der Charakteristik p > 0. Wir folgen hier [SF88, Abschnitt 2.1].

Sei A eine assoziative Algebra iiber F, X eine Unbestimmte iiber A. Definiere A[X]
durch A[X] := {Y_,a:X" | a; € A,1 <i<n,n€Ny}. Durch aX’ - bX’/ = abX"*/ und
distributive Fortsetzung wird eine Multiplikation auf A[X| definiert. Mit dieser Multi-
plikation wird A[X] zu einer F-Algebra.
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(3.1) Lemma

1. Sei A eine assoziative Algebra iiber F, X eine Unbestimmte iiber A. Dann
existiert eine eindeutig bestimmte F -lineare Abbildung D € Der(A[X]), so dass
D(aX') = iaX'~! fiir allea € A und i € N gilt.

2. Ist A eine assoziative Algebra, so gilt ad(x)"(y) = X7 o(—1)"(7)x"-y-x""".

Beweis.

1. Es gilt fiir alle a,b € Aund i, j € Ny

D(aX'-bX/)

= D(abX'™)

= (i+j)abX'/~1
= iaX"'bX! +aX' jpXx/7!
= D(aX")-bX’' 4 aX'D(bX’).

Aufgrund der Linearitit von D folgt, dass D eine Derivation ist.

Sei D' € Der(A[X]) ein weiteres Element mit D'(aX")
und i € Ny. Dann ist (D' —

= iaX"! fiir alle a € A

X") =0 fiirallea € Aund i € Ny, also D = D'.

2. Wir zeigen die Behauptung per vollstindiger Induktion. Der Fall n = 0 ist trivial.
Ist die Formel fiir ein beliebiges aber festes n € N wahr, dann gilt

ad(x)"* ()

[, ad(x)"(y >]=[x,i<— 1y ( Jin
Y (1)

o)er
> nilyd iyl
)

n+1 n— H—l 1 1 1
xn—i— 1)ttt
; ) y+ (=" yx

(n+ 1) n— H—l

xn i+1 n+1 h n+1—i i
yx' —|— Z i X yx
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Ist nun A eine assoziative F-Algebra, so gilt wegen p | (?) fiiralle 1 <i < p—1

ad(x)?(y) = xPy —yx¥ = ad(x?)(y). (1)

Wir mochten nun wissen, wie sich die Vektorraumstruktur beziiglich der Abbildung
A — A, x+— xP verhilt. Es ist

(ox)? = oPxP
fiir alle o0 € F,x € A. SchlieBlich interessiert uns die Entwicklung von (a + b)” nach
a,b € A. Sei dazu X eine Unbestimmte iiber A und betrachte fiir @ und b das Polynom

p—1 .
(aX +b)P = aPXP +b" + Y si(a,b)X’ )
i=1

mit s;(a,b) € A. Wenden wir nun die Derivation D aus Lemma I1.(3.1) 1. auf (2) an, so
erhalten wir

p—1 p—1
i p—l—i _ '\ o i1
- 1 ) )
Z (aX +b)'a(aX +b) Z isi(a,b)X
i=0 i=1

wobei die linke Seite durch Induktion bewiesen wird. Es gilt (p 71) = (—1)" wegen
char(F) = p und damit gilt

(p— 1 . oopl .
Z(—l)’( , )(aX+b)’a(aX+b)”_1_‘ =Y isi(a,b)X" ",
' ! i=1

und mit der Formel aus Lemma I1.(3.1) 2. und p |(?) fiir alle I <i < p—1 erhalten wir

ad(aX +b)""'(a) = 1_71(—1)i (p B 1) (aX +b) a(aX +b)P~17

i=0
p—1
= isi(a,b)X"!
i=1
Setzen wir X = 1, so folgt
p—1
(a+b)P =a’+b"+ Y si(a,b). (3)

i=1

Damit haben wir is;(a,b) als den Koeffizienten von X'~! in dem Polynom
ad(aX +b)P~1(a) € A[X] identifiziert.

(3.2) Lemma

Sei L eine Lie-Algebra iiber F und seien a,b € L. Sei A :== 7% (L) die universell
einhiillende Algebra von L. Betrachte die Lie-Algebra H, die durch a und b erzeugt
wird. Dann ist sj(a,b) € H?, wobei s;(x,y) wie in (2) definiert sei. (Hierbei ist H? das
p-te Glied in der absteigenden Zentralreihe von H, vergleiche 11.(1.5)).
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Beweis.  Sei X eine Unbestimmte iiber A. Dann ist
[ClXi,ij] — aXiij o ijaXi _ Clei+j —baXi+j,

Damit ist ad(aX + b)(a) = [a,a]X + [b,a] = [b,a] € H?. Sei nun h = Y ja;X" mit
a; € H" fiir ein n € N. Dann gilt

m
ad(aX +b)(h) = ) [aX+b,a;X']
=0
m . .
= Z"[a,ai]X’le +[b,ai]X".
i=0

~

Die Koeffizienten von X! sind Elemente von H"™!. Mit Induktion folgt, dass die
Koeffizienten von ad(aX + b)"+!(a) in H"*? liegen. Insbesondere ist s;(a,b) € H? fiir
allel <i<p-—1. d

(3.3) Definition ([SF88, 2.1])
Die Lie-Algebra L ist eine Lie-p-Algebra (restricted Lie algebra), falls eine Abbildung

[p]:L—L, x— x[P) definiert ist, so dass fiir alle x,y € L, a € F gilt:
1. ad(xP)) = ad(x)?
2. (ax)lP! = gPxlP!

3. (x+y)lPl =xlPlpylrl 4 Zf:ll si(x,y), wobei s;(x,y) wie in (2) definiert sei. (Nach
Lemma I1.(3.2) liegen die s;(x,y) in L).

Die Abbildung [p] heiit p-Potenzabbildung von L.

(3.4) Beispiel (siehe Beispiel 11.(1.4))
1. Ist L eine assoziative F-Algebra (|x,y] = xy — yx), dann ist L eine Lie-p-Algebra
beziiglich xPl:= xP fiir alle x € L.

2. Jede Lie-Algebra L, die eine Unter-Lie-Algebra einer assoziativen Algebra ist
und fiir die x” € L fiir alle x € L gilt, ist eine Lie-p-Algebra.

3. Als Spezialfall von 1. ist die Derivationenalgebra einer Lie-Algebra L als lineare
Algebra Der(L) C gl(L) eine Lie-p-Algebra.

4. IstL=W(2,1), dann st L eine Lie-p-Algebra beziiglich D/P! = DP fiir alle D € L.
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Beweis.

1. Die 1. Bedingung aus I1.(3.3) folgt aus II.(3.1) 2., die 2. Bedingung ist trivial,
und die 3. Bedingung folgt aus (3).

2. Klar.

3. Es ist zu zeigen, dass D” € Der(L) ist. Wir zeigen dazu die Leibniz-Regel
D"(xy) = Zn: (?)Di(x) -D"'(y) VneNy, Vx,yelL
i=0
per vollstandiger Induktion nach n. Im Fall n = 0 lautet die Formel
xy =D’ (xy) = D (x)D°(y) = xy.
Ist die Formel fiir ein beliebiges aber festes n € N wahr, dann gilt

D''(xy) = D"(D(x)y+xD(y))

(’Z)D"“ )- D" +Zn‘, (n) )- D" (y)
1)D"( )- D' +Z( > )-D" T (y)
<”J;1)Dl( )- D" () + D (x)y + XD (y)

=y ("o o)

0

I

Il
o

Il
Il uol
<
| =

Il
3 I

~.

Also ist DP(xy) = DP(x)y +xDP(y) wegen p | (¥) firalle 1 <i<p—1 und
damit D” € Der(L).

4. Die Algebra A = Flx,y|/(x” +yP) ist als assoziative Algebra eine Lie-Algebra.
Damit ist L = Der(A) C gl(L) eine Lie-p-Algebra beziiglich DI?) = D?.

u
(3.5) Definition
Seien L, L’ zwei Lie-p-Algebren iiber F mit p-Potenzabbildungen [p], [p]’.

1. Ein p-Homomorphismus ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus ¢ : L — L
mit @(x)) = @(x)[) fiir alle x € L.
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2. Ein p-Isomorphismus ist ein bijektiver p-Homomorphismus.

3. Die Lie-p-Algebren L, L’ sind isomorph, falls ein p-Isomorphismus ¢ : L — L'
existiert.

4. Eine p-Darstellung von L ist eine Darstellung von L, die gleichzeitig ein
p-Homomorphismus ist.

5. Ein Ideal I von L heiit p-Ideal, falls x!?! € I fiir alle x € I ist.

6. Eine Unter-Lie-Algebra M von L heiBt p-Unteralgebra, falls x[?) € M fiir alle
X €M ist.

Fiir V,W Vektorrdume iiber F ist eine Abbildung f : V — W p-semilinear ist, falls fiir
alle o € F, x,y € L gilt: f(ox+y) = f(x)+ f(y).

(3.6) Proposition
Sei L eine Unteralgebra einer Lie-p-Algebra (G, [p]) und sei [p]; : L — L eine Abbil-
dung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. [p]y ist eine p-Potenzabbildung.

2. Es gilt [p]; = [p] + f fiir eine p-semilineare Abbildung f : L — Cg(L).

Beweis.  Sei [p]; eine p-Potenzabbildung und betrachte f(x) := x[Pt — x[Pl. Wegen
ad(f(x))(y) =0 fiir alle x,y € L (I.(3.3) 1.) bildet f in den Zentralisator C;(L) ab. Fiir
x,y € Lund a € F erhalten wir

—1
flax+y) = aPxlPh +yp]‘—|—Zs, (ax,y) — aPxlPl — 7] Zs, ax,y)
i=1

= a’f(x)+f(y),

wobei s; wie in I1.(3.3) 3. definiert ist. Wir nehmen nun an, dass f p-semilinear ist. Fiir
x,y € L gilt

)P = )P fxety)

p—1
MY + f(x) +y[l’} +f(y)+ Z si(%,y)
i=1

p—1
= xlPhyylPh 4 Y si(x,y).

i=1
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(3.7) Theorem (Jacobson, [SF88, Theorem 2.2.3])
Sei L eine Lie-Algebra iiber F und (ej);c; eine Basis von L, so dass y; € L mit
ad(e;)? = ad(y;) existieren. Dann gibt es genau eine p-Potenzabbildung [p| : L — L

mitegp] =yj fiiralle j € J.

Beweis.  Seize€ Lund j € J. Nach Beispiel I1.(3.4) ist die assoziative Algebra % (L)
eine Lie-p-Algebra beziiglich der p-Potenzabbildung x? fiir alle x € % (L). Dann gilt
in der Universell Einhiillenden Algebra 0 = (ad(e;)? —ad(y;))(z) = [¢} —y;,2] fiir
alle z € L wegen (1). Also ist e? —;j in Cy r)(L), dem Zentralisator von L in % (L).
Definiere die p-semilineare Abbildung f : L — Cy ;) durch

f(Zajej) = Zaf(yj—ef)
jeJ jeJ
und betrachte V := {x € L | x* 4 f(x) € L}. Sei s; wie in I1.(3.3) 3. definiert und x,y € L,
sowie a € F. Wegen

p—1
(ax+y)P + flax+y) = a’x” +yP + Y si(ax,y) +a f(x) + £(y)
i=1
und I1.(3.2) ist V ein Untervektorraum von L. Da jedes e; (j € J) in V liegt, ist
xP + f(x) € Lfiir alle x € L, das heifit, es ist V = L. Mit Proposition II.(3.6) folgt dann,
dass [p]: L — L, xIP! := x4 f(x) eine p-Potenzabbildung auf L ist. Wir erhalten
zusitzlich egp] = ef + f(ej) =y, firalle j € J.

Wir nehmen an, dass [p]’ : L — L eine zweite p-Potenzabbildung mit egp ’_ y; fiir alle

j € J ist. Dann ist f = [p] — [p]’ eine p-semilineare Abbildung mit f(e;) = O fiir alle
j € J und es folgt mit x! = P! fiir alle x € L die Eindeutigkeit. Q

(3.8) Bemerkung

Eine Lie-Algebra L hat genau dann eine p-Potenzabbildung, die sie zu einer Lie-
p-Algebra macht, wenn ad(L) eine p-Unteralgebra von Der(L) ist, das heifit, wenn
ad(x)? € ad(L) fiir alle x € L ist.

Beweis.  Die Hinrichtung ist klar. Die Riickrichtung kann man mit I1.(3.7) zeigen.
Q

(3.9) Lemma
Sei V ein F-Vektorraum und f : V — V eine p-semilineare Abbildung. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. Das Erzeugnis von f(V) istV.



IL.3. Lie-p-Algebren 21

2. Zujedemv €V existierenay,...,a, € F mitv=Y"_, a;f'(v).

Beweis.  Die Riickrichtung ist offensichtlich. Sei v € V und
n .
U= {Zaif’(v) |aj€ F,1 <i<n,neN}.
i=1

Weil U ein f-invarianter Unterraum von V ist, induziert U eine p-semilineare Abbil-
dung
f:V/U—=SV/IU, x+Uw— f(x)+U

mit (f(V/U)) = V/U. Der Raum V /U erhilt eine F-Vektorraumstruktur durch
a.w:=aPw fir a € F und w € V/U. Die Abbildung f ist beziiglich der so erhal-
tenen Struktur linear. Die Unterrdume beziiglich dieser Struktur sind genau die
FP-Unterrdume von V /U. Dabei ist F? = {a” | a € F}, ein Teilkorper von F. Da eine
FP-Basis von f(V/U) ein Erzeugendensystem fiir den F-Vektorraum (f(V /U)) ist,
haben wir dimg (f(V /U)) < dimpp f(V /U ). Damit gilt die folgende Ungleichung:

dimpV /U = dimpKern(f)+dimgr f(V/U)
> dimp Kern(f) +dimg (f(V/U))
= dimgKern(f) +dimpV /U.
Wir erhalten Kern(f) = 0. Wegen v+ U € Kern(f) istv € U. Q

(3.10) Beispiel (Klassische Lie-Algebren [Str04, 4.1])

Sei ¢ eine einfache Lie-Algebra iiber C, 57 eine Cartan-Unteralgebra von ¥,
® =D(Y,. ) das zugehorige Wurzelsystem und A = {a,..., 0} eine Basis von
einfachen Wurzeln in ®. Fiir o, p € ® sei (B, ) = 2((05’(;)3) , wobei (-, -) das Skalarprodukt
von I1.(1.12) sei. Dann gilt:

Die Lie-Algebra ¢ hat eine Basis & = {eq | € P} U{h; | 1 <i <[}, so dass die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

I [hi,hj]=0,1<i,j<l.

2. [hi,eg] = (B,oi)ep, 1 <i<I,Bed.

3. lea,e—o) =: hq ist eine Z-Linearkombination von hy, ..., h;.

4. Seien o, € P,B # torund sei {B—qga,...,B+ro} eine a-Kette durch . Dann

ist [eq,eg] = 0, falls o+ & @, und [eq,eg] = (g + 1)eq p, falls a+p € .
AuBerdem ist g € {0,1,2}, falls o+ € ®.
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Diese Basis ist eine Chevalley-Basis von ¢. Das Z-Erzeugnis von %, ¥y, ist abge-
schlossen unter der Lie-Klammer. Also ist ¥F := ¥z ® F eine Lie-Algebra iiber F' mit
Basis # ® 1. Ihre Strukturkonstanten erhilt man aus denen fiir ¢, durch Reduktion
modulo p. Fiir p > 3 ist die Lie-Algebra ¢ nur dann nicht einfach, falls das Wur-
zelsystem ® vom Typ A; mit /[ = mp — 1 fiir ein m € N ist. Dann ist die Lie-Algebra
Gr/Z(9r) = psl(mp) einfach. Die Lie-Algebren, die man auf diese Art und Weise
erhilt, nennt man klassisch. Alle klassischen Lie-Algebren sind Lie-p-Algebren mit
p-Potenzabbildung gegeben durch (eq® 1)IP) =0 und (h; @ 1)P) = h; ® 1 fiir alle o € &
und 1 <i</[.

Sei F algebraisch abgeschlossen, L eine endlich-dimensionale Lie-Algebra iiber F' und
H eine Cartan-Unteralgebra von L. Wir definieren fiir # € H und o € H* die Menge

Ly ={xeL|VheHIn(hx)eN: (ad(h) —ou(h)id.)" " (x) = 0}.

Es gilt H = L. Falls Ly # 0 gilt, heiflit die Linearform o : H — F Wurzel und die
Menge Lo, Wurzelraum von L beziiglich H.

(3.11) Korollar (Zassenhaus [SF88, 1.4.4])
Sei F algebraisch abgeschlossen, L eine endlich-dimensionale Lie-Algebra iiber F und
H eine Cartan-Unteralgebra von L. Dann ist L = @<y« La.-

Diese Zerlegung von L nennt man Wurzelraumzerlegung von L beziiglich H.

II.4 Die universell p-einhiillende Algebra

Fiir Lie-p-Algebren gibt es ein Analogon zu der Universell Einhiillenden Algebra,
die universell p-einhiillende Algebra. Sie hat einen Vorteil gegeniiber der Universell
Einhiillenden Algebra. Falls L endlich-dimensional ist, ist die universell p-einhiillende
Algebra es auch. Definiert wird sie analog zur Universell Einhiillenden Algebra. Wir
folgen hier [SF88, Abschnitt 2.5].

Sei also in diesem Abschnitt F ein Korper der Charakteristik p und L eine
Lie-p-Algebra iiber F'.

(4.1) Definition

Die universell p-einhiillende Algebra (restricted universal enveloping algebra) von L
ist ein Paar (%),1) mit einer assoziativen F-Algebra %, und einer linearen Abbildung
1: L — %,, die die folgenden Eigenschaften erfiillen:

1. tist ein p-Homomorphismus.

2. Fiir alle assoziativen F-Algebren %/’ und jeden p-Homomorphismus K : L — %/’
existiert genau ein F-Algebren-Homomorphismus ¢ : %), — %' mit k = @o1.
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Die universelle Eigenschaft der universell p-einhiillende Algebra zeigt, dass es bis auf
Isomorphie hochstens eine universell p-einhiillende Algebra gibt.

(4.2) Theorem
1. Die universell p-einhiillende Algebra von L existiert.

2. Es existiert ein Ideal I in %/ (L), so dass mit den II.(2.2) nachfolgenden Konven-
tionen gilt: Die Menge

B::{xj.i--wj-:;—l—lljl<...<jn,()gskgp—l, 1<k<n,neN}

bildet eine Basis von %,(L) := % (L)/I iiber F. Insbesondere ist1: L — %,(L)
injektiv und dimp %, (L) = p", falls dimpL = n.

Beweis.  Fiir j € J ist zj := xf —xgp} € Z(% (L)). Dann ist I := Y ;c;z;% (L) ein
zweiseitiges Ideal in % (L), weil die z; zentral sind. Die Menge B ist linear unabhingig
in %,(L) (siehe [SF88, Lemma 1.9.7]). Sie erzeugt %,(L) als F-Vektorraum wegen
P +I=xPl 1€ L+1firxeL. Seiv: % (L) — %,(L) = % (L)/I die kanonische
Abbildung. Dann gilt fiir alle x € L

1(x)? =1(xP) =1(xlP]).

Sei nun A eine assoziative Algebra und f : L — A ein p-Homomorphismus. Dann be-
sitzt f eine eindeutige Fortsetzung g : % (L) — A. Wegen

g(zj) = ¢!~y = g(xj)P — gy = £ — f(aPhy =0

fiir alle j erhalten wir g(I) = 0. Damit existiert ein Homomorphismus f : % (L) /I — A,
so dass das Diagramm

L—=U (L) = %(L)

N

kommutiert. Weil %, (L) durch 1(L) erzeugt wird, ist f eindeutig durch die Gleichung
fol= f bestimmt. Q

Wir bezeichen nun die universell p-einhiillende Algebra wie in I1.(4.2) mit %, (L). Aus
Theorem II.(4.2) folgt insbesondere, dass 1 : L — %),(L) injektiv ist. Man kann nun L
als Teilmenge von %), (L) auffassen. Dann kann man fiir obige Basis B auch

X 1< < 0< sk <p—1,1<k<n, neN}

schreiben.
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IL.5S Hopf-Algebren

Die universell einhiillende Algebra und die universell p-einhiillende Algebra haben
eine spezielle Struktur, sie sind Hopf-Algebren.
Fiir einen Korper K und K-Vektorrdume U,V schreiben wir U @ V :=U Qg V.

(5.1) Definition
Sei K ein Korper.

1. Ist A ein K-Vektorraum, so nennen wir (A, A, ¢€) (oder kurz: A) eine Koalgebra,
falls zwei lineare Abbildungen A: A — A®A und € : A — K mit folgenden
Eigenschaften existieren:

(@) (A®idy)oA = (idy ®A) oA,

A

A A®A
AJ/ lidA@)A

(b) m, o (idA ®8) oA=1idgy =m;o (€®idA) oA,

ARAL —A—B AxA
idg ®Sl idAi ii-:@idA

wobeim, : A® K, a®x +— ax beziehungsweise m; : K ® A, x ® a — xa die Links-
beziehungsweise Rechtsoperation des Korpers auf der Algebra seien. Die Abbil-
dung A beziehungsweise € heilen Koprodukt beziechungsweise Koeins.

2. Fiir Koalgebren A und C ist die Abbildung f : A — C ein Koalgebren-
Homomorphismus, falls (f ® f) oAgs = Aco f und €c o f = g4 erfiillt ist.

Ist B eine Algebra mit Multiplikations-Abbildung m : B&® B — B und Eins-Abbildung
N : K — B, so sind (a) und (b) ,,dual” anolog zu Assoziativitit und Einheitseigenschaft
von m und 1.

(5.2) Definition
Sei nun A eine Algebra (mit Struktur-Abbildungen m,m) und eine Koalge-
bra (mit Struktur-Abbildungen A,€). Dann heilt A Bialgebra, falls A und €
Algebren-Homomorphismen sind, oder (dquivalent) falls m und m Koalgebren-
Homomorphismen sind. Falls zusitzlich eine lineare Abbildung S : A — A existiert,
die

mo (S®idy)oA=moeg=mo(idy ®@S)oA
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erfiillt, ist A eine Hopf-Algebra.

ARAL—A—BAA
|
idy ®S K S®idg
i
ARA A< ARA
Die Abbildung S heif3t in diesem Fall Antipode.

Die Antipode S einer Hopf-Algebra H ist eindeutig und sowohl ein Algebren-, als auch
ein Koalgebren-Antiautomorphismus (S(xy) = S(y)S(x) fiir alle x,y € H).

(5.3) Beispiel
1. Sei L eine Lie-Algebra iiber einem Korper K.

% (L) ist eine Hopf-Algebra beziiglich
A:% (L) — % (L)®% (L) induziert durch x — x® 1 4+ 1 ®x,
€: % (L) — K induziert durch x — 0,
S:% (L) — % (L) induziert durch x — —x
fiir alle x € L.

2. Sei L eine Lie-p-Algebra iiber einem Korper F, char(F) = p # 0.
%, (L) ist eine Hopf-Algebra beziiglich

Ap:Uy(L) — %y (L) ® %,(L) induziert durch x — x® 1 + 1 ®x,
€, : %p(L) — F induziert durch x — 0,
Sy : %y(L) — %,(L) induziert durch x — —x

fiir alle x € L.

Beweis.  Die Abbildungen sind per Definition Algebren-Homomorphismen. Wir
tiberpriifen ihre Eigenschaften:

1. Firx e L gilt

(A®idy 1)) (AKx) = (A®idyr)(1®@x+x®1)

= 1R1@x+1x01+x0101,
(id%(L)@)A)(A(x)) = (idog/(L)®A)(1®x+x®l)

= 101x+10x01+x®1®1.
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2. Firx e L gilt

(mro(idgg/(L)(X)e)oA)(x) = (id%()®s)(1® x+x®1)
= mr(1®0+x®1):

(mlo(€®id@(L))OA)(x) = (m10(8®1d% )) Rx+xR1)
= ml(1®x—1—0®1):

3. Firx e L gilt

(mo(S@id%(L))oA)(x) = (mo(S®1d% ))(1 x+x®1)
= m(lex—x®1)=0,
(Mog)(x) = m(0)=0,
(mo(idy 1) ®S)oA)(x) = (mo(idy ) @S)(1®x+x®1)
= m(—1l®x+x®1)=0.

Die Gleichungen fiir Lie-p-Algebren beweist man analog. Q

(5.4) Bemerkung
Wir betrachten (IL.(5.3) 1.) eine endlich-dimensionale Lie-Algebra L iiber dem Korper
K mit Basis {xi,...,x;} fiir ein k € N. Seien n = (ny,...,ng), m = (my,...,my) € N§.
Wir setzen

Ki=xt e % (L)

()= () () o

Auf N’é definiere eine Halbordnung <" durch
n<men<m V1<i<k.

Fiir 1 <i <k definieren wir €; := (;1,...,0;) (Kronecker-Delta). Wegen I1.(2.2) lésst
sich somit jedes a € % (L) schreiben als
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Wir zeigen diese Behauptung per vollstidndiger Induktion iiber Zile n;. Fiir n = 0 ist
die Aussage

0

)xm®x0_m =1®1,
m

1@1=A(1)=Ax") = Y (
0<m<0

also wahr. Die Behauptung gelte nun fiir n € N’(‘) und sei 1 < i < n; dann ist
AE) = A")A(x:)
n
= ( Z ( )x”’@x"_’")(l Rxi+x®1)

0<m<n m

_ Z <I’l) (xm ®xnfm+8i +xm+8i ®xnfm)

0<m<n m

-y (’:’1) WX Y ( " )(x'"®x"—’"+8f)

0<m<n ei<mente; M —E&i
n—+g; _ ) ) .
_ Z ( z> (xm ®xn m+8,) 4 1 ®xn+€, _|_xn+8, R 1
gi<m<n m
n-+g;

( " > (xm ®xn+£i*m).
0<m<n-+g;

Damit ist die Behauptung per vollstindiger Induktion gezeigt.

(5.5) Definition
1. Fiir jede Hopf-Algebra H sei

PH)={heH|A(h)=1®h+h®1und g(h) =0}
die Menge der primitiven Elemente von H.

2. Seien H und H’ Hopf-Algebren. Eine lineare Abbildung f : H — H’
heilt Hopf-Algebren-Homomorphismus, falls sie zugleich ein Algebren-
Homomorphismus und ein Koalgebren-Homomorphismus ist und es gilt

foSu=Swof.

3. Ein Ideal I einer Hopf-Algebra H heillt Hopf-Ideal, falls die Bedingungen
A(I) CI®H+H®I,1C Kern(e) und S(7) C I gelten.

4. Fiir jede Hopf-Algebra H sei H™ = Kern(€).

(5.6) Bemerkung
1. Ist L eine (endlich-dimensionale) Lie-Algebra iiber K (char(K) = 0), dann ist
P(% (L)) = L.
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2. Ist L eine (endlich-dimensionale) Lie- p-Algebra iiber F (char(F) = p > 0), dann
ist P(%,(L)) = L.

Beweis.

1. Sei {xi,...,x;} eine Basis von L und a = Y o<, <;a,x" fiirein / € N’é und a, € K
fiir alle 0 < n <[ mit den Notationen aus Bemerkung I1.(5.4). Dann gilt

Ala)—(1®a+a®]1)

- Ya Y <Z)xm®x"—m— Y a@@l+1@x")

0<n<l  0<m<n 0<n<l

= Y Y an(:;)xm@x"_m.

0<n<] O<m<n

Fiira € P(% (L)) folgt

Z an (Z)xm QX" =0.

0<n<! O<m<n

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der {x" ®x"~™ | n,m € N§} miissen also alle
Koeffizienten a,, () fiir 0 < m < n < gleich Null sein. Die Binomialkoeffizien-
ten (:1) sind # O fiir alle 0 < m < n. Damit ist a, = O fiir alle 0 < n € NE, fiir die
einm e N](‘) mit 0 < m < n existiert. Das heif3t, es ist nur dann a, # 0, wenn n =¢;
fiir ein 1 <i < k oder n = 0 ist. Wir erhalten P(% (L)) C L+ K. Fiir a € L und
0#beKiste(a+b)=0+b+# 0, und somit gilt sogar P(% (L)) C L. Wegen
L C P(% (L)) sind die Mengen gleich.

2. Sei{x1,...,x} eine Basis von Lund @ = Y o<,,<; a,x" fiireinl = (Iy,...,Ix) € N§
mit 0 </; < p—1und g, € F fir alle 0 <n <[. Wie in 1. gilt dann fiir

a € P(%(L))
Y a (Z)x’” Q" = 0.

0<n<l O<m<n
Auch hier gilt (") # 0 fiir alle 0 < m < n wegen n; < p—1 fiiralle 1 <i < k.

Und die Behauptung folgt wie in 1.
Q
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(5.7) Bemerkung
Sei F' ein Korper der Charakteristik p > 0 und H eine Hopf-Algebra iiber F'.

1. Die Menge P(H) ist eine Lie-p-Algebra L unter der Kommutatorabbildung
[x,y] = xy — yx mit x,y € P(H). In der Tat ist eine endlich-dimensionale Hopf-
Algebra H die p-Einhiillende Algebra des Vektorraumes seiner primitiven
Elemente genau dann, wenn H durch P(H) als Algebra erzeugt wird.

2. Fiir einen Hopf-Algebren-Homomorphismus f : H — H' ist f(P(H)) C P(H')
und f]| p(#) €in p-Homomorphismus.

3. Ein Hopf-Ideal 7 von H ist also der Kern eines Hopf-Algebren-Homomorphismus
mit Definitionsbereich H. Seine Eigenschaften sind genau die, die man braucht
um den Quotienten H /I mit einer kanonischen Hopf-Algebren-Struktur zu
versehen, so dass die Projektion H — H /I eine Hopf-Algebren-Abbildung ist.

Beweis.
1. Fiir x,y € P(H) ist wegen
A(lx,y]) = Ax)A(y) —A(y)A(x)
= (xR1+1x)(R1+12y)—(rR1+10y)(x1+1x)

= yR14+xRy+y0x+1R0xy— Rl —yR@x—xRy—1RQyx
(xy —yx) @1 +1® (xy —yx)

und

e([x,y]) = e(x)e(y) —e(y)e(x) =0,
der Kommutator [x,y] = xy —yx € P(H). Damit ist P(H) = L eine Lie-Algebra.
Fiir x € L gilt

ACP)=AX)P = (x@1+1@x) =x"@1+1@x"

und
e(x”) =¢(x)’ =0.

Damit ist x” € L und L eine Lie-p-Algebra.

2. Firh e P(H) ist

(Bpro () = (£ ) Au(R) = (F© H1@h+h@ 1) = 18 f(h) + f(R) S 1.

Da f|p(x) ein Algebren-Homomorphismus ist, ist er auch ein p-Homomorphismus
(Rechnung wie fiir Ain 1.).

Q
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II.6 Graduierte Lie-Algebren und filtrierte Lie-Algebren

Manche Algebren haben zusitzliche Eigenschaften; sie sind filtriert beziehungsweise
graduiert. Diese Begriffe mochten wir hier erldutern. Wir folgen hier [SF88, Aschnitt
1.9, Kapitel 3]. Sei K ein Korper.

(6.1) Definition
Sei A eine Algebra iiber K.

1. Eine (aufsteigende) Filtrierung von A ist eine Familie (A(k))keZ von Un-
terrdumen mit Ay C A() fiir k </ und AA(;) C Ay fiir alle &,/ € Z. Dann
heiBlt das Paar (A, (A () )kez) filtrierte Algebra.

2. Eine aufsteigende Filtrierung (L(k) )nez einer Lie-p-Algebra L heift p-Filtrierung,

falls L% C L(pk) fiir alle k € Z.

3. Eine (Z-)Graduierung von A ist eine Familie (Aj)rcz von Unterrdiumen
mit A = @z Ax und AyA; C Agyy fiir alle [,k € Z. Elemente von A; heiflen
homogene Elemente vom Grad /. Dann heif3it das Paar (A, (Ay)rez) graduierte
Algebra.

4. Eine Graduierung L = @y Ly einer Lie-p-Algebra mit L,[(p ] C Ly firalle k € Z
heilt p-Graduierung.

Ist (L, (L;);cz) eine graduierte Lie-Algebra, dann hat L eine Filtrierung (L(n))nez mit
Ly = Li<aLi-

Sei (L, (L(;))icz) eine filtrierte Lie-Algebra. Wir setzen L; := L;)/L(;—) fiir alle i € Z.
Definiere auf gr(L) := @,y L; eine Lie-Algebren-Struktur durch

e+ L1,y +Lij—1)l == [,y + Ly j-)
fiir x € L;),y € L(j)- Man nennt (gr(L), (L;);ez) die graduierte Algebra assoziiert zu
(L, (Li))iez)-

(6.2) Theorem
Fiir eine filtrierte Lie-Algebra (L, (L(;))icz) tber K gilt:

1. Die Lie-Algebra (gr(L), (L;);cz) ist graduiert.

2. Falls L eine Lie-p-Algebra iiber einem Korper F mit char(F) = p > 0 und
(L(j))icz eine p-Filtrierung ist, dann definiert

(x+L(,-_1))[p] = xl7) + L € Ly; fiir alle x € L;

pi—1)

eine p-Potenzabbildung auf gr(L), so dass die Graduierung eine p-Graduierung
auf gr(L) ist.
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Beweis.
1. Die Aussage folgt direkt aus der Definition.
2. Istx € L;), dann ist Xl e Ly Firy € L(;) gilt dann
(ad(x+Li—1)))’(y+Lj—1)) = ad(@x)?(y)+Liipyj-1)
= @7y +Liiptj-1)
= ad(x[p]+L(ip—1))(y+L(j—l))
= ad((x+Ly_ 1))y +Lij_1y)-

Da es eine Basis von gr(L) aus homogenen Elementen gibt, folgt mit dem Theo-
rem von Jacobson II.(3.7) die Behauptung.

Q

(6.3) Beispiel
1. Sei L eine Lie-Algebra iiber einem Korper F der Charakteristik p > 0 und
(% (L),1) ihre universell einhiillende Algebra. Mit den Bezeichnungen aus
Theorem I1.(2.2) hat % (L) eine Filtrierung

U(L)oy:=F, “(L)g):=(y1-yn|yi €L, 1<i<n 1<n<k)+F,
die kanonische Filtrierung von % (L).
2. Die Lie-Algebra W(2,1) ist graduiert mit
Li={MD, |k+1=i+1,1<k I<p—1,z=xy}

(6.4) Definition
Sei A eine Algebra iiber K. Eine Abbildung v : A — Z U {—oco} heifit Pseudo-
Bewertung auf A, falls gilt

1. via+b) <max{v(a),v(b)} fiir alle a,b € A,
2. v(ha) =v(a) firallea € Aund 0 # A € K,
3. v(ab) < v(a)+v(b) fiir alle a,b € A.

(6.5) Bemerkung

Sei A eine Algebra iiber K, v : A — Z U {—oo} eine Pseudo-Bewertung auf A, a,b € A
mit v(a) < v(b). Dann ist v(a+b) = v(b). Angenommen es ist V(a+b) < v(b). Dann
wire v(b) =v(a+b—a) < max{v(a),v(a+b)} < v(b). Fiira,b € A mit v(a) # v(D)
gilt also v(a+b) = max{v(a),v(b)}.
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Sei L eine Lie-Algebra mit einer Filtrierung (L) )rez, fiir die Ugez Lx) = L gilt. Dann
definiert
V(x) — —.00, fiirx € nkEZL(k)
min{k | x € L)}, sonst

eine Pseudo-Bewertung auf L.
Ist umgekehrt v eine Pseudo-Bewertung auf L, dann ist

L(k) = {X eL | V(X) < k}

eine Filtrierung (L) )kez, fiir die Ugez Lx) = L gilt.
Sei L eine Lie-Algebra iiber dem Korper F mit einer Filtrierung (L(k))keZa fiir die
Ukez L) = L gilt. Setze

M:

%(L)(O) Z:F,%(L)(k) ::(x xn\x,EL 1<i<n,neN, 1< (i)§k>—{—F.

I
_

i

Dann ist (% (L) ) )rez eine Filtrierung von % (L). Wir nennen diese Filtrierung die zu
(L(x))xez gehorige Filtrierung von 7%/ (L). Die triviale Pseudo-Bewertung

ViL—ZU{—oo}, v(x) =1V x#0, v(0) = —co
induziert die kanonische Filtrierung von % (L).

(6.6) Proposition

Sei L eine Lie-Algebra iiber dem Korper F und v : L — 7 U {—oo} eine Pseudo-
Bewertung auf L, {x; | j € J} wie in II.(2.2) eine geordnete Basis von L, so dass
L(k) = <)Cj | V(Xj) < k) fiir alle k € Z ist, und (?/(L)(z))zez die zu (L(k))keZ gehorige
Filtrierung. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. %(L)(Z)Z<le---Xjn|j1 <...<jpelJ,neN, Z?ZIV()Cji)Sl)—}—F,
2. {xjxj + % (L) -1y | 1 <. <]n€J neN, Y v(x;) =1} ist fiir alle
| € 7 eine Basis Von%( ) )/ U (L)(-

Beweis.

1. (a) Wir betrachten fiir / € N und k € Z die Unterrdume

J
Uk, D) :=(y1--yj | j <k, yi € LVI <i<j, Y v(yi) <1).
i=1

Wir behaupten, dass fiir alle y,...,yr € L und jede Permutation ¢ € S

k

Y1 Yk —Yo(1) Vo) €Uk—1, Y v(yi))
i=1
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(b)

gilt. Sei

k
G:={o eS|y Yk—Yo(1) Yox) EU—1, Y V(i) ) Vy1,...,yx €L}.
i=1
Dann ist G eine Untergruppe von S;. Sei T € S, so dass ein 1 <i < k mit
(i) =i+ 1,t(i+1) =iexistiertund t(j) = jfiralle | < j <k, j#£i,i+1
ist. Folglich ist

Y1 Ve = Vr(1) " Yak) = Y1 Ye—YV1YVi—1Yi+1Yi Yk

Vi YVie1 Vis Yie1] - Yk
k

e Uk—1, Y  vO)+Vv(iyi]))
j=1,jZiit1

k
C Uk—1, Y. v(y)),
j=1

denn wegen I1.(6.4) 3. ist V([yi,vi+1]) < V(yi) + V(yit+1). Damit ist T € G.
Also gilt Sy = G, weil S; von solchen Ts erzeugt wird. Die Behauptung
folgt.

Wir zeigen durch Induktion nach k, dass

n
Uk,l) C(xjxj, |1 <. < jn€d,n<k, Y vix;) <)
i=1

gilt. Der Fall k = 1 bedeutet
UL =(yeL|vy) <l)=Lyy=(x;|jcJ, vix;) <I)

nach Voraussetzung. Sei die Behauptung fiir alle j < k wahr und seien

Yiseeos vk €Lmit Y5 v(y) <1. Wegen y; -y € U(k—1, Y5 'v(y))
und y; € U(1,v(yx)) folgt

yl...yk_lz Z a(j],...,jn)le"'-Xjn,
NS gn €T k=1 X0 V() <TE V()
=Y, B
JEIV(x;)<v(ve)

Wenn wir nun alle x; an die richtige Stelle (Satz von Poincaré-Birkhoff-
Witt I1.(2.2)) zwischen die xj; einordnen, erhalten wir mit (a)

Xjy o X Xj = Xy XXX e, € U (k—1,1)
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fiir alle j; < j < ji+1. Es folgt, dass
Z A(jts s J—1)Bjxjy -+ XXXy Xy
J15 St <k—1,i<j<jiy1€J

= yi1---y mod (% (k—1,1))

ist, wahrend

M»

n _
ZV xj;)+v(x;)) Z (vi) +v(x;) v(yi) <I

=1 =1

~.

fiir jedes j € J mit v(x;) < v(y) gilt. Die Behauptung folgt nun durch
Induktion.

(¢) Nach Definition ist %(;) = Y>0 % (k,!). Mit Teil (b) gilt die Inklusion C
der Behauptung. Die Inklusmn 2 folgt aus der Definition von %;).

2. In 1. haben wir gezeigt, dass die angegebene Menge %) / U 1) erzeugt. Ist

0= Z a(jlv"';jn)le”.xj”—i_%lil),
jlg...gjngjvz?:l V(in):l

dann ist

Z a(jlv"':jn)le”'xj”e%l_l).
NS Sl X V(xj)=1

Dieses impliziert wegen 1., dass

Z a(jl,..-,jn)le"'Xjn

J1 S...SjnGJ,Z?ZIV(in):l

= Z b(jl,...,j,,)xj,---xjn
S < gned X v(xj,)<I-1

gilt. Mit Theorem I1.(2.2) folgt a(j1,...,j,) =O0firalle j; < ... < j, €J.

Wenn wir eine Lie-Algebra L durch
L(k) - O, k S 0
L(k) =L, k>0
filtrieren, dann ist gr(L) = @yez L) /Lix-1) = L(l) = [ als Vektorraum und

[x+L( 0)s y+L ] /L
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fiir alle x + L (o), y +L(o) € L(1)/L(o) und damit ist gr(L) abelsch. Dann ist v durch
—oo, x=0
v(x):=
®) { 1, x € L\{0}

gegeben. Damit gilt Y7, v(x;) <n fir x; € L, 1 <i<nund n € N. Die zugehorige
Filtrierung von %/ (L) ist somit

U(O):F, U(k):<x1---xn]xiEL,lgign, 1<n<k)+F,

also die kanonische Filtrierung.
Sei L = ®L; graduiert, L(;) 1= }.;>;L; die zugehdrige Filtrierung. Offensichtlich ist
dann gr(L) = L unter der Abbildung x+ L; ) — x fiir ein homogenes x € L;.

(6.7) Theorem
Sei L eine Lie-Algebra mit einer Filtrierung (L y))kez, fiir die Uyez L) = L gilt, und
(% k))kez die zu (L) )ez gehorige Filtrierung. Dann gilt:

1. gr(7% (L)) ist eine assoziative Algebra.
2. gr(L) ist eine Lie-Algebra.
3. er( (L) =% (gr(L)).
Beweis.
1. Dies folgt aus der Definition.
2. Dies folgt auch aus der Definition.

3. Sei v:L — ZU{—o} die Pseudo-Bewertung definiert durch (L))kez- Sei
{xj|j€J} eine geordnete Basis von L mit Ly = ( x; | v(x;) < k ). Dann
impliziert 11.(2.2), dass % NL = ( x; | j € J, v(xj) <k ) = L gilt. Damit
existieren injektive Abbildungen

@ Ly/Lg—ry — % L))/ % (L) (1-1), X+ Lg—1)— x+% (L)1

fir / € Z. Dann ist @ = @7 @k : gr(L) — gr(% (L)) ein injektiver Lie-
Algebren-Homomorphismus. Sei y : % (gr(L)) — gr(% (L)) die eindeutige
Fortsetzung von ¢ zu einem Algebren-Homomorphismus.

Es ist {x; +L(y(x;)-1) | / € J} eine Basis von gr(L). Mit I1.(2.2) erhalten wir die
Basis

B ={ (le +L(v(xj1)—1))"'(xj;1+L(v(xj~n)—1)) |1 <...<j,eJ,neN}
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von 7% (gr(L)). Es gilt
W+ Liva ) 1) O+ Liviag,)-0)) = Xy, + 2 (L) (51 v(xg)-1)-

Damit ist y(Z#) eine Basis von gr(% (L)). Folglich ist y ein Isomorphismus.
Die Behauptung folgt.

Q

(6.8) Lemma
Sei L eine endlich-dimensionale Lie-Algebra und (% (L) ))kez die kanonische Fil-
trierung von % (L).

1. Die graduierte Algebra gr(7% (L)) ist isomorph zu einem Polynomring in dimgL
Unbestimmten.

2. Die universell einhiillende Algebra 7/ (L) ist nullteilerfrei.

Beweis.

1. Die kanonische Filtrierung ist zu

L(k)ZO, kSO
L(k):L, k>0

gehorige Filtrierung. Wie oben gesehen, ist gr(L) abelsch. Weil fiir die Dimen-
sionen dimpL = dimpgr(L) gilt, ist %/ (gr(L)) isomorph zu einem Polynomring
in dimgL Unbestimmten. Die Behauptung folgt nun mit I1.(6.7) 3.

2. Wegen 1. ist gr(% (L)) nullteilerfrei. Seien 0 # x,y € %/ (L). Dann sind
ri=min{k |x € % (L)} und s :=min{k |y € % (L))}

wohldefiniert (wegen % (L)(;y = {0} fiir / < 0) und es gilt x+ U,_;) # 0, sowie
Yy+Ug—1) # 0in gr(% (L)). Also ist 0 # xy + U, und damit xy # 0.

Q



Kapitel I1I

Darstellungstheorie

In diesem Kapitel befassen wir uns mit Darstellungen von Lie-p-Algebren und ihren
Universell Einhiillenden Algebren und mochten eine Methode zur Berechnung der ir-
reduziblen Darstellungen vorstellen.

III.1 Darstellungen und Moduln

Seien in diesem Abschnitt K ein Korper, L eine Lie-Algebra iiber K, A eine assoziative
K-Algebra und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

(1.1) Definition
1. Der Vektorraum V ist ein Modul von L, falls eine Abbildung LxV —V,
(x,v) — x.v existiert, so dass fiir alle a,b € K, x,y € L, vyw € V gilt:

(@) (ax+by).v=a(x.v)+b(y.v),
(b) x.(av+bw) = a(x.v)+b(x.w),
©) [x,y].v=x.(y.v) —y.(x.v).

2. Der Vektorraum V ist ein Modul von A, falls eine Abbildung A XV —V,
(x,v) — x.v existiert, so dass fiir alle a,b € K, x,y € A, v,w € V gilt:

(a) (ax+by).v=a(x.v)+b(y.v),

(b) x.(av+Dbw) =a(x.v)+b(x.w),

©) (xy).v=x.(y.v),

d 1v=v.
Ist ¢ : L — gl(V) eine Darstellung, dann wird V zu einem L-Modul via x.v := @(x)(v)
fiir x € L und v € V. Umgekehrt: Falls V ein L-Modul ist, bekommen wir eine Darstel-

lung @ : L — gl(V), x— @(x) via @(x)(v) :=x.v fiir v € V. Gleiches gilt fiir assoziative
Algebren.

37
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(1.2) Definition

Sei die Charakteristik von K gleich p, L eine Lie-p-Algebra und V ein L-Modul mit
der Eigenschaft, dass die zugehorige Darstellung eine p-Darstellung ist. Der Modul V
heifit dann p-Modul.

(1.3) Definition
Sei V ein L-Modul und @ : L — gl[(V) die zugehorige Darstellung auf V.

1. Ein Untervektorraum U <V mit L.U := {x.u | x € L,u € U} C U nennt man
Untermodul von V.

2. Der Modul V ist einfach, wenn V # 0 und 0 und V seine einzigen Untermoduln
sind.

3. Ist U <V ein Untermodul, dann wird der Quotientenraum V /U zu einem
L-Modul via x.(v+U) =x.v+U, x € L, v € V. Man nennt den so erhaltenen
Modul Quotientenmodul von V und U.

4. Ein Modul heif3t halbeinfach, wenn er endlich-dimensional ist und als direkte
Summe von einfachen Moduln dargestellt werden kann.

5. Eine Kompositionsreihe von V ist eine endliche Kette von Untermoduln
0=VW<...<V,=V

mit einfachen Faktoren V;/V;_;, 1 < i <. Die Quotientenmoduln V;/V;_y,
1 <i <t heilen Kompositionsfaktoren von V.

6. Die Darstellung ¢ ist irreduzibel, falls V einfach ist.

7. Der Annihilator von V in L ist die Menge Annz (V) :={x€L | xv=0VveV}.

Die Begriffe werden analog fiir assoziative Algebren definiert.

(1.4) Bemerkung

Insgesamt bekommen wir mit der universellen Eigenschaft der Universell Einhiillen-
den Algebra von L zu jeder Darstellung ¢ von L eine Darstellung ¢ von % (L) und
umgekehrt (via @ = yo1):

Darstellungen von L «+ L-Moduln
— 7/ (L)-Moduln
> Darstellungen von % (L)
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und genauso fiir Lie-p-Algebren:

p-Darstellungen von L «+ L-p-Moduln
—  %,(L)-Moduln
« Darstellungen von %,(L)

Eine Darstellung ist genau dann treu, wenn der Annihilator des zugehorigen Moduls
nur die Null enhiilt.

(1.5) Beispiel
1. Sei L eine Lie-Algebra iiber dem Korper K. Dann ist K ein L-Modul mit zu-
gehoriger Darstellung ¢ : L — K, a +— 0. Falls nun char(K) = p und L eine
Lie-p-Algebra ist, dann ist diese Darstellung ¢ eine p-Darstellung und K ein
p-Modul. Man nennt die Darstellung ¢ die triviale Darstellung von L. Der zu-
gehorige Modul heil3t trivialer Modul von L.

2. Sei L eine Lie-Algebra. Dann ist ad : L — Endg (L), x — ad(x) eine Darstellung,
die adjungierte Darstellung von L. Der zugehorige Modul heiflt adjungierter
Modul von L.

Die Ideale von L sind genau die Untermoduln der adjungierten Darstellung von L. Also
ist eine Lie-Algebra L genau dann einfach, wenn ihr adjungierter Modul einfach ist.

(1.6) Definition
1. Ein L-Modul V heif3t projektiv, falls er ein direkter Summand des adjungierten
Moduls ist.

2. Ein L-Modul V heifit zerlegbar, wenn er durch V = W; & W, mit L-Moduln
W1 # 0 und W, # 0 dargestellt werden kann; sonst heifit er unzerlegbar.

(1.7) Definition

Sei L = @j__, L; graduiert mit r,s > 1. Die Graduierung von L heif}t zuléissig, wenn

L_,=Cp(L_y) ist.

Haben wir eine graduierte Lie-Algebra, deren Graduierung zuldssig ist, konnen wir
die Einfachheit mit dem folgenden Satz III.(1.9) beweisen. Hierfiir definieren wir
Lt =@ L,L = @-! L, Folgende Eigenschaften sind niitzlich:

i=—r
(gl) Firalle i > 0und x € L;\{0} existiert ein y € L_; mit [x,y] # 0.
(g2) Fiiri < Oist L; = (L_1)~' das (—i)-te Glied der Zentralreihe, vergleiche I1.(1.5).
(g3) L_; istein treuer einfacher Ly-Modul.

(g4) Firalle i < 0und x € L;\{0} existiert ein j > 0 mit [x,L;] # 0.
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Sei L eine Lie-Algebra und V ein Untervektorraum von L. Wir bezeichnen mit %/ (L) -V
das von V erzeugte Ideal in L.

(1.8) Theorem
Sei L = @j__,L; eine graduierte Lie-Algebra mit den Eigenschaften (gl)-(g4) und

r,s > 0. Dann ist L halbeinfach und Iy, := % (L) - L_; ist das einzige minimale Ideal
in L.

Beweis.  Sei J # 0 ein Ideal von L. Setzen wir

Jii=({+ Y L)NL;,
k<i

fir —r <i <s,dannist [J;,L;] C Jiy fiir —r <i+ j <s. Wir suchen nun ein & > 0 mit
Ji #0.

Fiir x # 0 € J existieren x; € L; fiir alle —r <i < s mitx = Y7 _ x;. Definieren wir
[ :=max{i | x; # 0}, so gilt 0 # x; :x—Zﬁ;l_rx,- € J;. Ist ] > 0, so haben wir ein k := [
mit J; # 0 gefunden.

Im Falle [ < 0 gibt es wegen (g4) ein j; > 0, so dass [J;,Lj,] # O ist, und somit ist
Ji+j, #0.Ist [+ j; > 0, so haben wir ein k = [+ j; > 0mit J; # 0. Ist [+ j; <0, so exis-
tiertein j, > 0 mitJ;y j 4, 7# 0. Nachdem wir diesen Schritt oft genug durchgefiihrt ha-
ben (weniger als [ Schritte wegen j; > O fiir alle i), erhalten wirk =1+ j1 + j»+... >0
mit J; # 0.

Damit existiert fiir dieses k > 0 ein 0 # x € J;.. Wegen (g1) existiert dazu einy € L_
mit 0 # [x,y] € Jy_1. Damit ist J;_; # 0. Fiihre diesen Schritt k 4+ 1-mal durch, dann
erhalten wir J_; # 0.

Die Menge J_ ist ein Lyp-Untermodul von L_. Es folgt

Joi=L 1=+ Z Ly)NL_
k<—1

mit (g3). Also ist L_; eine Teilmenge von J 4} ;- _; L. Aus (g2) und Induktion folgt
dann L_; CJ+Y ;L fiiralle 1 <i<r,dennes ist

L i=[LLa]CU, L]+ Y [LoLa]ST+ Y L

k<—i k<—i—1

firallel <i<r-—1.

Zeige per vollstiandiger Induktion nach i, dass L; C J fiir alle —r < i < s gilt. Nach
obiger Uberlegung gilt L_, CJ. Istnun —r <[ <sund L; C J fiiralle —r <i < [, dann
istauch L; CJ+Y,,L; CJ. Also ist L_; eine Teilmenge von J beziehungsweise
% (L)-L_; CJ.Folglich liegt % (L) - L_; in jedem echten Ideal von L.

Wir zeigen nun, dass L halbeinfach ist. Dazu setzen wir [ := %/ (L) - L_;. Wegen
(gl) ist [L1,L_1] # 0 und [Ly,L_1] CINLy. Der Lop-Modul [/ N Ly,L_] ist wegen
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(g1) nicht-trivial und stimmt wegen (g3) mit L_; iiberein. Deswegen ist L_; C I(?)
und I = % (L) - L, C 1. Fiir das minimale Ideal gilt also 7 = I®) und dieses ist
somit nicht auflgsbar. Folglich ist das maximale auflosbare Ideal rad(L) = 0 und L
halbeinfach. Q

(1.9) Theorem (Einfachheitssatz)

Sei L = @;__, L; eine endlich-dimensionale zulissig graduierte Lie-Algebra, so dass

die folgenden fiinf Bedingungen erfiillt sind:
1. s,r>1,
2. C(LT) C Yi>1 L,
3. L_ ist ein einfacher Ly-Modul,
4. Li=[L_1,Li+ ] tiiralle —r < i <s—1 und
5. Ly = [Lo, L.
Dann ist L einfach.
Beweis.  Fiir den Beweis benotigen wir die Eigenschaften (g1)-(g4) von Seite 39:
(gl) Seii>0und x € L; mit [x,y] = 0 fiir alle y € L_;. Dann ist
xeC(Ly)NLi=L_,NL;=0
wegen der Zuldssigkeit der Graduierung.
(g2) Die Aussage folgt aus 4. per Induktion.

(g3) Wegen 3. brauchen wir nur zu zeigen, dass L_ treu ist. Dieses folgt aber direkt
aus der Zuldssigkeit der Graduierung.

(g4) Seii < Oundx € L;\{0} mit [x,L;] =0 fiir alle j > 0. Wegen 2. ist i = —1. Sei
V =Cp_,(L"). Betrachte x € Ly, y € V und z € L*. Dann ist [z,x] € L1 und es
gilt

(b, y],2] = =y, 2], 4] = [[z,4],y] = =[0,4] =0 = 0.
Damit ist V ein nicht-trivialer Lo-Untermodul von L_1, also V = L_. Es folgt
Lt C Cr(L-;). Dieses widerspricht der Zulissigkeit der Graduierung und die
geforderte Eigenschaft folgt.

Wegen Theorem II1.(1.8) ist % (L) - L damit das einzige minimale Ideal in L. Wir
erhalten Lo = [Ly,L_;] C% (L)-L_; wegens > 0. Mit 5. ist Ly = [Ly,Lo] C % (L)-L_;
und mit 4. und Iteration erhalten wir L; = [L_y,Li+1] € % (L) - L_; fir alle
—r<i<s—1.Somitist L= % (L)-L_; und einfach. a
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(1.10) Definition

Sei L = @<z Ly eine graduierte Lie-Algebra und V ein Modul von L. Jede Zerlegung
V = @yc7 Vi in eine direkte Summe von Unterrdumen mit L;.V; C Vyy; fiir alle k,i € Z
heif3t Graduierung von V.

I11.2 Der Duale Modul

Seien L eine Lie-Algebra liber dem Korper K, sowie V und W Moduln von L. Man
kann den Vektorraum der Homomorphismen von V nach W als Modul auffassen.

(2.1) Proposition

Der Vektorraum Homg(V,W) der Homomorphismen von V nach W erhilt eine
L-Modulstruktur via (x.f)(v) = x.f(v) — f(x.v) fiir x € L, f € Homg(V,W) und
v € V. Ist L eine Lie-p-Algebra und sind V und W p-Moduln, so erhalten wir eine
Lie-p-Modulstruktur.

Beweis.  Wir zeigen [x,y].f = x.(y.f) —y.(x.f). Sei v € V, dann gilt

(. 0N)) — 0o

= (1 N)) = () ) — (e F) )+ (1) )

= xy.f(v) =x.f(y.v) —y.f(xv)+ fyxv) —yx.f(v)
+y.f(xv) +x. f(y.v) — f(xy.v)

= xy.f(0) =yxf(v) = f((xy =yx).v)

= [yl f) = f(lxly)

= (1))

Im Falle einer Lie-p-Algebra haben wir Lie-p-Moduln und der Korper K hat die Cha-
rakteristik p. Seien @ respektive y die p-Darstellungen zu V und W. Dann ist die
Darstellung ® auf Homg (V, W) definiert durch

D) (f)(v) = (2. )(v) =x.f(v) = f(xv) = W) (f (V) = flo(x)(v)),

firx € L,v €V und f € Homg(V,W). Dann gilt

(") (f)(v) = WP (F(v) = FloGP) (1) = W) (F(v) = f(9(x)"(v))-

Zeige per vollstandiger Induktion fiir 2 < n € N, dass
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ist. Fiir n = 1 gilt ®(x)(f)(v) = y(x)(f(v)) — f(¢(x)(v)). Sei nun die Behauptung fiir
beliebiges aber festes n € N wahr. Dann ist

20 (10) = (51 (] ) o))

_ i<_1>i(”‘j l)wx)"“—f(f«p(x)"(v)))
) (F(0) + (— 1) (o)™ (1)
_ Z<_1>z‘(”j1)w<x>"+1-f<f<<p<x>"<v>>>

und die Behauptung ist bewiesen. Dann gilt wegen p | (¥) firalle 1 <i< p—1
ptung g g i

D(x)? (f)(v) = W) (f() = F(0(x)7 (v)) = D) () (v),
also ist @ eine p-Darstellung und Homg (V, W) ein p-Modul. Q

(2.2) Proposition
Sei L = ¢y Lk graduiert undV = @z Vi, W = @<z Wi endlich-dimensionale gra-
duierte Moduln von L. Dann ist Homg (V,W) graduiert durch

Homg (VW) :={ f | f(Vi) CW,yy fiirallei € Z }.
Beweis.  Seien x € L und f € Homg (V,W ), v € V;. Dann ist
() V) =x.f(v) = f(xv) € x Wi+ f(Vir) C Wi

und somit x.f € Homg(V,W); «. Fiir die Projektion pr; auf V; (beziehungsweise
W;) ist wegen der endlichen Dimension beider Moduln die Identitit eine end-
liche Summe: id = },;pr;. Deswegen gilt f =}, ;pr;o fopr; Fir v € Vi ist
pr;o fopr;(v) = dpr;(f(v)) € Witk—j. Also ist pr;o fopr; € Homg(V,W);—,
woraus Homg (V,W) = Y, c Homg (V, W), folgt. Trivialerweise ist die Summe direkt.
Q
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Wenn man fiir W den Korper K wihlt (siehe I11.(1.5) 1.), erhdlt man den dualen Modul.

(2.3) Definition
Wir bezeichnen V* := Hom(V, K) als den zu V dualen Modul von L.

(2.4) Beispiel
Der Modul V habe die Basis {vi,...,v,} und sei x € L und definiere a;; durch
X.vj = ):;le aj;v;. Dann ist die Matrixdarstellung von V gegeben durch

2 L — gl(n,K), x—~ A= (aij)1<i j<n-

Sei V* der zu V duale Modul und {v7},...,v;} die duale Basis von V, das heifit, es gilt
vi(vj) = §;;. Dann ist (ITI.(1.5) 1. in Verbindung mit ITL.(2.1))

n n
(xV])(vj) = xvi (vj) —vi(xv)) = —v;-k(z agjvg) = — Z akjvi (vi) = —ajj.
k=1 k=1

Damit ist x.v; = Y} —a;v;. Also ist die Matrixdarstellung von V* gegeben durch
2" L— gl(n,K),x— —A" = (—aji)1<i j<n-

Wir erhalten, dass der duale Modul ist genau dann einfach ist, wenn der urspriingliche
Modul einfach ist. Es gilt auBerdem V = (V*)*.

(2.5) Beispiel

Seien K = Fp, L =W(2,1) und {xi,...,xg} eine Basis von L. Dann hat L eine drei-
dimensionale Matrixdarstellung 2 mit dualer Matrixdarstellung 2 *. Mithilfe von
GAP [GAPO7] iiberpriiften wir die Aquivalenz zu 2" und erhielten 2" % 2°*. Also
ist diese Darstellung nicht selbstdual. Fiir eine Veranschaulichung von I11.(2.4) siehe
folgende Tabelle III.1.
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X1 X2 X3 X4
v
1 1
VA :
1
X5 X6 X7 X8
1 . 1
VA . 1
1
A 1

Tabelle III.1: Ein Modul von W (2, 1) iiber einem Korper der Charakteristik 2 und sein

dualer Modul
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III.3 Berechnung aller einfachen p-Moduln

In diesem Abschnitt mochten wir eine Methode, alle einfachen p-Moduln zu berech-
nen, vorstellen. Wir folgen hier [FK98].
Sei F ein Korper der Charakteristik char(F) = p > 0 und A eine assoziative F-Algebra.

(3.1) Definition
Seien V,W zwei Moduln von A. Dann ist V @ W ein A ® A-Modul via

(a®Db)(vew) = (av)® (bw)

firallea,bc A,v e V,w &€ W. Der so erhaltene Modul V @ W heiit das Tensorprodukt
von V und W in A.

(3.2) Bezeichnung
1. Die maximale Léange einer strikt absteigenden Kette A =102 10 2 ... 21, =0
von zweiseitigen Idealen von A bezeichnen wir mit d(A). Existiert das Maximum
nicht, so setzen wir d(A) = oo.

2. Sei P ein projektiver unzerlegbarer A-Modul. Bezeichne mit s(A) die maximale
Zahl t, so dass @' P im reguliren A-Modul als direkter Summand vorkommit.

3. Sei V ein A-Modul. Wir schreiben V¥/ =V ®...®V (j-mal) und definieren
n .
Th(V) = EBV@U firallen e N
j=1
beziehungsweise

n
Tma(V)= @ V firallen>m > 0.
j=m+1

Angenommen A ist eine Bialgebra. Seien V, W A-Moduln. Dann wird V ® W zu einem
A-Modul via A, also
a.(veaw)=Ala)(vew). (*)

Also ist .7, ,(V) ein A-Modul fiir alle n > m > 0.

(3.3) Lemma
Sei H eine Hopf-Algebra, sowie V und W H-Moduln.

1. Setzen wir Iy := Anng (V) beziehungsweise Iy := Anng (W), dann gilt

AHH[.I@H(V@W) =lyQHDHRIy.
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2. IstI C H mit A(I) C Anngeu(V @W), dann gilt I C Anng(VQW).

Beweis.

1. Seix®y € Anngey(V @ W). Dann ist
(x®y).(vew)=(xveyw)=0

fiir alle v € V und w € W. Falls also ein x € H mit x.v # 0 existiert, ist yw =0
fiir alle y € H und umgekehrt, das heiit, esist x@y e Iy  H S H Q Iy .

Ist umgekehrt x@y e ly SHOH Qly, soist x®y =aR@u+z®@b mit a € Iy,
belyundu,z€ H. Dann gilt fiiralleve Vundw e W

(x@y).(vew)=(av)® (uw)+(z.v)® (b.w) =0.

2. Seix €1, dann ist A(x) € Anngeu(V @ W). Es gilt also
x.(veaw)=Ax)(vew) =0

fiir alle v € V und w € W und damit x € Anng(V @ W).

(3.4) Lemma
Sei H eine Hopf-Algebra mit d(H) < oo und sei V ein H-Modul. Setzen wir
I = Anng (T n(V)), dann ist Iy, 1y = I, » fiir alle r € N und fiirn—m > d(H).

Beweis.  Sei m € Ny beliebig, aber fest gewihlt. Wir behaupten zunichst, dass falls
L1 = L fiir ein n € N gilt, dann ist I, .+ = I, ,, fiir alle r € N. Wir beweisen diese
Behauptung durch Induktion nach r. Fiir r = 1 haben wir die Behauptung angenom-
men. Sei nun also die Behauptung wahr fiir ein 7, also 1, 4 = Ly . Es ist

ym,nﬂ(v) = %,err(V) D ym+r,n+r(v) = %,mﬂ(v) D (%n(v) ® V®r>-

Damit gilt I, +r = Anng (F, 4 (V) @ VE") N1y v und nach der Anwendung des Ko-
produkts und wegen II1.(3.3) 1.

Anngop(Tpa(V)@VE)

= Ipa®H+H®Anng (V®")
= Ipn+1 ®H +H® Anng (V)
Anngen (T (V)@VE).

A(Im,n—l—r)

N
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Es folgt mit II1.(3.3)

Im,n+r - AnnH(%,n—H (V) ® V®r) mIm,m—i—r
= Ay ((Znni1 (V) @V © Tmir(V))
= Ay ((Tnnir+1(V)) = Inptri1-

Es gilt auBerdem I, 1 = ;l;rn L Anng (VE) D ﬂ?i;;ll Anng (V®)) = Ly i1 und
damit die Gleichheit. Damit haben wir die Behauptung durch Induktion bewiesen.

Es gilt Ly m 2 Lnmt1 2 Imm+2 2 - ... Da eine strikt absteigende Kette von zweiseitigen
Idealen hochstens die Linge d(A) haben kann, muss ein t < d(A) mit Iy jmir+1 = Inm+s
existieren. Dann folgt aus dem obigen, dass L,y 14 = Iy m+, fiir alle r € N ist. Insbe-

sondere erhalten wir fiir jedes n mit n —m > d(A)

Im7n+r: m,n VreN.

Fiir m = 0 lautet dieses Lemma:
Anng (T,(V)) = Anng ( Ty (V) V> d(H).

(3.5) Definition
1. Sei L eine Lie-Algebra und V ein L-Modul. Dann hat L x V eine natiirliche Lie-
Algebren-Struktur mit V' als abelschem Ideal:

[(x,v), y,w)] := ([x,y],xw—yv), x,y €L, vyw € V.

Man nennt L x V zusammen mit dieser Strukture das semidirekte Produkt von
V und L.

2. Seien L1, Ly, L3 Lie-Algebren. Eine kurze exakte Sequenz ist gegeben durch
0—L, L1, 5 1,—0,

wobei f ein Lie-Algebren-Monomorphismus, g ein Lie-Algebren-Epimorphismus
mit Bild(f) = Kern(g) sei.

Bei einer kurzen exakten Sequenz kann man sich L als Lie-Unteralgebra von L, und
L3 als den Quotienten L, /L; vorstellen.

(3.6) Lemma (Splitting-Lemma)

Die Lie-Algebra L, ist genau dann das semidirekte Produkt von L; und Lz, wenn
die obige kurze exakte Sequenz spaltet, also ein Lie-Algebren-Homomorphismus
t:Ly — Ly mitto f =idy, oder ein Lie-Algebren-Homomorphismus u : L3y — Ly mit
gou = idy, existiert.
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(3.7) Bemerkung

Zur Definition der injektiven Hiille betrachten wir einen Modul V einer Algebra A.
Ein Modul ist injektiv, falls jede kurze exakte Sequenz 0 -V — M — N — 0 von
A-Moduln spaltet. Eine wesentliche Erweiterung (essential extension) von V ist ein
A-Modul M mit V C M, so dass alle nicht-trivialen Untermoduln N von M einen nicht-
trivialen Schnitt mit V haben. Insgesamt ist nun die injektive Hiille M/ des Moduls V
eine injektive wesentliche Erweiterung von V.

(3.8) Proposition
Ist A eine endlich-dimensionale Hopf-Algebra und M ein treuer A-Modul, so ist jeder
projektive unzerlegbare A-Modul isomorph zu einem direkten Summanden von M.

Beweis.  Da A artinsch ist, folgt, dass jeder projektive A-Modul isomorph zu einer
direkten Summe von projektiven unzerlegbaren Untermoduln des regulidren A-Moduls
ist (siche [AF92, Theorem 28.14]). Sei P ein projektiver unzerlegbarer A-Modul.
Dann konnen wir annehmen, dass P ein Untermodul des regulidren Moduls ist. Die
Hopf-Algebra A ist endlich-dimensional, das heif}t, P ist ein injektiver (Jeder projekti-
ve Modul einer noetherschen Hopf-Algebra ist nach [Rot79, Theorem 4.37] injektiv.),
unzerlegbarer A-Modul und deswegen ist er die injektive Hiille eines einfachen
A-Untermoduls L von P. Insbesondere ist L ein minimales Links-Ideal von A. Da M
treu ist, existiert ein m € M mit L-m # 0. Betrachte die Abbildung

P—-PMCM, a—am

und nehme an, dass sein Kern Annp(m) # 0 ist. Da P als injektive Hiille des Mo-
duls L eine wesentliche Erweiterung von L und Annp(m) ein nichtrivialer Untermodul
von P ist, erhalten wir 0 # LN Annp(m) C L. Wegen der Minimalitdt von L gilt al-
so LN Annp(m) = L. Das heift, es gilt L C Annp(m), welches L-m # 0 widerspricht.
Deshalb haben wir einen A-Modul-Homomorphismus P < M und da P injektiv ist,
spaltet jede kurze exakte Sequenz

O—P—-M—-N—O0

von A-Moduln. Folglich ist P isomorph zu einem direkten Summanden von M. Q

Sei L eine endlich-dimensionale Lie-p-Algebra iiber ' und %,,(L) die p-Einhiillende
Algebra von L. Dann ist dimp%,(L) = p®™L. Sei %,(L)" = Kern(€) mit € wie in
Beispiel I1.(5.3) und bezeichne mit Irr, (L) die Menge der einfachen L-p-Moduln.

(3.9) Proposition
Ein Untervektorraum I von %,(L) ist genau dann ein Hopf-Ideal, wenn es ein p-Ideal
i in L mit] = %,(L)-%,(i)" gibt (vergleiche Definition IL.(5.5)).
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Beweis.  Der Untervektorraum / ist genau dann ein Hopf-Ideal von %),(L), wenn
eine Hopf-Algebra H und ein Hopf-Algebren-Epimorphismus w : %,(L) — H
mit / = Kern(r) existieren. Setze h := m(L). Es ist klar, dass ® : L — P(H) ein
p-Homomorphismus ist (Bemerkung I1.(5.7) 2., sowie I1.(5.4)). Also ist & eine Lie-p-
Algebra als p-Unteralgebra von P(H). AuBlerdem ist i := Kern (x| ) ein p-Ideal von L
und wir haben

h~L/i

als Lie-p-Algebren. Es gilt P(%,(L)) = L (sieche Bemerkung II.(5.4)) und wir erhalten
h=mn(L) =n(P(%,(L))) € P(H).
%p,(L) wird von L als Algebra erzeugt, also gilt
H = 1(%),(L)) = algy ((L)) = algy () C alg, (P(H)) C H.
Damit ist H = %,(P(H)) = %,(h) (Bemerkung II.(5.7) 1.) und wir erhalten
Up(h) = H = Up(L)I.

Zeige nun, dass I = %,(L)- %,(i)" ist. Nach Definition II.(4.1) existiert zu &t|, : L — h
eine eindeutige Fortsetzung &t : %, (L) — %,(h) = H mit Tt = x|  o.

] T

Up(L) —= Up(h

Mit 7y, ist auch & surjektiv. Es ist klar, dass %),(L) -i C Kern(T) gilt. Sei x1,...,x; eine
Basis von L (I = dimpL), wobei xg4 1,...,x; eine Basis vonisei (I —k = dlmpz). Setzen
wir m:= (p—1,...,p—1) € N/, so kann man ein Element x € Kern#t schreiben als
X = Y 0<p<manx" mit der Schreibweise aus I1.(5.4) und wegen I1.(4.2). Ist n; > O fiir
eini > k+1,soistx" € %,(L)-iund &(x") = 0. Es gilt also

0="x(x)= Z anT(x Z a,T
0<n<m 0<n<m’
firm' := (p—1,...,p—1,0,...,0) € N* x {0} =% Weil |1 (x1), ..., 7| (x) eine Basis
von h bilden, bilden x" mit 0 < n < m’ eine Basis von %p(h). Sie sind also linear
unabhingig und damit gilt a, = 0 fiir alle 0 < n < m’. Wir erhalten x € %,,(L) -i und
damit Kern(7t) = %, (L) - i und es folgt

Un(h) = Uy (L)) 2 L) -i
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Wegen i C Kern(g) ist %,(L) -i = %,(L) - %,(i)". Fiir die Dimensionen gilt somit
dimpl = dimp%, (L) -i = dimp%,(L) - %, (i)".

Also ist I = U,(L) - Uy (i)™.

Nun zeigen wir die umgekehrte Richtung. Da i ein p-lIdeal von L ist, ist die
Menge Iy := %,(L)%,(i)* ein Ideal von %,(L). Damit ist i eine Teilmen-
ge von AN (%,(L)®1Iy+Iy®%,(L)). Die Abbildung A ist ein F-Algebren-
Homomorphismus, deswegen ist letzteres ein Ideal von %,(L). Aber i erzeugt
lo = %,(L)-i als 1deal, das heiBt, Iy C A~ (%, (L) ® Iy + I ® %,(L) und, wenn wir A
anwenden, folgt

A(ly) C %p(L) QI+1h® %p(L).

Genauso bekommen wir S(Iy) C Iy. Es ist klar, dass I in Kern(¢) liegt. Also ist [ ein
Hopf-Ideal von %,(L). Q

(3.10) Korollar
Sei M ein L-p-Modul. Genau dann ist M ein treuer p-Modul, wenn Anﬂaz/p(L) (M) kein
Hopf-Ideal # 0 enthalt.

Beweis.  Wir beweisen das Korollar mit Proposition 1I1.(3.9).

Fiir ein Hopf-Ideal / C Anny, (1)(M) existiert ein p-Ideal i mit [ = %, (L) - %,(i)*. Mit
I #0istauch i # 0. Dannist 0 # i C INL C Anng (M), also der Modul nicht treu.

Sei der Modul M nicht treu. Da 0 # Anng (M) ein p-Ideal ist, ist die Menge
Up(L) - Up(Anng(M))" # 0 ein Hopf-Ideal in Anng, ;) (M). a

(3.11) Theorem
SeiV ein treuer L-p-Modul. Dann gilt: Jeder projektive unzerlegbare %,(L)-Modul ist
isomorph zu einem direkten Summanden von V®" fiirein 1 <n < d(%,(L)).

Beweis.  Zusitzlich zu [FK98] folgen wir hier [Rie67, Theorem 1].
Fiir M := y(4,,(1))(V) ist der Annihilator 7 := Anny, (1) (M) ein Ideal in %},(L). Es ist

d(%y(L)) .
I = m Ann%(L) (V®J) C Ann%p(L) (V)
j=1

Wenn wir zeigen, dass I ein Hopf-Ideal ist, dann ist / = 0 und der Modul M treu nach
111.(3.10). Wegen I11.(3.3) 1. ist I ® %, (L) & %p(L) ® I = Anny, (1)x2,1) (M @M) und
wir brauchen nur A(Z) C Anny, ()54, 1) (M ® M) zu zeigen. Es gilt

MM = EB (Vj ® Vk).
1<j,k<d(%,(L))
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Also ist

Anny, (o, ) (M OM) = N Ay es,w V@V
1<jk<d(%p(L))

Nach I11.(3.3) 2. gilt fir alle 1 < j,k <d(%,(L))

A*l(Ann%(L)@%p(L)(V@j ®V®k)) = Anng, (1) (V®(j+k))‘

Wegen I = ﬂ?(jf”(m) Anng, 1y (V) istIin A~ (Anng, (1)sz, ) (VS @ V) fiir alle
1 < j+k <d(%p,(L)) mit enthalten und wegen II1.(3.4) auch fiir 1 < j,k <d(%,(L)).
Damit ist A(/) C I ® %,(L) ® %,(L) ® 1 und [ ist ein Hopf-Ideal (Jedes Ideal J einer
endlich-dimensionalen Hopf-Algebra H mit A(J) C J® H & H ®J ist ein Hopf-Ideal
nach [PQ95, Lemma 6].). Weil V treu ist, gilt / = 0 wegen I11.(3.10) und M ist treu.
Mit I11.(3.8) folgt die Behauptung. Q

(3.12) Korollar
Sei V ein treuer L-p-Modul. Dann ist jeder einfache L-p-Modul isomorph zu einem
Untermodul von V®" fiirein 1 <n < d(%,(L)).

Seien V1, V>, V3, W Moduln und
0—-Vi—=V—-V;—-0
eine kurze exakte Sequenz. Dann ist auch
0—-VieW—-=VveW—-=V;W —0

eine kurze exakte Sequenz. Diese Eigenschaft heifit Exaktheit des Tensorprodukts.

(3.13) Lemma

Sei . = {Vy,...,Vi} eine Menge von einfachen L-p-Moduln. Sei V| treu und alle
Kompositionsfaktoren von V; @ V; seien schon in .7 fiir alle 1 < i, j < k. Dann ist
& =1Irry(L).

Beweis.  Sei.7; fiir 1 <i<d(%,(L)) nun die Menge der Kompositionsfaktoren von

V! Nach II1.(3.12) ist
d(%(L))

U Si=TIm(L).

i=1
Zeige durch Induktion iiber i, dass .; C {V,..., Vi } fiir alle 1 <i < d(%,(L)) gilt.
Die Aussage ist trivial fiir i = 1. Betrachte W = V1®l und eine Kompositionsreihe

0=WsWI <M< .SW  <W=W=V7"
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Dann ist
0=WoVi <W VI <...<W_ 10V <W,®V, :V1®i+1

eine Filtrierung von V1®’+1. Ist nun M ein Kompositionsfaktor von W, dann existiert
eine kurze exakte Sequenz

O—-We1—=We—=M—0
fiir ein 1 < k < [. Wegen der Exaktheit des Tensor-Produkts ist auch
0—=We 10V = W@V = MRV, — 0,
eine kurze exakte Sequenz, das heif3t, es ist

We@V1)/ (Wi @V1) ZEM RV Z Wi /Wi @ V.

Wenn V ein Kompositionsfaktor von Vfwrl ist, dann ist er ein Kompositionsfaktor
von W ® V| und damit ein Kompositionsfaktor von W /W;_; ® V; fiir ein 1 < k <.
Nach Induktion ist Wy /W;_; isomorph zu einem Modul aus {Vj,...,V;} und nach

Voraussetzung gilt dies damit auch fiir alle Kompositionsfaktoren von Wy /W;_; ® V.
a

(3.14) Beispiel (Berechnung der einfachen Moduln von W (2,1))

Sei F ein Korper der Charakteristik 2 und V der adjungierte Modul von W (2, 1). Dann
ist V wegen Anny (5 1) (V) =Z(W(2,1)) = 0 treu. Das Tensorprodukt V @V hat bis auf
Isomorphie die folgenden Kompositionsfaktoren:

1. die triviale Darstellung

Zr:W(2,1) = F, x—0,
2. die beiden Darstellungen aus Beispiel II1.(1.5)
2 W(2,1) —gl(3,F)und 2 :W(2,1) — gl(3,F),
3. und die adjungierte Darstellung
Zad :W(2,1) — gl(8,F), x+— ad(x).

Diese Menge M :={ 2, 2", 2%, 2,4} hat die Eigenschaft aus Lemma III.(3.13). Da-
mit ist M = Irr,(W(2, 1)), die Menge aller irreduziblen p-Darstellungen von W (2, 1).
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I11.4 Die maximale Dimension der einfachen Moduln

Wir folgen hier [SF88] und geben einige Grundlagen der Ringtheorie. Sie werden
benotigt, um die maximale Dimension einfacher Moduln einer Lie-p-Algebra zu be-
stimmen. Sei dazu F ein Koper der Charakteristik p > 0.

(4.1) Bezeichnung
Im Folgenden werden wir die nachstehenden Bezeichnungen verwenden. Sei L eine
Lie-Algebra iiber dem Korper F.

e Sei L die p-Unter-(Lie-)Algebra von % (L), die von L erzeugt wird:

Li=algp({x" |x€L, neNo}) C%(L).

e Sei O(L) die F-Algebra, die von LNZ(% (L)) erzeugt wird.

(4.2) Definition
1. Sei R C S eine Ringerweiterung mit R C Z(S). Ein Element a € S heifit ganz
iiber R, wenn ein m € Nund r; € R fiir 0 <i <m — 1 existieren mit

A"+ rpy1d" N+ 4+ ria+ry=0.

2. Sei R C S eine Ringerweiterung mit R C Z(S). Der ganzen Abschluss von R in
S ist die Menge aller Elemente von S, die ganz tiber R sind:

Rg:={x €S | x ganz iiber R}.

3. Sei R ein Integrititsbereich mit Quotientenkorper K := Quot(R). Man nennt R
ganz abgeschlossen, falls jedes x € K, das ganz {iber R ist, schon in R liegt, das
heiBt, falls Rx = R gilt.

4. Fine Divisionsalgebra ist eine Algebra A {iber einem Korper K, die zugleich ein
Schiefkorper ist, das heif3t, jedes 0 # a € A ist eine Einheit.

(4.3) Theorem
Es sei dimp (L) = n < eo.

1. Es gibt einen Polynomring O; C O(L) in n Verdnderlichen, so dass % (L) ein
freier O1-Modul ist, dessen Rang eine p-Potenz ist.

2. 7 (L) ist ein noetherscher O(L)-Modul.

3. O(L) ist eine endlich erzeugte F -Algebra.
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Beweis.

1. Sei {eq,...,e,} eine Basis von L. Wegen ad(L) C gl(L) ist ad(L) endlich-
dimensional. Also existiert zu jedem 1 <i < n ein k; € N mit

k

ad(e;)”" € (ad(e)” |0< j <k )p.

Dann existieren a;; € F' mit

ad(e,-)pki = Z aijad(ei)pj.
J<ki

- J ki
/;,:11 aije’” und z; ;== e’ —v;. Wegen [z;,L] = 0 folgt

Setze v; :=).
z€Z(%(L)NLCO(L).

Esistv; € % (L)

(P41 (kanonische Filtrierung von % (L)). Nach [SF88, Lemma
1.9.7] ist
Bi={dlzell ey | smeNo, si<pl 1<i<n} (%)

eine F-Basis von %/ (L). Damit ist O = F[zy,...,z,] der gesuchte Polynomring.

2. Wegen Hilberts Basissatz ist O noethersch. Weil % (L) ein endlich erzeugter
O1-Modul ist, ist % (L) ein noetherscher O1-Modul. Also ist % (L) ein noether-
scher O(L)-Modul.

3. O(L) ist als endlich erzeugter Modul der endlich erzeugten Algebra O; endlich
erzeugt.

Q

Aus I11.(4.3) folgt, dass Z(% (L)) endlich erzeugter O1-Modul ist. Mit [Kun79, Korol-
lar I1.2.3] ist Z(% (L)) iiber O; eine ganze Ringerweiterung. Die Algebra O ist eine
Noether-Normalisierung von Z(% (L)) [Kun79, Definition I11.3.3] und »n die Krulldi-
mension von Z(% (L)) [Kun79, Satz I1.3.4, Definition I1.1.3].

Die Algebra Oy hingt von der Wahl der Basis von L ab. Falls L eine Lie-p-Algebra ist,

konnen wir k; = p und v; = el[p } fiir 1 <i <n setzen. In diesem Fall erhalten wir eine

Definition, die unabhingig von der Wahl der Basis ist:

01 = 01(L) = algp({x" —x” | x € L}).
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(4.4) Theorem
Sei L eine Lie-p-Algebra.

1. Die Algebra O(L) wird von O1(L)UZ(L) erzeugt.

2. IstdimpL =n, dannist O(L) ein Polynomring inn Variablen und % (L) ein freier
O(L)-Modul vom Rang pdimrL/Z(L)

3. O(L) ist ganz abgeschlossen.

4. Fiir eine Basis {ey,...,e,} vonList{e]'---ei | 0<s; <p—1,1<i<n} eine
Basis tiir 7/ (L) iiber O1(L).

Beweris.
1. Fiir x € L ist wegen der Lie-p-Algebra-Eigenschaft [x[?) — x? L] = 0. Also ist
xPl—xP e Z(w (L))nE C O(L)

fiir alle x € L. Damit gilt O (L) UZ(L) C O(L) und die von O (L)UZ(L) erzeugte
Algebra ist eine Teilmenge von O(L).

Umgekehrt: Wir zeigen per vollstdndiger Induktion nach k
X —xlPf e O1(L) Vxe L, ke Ny

gilt, wobei [p]* = [p]o...o[p] (k-mal) ist. Die Aussage ist klar fiir k = 0, 1. Ist

nun k € N beliebig, aber fest gewihlt mit x”' — (x[p}k) € 0(L) fiir alle x € L,
dann gilt

k

+1 k+1
[ AR )

= (x? —xlPP* 4 (xlPP* — (xlPHPF e oy (L) vx e L
und die Behauptung folgt. Damit gilt zunéchst
LCO(L)+L
und folglich auch
LNZ(% (L)) C (01(L)+L)NZ(%(L)).
Seienx € O1(L) CZ(% (L)), y€ Lund z € L C % (L). Dann gilt
(x+y)z=z(x+y) S xz+yz=x+zy =x2+2y & yz =2).

Damit ist LN Z(% (L)) € O1(L) + Z(L) und O(L) eine Teilmenge der von
O1(L)UZ(L) erzeugten Algebra.
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2. Sei{gi,...,g:} eine Basis fiir Z(L) und {g1,...,g,} eine Basis fiir L. Wir setzen
zi:=gifirl <i<trund gz ::gf’—gl[p} firr+1 <i<n.Dann ist

F[Zlv"' JZH] g O(L)
ein Polynomring und Z(L) C F|zy,...,za). Es gilt 2’ = g’ € Flzy,...,2,) und
Zl[-p} = gl[p} € Z(L) (wegen z; € Z(L)) fiir 1 <i <t. Da damit

gf’—gl[-p} €Fz1,...,zu] +Z(L)

fir 1 <i<tist, gilt Oy(L) C F[zi,...,2,] und wegen 1. folgt

O(L) =F|z1,...,zn]
Mit [SF88, Lemma 1.9.7] erhalten wir eine Basis

n 5

{Il s/ l0<s;<p-1}
j=t+1

von % (L) iiber O(L). Also gilt rang )% (L) = p"~" = p¥imrL/Z(L),

3. Wegen 2. ist O(L) als Polynomring ein faktorieller Ring. Somit ist O(L) ganz
abgeschlossen.

4. Folgt aus (*) im Beweis von I11.(4.3) 1.
d

Auf einer Menge 0 # S C Z(% (L)), die abgeschlossen beziiglich der Multiplikation
ist (fiir alle 5,7 € Sist s-¢ € S), definieren wir eine Aquivalenzrelation durch

(s,a) ~ (t,b) < ta=sb

fir a,b € % (L) und s,t € S. Dann hat S~'% (L) := S x % (L)/ ~ eine Algebren-
Struktur. Wir setzen

Q(% (L)) := (Z(% (L))\{0}) "% (L).

Fiir Mengen 0 # S1 C Sp C Z(7% (L)) mit 0 € S, die abgeschlossen beziiglich der
Multiplikation sind, existiert eine kanonische Einbettung Sl_] (L) C S, Y% (L). Also
konnen wir 7/ (L) und jeden Quotientenkorper Q(R) fiir einen Teilring R von Z(% (L))
(der Ring R ist ein Integrititsbereich, weil % (L) nullteilerfrei ist) als Unteralgebra von
Q(% (L)) ansehen.
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(4.5) Theorem
1. Ist R ein Teilring von Z(% (L)), so dass % (L) ein endlich erzeugter R-Modul

ist, dann ist Q(% (L)) = (R\{0}) "' (L).
2. Q(% (L)) ist eine Divisionsalgebra.
Beweis.

1. Die universell einhiillende Algebra %/ (L) ist nach [Kun79, Korollar I1.2.3] ganz
tiber R, das heiBt, ein Element x € %/ (L) geniigt einer Gleichung

4 =0

fiir gewisse r; € R. Nach Lemma I1.(6.8) ist %/ (L) nullteilerfrei und wir konnen
annehmen, dass 7, 7 0 ist. Dann ist x in (R\{0})~'% (L) invertierbar und

x = ).

Insbesondere ist jedes Element aus Z(% (L))\{0} invertierbar in der Algebra
(R\{0}) "' (L) C Q(% (L)), welches die Gleichheit beweist.
2. Nach IIL.(4.3) 1. ist (L) ein endlich erzeugter Z(% (L))-Modul. Dann folgt

wie im Beweis von 1., dass jedes x € % (L) invertierbar ist.

Q

(4.6) Lemma
Es gilt Z(Q(% (L)) = Q(Z(% (L)))-
Beweis.  Die Inklusion Q(Z(% (L)) C Z(Q(% (L

))) ist klar wegen
c ac ca ¢
d

b'd bd db _d b
fir alle a/b € Q(% (L)) und ¢/d € Q(Z(% (L))).
Fiir x/y € Z(Q(% (L))) gilt

Wihlen wir a = 1, so folgt
X

—=—Vbe¥%(L
3 by €% (L),

alsoy € Z(% (L)). Wihlen wir b = 1, so folgt
T vaewnw),
y y

alsox € Z(7 (L)). Damit ist x/y € Q(Z(% (L))). Q
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(4.7) Korollar
1. Sei R C Z(% (L)) eine Unteralgebra. Der ganze Abschluss R von R in
O(R) C Q(% (L)) liegt in 7 (L)

2. Ist R C Z(% (L)) eine Unteralgebra mit Q(R) N % (L) = R, dann ist R ganz ab-
geschlossen.

3. Z(% (L)) ist ganz abgeschlossen.

Beweis.

1. Ist x € R, dann gibt es a; € R fiir 0 < i < n— 1 fiir ein n € N mit
S ta X +aix+ap=0.

Wegenx € Q(R) CQ(Z(% (L)) CZ(Q(% (L))) (Lemma IIL.(4.6)) ist die Alge-
bra B := Z;’:_()l % (L)x' eine Unteralgebra von Q(% (L)). Wir schreiben x = r/s
fiir r € Rund s € R\{0}. Dann ist

%(L)gzsg%%@)?

mit z:= s" € Z(% (L)). Wir betrachten die kanonische Filtrierung (% (L) 1) )i>0
von 7/ (L) und zeigen durch Induktion nach k, dass

BNU (L) = 2% (L) N% (L) g

fiir alle k > 0 ist. Es gilt zB = Y") % (L)r's"™ C s% (L). Falls zZBNF # 0 ist,
gilt wegen der kanonischen Filtrierung s € F und es folgt z7/ (L) N F # 0. Falls
7% (L)NF # 0 ist, gilt wegen der kanonischen Filtrierung z € F und es folgt
ZBNF #0. Sei nun zBN% (L)) = z% (L) N % (L) ) fiir ein beliebiges, aber
festes k > Ound a € zBN% (L) (kt-1)- Fir m > 1 erhalten wir

d" e "BC "'y (L).
Damit existieren u,, € % (L) mit a" = 7"~ 'u,,. Definieren wir
V% (L) — Ny, x = min{k [ x € % (L)},

so folgt aus dem Beweis von I1.(6.8) 2. v(xy) = v(x)v(y) fiir alle x,y € % (L).
Die Elemente a, z und u,, definieren homogene Elemente @ := a + % (L)y(q)-1>
=2+ U(L)v—1 und iy = ty + % (L)y(,)-1 der graduierten Alge-
bra gr(% (L)). Aus der Definition der Multiplikation in gr(% (L)) und aus
v(xy) = v(x)v(y) fiir alle x,y € % (L) folgt dann (@)™ = (Z)"™ 'd,y. Sei nun g ein
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Primfaktor von Z. Weil gr(%/ (L)) ein faktorieller Ring (I1.(6.8) 1.) ist, existieren
J,1 € Nmit . '
a1z ¢z, 4'|a, 4 ta
Es folgt
q(mfl)j | (Z)mfl, q(mfl)j+1 t (Z)mfl, qml | (@)™, qml+1 f@m.

Wegen ()"~ | (@)™ erhalten wir (m — 1) j < ml fiir alle m. Daraus folgt j < I,
das heifit, Z teilt @. Also existiert ein v € %/ (L) mit @ = zv und damit ista —zv €
% (L) x)- Wegen % (L) C B und a € zB folgt

a—zve %(L)(k) NzB,

nach Induktion ista —zv € z% (L)% (L) (x) und damit a € z% (L) N % (L) (j+1)»
wie gewiinscht. Damit ist % (L) = zB. Wir erhalten B = % (L), da % (L) null-
teilerfrei ist. Damit ist x € B C % (L).

2. Die Aussage folgt direkt aus 1.

3. Die Menge Z(% (L)) geniigt den Bedingungen aus 2.

(4.8) Definition

Sei A eine Divisionsalgebra iiber F und V ein A-Vektorraum. Eine Teilmenge
T C Enda(V) heiBt dicht in End(V), falls fiir jede endliche Menge {vy,...,v,} von
A-linear unabhingigen Elementen von V und jede Menge {wy,...,w,} CVein f€T
existiert mit f(v;) = w; fiiralle 1 <i <n.

(4.9) Theorem (Dichtheitssatz, Jacobson)
Sei @ : A — Endp (V) eine irreduzible Darstellung einer assoziativen Algebra A. Dann
ist A := Cgpq, (v)(Q(A)) eine Divisionsalgebra und ¢(A) ist dicht in Enda(V').

Wir betrachten den Fall dimp(V) < oo und F algebraisch abgeschlossen. Dann ist
A D F eine endlich-dimensionale K&rpererweiterung, also ist F = A. Damit folgt aus
dem Dichtheitssatz ¢(A) = Endr (V). Sei insbesondere ¢ : L — Endf (V) eine irredu-
zible Darstellung von L. Dann ist V endlich-dimensional. Falls ¢ : % (L) — Endg (V)
die eindeutige Erweiterung von ¢ ist, erhalten wir $(% (L)) = Endp (V).

Fiir eine assoziative F-Algebra A sei X(A) die Algebra, die von allen Rechts- und
Linksmultiplikationen erzeugt wird, das heif3t

X(A) = (lyrg|la€eA) C EndZ(A)(A).
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(4.10) Theorem (Artin-Whaples)
Es sei A eine einfache assoziative F-Algebra mit F = Z(A). Fiir F -linear unabhéingige
Elemente ay, . ..,a, existieren fi,..., fn € X(A) mit fi(a;) = §;; firalle 1 <i,j <n.

Beweis.  Die Algebra A ist ein (A )-Modul. Weil A einfach ist, ist es als % (A)-Modul
einfach. Sei f € Cgpap(4)(X(A)),a € A. Dann ist

fla) = (fola)(1) = (lao f)(1) = af(1)

und

fla) = (fora)(1) = (ra0 £)(1) = f(1)a,
wobei [, beziehungsweise r, die Rechts- beziehungsweise Linksmultiplikation mit a
bezeichne. Also haben wir f(1) € Z(A) = F und f € Fids = F. Aus dem Dichtheits-
satz II1.(4.9) folgt, dass ¥ (A) dicht in Endr(A) ist, das heilit, es existieren f € ((A)
mit fi(a;j) = §;j furalle 1 <i,j<n. Q

(4.11) Theorem
1. Es existiert ein m € N mit dlmQ(Z(%(L)))Q<OZ/ (L)) =p

2m

2. Sei F algebraisch abgeschlossen und ¢ : L — gl(V) eine irreduzible Darstellung.
Dann ist dimgV < p™.

3. Falls F algebraisch abgeschlossen ist, existiert ein einfacher L-Modul V mit
dimgpV = p™.

Beweis.

1. Weil Q(% (L)) eine Divisionsalgebra ist II1.(4.5), ist Z(Q(Z(L))) ein
Korper. Nach Lemma II1.(4.6) gilt Z(Q(# (L))) = Q(Z(% (L))). Die Zahl
dimgz(7 (1)))Q(% (L)) ist ein Quadrat nach [Pie82, 13.1 Corollary a].

Wegen II1.(4.3) existiert ein Polynomring O; C Z(% (L)), so dass % (L)
ein freier O;-Modul von p-Potenz-Rang p' ist. Damit ist Q(% (L)) ein
Q(01)-Vektorraum der Dimension p’ und es gilt

pl =dimgy(o,)Q(% (L)) = dimgz(4 (1)))Q(% (L)) - [Q(Z(% (L))) : Q(01)],
das heiBt, dimg 7% (1)))Q(% (L)) ist eine p-Potenz.
(Fiir eine Korpererweiterung L C K ist [L : K] := dimg/(L).)

2. Die Darstellung ¢ : L — gl(V) kann zu einer irreduziblen Darstellung
¢ : % (L) — Endp (V) erweitert werden. Da V endlich-dimensional ist, folgt aus
dem Dichtheitssatz 111.(4.9)

¢(% (L)) = Endr(V).
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Istx € % (L), dannist Q(Z(% (L)))|x] ein Teilkorper von Q(% (L)), welcher den
Grad < p™iiber Q(Z(% (L))) hat. Wegen I11.(4.7) ist Z(% (L)) ganz abgeschlos-
sen und aus [SF88, Lemma 6.5.2(2)] angewendet auf Z(%/ (L)) und Z(% (L))|x]
folgt, dass das Minimalpolynom f; von x iiber Q(Z(% (L))) Koeffizienten in
Z(% (L)) hat. Da 'V einfach und F algebraisch abgeschlossen ist, ist

O(Z(% (L) € Z(9(% (L)) = Z(Endp(V)) = Fidy

und damit gilt $(Z(% (L))) = Fidy. Also erfiillt $(x) ein Polynom vom Grad
deg f, < p™ iiber F.

Sei nun f € Endp(V). Dann existiert ein x € %/ (L) mit ¢(x) = f und f hat ein
Minimalpolynom vom Grad < p™. Daraus folgt dimg (V) < p™.

. Sei {e1,...,e,m} C % (L) eine Basis von Q(% (L)) tiber Q(Z(% (L))). Wegen

1IL(4.10) gibtes fi, ..., f,n € X(Q(% (L))) mit
file;) =8; Y 1<i,j<p™™.

Wegen I11.(4.5) mit R = Oy ist Q(% (L)) = (0:\{0})~'% (L). Durch Mul-
tiplikation mit den Nennern erhalten wir gi,...,g,2m € X(% (L)), sowie ein
o € 01\{0} mit g;(e;) = ad;; fiiralle 1 <4, j < p>™. Weil der Schnitt aller maxi-
malen Ideale des Polynomrings O trivial ist, gibt es ein maximales Ideal M von
O1 mit o0 ¢ M. Wegen der ,Going-Up*-Eigenschaft [SF88, Corollary 6.3.4(2)]

existiert ein maximales Ideal M’ (maximal als zweiseitiges Ideal) von % (L),
2m
so dass M’ N O; = M. Seien Fly...,rpm € F, so dass die Summe Z?erjej

in M’ liegt. Wegen g; € x(% (L)) gilt g;(M') C M’ fiir alle 1 < i,j < p*.
Folglich ist r;o = g,-(Z?: riej) € M'N Oy = M fiir alle 1 < i,j < p*™. Wir
erhalten r; = O fiir alle 1 < i < p*", sowie dimp% (L)/M' > p*". Da % (L) /M’
endlich-dimensional und einfache F-Algebra (M’ maximal als zweiseitiges

Ideal in % (L)) ist, existiert ein einfacher % (L)-Modul der Dimension > p*”.
Mit 2. folgt die Behauptung.

Q

(4.12) Korollar
Sei F algebraisch abgeschlossen und L eine Lie-p-Algebra.

LdimpL/Z(L)

1. Fiir eine irreduzible Darstellung ¢ : L — gl(V) ist dimgV < p2 :

2. Gilt Z(% (L)) = O(L), so existiert ein einfacher L-Modul V der Dimension

dimpV = p%dimFL/Z(L).
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Beweis.

1. Die Behauptung folgt wie im Beweis von Theorem III.(4.11): Wegen
III.(4.4) ist O(L) ein Polynomring in dimpL Unbestimmten und %/ (L) ist
ein freier O(L)-Modul vom Rang pdimrL/Z(L)  Folglich ist Q(% (L)) ein
Q(O(L))-Vektorraum der Dimension pm#L/Z(L) ynd

pimr 20 = dimg o) Q(% (L))
= dimgz(# 1))Q(% (L)) - [Q(Z(% (L))) : Q(O(L))],

das heiBt, es ist dimgz(7 (1)) (% (L)) < p?" mit m < JdimpL/Z(L).

2. Sei O(L) = Z(% (L)). Dann ist Q(Z(% (L))) = Q(O(L)). Wir erhalten mit
[0(z(% (L)) : Q(O(L))] = 1, dass fiir das m in IIL.(4.11) m = JdimpL/Z(L)
gilt.

Q

(4.13) Beispiel

Es ist Z(W(2,1)) = 0 und dimgW(2,1) = 2p?. Damit kann es nur einfache Moduln
der Dimension < pp2 geben. Fiir den Fall p = 2, wie schon gesehen, ist die hochste
Dimension eines einfachen p-Moduls 8, sie ist kleiner als 16 = 222.

III.5 Die Chevalley-Eigenschaft

Wir mochten hier eine Eigenschaft des Tensor-Produkts von Moduln vorstellen und
folgen [Mol81].

(5.1) Definition

Sei F ein Korper der Charakteristik char(F) = p > 0 und A eine endlich-dimensionale
F-Algebra. Das Jacobson-Radikal J(A) von A ist definiert als das groBte nilpotente
Ideal von A.

Ein endlich-dimensionaler A-Modul V ist genau dann halbeinfach, wenn J(A) -V =0
gilt.

(5.2) Definition
Eine Hopf-Algebra H hat die Chevalley-Eigenschaft, falls das Tensor-Produkt von je
zwei einfachen H-Moduln halbeinfach ist.
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(5.3) Satz
Eine endlich-dimensionale Hopf-Algebra H hat die Chevalley-Eigenschaft genau
dann, wenn das Jacobson-Radical J(H) ein Hopf-Ideal ist.

Beweis.  Die Antipode S einer endlich-dimensionalen Hopf-Algebra ist bijektiv
[LS69, Proposition 2], damit ist sie ein Algebren-Antiisomorphismus, welche eine
bijektive Beziehung zwischen Links- und Rechts-Moduln herstellt. Daraus folgt
direkt, dass J :=J(H) = S(J(H)) ist und das Jacobson-Radikal damit stabil unter der
Antipoden-Operation ist.

Ist J ein Hopf-Ideal, dann gilt zusitzlich A(J) C J ® H + H ® J. Fiir zwei halbeinfache
beziehungsweise einfache Moduln V, W folgt dann:

JVRW)=AJ)(VeW)C (JV)RW+V e (JW)=0.

Also ist V @ W fiir einfache Moduln V,W halbeinfach und H hat die Chevalley-
Eigenschaft.
Wir zeigen nun die Riickrichtung. Fiir H-Moduln V, W gilt nach II1.(3.3) 1. :

Anngep(VOW) =Anng (V) ®H+H ® Anng (W).

Es seien nun 7; : H — End(V;) fiir 1 <i < n die irreduziblen Darstellungen der Hopf-
Algebra H. Falls H die Chevalley-Eigenschaft hat, ist V; ® V; halbeinfach fiir alle
1 <i,j<n. Alsoist J(V;®V;) =0, das heilt, es ist

A(J) C Anng(V;) ® H +H®AnnH(Vj)
fiir alle 1 <i, j < nund wir haben

AU C () [Amnp(V;)©H+H® Ay (V)] =J@H+H®J

1<i,j<n

wegen J = () <;<, Anng (V;). Es folgt, dass J ein Hopf-Ideal ist. Q

Sei im Folgenden L eine endlich-dimensionale Lie-p-Algebra iiber dem Korper F mit
char(F) = p > 0 und %, (L) ihre universell p-einhiillende Algebra.

Da %),(L) endlich-dimensional ist, hat %,(L) und somit auch L nur endlich viele unter-
schiedliche Isomorphieklassen von einfachen Moduln, beziehungsweise irreduziblen
p-Darstellungen. Es sei A = {ny,...,m;} die Menge der Reprisentaten irreduzibler
p-Darstellungen. Dann ist die zugehorige Menge A = {fy,...,®;}, wobei &; die Er-
weiterung von ; auf %, (L) sei, eine vollstindige Menge von Représentanten der irre-
duziblen p-Darstellungen von %),(L).

(5.4) Definition
Das p-nilpotente Radikal S von L ist S = Nzcp Kern(m).
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Das Ideal S ist nilpotent. Schnell folgt, dass das Jacobson-Radikal J von %),(L) durch
J =Nz Kern(t) gegeben ist.

(5.5) Proposition

Das p-nilpotente Radikal S ist eine nilpotente Lie-Algebra. Das Jacobson-Radikal
J:=J(%,(L)) von %,(L) ist ein Hopf-Ideal genau dann, wenn J durch S erzeugt wird,
das heiBt, wenn J = %,(S)*- %,(L) gilt.

Beweis.  Um zu zeigen, dass S nilpotent ist, bemerken wir, dass S C J ist, und des-
wegen die Elemente von S nilpotent in der assoziativen Algebra %),(L), also nilpotent
in %,(S) sind. Da die adjungierte Darstellung ad : § — End(S) die Restriktion einer
Algebren-Abbildung von %,(S) in End(S) ist, folgt, dass ad(x) nilpotent fiir alle x € §
ist. Dann ist wegen des Satzes von Engel 11.(1.7) S nilpotent.

Falls I irgendein Hopf-Ideal von %,(L) ist, folgt wie im Beweis von Proposition
I1.(3.9), dass %,(L)/1 = %,(K) als Hopf-Algebren, wobei die kanonische Abbil-
dung g : %,(L) — %,(L)/I einen p-Homomorphismus von L auf K induziert. Also
ist K = L/N fiir ein p-Ideal N von L. Falls J ein Hopf-Ideal von %),(L) ist, dann haben
wir also N C J. Da t(J) = O fiir alle & € A ist, gilt T(N) = O fiir alle T € A, also ist
N C S. Andererseits ist

S= ﬂ Kern(m) C ﬂ Kern(t) = J,
neA TeA

also S C J. Aber dann ist S C JNP(%,(L)) = N und damit gilt S = N. Das heilit, S
erzeugt J.

Die andere Richtung folgt aus III.(3.3), S = (zca Kern(n) und I1.(4.2). Sei x € S, dann
istx € Annz (V) fiir alle einfachen Moduln V von L und somit x € Anny, () (V) fiir alle
einfachen Moduln V von %,(L). Es folgt

A(x) € Anny,(1)oa,)(V ®V) = Anng, (1) (V) ® %y (L) + %p(L) @ Anng, 1) (V)

fiir alle einfachen Moduln V von %, (L). Damit ist A(x) € J ® %,(L) + %,(L) ® J
und A(S) CJ® %,(L) + %,(L) ®J. Weil J von S erzeugt wird und A ein Algebren-
Homomorphismus ist, folgt die Behauptung. u

Fiir die p-Potenzabbildung [p]| von L schreiben wir [p|" := [p]o...o[p] (n-mal) fiir
n€Nund [p]° =idy.

(5.6) Definition

Sei F perfekt. Dann heilit L p-unipotent, falls fiir alle x € L ein n € N existiert, so dass
P" — 0 i

X 1st.
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(5.7) Bemerkung
Sei F perfekt und L p-unipotent. Dann ist jedes Element ad-nilpotent. Aus dem Satz
von Engel I1.(1.7) folgt, dass L nilpotent ist.

Eine endlich-dimensionale Lie-p-Algebra ist also genau dann p-unipotent, wenn sie
eine nilpotente p-Potenzabbildung hat.

(5.8) Lemma
Sei F perfekt. Genau dann ist L p-unipotent, wenn J(%,(L)) = %,(L)* gilt.

Beweis.  Ist J(%,(L)) = %,(L)", dann ist wegen L C %,(L)" jedes Element von L
nilpotent in %,(L). Weil die p-Potenzabbildung von L in %,(L) gewohnliches Poten-
zieren ist, ist L p-unipotent.

Sei nun L p-unipotent. Dann ist nach [Bou60, §4, Exercice 23)d)] das von L erzeugte
zweiseitige Ideal nilpotent. Dieses zweiseitige Ideal entspricht %,(L)* und damit
gilt %,(L)" C J(%y(L)). Fir x € J(%y(L)) existiert ein n € N mit x" = 0. Dann
ist €(x)" = g(x") = 0 in F und damit €(x) = 0 und x € %,,(L)". Wir haben also die
Gleichheit gezeigt. u

Es folgt, dass das p-nilpotente Radikal einer Lie-p-Algebra sogar p-unipotent ist.

(5.9) Definition
Falls alle p-Darstellungen von L halbeinfach sind, heif3t L toral,

(5.10) Satz (Hochschild)
Genau dann ist L toral, wenn L abelsch mit injektiver p-Potenzabbildung ist.

Beweis. [Jac62, Theorem V.14, Remark]. a

(5.11) Satz

Sei F perfekt. Dann hat L die Chevalley-Eigenschaft genau dann, wenn L eine Erweite-
rung einer toralen Lie-Algebra K durch eine p-unipotente Lie-Algebra S ist, das heil3t,
es existiert eine kurze exakte Sequenz

0—-S—L—-K—0, (%)

wobei S das p-nilpotente Radikal von L und K toral ist.
Wenn F algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt diese Erweiterung, das heif3t, L ist das
semidirekte Produkt von K und S.
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Beweis. Wir nehmen an, dass L die Chevalley-Eigenschaft hat. Dann ist
J = J(%y(L)) ein Hopf-Ideal. Wir bekommen mit Proposition IIL.(5.5) eine ex-
akte Sequenz der obigen Form, wobei S das p-nilpotente Radikal in %),(L) ist. Da
S ein nilpotentes Ideal in %),(L) erzeugt, erzeugt es auch ein nilpotentes Ideal in
%p,(S) und damit ist S p-unipotent wegen Lemma III.(5.8). Der Funktor der universell
p-einhiillende Algebra %),( ) macht aus der exakten Sequenz eine exakte Sequenz von
Hopf-Algebren

F—%(S) L 2,(1) % 2,(k) — F (%)

(Die Exaktheit von (**) ist dquivalent zur Injektivitit von f und der Eigen-
schaft Kern(g) = %,(S)* - %,(L) ). Wegen J = Kern(g) = %,(S)? - %y(S) ist
Uy(K) = %,(L)/J und letztere ist halbeinfach. Damit sind alle p-Darstellungen von
K halbeinfach, das heif3t, K ist toral.

Fiir die Riickrichtung sei L eine Erweiterung einer toralen Lie-Algebra durch ei-
ne p-unipotente Lie-Algebra wie in (*) und w;, ®, irreduzible Darstellungen von
L in V| beziehungsweise V>. Da S p-unipotent ist, sind die Elemente von S nil-
potent in %,(S) und damit sind sie auch nilpotent in %,(L). Dann ist m;(S) = 0
nach [Bou60, Lemma 4.3.2]. Wegen der Definition des Tensor-Produkt ist dann
) ® mp(S) = 0. Damit hat V; ® V, eine kanonische K = L/S-Modulstruktur, die
,gleiche® wie die L-Modulstruktur. Insbesondere ist V| ® V; halbeinfach als L-Modul,
weil K toral ist.

Ist der Korper algebraisch abgeschlossen und J ein Hopf-Ideal von %,,(L), dann folgt
aus dem Hauptresultat von [Mol76], dass die exakte Sequenz (**) spaltet, das heil3t,
es existiert eine Hopf-Algebren-Abbildung j : %,(L) — %,(L) mit po j =id. Da
Hopf-Algebren-Abbildungen primitive Elemente auf primitive Elemente abbilden, ist
es einfach zu zeigen, dass j eine Lie-Algebra induziert, die fiir (*) spaltet, welches L
die Struktur eines semidirekten Produktes gibt. d

(5.12) Lemma

Sei H eine Hopf-Algebra iiber einem Korper F der Charakteristik char(F) = p > 0
und M ein endlich-dimensionaler H-Modul. Dann gilt:

F ist genau dann ein direkter Summand von M* @ M, wenn p { dimg(M).

Beweis.  Siehe [Ben75, Theorem 3.1.9]. d

Es gilt Homp(M* ® M,F) = Homp(M,M), siehe [Ben75, Proposition 3.1.8.], und
Homp(M,M) = F # 0. Also ist F isomorph zu einem Quotientenmodul (M @ M*)/J
fiir einen Untermodul J von M ® M*. Der Korper F ist als Moduln einfach, das heif3t,
F ist ein Kompositionsfaktor von M @ M*. Teilt p die Dimension von M erhalten wir
mit obigem Lemma II1.(5.12), dass M @ M* nicht halbeinfach ist.



68

Kapitel III. Darstellungstheorie




Kapitel IV

Klassifikation

Wir werden die Klassifikation der einfachen Lie-Algebren iiber einem Korper der Cha-
rakteristik p > 5 beschreiben sowie Ausnahmen nennen. Die Klassifikation der Lie-
Algebren iiber einem Korper F' der Charakteristik p > 3 ist abgeschlossen. Einen gu-
ten Uberblick iiber die schon klassifizierten Lie-Algebren bietet [PS06]. In den ersten
vier Abschnitten folgen wir hier jedoch [SF88], weil wir vor allem die Lie-p-Algebren
betrachten und niher beschreiben mochten.

In diesem Kapitel sei dazu F' ein Korper der Charakteristik p > 0.

IV.1 Die Verallgemeinerte Jacobson-Witt-Algebra

Wir werden in diesem Abschnitt die Verallgemeinerte Jacobson-Witt-Algebra be-
schreiben. Sie ist eine Unteralgebra einer Derivationen-Algebra.

(1.1) Bezeichnung
Fiir n € N bezeichnen wir mit Njj das additive Monoid aller n-Tupel aus Ny und defi-
nieren fiir o0 = (01, ...,0,), B = (B1,...,Bn) € Nj

I.a<Beo; <Pifirale 1 <i<n,
2. die Fakultit ol = [T, oy,
. . . o o Oy
3. den Binomialkoeffizienten (B> = (B:) (Bn>’
4. fiir 1 <i<ndasTupelg; = (8;1,...,0,) (Kronecker-Delta)und 1 =€, + ... +¢&,,

5. fiir ein multiplikatives, kommutatives Monoid M und fiir ein n-Tupel
X = (X1,...,X,) mit X; € M fiir alle 1 <i <n und o € Njj die Potenz
X ::le1 - X% sowie x0=1,

6. fir m= (my,...,m,) € Nj das Tupel T:=1(m) := (p™ —1,...,p"™ — 1),

69
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7. fiir Unbestimmte Xj,...,X, die zu {X* |0 < o < 1} in dem Polynomring
F[X1,...,X,] duale Basis {x(% | 0 < ot < 7}; es ist also x(*) (XP) = Sop-

Durch < wird eine Halbordnung auf Njj definiert.
Setze A((n,F)) = (x!% | o € N) r und definiere auf dieser Menge ein Produkt durch

(Y, aar ) Y b= 1Y aaty ()

oeNj BeNG YeNg o+B=y
Mit dieser Multiplikation ist A((n, F)) eine F-Algebra.

(1.2) Lemma
Fiir jedes m € N ist A(n,m) := (x'* | e < 1) eine Unteralgebra von A((n,F)) der
Dimension p™ - tn,

Beweis.  Isto,B <7,sogilta;,pB; < p™ —1firalle 1 < j<n. Wir wollen zeigen,
dass das Produkt zweier Elemente aus A(n,m) wieder in A(n,m) liegt und nehmen
dazu an, dass o+ 3 £ 7 ist. Dann existiert ein 1 < j < n mit o+ Bj > p'i. Zeigen
wir (“:;B) = 0, dann folgt die Behauptung. Betrachten wir den Polynomring F [T}, T3],
dann gilt:

(Ty + T)% P = (13 + 1) " (13 + 12)"" € FITy, 1),
Wenden wir die binomische Formel an, so erhalten wir auf der linken Seite

ajZBj a]+B] TkT(xj+Bj_k
k 152 ?

k=0
und auf der rechten

o‘j"‘Bj‘ij m; ; . .
o;j+B;—p f) OB Pk
Tr5T,7 T + T
,;) ( k 142 ( 1 2 )

+Bi— mn . .
a’ Bi ! <oc,~ +Bj— pm’) ko™ e Bi—p" —k
- k 1 2

k=0

k

_ a’zﬁ" o+ Bj = P\ kot tBy
. k—pm/ 1 2
k=pJ

o +Bj—p" m;
o R N
4 Z ( j+Bi—p )leTzaﬁBJ k
k=0

o+, —p" m;
O+ B — P\ oot tBi—k
+ k§_0 (J . )T1T2’ a
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Links ist der Koeffizient fiir Tl(xj T2B J gleich (af;]_ Bf), wihrend er auf der rechten Seite

fehlt. Wir haben damit bewiesen, dass (a&'ﬁ) = O 1st. d

A(n,m) ist graduiert durch A(n,m); = (x® |0 < o < 7, |0 = i) mit o] = Yoy O
(1.3) Definition
Die Menge

W (n,m) := {D € Der(A(n,m)) | D(x'¥) = ¥ x(*~&) p(x&))va < 7}

-

1

nennt man die Algebra der speziellen Derivationen von A(n,m) oder auch die
verallgemeinerte Jacobson-Witt-Algebra.

Ist o € Z" mit o; < O fiir ein 1 < i < n, dann sei x(% = 0.

(1.4) Definition
Die durch D;(x(%) := x(®~&) definierte lineare Abbildung D; : A(n,m) — A(n,m) nennt
man die i-te partielle Ableitung.

(1.5) Proposition
Die Algebra W (n,m) ist ein freier A(n,m)-Modul mit Basis (D1, ...,Dy).

Beweis.  Setze (f.D)(g) := fD(g) fiir alle f,g € A(n,m). Es gilt

Di(x@x®) — (“;‘B>x<a+s—ei>

= (G2 (e

= D D)xB) 4 1, (B

fiir alle 0 < o, B < 7. Folglich ist D; € Der(A(n,m)). Fir 0 < o < st
n
D;(x\%) = Z x( %) P, (&)
J=1

und damit D; € W(n,m) fir alle 1 <i<n.
Wir kénnen D € W(n,m) durch D = Y, D(x(®))D; eindeutig darstellen, also ist
W(”?M) - @?:IA(’%m)Dl Q
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(1.6) Lemma
Seien D,E € Der(A(n,m)) und f,g € A(n,m).

1. Fiir den Kommutator gilt [fD,gE] = fD(g)E — gE(f)D+ gf[D,E].

2. Fiir die Adjungierte Darstellung gilt ad(D)*(gE) =YX, (lf)Di(g)ad(D)k’i(E).

3. Fiirm=1istA(n,m) isomorph zu dem Ring A(n) := F[X1,..., Xa]/ (X}, ..., X¥).
Beweris.

1. Fir h € A(n,m) gilt

[fD,gE](h) = fD(E(h))—gE(fD(h))
= feD(E(h))+fD(Q)E(h) — feE(D(h)) — gE(f)D(h)
= [fD(g)E(h) —gE(f)D(h) + f¢[D, E](h).

2. Wir zeigen die Gleichung per Induktion. Fiir k = 1 folgt die Gleichung aus 1, mit
f = 1. Sei die Gleichung fiir beliebiges, aber festes n € N wahr. Dann gilt

ad(D)*! (gE) = [D,ad(D)"(gE)]

k k
-, _2 (k) Diaa() ()] = Y. () 0.0 )0 (£

i=0

& )ad(D)E 1 (E) — SIS ad (D)t

_ ,_1< ) 0 1() - 3 () D na0f 7 8
k k+ .

= 2 (57 ) emar @)+ D a0 )
i=1 !

_ kg("“)ol ad(D)F 1 (E).

3. Betrachte den folgenden Homomorphismus:
C:F[Xi,..., X)) — A(n,1),X; — x&) fiiralle 1 <i <n.

Er ist surjektiv und sein Kern ist (X7,...,X7).
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(1.7) Proposition

1.

Die Algebra A(n,m) ist ein W (n,m)-Modul. Die zugehorige Darstellung nennt
man kanonische Darstellung von W (n,m).

2. Die Algebra W (n,m) ist eine Unter-Lie-Algebra von Derg(A(n,m)).

3. Sie ist graduiert mitW (n,m) = @;__; W (n,m); mitW (n,m); =Y5_ A(n,m)i+1 D
unds =Y" (p"—1)—1.

4. Eine Basis von W (n,m) tiber F ist {x(o‘)Dj |1 <j<n,0<a<t}. Insbesondere
ist dimpW (n,m) = np™ =+,

5. Die Verallgemeinerte Jacobson-Witt-Algebra ist genau dann die volle
Derivationen-Algebra, W (n,m) = Derp(A(n,m)), wenn m = 1 ist.

6. Die Darstellung @w : W(n,m)o — gl(A(n,m);), die durch die kanonische Dar-
stellung @ : W (n,m) — gl(A(n,m)) induziert wird, ist ein Isomorphismus.

7. Die Darstellung von W (n,m)qy auf W (n,m)_1, die durch die adjungierte Darstel-
lung induziert wird, ist dual zu @y .

Beweis.

1. Sie ist ein Modul beziiglich der Operation D.f := D(f).

2. Die Algebra W(n,m) ist ein Untervektorraum von Der(A(n,m)). Nach Lemma
IV.(1.6) gilt

[x(OC)th(B)Dj] — (x(a)x(B_ei))Dj — (xP®xl=&p,.

Daraus folgt die Behauptung.

3. Die Aussage ist klar.

4. Weil A(n,m) graduiert und W (n,m) ein A(n,m)-Modul ist, gilt die Aussage.

5. Wir nehmen an, dass W (n,m) = Der(A(n,m)) ist. Sei 1 <i <n.DaDer(A(n,m))

abgeschlossen beziiglich der p-ten Potenz ist (Der(A(n,m)) assoziative Alge-
bra), ist DY € W (n,m). Wegen DY (x(&/)) = 0 fiir alle 1 < j < n folgt aus IV.(1.5)
Df =0 und

0= Df’ — Df(x(ﬂ) :x(T*PSi),
das heil3t, es gilt p > p"™ — 1. Es folgt m; < 1. Istnun m; < 1 fiiralle 1 <i<n
und o < 1, dann gilt x(® = (a!) T2, (x&))%. Alsoist D € Der(A(n,m)) durch
das Bild von x(&) fiir 1 < i < n bestimmt und es gilt D = ¥, D(x&))D;.
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6. Wegen dimgW (n,m)o = n*> = dimg gl(A(n,m);) brauchen wir nur die Injekti-
vitdt zu zeigen. Sei D =Y;_, f;D; € Kern(¢w ). Dann ist 0 = @w (D) (x(&)) = f;
fir 1 <k < n. Insgesamt erhalten wir D = 0.

7. Es ist W(n,m)_; = FD; + ...+ FD,. Da die D; fir 1 <i < n als Li-
nearformen auf A(n,m); gesehen werden konnen, ist die lineare Abbil-
dung A:W(n,m)_1 — A(n,m)}, D+ D|s(, ), e€in Isomorphismus. Seien
1 <1, j,k,l <n.Aus dem Beweis von 2. folgt

—D;(x®), fallsi=k
k([x(si)Dj,Dk])(x(el)) _ { J(x ), fallsi
0, sonst
{—1, falls i = k und j = I

0, sonst
Aus der Moduloperation des dualen Moduls folgt

(xED; MDY (x®) = (Dk)(x &) D xsz )
—Dy(x® z>), falls j=1
0, sonst
—1, fallsi=kund j=1
0, sonst

Damit ist A ein Modulisomorphismus und die Behauptung folgt.

Nun mochten wir wissen, wann die Jacobson-Witt-Algebra einfach und wann sie eine
Lie-p-Algebra ist.

(1.8) Theorem
1. Fiir (n,p) # (1,2) ist W(n,m) einfach.

2. Sie ist genau dann eine Lie-p-Algebra, wenn m = 1. In diesem Fall ist die

p-Potenzabbildung durch DIP! = DP fiir D € W( m) gegeben.
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Beweis.

1. Wir zeigen die Einfachheit mit dem Einfachheitssatz III.(1.9). Sei dazu
D=Y"_,fiDj € Cy(nm(W(n,m)_1) und 1 <i <n.Es gilt

j=1

also ist 0 = D;(f;) fuir alle 1 < j <n. Fiir 1 < j <n giltalso f; € A(n,m)o und
somit D € W(n,m)_;. Die Graduierung von W (n,m) ist folglich zuléssig.

Vor. 1. Mits=Y" ,(p™ —1)—1ists > 1, auBer firn=1,m; =1und p =2.
Vor. 2. Diese Voraussetzung gilt automatisch wegen r = —1.

Vor. 3. Wegen Proposition IV.(1.7) 4. ist A(n,m), ein einfacher W (n,m)o-Modul.
Folglich ist der duale Modul A(n,m)] einfach und wegen Proposition
IV.(1.7) ist auch W (n,m)_, einfach.

Vor. 4. Sei x(*'D; € W(n,m); fir i <s— 1. Dann ist |of =i+ 1 < s und es
existiert ein k mit oy < p"* — 1 und es gilt

A9D; = [De,x D)) € [W(n,m)_1, W (n,m)is1].

Vor. 5. Fiir xXVD; € W (n,m); gilt

[X(gi)Di,x(t)Dj] — X(Ei)x(ffﬁi)Dj _ Sin(T)Di
= (T>X(T)Dj —Sijx(T)Di
€; ’

= —X(T)Dj — Sijx(T)Di.
Also ist X\VD; € [W (n,m)o, W (n,m),] auBer fiir (n, p) = (1,2).
Insgesamt ist fiir (n, p) # (1,2) die Lie-Algebra W (n,m) einfach.

2. Sei W(n,m) eine Lie-p-Algebra und 1 < j < n. Dann ist ad(D;)? = ad(D) fiir
ein D € W(n,m) und ad(D;)? ist vom Grad —p < —1. Wire ad(D) # 0, dann
wire D vom Grad > —1. Dieses widerspricht sich. Also ist

0= ad(Dj)p(x(T)Dj) = x(T*PSJ)Dj

Folglich ist m; = 1 fiir alle 1 < j < n. Es folgt W(n,m) = Der(A(n,m)). Weiter
gilt Z(W(n,m)) = 0 und damit ist die p-Potenzabbildung eindeutig (I.(3.6)).

Q
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(1.9) Theorem
Fiiir hj := x&)D; mit 1 <i < n gilt:

1. Esist [h,-,x(o‘)Dj] = (OL,‘ - Sij)x(o‘)Dj.

2. Die AlgebraT :=Y" | Fh; ist eine abelsche Cartan-Unteralgebra von W (n,m)o,
die durch halbeinfache Endomorphismen auf W (n,m)_, operiert.

3. Der Zentralisator H = CW(n,m)(T) ist eine graduierte Cartan-Unteralgebra von
W(n,m).

4. Firm=1istH =T und T ein Torus.

Beweis.
1. Es gilt
[hi, x(“)Dj] — (&) Di(x(a))Dj— x(a)Dj(x(Si))Di

= (g) x(a)Dj — Sijx(a)Di

= ((X,' — Sij)x(“)Dj.

2. Betrachte die Darstellung @y : W(n,m)o — gl(A(n,m);). Beziiglich der Basis
{x(&) | 1 < i< n} wird @w (h;) durch die Elementarmatrix Ej; dargestellt. Also
ist T eine abelsche Cartan-Unteralgebra von W (n,m)o. Aus 1. folgt direkt, dass
T auf W(n,m)_; operiert.

3. Wir zeigen, dass ad(¢) fiir alle 7 € T halbeinfach ist. Sei dazu r € T. Es ist nach
2. ad(?)|w (n,m)_, halbeinfach. Es existieren ay, ..., a, € F, so dass

’an Zaad Jn)

(siehe Lemma I1.(3.9)) gilt. Dann ist D := ad(t) — Y"; a;ad(¢)”" eine De-
rivation von W (n,m), die D(W(n,m);) € W(n,m); fir alle 1 < i < n und
D(W(n,m)_) =0 erfiillt. Wir zeigen nun durch Induktion nach j > 0, dass
D(W(n,m);) = 0 gilt. Sei x € W(n,m); und nehme an, dass D(W (n,m);—1) =0
ist. Dann ist D(x)W(n,m)_1 = D(xW (n,m)_1) € D(W(n,m);—1) = 0. Weil
W (n,m) zuldssig graduiert ist, erhalten wir D(x) € W (n,m); "W (n,m)_1 = 0,
das heiBt, es ist D = 0 und ad(r) halbeinfach.

Aus [SF88, Theorem 3.2.4] folgt, dass
T:={xeWnm)|VteTIn(t)eN: (ad(t )) ( ) =0}

eine Cartan-Unteralgebra von W(n,m) ist, die wegen obiger Uberlegung
CW(n,m)(T) ist.
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4. Wegen 1. ist ad(h)?(x'%)D;) = (o; — 8;;)Px'¥D; = (o — &;;)x(¥D;, also ist T
ein Torus. Wegen 1. erhalten wir H =T.

Q

Die Unteralgebra 7 wird oft kanonischer Torus von W (n,m) genannt. Da
H=Y; | H; eine graduierte Cartan-Unteralgebra ist, operiert jedes H; fiir i # 0
nilpotent auf W (n,m). Deshalb verschwinden die Wurzeln o von H auf jedem der H;
fiir i # 0. Wir werden darum W (n, m) in seine Wurzelrdume beziiglich T zerlegen. Wir
konnen jedes n-Tupel a = (ai,...,a,) € Njj als Linearformen auf T auffassen. Dazu
definieren wir zu a eine Linearform a(h;) = a; fir 1 <i < n. Wegen IV.(1.9) erhalten
wir

XD e W(n,m) g, 1<i<n
Fiir jede Wurzel a € T* wihle ein o € N, so dass 0 < o; < p—1 und a(h;) = o;
mod p fiir 1 <i < n gilt. Dann ist
W(nm) = Y. Y Exebep

Jj=1 BezZ", 0<a+Pp+e;<t

(1.10) Proposition
Sei T der kanonische Torus und W (n,m) = @ ,co W (n,m) ) bezeichne die zugehorige
Wurzelraumzerlegung. Dann gelten die folgenden Aussagen:

L. W(”?ﬂ)—l - ®Z:1W(n7m)(—8k) C @izfl mod p W(nam)i'
2. @Z:1W(n,m)(sk) Ci=1 mod p W(nym)i-
Beweis.

1. Wegen Dy, € W(n,m)(_gk) brauchen wir nur die zweite Inklusion zu zeigen. Be-
trachte h:=Y"_ h;. SeiE =} Z‘a‘:iﬂx(“)Dl € W(n,m); firein1 <i<n.
Dann ist

[h,E] = Zi . (ocj—Sjl)x(“)Dl
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Fiir G = Zf:—l G; € W(I’l,m)(,ek) mit G; € W(n,m); ist

—G=—&(h)G=[h,G] = Z iG;.

i=—1
Alsoist G; =0 fiiriZ —1 mod pund G € @;=_| mod p W (1,m);.

2. Diese Aussage beweist man analog zur ersten.

(1.11) Proposition
Sei W(n,1) = @uecapW(n,1)(, die Wurzelraumzerlegung beziiglich des kanonischen
Torus T, a € ® und j # 0. Dann ist D = 0 fiir jedes D € W (n, 1),y "W (n,1);.

Beweis.  Wegen 1V.(1.9) ist T eine Cartan-Unteralgebra von W(n,1). Wegen
T = W(n,1) () und wegen ad(E)(G?) = Y2 G'ad(E)(G)GP~' " fiir E,G € W (n,1)
haben wir
W (n, 1)), TV S W (1,1) ) = W (1, 1) 0) = T-
Es folgt dann aus
W(n, 1)) C Nigu1)(T) =T,

a

dass (W (n, 1)) W (n,1) )1} C W (n, 1) ) AW (2, 1)) C T OW (n,1), = 0 fiir j 0
ist. a

Wir bemerken, dass IV.(1.11) auch fiir a € ®\{0} und j = 0 gilt. In dem Fall haben wir
ac{e—¢;li# jundW(n, 1), e,)"W(n,1)o= Fx®)D;. Eine einfache Rechnung
zeigt (x&)D;)P = 0.

IV.2 Die Spezielle Algebra

Die Spezielle Algebra wird iiber den Kern der Abbildung Divergenz definiert.

(2.1) Definition
Die Abbildung div : W (n,m) — A(n,m), ¥}, f;D; — ¥/;_; D;(f;) nennen wir Diver-
genz.

Betrachte S'(n,m) := {E € W(n,m) | div(E) = 0}.

(2.2) Lemma
Die Menge S'(n,m) ist eine Unter-(Lie-)Algebra von W (n,m).
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Beweis.  Fiir fD;und gD mit f,g € A(n,m)und 1 <i,j <ngilt

div([fDi,gD;]) = div(fDi(g)D;—gD;(f)D;)
= D;(sz(g)) ( i(f)
= [fD;(Di(g)) —D;(f)Di(g) — gDi(D;(f)) + Di(g)D;(f)
= fD;(Di(g)) - gD( i(f)
= fDi(Dj(g)) —gD;(Di(f))
= fDi(div(gD ))—gD](dIV(fDi))-

Fir fD;,gD; € §'(n,m) folgt [fD;,gD;] € S'(n,m). Q

Es gilt also §'(n,m) = @;>_| §'(n,m) "W (n,m);, das heibt, S'(n,m) ist eine graduierte
Unteralgebra von W (n,m). Dann ist

n
div(w Z = (x| a<1).
Damit gilt fiir die Dimensionen

dimgS' (n,m) = dimgKern(div) = dimgW (n,m) — dimpdiv(W (n,m))
= (n—1)p™ttm g1,

(2.3) Definition
Die Algebra S(n,m) := §'(n,m)(") nennt man die spezielle Algebra.

Sei D;; die Abbildung
D;j:A(n,m) — W(n,m), f — D;(f)D; —D;(f)D;
Esist D;; =0und D;; = —Dj; fiiralle 1 <i,j <n.

(2.4) Lemma
Fiir1 <i,j,k <n gilt:

1. Das Bild von D;; unter A(n,m) ist eine Teilmenge von S'(n,m).
2. Die Abbildung D;; ist F-linear vom Grad —2.
3. Sei Y1, fiDi und Y5_, g;D; € S'(n,m), dann gilt:

[;ﬁDi7 _Zlngj] =— ) Di(fig))-
i= Jj=

ij=1
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4. Esist [Dy,Djj(f)] = Dij(Dy(f)) fiir alle f € A(n,m).
Beweis.

1. Fir f € A(n,m) ist div(D;;(f)) = [Di,D;]|(f) = 0.

2. Die Aussage gilt per Definition.

3. Wegen Lemma IV.(1.6) gilt

Y 0n L a0 = L 5Dis)Ds it

i,j=1

Wegen Y1y Di(fi) = ¥_1 Dj(g;) = 0 ist der letzte Term gleich

Y (fiDi(g)) +Di(£)g))Dj— Y. (8;D;(fi) +D;(8;)fi)Di
ij=1 ij=1
= ). Di(fig;)D;—Dj(g;f)Di
ij=1
= — Y Di(fig)).
i,j=1

4. Es gilt fiir alle f € A(n,m)

1D Dij(f)] = [Dx.Dj(f)Di—Di(f)Dj]

= D&, Dj(f)Di] = [Dr, Di(£) D]

= Di(D;j(f))Di—D;(f)[Dr, Di] = Dr(Di(f))Dj + Di(f)[Dr, D]
= D;(Di(f))Di—Di(Di(f))D;

= Dij(Di(f))-

(2.5) Proposition
Fiirn > 3 gilt:

1. Die Spezielle Algebra S(n,m) wird von D;;(f) fiir f € A(n,m)und 1 <i< j<n
erzeugt.

2. MitS(n,m) = @i__; S(n,m)"W (n,m); unds =31 ,(p"—1)—2=|t| -2 ist
S(n,m) graduiert.
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3. Esgilt S(n,m)_1 =W(n,m);, S(n,m)s = ):i7éjF(x(T_£f)Dj —x"&)D;).

4. Die Darstellung @5 : W (n,m)o — gl(A(n,m)1),9s(D)(f) = D(f) definiert einen
Isomorphismus S(n,m)o = sl(n,F).

Beweis.

1. Aus Lemma IV.(2.4) 3. folgt S(n,m) C (D;;(f) | f € A(n,m),1 <i< j<n)und
wegen der Linearitit von D;; geniigt es zu zeigen, dass D;;(x'%) € S(n,m) fiir
alle 0 < o < 7. Fiir o < 7 existiert ein k € {1,...,n} mit x(% = Dy (x(**&)), Es
gilt damit

Di(x') = Dij(Dy (x!* 7)) = [Dy, Dy ()] € S (n, m) = S(n,m).
Da n > 3 ist, existiert ein k & {i, j} und es gilt

[ij(x(T)),x(ek)Di] — [x(T—SJ)Dk _x(T—Sk)Dj,x(ek)Di]
= x(T&p, — &) (t—¢i~&)p, _|_x(€k)x(f—8k—8i)Dj

= x"%p, - (T - 8’) x*E)p;
€k

= x=&)p, _x(T*Si)Dj — Dij(X(T)).
Damit ist die andere Inklusion gezeigt.
2. Die Aussage gilt aufgrund der Graduierung von S'(n,m).
3. Wegen D;;(x&)) = (1—§;;)D; gilt S(n,m)_; = W(n,m)_; und

S(n,m)s = (Dij(xV) [ 1 <i,j<n) =Y F(x*%)D; —x*%)Dy).
i#j

4. Der Homomorphismus @g ist die Restriktion von @y (siehe 1V.(1.7)). Da das
Diagramm
W (n,m)o gl(A(n,m))

div A

F

kommutiert, ist S'(n,m)o eine zu sl(n,F) isomorphe Algebra und es gilt
S’(n,m)(()l) = 8'(n,m)o, sowie ' (n,m)o = S(n,m)o.

Q
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(2.6) Lemma
Es gilt fiir 1 <i,j.k <n:

1. [hk,D,-j(x(“))] = (Otk — Ski — Skj)Dij(x(a)).
2. Dij(x(a)) € W(”am)(oc—s,-—sj) ﬂW(n,m)M,z.

Beweis.
1. Esist

(i, Dy (X)) = [, x!® Dy — [y, x* %D
= (Otk — Skj — Ski)x(ocisj)Di — ((Xk — O — Skj)x((xis")Dj
= (o — & — &;)Dy; ().

2. Die Aussage folgt aus 1. und IV.(2.4) 2.

Auch fiir die Spezielle Algebra mochten wir wissen, ob sie einfach ist und wann sie
eine Lie-p-Algebra ist.

(2.7) Theorem
Fiirn > 3 gilt:

1. Die Spezielle Algebra S(n,m) ist einfach.

2. Sie ist genau dann eine Lie-p-Algebra, wenn m; = 1 fiir alle 1 < i < n ist. In
diesem Fall ist sie eine p-Unteralgebra von W (n,m).

Beweis.

1. Es gilt S(n,m)_1 = W(n,m),. Da W(n,m) zuldssig graduiert ist, ist auch die
Graduierung von S(n,m) zuldssig. Wir priifen die Vorrausetzungen des Einfach-
heitssatzes I11.(1.9).

Vor. 1. Dan > 3ist,istr,s > 1.
Vor. 2. Es gilt r = 1, und damit trivialerweise Cr (L") C Y;» | L;.

Vor. 3. Wegen IV.(2.5) 4. ist A(n,m); ein irreduzibler S(n,m)o-Modul und mit
IV.(1.7) 5. ist S(n,m)_y = W(n,m)_; ein irreduzibler S(n,m)o-Modul.
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Vor. 4. Seil <s—1=|t|—3 und betrachte
S(n,m)e = (Dij(f) | f € A(n,m)i42,1 < i, j < n)

und x(% € A(n,m);;». Dann existiert ein k mit a; < p" — 1 und wegen
IV.(2.4) gilt
Dij(x'®) = [Dy, Dij(x\* ).
Damit ist S(n,m); = [S(n,m)_1,S(n,m); 1] firalle 1 </ <s—1.
Vor. 5. Seii< j. Wegen n > 3 existiert ein k & {i, j} und es ist iy — h; € S(n,m)o.
Aus IV.(2.6) 1. folgt

(e — i, Dy (X)) = ((p™ = 1) = (P = 1 = 1)) Dy (=) = Dy (=)
und somit ist [S(n,m)o,S(n,m)| = S(n,m)s.
2. Angenommen S(n,m) ist eine Lie-p-Algebra. Wie im Beweis zur Einfachheit
von W(n,m) ist ad(D;)P|g(, ) = 0. Dann ist auch
0= (ad(D;))"(Dyi(x'V)) = Dy (" 7%))

fiir [,i # j, also ist mj = 1 fiir alle 1 < j < n. Wir haben somit, dass S(n,1)
eine Unteralgebra der Lie-p-Algebra W (n, 1) ist und es geniigt zu zeigen, dass
D;;(x'%)P € S(n,1) fir alle 0 < o < tund 1 <i< j<nist. Wegen IV.(2.6)
und IV.(1.11) und deren nachfolgender Bemerkung gilt D;; (x(“))p = 0 auBler
fiir ‘OC’ =2und o0 —§; —¢&;=0. Fira =g, +¢€; gilt Dij(x(o‘)) =h;,— hj und es
folgt D;;(x'®))P = h; —h; € S(n,1). Wegen Z(S(n,1)) = 0 ist die Graduierung
eindeutig.

Q

(2.8) Theorem
Fiir die Dimension der Speziellen Algebra gilt

dimpS(n,m) = (n—1)(p™* 1™ —1).

Beweis.  Wir betrachten zunichst V := S(n,m) + Y}, F x(T= (" =Dep)p ;. Wenn wir
zeigen, dass V = §'(n,m) und die Summe direkt ist, dann erhalten wir die Behauptung
mit

dimgS(n,m) = dimgS' (n,m) —n = (n—1)(p"™* " —1).

Dazu bemerken wir Folgendes:

(i) Es ist X\*'D; € V fiir ay = 0.
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Falls o; = 7, fiir alle j # k ist, liegt x(*) Dy, = x""%&) D, € V. Andernfalls existiert ein
j # kmit o < T;. In diesem Fall gilt x(*) Dy = Dy ;(x(**€)) € V.

(ii) Es ist X Dy = x**& 8D, mod V fiir a; < 1.

Dieses folgt direkt aus der Gleichung Dy (x(%7€))) = x(¥ Dy — x(0F&i~¢)p .

Sei nun D =Y, Yo<o<r@aix'® Dy ein Element von §'(n,m). Wir zeigen durch In-
duktion nach ¢, dass D € V liegt:

Wenn D = Y o< aqx® Dy gilt, dann ist 0 = div(D) = Yot @ax* ) und ag = 0
fiir alle o > €1. Also gilt mit (i) D = Yo<q<1,0,=0 aex YDy e V.

Wir nehmen g > 2 an. Wegen (i) reicht es D = ZZZI Yo, <a<t amkx(o‘)Dk zu betrachten
und (i) impliziert fiir j=q, dass

D= i Z a 7kx(06+8q—8k)Dq_|_ Z a%qx(a)Dq

=1, <0<T,04<Tq gg<0<t

q—1
+ Z Z amkx(“)Dk mod V.

k=18, <0<T,0,="1,

Also ist

0=div(D i Z a J{x(afﬁk) + Z aa./qx(ocfeq)

=1&<a<1,0,<Ty, gy<0<t

+ Z Y a X @),

=1&<a<t,0,=T,

Da die Exponenten der Variable x, in der letzten Summe alle T, sind, wihrend die
Exponenten in den zwei ersten Summen alle kleiner als T, sind, kann man folgern,
dass

qg—1
o—¢, o—¢,
k=1&<a<1,04,<Tq4 g;<0<t

und

i Z Ay kx(a—ﬁk)

=1&<a<T,04,="Tq4

gilt. Die Elemente

— Z Z a ’kx(0C+€q*€k)Dq+ Z a(x,qx(“)Dq

k=1, <0<7,04<Tq4 g;<a<t
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und

Z Y aa X\ Dy

=1&<a<1,0,=T,

liegen in S'(n,m). Mit Induktion ist E,E, € V und die Behauptung folgt. Um die
Direktheit der Summe zu zeigen, nehmen wir

"1k 1 e
Z Aaij l] Z bkx k)Dk

(Xl,]

an. Angewandt auf x(&) folgt

px(T (" =) ¢ Z Fplo—e)

i#l,0<o<t

und damit b; =0 fiiralle 1 <[ <n. a

IV.3 Die Hamilton-Algebra

Die Hamilton-Algebra wird iiber die Abbildung Dy definiert. Sei dazu p > 2 und
n =2r fiir ein r € Ny. Fiir j € {1,...,2r} sei

und
) j+r7 1§]§r7
I j—r r<j<2r

Damit ist (j/) = jund 6(j’) = —o(j). Wir definieren

2r
H"(2rm) == {}_ fiD;|o(j)Di(f;) = o({)D;(fy),1 <i,j <2r}

j=1

und Dy : A(2r,m) — W (2r,m) durch

fiir f € A(2r,m). Sei H'(2r,m) := Dy (A(2r,m)) und H(2r,m) := H'(2r,m)").
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(3.1) Lemma

1. Die Abbildung Dy hat den Grad —2.

2. Das Bild von Dy ist eine Teilmenge von H” (2r,m).

3. Der Kern der Abbildung Dy ist F.

4. FirD=Y?%, fD;und E = Z ",giDj € H"(2r,m) gilt

D, E]

2r

=Du () o(i)figr)-

i=1

5. Die Algebra H(2r,m) ist ein Ideal von H" (2r,m).

Beweis.

1. Die Aussage ist klar.

2. IstD 3:Z§;1ijj € H'(2r,m), so existiert ein f € A(2r,m) mit f; = 6(j)D;(f)

fiir alle 1 < j < 2rund es gilt

o(j)Di(fy) =

o(j")o(/)Di(D;j(f)) = o(i')D;(fr)-

3. Fiir f € A(2r,m) mit Dy (f) = 0 gilt D;(f)

=0fiirallel1 < j<n.Dannist f € F.

4. Sei c; der Koeffizient von D; des Produkts von [D,E]. Wegen D,E € H" (2r,m)

Damit erhalten wir

2r
cj = ;fiDz(gj)
2r
= ZﬁG(J)G(l')DJ (g7) =

= ZG
= ZG
= ZG

Di(f;)
2r
Z o(j)gio(i")Dy(f7)
g, +ZG i)giD ’(fl’)]

i=1

gl +ZG gl’D

7 (figr) =0(/)Dy (Y. o(i') figi)

= 6(]”)1);'(21 o(i)figi)-

Der letzte Term ist der Koeffizient von D in der Darstellung von D H(

gilt Di(f;) = o(j)o(¢')D (ﬁ ) und Di(g;) = 6(j)o()Dy(gr) fir 1 <i,j <2r.

16(0)figir)-
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5. H'(2r,m) ist ein Ideal von H” (2r,m). Also hat H(2r,m) = H'(2r,m)\") die glei-
che Eigenschaft.

a
(3.2) Definition
Die Algebra H(2r,m) nennt man Hamilton-Algebra.

(3.3) Proposition
Firo,f<t,1<i<2rundf,g € A(2r,m) gilt:

1. [Du(f),Du(g)] = Du(Du(f)(8)),

2. [DH(X((X)),DH(X(B))] — 3":] G(_]) (OCJrB*Sj*Sj/)DH(X(OC—O—B—SJ‘—Sj/)),

3. [DH(x(“)),DH(x(Si’))] = G(i)DH(x(“_e")) und
4. [Du(x+0), Dy (XP))] = (i) By — Bi) D (xP).
Beweis.

1. Wegen IV.(3.1) erhalten wir

[Du(f),Du(g)] = Du(}, o(D)o(!)Dy(f)o(i)Di(g))

2. Mit 1. ist
Dy (x9), Dy (xP)] = Dy (Dy(x ) (xP))
2r
= Du(Y o(j)D;(x*\D; (xP))
j=1
2r
= Dp(}, o P
j=1
= Fan (I oy,
j=1 U—Ej

3. Setzt man in 2. B = €, so sind alle Binomialkoeffizienten gleich 0 auBer des
Binomialkoeffizienten fiir j = i’. Der einzige Koeffizient ungleich 0 ist also der
von x(®~&)_Dieser Koeffizient ist gleich 1.
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4. Setzt man in 2. o = €; + €y, so sind die Binomialkoeffizienten gleich 0 aufler
der Binomialkoeffizienten fiir j = i beziehungsweise j = i’. Folglich ist der ein-
zige Koeffizient ungleich O der von x). Dieser Koeffizient ist die Summe aus

o()B: = —o(i)B: und o(i)By-

Q

(3.4) Proposition 0 E
1. Die Algebrasp(2r) :={A € gl(2r) | SA=—A'S} mit S = ( B Or ) ist eine
Unter-Lie-Algebra von s{(2r,F) der Dimension 21> +r, sie heit Symplektische

Algebra.
2. Die Menge F?" ist ein treuer irreduziber sp(2r)-Modul.

3. Die Symplektische Algebra sp(2r) ist einfach.

Beweis.

1. Esistklar, dass sp(2r) ein Untervektorraum ist. Teile A € sp(2r) in r x r-Blocke
auf
_ [ A1 A
()

A3z —Ag Ay —|—Atl
Ay —|—Atl —Ap —|—At2

dann ist

0=SA+A'S= (
das heifit, es ist A} = —A,. Es gilt folglich
SpurA = SpurA| + SpurA4 = SpurA; — SpurA; =0

und daher ist sp(2r) C sl(2r, F). Eine Basis bilden die Matrizen
A3=A% Eij+E4ji, 1<i<j<rund E.;;, 1<i<r;
Ay=AS Eijyj+Ejrvi, 1<i<j<rund E;,y, 1<i<r;
—A]:AZI Ei,j_Er+j,r+i’ lgl',jgl’.
Das heif3t, es sind insgesamt @ +r+ @ +r+r? =212+ r Basiselemente.
Seien nun A, B € sp(2r), dann ist

S[A,B] = S(AB—BA)=SAB—SBA=—-A'SB+B'SA=A'B'S—B'A’S
= (A'B'—B'A")S = (BA—AB)'S= —(BA—AB)'S = —[A,B]'S.
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2. Die Menge F? ist sp(2r)-Modul via A.x = A - ¥ fiir A € sp(2r) und x € F?".

Dann ist
Anngyo)F> ={A €sp(2r) [Ax=0Vx € F”} =0,

also operiert der Modul treu. Ist nun 0 # U < F?" ein Untermodul und
ueU, soist Au € U fiir alle A € sp(2r). Wir konnen annehmen, dass ein
u=(uy,...,up) € U mit uyy = 1 fiir ein 1 < k < 2r existiert. Angenommen es
ist 1 <k <r. Dann erhalten wir die Elemente ¢; mit 1 <i < 2r wie folgt:

(@) Erjpp-tt = erpk

(0) (Ejrik+Eprtj)erprx=ejfirl <j#k<r,
©) Ekrik-€rik = €k

d) Eryjjej=ejfirl <j<r

Analog erhdlt man alle ¢;, 1 < i <2r fallsr+1 <k <2r.

. Man kann man sp(2r) als direkte Summe sp(2r) = @2, F¥ Nsp(2r) der Spal-

ten ihrer Matrizen schreiben. Ist 0 # I ein Ideal in sp(2r), dann ist

2r 2r

I=1nsp(2r) = EPF>NI)Nsp(2r) = P F¥ Nsp(2r) =sp(2r),
i=1 i=1

weil F2" irreduzibel ist.

(3.5) Proposition

1.

Die Hamilton-Algebra H(2r,m) wird als Algebra von allen Dy (x\®) fiir
0 < a < 7T erzeugt.

Sie ist eine graduierte Unteralgebra von W (2r,m) der Linge s = |t| — 3.

Ihre Elemente vom Grad —1 sind genau die Elemente der Verallgemeinerten
Jacobson-Witt-Algebra vom Grad —1, das hei3t, es ist H(2r,m)_y =W (2r,m)_.

Die Darstellung @ : H(2r,m)o — gl(A(2r,m)1), die durch die kanonische Dar-
stellung induziert wird, definiert einen Isomorphismus H (2r,m)y — sp(2r).
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Beweis.

1. Aus Proposition IV.(3.3) 3. folgt Dy(x'*) € H(2r,m) fiir 0 < o < 1. Seien
0 < a,B <t gegeben. Wegen Lemma IV.(3.3) 2. gilt

Dy (x@), Dy (xP))] =

r G(j)[(a+B—€j—8j/) B (oc+B—ej—ej/)]DH(x(a+B€jgj,))'
=1

oU—€; oL—ej

J

Es ist (;) = (=) fiir 0 <y < 1. Wenn nun o+ B — €; —gj = T ist, dann ist
0<a—¢g;,o0—¢; < tund wir erhalten

(O‘jej) - (oc—rej,) = (—1)* 8l — (-l =o.

2. Die Abbildung Dp ist linear und vom Grad —2. Mit 1. und Lemma IV.(3.3) 2.
folgern wir mit

r(p"i-1)-1 X(p"i-1)-3
H(2r,m) = @ Dy (A(2r,m)); = EB H(2r,m) W (2r,m);
i=1 i=—1

die Behauptung.

3. Es gilt Dy (x®)) = (i')D; fiir 1 < i <2r. Mit &y < T und 1. folgt die Behaup-
tung.

4. Wegen p > 2 gilt H(2r,m)o = (D (x'&1&)) | 1 < i < j < 2r). Mit Lemma
IV.(3.1) 3. erhalten wir

2r(2r+1)

dimFH(2r,m)0 = 2

=2/ +r = dimpsp(2r).
Firl <i<j<2rgilt

On (D (x&18))) = 0 (6()x Dy + 6 (j)xE)D ).

Die Matrix, die diesen Endomorphismus beziiglich der Basis {x(€) ... x(&)}
repréasentiert ist durch o(j)E;7 + 6(i)E;y gegeben. Diese Matrix gehort zu
sp(2r).

Q
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(3.6) Theorem
1. Die Algebra H(2r,m) ist einfach und es gilt dimpH (2r,m) = p™ *-1M2r — 2,

2. Sie ist genau dann eine Lie-p-Algebra, wenn m; = 1 fiir alle 1 <i < 2r gilt.
In diesem Fall ist sie eine p-Unteralgebra von der Verallgemeinerten Jacobson-
Witt-Algebra W (2r,m).

Beweis.

1. Aus Lemma IV.(3.1) 3. und Proposition IV.(3.5) 1. folgt die Formel fiir die
Dimension. Wegen H (2r,m)_1 = W (2r,m)_ ist H(2r,m) zuldssig graduiert und
wir konnen den Einfachheitssatz I11.(1.9) anwenden.

Vor. 1. Die Aussage gilt wegen p > 2.
Vor. 2. Die Aussage ist trivialerweise erfiillt.

Vor. 3. Wegen IV.(3.5) 4. und der Eigenschaften von sp(2r) ist A(2r,m); ein
irreduzibler H(2r,m)o-Modul. Die Irreduzibilitdt von H(2r,m)_; folgt
jetzt aus Proposition I'V.(3.5) 3. und Proposition IV.(1.7) 7.

Vor. 4. Aus Lemma IV.(3.3) 4. folgt [H(2r,m)_1,H(2r,m);11] = H(2r,m); fiir
1<i<s.

Vor. 5. Mit Lemma IV.(3.3) 3. gilt [Dp (x(&€)), Dy (x(*%))] = o(i) Dpy (x*%7))
und damit [H (2r,m)o, H(2r,m)s] = H(2r,m); fiir 1 <i <2r.

Insgesamt ist die Hamilton-Algebra einfach.

2. Angenommen H(2r,m) ist eine Lie-p-Algebra. Dann gilt ad(D;)?|g(2rm) = 0
und mit IV.(3.3) 3. ist

0 = ad(D;)" (D)) = ad(6(})Du(x"))P (Du(x"))
— DH (x('cfpejfaj/))‘
Damitistm; =1 fiiralle 1 < j <n.
Sei m = 1. Dann ist W (2r,m) ist eine Lie-p-Algebra und es gilt:

%m=immm~mmm:immy
J= J=

Man kann mit einer kleinen Rechnung zeigen, dass Dy;(x(*) und D i j(x(“))
fiir 0 < o < t kommutieren. Also ist Dy (x(®))P = Z;:le/j(x(“))P. Der Be-
weis von Satz IV.(2.7) zeigt, dass Dy (x(®)P = 0 auBer fiir o = & + € mit ei-
nem j € {1,...,r} ist. In diesem Fall gilt Dy (x*) = h; — h; und folglich ist
Dy (x')? = Dy (x(%)). Somit ist H(2r,m) eine p-Unteralgebra von W (2r,m).

Q
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IV.4 Die Kontakt-Algebra

Sei p > 2 und n := 2r+ 1 eine ungerade ganze Zahl (r € Ny). Die Kontakt-
Algebra wird iiber die lineare Abbildung Dk : A(n,m) — W(n,m) definiert, wobei
DK(f) = ’}zlfj'Dj durch

£ :x(EJ)Dn(f) +<5(j’)Dj/(f) fiir 2 < j < 2r,

2r
fo=2f=Y o(j)xf;
=1

J

definiert wird. Sei auBBerdem
d; :=D;+o(i)x&)D,, fiir 1 <i<2r

und
d, :=2D,.

(4.1) Lemma
1. Fiir 1 <1i,j <2r gilt[d;,d;] = 8;76(j)d, und [d,,d;] = 0 fiir 1 < j <n.

2. Das Bild der Abbildung Dk kann man folgendermaBen durch die d; ausdriicken:

2r
Dk (f) =Y, o(j)d;j(f)d; + fdy.
j=1
Beweis.
1. Wir berechnen den Kommutator
[di,dj] = [Di+0(i)x®)D,,D;+o(j)x*"'D,

= [D;,0(j)x®Dy] + [6(i)x*" D, D]
= SIJ/G(]>DA - Sjl/c(l)Dn
= 28;76(j)Dn = 8;0(j)dn.

Die zweite Gleichung ist trivial.

2. Sei E(f) = Z?r:lc(j)dj(f)dj/ + fd, € W(n,m). Dann gilt fiir 1 <i <2r

E(f)(x®)) = o({)ds (f) = (") D (f) +xE) Dy () = Dr (f) (x&)),
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sowie

Fir fag EA(nam) definiere <f7g> = DK(f)(g) _gdﬂ(f)

(4.2) Proposition
Mit obiger Definition gilt Dk ((f,g)) = [Dk(f),Dk(g)] fiir alle f,g € A(n,m).

Beweis.  Wir setzen Dg(f) = Y-y fidj und Dk(g) = Y 1gjdj. Weiter sei
[Dk(f),Dk(8)] = ¥'j— hjd;. Wir bemerken, dass

fi=o(l)dy(f), gg=0(l')dy(g), firl <i<2rund f=Ff, go=8 (¥

und
2r

(£.8) =), 0(j)figy + fdn(g) — gdun(f) (+%)
j=1
gelten. Da

n

[De(f),Di(g)] = Y [fidi,gjdj]

i,j=1

= Y fidi(gj)dj—g;d;(fi)di+ figj[di,d]]
ij=1

= Y fidi(g))d;—gid;(fi)di

ij=1
2r
+ Y 6())8; figjdn
i,j=1
ist, erhalten wir

n
h=Y fidi(g)—gdi(f;) fir 1 <1<2r
i=1
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und
2r

hy = ifidi(g) —gidi(f) =) oli) figi-
i=1

i=1
Wegen () und () gilt fiir [ < 2r

2r
b =Y fidi(o(l')dp(g)) — gidi(o(I')dy(f)) + fdn(g1) — gdn(f1)
i=1

2r

= o(l") Y. (fidy(di(g)) + fildi,dr)(8) — gidy (di(f)) — gildi,dy](g))

i=1
+fdn(gl) - gdn(fl)

2r
= o(I')Y o(i)fidr(gr)+ fidn(g)
=1

2r
—o(I') Y o(i)gidy (fr) — gidn(f) + fdn(81) — gdn(fi)
i=1

2r

= o(l")dp(Y, o(i)figr)+0(")dy(fdn(g) — gdn(f))

i=1

= o(l)dr({f.8))-
Benutzen wir () und (*x) fiir n erhalten wir schlieBlich

2r 2r

hn =Y o(i)(figr — gifr) + fdu(g) — gdn(f) — Y o(i) fig
i=1 i=1
2r

= — ZG(i)giﬁ’ +fdn(g) _gdn(f) = <fag>'

i=1

Aus der Proposition IV.(4.2) und der Injektivitit folgt, dass A(n,m) unter der Multipli-
kation (-,-) eine Lie-Algebra ist. Wir nennen diese Lie-Algebra K'(2r+ 1,m).

(4.3) Definition
Die Algebra K (2r + 1,m) := K'(2r + 1,m)") nennt man Kontakt-Algebra.

Wir definieren

2r
Dy CA(l’l,m) —>W(l’l,m>, DH(f) = z:lc(j)Dj(f>Dj/7
j=
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{f,8}:==Du(f)(g) fiir f,g € A(n,m).

Dann erhalten wir

Di(®) = Dy () 1 x@5) Y 40D, 1 (2 3" 0¥,
=1 =1
Sei weiter ||at|| := |ot| + a, — 2.
“@.4) Proposmon
1. Es gilt (x(®),x®)) = {x(@ x B} 4 [||B]| (*5) — floof| (**h o) JlerBea).
2. Die Vektorriume K'(2r+1,m); := (x\% | ||| = i) definieren eine Graduierung
auf K'(2r,m).
Beweis.
1. Es gilt:
(@ xB)y = Dp(x(®)(xB)) — 2x(P) x(0=n)
Dy () (B o) i D, (xB)
=1

2 Z(XJ n )) 2X(B) (0—€,)

= {x((x)7x(ﬁ)}_|_(ZBj_2)x(a £n Zaj_2 B Sn)
=1

_ {x<“>,x<ﬁ>}+[<uﬁu—zm(“*%‘g")

o+pB—¢, _
—(||ov —206n)( oc )]x(“ﬁ €n)
Wegen B, (“Jr%_s") = o, (TP gile

(@) = @ 1 (TE ) g (] s

Die Behauptung folgt.

2. Die Aussage folgt aus 1.
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Damit ist auch K(2r + 1,m) graduiert. Wegen K'(2r + 1,m) = @;__,K'(2r+1,m);
mits=Y" (p" —1)+p™ -3 =|t||+3 gilt K(2r+1,m); =0 fiir i < —2.

=

(4.5) Korollar
Firl <a<tund1 < j<2rgilt:

1. (1,x(®) = 2x(@—en),
2. <x(€j),x(a)> — G(j)x(oﬂ*?dj/) + ((xj + 1)x<°‘+8i—€"),

3. <x<8n),x(on)> — HOCHX(“)

Beweris.
1. Es gilt (1,x(%) = D (1) (x(®)) = X2 6(j)d; (1)dj (x9) + 1y (x(@) = 2x(0—E1),
2. MitIV.(4.4) und ||g;|| = —1 gilt:

RN I N NCI ST “(oc+e] 8n>+(06+€j_8n>]x(oc+£j—£n)
€j
= o(j)Dj (x( )+ (o4 1))

= o(j)x %) 4 (o4 D)xloFE ),
3. Mit IV.(4.4) und ||g,|| = O gilt:
() @)y = {x(&n) (@Y || 6@ = |||
4. Mit IV.(4.4)und ||g; + ¢, = 0 gilt:

<X(8j+€j’),x(a)> {x 8]+8 it } + H H <(x‘+£j +8]" B £n>x(06+8j+€j/£n)

(04
= c<j>x<8f’>D,-/<x<°°>>+<s<f>x<8f>Dj<x<a>>
= o(j)(ay —oyx(®.

(4.6) Lemma
1. Bsgilt F = K'(2r+ 1,m)_3 = Ci(or4 1. (K'(2r + 1,m) _1).

2. Die Menge ¥, Fx\% ist eine Teilmenge von [K'(2r +1,m)_1,K'(2r+1,m)].
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3. Fiirn+3 =0 mod p ist K'(2r+ 1,m) eine Teilmenge von Y o, Fx(®),

Beweis.

1. Esistklar, dass F = K'(2r+1,m) > und K'(2r+1,m)_ = ¥3", Fx®) gilt. Mit
IV.(4.5) 1. gilt (1,K'(2r+ 1,m)_;) = 0 und mit IV.(4.5) 2. folgt

ad(x®)) = 6(j)D; +xE)D,,

Damit ist [ad(x)), ad(x€))] = 26(})Dh.
Ist (f,K'(2r+1,m)_1) =0, so gilt (6(j)D; +xE)D,)(f) =0fiiralle 1 < j < r.
Weil {D € W(2r+ 1,m) | D(f) = 0} eine Unteralgebra von W (2r + 1,m) ist,
erhalten wir D, (f) = 0. Folglich gilt D;(f) =0 fiiralle 1 <i <n, alsoist f € F.
2. Die Formel in IV.(4.5) 3. zeigt, dass aufer fiir B, = p" — 1 das Element x(®) in
(K'(2r+1,m)_,K'(2r+ 1,m)) liegt. Wegen K(2r+ 1,m)_, = K'(2r+ 1,m)"")
erhalten wir xP) € (K’ (2r+1,m)_,K'(2r + 1,m)) fiir B, < p"™ — 1. Angenom-
men es ist B, = p™ — 1. Wegen B < T gibt es dann ein j € {1,...,2r} mit
Bj < p™ —1. Wegen IV.(4.5) 2. angewandt auf o = f + ¢ gilt

o(/)x® = —(b;+ )P =) mod (K'(2r+1,m) 1, K (2r +1,m)).
Nun liefert der erste Teil unseres Beweises die Behauptung.

3. Wegen {x(® x(B)} ¢ Yyer x( fiir alle o, p < T und IV.(4.4) miissen wir nur den
Fall oo+  — €, = T betrachten. In diesem Fall ist

nm(“*ﬁ‘%)—nm(“+ﬁ‘“) = IBIIC )P = o (— 1)

B o

(1B + ey (~1)P
= (=Dl
0 mod p.

Alsoist (x(® xB)y ey Fx(®),

(4.7) Theorem
1. Die Algebra K(2r+ 1,m) ist eine einfache Lie-Algebra.

K'2r+1,m), n+3#0 mod (p)

2. Esgilt K(2r +1,m) = {@pr(@, n+3=0 mod (p).
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3. Sie ist genau dann eine Lie-p-Algebra, wenn m; = 1 ist fiir alle 1 <i < 2r.

Beweis.
1. Wir zeigen die Einfachheit zusammen mit 2.

2. Wir bezeichnen U mit

U— K'(2r+1,m), n+3#0 mod (p)
| B FXY,  n+3=0 mod (p).

Im Beweis von IV.(4.6) wurde gezeigt, dass U eine Unteralgebra von
K'(2r+1,m) ist.

Wegen IV.(4.6) 1. ist U zuldssig graduiert und wir konnen die Voraussetzungen
des Einfachheitssatzes I11.(1.9) fiir U zeigen.

Vor. 1. Ists:=Y" ,(p™ — 1)+ p™ —4, so ist die Linge der Graduierung ent-
weder s oder s+ 1. In der Tat ist fir n4+3 =0 mod (p) die Algebra
U=@L_ ,K'(2r+1,m).

Vor. 2. Ista € Cy(UT)NK'(2r 4 1,m)_,, dann gilt 0 = (a,xE17&)) = 24x(€1),
also ist auch a = 0.

Vor. 3. Es gilt Uy =Y ; ]<2rFx(gi+£f) + Fx(®) und U_ 2 Fx(®), Betrachte
ein Up-Untermodul V von U_; und 0 # v = Z 2 aix 8') €V, das heift,
es ist a; # O fiir ein j. Dann ist (v,x(zg’)> =o(j)ajx x(") und damit
ist X&) € V. Es gilt nun V = U_1, da (x(sf’),x(sﬂre/)) = o(j/)x®) fiir
1 <1< 2rist.

Vor. 4. Wegen (x(&) x(®) = (j)x{*&/) 4 (o + 1)x(%+&=8) gilt fiiralle i —1 <
i<s—1[U-1,U+1] =U,.

Vor. 5. Es gilt K'(2r + 1,m); = @ Fx" ¢ und K’ (2r + 1,m)sy1 = FxV.
Wir erhalten auflerdem

<x(8n),x(1*£i)> = x" %) fiirn+3=0 mod (p)

und

(x®) XDy = —(n+3)x.

Also ist U eine einfache Unteralgebra von K’ (2r + 1, m).
Im Fall n4+3 #0 mod (p) gilt K(2r + 1,m) = U") = U und sonst

K2r+1,m)cU=UYCK'@2r+1,m)"") =K(2r+1,m).
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3. Ist K(2r + 1,m) eine Lie-p-Algebra, so sind ad(x(#))? und ad(1)? innere Deri-
vationen von K(2r+ 1,m) und somit ist sie gleich 0. Wir erhalten

0= ad(x(si))p(x(T_(pITY"_l) —g,) = g(j)x("f*l’ej/*(l’m"*l)en),
alsoistm; = 1fiir 1 < j<2r. Es gilt
0= ad(l)p(x(r—el)) — 2y (t—&1—pen)

und damit m,, = 1. Sei

2r
E(x(®) := x(0=&) Z (&)) Dj+(2 Z o)X\ D,,.

Dann ist

Wir berechnen

(D (6 ), E(x')]

2r 2r
= Dy (x\%)(x(0=8)) Z x(ﬁj)Dj +x@ &) [Dy (x(), Z x(ﬁj)Dj]
j=1 j=1
2r 2r
+2= Y, )y (&) (X )Dy + (2 = Y o)) Dy (V). Dy
=1 j=1

2r o
= 0— (Z o — Z)X(O‘—Sn)DH(x(a)) +0—-(2— Z’] aj)x(OC)DH(x(oc—en))
j:

= (2- zr: OC] ZG (0—8n)  (0—€i) —x(a)x(u_ei_S”))Di/

2 200—€;, — € 200—¢€;— ¢, e
— 2 o oli l ny i (20.—¢; 8”)D~/
e R I

= 0.
Wir erinnern daran, dass Dy (x(*)) = — Y/, Dy (x(*)) gilt, wobei

Dy (x'*), D (x'*N)] =0
ist. Dann folgt
Dx(x'*N? = Dy (x( )P 4 E(x( @)
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Im Beweis der Lie-p-Algebra-Eigenschaft von S(n,m) haben wir gezeigt, dass
Dii’ (X(OC))P = 8(178i+8i/Dl‘l'/ (X(a)) ist. Wegen Dy (X(a)y] = — Z{:l Dii’ (X(a))p gllt

D@y — { Pt ), o =eiter
0, sonst '

Es ist damit E (x(*)) € W (n,1) ¢—g,) "W (1, 1)|¢—1 und mit IV.(1.11) und nach-
folgender Bemerkung erhalten wir E (x(*))? = 8y ¢ E (x(*)), woraus

Dg(x ), e {e+e}U{e,}
0, sonst

DH(X(OC))P — {

folgt. Alsoist Dx(K(2r+1,1)) eine p-Unteralgebra von W (2r+1,1) und wegen
der Bijektivitit von Dk folgt die Lie-p-Algebra-Eigenschaft von K(2r+1,1).

Q

IV.S Melikian-Algebren

Sei F ein Korper mit char(F) = 5.
Man kann die Melikian-Algebra .# als graduierte Lie-Algebra

—_——

M () = M (0)g D M ()] D M ()5 =W(2,1) BA(2,1)DW(2,1)

einfithren mit .# (o)5 = W(2,1) als Lie-Algebra, .# (0); = A(2,1) als Vektorraum

und . ()5 =W (2,1)={D|D € W(2,1)} als Vektorraumkopie (siehe [Kuz91]). Die-
se Aufteilung ergibt eine Z/37-Graduierung (Definition analog zur Z-Graduierung).
Das Lie-Produkt in .# (o) ist durch

e~ —

[D,E] := [D,E]+2div(D)E
D, f] == D(f)—2div(D)f,
[fiD1+ f2D2,81D1 +g2D5] = fig2— fag1,
[f.E] = fE,
[f,e] = 2(gDa(f)— fD2(g))D1 +2(fD1(g) — gD1(f))D2

fir alle D,E € W(2,1),f,8,h, fi,gi € A(2,1) gegeben. Hierbei ist die Divergenz ge-
geben durch div: W(2,1) — A(2,1), fiD1 + faD2 — D1 (f1) + D2(f2). Die Abbildung
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X1 — X2, X2 — x1 induziert einen Automorphismus auf .# (). Die Algebra .# ()
besitzt eine zweite Graduierung. Diese zweite Graduierung ist gegeben durch

deg 4(D) = 3deg(D)
deg 4(E) = 3deg(E)+2
deg ,(f) = 3deg(f)—2

fir alle D,E € W(2,1) und f € A(2,1).

(5.1) Lemma
Die Algebra .# (=) ist eine Lie-Algebra.

Beweis.  Angenommen wir zeigen, dass ad(D;) eine Derivation ist, dann ist wegen
des oben genannten Automorphismus auch ad(D;) eine Derivation. Also enthilt
Der(.# ()) die Algebra, die durch diese Elemente erzeugt wird: Y, oad(.#;).
Sei J(A,B,C) = [A,[B,C]] + [B,[C,A]] + [C, A, B]] die Jacobi-Identitit fiir homogene
A,B,C € ./ (=), wobei wir als Graduierung deg := deg , wihlen. Wir zeigen durch
Induktion iiber den Grad, dass J = 0 ist. Denn falls der Grad von J(A, B,C) kleiner als
0 ist, ist auch einer der Grade von A, B, C negativ. Um zu zeigen, dass J(A, B,C) dann
gleich 0 ist, brauchen wir also nur folgendes zu iiberpriifen:

Setze D = fiD1 + f2D; und E = g1 D1 + g2D;. Die Divergenz div ist eine Derivation,
also gilt div([D, E]) = D(div(E)) — E(div(D)) und div(fD) = D(f) + fdiv(D). Es ist

Dy, [D,E]] = [D1,[D,E]|—2 div([D,E))D; = [[Dy,D],E] + D, [Dy,E]);
[D,E] = (fiD1(g1) + foD2(g1))D1 + (f1D1(g2) + f2D2(g2)) D2

—(81D1(f1) +82D2(f1))D1 — (81D1(f2) + 82D2(f2)) D2
+2(D1(f1) +D2(£2))81D1 +2(D1(f1) + D2(f2))g2D2,

[D1,[D,E]] = fiDi(g2)+ f2D2(g2) —g1D1(f2)
—8Ds(f2) +2 g2D1(f1) +2 g2D2(f2)s

(D1.DLE] = —[[D.Dy]+2div(D D)D. ] -
= [D(f1)D1+Di(f2)D2 —2(D1(f1) + D2(f2))D1,81D1 + g2D3)]
= (=Di(f1) —2D1(f2))g2—Di1(f2)g1,

[D,[D1,E]] = [D,g2] = fiDi1(g2) + f2D2(82) —2(D1(f1) + D2(f2))g2;

[Dy,[D,h]] = [D1,D(h)—2 div(D)h] = (2 div(D)h— D(h))Dy,
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[[Dl,D],hH = [Dl (fl )Dl + D (fz)bz -2 diV(D)DI]
= —hD; (fl)Dl —th(fz)D2—|—2 diV(D)th,
[D,[Dy,h]] = —[D,hDy] = —D(h)D1+ hD1(f1)D1+hDi(f2)D2;
[D1,[D,E]] = [D1,f182— fo81] = (f281 — f182)D1,
[[Dlvb]vg] = [fZaE]:f2g1D1+f2g2D2,
[D,[D1,E]] = [D,g]=—g2fiD1—g2f2D2;
[Dla[haE]] = [Dlvhng~1+thD2] B B
= Di(hg1)D1+ Di(hg2)Dy —2D1(hg1) + D2 (hg2)D;
= (=Di(h)g1 —hD1(g1) —2D2(h)g> — 2hD>(g2)) D1
+(D1(h)ga +hD1(g2))Da,
[D1,h],E] = [-hDy,E] 3 3
= —hD:(g1)D1 —hD1(g2)D>+g1D1(h)D)
+82D2(h)D1 — 2D (h)(g1D1 + g2D2)
= (—giD1(h) —hD(g1) + g2D1(h)) D,
+(—hD1(g2) —2g2D1(h)) D2,
[, [D1,E]] = [h,g2] = 2(g2D2(h) — hD2(g2))D1 +2(hD1(g2) — g2D1(h))Da;
[D1,[f,8l] = [D1,2(gD2(f) — fD2(g))D1 +2(fD1(g) — gD1(f))D2)
= 2fDi(g) —2gD1(f),
[[Dlvf]ng] = _[fDlag]:_fDl(g)+2Dl(f)g,
[f.[D1,g]] = [f,—8Di] =gDi(f)—2Di(g)f.

Sei nun deg(J(A,B,C)) > 0. Wenden wir Dy, D, an, erhalten wir

[D;,J(A,B,C)| =J(|D;,A],B,C)+J(A,[D;,B],C)+J(A,B,[D;,C))

fiir i = 1,2 nach Induktionsvoraussetzung. Es ist

(Z ) N Ann(Dy) N Ann(D7) = 0.

i>0

Folglich gilt die Jacobi-Identitit in . (o).

0
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Wir setzen fiir m = (my,m;) € N2

M (my,mp) :=W(2,m)BAR2,m) W (2,m).

Damit existiert fiir .# := .# (m,m;) eine Graduierung

M= D Ay

mit s = 3(5™ +5") — 7 und
M3 =FD|+FDy, M|_y=F, M_y=FDi+FDs,

M) = Y FxDj, My = Fx" ) p, 4 px(t)p,
i,
wobei wie immer t(m) = (5" —1,5" — 1) sei.

(5.2) Definition
Die Algebra .# (my,m;) heift Melikian-Algebra beziiglich (m,m;) € N2.

Fiir jedes a € F existieren W (n,m)-Moduln

A(n,m) (4 aiv) © Pa(D)f == D(f)+adiv(D)f,

und
W(’%m)(a div) - pZV(D)E = [D7E] ta le(D)E

fir alle D,E € W(n,m) und f € A(n,m).

(5.3) Proposition
1. Jeder W (n,m)-Untermodul von A(n,m) 4 giy) enthélt F'. Der Modul A(n,m) 4 giv)
ist genau dann ein irreduzibler W (n,m)-Modul, wenn a # 0,1 ist. In diesem
Fall ist Fx\9) der einzige irreduzible W (n,m)o-Untermodul. Fiir a = 0 ist F der
einzige echte W (n, m)-Untermodul von A(n,m) , giy) und fiira= 1 ist der einzige

echte Untermodul } g F x(B),

2. Jeder W(n,m)-Untermodul von W(n,m) g enthilt Z;f:lFDj. Der Modul
W (n,m), giv) ist genau dann ein irreduzibler W (n,m)-Modul, wenn n = 1 und
a# 1,2 odern# 1 und a # 1 ist. In diesem Fall ist };_, Fx(T)Dj der einzige
irreduzible W (n,m)o-Untermodul. Der einzige minimale W (n,m)-Untermodul
von W (n,m) 4 giv) im Falle n # 1 ist Yo<q<t Xi,j FDij(x(“)).

3. Die Moduln X (n,m) 4 giv) und X' (n,m) qgivy mit X, X' € A,W und a,d’ € F sind
genau dann isomorphe W (n,m)-Moduln, wenn X = X’ und a = d’ oder n = 1
und a —Ox w = a’ — Sy Ist.
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Beweis.

(a) Esistklar, dass jeder W (n,m)-Untermodul von A(n,m) , giv) den Kérper F enthilt,
Betrachte €; < o < 1. Dann gilt

(Tt P = <(aj£i> +a<;> 2
= @17, ) e
— -1 ﬁ (p”;: l)xm +(1 (p";; 1) ) (p”al— 1) )@

j=1

nj 1 n
(pl );Ao, (p >:Ofﬁr0c§'c.
o (0%

Also ist der obige Ausdruck genau dann gleich 0, wenn a = 1 ist.

Es ist

Ist a # 0,1 und My ein nicht-trivialer W (n,m)o-Untermodul von A(n,n) 4 giv)»

dann enthilt M ein Polynom f = Zbe(B) mit by # 0. Wihle o > 0 mit |ot| mi-
nimal, so dass by, # 0 ist, und ein i, so dass a; # 0 ist. Nach obiger Rechnung ist
(x4t D) f = b (x(TH8) D) x(@) € Fx(W\{0}. Also ist Fx(*) eine Teilmenge
von M und wegen der Irreduzibilitit von M folgt die Gleichheit. Es folgt sofort,
dass A(n,m) 4 giv) ein irreduzibler W (n,m)o-Modul ist.

Im Fall a = 0 zeigt man analog, dass F der einzige echte W (n,m)-Untermodul von
A(n,m) ist.

Sei also a = 1. Dann ist }5; Fx®) ein W (n,m)-Untermodul von A(n,m)( giv)-
Jeder echte nicht-triviale W(n,m)-Untermodul enthdlt F, also enthdlt er
(FxXWD;) = Fx(™=8) fiir i = 1,...,n. Wir schliefen, dass ):B<1Fx(l3) der ein-
zige echte W (n,m)-Untermodul von A(n,m) giy) ist.

(b) Hier beweisen wir einen Teil von 3. Angenommen die W (n,m)-Moduln
A(n,m) (4 givy und A(n,m)yqy) seien isomorph. Wir haben gezeigt, dass F
genau dann ein W(n,m)-Untermodul ist, wenn a = @’ = 0 gilt. Genauso ist
YpiF x(®) genau dann ein W (n,m)-Untermodul, wenn a = o’ = 1 gilt.

In allen anderen Fillen ist Fx(*) der einzige minimale W (n,m)o-Untermodul. Auf
diesem Modul operiert x; D wie folgt:

(1 D)x® = (=14 a)x® = (=14 a)x,
das heift, es ista = a’.

Im Fall n = 1 existiert ein W (n, m)-Modul-Isomorphismus

A(lvm)(a div) = W(LM)((LH—]) div)» foD
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(c) Wir werden nun die Modul-Struktur von W(n,m), 4y) untersuchen. Jeder
W (n,m)-Untermodul von W (n,m), qiy) enthilt ', FD;. Mit (b) geniigt es n # 1
zu betrachten.

Sei a =1 und M ein minimaler W (n,m)-Untermodul von W (n,m); gy). Dann
enthdlt M den Modul ) F'D; und folglich gilt

(X(T)Dj)Di = —X(T_Ei)Dj —I—X(T_sj)Di = Dij(x(T)).
Wenn man Dy,...,D, mehrere Male anwendet, erhilt man

Y Y FD;(x%) c M.

0<a<ti,j
Andererseits ist
(x(“)Di)(Djk(x(B))) - [x(a)Di’x(Bfek)Dj —x(B=&)py]
+x(a—£i)x(ﬁ—8k)Dj _ x(OC—Si)x(B—Ej)Dk
- D (x(@)x B2y 4 Dy (x( @) B2y,
Somit ist M = Yo gt Xi i FDij (x¥).

Sei a # 1 und My ein nicht-trivialer irreduzibler W (n,m)o-Untermodul von
W (n,m)(, giv)- Dann enthilt My ein Element 0 # Y%, f;D; € W (n,m)o. Es ist fiir
g§<a<nt

(xTe+e)p,y. (xB)) e FX(T*(HB)DJ. + Fx(TotBte—¢)p.
und firg;, <o <7, i #j
(x(Fere) )y L (x(@) D))

- (( T >+a(T))x(T)Dj_(T+£i_£1)x(f+8iej)Dl.
o—¢ o o

_ P =1\, (P =1 P =1\ wp.
o (G IV G
J# J
n pnj_l pnj_l pn,_l
T [ (e T
T
= —1 Op.£0.
(@13 )10, 20
Dann enthilt M ein Element }_, ajx(T)D j70.Da}yi | F xUD ; ein irreduzibler

W (n,m)o-Modul ist, ist dieser der einzige minimale W (n,m)-Untermodul von
W (n,m) 4 giv)- Es folgt, dass W (n,m) q, giv) irreduzibel ist.
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(d) Angenommen X (n,m) 4 giv) und X' (n,m) 4 giv) seien isomorphe W (n, m)-Moduln,
Der Fall n = 1 wurde in (b) gezeigt. Setze also voraus, dass X = X' =W und n # 1.
Aus 2. schliefen wir, dass W (n,m), giy) fiir a = @’ = 1 reduzibel ist.

Fiir a,a’ # 1 sind die einzigen Eigenwerte von x;D; auf dem einzigen minima-

len W (n,m)o-Untermodul YiF xUD ;j die Werte @ — 1 und a — 2. Es folgt also
{a—1,a—2} ={d —1,d’ —2}. Das heiBt, es gilt a = a’ wegen p # 2.

Q

Die folgenden Unterrdume von .# (eo) sind als W(2,m)-Moduln der Form

—_——

A(2,m) =2 A(2,m) (3 giv), W(2,m) =W (2,m)q giv)-

(5.4) Theorem
Die Melikian-Algebra .4 (m1,my) ist einfach und fiir die Dimension gilt

dimp///(ml,mz) = 5m1+m2+1‘

Beweis.  Die Graduierung (.#[;)) von . (mi,my) erfiillt die Bedingungen (g1)-(g4).
Sei J # 0 ein nicht-triviales Ideal von .# (m;,mz). Dann ist .Z|_3 NJ # 0; siehe
Beweis zu III.(1.8). Es ist nun einfach zu zeigen, dass auch J ﬂ,///[_z] # 0 und
JOV M) # 0 ist. Weil 4y 22 A(2,m) (g giv)s My = W (2,m) und .4 = A(2,m) 3 giv)
nach Proposition IV.(5.3) einfache .#;-Moduln sind, ist J = .# (m,m3). Q

(5.5) Theorem
Die Melikian-Algebra .# (m;,my) ist genau dann eine Lie-p-Algebra, wenn
(my,mp) = (1,1) ist.

Beweis.  Ist .# (m,m;) eine Lie-p-Algebra, dann folgt genau wie im Beweis zu
IV.(1.8), dass m; = my = 1 wegen 0 = (ad(D;))> (x(VD;) = x(*&)D; gilt,

Es bleibt zu zeigen, dass (ad(m))> € ad(.#(1,1)) fiir alle m € .#(1,1) ist. Es gilt
ad(Di)p’W(n,l) = ad(Df’)|W(n7D. Es ist ad(D,‘)‘m) = ad(D,-) und damit

ad(Dy)"| ooy = ad(D)? = ad(D]) = ad(Df)| o

sowie
ad(Di)p’A(n,l) =D} = ad(Df)‘A(ml)-

Es ist ad(x(*))? = 0 = ad(0) = ad(x*), sowie ad(D;)” = 0 = ad(0).



IV.6. Klassifikationsséitze 107

IV.6 Klassifikationssatze

In diesem Abschnitt mochten wir einige Klassifikationssitze vorstellen.
Sei F ein Korper der Charakteristik p > 0.

(6.1) Definition
Die Lie-Algebren W (n,m), S(n,m), H(2r,m) und K(2r+ 1,m) nennt man graduierte
Lie-Algebren vom Cartan-Typ.

SeiX € {W,§',H" ,K'},m € NjJ'. Definiere X ((n, F)) genauso wie A((n,F)), also ohne
obere Schranke T. Dann gilt:

X (n,m) = X((n,F)) "W (n,m).

Sei die entsprechende einfache Lie-Algebra X (n,m)*), das heiBt eine der Lie-
Algebren W (n,m), S(n,m), H(2r,m) oder K(2r + 1,m). Da X(n,m) graduiert ist,
gibt es eine Filtrierung (X (n,m)))kez mit X (n,m) ;) = Li>¢ X (n,m);. Sei @ ein
Automorphismus von A((n,F)), der diese Filtrierung beibehilt, das heifit, es gilt
D (X (n,m)x)) € X (n,m) ), und definiere

X(n,m,®) = (& 1 oX((n,F))o®) NW(n,m).

(6.2) Definition
Die Lie-Algebra X (n,m,®)(*) nennt man filtrierte Lie-Algebra vom Cartan-Typ,
falls X (n,m,®) folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

L. X(”7m7 CI)) mW(nam)(2+5X.K)7X 7& 0,
2. X(n,m, @)+ (PoX((n,F)) 0@~ ) NW(n,m) (145 ) x = PoX((n,F)) 0@,
wobei W (n,m) ) x die k-te Komponente der X-Filtrierung von W (n,m) sei.

(6.3) Vermutung (Die Verallgemeinerte Kostrikin-Shafarevich-Vermutung)
Fiir p > 5 ist jede endlich-dimensionale einfache Lie-Algebra iiber F' entweder klas-
sisch oder isomorph zu einer der filtrierten Lie-Algebren vom Cartan-Typ.

(6.4) Vermutung (Die Urspriingliche Kostrikin-Shafarevich-Vermutung)

Fiir p > 5 ist jede endlich-dimensionale einfache Lie-p-Algebra iiber F entweder klas-
sisch oder isomorph zu einer der Lie-p-Algebren W (n,1) mitn > 1, S(n,1) mitn > 3,
H(2r,1) mitr > 1 oder K(2r+1,1) mitr > 1.

(6.5) Theorem (|[BW9S])
Die Urspriingliche Kostrikin-Shafarevich- Vermutung ist wahr fiir p > 7.

(6.6) Theorem (Strade, [PS06])
Die Verallgemeinerte Kostrikin-Shafarevich-Vermutung ist wahr fiir p > 7.
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(6.7) Theorem (Klassifikationssatz, [PS06])

Sei L eine endlich-dimensionale einfache Lie-Algebra iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper der Charakteristik p > 3. Dann ist L entweder eine klassische Lie-
Algebra, eine filtrierte Lie-Algebra vom Cartan-Typ oder eine der Melikian-Algebren.

IV.7 Eine Ausnahme fiir p =3

Hier werden wir eine Lie-p-Algebra beschreiben, wodurch wir sehen werden, dass die
vorangehenden Klassifikationssédtze zum Beispiel fiir p = 3 nicht gelten. Es ist eine
Lie-Algebra, die Marguerite Frank gefunden hat, siehe [Fra73].

Sei also F ein Korper der Charakteristik char(F) = 3.

(7.1) Definition
Die Algebren S und T sind Unteralgebren der Jacobson-Witt-Algebra W (3, 1) iiber F.
Wie gesehen hat ein Element von W (3, 1) die Form

A= (a1,a2,a3) = a1A1 + a2 + azAs,
wobei a; € F[x1,x2,x3]/(x3,23,%3) sei und A; den Differentialoperator d/dx; bezeichne.
Die Lie-Klammer in W (3, 1) ist gegeben durch [A,B] = C = (c1,¢2,¢3) mit

3
Z (Ajai)b;— (Ajbi)aj).

Die zwei Algebren S und 7" seien graduiert
S=85_1®S0®S1,

T=T10ThveTh T, ®T;,

wobei S; und 7; durch folgende Basen iiber F' gegeben seien:

S—l - <A17A27A3>7
So = (A1 =(x1,x02,%3),A2 = (0,2, —x3),A3 = (x2,x3,0),A4 = (0,x1, —x2)),
St = (Bi = (x1x2,x1x3, —x2x3), By = (x],x122,%3), B3 = (—3,%2%3,%3)),

T, = S,
To = So®(As=(x3,0,0)),
i = 519 <B4 = (X1X3,0 X%) Bs = (X2, x%,O),B6 = (x%,0,0)>,
T = (C) = (x3x3 —x1x3,x2x3,0),Ca = (X]X3 — X1 X3, X1 X2X3, X243,
C3 = (x1x0x3, —xlxg,xzxg)),
T3 = (D= (x1x3x3 4+ X743, x1x0x3,X3%3)).
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(7.2) Theorem
Die Algebren S und T sind einfache Lie-p-Algebren mit einer natiirlichen Graduie-
rung, so dass fiir die Kommutatoren S(()4) = TO(4) =0 gilt.
Beweis.  An den Strukturkonstanten IV.2, IV.3 sieht man, dass die Graduierung
zuldssig ist. Die Voraussetzung 1.,2.,4.,5. des Einfachheitssatzes I11.(1.9) sieht man
an den Tabellen IV.2, IV.3. Die Teilmengen S_; beziehungsweise 7_; sind Sy bezie-
hungsweise Tp-Moduln via @_; : Top — gl(T-1), A — ad(A)|T-, beziehungsweise
¢_1:S0— gl(S—1), A ad(A)|S_;. Thre Irreduzibilitit erkennt man an Tabelle I'V.2.
Also sind S und T einfache Lie-Algebren.
Es gilt ad(A;)? = ad(A),ad(A;)® = ad(A;) und ad(A)? = O fiir alle anderen Basisele-
mente von S und 7. Man kann dies mittels der Tabellen IV.2, IV.3 iiberpiifen. Aus
I1.(3.7) folgt die Lie-p-Algebra-Eigenschaft von S und 7. Schlielich betrachten wir
die Kommutatorreihen von Sy und 7p:
2 3 4
SO = (AnAsAy), SV = @), s =
2 3 4
LY = (ALdsAsds), TP = (ALds), T

e L

Cartan-Zerlegung: Sei H der Unterraum H = (A},A3). Er ist eine abelsche Unter-
algebra von S und 7'. Wir definieren fiir w € H*:

Tw = {teT|ad(A)(r) =w(A)tfiralleA € H},

Sw = {seS|ad(A)(s)=w(A)sfiralleA € H}.

Sei {wi,w>} die zu {A1,A2} duale Basis in H*, das heilit, es gilt w;(A;) = §;; fiir
i =1,2. Dann gilt

H=T,— = (A1,A2),
Tv, = (B2,Bs), Ty = (A1,G),
Tw2 - <A37D1>7 T—W2 - <A47A5>’
TWH—Wz = <BlvBé>’ T—Wl—Wz = <A2,C2>,
Twlfwz == <B37B4>a wa1+w2 - <A3,C1>;
H=S8,—0 = (A1,A2),
Swi = (Ba), T = (A1),
Tv, = (A3), Ty, = (A4),
Loy4wy, = <Bl>’ T yyw, = <A2>’
Lyy—w, = (B3), Tyyvw, = (A3).
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Also sind T = H & (,, T,y) beziehungsweise S = H & (@,, S,») Wurzelraumzerlegun-
gen mit Wurzeln w = Ajw; + Aowy fiir A; = —1,0, 1.

Die einzige bekannte einfache Algebra der Dimension 18 ist die Jacobson-Witt-
Algebra W(2,1). Wie in [Dem70] gezeigt wurde, ist jede Cartan-Unteralgebra von
W (2,1) konjugiert zu genau einer der Algebren

Hy = ((x1,0),(0,x2)),Hy = ((x1 + 1,0),(0,x2)), H3 = ((x1 + 1,0),(0,x2 + 1)).

(7.3) Definition
Sei H eine Cartan-Unteralgebra einer Lie-Algebra L und bezeichne mit n(L,H) die
Anzahl der (ungeordneten) Paare von Wurzeln {a, —ou} mit [Lg,L_o] = H.

Die Zahl n(L,H) hingt dann nur von der Konjugiertenklasse von H ab.

(7.4) Lemma
Ist H eine Cartan-Unteralgebra von W (2,1), so istn(W(2,1),H) > 2.

Beweis.  Wenn wir fiir H = (6; = (y1,0),02 = (0,y2)) mit y; = x; oder x; + 1 und
y2 = x oder xp + 1 wiihlen, konnen wir das Lemma fiir alle drei H auf einmal zeigen.
Sei

Uy,={uecW(2,1)|ad(6)(u) =w(0)u fir alle 6 € H}.
Sei nun wieder {wy,w»} die zu {61,0,} duale Basis in H;", das heilt, es gilt w;(A;) =
9;j fiiri =1,2, k= 1,2,3. Dann gilt:

le <(y%70)7(07y1y2)>7 U7W1 = <(1a0)7(05y%y2)>,
U, = <(y1}72;0>7(07y%)>’ Uy, = <(y1y%70)7(071)>'

Es folgt direkt, dass [Uy,,U—y,| = [Uy,,U_y,] = H fiir alle erlaubten Substitutionen,
sowie fiir y; und y, gilt. Alsoistn(W(2,1),H) > 2. Q

(7.5) Theorem
Die Algebra T ist nicht isomorph zu W(2,1).

Beweis.  Fiir oo = wy, wy,w; +w; sind die Unterrdume [Ty, T« die Rédume (A1,A),
(A1) beziehungsweise (A; — Az), wihrend [Ty, —w,,T—w,+w,] = H gilt. Also ist
n(T,H) = 1 und wegen Lemma IV.(7.4) kann T nicht isomorph zu W(2,1) sein.  Q
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Wir berechnen die Strukturkonstanten:

[, ] Aq Ao A3 A Ar Az Ay As
Aq 0 0 0 —Aq 0 0 AY) 0
Ay 0 0 0 Ay | —Ay | —Aq —A3 0
A3 0 0 0 A3 | A3 | Ay 0 —Aq
Al Aq Ao A3 0 0 0 0 0
Ao 0 Ay —A3 0 0 —A3 Ay As
Aj 0 Aq AV 0 Aj 0 Aq 0
Ay Ao Az 0 0 —Ay | —Aq 0 Aj
As 0 0 A 0 —As; 0 —Aj3 0
B Az Al —Ap Ay B B —B3 B> —B;5
By —A1—Ap Ay 0 B; 0 By 0 B3 — B4
B3 0 Aj As By | —Bj 0 B —Bg
By As 0 Al —A> By | —B4 | Bs —Bj 0
Bs 0 As Az Bs 0 —B¢ | B3+ By 0
Bg 0 0 —As Bg Bg 0 Bs 0
C —Bg —Bs B,—B3 || —Ci | C 0 Cs 0
(653 Bz — By B B -G | =G | —C3 0 Cy
C3 Bs B4 B, —C3 0 Ci (653 0
Dy Ci —C3 - 0 D1 0 0 0

] B B> B3 B4 Bs Bg

Aq —Aj A1+ A 0 —As; 0 0

Ay || Ay — Ay —Ay —Aj3 0 —As 0

A3 —Ay 0 —Ap | Ay — Ay —Aj As

Al —B —B> —B3 —B, —Bs —Bg

Ar —B 0 B3 B4 0 —Bg

A3z B3 —B; 0 —Bs5 Bg 0

Ay —B 0 —B B —B3—B4 | —Bs

As Bs B4 —B3 | Bg 0 0 0

B 0 0 0 G —C 0

B> 0 0 0 (8)) C3 C

B3 0 0 0 Ci 0 0

B, —C5 - —C 0 0 0

Bs C —C3 0 0 0 0

Bg 0 —C 0 0 0 0

C 0 D 0 0 0 0

() 0 0 D1 —D 0 0

C3 —D; 0 0 0 0 0

D1 0 0 0 0 0 0

Tabelle IV.2: Strukturkonstanten von 7 und S
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[ ] C G C3 D
Aq Bg Bs—B3 | —Bs5 || —C;
Ay Bs —B —By4 C3
Az || B3 —By —B> —B; ()
A C () G 0
A> —C &) 0 —Dj
Az 0 Cs3 —C 0
Ay —C5 0 - 0
As 0 —C 0 0
B 0 0 D 0
B> —Dq 0 0 0
B3 0 —D; 0 0
B4 0 D 0 0
Bs 0 0 0 0
Bg 0 0 0 0
C 0 0 0 0
(653 0 0 0 0
G 0 0 0 0
Dy 0 0 0 0

Tabelle IV.3: Fortsetzung der Strukturkonstanten von 7" und S



Kapitel V

Implementierung in GAP und
Beispiele

V.1 Implementierung in GAP

GAP ist ein Computeralgebrasystem fiir Rechnungen in diskreter Algebra, siehe
[GAPO7]. Hier haben wir mithilfe von GAP die irreduziblen Lie-p-Moduln einiger
Lie-p-Algebren kleiner Dimensionen (< 26) und Charakteristiken berechnet. Der
hierfiir verwendete Algorithmus beruht auf Lemma III.(3.13). Es wurde zuerst die
GAP-MeatAxe benutzt. Da manche Moduln von sehr groler Dimension sind und das
Tensorieren der Moduln und Bestimmen der Kompositionsfaktoren mit der MeatAxe
sehr viel Zeit in Anspruch nehmen, haben wir zum GAP-Paket ,,Chop* [NNO7]
gewechselt. Dieses Paket verwaltet den Speicher effizienter und verkleinert so die
Rechendauer.

MeatAxe Die MeatAxe ist eine Sammlung von Programmen, um Rechnungen mit
Matrix-Darstellungen iiber endlichen Korpern durchzufiihren. Fiir mehr Informatio-
nen der diesen Rechnungen zugrunde liegenden Algorithmen siehe beispielsweise
[HEOOS, Abschnitte 7.4 und 7.5]. Wir mochten hier kurz den Hauptalgorithmus der
MeatAxe zur Uberpriifung der Einfachheit eines Moduls beschreiben. Man nennt
diesen Algorithmus auch den MeatAxe-Algorithmus.

Es sei A eine endlich-dimensionale assoziative Algebra iiber einem endlichen Korper
Fund {x,...,x,} eine F-Basis von A. Eine Matrix-Darstellung von A der Dimension
d ist ein Algebren-Homomorphismus 2 von A in die Algebra der d x d-Matrizen iiber
F. Eine solche Darstellung ist durch eine Liste A := [a,...,0,] von d X d-Matrizen
iber F mit o; = 2 (x;) fiir 1 <i < n gegeben. Hiermit wird gleichzeitig eine Ope-
ration der Algebra A auf dem (Rechts-)Modul M = K¢ definiert. Genauer wird diese
Operation gegeben mittels v.x =vY ! a; 2 (x;) firx =Y" a;x; € Aund v € V. Wir
nennen die Matrizen der Liste die Operationsmatrizen des Moduls und die von ihnen

113



114 Kapitel V. Implementierung in GAP und Beispiele

erzeugte Algebra heilit die Matrix-Algebra des Moduls.

Ist A" :=[a},..., o] die Liste der transponierten Operationsmatrizen des A-Moduls
M, so ist der zugehorige Modul der zu M duale Modul M*.

Ist L ein Untermodul der Dimension ¢ von M, so ist das orthogonale Komplement
L+ :={vek?|w-v' =0V w € L} ein Untermodul der Dimension d — ¢ von M*.
Wir speichern die Information des Moduls M in einem Datensatz .# . Dieser ein Da-
tensatz beinhaltet die folgenden Komponenten: den Grundkorper F, die Dimension
des Moduls d und die Liste A der Linge n der Operationsmatrizen des Moduls. Wir
konnen zusitzlich auch die Liste A’ aufnehmen.

Sei nun M eine A-Modul der Dimension d.

(1.1) Algorithmus (Der MeatAxe-Algorithmus)
Dieser Algorithmus wird im Folgenden im Pseudocode gegeben:

1 while true do

2 0 := zufilliges Element der Matrix-Algebra des Moduls M;
3 X := Charakteristisches Polynom von 0;

4 for w irreduzibler Faktor von  do

5 §:=n(0);

6 N :=Kern(g);

7 Seiv € N\{0};

8 # = von v erzeugter Untermodul von M;

9 if dim(W) < d then

10 MW =W,

11 return false;

12 elseif deg(m) = dim(N) then

13 Berechne . .A" := A, falls noch nicht geschehen;
14 N, :=Kern(&");

15 Sei w € N,\{0};

16 W = von w erzeugter Untermodul von M*;

17 if dim(W) < d then

18 Seiwe #+:

19 W = von w erzeugter Untermodul von M,
20 MY =W,

21 return false;

22 MO =0, M =T, M.Vv.=,

23 return true;

Beweis.  Zu zeigen: Falls der Algorithmus eine Antwort liefert, ist sie richtig. Das
hei3t, der Algorithmus liefert ,,true*, falls der Modul einfach ist, andernfalls liefert er
»false. In Zeile 11 haben wir einen echten nicht-trivialen Untermodul gefunden. In
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Zeile 21 fanden wir zuniéchst einen echten nicht-trivialen Untermodul des dualen Mo-
duls M*. Das orthogonale Komplement ist somit ein echter nicht-trivialer Untermodul
von (M*)* = M. Somit liefert der Algorithmus nur ,false®, falls der Modul nicht ein-
fach ist.

Wir nehmen nun an, dass ,,true” ausgegeben wird. Dieses ist nur dann der Fall, wenn
deg(m) = dim(N) mit N = Kern(§) und § = m(0) ist. Wir nehmen also an, dass
deg(m) = Kern(N) gilt und L ein echter nicht-trivialer Untermodul von L ist.

Da N der Kern von § = 1(6) und 7 irreduzibel ist, muss das Minimalpolynom der
Einschrinkung 6|y von 6 auf N gleich dem Polynom 7 sein. Wegen

v.0.E =vOm(0) =vn(0)0 =1v.£.0 =0 fiiralleve N

und wegen dim(N) = deg(m) folgt, dass 0|y irreduzibel auf N operiert. Betrachte die
Unteralgebra B von A, die von 0 erzeugt wird. Die Mengen N und L sind also B-Moduln
und N ist als B-Modul einfach. Der Untervektorraum LN N ist ein B-Untermodul von
N. Da N einfach ist, miissen wir also nur zwei Fille unterscheiden: LN = 0 und
LNN=N.

Im Fall LN N = N gilt N C L und der Vektor in Zeile 7 liegt in L. Deswegen wird in
Zeile 11 ein nicht-trivialer echter Untermodul gefunden und ,.false ausgegeben.

Im Fall LNN = 0 springen wir also in Zeile 13 des Algorithmus, wo A’ und &' berech-

net werden. Sei eq,..., e, eine Basis von M, so dass ey, ...,e. eine Basis von L ist. Sei
weiter P die d x d-Matrix mit Zeilen e1,...,e;. Schreiben wir § und &' beziiglich der
Basis eq,...,e4, so erhalten wir

_ 0 B ¢
é < CZ C3 un QEJ Q 0 gg
mit Q= (P~')" und §; € K, §y € K=, sowie {3 € K(=e)x(470),

Wegen LNN = 0 hat die Matrix {; vollen Rang und es gilt folglich fiir die Dimensionen
dim(Kern({3)) = dim(Kern(&')). Die Matrizen o, 1 <i < n, sind beziiglich der Basis

el,...,eq von der Form
11 o o
v = (32 )

mit o € K€, ap € K14=9%¢ sowie a3 € K4=9)%(d=¢) fiir | < < n, da L ein nicht-
trivialer echter Untermodul ist. Der von Kern(Q&'Q~!) erzeugte Modul der Algebra,
die durch die Matrizen roﬁQ_1 fir 1 <i < n definiert wird, ist somit ein echter nicht-
trivialer Untermodul. Das heiBt, alle Vektoren in Kern(&') liegen in einem echten Un-
termodul von M* und wir finden einen echten nicht-trivialen Untermodul von M* in
Zeile 16. Ein Element des orthogonalen Komplementes liegt dann in einem echten
nicht-trivialen Untermodul von M und in Zeile 21 wird , false” ausgegeben.

Folglich wird also genau dann ,true” ausgegeben, wenn es keinen echten nicht-
trivialen Untermodul von M gibt. d
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In GAP wird ein MeatAxe-Modul mittels der Funktion GModuleByMats(Mats, F)
erzeugt, wobei Mats eine Liste von Matrizen und F ein endlicher Korper ist. Die-
ser MeatAxe-Modul ist ein Datensatz mit den Komponenten generators, dimension
und field. Die Komponente generators ist eine Liste von Matrizen, die eine Grup-
penoperation auf einem endlichen Zeilenvektorraum definieren. In dimension wird die
Dimension dieses Zeilenvektorraums und in field der Grundkorper gespeichert.

GAP-Pakete Das Paket, LieAlgDB* [dGS06] ist eine Datenbank von Lie-Algebren.
Aus diesem Paket interessieren uns vor allem die Lie-Algebren, die nicht auflésbar
sind. Man erhilt sie mit dem Befehl NonSolvableLieAlgebra(F, pars), wobei F ein
endlicher Korper und pars eine Liste der Linge 1 bis 4 sind. Mit diesem Befehl erhal-
ten wir Lie-Algebren bis zur Dimension 6, die nicht auflosbar sind.

Mit dem Paket ,,Chop* [NNO7] werden die MeatAxe-Matrizen effizienter gespeichert.
Um in diesem Paket mit Moduln rechnen zu kdnnen, miissen die Erzeuger G eines
Meataxe-Moduls in sogenannte ,,Cmats* umgewandelt werden. Dann kann ein Chop-
Modul mit der Funktion Module erzeugt werden. Die darstellenden Matrizen erhilt
man mittels der Funktion RepresentingMatrices. In dem Paket ,,Chop* ist eine Funk-
tion Chop eingebunden, welche die Kompositionsfaktoren eines Moduls berechnet.
Wendet man diese Funktion auf ein Chop-Modul an, so erhilt man einen Datensatz.
Die fiir unsere Berechnung wichtigen Komponenten sind db und mult. Die Kompo-
nente db gibt alle Kompositionsfaktoren (bis auf Isomorphie) mit der Eigenschaft irre-
duzibel oder absolut irreduzibel an, mult ihre Vielfachheit in einer Kompositionsreihe.
Ubergibt man der Funktion zusitzlich eine Liste von irreduziblen Moduln, so gibt db
eine um die neu erhaltenen Kompositionsfaktoren erweiterte Liste aus. Den Sockel
eines Chop-Moduls erhilt man mittels SocleO fModule.

Das Paket ,,FinLie* [EicO5] wurde uns freundlicherweise zur Verfiigung gestellt, ob-
wohl es sich noch in der Entwicklungsphase befindet. Es enthélt einige bekannte mo-
dulare Lie-Algebren der Charakteristik 2, sowie eine Methode zur Berechnung aller
irreduziblen Darstellungen von Lie-Algebren positiver Charakteristik. Diese Methode
konnte jedoch nicht verwendet werden, da einige Probleme bei der Berechnung auf-
traten.

Lie-Algebren FEine Reihe von Lie-Algebren sind in GAP bereits vorhanden. Die
Funktion SimpleLieAlgebra(T,l,F) erstellt die einfache Lie-Algebra vom Typ T und
vom Rang [ iiber dem Korper F. Als Typen lassen sich A,B,C,D,E,F,G,W,S,H und
K wihlen. Damit erhalten wir die klassischen Lie-Algebren iiber einem beliebigen
Korper F mit den Wurzelsystemen A; bis G;, wobei [ eine natiirliche Zahl ist. Fiir die
Jacobson-Witt-Algebra wihlt man 7 =W, [ = m fiir ein m € N", n € N und einen
Korper F der Charakteristik p > 0; fiir die Spezielle Algebra T = S, [ = m fiir ein
m € N", n € N und einen Korper F' der Charakteristik p > 0; fiir die Hamilton-Algebra
T=H,l=mfireinme N?" r € N und einen Korper F der Charakteristik p > 2; und
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schlieBlich fiir die Kontakt-Algebra T = K, [ = m fiir ein m € N**!, r € N und einen
Korper F der Charakteristik p > 2.

Mit dem Paket ,,FinLie* [Eic0O5] erhalten wir die verwendeten Lie-Algebren der Cha-
rakteristik 2.

Das Paket ,,LieAlgDB “ enthilt diverse Lie-Algebren wie zum Beispiel s/(2, p).

Um mit den Lie-Algebren S und 7 aus IV.(7.1) in GAP rechnen zu konnen, ha-
ben wir die Strukturkonstanten bestimmt, sieche Tabellen IV.2 und IV.3. In GAP
erzeugt man eine Lie-Algebra durch ihre Strukturkonstanten mithilfe der Funktion
LieAlgebraByStructureConstants(F,SCT). Hierbei ist F der Grundkorper und SCT ei-
ne Tabelle von Strukturkonstanten. Ist xy, ..., x, die gewihlte Basis der Lie-Algebra, so
iibergibt man dieser Tabelle nun fiir alle 1 <i, j <n jedes a; jx mit [x;,x;] = Y} a;jkx.
Wegen [x,y] = —[y,x] fiir alle Elemente x,y einer Lie-Algebra, handelt es sich hier
um eine antisymmetrische Tabelle. Dieses kann in GAP als Eigenschaft der Tabelle
hinzugefligt werden. Trigt man nun a; ;. in die Tabelle ein, so wird ebenso a jix = —a; jk
hinzugefiigt und man braucht nur 1 <i < j < n zu betrachten. Haben wir die Tabelle
fertig, so vergewissern wir uns mittels TestJacobi(SCT), dass die Jacobi-Identitit gilt.
Nun koénnen wir die Lie-Algebra mit dem Befehl LieAlgebraByStructureConstants
erzeugen.

Zusitzlich vergewisserten wir uns noch mithilfe von IsRestrictedLieAlgebra, ob die
ausgewihlten Lie-Algebren auch in GAP als Lie-p-Algebren erkannt werden.

Sei im Folgenden L eine endlich-dimensionale Lie-p-Algebra der Dimension 7 iiber
einem Korper F der Charakteristik p > 0 und {xj,...,x,} eine Basis von L.

Moduln In GAP werden Moduln durch die zugehorige Matrixdarstellung definiert.
Die Darstellung 2" : L — gl,,(F), m € N, ist durch {2 (x1),..., Z (x,)} eindeutig
bestimmt. Deswegen miissen fiir die Moduln lediglich diese Matrizen gespeichert wer-
den.

In GAP sind die meisten Moduln Rechtsmoduln. Das macht bei Lie-Algebren we-
gen der Hopf-Algebren-Eigenschaft der universell einhiillenden Algebra keinen Un-
terschied im Vergleich zu Linksmoduln. Denn ist M ein Linksmodul mit der Modul-
Operation x.v fiir x € L und v € M, so definiert M5 ein Rechtsmodul durch v.x = S(x).v
fir x € L, v € M. Die Abbildung S definiert somit eine Bijektion zwischen Links-
und Rechtsmoduln der universell einhiillenden Algebra, also der Lie-Algebra. Ana-
log definiert S}, eine Bijektion zwischen Links- und Rechts-Moduln der universell p-
einhiillenden Algebra, und folglich eine Bijektion zwischen den Links-p-Moduln und
Rechts-p-Moduln.

Da wir hier jedoch nur mit dem in GAP implementierten treuen Modul Faith fulModule
arbeiten, der auch in GAP von links operiert, brauchen wir die Rechtsoperation nicht
weiter zu beachten. Da die verwendeten Lie-Algebren alle ein triviales Zentrum
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besitzen, ist der adjungierte Modul treu.

Fiir L erzeugen wir zunéchst einen treuen Modul V mittels FaithfulModule(L). Die-
sen wandeln wir in einen MeatAxe-Modul um. Dazu brauchen wir eine Basis von V,
sowie eine Basis G der Lie-Algebra. Wir berechnen die Operationsmatrizen M der
Operation von x auf V fiir jedes x aus G und hieraus den zu V gehorigen MeatAxe-
Modul W. Wie bereits erwihnt, sind die Rechnungen mit dem Paket ,,Chop* schneller.
Deshalb wandeln wir die darstellenden Matrizen nun in ,,CMats* um und erzeugen
anschlieBend den zugehorigen Chop-Modul. Das heif3t, der Chop-Modul ist ein Mo-
dul der assoziativen Algebra %/ (L). Dieser entspricht jedoch dem Modul V der Lie-
Algebra nach Bemerkung I11.(1.4).

Tensor-Produkt Haben wir zwei Moduln V,W mit zugehorigen Darstellungen
2 L — gl.(F) beziehungsweise % : L — gl (F) der Dimension r bezichungsweise
s, dann sind die Moduln durch {2 (x1),..., Z (x,)} und {# (x1),...,% (x,)} eindeu-
tig bestimmt. Nach I11.(3.2)(*) ist die Operation von L auf dem Tensorprodukt V @ W
via A gegeben, das heilit, fira € L,v eV und w € W gilt

a.(veaw)=Ala)(veaw)=(a®@1+1Qa)(vew) =avw+vRaw
fiir A aus I1.(5.3). Das Tensor-Produkt wird somit {iber die Formel
XYW (x)=Z (x)*E,+Es+x% (x)

berechnet, wobei * das Kronecker-Produkt der Matrizen bezeichnet. Folglich wird das
Tensor-Produkt der Moduln durch

{Z (x1)*E, +Esx % (x1),..., Z (xp) *E, + Esx % (x,) }

charakterisiert. Haben wir die zu 2" und % gehorigen Moduln V und W mit
dem Paket ,,Chop“ erzeugt, so erhalten wir die zugehorigen Matrixdarstellun-
gen [Z(x1),..., 2 (x,)] mittels RepresentingMatrices(V). Analog bekommen
wir diese fiir W. Da das Kronecker-Produkt fiir Matrizen in GAP bereits mit
dem Befehl KroneckerProduct eingebunden ist, konnen wir nun die Matrizen
X (x1)«E, +Es*« % (x1),...,Z (xn) * Er + Eg x % (x,) in GAP berechnen und mit
diesen Matrizen den Modul V @ W als Chop-Modul erzeugen.

Irreduzible Lie-p-Moduln Zur Berechnung der irreduziblen Lie-p-Moduln wird
zunéchst ein treuer Modul erzeugt (siehe Abschnitt Moduln), mit sich selbst tensoriert
(siehe Abschnitt Tensor-Produkt) und seine Kompositionsfaktoren mittels der Funkti-
on Chop berechnet. Diese werden erneut untereinander tensoriert und die Kompositi-
onsfaktoren mit der Funktion Chop unter Eingabe der schon erhaltenen irreduziblen
Moduln berechnet. Dieser Vorgang wird so oft wiederholt, bis keine neuen Moduln
hinzukommen, also sich die Ldnge der Liste db im Datensatz von Chop nicht mehr
vergroBert. Nach Lemma II1.(3.13) haben wir mit dann alle irreduziblen Lie-p-Moduln
erhalten.
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Absolute Irreduzibilitit FEine Darstellung ist absolut irreduzibel, wenn sie bei je-
der Erweiterung des Grundkorpers irreduzibel bleibt. Die Funktion ,,Chop* gibt diese
Eigenschaft zu jeder Darstellung zusitzlich aus.

Halbeinfache Moduln Ob ein Modul halbeinfach ist, kann man am Sockel des Mo-
duls erkennen. Dieser ist definiert als die Summe aller minimalen Untermoduln des
Moduls. Ist der Sockel gleich dem Modul, so ist dieser halbeinfach. Ist V ein Chop-
Modul, so kann man den Sockel mit der Funktion SocleOfModule(V,Mods) bestim-
men, wobei Mods eine Liste von gegebenenfalls auftretenden Untermoduln ist. Wir
benutzen fiir Mods die zuvor berechnete Liste aller irreduziblen L-Moduln. In dem
Datensatz von SocleOfModule(V,Mods) ist eine Basis fiir den Sockel angegeben.
Diese wird mithilfe einer Matrix angegeben. Ist diese Matrix nicht quadratisch, so hat
der Sockel des Moduls eine kleinere Dimension als der Modul selbst und damit ist der
Modul nicht halbeinfach. Ist die Matrix quadratisch, so hat der Sockel des Moduls die
gleiche Dimension wie der Modul selbst und der Modul ist halbeinfach.

Dualer Modul und Isomorphie Wie in Beispiel II1.(2.4) gesehen, kann man den
dualen Modul eines Moduls berechnen. Dazu berechnet man zu jeder darstellenden
Matrix 2" (x;) des Moduls die Matrix % (x;) = — 2 (x;)" fiir alle 1 < i < n. Dann ist
der duale Modul durch % (xy),...,% (x,) eindeutig bestimmt und wir kénnen so den
dualen Modul als Chop-Modul in GAP berechnen. Im Paket ,,Chop* ist eine Funktion
eingebunden, mit der man Moduln auf Isomorphie testen kann. Es wurde also zuerst
der duale Modul eines berechneten p-Moduls bestimmt und danach auf Isomorphie
mit den p-Moduln gleicher Dimension getestet.

Die irreduziblen Moduln der folgenden Lie-p-Algebren wurden berechnet:
1. Klassische Lie-Algebren: s((2, p), p =3,5,7.

2. Jacobson-Witt-Algebren: W (2, 1) und W (3, 1) in Charakteristik 2, sowie W(2,1)
in Charakteristik 3.

3. Spezielle Algebra: S(3,1) in Charakteristik 2.

4. Hamilton-Algebren: H(2,1) in Charakteristik 3 und H(4,1) in Charakteristik 2.
5. Kontakt-Algebra: K (3, 1) in Charakteristik 3.

6. Die Lie-p-Algebren S und T aus IV.(7.1) in Charakteristik 3.

Zu jeder Lie-Algebra wurden zwei Tabellen erstellt. Die erste Tabelle gibt die Dar-
stellungen mit ihrer Dimension und der dualen Darstellung an. In der zweiten werden
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die Kompositionsfaktoren des Tensorproduktes jeder Darstellung mit ihrer dualen Dar-
stellung genannt, sowie die Eigenschaft, ob dieses Tensorprodukt halbeinfach ist. Fiir
die klassischen Lie-Algebren s[(2, p) wurde zusitzlich eine Tabelle angefertigt, die die
Darstellungen iiber ihre Matrizen beschreibt.

V.2 Die irreduziblen Moduln

Sei F ein Korper mit char(F) = p # 0. Die Basis von sl(2,p) ist gegeben durch

X = 1 , V= ( 1 ) und & = ( 1 _'1 ) Dann sind die irreduziblen Dar-
stellungen von s((2, p):
| Darstellung | Dimension | @i p(x) \ ¢ip(y) \ ¢;p(h) |
P1,p 1 0 0 0
P2.p 2 X y h

933 3 (- )] 70 (")
= L) e )
me |4 L e
» e i)

Tabelle V.1: Die irreduziblen p-Darstellungen von s((2, p)

H Darstellung \ Dimension \ absolut irreduzibel H

Qip 1 ja
02.p 2 ja
H 033 \ 3 ‘ ja H
035 3 ja
Q45 4 ja
Q55 5 ja

Tabelle V.2: Die irreduziblen p-Darstellungen von s((2, p)



V.2. Die irreduziblen Moduln

Die berechneten p-Darstellungen von sl(2, p) sind jeweils selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit halbeinfach
Cip P2p P3p Pap Ps5)p
P1pXP1p 1 0 0 ja
P2 pXP2p 1 0 1 ja
[ o330935 | 2 2 1 nein |
P35Q@@35 | 1 0 1 0 1 ja
Ps5RPss | 1 2 2 0 1 ja
Ps5Q@ss | 2 2 2 2 1 nein

Tabelle V.3: Uberpriifung der Chevalley-Eigenschaft von s[(2, p)

Die Tabellen V.1, V.2 und V.3 sind so zu verstehen, dass die Menge der irreduziblen
p-Darstellungen von s((2, p) die Menge {@; , | 1 <i < p} fiir p > 2 ist. Fiir p = 2 ist
die adjungierte Darstellung nicht irreduzibel und nicht treu, weil s[(2,2) nicht einfach

1st.

Sei F ein Korper der Charakteristik 2. Dann hat W (2, 1) die Dimension 8.

Darstellung | Dimension | absolut irreduzibel
01 1 ja
o)) 3 ja
03 3 ja
P4 8 ja

Tabelle V.4: Die p-Moduln von W (2, 1) in Charakteristik 2

Die Darstellungen @ und @4 sind selbstdual. Es ist ¢; = @3 und umgekehrt.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit halbeinfach
¢1 ¢2 @3 P4
01 @O 1 0 0 0 ja
02 X Q3 1 0 0 1 ja
P4 R Q4 12 6 6 2 nein

Tabelle V.5: Uberpriifung der Chevalley-Eigenschaft von W(2,1) in Charakteristik 2
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Die Lie-Algebra W (3, 1) hat die Dimension 24.

Darstellung | Dimension | absolut irreduzibel
01 1 ja
¢ 7 ja
93 7 ja
04 14 ja
05 24 ja
06 24 ja
07 64 ja
Qg 64 ja

Tabelle V.6: Die p-Moduln von W (3, 1) in Charakteristik 2

Die Paare (@2,03), (¢s,9¢) und (¢7,9g) sind jeweils dual zueinander. Die iibrigen
berechneten Darstellungen sind selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit )
halbeinfach
P11 P2 O3 P4 @5 Qs @7 @3
(OJ R O] 1 O 0 O O 0 O ja
P2 Q3 1 O 0 O 1 0O O nein
LOYRS X 16 6 6 0 2 0 0 nein
05 Q Qg 32 10 10 6 4 1 1 nein
07 @ Qg 240 72 72 48 24 24 8 8 nein

Tabelle V.7: W(3,1) in einem Korper der Charakteristik 2

Sei F ein Korper der Charakteristik 3. Dann hat W(2,1) die Dimension 18.

Darstellung | Dimension | absolut irreduzibel
P 1 ja
P2 8 ja
?3 8 ja
04 9 ja
Ps 18 ja
Ps 18 ja
@7 27 ja
Ps 27 ja
P9 27 ja

Tabelle V.8: Die p-Moduln von W (3, 1) in Charakteristik 3
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Die Paare (@2,03), (¢s,9¢) und (¢7,9g) sind jeweils dual zueinander. Die iibrigen
berechneten Darstellungen sind selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit )
halbeinfach
Q1 P2 P93 Q4 @5 Qg D7 @3 P9
01 R0 1 0 0 O O O o o0 o0 ja
P2 RP3 1 0 O 0 1 1 0 0 1 nein
01 Q4 2 1 1 0 1 1 0 O 1 nein
05 @ Q¢ 10 5 5 2 3 3 1 1 2 nein
0©7 R Qg 24 12 12 6 6 6 3 3 3 nein
P9 @ P9 24 12 12 6 6 6 3 3 3 nein

Tabelle V.9: Uberpriifung der Chevalley-Eigenschaft von W(2,1) in Charakteristik 3

Die Spezielle Algebra S(3,1) iiber einem Korper der Charakteristik 2 hat die Dimen-

sion 14.
Darstellung | Dimension | absolut irreduzibel
91 1 ja
9 6 ja
03 14 ja
P4 64 ja

Tabelle V.10: Die irreduziblen p-Darstellungen von S(3,1) in Charakteristik 2

Die berechneten Darstellungen sind jeweils selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit halbeinfach
Q1 02 0?3 P4
P ® Qg 1 0 0 0 ja
02 Q@ 8 0 2 0 nein
03 R03 44 16 4 0 nein
04 Q Q4 576 192 96 16 nein

Tabelle V.11: Uberpriifung der Chevalley-Eigenschaft von S(3,1) in Charakteristik 2
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Die Hamilton-Algebra H(4,1) iiber einem Korper der Charakteristik 2 hat die Dimen-

sion 14.

Darstellung | Dimension | absolut irreduzibel
01 1 ja
¢ 6 ja
03 14 ja
04 64 ja

Tabelle V.12: Die irreduziblen p-Darstellungen von H(4,1) in Charakteristik 2

Die berechneten Darstellungen sind jeweils selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit halbeinfach
?1 P2 ?3 P4
P01 @@ 1 0 0 0 ja
P ® @2 8 0 2 0 nein
P33 44 16 4 0 nein
OP1&Q Qs 576 192 96 16 nein

Tabelle V.13: Uberpriifung der Chevalley-Eigenschaft von H(4,1) in Charakteristik 2

Die Hamilton-Algebra H (2, 1) iiber einem Korper der Charakteristik 3 hat die Dimen-

sion 7.
Darstellung | Dimension | absolut irreduzibel
?1 1 ja
$2 7 ja
93 27 ja

Tabelle V.14: Die irreduziblen p-Darstellungen von H(2,1) in Charakteristik 3

Die berechneten Darstellungen sind jeweils selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit halbeinfach
?1 P2 ?s3
01 Q) 1 0 0 ja
P2 QP2 8 2 1 nein
03 Q@3 108 54 9 nein

Tabelle V.15: Uberpriifung der Chevalley-Eigenschaft von H(2,1) in Charakteristik 3
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Die Kontakt-Algebra K(3, 1) iiber einem Korper der Charakteristik 3 hat die Dimensi-
on 26.

Darstellung | Dimension | absolut irreduzibel
P 1 ja
P2 25 ja
93 26 ja
P4 26 ja
Ps 27 ja
Ps 54 ja
97 81 ja
Ps 81 ja
P9 81 ja

Tabelle V.16: Die irreduziblen p-Darstellungen von K (3, 1) in Charakteristik 3

Die Paare (@3,¢@4) und (¢7,@g) sind jeweils dual zueinander. Die iibrigen berechneten
Darstellungen sind selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit )
halbeinfach
P1 P2 O3 P4 @5 Qs @7 @3 P9

01 Q@01 1 o 0o o O o o o0 o ja

02 Q@2 12 0 4 4 2 2 1 1 1 nein
P3Q Q4 5 4 3 3 2 2 1 1 1 nein
05 @ Q5 16 4 4 4 2 2 1 1 1 nein
0P @ Q¢ 64 16 16 16 8 8 4 4 4 nein
P7 X Qg 144 36 36 36 18 18 9 9 9 nein
P9 X Qg 144 36 36 36 18 18 9 9 9 nein

Tabelle V.17: K(3,1) in einem Korper der Charakteristik 3
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Die Lie-Algebra S aus IV.(7.1) hat die Dimension 10.

Tabelle V.18: Die irreduziblen p-Darstellungen der Lie-p-Algebra S aus IV.(7.1)

Die berechneten Darstellungen sind jeweils selbstdual.

Darstellung | Dimension | absolut irreduzibel
Q1 1 ja
[02) 8 ja
03 8 ja
(0] 10 ja
0s 25 ja
(07 27 ja
07 27 ja
Qg 54 ja
09 54 ja

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit .
halbeinfach
Q1 @2 P93 P4 D5 P @7 P8 P9

01 ®Q 1 0 0 0 O O O 0 O ja

02 @@ 1 0 2 2 0 1 0 0 O nein
03 R P3 1 2 0 2 0 0 1 0 O nein
P4 @ Q4 1 o 0 2 1 1 1 0 O nein
05 X Q5 16 10 10 10 1 2 2 2 2 nein
06 @ Q6 20 10 10 10 5 2 2 2 2 nein
07 ® Q7 20 10 10 10 5 2 2 2 2 nein
03 & Qg 80 40 40 40 20 8 8 8 8 nein
09 & Qg 80 40 40 40 20 8 8 &8 8 nein

Tabelle V.19: Die Darstellungen der Lie-Algebra S aus IV.(7.1)
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Die Lie-Algebra T aus IV.(7.1) hat die Dimension 18.

Darstellung | Dimension | absolut irreduzibel
Q1 1 ja
o2 8 ja
?3 18 ja
P4 18 ja
Ps 25 ja
Ps 27 ja
% 54 ja
Ps 81 ja
P9 81 ja

Tabelle V.20: Die irreduziblen p-Darstellungen der Lie-p-Algebra T aus IV.(7.1)

Die Paare (@3, ¢94) und (@g, @) sind jeweils dual zueinander. Die iibrigen berechneten
Darstellungen sind selbstdual.

Kompositionsfaktoren mit Vielfachheit

O1 O O3 G1 O5 Qg @7 @3 9
e, |10 0 0 O 0 0 0 O ja

halbeinfach

P2 R P2 1 0 1 1 0 1 0 0 O nein
P3Q Q4 6 4 2 2 1 1 0 1 1 nein
05 D Q5 16 10 5 5 1 2 2 1 1 nein
P @ Qg 20 10 5 5 5 2 2 1 1 nein
07 Q@7 80 40 20 20 20 8 8 4 4 nein
Pg X Qg 180 90 45 45 45 18 18 9 9 nein

Tabelle V.21: Die Darstellungen der Lie-Algebra T aus IV.(7.1)
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V.3 Auswertung

Dem aufmerksamen Leser fillt auf, dass sich bei S(3,1) und H(4,1) in Charakteristik
2 die Dimensionen der p-Moduln entsprechen, siehe Tabelle V.10 und V.12. Selbst die
Tensor-Produkte der p-Darstellungen mit ihren dualen Darstellungen haben gleiche
Kompositionsfaktoren, siehe Tabelle V.11 und V.13.

Lie-p-Algebra | Charakteristik | Dimension irz;dtu;_ill;i (fn_ igileéii?fsn
s((2,3) 3 3 3!
s((2,5) 5 3 5!
W(2,1) 2 8 23
W(3,1) 2 24 26
W(2,1) 3 18 32 und dreimal 33
S(3,1) 2 14 26
H(4,1) 2 14 26
H(2,1) 3 7 33
K(3,1) 3 26 34
S aus IV.(7.4) 3 10 33 und dreimal 3*
T aus IV.(7.4) 3 18 33 und zweimal 3*

Tabelle V.22: Uberpriifte Lie-p-Algebren und die maximale Dimension ihrer irredu-
ziblen p-Darstellungen

Wie wir sehen, gibt es fiir alle iiberpriiften Lie-p-Algebren eine irreduzible
p-Darstellung der Dimension p™ fiir ein m € N; siehe Tabelle V.22. Da das Ten-
sorprodukt einer solchen Darstellung mit ihrer dualen Darstellung nach II1.(5.12) nie
halbeinfach ist, hat keine der iiberpriiften Lie-p-Algebren die Chevalley-Eigenschaft.
Die Frage ist nun, ob es immer eine solche Darstellung mit p-Potenz-Dimension gibt.
Die Antwort auf diese Frage ist fiir kleine Charakteristiken (p < 7) vermutlich noch
nicht bekannt.

Desweiteren ist nach Korollar II1.(4.12), falls L eine Lie-p-Algebra ist, p%dimL/ Z(L) eine
obere Schranke fiir die Dimension einer irreduziblen Darstellung, also auch eine obe-
re Schranke fiir die Dimension einer irreduziblen p-Darstellung. Fiir die iiberpriiften

Lie-p-Algebren ist die maximale Dimension einer p-Darstellung jedoch kleiner als

LdimL/Z(L)

p2 . Hier stellt sich nun die Frage, ob man diese Schranke verbessern kann.
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Ein weiteres Problem ist der benotigte Speicherplatz. Um fiir weitere Lie-p-Algebren,
die eine groflere Dimension beziehungsweise eine groflere Charakteristik haben, die ir-
reduziblen p-Darstellungen zu berechnen, brauchten wir viel Speicherplatz. Zum Bei-
spiel haben wir versucht, die irreduziblen p-Darstellung der Lie-p-Algebra H(2,1)
in Charakteristik 5 zu berechnen. Diese Lie-p-Algebra hat die Dimension 23. Wir
bekamen eine irreduzible p-Darstellung der Dimension 125. Um das Tensorprodukt
dieser Darstellung mit sich selbst zu berechnen, brauchten wir Speicherplatz fiir 23
(15625 x 15625)-Matrizen in Charakteristik 5. Fiir diese Rechnung wiren in GAP
mindestens 2,875 GB Arbeitsspeicher erforderlich.

Insgesamt kann man aber sagen, dass die in dieser Arbeit entwickelte Methode zur
Berechnung der p-Darstellungen von Lie-p-Algebren gut in die Praxis umsetzbar ist.
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