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Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit Klassenfunktionen einer endlichen Gruppe
G, die von John G. Thompson in [Tho96] vorgestellt wurden. Ebendort be-
weist er, dass es sich dariiberhinaus um verallgemeinerte Charaktere, also Z-
Linearkombinationen von irreduziblen Charakteren von G, handelt. Thompson
vermutet iiberdies, dass die vorgestellten Klassenfunktionen sogar Charaktere
der Gruppe sind. Diese Vermutung trifft nicht zu, wie wir im Laufe dieser Arbeit
sehen werden.

Dennoch besteht die Hauptfragestellung dieser Arbeit darin, Kriterien dafiir
zu finden, unter welchen Voraussetzungen doch Charaktere vorliegen. Fiir die
Klassenfunktion x, konnen wir Nilpotenz als hinreichende Bedingung anfiihren
(2.15). Dagegen deutet sich fiir die Funktion )}y eine Charakterisierung an (3.3).

Inhalt

In Kapitel 1 stellen wir eine Klasse von verallgemeinerten Charakteren vor, die
auch Thompsons Klassenfunktionen abdeckt. Betrachtet werden dabei Klassen
von Untergruppen, die zwei Bedingungen gentigen, insbesondere der Abge-
schlossenheit unter Konjugation. Die Idee dieses allgemeineren Konzepts geht
auf Stephen Gagola Jr. und Mark L. Lewis zuriick, die ihre Ergebnisse jedoch
nicht verdffentlicht haben. Dieser allgemeinere Zugang wird im ersten Abschnitt
mit Hilfe der Techniken, die Thompson in [Tho96] fiir seine Klassenfunktionen
benutzt, vorgestellt. AnschlieBend werden im zweiten Abschnitt Thompsons

Klassenfunktionen in das allgemeine Konzept eingebettet.

In Kapitel 2 beleuchten wir fiir die Klassenfunktion x, die Frage, wann diese
sogar ein Charakter ist. Wir werden relativ schnell sehen, dass der weniger
interessante Fall x, = |G| - 1 leicht charakterisierbar ist.

Weiter werden wir feststellen, dass bei p-Gruppen der verallgemeinerte Charak-
ter x, bereits mit dem Permutationscharakter der Gruppe bei Konjugation auf
sich selbst tibereinstimmt. Dennoch konnen wir dies benutzen, um die Situation

bei p-nilpotenten und nilpotenten Gruppen vollstindig - und mit positivem
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Ergebnis - abzuhandeln. Dabei nutzen wir Resultate, die bei geeigneten Normal-
teilern der Gruppe die Funktionswerte von x,, definiert auf dem Normalteiler,
und der Werte bei Definition auf der zugehorigen Faktorgruppe in Beziehung
bringen.

Bereits zu Beginn des Kapitels geben wir mit der symmetrischen Gruppe Sy4
ein Beispiel fiir eine Gruppe, fiir die x, nicht fiir alle Primzahlen ein Charakter
ist. Wegen der Auflosbarkeit von Sy zeigt dies, dass sich das Ergebnis tiber die
nilpotenten Gruppen nicht noch auf die auflosbaren Gruppen ausweiten ldsst.
Mit Gegenbeispielen - also Gruppen, fiir die eine Primzahl p existiert, so dass x
kein Charakter ist - beschiéftigen sich die letzten beiden Abschnitte des zweiten
Kapitels. Dabei geben wir eine generische Serie von Gegenbeispielen fiir jede un-
gerade Primzahl p an. Dies wurde motiviert durch ein Gegenbeispiel in [Mor04]
von Alexander Moreto fiir p = 3 und einen Vorschlag von Roderick Gow, dass
sich dieses Gegenbeispiel fiir beliebige ungerade Primzahlen verallgemeinern
lasst.

Abschlieflend wenden wir uns den symmetrischen Gruppen zu, da sich in diesen
durch GAP-Rechnungen - siehe Anhang B - eine Serie von Gegenbeispielen
andeutet. Die grofle Schwierigkeit dieser Gruppen liegt in den nicht allgemein
berechenbaren Funktionswerten von yx, fiir diese Gruppen. Dennoch kénnen

wir fiir einen Spezialfall eine Aussage machen.

In Kapitel 3 steht die Klassenfunktion .1, im Mittelpunkt. Ahnlich zum vorigen
Kapitel konnen wir auch hier den Fall x4y = |G| - 1 leicht abhandeln. Zentral
ist in diesem Kapitel aber die Vermutung, dass Xy genau fiir die auflosbaren
Gruppen ein Charakter ist. Um sich dem Beweis dieser Vermutung zu ndhern,
werden analog zum Kapitel 2 Aussagen tiber Normalteiler und Faktorgruppen
gemacht, die in der Beschreibeung eines minimalen Gegenbeispiels zur Vermu-
tung Verwendung finden.

Untermauert wird die Vermutung von einer Serie nicht-auflosbarer Gruppen, fiir
die xsov kein Charakter ist. Diese Serie - die Gruppen PSL(2, p) fiir geeignete
Primzahlen p - wird im letzten Abschnitt des Kapitels umfassend behandelt.
Dabei stiitzen wir uns auf eine Arbeit von John Thompson, die die spezielle,
fiir unsere Belange sehr giinstige Struktur dieser Gruppen garantiert [Tho68].
Entscheidend ist in der dortigen Situation die Frage, wann ein Untergruppen-
erzeugnis (x,y) in PSL(2, p) echt ist, denn dann ist es bereits auflosbar. Wir
werden jeweils in Abhédngigkeit von der Ordnung eines festen x die Anzahl der



y bestimmen, so dass (x,y) eine echte Untergruppe erzeugt. Die Klassifikation
der maximalen Untergruppen von PSL(2, p) wird dabei sehr hilfreich sein.
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Kapitel 1

Thompsons Ergebnis und eine

Verallgemeinerung

Es sei G eine endliche Gruppe. In diesem Kapitel stellen wir Thompsons Ergebnis
vor, was Ausgangspunkt und Motivation dieser Arbeit ist. Stephen Gagola Jr.
und Mark L. Lewis haben sich bereits vor der vorliegenden Arbeit mit den
Klassenfunktionen von Thompson beschiftigt und dabei ein allgemeineres
Konzept entwickelt, dieses aber nach Wissen des Autors nicht publiziert. Im
ersten Abschnitt wird diese Idee, bei der Verbande von Untergruppen betrachtet
werden, die gewissen (schwachen) Bedingungen geniigen, vorgestellt. Danach
werden im zweiten Abschnitt Thompsons Klassenfunktionen in das allgemeinere
Konzept von Gagola und Lewis eingebettet.

1.1 Eine Klasse von verallgemeinerten Charakteren

(1.1) Definition
Es sei p ein Verband von Untergruppen von G, fiir den folgende Eigenschaften
gelten:

(1) Der Verband p sei unter Konjugation abgeschlossen, d.h aus H € p folge
stets HE € p fiir alle g € G.

(2) BEssei U < Gund g, i € Ng(U) mit gh—! € Cg(U).
Dann gilt:
(U,g) € p < (U,h) € p.
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Nun definieren wir das zentrale Untersuchungsobjekt.

(1.2) Definition
Wir definieren fiir § € G die Menge

P(g):={heG|(gh) € p}
und darauf aufbauend die Funktion
b, G—=Z, g— |P(g)]

(1.3) Bemerkung

#,, ist eine Klassenfunktion auf G.

Beweis
Es sei ¢ € G. Dann gilt

(utqu) {h€G|u guh)Ep}

{heG‘ Ye, uhu~ >u€g3}
:{hEG‘g,uhu >€p}
— v P(g)u

tir alle u € G, wobei im vorletzten Schritt Eigenschaft (1) aus (1.1) angewandt
wurde. Also ist

Bo(u™"gu) = |P(u~'gu)| = |u~'P(2)u| = |P(g)] = 8, (2),

fiir alle u € G. O

Wir werden im Folgenden zeigen, dass ¢, sogar ein verallgemeinerter Charakter
von G ist. Dazu benutzen wir Thompsons Beweisideen aus [Tho96], der dies
dort fiir konkrete Varianten von ¢, gezeigt hat. Der folgende Satz deutet an, wie

unsere Beweisstrategie aussieht.

(1.4) Satz
Fiir alle ¢ € Irr(G) ist (8, ¢) eine rationale Zahl.
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Beweis

Es sei ¢y € Irr(G) beliebig, € eine |G|-te Einheitswurzel und K der Korper aus An-
hang (C.2), sowie X eine K-Darstellung von ¢ vom Grad n. Wéhle o € Gal(K/Q)
beliebig und ¢ € G. Es ist o(e) = € fiir ein k € N mit ggT(k,|G|) = 1. Nach
(C.1) im Anhang ist X(g) dhnlich zu einer Diagonalmatrix aus Einheitswurzeln.
Es existieren also my, ..., m; € IN so dass

e
X(g) dhnlich zu
€Mn
ist, woraus dann

€km1

%(¢") = x(g)¥ ahnlich zu
ekmn

folgt. Somit ist
n n k K
=) o (M) =) €M :1/J<g).
i=1 i=1

Wegen ggT (k,|G|) = 1 gilt (¢) = (g). AuBerdem sieht man leicht an der
Definition von 8, dass 9,(g) = 8,(g’) fiir alle g, ¢’ € G mit (g) = (¢’) gilt. Da
%, nur ganzzahlige Werte annimt, ist ¢, invariant unter ¢. Also ist

((ﬁpflp |G| Z 19 <—> = E Z 19 ( g 1))

8cG gec
—k il

5 L ols) #(s™) =g L 0(e) pis ™)

gEG geG

N I%I Zc%(gk) p(gh) =80 g,
g€

da g wegen ggT (k,|G|) = 1 die ganze Gruppe durchlauft. Das heif}t, (¢, )

ist invariant unter allen Galois-Automorphismen und liegt somit im Fixkorper

Q. n
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Um nun zu beweisen, dass 9, ein verallgemeinerter Charakter ist, gentigt es
also zu zeigen, dass das Skalarprodukt mit einem irreduziblen Charakter von
G eine ganz-algebraische Zahl ist. Denn dann ldge das Skalarprodukt nach
dem vorangegangenen Satz sogar in Z. Als Zwischenschritt arbeiten wir im
Folgenden darauf hin, dass fiir jedes g € G der Funktionswert 8,(g) durch die
Zentralisatorordnung |C(g)| teilbar ist. Mit diesem Wissen lasst sich dann leicht
zeigen, dass die relevanten Skalarprodukte ganz-algebraisch sind. Um diese
Teilbarkeitseigenschaft zu zeigen, betrachten wir die im Folgenden definierten

Mengen, die, wie wir sehen werden, Partitionen von G und von P(g) liefern.

(1.5) Definition

Fiir eine Untergruppe C < G und x € G setzen wir

D(x):=D(x, C, G):= (] C*,

nez

E(x) :==E(x, C, G) := {h €G ‘ JuecC,deD(x):h=utxdu c D(x)}.

(1.6) Lemma
Es gilt |[E(x)| = |C| fur alle x € G, C < G.

Beweis

Aufgrund der endlichen Ordnung von x ist D(x) als endlicher Schnitt von
Untegruppen eine Untergruppe von G. Insbesondere gilt D(x) < C. Es sei
e = [C:D(x)] und wir wiahlen eine Transversale cy,...,c, fiir D(x)\C mit
c1 = 1. Fir u € Cist dann u = vc; mit v € D(x) und einem 1 < i <e. Also gilt

u'xD(x)u = ¢; 'o ' xD(c)vc;. (%)
Wegen x € Ng(D(x)) und v € D(x) gilt nun
v xD(x)v = v 'xD(x) = v !D(x)x = D(x)x = xD(x),
so dass zusammen mit der Gleichung (*)
u 'xD(x)u = ¢; 'xD(x)c; (%)

folgt.
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Als zweiten Schritt zeigen wir
¢, 'xD(x)c; N c].*lxD(x)cj =

furallel <i#j<e.
Wir nehmen das Gegenteil an: Es sei fiir ein Paar (i, ), i # j, der obige Schnitt
nicht-leer. Es ist u := cicfl =vc fireinv € D(x) undein1 <k <e.Dai #j
und ¢y, - - -, c. eine Transversale ist, kann nicht ¢y = 1 = ¢; gelten, also folgt
2 < k < e. Weiter gilt:

cj (ci_lxD(x)cl- N c]._lxD(x)cj) c]-_1 = c]-ci_lxD(x)cic]._1 N xD(x)

=u'xD(x)u N xD(x)

(=) ck_lxD(x)ck N xD(x).

Daher existieren d, d, € D(x) mit ¢, 'xdyc; = xd. Diese Gleichung lasst sich
dquivalent umschreiben zu x~lcpx = dycpd, . Da D(x) von x normalisiert wird,
gilt nun sogar x € Ng((D(x), ck)). Dann ist aber

(D(x), &) S () C" =D(x),

nez

was insbesondere ¢; € D(x) bedeutet. Es folgt k = 1, was aber ein Widerspruch
ist.

Also sind die obigen Schnitte alle disjunkt, so dass sich nun mit
e 'xD(x)ei| = |D(v)]

tir alle 1 <i < e die Gleichung

¢; 'xD(x)c;

Ew)| =Y

i=1

—¢-|D(x)| = |C

ergibt. 0

(1.7) Lemma
Es gilt E(x) = E(xp) fuir alle xg € E(x).
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Beweis
Es sei xg € E(x) und u € C, d € D(x) mit xg = u~'xdu.

1.Fall: d = 1, d.h. xg = u lxu
Dann gilt

D(xg)= () C¥ = () c* ™" =

m Cx”u _ <ﬂ Cx”) — D(x)u,
cZ

nez nez uec n nez
also
E(xo)= Jv '%D(xo)v = |J o 'u xuu""D(x)uv
veC veC
= U (uv) " 'xD(x)(uv) = E(x).
veC

2. Fall: u =1,d.h. xg = xd
Fiir beliebiges n € IN \ {0} setzen wir

dy = <x*(”*1)dx”*1> <x*(”*2)dx”*2> <x*1dx> d, dy:=1.
Wegen d € D(x) und x € Ng(D(x)) ist d, € D(x). Damit liegt
xy = (xd)" = x"d,
in Ng(D(x)). Daraus ergibt sich:

D(xo) = () C% = () C*"" = D(x)% = D(x).

nez nez

Wir konnen also
xoD(x9) = xdD(x) = xD(x)

schreiben, woraus nach Definition direkt
E(x) = E(xo)

folgt.
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3.Fall: u #£1,d #1
Lassen wir im 1. Fall xd die Rolle von x einnehmen, folgt dort

D(xp) = D(xd)"

E(xg) = E(xd).

Andererseits liefert der 2. Fall D(x) = D(xd), so dass tiber
xdD(xd) = xdD(x) = xD(x)

nun

E(xd) = E(x)

folgt. Insgesamt haben wir also das gewtinschte E(x) = E(xo). O

Das Lemma zeigt, dass die Mengen E(x) die Gruppe G partitionieren, d.h. es

existieren x1,...,x; € G, so dass
G=E(x1) U ... UE(xp).

Bisher war die Untergruppe C < G allgemein gewihlt. Ab jetzt sei C = C5(g)
tiir ein beliebiges, aber festes ¢ € G. Nun konnen wir sogar zeigen, dass sogar
P(g) durch geeignete Mengen E(x) partitioniert werden kann.

(1.8) Lemma
Esseii e {1,...,m} mit P(g) N E(x;) # (. Dann gilt

E(xi) € P(g).

Beweis

Esseii € {1,...,m} mit P(g) N E(x;) # 0. Zur einfacheren Notation setzen wir
x = x; und wir wiéhlen ein x’ € P(g) N E(x). Nach (1.7) ist E(x) = E(x’), also
konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass x € P(g) N E(x). Somit gilt
(g,x) € p. Wir setzen weiter

U= (g" |nez).
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Dass U von x normalisiert wird, ist offensichtlich. Aufserdem gilt fiir n € IN:

<gx">g — g—lx—ngxng —x " <xng—1x—n) gxng
= (5) s = (8) s

g ((gw) - g) x'g.

S\ 1
Da x € Ng(U) und sowohl g als auch (gx ) g in U liegen, gilt nach obiger
Rechnung also auch <gx")g € U. Wir haben damit also

U= (g x)
gezeigt und erhalten auflerdem die Identitat
(&%) = Ux) = (U, x).

Nach Definition ist D(x) = ez C* < C, also gilt [D(x),¢] = 1 aufgrund der
speziellen Wahl von C. Mit D(x) = D(x)*" folgt dann sofort [D(x),g"" | = 1 fiir
alle n € Z. Wir haben also [D(x),U] = 1. Ist d € D(x) und setzen wir xo = xd,

so erhalten wir
U= (g% | necz).

Das bedeutet wie oben (g, xo) = U(xp), U < (g, x0).
Es sei nun u € U beliebig. Aus x 'ux € U, d € D(x) und [D(x),¢"] = 1

folgt offensichtlich
d= 'y uxd = x lux,

was sich auch als

xo_luxo = x lux

schreiben ldsst. Dies lédsst sich aber leicht zur Aussage xx; 1 ¢ Cc(U) umformen.
AufBlerdem gilt offensichtlich x, xo € Ng(U). Wegen

(g x) =Ulx) =(Ux),
(g, x0) = U{x0) = (U, x0)
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folgt nun mit der Eigenschaft (2) von g, dass (g, xo) € p. Es sei u € C. Dann gilt:

1

(g, u " xou) = (utqu, u txgu) = (g, x0)".

Wir haben damit gezeigt:
(g,u"xdu) € p.

Da d € D(x), u € C beliebig waren, folgt E(x) C P(g). O

Damit haben wir nun alle Hilfsmittel, um zu zeigen, dass &, ein verallgemeiner-

ter Charakter von G ist.

(1.9) Definition

Fir ¢ € G setzen wir

c(g) :=1Cc(g)| und my(g):=

(1.10) Satz
#,, ist ein verallgemeinerter Charakter von G.

Beweis

Nach (1.7) partitionieren die Mengen E(x) die Gruppe G. Also existieren
X1,...,Xm € G, so dass G die disjunkte Vereinigung der E(x;) ist. Nach (1.6) ist
|E(x;)| = |C| = |Cg(g)] fur alle 1 <i < m, also ist m = [G : C].

Auflerdem gilt nach (1.8):

|P(g)| =t-|E(x;)| furein t € N.

Damit haben wir nun:

(o) = 9008 _ [P _ t|E(x)] _
o8 =) TG T B S F

Die Koeffizienten m,(g) sind also ganze Zahlen. Es seien Cj, ..., C die Konju-
giertenklassen von Gund g; € C; fir 1 <i <.



20 1.2 Thompsons Klassenfunktionen

Weiter sei ¢ € Irr(G). Es gilt:

- k
B ¥)6 = 15 L %(2)¥() ):1 1G9 (3)9(30)
g€ i=
k 1 k
= l; |CG(gi)‘l9p(gi)¢(gi) = i_zlm@(gi)lp(gi)

Die Menge der ganz-algebraischen Zahlen iiber Q bildet einen Ring, somit ist mit
den m,(g;) und (g;) auch (8, ¢); ganz-algebraisch. Nach (1.4) ist (9, ¢); €
Q, woraus nun sogar (&, ¢) € Z folgt. ¢, ist also eine Z-Linearkombination

von irreduziblen Charakteren von G, d.h. ein verallgemeinerter Charakter. [

1.2 Thompsons Klassenfunktionen

Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.

n [Tho96] hat Thompson die Funktionen

xp(g) = |{h € G| die p-Sylow-Gruppen von (g, ) sind abelsch}|,
Xsoiv(8) = [{h € G | (g,h) ist auflosbar}|,
Xnilp(8) = [{h € G | (g, h) ist nilpotent}|,

g € G, vorgestellt und (zumindest fiir die erste) explizit gezeigt, dass es sich
jeweils um verallgemeinerte Charaktere von G handelt. Dies werden wir im
Folgenden ebenfalls zeigen, jedoch verwenden wir das allgemeinere Konzept
aus dem vorigen Abschnitt.

(1.11) Lemma
EsseiU < G, x € Ng(U) und H = (U, x) = U(x).
Dann wird jedes | € IN vom Index

[(U,x} : <U,xl>]

geteilt.
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Beweis

Zunichst ist (U, x') normal in H = (U, x), denn x normalisiert U. Auflerdem ist
H/(U ) = (U, 2) () /(U 2') = (x)/ (U, 2) 0 ()
zyklisch. Da weiter x/ in (U, x') N (x) enthalten ist, folgt
a' =1 firalle a € (x)/ <<U,xl> N <x)> .
Daraus erhalten wir wegen

[H: <u,xl>} - [<x> : <(U,xl> N <x>)}
die Behauptung. O

(1.12) Lemma

EsseilU < G, x € Ng(U) und d € Cg(U).

Dann sind die p-Sylow-Gruppen von (U, x) genau dann abelsch, wenn die
p-Sylow-Gruppen von (U, xd) abelsch sind.

Beweis

Es geniigt anzunehmen, dass (U, x) abelsche p-Sylow-Gruppen besitzt, und
unter dieser Voraussetzung zu zeigen, dass die p-Sylow-Gruppen von (U, xd)
ebenfalls abelsch sind. Denn die umgekehrte Schlussrichtung kann wegen xd €
Ng(U) und d~1 € Cg(U) auf die gezeigte Implikation zuriickgefiihrt werden.
Es seil € N mit p 11, so dass xl = xp ist (vgl. Anhang (C.3)). Nach (1.11) sind
wegen p { | alle p-Sylow-Gruppen von (U, x) in (U, x) enthalten. Demnach sind
auch die p-Sylow-Gruppen von (U, x,,) abelsch. Es bezeichne Q eine p-Sylow-
Gruppe von (U, xp), die x, enthdlt. Dann ist

Q:=Qnu

eine p-Sylow-Gruppe von U und x, zentralisiert diese. Dann wird Q auch von
xpd’ fiir alle d' € Cg(U) zentralisiert. Und wegen (x,d’), € (xpd’) vertauscht
schlieflich auch (xpd’), mit jedem Element von Q fiir alle d’ € Cs(U), so dass
die p-Sylow-Gruppen von (U, (x,d’),) abelsch sind.

Mit einem m € N, p { m, konnen wir

(xpd")p = (xpd")™
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schreiben. Wieder folgt mit (1.11) und p { m, dass alle p-Sylow-Gruppen von
(U, xpd") in (U, (xpd")p) enthalten sind. Daraus schlieffen wir, dass auch die
p-Sylow-Gruppen von (U, x,d") abelsch sind.

Es gilt Cg(U) < Ng(U). Insbesondere ist xXCg(U) = Cg(U)x. Zu jedem dq €
Cg(U) existiert also ein dy € Cg(U) mit djx = xdy. Daraus schlieffen wir

(xd)? = xdxd = x*dd fiir ein geeignetes d € Cg(U)

und induktiv

(xd)! = x'd fiir ein geeignetes d € Cc(U).

Somit gilt:
<U, (xd)l> = <U, po> hat abelsche p-Sylow-Gruppen,

weswegen mittels erneuter Anwendung von (1.11) auch die p-Sylow-Gruppen
von (U, xd) abelsch sind. O

(1.13) Satz
Xp ist ein verallgemeinerter Charakter von G.

Beweis

Wir zeigen, dass der Verband
o = {U < G | die p-Sylow-Gruppen von U sind abelsch}

den Eigenschaften aus (1.1) geniigt. Dann folgt die Behauptung mit (1.10). Dabei
ist Abgeschlossenheit unter Konjugation trivial, d.h. Eigenschaft (1) ist erfiillt.
Fiir die zweite Eigenschaft sei U < G und x,y € Ng(U), so dass xy~! € Cg(U)
und wir nehmen an, dass

(Ux)€p

ist, das heifit, die p-Sylow-Gruppen von (U, x) sind abelsch. Wir miissen zeigen,
dass die p-Sylow-Gruppen von (U, y) ebenfalls abelsch sind. Wir wihlen d :=
yx~ ! = (xy_l)f1 € Cg(U). Nach (1.12) sind dann die p-Sylow-Gruppen von
(u, xyx_1> abelsch. Aber wegen

1

(Uxyx Yy = (Uy* ) = (U5 )° = (Uy)*
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sind dann auch die p-Sylow-Gruppen von (U,vy) abelsch, und das war zu

zeigen. O

Die beiden anderen Klassenfunktionen benotigen keine Hilfssdtze und konnen

leichter als verallgemeinerte Charaktere identifiziert werden.

(1.14) Satz
Xsolv ist ein verallgemeinerter Charakter von G.

Beweis

Es sei p der Verband der auflosbaren Untergruppen von G. Wir zeigen wieder,
dass p die Eigenschaften von (1.1) erfiillt. Offensichtlich ist p invariant unter
Konjugation. Es seien nun H < G und g,h € Ng(H), so dass gh~! € Cg(H)
ist. Es sei weiter (H, g) auflosbar. Dann ist auch H als Untergruppe von (H, g)

auflosbar. Da H von h normalisiert wird, gilt weiter:
(H,h) /JH=H hy /H=(h) / (HN(h)).

Damit ist (H, h) /H isomorph zu einer Faktorgruppe der abelschen Gruppe
(h) und somit auflosbar. Zusammen folgt nun, dass auch (H, h) auflosbar ist.
Aus Symmetriegriinden haben wir damit auch die zweite Eigenschaft aus (1.1)

gezeigt, die Behauptung folgt nun mit (1.10). O

(1.15) Satz

Xnilp ist ein verallgemeinerter Charakter von G.

Beweis

Es sei p der Verband der nilpotenten Untergruppen von G. Da Nilpotenz eine
Eigenschaft ist, die sich via Konjugation vererbt, ist Eigenschaft (1) aus (1.1)
erfiillt. Es seien nun H < G und g,h € Ng(H), so dass gh~! € Cg(H) ist, und
wir nehmen an, dass (H, g) nilpotent ist. Insbesondere ist also H nilpotent. Setze
d = (ghfl)_l. Es sei | € Z, so dass ¢! € Z(U) ist. Wegen Cg(U) < Ng(U)
existiert ein d’ € Cg(U) mit (gd)! = ¢'d’. Dann gilt die Isomorphie

(U, gd)/((gd)!) = U(gd)/(g'd') = U(gd') /{gd') = u/ (Un (gd)).
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Also ist (U, gd)/{(gd)!) als homomorphes Bild von U nilpotent. Weiter ist
(gd)! = g'd’ € C(U), und daher ist ((gd)") eine Untergruppe des Zentrums von
(U, gd). Daraus folgt nun die Nilpotenz von (U, gd). AbschlieBend betrachten

Wi1r

(U, gd) = (U, ghg™ ") = (US, k)8 " = (U, )8

und stellen aufgrund der Konjugiertheit fest, dass auch (U, &) nilpotent ist.
Dies zeigt Eigenschaft (2) von (1.1) und die Behauptung folgt mit (1.10). ]

Alle von Thompson definierten Klassenfunktionen werden also von unserem
allgemeineren Konzept, das auf die Ideen von Gagola und Lewis zuriickgeht,
abgedeckt.



Kapitel 2

Die Klassenfunktion )

Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Die im vorigen Kapitel einge-
fiihrte Klassenfunktion

Xp (g) = |[{h € G | die p-Sylow-Gruppen von (g, i) sind abelsch}|, g€ G,

wollen wir in diesem Kapitel eingehender untersuchen. Da wir bereits gesehen
haben, dass ), ein verallgemeinerter Charakter ist, interessiert nun insbesondere,

unter welchen Bedingungen x, ein Charakter von G ist.

2.1 Erste Eigenschaften

Wir beginnen mit einem Spezialfall.

(2.1) Bemerkung
Ist G abelsch, so ist x, Charakter von G fur alle p € P, denn offensichtlich ist in
diesem Fall x, = |G| - 1¢.

Abelsche Gruppen liefern also Positivbeispiele, d.h. fiir diese Gruppen ist x,
stets ein Charakter. Jedoch ist x, dann als Vielfaches des Einscharakters eher
uninteressant. Diesen trivialen Fall x, = |G| - 1¢ koénnen wir vollstindig charak-

terisieren:

(2.2) Bemerkung
(a) Es gilt x, = |G| - 1 genau dann, wenn die p-Sylow-Gruppen von G abelsch
sind.

(b) Gilt p° { |G| fiir p € P, so folgt x, = |G| - 1g.
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Beweis

(a) Es seien die p-Sylow-Gruppen von G abelsch und x € G. Fiir beliebiges
y € G liegt dann eine p-Sylow-Gruppe von (x,y) in einer p-Sylow-Gruppe
von G und ist deswegen abelsch. Somit gilt x,(x) = |G]|.
Nun seien die p-Sylow-Gruppen von G nicht abelsch. Aus einer dieser
Sylowgruppen wiahle man dann zwei nicht-kommutierende Elemente a, b.
Die davon erzeugte Untergruppe (4, b) ist eine p-Gruppe, deswegen gleich
ihrer Sylow-Gruppe, und nicht abelsch. Also ist x,(a) < |G| gelten, was
Xp 7 |G| - 1 bedeutet.

(b) Folgt aus (a). ]

Die Aussage (b) der Bemerkung ist sehr niitzlich fiir Beispielrechnungen, da sie
eine einfache Bedingung liefert, wann tiberhaupt nicht-triviale Fille auftreten

konnen.

Wir werden im ndchsten Abschnitt sehen, dass fiir p-Gruppen die Klassen-
funktion x, stets ein Charakter ist. Das bedeutet, dass eine Gruppe, fiir die x,
kein Charakter ist, von zusammengesetzer Ordnung ist, wobei p mindestens
in dritter Potenz als Primteiler vorkommt. Die kleinste in Frage kommende
Gruppenordnung fiir solch einen Fall ist also 23 - 3 = 24 mit p = 2. Tatsichlich
liefert diese Gruppenordnung das erste Negativbeispiel, wie man leicht mit
GAP nachrechnet.

(2.3) Bemerkung
Fiir p =2 und G = S4 ist x, kein Charakter.

Im Laufe dieser Arbeit werden wir uns den symmetrischen Gruppen noch

einmal kurz widmen.

2.2 p-Gruppen

Fiir diesen Abschnitt sei G eine Gruppe der Ordnung p" fiir eine Primzahl
p und ein n € IN. Da die Definition von x, bereits eine Primzahl mitbringt,
liegt es nahe, x, als Klassenfunktion einer p-Gruppe genauer zu untersuchen.
Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dass x, dann mit einem bekannten

Permutationscharakter zusammenfallt.
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(2.4) Bemerkung

Es sei k die Anzahl der Konjugiertenklassen von G. Dann gilt:
@ xp(g) =[Cc(g)] fiiralle g € G.

®) (xp.1c)g = k.

Beweis

(a) Da G eine p-Gruppe ist, gilt:

Xp(g) = |{h € G | die p-Sylow-Gruppen von (g, i) sind abelsch}|
= |{h € G| (g h) abelsch}|
=[{h € G| gh = hg}|
=Cc(8)l-

(b) G operiert auf sich selbst durch Konjugation; die Bahnen dieser Operation
sind die Konjugiertenklassen von G. Nach dem Beweis von (a) entspricht
Xp(g) gerade der Anzahl der Fixpunkte von g auf G. Somit gilt mit dem
Cauchy-Frobenius-Lemma:

1
(xp 16) g = al Y xp(g) =k
geG

(2.5) Satz
Es sei G eine p-Gruppe, ¥ ein irreduzibler Charakter von G. Dann gilt:

(a) xp ist ein Charakter von G.

(b) (xp, ) ist gleich der Zeilensumme von ¢ in der Charaktertafel von G.
Beweis

(a) G operiere auf sich selbst per Konjugation und wir betrachten die zugehorige
Permutationsdarstellung. Fiir ¢ € G sei also die Matrix I1(g) definiert durch

1, falls g 'gig =g o
(T1(g));; = { ] , 1<ij<n.

0, sonst

Dann ist (I1(g)),; = 1 dquivalent dazu, dass g~ 'gig = g; ist, oder kurz zu
Qi € Cg(g). Also ist Spur (I1(g)) = |Cs(g)] fiir alle g € G und mit (2.4)(a)
ist x, ein Charakter von G.
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(b) Es seien gy,...,8x € G Vertreter der Konjugiertenklassen Cy, ..., Cy von G.

Damit gilt:
1 - 1 K -
(Xp, 9) = ql ZGXp(g)ll)(g) =1 21 ICil - xp ()9 (8i)
g€ =
1 k k |
=m;| il - 1C(80)] - ¢(gi) ; ¥(gi)

Nach (a) ist x, ein Charakter von G, deshalb gilt

Xp/ lej

weshalb wir auf die komplexe Konjugation verzichten konnen und schlief3-
lich gezeigt haben:

(xp ¥ Z ¥(gi)- .

Der verallgemeinerte Charakter x, ist fiir p-Gruppen also genau der Permu-
tationscharakter, der zur Konjugationsoperation der Gruppe auf sich selbst
gehort. Somit kann man die Situation bei p-Gruppen als vollstandig beschrieben
betrachten. Jedoch untersuchen wir zum Abschluss dieses Abschnitts noch eine

explizite p-Potenz genauer, da Gruppen dieses Typs spéter Rolle spielen.

(2.6) Lemma (vgl. [JL93, S. 301f])

Es sei G eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung p®. Dann hat G ein nicht-
triviales Zentrum der Ordnung p, das von einem Element z erzeugt wird, und die
zentrale Faktorgruppe ist von der Form G/Z = C, x Cp, also G/Z = (aZ,bZ)

fur zwei Elemente a,b € G. Man kann also schreiben:
G = {a'b*Z |0<r, s t<p—1}.
(2.7) Satz (vgl. [JL93, Chapter 26, Theorem 26.6])

Es sei
G={abz|0<r, s t<p-1}
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eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung p> mit der Notation aus (2.6) und
€ — eZin/ P

eine primitive p-te Einheitswurzel. Dann sind die irreduziblen Charaktere von

G gegeben durch

XM,Z)/ Ogulvép_ll

(Pu ’ 1 S u S p - 1/
wobei

Xu v rbs t eru+sv
(@b ”t, fallsr =5 =0
sonst.

(2.8) Satz

Es sei G eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung p®. Dann gilt

p>+p—1, fallsy=1g

(Xp¥)g=qp—1, falls p(1) = 1, # g
0, falls (1) > 1

Beweis

Zunichst gilt (xp,16); = [Irr(G)| nach (2.4)(b). Da G nicht-abelsch ist mit
Zentrum von Ordnung p, hat G/G’ Ordnung p?. Demnach existieren genau p?
lineare, irreduzible Charaktere. Aus der Formel fiir die Gruppenordnung

Gl= ). x(1)?

x€lrr(G)

und der Teilbarkeit der Gruppenordnung durch alle irreduziblen Charaktergrade
leitet man nun leicht her, dass nur noch irreduzible Charaktere vom Grad p
existieren konnen. Es sei mit x die Anzahl der irreduziblen Charaktere vom

Grad p bezeichnet. Es gilt also
P =p2 12412

Hieraus ergibt sich x = p — 1, und insgesamt besitzt G damit genau p*> + p — 1
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zt a'bs

Xuo 1 eru—l—sv

(PM peut 0

Tabelle 2.1: Charaktertafel einer nicht-abelschen Gruppe der Ordnung p®

irreduzible Charaktere. Um die iibrigen Skalarprodukte zu berechnen, geniigt
es nach (2.5)(b), die entsprechenden Zeilensummen der Charaktertafel zu bilden.
Mit den Aussagen und Notationen aus (2.7) kann die Charaktertafel von G leicht
konstruiert werden, siehe Tabelle 2.1. Dabei gilt

0<rst<p-—1, (r,s) #(0,0).

Die Konjugiertenklassenvertreter entnimmt man dem Beweis von (2.29)(b). Nun
bearbeiten wir die restlichen Fille:
Aus (1) = 1,9 # 1 folgt ¥ = xu mit u + v > 0. Damit gilt dann

p—1
szXu v Z 1+ Z ete’?
r,5=0, r+s>0
— P+ Z eru SU

r,5=0

(£ (2 )

Wegen u + v > 0 ist mindestens eine der beiden Summen gleich 0, was genau

(XPIXM,U)G =p—1

bedeutet. Schliefdlich noch der letzte Fall:

XP/¢M 2 ]96 = 0.
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2.3 Faktorgruppen und direkte Produkte

Es sei G eine beliebige endliche Gruppe und N ein Normalteiler von G. Um
Missverstiandnisse mit der Induktion von Charakteren zu vermeiden, schreiben
wir X;H), damit verdeutlicht wird, dass x, auf einer Gruppe H definiert ist. Das
heifst, es gilt

)(;(,H)(x) := |{h € H | die p-Sylow-Gruppen von (x, h) sind abelsch}|

fir x € H. Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, wie X,([,G) und X;,G/ N)
in Beziehung stehen. Dazu stellen wir zundchst eine Beziehung zwischen den

Funktionswerten her:

(2.9) Lemma
Es sei N < G mit p 1 |N]|. Dann gilt

xéG)(g) = |N]| -xéG/ M (gN)

tiir alle ¢ € G.

Insbesondere ist X;G) konstant auf Nebenklassen von N.

Beweis

Es seien g,h € G beliebig, aber fest und P eine p-Sylow-Gruppe von G, so
dass Q := (g, h) N P eine p-Sylow-Gruppe von (g, h) ist. Dann gilt QN /N = Q,
und QN/N ist aus Ordnungsgriinden eine p-Sylow-Gruppe von (gN,hN) =
(g,h) N/N. Also sind die p-Sylow-Gruppen von (g, &) genau dann abelsch,
wenn die p-Sylow-Gruppen von (gN,hN) abelsch sind. Fiir unseren verallge-
meinerten Charakter bedeutet das

X;G/N) (¢gN) =|{hN € G/N | (¢N,hN) hat abelsche p-Sylow-Gruppen}|

= |{hN € G/N | (g, h) hat abelsche p-Sylow-Gruppen}|
= [{h € G| (g, h) hat abelsche p-Sylow-Gruppen}| - ﬁ

1
ZX;G)(S) ' W
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tir alle g € G. Dies ist gleichbedeutend mit
(G/N G
N ™ (N = 257 (8)

tiir alle g € G. OJ

Im néchsten Satz nutzen wir die obige Identitdt aus, um Skalarprodukt der
Gruppe G und der Faktorgruppe nach N auszurechnen.

(2.10) Satz
Es sei N G mit p 1 |N|.
Dann ist X;G) genau dann ein Charakter von G, wenn X,(,G/ M) ein Charakter von
G/N ist.
Beweis
Es sei n := |G/N|. Wihle eine Transversale g1,...,g, fir G/N. Fur einen
irreduziblen Charakter (4/N) yon G/N betrachten wir das Skalarprodukt mit
G/N
N
(G/N) 1 (G/N) (G/N)
PN, % = Y N eN)x M (gN)
( )G/N |G/N]| GNEG/N
N| ¢ G/N
— 15 e @)
i=1
(G)

Da x,”’ nach (2.9) konstant auf Nebenklassen von N ist, ldsst sich obige Glei-
chungskette mit der Identitdt aus (2.9) fortsetzen durch

N n
||G||Z¢G/N i )|N|X;(a)(8z = Z (G (giN) 7 (0.

Nach (C.4)(b)(c) ist
¢9:G = C, gyl (gN)

ein irreduzibler Charakter von G mit ¢(g) = ¢(¢/N)(¢N). Damit kénnen wir

mit der Konstanz von ¢ und ), auf Nebenklassen von N weiter folgern:

n

n
Z G/N ( = Z P(8i) Xp gz

i=1 i=1
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= %' Y o(9)xs” (3)

geG
= INI(9, xp”) .-

Also ist <¢(G/ N), X;G/ N ))G/N genau dann eine positive ganze Zahl, wenn
IN| (qb, )(](OG)>G eine solche ist. Dies ist offensichtlich dquivalent dazu, dass

(47, )(,([,G)> c eine nattirliche Zahl ist. Damit ist gezeigt: Ist X(G) ein Charakter von

p
G, so ist auch )(;G/ N) ein Charakter von G/ N.

(G)

Die andere Implikation folgt nun aber aus der Konstanz von x,” auf den
Nebenklassen von N. Denn jeder irreduzible Konstituent von X;G) ist demnach
ebenfalls konstant auf den Nebenklassen von N. Somit ldsst sich das Skalarpro-

(G)

dukt von "’ mit einem seiner Konstituenten mit einer analogen Rechnung wie

oben berechnen und auf XéG/ N) zuriickfiihren. O

(2.11) Bemerkung
Im vorigen Satz kann man auf die Teilerfremdheit der Ordnung des Normaltei-
lers zur Primzahl p nicht verzichten. Als Gegenbeispiel betrachte die Gruppe

der invertierbaren 2 x 2-Matrizen iiber dem endlichen Korper mit 3 Elementen
G = GL; (F3) = {A €EF?| A invertierbar} .

Mit GAP lasst sich nachrechnen, dass x; fiir diese Gruppe ein Charakter ist. Wei-
ter hat Z(G) = {a-E, | a € F3\ {0}} Ordnung 2 und die zentrale Faktorgruppe
ist isomorph zur S, was unser Minimalgegenbeispiel aus (2.3) ist.

Als Anwendung erhalten wir ein Resultat fiir dierekte Produkte.

(2.12) Korollar
Es seien A, B endliche Gruppen mit p { ggT(|A|, |B|) und sei G = A x B.

(a) Es gilt

furalleg e Gmitg=ab, ac A, b € B.
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(b) X;,G) ist genau dann ein Charakter von G, wenn X;,A) und XéB) Charaktere
sind.
Beweis

(a) Aufgrund der Voraussetzung nehmen wir ohne Einschriankung an, dass
p 1 |B|. Dann ist B ein Normalteiler von G, der die Voraussetzung von
(2.9) erfiillt. Es gilt also ') (g) = [B| - x\°/? (gB). Mit x\*) = |B| - 15 und
G/B = A folgt nun die Behauptung.

(b) Wie bei (a) sei zundchst ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen,
dass p 1 |B].

”ill:
Es gilt X;B) = |B|-1p und )(;G/B) ist nach (2.10) ein Charakter von G/ B. Mit

G/B = A folgt die Behauptung.

I/¢II:

Es sei ¢ € Irr(G) beliebig. Nach (C.5) kénnen wir dann ¢ = (4) X y(P)
schreiben fiir zwei irreduzible Charaktere (4) € Irr(A) und ¢®) € Irr(B).
Damit gilt:

N |A|1 Bl =4 beB}(;G)(ﬂb)l/J(ﬂb)

B |A|1 [B] aeAbeBxéA’(a)w(ab) 1 (b)

= AT T L L @yW@-yP) 17 0)
_ |1?| )y P o) (b) - &T;A ) (a)gp™ (a)

Da nach Voraussetzung X;,A) und X,E,B) Charaktere ihrer jeweiligen Gruppen

sind, sind beide Faktoren natiirliche Zahlen und somit auch ihr Produkt.[]
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Fiir semi-direkte Produkte kann man eine zu (2.12)(b) dhnliche Aussage nicht
erwarten. Alexander Moreto gab in [Mor(04] ein Beispiel fiir eine Gruppe an, fiir
die x3 kein Charakter ist. Die angegebene Gruppe ist ein semi-direktes Produkt
aus einer 3-Gruppe U und einer zyklischen Gruppe V. Gruppen dieser Art ha-
ben wir bereits untersucht und daher gilt, dass Xéu) und )(gv) jeweils Charaktere
sind. Somit kdnnen wir bei semi-direkten nicht wie bei den direkten Produkten
von den einzelnen Faktoren auf das Produkt schlieflen. Im ndchsten Abschnitt
werden wir das angegebene Beispiel noch genauer untersuchen und zu einer

unendlichen Serie von Gruppen mit dhnlichen Eigenschaften verallgemeinern.

(2.13) Definition
Eine Gruppe G heif$t p-nilpotent, falls ein Normalteiler N < G existiert mit p { |N|
und G/ N ist p-Gruppe.

(2.14) Satz
Ist G p-nilpotent, so ist XéG) ein Charakter.

Beweis
Es sei N <G mit pt|N| und G/N ist p-Gruppe. Dann gilt nach (2.4)

G (G/N
257 (8) = INT- ™ (gN) = INJ- [Ce/n(gN))
tir ¢ € G. Nach (C.4) im Anhang ist die Funktion
¢:G—C, g |Co/n(gN)|

ein Charakter von G. Es sei weiter ¢ € Irr(G). Es gilt:

(X£7 )’ )G

Z |- 1Ce/n(gN)| - ¥(8)

zm

ICo/n(gN)|-p(g)

Z

3€G

(¢, 9)c € N.

i)
0q
m
)

=z Q\Z

Damit ist X;G) ein Charakter. U
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Aus der Gruppentheorie ist bekannt, dass eine endliche Gruppe genau dann
nilpotent ist, wenn sie p-nilpotent ist fiir alle Primzahlen p € IP. Also folgt
die ndchste Bemerkung eigentlich bereits aus (2.14). Wir kénnen aber auch
ausschlieilich auf Ergebnisse dieser Arbeit zurtickgreifen:

(2.15) Bemerkung

Esseige Gund |G| =p™ -rmitm, r €N, ptr.

Ist G nilpotent, so ist X;G) ein Charakter von G und es gilt

X0 (g) = Ca(8)]p -,

wobei |Cg(g)|p den p-Anteil von |C;(g)| bezeichnet.

Beweis

Als endliche, nilpotente Gruppe konnen wir G schreiben als
G=PxR

mit einer p-Sylow-Gruppe P und einem R < G mit p { |R|. Dann folgt die
Behauptung aus (2.12) zusammen mit (2.4) und der Tatsache, dass |Cp(g)| =
|Cc(8)|p fiir alle g € G. O

2.4 Existenz von Gegenbeispielen

2.4.1 Generische Gegenbeispiele

Wir haben bereits gesehen, dass fiir p = 2 das Gegenbeispiel S4 existiert. In
diesem Abschnitt werden wir fiir jede beliebige ungerade Primzahl ein Gegen-
beispiel konstruieren.

Im Folgenden sei p € P eine beliebige, ungerade Primzahl. Weiter sei P ei-
ne extra-spezielle p-Gruppe der Ordnung p® mit Exponent p, d.h.

e P besitzt ein zyklisches Zentrum von Ordnung p,

e die zentrale Faktorgruppe P/Z(P) ist elementar-abelsch und
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o ¢V =1fiiralle g € P.

Insbesondere fillt die Kommutatoruntergruppe von P mit dem Zentrum zusam-
men, das heifst
P’ = Z(P).

Diese Tatsache werden wir in diesem Abschnitt oft ausnutzen.

Der Kommutator zweier Elemente x, y einer beliebigen Gruppe sei definiert
als

[x,y] == xilyflxy.

(2.16) Lemma
Es seien x, y € P.

(a) Die Abbildungen
P— P, g [xg]
P— P, g+ [gx]
sind Gruppenhomomorphismen.
(b) Es gilt [x,y] = [x_l,y_l].
Beweis

(a) Esseien g, h € P. Wir nutzen aus, dass wegen P’ = Z(P) jeder Kommutator
im Zentrum liegt. Es gilt:

[x,gh] = x th g txgh
= x Y (xhhtx ) g xgh
= (x Thtxn)h (xtg txg)h
=[x g]lx, hl.

Bei der zweiten Abbildung rechnet man analog.

(b) Da nach (a) die Abbildung P — P, ¢ — [x, g] ein Homomorphismus ist, gilt
zundchst

vyl =[xy '
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Nun ist aber auch P — P, g — [g, x| ein Homomorphismus, so dass weiter

ey = () =y

gilt. Dies war zu zeigen. [

In (2.6) haben wir gesehen, dass wir alle Elemente von P darstellen konnen als
P = {d'bZ |0<r s t<p—1},

wobei Z(P) = (z) und a,b € P mit P/Z(P) = (aZ(P),bZ(P)) sind. Um spétere
Rechnungen zu vereinfachen, wihlen wir speziell

z:=[b,a] € P’ = Z(P).

Denn mit dieser Wahl und (2.16) konnen wir beliebige Vertauschungen von a
und b durch Potenzen von z beschreiben, d.h.

B oat =a* b [bY,aY] = a¥ bV - [ba]Y = a¥ - bY - 2.
Weiter gelten fiir den Rest dieses Abschnitts die Festsetzungen

0<r,r,mnrp-1,
0<s,s1,8,3<p—1,
0<t, ty, b, t3 <p-—1,
falls an konkreter Stelle nicht anders definiert. Mit Hilfe der gerade erhaltenen

Darstellung der Gruppenelemente konstruieren wir nun einen Automorphismus
auf P. Es sei a : P — P definiert durch

w(a'b°z") = a "b 57

(2.17) Bemerkung
Die Abbildung a definiert einen Automorphismus der Ordnung zwei von P.
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Beweis
Es seien ¢ = a"1b%1z!1 und h = a"2b%2z"2. Dann gilt
gh = a" b1z b2 = a"1b*1a"2p%2 TR
— g1 g2 p% [bsl, arz]bszzt1+t2 — ar1+r2bs1+sz [b51’ ar2]2t1+t2.
Also gilt
(X(gh) — a—rl—rzb—sl—sz[bsllarz]ztl—i-tz

— g Mg p—5 [bsll a”z]b*SZZtlth

— g Ng2p—5 [b*sll afrz]bfszzhztz

— g Npsignp 2zt

— g Npsighig st

— a(g)a(h),
wobei bei der dritten Gleichheit Lemma (2.16)(b) benutzt wurde. Damit ist

« ein Homomorphismus und offensichtlich selbstinvers. Also ist a sogar ein

Automorphismus der Ordnung zwei, wie behauptet. O

(2.18) Definition
Im Folgenden sei mit G stets die endliche Gruppe bezeichnet, die vermoge «
aus dem semi-direkten Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung zwei mit
P entsteht, d.h.

G = (c) X4 P.

Wir schreiben die Elemente von G als Tupel (cX, k), k € {0, 1}, h € P.

Die Multiplikation in G ist also gegeben durch

(c, a1b%12") - (¢, a2b%z"2) = (1, a~ b %12M1a"2p%22"2)
= (1, a2 "ps2—s [b—51,u72]zf1+t2)

— (1, a2 Tps2—s15titHta =128 )

Wir werden die zu P isomorphe Untergruppe von G ebenfalls mit P bezeichnen,

wenn aus dem Kontext klar ist, ob P oder ihre Einbettung in G gemeint ist.
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Zunéchst leiten wir einige Strukturaussagen tiber die Gruppe G her, um dann

die Werte der Klassenfunktion x, ausrechnen zu kénnen.

(2.19) Lemma
(a) G’ = P.

(b) Z(G) = Z(P).

Beweis
(a) Wegen ggT(2,p) = 1 konnen wir x, y € Z mit 2x + yp = 1 wihlen. Dann
gilt:
[(e, 1), (1,a)] = (¢, (1, a™)(c, 1)(1, a¥)
= (1, a¥) = (1, a®1¥P)
=(1,a)eC

Analog rechnet man (1, b) € G’ nach. Mit Z(P) = P’ < G’ folgt nun
(1, h) € G’ fir alle h € P, also P < G'. Andererseits ist G/P = C, abelsch,
also G’ < P.

(b) Angenommen, (c, a’b’z') € Z(G). Dann kommutiert (¢, a"bz') insbesonde-
re mit (1, a). Jedoch ist die Aussage

(c, a'b®z")(1, a) = (1, a)(c, a'b°Z)
dquivalent zu
a® = [b%,a] .

Dies ist ein Widerspruch, denn wegen a ¢ Z(P) hat die Restklasse aZ(P)
Ordnung p. Es kann also nicht a> € Z(P) gelten. Also war die Annahme
falsch, und jedes Element des Zentrums liegt bereits in P. Damit folgt die
Behauptung. O

Das folgende Lemma gibt einen Uberblick {iber die Konjugation in G, die im
weiteren Verlauf dieses Abschnitts von Bedeutung sein wird.

(2.20) Lemma
Fiir Konjugation in G gilt:

(a) (1/ ai’lbslztl)(l, a2b2z2) _ (11 arlbslzt1+517’2*527’1)_
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(b) (1, ar1bslzt1)(c, a2b%2z2) _ (1, afrlbfslztlf(slrzfszrl)).
(c) (C, ar1b51zt1)(1, a2b%2z2) _ (C, ar1+2r2bsl+2522t1+r2(sl+sz)+sz(r1+r2))'
(d) (C, ar1bs1zt1)(c, a2b2z2) _ (C, a—rl+2r2b—51+252Zt1+r2(sz—sl)+s2(r2—r1)).

Beweis
(a) Wir rechnen die Behauptungen nach und machen dabei Gebrauch von den

Rechenregeln fiir den Kommutator (2.16) und der speziellen Wahl von z.

791,59 1 _ _
(1, aboizh) (L a20222) — (1 p=s2g=mazh) (1, g"1b%121) (1, a"2b%22"2)
1, b=52a "2z 2" p%1 71107222 12)

1, a1~ np—s2 [b*szl a1 *?2] bS1a"2ps2 7t )

(
(
(
— (1, aflfrzbslfszarzbsz[b*szlaﬁ*fz]zh)
(1’ a1~ gl ps1—52 [1751*52, arz]bsz [b*szl aﬁ*rz]zh)
(1, aps [b, LZ] (slfsz)err(rlfrz)szZtl)
(

1’ arl bslztﬁrslrzfszrl ) .

(b) Die Situation hier fiihren wir auf Teil (a) zurtick:

(1’ arlbslztl)(c, lIerbSZZtZ) — (C/ bszarzz—tz)(ll arlbslztl)(c, ar2bszzt2)
= (1, b™2a""2z72) (1, a"b%121) (¢, 1)(1, a2b%22")
= (1, b~%2a "2z 2)(1, a~"b%12") (1, a"2b%22"2)

= (1, a ™" b*512f1*(5172*52f1))'
a

—
~—

(c) Analog zu (a) rechnet man

(C, arlbslztl)(l,aerSZZ[Z (1 b Sza—rzz—tz)(c ﬂrlbslztl)(l, al’zszztz)
= (¢, b2a"2z 20" b1z a"2b%22"2)

(C, bszaV1+72b51a72b522t1)

(C, g1t ps2 [bszl a?1+72]b51 afzbszztl)

(C, a1t gr2pS2pst [b51+52’ afz] ps2 [bsz, a71+r2]zf1)
= (¢,

7’1 +2ry bSl +2$22f1 +79 (81 +Sz)+52 (1’1 -H‘z) )
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(d) Auch hier benutzen wir das bereits gezeigte:

(C, arlbslztl)(c, a’2b°27'2) _ (1’ biszairzzitZ)(C, arlbslztl)(cl 1)(1, ar2b522t2>

= (1, b=%2a 227 2)(c, a b~ %121) (1, a"2b%22"2)

_ (C, a7r1+2r2 p—s1 +2522t1+r2 (s3—51)+s2(r2—11) ) )

()

(2.21) Korollar
Esseien g, hy € G\ P, hp € P.

(a) Der Kommutator [g, /1] liegt genau dann in Z(P), wenn g und h; kommu-

tieren.
(b) Der Kommutator [g, hp| liegt genau dann in Z(P), wenn hy in Z(P) liegt.

Beweis
Bezeichne mit “: G — G/Z(P) den kanonischen Epimorphismus auf G/Z(P).

(a) Schreibe kurz ¢ = cx, hy = cy mit x,y € P. Falls g und h kommutieren, ist
die Behauptung offensichtlich. Es ist also nur die andere Implikation zu

zeigen. Darum gelte [g, 1] € Z(P). Dann ist

1=[g,m] = [g 1] = [c%,77]

1o—1-—1=—1

— 7l gl 15-15-1

cxcy=x Yy xcy

Da ¢ die Elemente von P/Z(P) invertiert, l4sst sich die obige Gleichungkette
fortsetzen durch

1o lalm—  ——1o ——1-—1

2
Es gilt also 1 = (7—1y> , woraus X = ¥y folgt. Das bedeutet, x und y
unterscheiden sich nur um einen zentralen Anteil. Es gibt also ein w € Z(P)

mit x = yw. Damit ergibt sich nun
ghy = cxcy = cywey = cycyw = cycx = g,

also die Behauptung.
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(b) Auch hier ist nur eine Richtung zu zeigen, sei also [g, h;] € Z(P). Mit den
Bezeichnungen ¢ = cx, hy = y fiir x,y € P ergibt sich mit einer analogen

Rechnung wie bei (a), dass

1=[xy =9

gilt. Daraus folgt 7 = 1, also y € Z(P). O

(2.22) Lemma

Jeder Normalteiler von P ist bereits Normalteiler von G.

Beweis

Auf P/Z(P) operiert ¢ durch invertieren. Deshalb wird jede Untergruppe von
P/Z(P) von c festgelassen. Klar ist die triviale Untergruppe von P ein Nor-
malteiler in G. Jeder andere Normalteiler von P enthalt Z(P). Daraus folgt die

Behauptung. ]

(2.23) Korollar
Es sei ¢ € P. Dann ist Cp(g) < G und es gilt

3
Colg)| = {”’ g € 2(P)

p?, sonst.

Beweis

Die Untergruppe Cp(g) ist gerade der Kern der Abbildung x — [x, g|, die nach
(2.16)(a) ein Homomorphismus von P ist. Also ist Cp(g) Normalteiler in P, nach
(2.22) auch in G. Fiir ¢ € Z(P) ist Cp(g) = P klar. Anderenfalls liegt sowohl (g)
als auch Z(P) in Cp(g). Damit folgt |Cp(g)| = p>. O

(2.24) Satz

G kann nicht von zwei Elementen erzeugt werden.

Beweis
Angenommen, es existieren g, h € G mit (g,h) = G. Da P eine echte Un-
tergruppe von G ist, liegt mindestens eines der beiden Elemente nicht in P.

Ohne Einschrankung nehmen wir an, dass g nicht in P liegt. Wir mochten nun
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auschlieflen, dass [g, 1] € Z(P) gilt. Dazu verwenden wir Korollar (2.21) und
unterscheiden nach der Untergruppenzugehorigkeit von h. Lage h ebenfalls
nicht in P, so gilt [, h] € Z(P) genau dann, wenn ¢ und & vertauschen. Nach
Annahme wire G dann aber abelsch, was nicht zutrifft. Im anderen Fall h € P
tritt [g, ] € Z(P) genau dann ein, wenn h € Z(P) ist. Wegen Z(P) = Z(G)
nach (2.19) wire also auch in diesem Fall die Gruppe G abelsch, da sie nach
Annahme von den kommutierenden Elementen g und / erzeugt wird. Es gilt
also [g,h] € P\ Z(P). Wir setzen x := [g, h]. Dann hat nach Korollar (2.23) der
Zentralisator C := Cp(x) die Ordnung p? und C ist aulerdem ein Normalteiler
von G. Nach Konstruktion kommutieren die Restklassen ¢C und hC, also ist
G/C abelsch. Aber dann folgt G' =P < C, was ein Widerspruch ist.

Also konnen solche Elemente g, /1 € G nicht existieren. J

(2.25) Korollar

Es gilt
2p°, g€ G\P,
xp(8) =P +1r% g P\Z(P),
2p°, g € Z(P).
Beweis
1. Fall:

Es sei g € G\ P. Hier ist die Ordnung von g gerade, da die p-Sylow-Gruppe
P normal ist. Fiir jedes h € G ist nach (2.24) das Erzeugnis (g, h) eine echte
Untergruppe von G, die nicht in P liegt. Also ist die Ordnung von (g, /) ein
Teiler von 2p? und hat somit stets eine abelsche p-Sylow-Gruppe. Das bedeutet

xp(8) = |G| =2p°.

2. Fall:

Es sei g € P\ Z(P). Fur h € G\ P sind wir in der Situation von Fall 1 mit
vertauschten Rollen von ¢ und h. Also sind die p-Sylow-Gruppen von (g, )
abelsch. Fir h € P\ Cp(g) ist (g, h) = P, da (g, h) nicht-abelsch ist. Insbesondere
sind hier die zu betrachtenden Sylow-Gruppen nicht abelsch. Schlieflich hat
man fiir h € Cp(g), dass (g, h) abelsch ist. Insgesamt gilt also

die p-Sylow Gruppen von (g, h) sind abelsch < h € G\ P oder h € Cp(g)
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und man erhélt mit (2.23)

xp(g) =2 —p)+p* =p> +p~

3. Fall:
Fiir g € Z(P) = Z(G) gilt offensichtlich x,(g) = |G| = 2p°. O

Im néchsten Schritt geben wir die irreduziblen Charaktere von G an. Zunéchst
liefert P einige nicht-triviale Charaktere vom Grad zwei.

(2.26) Satz

Es seien y, v € Irr(P) \ {1p} linear.

(@) u© € Irr(G) und u(1) = 2.

(b) Es gilt u© = v© genau dann, wenn y = v oder u = ¥ ist.
Beweis

Essei y € Irr(P) \ {1p} mit u(1) = 1. Nach (2.7) hat u die Form

U= Xup mit 0<u, v<p-—1, (u,v) # (0,0)

und
ru-+sv

Xuo(a'b°zh) =€
tiir eine p-te primitive Einheitswurzel e.
(a) Zuniachst gilt u©(1) = [G : P] = 2. Wir zeigen nun, dass die Tragheitsgruppe
von Xy, in G gleich P ist. Es sei dazu h = a’b’zt. Dann gilt:

XE{C,Q}) (h) = Xu/U(CarbSZtC) = Xu,v(ﬂ_rb_szt) — g MUY

(c1)

Nehmen wir nun an, dass x; " = Xu,, so folgt
€MV = e ™ fijralle 0< 7,5, t<p—1.

Da p eine ungerade Primzahl ist, erhalten wir durch dquivalentes Umformen,
dass
€' =1 firalle 0<7r, s t<p-—1
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ist. Dies bedeutet aber genau u = v = 0 im Widerspruch zur Wahl von 0.
Es gilt also )(Efvl ) # Xup und damit ist P die Tragheitsgruppe von x;,, in G.
Nach Clifford ist damit u© = Xg, o irreduzibel.
(b) Fiir g € G gilt
1 _
Xg,v(g) = ‘_| Z Xuo (X 1gx)

xeG
xilgxeP

nach Definition des induzierten Charakters. Ist ¢ € G \ P, so folgt x$,(g) =
0, da x~'gx ¢ P fiir alle x € G.

Es seinun ¢ € P und x € G\ P. Aus dem Beweis von (2.22) entnimmt
man, dass x gx = ¢! w ist fiir ein Element w € Z(P). Da aber x,
unabhédngig vom zentralen Anteil von g ist, folgt nun

Xuo(x718%) = xup(g ™).

Also konnen wir schreiben:

1
Xg,v(g):_ Z Xuv(x gx) P Z?Cuv P Z?Cuvx gx)
‘ ’ xeG ‘ ’ xeP ’ | x¢P
xilngP
= Xuo(8) + Xup(8™") = (Xuo + Xuo)(8)-
Daraus folgt die Behauptung. [

(2.27) Bemerkung
Die durch (2.26) erhaltenen irreduziblen Charaktere von G konnen wir durch

x5, mit 0<u, v<p-—1, (u,0) % (0,0)

beschreiben mit

Gy )0 g€ G\P,
Xuo(8) =
Xuo(8) + Xuo(g), g€P.

Wegen (b) erhalten wir aber jeden dieser Charaktere zweimal, so dass wir die
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Wahlen von u# und v noch einschrianken konnen. Es seien
0 < uy, up, vy, v < p—1mit (uy,v1) # (u,v2) und (u1,v1), (u2,v2) # (0,0).

Dann folgt mit (2.26)(b), dass X%,v , und ng,vz genau dann iibereinstimmen, falls

Xupo, = Xipo, Silt. Aquivalent dazu ist
etu2) +5(01+v2) — 1 fizralle 0 < 7,5 < p—1.

Da € eine p-te primitive Einheitswurzel ist, ldsst sich dies wiederum umformen
zZu
plur+uz, 01+ 0

und schliefdlich weiter zu
Ui =p—up 091 =p—02.

Daher geben folgende Indizes eine eindeutige und vollstindige Charakterisie-
rung der in (2.26) bestimmten Charaktere an:

1<o< P21 o
-1
oder 1< u< pT’ v=20

—1
oder 1< u<p-1 1< 0v< pT

(2.28) Bemerkung

Essei A € Irr(G/ P) der nicht-triviale, irreduzible Charakter von G/P = C,.
Dann ist

1, gePp,

A:G—C, g A(g) =
—1, sonst,

ein irreduzibler Charakter von G.
Wir werden spéter sehen, dass dieser Charakter mit ), negatives Skalarprodukt

hat, was sich allerdings an dieser Stelle schon leicht ausrechnen liefSe. Als néchs-
tes bendtigen wir eine Beschreibung der Konjugiertenklassen von G.

(2.29) Satz
(a) Fir g € P\ Z(P) ist ¢ = ¢’ U (¢ 1P
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(b) P besitzt genau p? + p — 1 P-Konjugiertenklassen.

(c) G besitzt genau p Konjugiertenklassen, die nicht in P liegen.

(d) Die Elemente

(1,z), 0<t<p-1,
(c, zt), 0 <t<p-—-1,
(1, a'),

mit den Indexbereichen

1< s< p_l, r=20

-1
oder 1< r< pT' s=0

-1
oder 1< r<p-—-1 1< 5s< pT

bilden ein Reprasentantensystem der Konjugiertenklassen von G.
Insbesondere besitzt G genau % (p? + 4p — 1) Konjugiertenklassen.

Beweis

Zunichst sei darauf hingewiesen, dass P als Kommutatoruntergruppe ein Nor-
malteiler von G ist, und dass deshalb jede Konjugiertenklasse von G entweder
in P oder in G\ P liegt.

(a) Sei g € P\ Z(P). Nach Konstruktion von G gilt

(1, a'b*) eV Z(P) = (1, a "b=%)Z(P).

Aus (2.23) entnimmt man |g”| = p. Da wegen P’ = Z(P) Konjugaion in P
nur den zentralen Anteil von g dndert, existiert ein h € P, so dass

¢, )h -1

gl =g

ist. Daher ist ¢ in G zu seinem Inversen konjugiert, aufgrund der ungeraden
Ordnung von P jedoch nicht in P. Aus (2.23) erhélt man somit, dass

] 2 |&"| + || =2

ist. Da aber Cp(g) in Cs(g) enthalten ist, folgt aus Ordnungsgriinden bereits
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(b)

()

(d)

Gleichheit. Es gilt also wie behauptet

Wie bereits in (a) gesehen, d&ndert die Konjugation in P nur den zentralen
Anteil eines Elementes aus P \ Z(P). Wegen (2.23) durchlduft der zentrale
Anteil das gesamte Zentrum; die Bahnenlénge ist also fiir die nicht-zentrale

Elemente stets p. Zusammengefasst bilden die Mengen
{abZ|0<t<p-1}, 0<r,s<p-—1,(rs)#(00).

die nicht-trivialen Konjugiertenklassen von P. Zusétzlich bildet jedes Zen-
trumselement eine P-Konjugiertenklasse. Insgesamt gibt es also genau
p? + p — 1 Konjugiertenklassen in P.

Wir betrachten ¢ := (¢, z') fiirein 0 < + < p — 1. Wegen (g), Z(P) C
Cg(g) wird |Cg(g)| von 2p geteilt. Die Konjugiertenklasse von g enthélt also
hochstens p? Elemente.

Es sei x := (1, a"b®). Dann ist

gx — (C, aZrbZSzt+2r5).

Wegen 0 < r, s < p—1 und ggT(2,p) = 1 hat nach obiger Rechnung
die Konjugiertenklasse von g mindestens p? Elemente. Auflerdem ist diese
Klasse durch z' bereits eindeutig bestimmt. Mit der Voriiberlegung zum
Zentralisator von g folgt insgesamt, dass |¢®| = p? ist, und dass die p
Elemente

(c, zt), 0<t<p-—1,

Verteter von p paarweise verschiedenen Konjugiertenklassen bilden. Diese
decken p - p?> = p® Elemente von G \ P ab. Wegen |G \ P| = p? sind dies

bereits alle Konjugiertenklassen von G, die nicht in P liegen.

Die Zentrumselemente (1, zt), 0 <t < p—1, bilden einelementige Konju-
giertenklassen.

Aus Teil (b) wissen wir, dass die Elemente

(1, a"0%), 0<r,s<p—1, (r,s) #(0,0)
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ein Vertretersystem fiir die Konjugiertenklassen von P\ Z(P) bilden. Nach
(a) liegen bei Konjugation in G zueinander inverse Elemente in der gleichen
Konjugiertenklasse. Somit suchen wir eine maximale Teilmenge des obigen
Systems, das keine paarweise inversen Elemente (bis auf Konjugation) mehr

enthélt. Dazu schrianken wir den Indexbereich wie in der Behauptung ein:

—1
oder 1< r< pT' s=0

oder 1< r< p—-1 1< 5s5< PT—l
Die Behauptung ist fiir die Vertreter der Form (1, z!) klar und fiir (c, z)
folgt diese aus Teil (c). Betrachten wir jetzt die Elemente ohne a- oder b-
Anteil. Da Konjugation mit (¢, 1) den a- bzw b-Anteil lediglich invertiert und
Konjugation in P nur den zentralen Anteil verdndert, besitzen die Vertreter
dieser Form (im eingeschridnken Reprdsentantensystem) keine Inversen. Fiir

1<r<p-1,1<s< Zlgilt

B;ESP—SSP—L

und daher ist
(1, a'b*)™1 = (1, a7"b™2%) = (1, aP7"BP52Y), x € Z geeignet,

in keiner der durch die angegebenen Vertreter reprisentierten Konjugier-
tenklassen enthalten. Dieses eingeschrankte System erfiillt also unsere ge-
wiinschte Eigenschaft. Aufserdem werden durch die obigen Parameter genau

p—1 p—-1 _ p—l_p2—1
oty T =

Konjugiertenklassen beschrieben. Das ist nach (a), (b) und (c) die richtige
Anzahl. SchliefSlich entnimmt man (c), dass die Elemente

(c, ), 0<t<p—1

Vertreter fiir die Konjugiertenklassen in G \ P sind. [
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Im nédchsten Schritt werden wir irreduzible Charaktere vom Grad p konstruieren.
Dazu betrachten wir lineare Charaktere einer geeigneten Untergruppe und

induzieren diese hoch zu G. Es gilt
(e D@ a)=(c,a) = (1, a7 ), 1)=(1, )" (c, 1)
und [(c, 1)| =2, |(1, a)| = p. Daraus folgt
(e, 1),(1, a)) = Dyp

und sogar
((c, 1),(1, a),(1, 2)) = Dy x Cp.

Es sei im Folgenden H := ((c, 1), (1, a), (1, z)). Die Untergruppe H hat Index
p in G, das heifdt, ein nach G induzierter linearer Charakter von H hat Grad
p. Wir werden zeigen, dass fast alle dieser induzierten Charaktere dann sogar

irreduzibel sind.
Zum Beispiel aus [JL93, 18.3, S. 181ff] entnimmt man, dass
r .. p -1
(1, 1), (¢, a)und (1, a") fur1 <r < ——

Représentanten fiir die Konjugiertenklassen von ((c, 1),(1, a)) = Dy, sind.
Weiter ist die Charaktertafel gegeben durch

(1, 1) (1,4") (c a)
Ip,, 1 1 1

1 1 1 -1
P, 2 e eI 0

Dabei gilt 1 < r, j < pT_l und € ist eine primitive p-te Einheitswurzel. Die

irreduziblen Charaktere von (z) lassen sich leicht angeben:

o (z)=€t 0<t<p—-1,1<k<p.
p p
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2.4 Existenz von Gegenbeispielen

Die Charaktertafel von H ldsst sich dann darstellen als

(1, 2% (1, a’z) (c, az')
Ip, Ko | e okt okt
R, okt okt _ ekt
RO | 26" (e e7T) 0
mit 1
1<rj<b—,

0<t<p—-1und

1<k<p.

(2.30) Lemma
Die induzierten Charaktere

G G
(Ilsz X @k> und (7 ® )

sind irreduzible Charaktere von G mit Klassenwerten

(1, 2 (1, a'b%) (¢, Z')

(11% X 19k> ¢

(7 X d)°

p €kt

P ekt

0 ekt

Fiir die Indizes der Konjugiertenklassenvertreter gilt dabei

-1
1< s< PT, r=20
p—1
oder 1< r< *——, s=0
p—1
oder 1< r<p-1 1<s< -

und

0<t<p-1.
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Beweis
Wir bestimmen zunéchst die Klassenwerte. Fiir die zentralen Elemente (1, z!)
ist dies leicht:

(lsz&ﬁk>G (@, ; (ﬂDz Xﬂk> (1, 2)) = ﬁ Y et

L oS5 ke Kkt
:@-Zp € = pe™.

Betrachte nun die Konjugiertenklassen, die durch Elemente der Form (1, a"b%)

beschrieben werden. Fiir die Bestimmung derer Funktionswerte unter dem

G
induzierten Charakter (Ilsz X 19k> gilt es zu entscheiden, wann Konjugation
diese Elemente in H tiiberfithrt und wann nicht. Aus (2.20)(a)(b) ist schnell
ersichtlich, dass Konjugation in G den b-Anteil eines Elementes festldsst oder

invertiert. Das bedeutet
G
(nsz X ﬁk) (1, a'b%)) =0
fiir s # 0. Fiir den Fall s = 0 beachten wir r # 0 und stellen mit (2.20) fest:

(1, ar)(l, a'2b2z'2) _ (1, arZ—szr)

(1, ar)(c, a"ZbSZZQ) _ (1, a_rZSZr) .
Mit der Charaktertafel von H ergibt sich daraus nun

(10,20 (1, ) = 7 T (10, 204) (1, )9
g€

1 p=lp-lp-l

= E r;O S;Q = <]1D2p X 19]() ((1 a” —Szr))

-1 p—1 p—
T T (1n,m0) (a2
?’2 052 0tr=
1 _
—kszr -2 ksor
= i? 52206 " Ef

=0.

G
Es gilt also stets <1sz X 19k) ((1, a0®)) =0
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Betrachte schliefSlich noch die Elemente der Form (c, z'). Mit (2.20) gilt

1, a2b%2zt2

(C, Zt) ( ) (C, aZrz b2522t+252r>
¢, a2 bo2zt2

(C/ Zt)( ) (C, a2r2b2522t+252r> )

Dem entnehmen wir, dass (¢, z!)* genau dann in H liegt, wenn x keinen b-Anteil
besitzt. Das bedeutet:

p—1 p-1

(Ilpzpﬁﬁk)(;((c, z')) = TH H| 2 rzzmzz (ﬂsz&ﬁk) ((c, azfz_zf))
_ 2y
a 2p2 ro=0
=M,

Die Irreduzibilitit nachzuweisen ist nun leicht:

((ﬂsz X z9k> ° (11% & ﬁk) G) )

> | (10, =) (01 ) (10, ®8)° (@1, 2))

2 p—1
+0+ )
t=0

: )

(P P tp2p 1)

—_ R
: ‘g)‘r—\ Q‘r—‘

Die Rechnungen fiir (17 X &) © verlaufen in volliger Analogie (vgl. Charaktertafel
von H) und werden deshalb an dieser Stelle ausgelassen. [

Damit haben wir nun alle Werkzeuge, um die Charaktertafel von G angeben zu

konnen.

(2.31) Satz
Mit den Notationen von oben ist die Charaktertafel von G und die Skalarpro-
dukte von x, mit den irreduziblen Charakteren von G gegeben durch
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1g 1 1 1 16 +pr+p-1)
A 1 1 -1 —3(p=1(p+1)
XEU ) eritsv ¢~ (ru+sv) 0
G
(ﬂsz X l9k> pekt 0 ekt
(PR 8)° | pe 0 —ek
Xp 2p° P>+ p? 2p°

Dabei gilt fiir die Indizes der Charaktere

-1
—, u=20

IA
=

1<

S
| N
—_

oder 1< u< , v=0

N ‘

-1
oder 1< u<p—-1 1< 0v< J—

2

sowie
1<k<p-1

Die Konjugiertenklassen werden parametrisiert durch

1<s< P21 .20

-1
oder 1< r< pT’ s=0

-1
oder 1< r<p—-1 1< s< pT

und
0<t<p-1.

Insbesondere ist x, kein Charakter von G.

Beweis
1. Schritt: 1

Hier rechnet man mit (2.25) leicht nach, dass

1
(Ae, xp)¢ = TS Y xp(8)
geG
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p(prH ZXP(+ZXP>

g€G\P g€P\Z(P) gcZ(P
= 53 (IG\PL27" + [PAZ(P)| - (54 92) +12(P)] -25°)
= %(3P3+P2+P—1)
gilt.

2. Schritt: A

Die Eintrdge der Zeile in der Charaktertafel ergeben sich aus (2.28) und das
Skalarprodukt berechnet man dhnlich zum ersten Schritt:

(A Xxp)g = 2p3 gEZGA xp(8)

p(ZA v+ Y AQn@+ Y Ag) )

gEC\P §EP\Z(P) g€Z(P)
_2—;93(!G\P!-(—l)-2p3+|P\z(p)|.1.(p3+pz)
+1Z(P)| .1-2p3)

(PP +p*+p-1)

I\JI)—\

:—éw—n%p+n.

Wegen p > 3 ist dieses Skalarprodukt also stets negativ.

3. Schritt: )(ff, v
Irreduzibilitdt und Zeilen der Charaktertafel erhalt man direkt aus (2.27) und der

Definition von ), in (2.7). Mit (2.27) rufen wir uns nochmal die Funktionswerte
von Xﬁv in Erinnerung

XLCI;,U(g) =

0, g€ G\P,
Xu,v(g) +Xu,v(g), geP.



57

Wir rechnen

(XS0 x0) . = o (Z Xﬁv(g)xff(g)>

aus. Dazu unterscheiden teilen wir den Summationsbereich in die Bereiche
G\ P, P\ Z(P) und Z(P) auf. Auf G \ P ist x5, konstant gleich 0, auf Z(P) nach
(2.7) konstant gleich 2. Es gilt also

(X5 10) .= 5 2 (Z 0-2p°+ Y x@ (P4+r)+ © 2~2P3)

geG\P gEP\Z(P) g€Z(P)

%( )3 Xuv(g)(P3+P2>+4P4)-

27 \ bz

Fiir die verbleibende Summe verwenden wir zunéchst die ersten Orthogonalitats-
relationen fiir den irreduziblen Charakter x,, von P, wobei man (u,v) # (0,0)
beachte:

0= ZXu,v(x) Z Xuv )+ Z XMU( )—P+ Z X”U( )

xeP xeZ(P) xeP\Z(P xe€P\Z(P)

Umgeformt ergibt sich daraus

Z Xup(x) = —p.

xeP\Z(P)

Damit kdnnen wir nun

2 Xg,v(g): Z Xuo(8) + Xuo(g)

geP\Z(P) gEP\Z(P)
= Z Xuo(g) + Z Xuo(8)
geP\Z(P) §EP\Z(P)

ausrechnen und erhalten als Skalarprodukt

(XS0 x0) . = 21? ( Y X (P +r?) +4P4)

§EP\Z(P)
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= 21? (—2;9 <p3 + ]02> + 4p4>

=p-—1

G
4. Schritt: <]1sz X 19k> und (17 K 9;)°
Irreduzibilitdt und Charakterwerte entnimmt man Lemma (2.30). Das Skalarpro-
dukt mit x, ist 0, denn die Konjugiertenklassenvertreter, die zum Trager von

G
<]1sz X 19k> bzw. (y X ﬂk)G gehoren, liegen im Kern von x,. O

Satz (2.31) garantiert also fiir jede ungerade Primzahl p die Existenz einer
Gruppe, fiir die Xp kein Charakter ist. Bemerkenswert ist auf3erdem, dass die
hier behandelte Gruppe G nach (2.2) die kleinstmogliche Ordnung besitzt, die ein
Gegenbeispiel besitzen kann, namlich 2p°. Insbesondere ist jede dieser Gruppen
auflosbar, das Ergebnis aus (2.15) ldsst sich also auch fiir jede ungerade Primzahl
nicht auf auflosbare Gruppen ausweiten, was wir fiir den Fall p = 2 durch das

Gegenbeispiel G = S; ja bereits gesehen haben.

2.4.2 Symmetrische Gruppen fiir p = 2 - eine Serie?

In (2.3) haben wir bereits gesehen, dass die symmetrische Gruppe auf vier
Punkten S4 ein Gegenbeispiel zu Thompsons Vermutung darstellt, dass x, stets
ein Charakter ist. Rechnungen mit GAP zeigten, dass x» fiir die symmetrischen
Gruppen Sy,

n=2567289 10,

kein Charakter ist. Ebenso stellen Sg, Sy fiir x3 Gegenbeispiele dar. Mindes-
tens fiir p = 2 deutet sich also in den symmetrischen Gruppen eine Serie von
Gegenbeispielen an. Leider erkennt man in den rechnerischen Ergebnissen zu
den symmetrischen Gruppen wenig Struktur, so dass wir keinen allgemeinen
Beweis dafiir angeben konnen, dass S, fiir beliebiges n € IN ein Gegenbeispiel
tiir p = 2 darstellt. Allen voran sind Aussagen tiber die Klassenwerte von ), bei
den symmetrischen Gruppen schwierig. Jedoch ist in einer speziellen Situation
der Wert einer Konjugiertenklasse beschreibbar.
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(2.32) Satz

Es seien n eine 2-Potenz und x € S, ein n-Zykel. Dann gilt

x2(x) = n.

Beweis

Klar ist, dass fiir y € (x) die Gruppe (x,y) eine abelsche 2-Sylow-Gruppe hat.
Esseialsonuny € S, \ (x) und setze G := (x,y). Wahle eine 2-Sylow-Gruppe
P von G mit (x) C P. Wir zeigen zunichst, dass (x) echt in P enthalten ist. Es
sei das Gegenteil angenommen, also dass (x) eine 2-Sylow-Gruppe von (x, y)
ist. Nach (C.6) existiert ein normales 2-Komplent N zu (x), d.h.

G=(x)N, N<G, (x)NN={1}.

1. Fall: N C G, furallew € {1,...,n}.
Dann ist N = {1} und insbesondere y € (x) wider der Wahl von y.

2. Fall: Es existiert ein w € {1,...,n} mit N € G,,.

G operiert in natiirlicher Weise transitiv auf {1,...,n}, weil x ein transitives
Element ist. Beziiglich dieser Operation ist w™ ein Block von G, da N normal
in G ist. Die Blockldnge teilt [{1,...,n}| = n = 2™, ist also eine 2-Potenz. Da w

nach Voraussetzung nicht von jedem Element von N fixiert wird, gilt
2 ‘wN ’ :

Andererseits teilt || als Bahnlédnge die Gruppenordnung von N. Insbesondere
ist daher |N| gerade. Dies ist ein Widerspruch.

Damit ist gezeigt, dass (x) echt in der 2-Sylow-Gruppe P von (x,y) enthal-

ten ist. Da x selbstzentralisierend ist, kann P nicht abelsch sein. O]

An den Rechenergebnissen in Anhang B liest man ab, dass sich der vorangegan-
gene Satz fiir den Fall, dass n die Potenz einer ungeraden Primzahl ist, nicht
analog verallgemeinern ldsst. Eventuell deutet die Verwendung des Satzes (C.6)
im obigen Beweis, der in dieser Situation nicht anwendbar ist, einen Grund

dafiir an.
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Eine Strategie um zu beweisen, dass die symmetrischen Gruppen eine Serie von
Gegenbeispielen fiir Xp liefern (n = 1,2, 3 ausgenommen), konnte das Einschran-
ken von x, auf (kleine) Untergruppen von S, sein, fiir die die Einschrankung
dann kein Charakter ist. Tatsdchlich kann man fiir n = 4 und n = 8 nachrechnen,
dass die Einschrankung von X, auf eine 2-Sylow-Gruppe von S, kein Charakter
ist. Hier geht wieder ein, dass n eine 2-Potenz ist, denn fiir andere n < 9 fiihrt
die Wahl dieser Untergruppe nicht zum Ziel.



Kapitel 3

Die Klassenfunktion x4y

Wir wiederholen die Definition aus (1.2). Fiir eine endliche Gruppe G sei die

Funktion x, definiert durch
Xsolv() = [{h € G | (g, h) ist auflosbar}|

tiir ¢ € G. Wie im vorigen Kapitel mochten wir auch fiir diese Klassenfunktion
eingehender untersuchen, wann es sich nicht nur um einen verallgemeinerten

Charakter, sondern sogar um einen Charakter von G handelt.

3.1 Erste Eigenschaften

Wir geben eine Charakterisierung auflosbarer Gruppen von John Thompson an:

(3.1) Lemma (vgl. [Tho68, Korollar 2])
Eine endliche Gruppe G ist genau dann aufldsbar, wenn je zwei Elemente von G

eine auflosbare Gruppe erzeugen.

Daraus ergibt sich unmittelbar als Konsequenz:

(3.2) Korollar

(a) G ist genau dann auflosbar, wenn xso1y = |G| - 1 ist.
(b) Es ist Kern(xsoly) stets auflosbar.

Beweis

(a) Klar nach Definition von X,y und Lemma (3.1).

(b) Esseien g, h € Kern(xsoly) beliebig. Wegen xqo1v(g) = |G| ist (g, k) aufldsbar.
Nach (3.1) ist dann Kern( x4}y ) auflosbar. O



62 3.2 Faktorgruppen

(3.3) Vermutung

Rechnungen mit GAP zeigten, dass fiir Gruppen G mit Ordnung hochstens 2000
die Klassenfunktion X,y genau dann ein Charakter von G ist, falls G auflosbar
ist. Man kann also vermuten, dass dies fiir Gruppen beliebiger Ordnung gilt.

Trafe die Vermutung zu, wire dies eine sehr einfache Charakterisierung dafiir,

wann Xy €in Charakter ist.

3.2 Faktorgruppen

(3.4) Lemma
Es sei N < G auflosbar. Dann gilt

X9 (g) = IN|- xS/M) (gN)

(G)

solv konstant auf Nebenklassen von N.

tiir alle g € G. Insbesondere ist x

Beweis
Es seien g, € G.
Ist (g, h) auflsbar, dann auch (gN,hN), denn es gilt:

(§N,hN) = (g, h)N/N = (g, )/ ({(g,h) " N).

Es sei andererseits (¢N, hN) auflosbar. Dann ist wegen obiger Isomorphiekette
auch (g, h)/ ((g, h) N N) eine auflosbare Gruppe. Da aber mit N auch N N (g, 1)
auflosbar ist, folgt die Auflosbarkeit von (g, h).

Wir haben gezeigt:

(g, h) auflosbar < (gN,hN) auflosbar.

Nun ergibt sich

X\S/N)(¢N) = |{iN € G/N | (gN,hN) ist auflésbar}|

= [{hN € G/N | (g, h) ist auflosbar}|

= |{h € G| (g h) ist auflosbar}| - \1?]
_ .(G) 1
- Xsolv(g) ’ Wr



63

also
G/N G
IN| iV (M) = x5 (8)
tir alle ¢ € G. O
(3.5) Satz

Es sei N < G auflosbar. Dann gilt:

XSIL ist genau dann ein Charakter von G, wenn )(éfh/] N) ein Charakter von G/N
ist.

Beweis

Vollig analog zum Beweis von (2.10) bei x, folgt hier die Behauptung aus der

Identitat (3.4). O

(3.6) Korollar

Ein minimales Gegenbeispiel G zu (3.3) besitzt keinen nicht-trivialen, auflosbaren
Normalteiler.

Insbesondere gilt Z(G) = Kern(xso1v) = {1}

Beweis

Es sei G eine nicht-auflosbare Gruppe minimaler Ordnung, so dass Xéfl)v ein
Charakter von G ist, und G besitze einen nicht-trivialen, auflosbaren Normaltei-
ler N. Nach (3.5) ist dann ngh// N) ein Charakter von G/N. Aus der Minimalitat

von G und |G/N| < |G| schlielen wir die Auflosbarkeit von G/N. Mit G/N

und N ist dann aber auch G auflésbar, was ein Widerspruch ist.

(G)

solv

Dass x..., treu ist, folgt nun aus (3.2). Die Aussage tiber das Zentrum der

Gruppe ist Klar. O

3.3 Xsolv und die Gruppen PSL(2, p)

Es sei p eine Primzahl. Es bezeichne GL(2,p) die allgemeine lineare Gruppe
der Dimension 2 iiber dem Korper F, mit p Elementen, das heilit GL(2, p) be-
steht aus allen invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Eintrdgen aus IF,. Die Un-
tergruppe der invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1 bezeichnen
wir mit SL(2, p). Dann schreiben wir PSL(2, p) fiir die zentrale Faktorgruppe
SL(2,p)/Z(SL(2, p)), genannt projektive spezielle lineare Gruppe der Dimension 2
iiber dem Korper F,. Thompson hat in [Tho68] gezeigt, dass fiir p > 3, p* +1 =
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0 mod 5 die Gruppen PSL(2, p) minimal-einfache Gruppen sind. Das heift, es
handelt sich um endliche, nicht-abelsche, einfache Gruppen, deren samtliche
echte Untergruppen auflosbar sind.

Um die Vermutung (3.3) zu untermauern, wollen wir in diesem Abschnitt
zeigen, dass fiir obige Serie minimal-einfacher, nicht-auflosbarer Gruppen die
Klassenfunktion x.1, kein Charakter ist. Dabei machen wir uns die spezielle
Struktur dieser Gruppen zu Nutze, denn es geniigt zur Berechnung der Funk-
tionswerte von X,y zu entscheiden, wann ein Paar von Elementen eine echte

Untergruppe erzeugt und wann nicht.

Im Folgenden sei p > 3 eine Primzahl mit p?> + 1 = 0 mod 5. Da man fiir
die Gruppe PSL(2,7) mit GAP nachrechnen kann, dass X, kein Charakter ist,
sei in diesem Abschnitt sogar p > 13 angenommen, da dies manche Aussagen
und Rechnungen erleichtert.

3.3.1 Allgemeine Eigenschaften von PSL(2, p)

Die Gruppen PSL(2, p) bilden eine der wenigen Klassen von Gruppen, deren
Untergruppen man vollstandig charakterisieren kann. Der folgende Satz gibt
dartiber Auskunft. In der angegebenen Quelle ist dieser allgemeiner formu-
liert. Durch unsere Voraussetzungen an die Primzahl p ergibt sich fiir uns
eine vereinfachte Form. Dabei beachte man insbesondere, dass die Bedingung
p?> +1 = 0 mod 5 dquivalent ist zu p> — 1 # 0 mod 5, da das Quadrat einer
Primzahl p > 5 nur den Rest 1 oder 4 bei Division mit 5 haben kann.

(3.7) Satz (vgl. [Hup67, Kap. II, Hauptsatz 8.27])

Die Gruppe PSL(2, p) besitzt nur die folgenden Untergruppen:
(1) zyklische Gruppen der Ordnung p,

(2) zyklische Gruppen deren Ordnung z ein Teiler von pTil ist,
(3) Diedergruppen der Ordnung 2z mit z wie in (2),

(4) Alternierende Gruppen Ay,

(5) Symmetrische Gruppen Sy fiir p> —1 =0 mod 16,
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(6) Semi-direkte Produkte von zyklischen Gruppen der Ordnung p mit zykli-

schen Gruppen der Ordnung ¢, wobei t ein Teiler von prl ist,

(7) PSL(2, p).

Die p-Sylow-Gruppen von PSL(2, p) sind also genau die Untergruppen vom
Typ (1). Weiter bendtigen wir noch einige Eigenschaften von PSL(2, p).

(3.8) Lemma (vgl. [Hup67, Kap. II, Hilfssatz 8.1, Satz 8.2, Satz 8.5])
() [PSL(2,p)| = 3(p+D)p(p— 1)

(b) PSL(2, p) operiert 2-fach transitiv auf der projektiven Geraden

P(1,p) = {(v) ‘venﬂg, U#O}

(x, (v)) = (x0).

(c) Die Elemente einer p-Sylow-Gruppe von PSL(2, p) besitzen einen gemein-
samen Fixpunkt auf P(1,p) und jedes nicht-triviale Element besitzt nur
diesen Fixpunkt. Jeder p-Sylow-Gruppe kann auf diese Weise ein Punkt der
projektiven Geraden zugeordnet werden und umgekehrt. Somit betrdgt die
Anzahl der p-Sylow-Gruppen genau p + 1, und dariiber hinaus schneiden

sich je zwei trivial.

Ist im Folgenden von Fixpunkten die Rede, so sei dabei stets implizit Bezug

genommen auf die obige Operation.

(3.9) Lemma (vgl. [Hup67, Kap. II, Satz 8.3, Satz 8.4, Satz 8.5])

(1) (a) Die Untergruppe U, die genau zwei fest gewidhlte Punkte a, b fixiert, ist
zyklisch der Ordnung pT_l und je zwei verschiedene Konjugierte von U/
haben trivialen Schnitt.

(b) Fiirjedes w € U \ {1} ist Npg (o) ({(w)) eine Diedergruppe der Ordnung
p—1

(2) (a) PSL(2, p) besitzt eine zyklische Untergruppe S der Ordnung pTH. Je
zwei verschiedene Konjugierte von S haben trivialen Schnitt.
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(b) Fiir jedes z € S\ {1} ist Npg () ((z)) eine Diedergruppe der Ordnung
p+1.

(c) Jedes nicht-triviale Element von S besitzt keine Fixpunkte.

(3) Setze fiir eine p-Sylow-Gruppe P von PSL(2, p)
B ={PS,Us83|gePSL(2,p)}.

Dann bildet B eine Partition von PSL(2, p), das heifdt jedes nicht-triviale

Element liegt in genau einer der Gruppen aus ‘3.

Entscheidend wird im Folgenden die Unterscheidung nach der Kongruenz
p?> — 1 mod 16 sein. Denn von den beiden geraden Zahlen p — 1 und p + 1 ist
genau eine durch 4 teilbar. Also ist (p —1)(p + 1) = p?> — 1 durch 8 teilbar, aber
nicht durch 16, falls p> — 1 nicht durch 16 teilbar ist. In diesem Fall besitzt genau
eine der obigen zyklischen Gruppen U oder S eine gerade Ordnung und 2 ist
auch die hochste 2-Potenz, die diese teilt. Da jedes Nicht-p-Element in einer
dieser Gruppen liegt, bedeutet das, dass es keine Elemente der Ordnung 4 geben
kann, falls p> — 1 # 0 mod 16 ist. Insbesondere kann S, keine Untergruppe von
PSL(2, p) sein.

Jede echte Untergruppe von PSL(2, p) liegt in einer maximalen Untergruppe
von PSL(2, p). Deshalb ist es fiir uns von Interesse, eine vollstandige Liste der
maximalen Untergruppen zu erhalten. Dabei hilft uns eine Arbeit von Giudici,

die - angepasst auf unsere Situation - folgenden Satz liefert:

(3.10) Satz (vgl. [Giu07, Theorem 2.2])

Die maximalen Untergruppen von PSL(2, p) sind vom Typ:

(1) C p1 X Cp, der Stabilisator eines Punktes der projektiven Geraden,
(2) Diedergruppen D,_1 der Ordnung p — 1,

(3) Diedergruppen D1 der Ordnung p + 1,

(4) Alternierende Gruppen Ay fiir p> —1 # 0 mod 16,
pPp p
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(5) Symmetrische Gruppen S fiir p> —1 =0 mod 16.

Man beachte, dass eine ungerade Primzahl nur einen ungeraden Rest bei Divisi-
on mit 8 haben kann, und dass deswegen die Kongruenzen in [Giu07] den hier

angegebenen entsprechen.

(3.11) Bemerkung

Die triviale Konjugiertenklasse sei mit Cl; = {1} bezeichnet. Es existieren
genau zwei Konjugiertenklassen von p-Elementen, die wir mit CI,, und Cl),
bezeichnen, und es gibt genau eine Konjugiertenklasse von 2-Elementen. Deren
Bezeichnung sei Clp. Alle tibrigen Elemente fassen wir in den Klassen CI, 1 (i)
bzw. CI p1 (j) zusammen, je nachdem, ob sie in einer zyklischen Gruppe2 der
Ordnung prl oder pTH liegen. Nach der Partition (3.9) ist diese Aufteilung
eindeutig und deckt alle Elemente ab.

Dabeigilt1 <i <p—-1und 1 <j < p+ 1 mit den Ausnahmen
. —1 . +1
l%pTzP—lr ]#pT,p—l—l

und zusatzlich

.,p—13p-1) . _
i # 1 1 fir p =1 mod 4
].#P1—1,3(P4+1) fur p =3 mod 4.

Wie wir im Beweis sehen werden, werden die Konjugiertenklassen tiber die Men-
ge der Eigenwerte der Elemente charakterisiert. Die Indizes i und j beschreiben
die verschiedenen Eigenwertmengen.

Durch diese Notation ist jede Konjugiertenklasse genau viermal reprasentiert,
d.h. die Anzahl der i bzw. j ist durch 4 zu teilen, um die Gesamtzahl der Konju-
giertenklassen jeweils zu bestimmen. Diese Notation geht auf das GAP-Paket
CHEVIE zuriick, das generische Charaktertafeln bestimmter Gruppen - insbe-
sondere auch von PSL(2, p) - bereitstellt [GHL™93]. Uber die Klassenldngen gibt
Tabelle 3.1 Auskunft.

Beweis
Die Aussage tiber Cl; ist klar.
Nach der Partition (3.9) liegt jedes nicht-triviale Element x € PSL(2, p) entweder

in einer eindeutig bestimmten zyklischen Gruppe mit Ordnung pT_l bzw. pTH
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Chl [Cly| |Clus|  [CLI [l ()| |Clisa (1)

2 2_
p=1mod4| 1 Pyt 1 P pp01) pp—-1)

p=3mod4| 1 ngl ngl (pal)p p(p+1) plp—1)

Tabelle 3.1: Konjugiertenklassenlangen der PSL(2, p)

oder in einer p-Sylow-Gruppe. Die Anzahl der p-Sylow-Gruppen betridgt nach
(3.8) genau p + 1. Es sei dagegen H eine zyklische Untergruppe von Ordnung
pT_l oder pTH. Nach der Partition aus (3.9) ist H zu allen anderen Gruppen des

jeweiligen Typs konjugiert. Mit ‘NPSL(Z,;?) (H )‘ =2 |H| folgt

[PSL(2, p)|

8 - - 7
[{HS | § € PSLQ@ p)}| = —5 17—

1. Fall: [x| =2

In diesem Fall gilt x € H mit H wie oben. Nach (3.9)(1)(2) ist H zyklisch und
besitzt deshalb nur x als 2-Element. Da weiter alle Untergruppen vom Typ
H konjugiert sind, existiert nur eine Konjugiertenklasse von 2-Elementen in

PSL(2, p). Die Klassenldnge ist dann nach obiger Voriiberlegung genau

‘XPSL(ZIP)’ — ’HPSL(Z,p)‘ _ { p(p+1), furp=1mod}4,

Nl—= N

(p—1)p, firp=3mod4

2. Fall: [x| =p

Hier liegt x also in einer p-Sylow-Gruppe, von denen es genau p + 1 gibt. Da
eine p-Sylow-Gruppe von PSL(2, p) zyklisch der Ordnung p ist, besitzt jede
p-Sylow-Gruppe genau p — 1 Elemente der Ordnung p.

Insgesamt betrdgt die Anzahl der p-Elemente in PSL(2, p) genau

(p+D(p—-1) =p*—1
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Gébe es ein Nicht-p-Element y € PSL(2, p), das mit x vertauscht, liage insbe-
sondere x im Zentralisator von y und damit auch im Normalisator. Nach der
Partition aus (3.9)(3) hat der Normalisator von y die Ordnung p £ 1, was nicht
durch p teilbar ist. Solch ein y kann also nicht existieren und der Zentralisator
von x ist die eindeutig bestimmte, x enthaltende p-Sylow-Gruppe von PSL(2, p).
Fiir die Konjugiertenklasse von x gilt deswegen

‘xPSL(ZP)‘ _ ‘PSL(Z, P)’ o pz —1

p 27
und vergleicht man dies mit der Gesamtanzahl der Elemente mit Ordnung p, so

zeigt das die Existenz von genau zwei Konjugiertenklassen von p-Elementen.

3. Fall: |x| teilt prl, |x| > 2
Hier gilt x € H = Cpg(o,)(x) mit |[H| = pT_l. Die Konjugiertenklasse von x hat
somit p(p + 1) Elemente.

Es sei nun a € F;, ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe IF,. Dann gilt also

la| = p — 1. Offensichtlich ist
ai
i € SL(2,p)

fiir alle 1 < i < p — 1. Wann liegt bei Ubergang zu PSL(2, p) die Restklasse
einer solchen Matrix nicht in den drei Konjugiertenklassen, die durch die bereits
behandelten Félle abgedeckt wurden? Fiir i = p — 1 liegt die Einheitsmatrix vor,

diesen Fall konnen wir also ausschliefSen. Ebenso fiihrt i = pT_l zu

()= ()

und auch diese Matrix fillt in die Restklasse des Einselements in PSL(2, p).
Auflerdem ist fiir p =1 mod 4 der Fall i = pT_l oder i = 3(’74—_1) moglich. Dann
hatte die Matrix modulo {1} Ordnung 2. Auch dies miissen wir ausschlieflen,
da wir die 2-Elemente bereits in einer eigenen Konjugiertenklasse zusammenge-
tasst haben. Alle anderen Wahlen fiir i erzeugen Matrizen, deren Restklassen die

gesuchte Ordnung besitzen. Wegen —a' = 0"z = ¢*'2" und der in PSL(2, p)
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SIS

schliefsen wir, dass sowohl i als auch i 4 pT_l die gleiche Konjugiertenklasse

geltenden Identitat

identifizieren. Dartiber hinaus treffen auch i und —i = (p — 1) — i die gleichen
Konjugiertenklassen, da

-1 . .

0 -1 al 0 -1\ [a

1 0 a’’) \1 0) a )’
Das bedeutet, jede Konjugiertenklasse wird viermal getroffen.

Hat ein Element x € PSL(2,p) nur einen Eigenwert, so ist dieser bereits 1,
denn das Produkt der Eigenwerte ist gerade die Determinante von A. Ist x eine
Skalarmatrix, so ist x die Einheitsmatrix und nicht von Interesse. Als andere

Moglichkeit bleibt dann nur
(1 O)
X = ,
s 1

1 0
xn:< 1), nGlN,
ns

sieht man leicht, dass x ein p-Element ist. Auch solche x wollen wir nicht betrach-

fiir ein s € IF”;. Mit

ten, da wir p-Elemente bereits behandelt haben. Wir konnen also annehmen,
dass x zwei verschiedene Eigenwerte besitzt. Wegen der Determinante sind
diese invers zueinander. Es sei A € [F, ein Eigenwert von x. Bekanntlich ist
die Spur gerade die Summe der Eigenwerte. Daher schlieffen wir, dass das

charakteristische Polynom von x die Gestalt

(X)) = X2+ <A+%)X+1:(X+/\)(X+%)

besitzt. Insbesondere ist x diagonalisierbar und somit gilt die Ahnlichkeitsrelati-

()

Die gesuchten Konjugiertenklassen werden also durch die Menge der Eigenwerte

on
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charakterisiert. Somit deckt die obige Serie von Diagonalmatrizen der Form

()

alle Klassen ab und jede Klasse wird genau viermal getroffen.

4. Fall: |x| teilt 22, |x| > 2
Es gilt x € H = Cpg(p,p)(x) mit [H| = pTH. Die Konjugiertenklasse von x hat so-
mit (p — 1) p Elemente. Die Argumente zu den Indizes j und Konjugiertenklassen

verlaufen nun vollig analog zum vorigen Fall. O

Aus diesem Beweis ergibt sich als Konsequenz fiir 3- und 4-Elemente:

(3.12) Bemerkung
(a) Es existiert genau eine Konjugiertenklasse Cl3 von 3-Elementen in PSL(2, p).

Diese wird durch die Indizes

p—12(p—-1) p—1 5(p—1)
37 3 ' 67 6
p+1 2(p+1) p+1 5(p+1)
37 3 7 6~ 6

fir p=1mod 4

fir p =3 mod 4

identifiziert.
Die jeweiligen vier Indizes wollen wir im Folgenden zur Menge D zusam-

menfassen.

(b) Fiir den Fall p?> — 1 = 0 mod 16 existiert genau eine Konjugiertenklasse CI4

von 4-Elementen in PSL(2, p). Diese wird mit

p—13p-1) 5(p-1) 7(p—1)
8 ’ 8 ’ 8 ! 8
p+1 3(p+1) 5(p+1) 7(p+1)
8 ’ 8 ’ 8 ! 8

fir p=1mod 4

fiir p =3 mod 4

identifiziert.
Hier wollen wir die jeweiligen vier Indizes zur Menge V zusammenfassen.
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(3.13) Lemma
Es sei Cl, die Konjugiertenklasse der 2-Elemente in PSL(2, p), Cl,, bzw. Cl,, die
beiden Konjugiertenklassen von p-Elementen. Fiir i = 1,2 sei

ap = |{(x,y) | x € Cl,, y € Clp, xy =g}

4

wobei ¢ ein beliebiges, aber festes 2-Element von PSL(2, p) sei.
Dann gilt:

p—1, fir p=1 mod 4,
Ap122 = Gpy22 =
0, fir p =3 mod 4.

Beweis

Es seien x, € Cl, und xy, € Clp, i = 1,2. Dann gilt allgemein

Do — |Cly, | |CLy| Z x(xp)x(x2) x((x2)71)
22 = T5ar e T
! [PSL(2, p) x€IrrPSL(2,p) x(1)
_ et [Ich| 3 X(xp) Ix(x2) ”
|PSL(2’ p)l X€IrrPSL(2,p) X(l)

Dieser Formel sieht man mit Hilfe der Charaktertafeln aus Anhang A sofort
an, dass sowohl a;,,20 = a,,2 gilt, als dass auch die Unterscheidung nach der
Kongruenz von p? — 1 modulo 16 unnétig ist. Es sei also zur leichteren Notation

xp ein beliebiges p-Element.

Fiir p =1 mod 4 gilt dann

p*=1p(p+1)

h oy x(xp) [x(x2))?

2
a = Par (o |
p122 |PSL(2/ p) | XeIrr(PSL(ZIP)) X(l)

_pr+t1 1 (1=vp 1+Vp
== <1+0+p7+1 2+
p-1
11 - k —k|?
+o—— (1 + (=17 +o0
T ; (=1 +(-1)
kgt by
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_p+1 <p+3+p—5)
2 p+1 p+1

= p — 1,
und fiir p = 3 mod 4 haben wir

p*—1p(p—1)

2 Z x(xp) [x(x2)]

2
122 = a1 (9 )|
1 IPSL(2, p)| x€lrr(PSL(2,p)) x1)

—1 1 [—1— —1+
:p—<1+0+p ( VP \/ﬁ)+0
2

2 —1 2 2
1 1 7 2
+50—5 (-1 |=(=1' = (-1
2p-1 3
R

Eine zentrale Rolle in diesem Abschnitt werden die Unterguppen vom Typ Ay
und S, spielen. Uber deren Anzahl geben die folgenden Lemmata Auskunft:

(3.14) Lemma (vgl. [Hup67, Kap. 11, Hilfssatz 8.16, Hilfssatz 8.17, Satz 8.18])
Es existieren genau w Untergruppen vom Typ C; x Cy in PSL(2, p). Fiir

eine solche Untergruppe V gilt
Npsp(2,) (V) =2 Ay fiir p* —1 # 0 mod 16

und
Npsi(2,p) (V) = 84 fiir p?> —1 = 0mod 16.

Da V von oben in seinem Normalisator A4 charakteristisch ist, und weiter auch
Ay in ihrer Automorphismengruppe S4 charakteristisch ist, erhalten wir als

Konsequenz:
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(3.15) Korollar

Es gibt genau ‘PSL(Z [PSL(2p)]|

| Untergruppen vom Typ Ay in PSL(2, p). Fiir p?> — 1 =

IPSL( [PSL(2,p)|

0 mod 16 existleren zusitzlich genau | Untergruppen vom Typ Sj.

3.3.2 Zweierzeuger-Untergruppen

Wie bereits zu Anfang des Kapitels erwidhnt, ist es fiir uns von besonderem
Interesse entscheiden zu konnen, wann ein Paar von Elementen von PSL(2, p)
eine echte Untergruppe erzeugt. Dariiberhinaus mochten wir die genaue An-
zahl dieser Paare bestimmen, um die Funktionswerte von X, ausrechnen zu
konnen. Dieses Abzdhlproblem l6sen wir mit einer Technik, die von John Bray
vorgeschlagen wurde.

(3.16) Definition
Es sei x € PSL(2,p) und G < PSL(2, p).

(a) Wir nennen x einen G-Zweierzeuger, falls ein y € G existiert mit (x,y) = G.
(b) Es sei x ein G-Zweierzeuger. Dann definieren wir
U,g:={U<PSL(2,p) | x €U, UG}

Evc :={y € PSL(2,p) | (x,y) = G}
(c) Fiir ein U € U, g sei

Fu:={yel]| (xy) =U}

die Menge der Elemente in U, die mit x ein zweielementiges Erzeugenden-

system bilden.

Es ist offensichtlich das Ziel, |E, | fiir alle x € PSL(2, p) und G < PSL(2, p) zu
berechnen. Dies ist relativ leicht moglich, wenn |U, | bekannt ist.

(3.17) Bemerkung
Es gelte die Notation aus Definition (3.16).
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(@) Uy, E, sind nicht-leere Mengen.

(b) Es gilt offenbar

Ex,G: U Fx,U
UEUX,G

und damit, falls |F, g| = |Fy | ist fur alle U € U, g,

|Ex,G| = ‘ux,G’ ’ ‘Fx,G|-

(3.18) Lemma
Essei x € PSL(2,p) und G < PSL(2, p), so dass x ein G-Zweierzeuger ist. Weiter
seien alle |x|-Elemente in PSL(2, p) konjugiert. Dann ist die Kardinalitit von

U, gerade

{y € G| |ly| = |x|, y ist G-Zweierzeuger}|
|CL(x)] '

{U <PSL(2,p) [U=G} -

Beweis

Es seien zundchst x1, x; € Cl(x), also durch ein g € PSL(2, p) konjugiert. Dann
sind die Mengen Uy, ¢ und Uy, ¢ gleichméchtig, da sie durch Konjugation mit g
bzw. ¢~ ! ineinander iiberfiihrt werden. AuSerdem gilt offensichtlich

Uyl = {(x,U) | U<PSL(2,p), U=G, x € U}|.
Damit erhilt man aus

|ICI(x)| - Uy | = |CI(x)|- [{(x,U) | U <PSL(2,p), U= G, x € U}|

= Y [{(xoU)|U<PSL(2,p), U=G, xg € U}
x0€Cl(x)

= [{(xo, U) | U < PSL(2, p),

U=G, xgelU, |xo| = |x|, xoist G-Zweierzeuger}|
— {u<PsLEp) |U=GH

-y € G| |y| = |x|, y ist G-Zweierzeuger}|

die Behauptung. O
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3.3.3 Elemente der Ordnung 3, 4 oder p

Wir werden ab jetzt versuchen, den Wert der Klassenfunktion xg.1, auf einem
Element in Abhdngigkeit von der Ordnung des Elementes anzugeben. Fiir p-
Elemente ist dies leicht:

(3.19) Satz
Es sei x € PSL(2, p) von Ordnung p. Dann gilt

Xaoto(X) = 2p(p — 1),

Beweis

Es sei P := (x) die von x erzeugte p-Sylow-Gruppe von PSL(2, p). Wir schreiben
kurz N := Npgp (5, (P) fiir den Normalisator von P in PSL(2,p). Nach den
Sylow-Sdtzen und (3.8)(c) gilt

_IPSL2,p)| _ 3(p+Dp(p—1) _1

Weiter ist N eine echte Untergruppe, da PSL(2, p) einfach ist, aber sonst P ein
nicht-trivialer Normalteiler wire. Nach Thompsons Charakterisierung minimal-
einfacher Gruppen ist damit (x,y) als echte Untergruppe auflosbar fiir alle
y € N,da (x,y) C N. Wir kénnen also abschitzen:

1
Xsolv(x) > ’N’ = Ep(p - 1)'

Es sei nun y ¢ N. Anhand der Liste (3.7) diskutieren wir, welchem Typ von
Untergruppe das Gruppenerzeugnis (x,y) entspricht.

Da (x,y) sicher nicht-abelsch ist, konnen wir die Typen (1) und (2) ausschlieBen.
Desweiteren enthalt (x,y) mit x ein Element der Ordnung p, womit auch die
Typen (3) und (4) ausscheiden, denn es ist p > 13. Die Anzahl der p-Sylow-
Gruppen einer Untergruppe vom Typ (5) ist ein Teiler von ¢ und ist gleichzeitig
von der Form 1+ kp, k € IN. Da t selbst ein Teiler von p — 1 ist, kann es nur eine
p-Sylow-Gruppe in (x,y) geben. In unserem Fall wire diese gerade P. Also wire
P normal in (x,y) und wiirde somit insbesondere von y normalisiert werden.
Das widerspricht der Wahl von y. Als einzig verbleibende Moglichkeit muss
also (x,y) = PSL(2, p) sein, also nicht auflosbar.
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Wir fassen zusammen:

1
Xsolv(x) = Ep(p - 1)‘ 0J

Als nachsten Schritt betrachten wir 3-Elemente.

(3.20) Satz
Es sei x € PSL(2, p) von Ordnung 3. Dann gilt

(p+6)(p—1), furp=1 mod 3, p>—~1=0 mod 16,
(x) (p+3)(p—1), firp=1 mod 3, p>—1#0 mod 16,
XsolvX) =
> 7(p+1), fir p=2 mod 3, p2—1=0 mod 16,
4(p+1), fiir p=2 mod 3, p>—1#0 mod 16.
Beweis

Gesucht ist die Anzahl der y € PSL(2, p), so dass (x,y) eine echte Untergrup-
pe von PSL(2, p) ist. Dann liegt diese Untergruppe aber insbesondere in einer
maximalen Untergruppe von PSL(2, p), die wir in (3.10) vollstdndig bestimmt
haben. Nach diesen moglichen maximalen Untergruppen machen wir eine Fall-

unterscheidung;:

1. Fall: D, 1 oder Dy 4

Nach der Partition (3.9)(a)(b) liegt x in einer zyklischen Gruppe H von Ord-
nung pTil. Weiter gilt, dass Npgy () ((x)) bereits vom Typ D,_1 bzw. D)4
ist, je nach Kongruenz von p modulo 3. Kann x in einer anderen maxima-
len Untergruppe vom gesuchten Typ aufler seinem Normalisator liegen? Ist
J = (s) % {t) # Npsizp) ((x)) mit [s| = 2, |t| = 55* und #* = +7', s0 kann x
wegen (3.9)(a)(b) nicht in der zyklischen Gruppe {1} x (t) liegen. Aber x kann
auch kein Element von | \ ({1} x (t)) sein, da diese Menge nur aus Involutionen
besteht. Damit ist gezeigt, dass die einzige Diedergruppe des gesuchten Typs, in
der x liegen kann, Npgy (5 ) ((x)) ist. Demnach gibt es genau

Nps(2,p) ((x)]|=p+x1

Elemente y € PSL(2, p), so dass (x,y) in D+ liegt.
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2. Fall: C,—1 x Cp

Dieser Fall kann aus Ordnungsgriinden nur fiir p = 1 mod 3 eintreten. Es
sei U die zu x gehorige zyklische Untergruppe von Ordnung pT_l. Zunéchst
beachte man, dass der Spezialfall (x,y) < C,-1 x {1} bereits durch den 1. Fall
abgedeckt ist, denn C, 1 x {1} wére dann gzenau U. Also suchen wir genau
die y, so dass (x,vy) in Cp-1 X Cp, aber (x,y) £ U. Wie jedes Element von
U besitzt auch x genau Zwei Fixpunkte. Zu jedem dieser Fixpunkte existiert
nach (3.8)(c) eine p-Sylow-Gruppe von PSL(2, p), die diesen fest ldsst. Also
operiert U auf diesen beiden p-Sylow-Gruppen durch Konjugation und sonst
auf keiner anderen p-Sylow-Gruppe. Das Gruppenerzeugnis von I/ mit jeweils
einer der beiden p-Sylow-Gruppen als semi-direktes Produkt erzeugt jeweils eine
maximale Untergruppe vom Typ C,-1 X Cp, in denen x liegt. Diese maximalen
Untergruppen schneiden sich in le, somit ist der Schnitt fiir die gesuchten
y uninteressant und wir konnen zusammenfassen, dass die Anzahl der y €
PSL(2, p) mit

(x,y) < Cpa X Cp

genau
2. ‘(c,,Tl xcp) \u] ~=2. H(u,b) € Cpa x Gy \ b7é1}]
=2 Pl o1 =(p-1p
entspricht.
3. Fall: A,

Nach (3.15) und (3.18) gilt:

Uy, a,| = [{U < PSL(2,p) | U = Ay}

{y € A4 | ly| = |x|, y ist Ay-Zweierzeuger}|
|Cl(x)]

_ IPSL(2,p)| 8
T 12 ICl(x)|’

denn jedes 3-Element in einer Ay ist ein A4-Zweierzeuger.
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Wegen (3.11) gilt aufserdem

Cl(x)| = 2-|PSL(2,p)| .
’NPSL(Z,p) ((x))‘

Damit folgt
1
Uy, a,| = 3 ’NPSL(Z,p) ((x))‘ :

Es sei nun U € Uy 4,. Jedes y € U\ (x) erzeugt mit x zusammen wieder ganz
U. Also gilt
|Fx,U| =(12-3)=9

tir alle U € Uy 4,. Aus (3.17) erhalten wir nun

Eens] = (U] (12-3) =9+ 2| Nesiap) ()] =3 [Nostay ()]

4. Fall: S,

Analog zum vorigen Fall ist

1
[Uns| = 5 [Nesap) ()]

Es sei y € E,s,, dh. (x,y) = S;. Wir zdhlen nun die Elemente aus (x,y),
die zusammen mit x wieder eine S4 erzeugen. Als 3-Element hat x positives
Signum, also liegt jedes Gruppenerzeugnis mit einem weiteren Element positiven
Signums in einer Ay4. Es sei deshalb z € (x,y) mit sgn(z) = —1. Es existiert
genauein a € {1,2,3,4} mit a* = a. Lasst nun auch z diesen Punkt a fest, so gilt
bereits (x,z) = S3. Im anderen Fall ist (x, z) eine Gruppe der Ordnung grofler
oder gleich 6, jedoch weder zu A4 noch zu S3 isomorph. Damit gilt bereits
(x,z) = S4. Es gilt also fiir z € (x,y):

(x,z) 2 Sy < sgn(z) =-1, (x,z) £ Ss.

Da eine Untergruppe von (x, z) = S4 vom Typ S3 genau drei Elemente negativen
Signums enthilt und |Ss \ A4| = 12 ist, gilt

Fx,<x1y>‘ =S4\ (A4US;3)|=24—(12+3) =9,
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und somit auch |F, 7| = 9 fiir alle U € U, s,. Damit ist nach (3.17)(b)

|Exs,| = |Uxs,|-9=3 ‘NPSL(Z,p) ({(x))] -

Zusammenfassung:

Gilt p =1 mod 3, so ist p — 1 durch 3 teilbar und x liegt nach der Partition (3.9) in
einer zyklischen Untergruppe von Ordnung pT_l. Dann gilt [Npgp ({(x))| = p — 1.
Summiert man iiber die obigen Fille erhdlt man

Xsov(¥) = (p—1D)+(p—1)>+3(p—1) = (p+3)(p—1)

bzw.

Xsotv(¥) = (p—1)+(p—1)>+3(p—1)+3(p—1)=(p+6)(p—1)

je nach Kongruenz von p?> — 1 mod 16.
Bei p = 2 mod 3 hat man dagegen ‘NPSL(Z,p) ((x))‘ = p + 1 und der zweite Fall

kann nicht eintreten. Deswegen folgt hier

Xsolv(X) = (p+1)+3(p+1) =4(p+1)

bzw.
Xsoty(X) = (p+1) +3(p+1) +3(p+1) =7(p +1). 0

(3.21) Satz
Es sei x € PSL(2, p) von Ordnung 4. Insbesondere ist also p>? —1 =0 mod 16.
Dann gilt

(p+4)(p—1), furp=1 mod 4,

Xsolv(x) =

5(p+1), fur p =3 mod 4.

Beweis

Wie bei den 3-Elementen machen wir eine Fallunterscheidung nach den maxi-
malen Untergruppen. Dabei lassen sich jedoch die Félle "D,11" und "Cp_1 X C)"

mit wortgleicher Argumentation wie im dortigen Beweis abhandeln:
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1. Fall: D, 1 oder D4
Es gibt genau
Nps(2,p) ((x)]|=p=1

Elemente y € PSL(2, p), so dass (x,y) in D+ liegt.

2. Fall: C,1 X Cp
2

Dieser Fall tritt nur bei p = 1 mod 4 auf, dann gibt es hier genau (p — 1)?
Elemente y € PSL(2, p), so dass (x,y) in D, liegt.

3. Fall: A4
Eine Gruppe vom Typ A4 enthélt keine Elemente der Ordnung 4, somit kann

dieser Fall nie eintreten.

4. Fall: 54
Man rechnet leicht nach, dass jedes der sechs 4-Elemente in S4 ein Ss-Zweierzeuger

ist. Wegen (3.11) gilt aufserdem

2-|PSL(2, p)

|
Cl(x)| = .
Nosta) ()]

Dann ergibt sich zunédchst mit (3.15) und (3.18):

1
[Usa| = 7 [Mosiiag ((0)]-

Weiter verifiziert man z.B. mit GAP, dass es zu jedem 4-Element in einer Sy
genau 16 Elemente gibt, die jeweils wieder die ganze Gruppe erzeugen, d.h.
|Fyu| = 16 fiir alle U € Uy g,. Aus (3.17) folgt dann

[Exs,| = 4 |Nesuiap ((0)].
Zusammenfassung;:

Gilt p =1 mod 4, so ist p — 1 durch 4 teilbar und x liegt nach der Partition (3.9) in
einer zyklischen Untergruppe von Ordnung pT_l. Dann gilt [Npg, ((x))| =p — 1.
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Summiert man iiber die obigen Fille, erhdlt man

Xeow(X) = (p—1)+(p—1)*+4(p—1) = (p+4)(p—1).

Bei p = 3 mod 4 hat man dagegen |Nps (2, ((x))| = p + 1 und der zweite Fall
kann nicht eintreten. Deswegen folgt hier

Xsolv(x) = (p + 1) +4(P + 1) = 5(p + 1)' ]

3.3.4 Elemente der Ordnung 2

Als néchstes wollen wir 2-Elemente untersuchen. Auch wird wieder die Erzeu-
gung einer A4 oder einer Sy zentraler Gegenstand unserer Untersuchungen sein.

Wir beginnen jedoch zunédchst mit einer Untergruppe von Ay.

(3.22) Lemma

Es sei x € PSL(2,p) von Ordnung 2. Setze N := Npgp (3, ((x)). Nach der
Partition (3.9)(3) existiert eine eindeutig bestimmte zyklische Gruppe H der
Ordnung 1|N| mit x € H. Dann gilt fiir ein y € PSL(2, p):

(x,y) 2CryxCy & ye N\ H.

Beweis

Wegen x~! = x ist N = Cpgy (5 ) (). AuBBerdem folgern wir

2,p

x,Y) 2CrxC & |y|=2undxy=yx & |y|=2undy € CPSL(Z,p) (x)
& |y =2undy € N.

Als zyklische Gruppe besitzt H genau ein Element der Ordnung 2, dieses ist
nach Voraussetzung gerade x. Nach (3.9) gilt H < N. Deswegen konnen wir die

Aquivalenz prézisieren auf
(x,y) 2CaxCy & |y|=2undy € N\ H.

Durch (3.9) wissen wir aufierdem, dass N eine Diedergruppe von Ordnung p 1
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ist. Also konnen wir N schreiben als
N = (s) x (t)

mit |[s| =2, |t| = pTil und #* = t~!. Ein y € N\ H hat dann die Form y = (s, ")
mit n € Z. Damit gilt:

=5 ) (s 1) = (505, (1)) = (1, (1))
=(1,1) =1

Also ist bereits jedes Element aus N \ H eine Involution. Damit ergibt sich die
Behauptung. [

(3.23) Satz
Es sei x € PSL(2, p) von Ordnung 2. Dann existieren genau

(P—3) - |Nesuiap ()]

Elemente y € PSL(2, p), so dass (x,y) eine nicht-abelsche Untergruppe einer
Diedergruppe vom Typ D, 1 oder Dy ist.

Beweis

Wir setzen N := Npgp (2 ) ((x)) und unterscheiden zwei Falle:

1. Fall: [y| =2
Gilt |y| = 2, so ist (x, y) nach Definition eine Diedergruppe. Deshalb ist

yé CPSL(Z,p) (x) =N.
Setzen wir weiter d := xy, so gilt
@ =yx=y = (xy) " =d

und deswegen ist (d) normal in (x, y). Nun kann x kein Element von (d) sein,

sonst ware (x,y) = (d) zyklisch. Also gilt

() = (x) < (d),
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woraus
()] = x| - |d] = 2 [xy]

folgt. Da also (x,y) eine Untergruppe einer Diedergruppe vom Typ D, 1 oder
Dy ist, ist die Ordnung von xy ein Teiler von 2.2 oder 211, Nach der Part1t1on
(3.9)(3) bedeutet das gerade, dass |xy| # p ist. Es gilt:

{w2) [yl =2 lz2l=p xy=2}[={w2) | Iyl =2 |z| = p, zy = x}]
=) [yl =2 [z =p, zy = x}|
=2-apy,

wobei a7, die Strukturkonstante von PSL(2, p) bzgl. der zu x und p-Elementen

gehorigen Konjugiertenklassen bezeichnet. Der Faktor 2 ergibt sich daraus, dass

zwei Konjugiertenklassen von p-Elementen existieren.

Wieviele 2-Elemente besitzt N?
Nach der Partition (3.9)(3) existiert eine eindeutige zyklische Gruppe

H=(h), [H| = 5 -|N]|

I\JIH

und x € H. Damit gilt
N = (s) x (h).

Nach [Con07, Example 2.3] existieren genau |H| Elemente der Ordnung 2, die
keine Potenz von & sind. Da |H| gerade Ordnung besitzt und zyklisch ist, exis-
tiert genau ein Element in H, das eine Involution ist. Insgesamt besitzt N also
Hl+1 = |N|T+2 Elemente der Ordnung 2. Multipliziert man ein beliebiges
dieser Elemente mit x, so besitzt das entstehende Produkt nicht die Ordnung
p, denn die Ordnung von N ist nicht durch p teilbar. Daher wurden die |NH2

Involutionen von N nicht durch die Strukturkonstanten weiter oben abgedeckt.

Zusammengefasst ergibt sich mit (3.13) also fiir die gesuchte Anzahl der y €
PSL(2, p) der Ordnung 2:

2_
psL2p) | IN|+2 w, fir p=1mod 4
‘x ’p’_—_z'”m: 2
2 %, fiir p = 3 mod 4
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2. Fall: |y| > 2

Ist (x,y) eine Diedergruppe, so schreiben wir zunachst
(x,y) = () x (2)
fir ein z € (x,y). Nach [Con07, Theorem 2.4] hat y eine Darstellung
y=x"2", ne{0,1}, meZ, y#x.

Wir nehmen an, dass n = 1 ist. Dann gilt mit [Con07, Theorem 2.2]

im Widerspruch zu Vorraussetzung. Also konnen wir n = 0 annehmen. Somit
gilt y* = y~!, also |xy| = 2. Wir fassen alle im 1. Fall gefundenen Elemente y von
Ordnung 2, die mit x eine nicht-abelsche Untergruppe einer Diedergruppe vom
Typ D1 oder D, erzeugen, zu einer Menge B zusammen. Weiter bezeichnet
A die Menge der y, die wir in diesem Fall suchen. Wir geben nun eine Bijektion
zwischen A und B an, um zu zeigen, dass beide Mengen gleichmachtig sind:
Definiere
f: A= B, y—xy

Da gerade gezeigt wurde, dass |xy| = 2 fiir alle y € B und da (x,y) = (x, xy)
ist, ist f eine wohldefinierte Abbildung. Weiter ist

g: B—=A z—xz

ebenfalls wohldefiniert. Denn nimmt man an, dass |xz| = 2 gilt, so ist dies
dquivalent zu xz = zx, da x und z Involutionen sind. Infolgedessen ist (x,z)
abelsch und dies liefert den Widerspruch z ¢ B. Auflerdem gilt wieder (x,z) =
(x, xz), was die Wohldefiniertheit zeigt. Offensichtlich gilt ¢ = f~! und somit ist
|A| = |B|. Nun ergibt sich die Gesamtanzahl der gesuchten Elemente y durch

2 _

2%:”2_4?” = (p—3)(p—1), fiir p =1 mod 4
2— —

2 £ ip 3=P2—2p—3 = (p—3)(p+1), fir p =3 mod 4

oder kurz (p —3) - |N|. O
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(3.24) Satz
Es sei x € PSL(2, p) von Ordnung 2. Dann gilt

(2p+3)(p—1), firp=1 mod 4, p>—1=0 mod 16,
() 2p—1)(p—1), firp=1 mod 4, p>—1%#0 mod 16,
Xsolv{X) =
. (p+4)(p+1), firp=3 mod 4, p>—1=0 mod 16,
lp(p+1), fir p=3 mod 4, p>—1#0 mod 16.
Beweis

Wir setzen N := Npgp(p,) ((x)). Es sei H die eindeutig bestimmte zyklische
Gruppe von Ordnung % -|N|, die x enthilt. Wie in (3.20) ist die Anzahl der
y € PSL(2, p) gesucht, fiir die (x,y) eine echte Untergruppe von PSL(2, p) er-
zeugen. Dann liegt diese Untergruppe in einer maximalen Untergruppe von
PSL(2, p). Nach den moglichen maximalen Untergruppen machen wir eine Fall-

unterscheidung;:

1. Fall: D, 1 bzw. Dy14
Nach [Con08, Theorem 4.1] ist jede Untergruppe einer Diedergruppe entweder
zyklisch oder wieder eine Diedergruppe. Nach diesen Moglichkeiten unterschei-

den wir:

(a) Zyklische Untergruppen
Ist (x,y) zyklisch, dann kommutieren insbesondere x und y. Also gilt y €
Cpsi(2,p) (¥) = N. Jede zyklische Untergruppe von N liegt aber bereits in H.
Also haben wir
(x,y) zyklisch < ye€ H.

Dies ergibt 1 - |N| Moglichkeiten fiir y.

(b) Diedergruppen

Da |x| =2 und y # 1, x ist, hat (x,y) mindestens Ordnung 4. Nach [Con08,
Theorem 1.2] ist eine Diedergruppe der Ordnung 4 abelsch, jede grofiere Die-
dergruppe ist nicht abelsch. Eine Diedergruppe von Ordnung 4 ist isomorph
zu Cp x Cy. Die Anzahl der y € PSL(2, p) mit (x,y) = C; x C; betrdgt nach
(3.22) genau [N\ H| = } - N|. Also miissen wir nur noch die y finden, fiir
die (x,y) eine nicht-abelsche Diedergruppe ist. Diese Anzahl wurde in (3.23)
bestimmt und betrdgt (p —3) - |N].
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2. Fall: C,—1 x Cp

2
In Analogie zum entsprechenden Fall in (3.20) ist diese maximale Untergruppe
nur fiir p = 1 mod 4 méglich, und dann betrigt die Anzahl genau (p — 1)

3. Fall: A4
Nach (3.15) und (3.18) gilt:

Uy, a,| = {U < PSL(2,p) | U = Ay}

{y € Ay | ly| =2, y ist ein Ay-Zweierzeuger}|
|CH(x)]

_IPSL2,p)| 3
B 12 ICl(x)|’

denn jedes 2-Element in einer Ay ist ein A4-Zweierzeuger.

Wegen (3.11) gilt aulerdem |CI(x)| = [PSL(2,p)]

_ _IPSL@PI  pamit folet
[Npsp oy (D] o058

1
U] = 7 [Nesta) ((x))] -

Es sei nun U € Uy 4,. Jedes y € U\ (x) der Ordnung groBer als 2 erzeugt mit x

zusammen wieder ganz U. Also gilt
|Frul = (12—4) =38
fir alle U € Uy 4,. Aus (3.17)(b) erhalten wir nun

|Ex el = |Usa,| -8 =2 Nosiap ()]

4. Fall: S,
Wieder nutzen wir (3.15) und (3.18):

l{y € S4 | ly| =2, y ist ein Sy-Zweierzeuger}|

‘uxlszl‘ HU > PSL(2/ P) ‘ u 54}’ |Cl(x)|

_ [PSL2,p)| 6
B 12 ICl(x)|’

denn nur die sechs Zweizykel in einer S4 sind S4-Zweierzeuger der Ordnung 2,
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die Doppeltranspositionen sind es nicht. Aus (3.11) entnehmen wir |Cl(x)| =
[PSL(2,p)|

. Damit folgt
| Npsr(2,) ((x))] amit 10%g

1
Uy, a,| = > ’NPSL(Z,p) ((x))‘ :

Es sei nun U € U, s,. Man rechne z.B. mit GAP nach, dass jeder Zweizykel mit
genau 8 weiteren Elementen in einer S4 jeweils wieder eine Sy erzeugt. Also gilt
|Fyu| = 8 fiir alle U € Uy s, und aus (3.17) erhalten wir nun

[Evs,| = |Uss,| -8 =4 |Npsiiap) ()]

Zusammenfassung;:
Wir addieren die Anzahlen der einzelnen Flle auf. Gilt p = 1 mod 4, p> — 1 #
0 mod 16, so ist |[N| = p — 1. Daher folgt

Xaot () = 3 INT+ 3 - INT+ (p = 3) - [N| + (p = 1)2 42N
= 2p-1)IN
= 2p-1)(p-1).

Falls p> — 1 = 0 mod 16 ist, kommt zusétzlich aus dem vierten Fall der Sum-

mand 4 - [N| hinzu, was insgesamt

Xsolv(X) = (Zp + 3)(P —1)

bedeutet. Im anderen Fall p = 3 mod 4 ergibt sich analog

1 1
Xsote(¥) = 5 - IN| + 5 - IN| + (p = 3) - N| +-2- N]|
=p|N]|
=p(p+1)
bzw.
Xsolv(x) = (P +4)(P + 1)'

Das war zu zeigen. O
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3.3.5 Elemente iibriger Ordnung

Dass xsolv(1) = |PSL(2, p)| gilt, ist offensichtlich. Es verbleiben noch die Ele-
mente, deren Ordnung grofSer als 4 ist. Der folgende Satz deckt diese ab:

(3.25) Satz
Es sei x € PSL(2, p) mit |x| > 4.

(a) Ist die Ordnung von x ein Teiler von pTH, so gilt xsor(x) = p+ 1.

(b) Ist die Ordnung von x ein Teiler von pr1, so gilt xsorv(x) = p(p —1).

Beweis

(a) Wegen der Ordnung von x, Satz (3.10) und der Partition (3.9)(3) liegt eine
von PSL(2, p) verschiedene Gruppe (x,y) in genau einer maximalen Unter-
gruppe vom Typ D, 1. Also ist (x,y) # PSL(2, p) genau fiir y € D, 1. Aus
|Dpy1| = p + 1 folgt nun die Behauptung.

(b) Aus der Partition (3.9)(3) und der Ordnung von x schliefien wir, dass x in
einer zyklischen Untergruppe U von Ordnung prl liegt. Nach (3.9)(1) ist der
Normalisator von U eine Diedergruppe der Ordnung p — 1, also eine maxi-
male Untergruppe. Ebendort wird gezeigt, dass alle nicht-trivialen Elemente
von U die gleichen zwei Fixpunkte haben. Zu jedem dieser beiden Fixpunkte
existiert nach (3.8)(3) eine p-Sylow-Gruppe von PSL(2, p), die diesen fest
lasst. Der Normalisator der jeweiligen Sylow-Gruppe ist eine maximale Un-
tergruppe vom Typ C,-1 X C,. Ist also (x,y) eine echte Untergruppe, so liegt
diese in einer der beiden gerade genannten maximalen Untergruppen. Nach
diesen beiden Fallen unterscheiden wir nun: Offensichtlich ist (x,y) < D,_1
genau dann, wenn y im Normalisator von i, also in D,,_1 liegt. Das ergibt
p — 1 Moglichkeiten fiir y. Wann liegt (x,y) in einer maximalen Untergrup-
pe vom Typ C,-1 X C,? Es gibt genau zwei maximale Untergruppen von
solchem Typ, in denen (x, y) liegen kann. Diese werden durch die Fixpunkte
von x bestimmt. Gilt y € U, so ist zwar (x,y) < C,-1 x Cp, jedoch gilt dann
sogar (x,y) < U. Diese Elemente haben wir bereits gezahlt. Also verbleiben
noch die y, fiir die (x,y) eine Untergruppe von C,-1 x C, ist, aber keine
Untergruppe von U. Dies wird genau von den (a, b)2 € Cp-1 X Cp geleistet,
fur die b # 1 ist. Fiir deren Anzahl ergibt sich: ’

—1 —1 1
Cpt 6 Cpl = {(@,1) [a€ Cpu}|=p-Fo= - L2 = Z(p—1)2
3 ) 2 2
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Da es zwei solcher maximalen Untergruppen gibt, erhédlt man noch genau ein
weiteres Mal diese Anzahl. Aufsummiert sind dies (p — 1)?> Moglichkeiten.

Insgesamt ist also (x,y) auflosbar fiir genau

(p—D+(p—-172=ppp-1)

Elemente y € PSL(2, p). O

3.3.6 Xsolv ist kein Charakter von PSL(2, p)

Wir kommen nun zum finalen Resultat dieses Abschnitts.

(3.26) Satz
Es sei p € P mit p2 +1 = 0 mod 5.
Dann ist xsoly kein Charakter von PSL(2, p).

Beweis

Mit (3.11), (3.19), (3.20), (3.24) und (3.25) sowie der Notation und den Charakter-
tafeln aus Anhang A rechnen wir das Skalarprodukt mit geeigneten irreduziblen
Charakteren von PSL(2, p) aus. Seien dazu

xp € Clp, x3 € Cl3, x4 € Cly, xp, € Cly, xp, € Cly,

und
2 2

Wir unterscheiden insgesamt acht Fille, die sich wiederum jeweils nach den
moglichen Kongruenzen von p modulo 3 und 4 bzw. von p?> — 1 modulo 16
aufspalten. Dabei fassen wir nach (3.11) die Ausnahmen fiir die Indizes i bzw.
j der Konjugiertenklassen CI P (i) bzw CI p1 (j) in den Mengen A; bzw. A;
zusammen. Auflerdem betrachten wir die Indexmengen D und V aus (3.12), die
die Konjugiertenklasse der 3- und 4-Elemente beschreiben.
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1. Fall: p =1mod 4, p = 1 mod 3, p?> — 1 # 0 mod 16

Es gilt

_fp-1p-13p-1)
A’{4’2’ i Pl

{P—l 2(p—1) p—1 5(196—1)}'

D
37 3 7 6’

Es sei ¢ € Irr (PSL(2, p)) mit (1) = 5~ e beliebig. Damit gilt

1
(Xsolvs ¥) = m (Xsolv(l)l/)(l) + ’Clr’l‘XsolV(xm)l/J(xm)

+ ‘Clm’ Xsolv (Xp, )P (xp,)
+ |C12| Xsolv(xz)lp<x2) + |C13| Xsolv(x3)lp(x3)

’ Xsolv(xl)lp(xi)
zéA
pt1
+ 2 7(]')‘)(501\;(95]')1/)(3(]')
n
1 p+1 PP -1plp-1)1-p
-ty (P s F
2 2 2

+ 22D o, 1) p - 1))

F 1L P+ D(p+3)(p—1)(-1)
ieD

»MH

i (p4+1Dp(p—1)(-1)

Jedes i € D ist gerade und deshalb haben wir (—1)’ = 1. Da p eine ungerade
Primzahl ist, ist p — 1 gerade. Die Menge {1, ..., p — 1} enthdlt also gleichviele
gerade wie ungerade Elemente. Die Ausnahmenmenge A; besteht aus genau
zwei geraden und zwei ungeraden Elementen.

Zusammenfassend beinhaltet {1,...,p — 1} \ (A; U D) also vier ungerade Ele-
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mente mehr als gerade Elemente. Es folgt:

+1 -1 1 1
(Koorvs ) = Fo= + Fo= = 2p = 1) + 20 +3)4+ 7 (4-2p(-1)
=—p+7

2.Fal: p=1mod4, p=2mod3, p> —1# 0mod 16

Dieser Fall verlduft sehr dhnlich zum vorherigen. Es sei wieder ¢ € Irr (PSL(2, p))
mit (1) = pTH beliebig. Weiter ist hier

Ai:{v—l p—1 3(19—1),’9_1}

4 7 27 4

D — p+12(p+1) p+1 5(p+1)
- 37 3 7 67 6 ’

und A; N D = () Dann gilt

1 2 B B
(Xsolw lp):m (lPSL(Z’p)|P‘2|‘1+p : 1]9(792 1)1 2\/?
L =lplp -1+ VP
2 2 2
PP o) 1y(p - 1)(-1)

2

p—1 ,
+3 L P+ Dp(p = 1)(-1) 40

iZA;

Im Gegensatz zum ersten Fall summiert man in der Summe tiiber gleich viele

gerade wie ungerade Indizes, wodurch sie wegféllt. Es verbleibt:

+1 -1
(Xsolv, 1/)): pz +P2 _(219_1)

=—-p+1
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3.Fall: p=3mod 4, p=1mod3, p>?—1# 0mod 16

Hier gilt

AF:{P {p_l} und D:{P—12W—1)P—15@g1qh

37 3 7 6/

Wir wihlen ein ¢5(k) € Irr (PSL(2, p)) mit ¢5(k)(1) = p 4+ 1. Im Verlauf dieses
Falles werden wir die Wahl von k noch konkretisieren. Zunichst rechnen wir
allgemein

2
p-—1p(p—1)

P—lﬂp 1)
5 5 +0

F1 X P+ D(p+3)(p— 1) (254 72)

ieD

411 Z (p+1)p(p—1) <€2ik_|_€—2ik) 10
i=1
¢A;UD

+3 ik | p—2i o ik, i
=)+ (- B DO DY 2R
ieD -

zéAj D

Nun wihle z € N mit 3% | p — 1, 32T { p — 1. Wir setzen k := p3—.
Damit gilt %% = e;zi. Da i € d durch 377! teilbar ist, gilt £ € {63, €5 1} fiir alle
i € D. Das bedeutet

Z gZik +g*zik =4(-1) = —4.

ieD

Desweiteren gilt 3% | i fiir alle i € A;. Damit konnen wir die letzte Summe
ausrechnen:

p-1 p—1
YOkt Y ety
2 AUD i#AUD

p—1

= Z €3z + €3z Z €3z + €3z Z €3z + egz
i=1 ieD i€A;
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=0 (~4)— |42
=0.

Somit vereinfacht sich die Gesamtrechnung zu:

(tsatvr ¥5(K) = (p+1) + (p = 1) + ET2(—4) +0

= —6.

4.Fall: p=3mod 4, p=2mod 3, p>— 1 # 0 mod 16

Dieser Fall verlauft sehr dhnlich zum dritten Fall. Zunichst wahlen wir einen
irreduziblen Charakter (1) € Irr (PSL(2, p)) mit ¢4(1)(1) = p — 1. Es gilt

_[p+1 p+13(p+1)

&_{4 g Pl

D— p+12(p+1) p+1 5(p+1)
37 3 7 6’ 6

und wir rechnen

v @pw 1) (~(-1) = (1)) 0

1L e -1 (- ) ap 1)

=
LT - (@) )
=<p—1>—<p—1>i<u—p>(< 1)
+1
_2];:) <§2ﬂ+§ 2]l> le <g2]'l+g*2il>
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Nun sei wieder z € N mit 3 | p+1 und 3** { p + 1. Wir setzen | := .

und folgern %! = e;j . Wegen 3?71 | j fiir alle j € D schlieSen wir, dass
&2l e {63, € 1} fur j € D ist. Wir haben damit

Z (CZﬂ +§—2jl> _ Z 1= _4

jeD jeD
und wegen 3 | j fiir jedes j € A; aufSerdem

p+1 p+1

Z gzlergfzﬂ _ Z eéz+e3j
i i
p+1 . . : . : .
= )Y eatel - ) entel - ) e +e
j=1 jeD JEA;
=0—(—4)—|Aj| -2
= —4.

Mit 2 | [ folgt schliefSlich

(Xsotv Y6(1)) = (P =1) = (p =1 + (=p) (1 +1) =2(—4) - 5(-4)

= —-2p+10

5. Fall: p=1mod4, p=1mod3, p>—~1=0mod 16

Zunéchst gilt

_fp—-1p-13p-1)
AZ_{4’2’ i Py

R

<
I

g8~ 8 7~ 8 7 8

{P—l 2(p—1) p-1 5(;9—1)}.

b 37 3 7 67 6
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Es sei 5(k) € Irr (PSL(2, p)) mit ¢5(k)(1) = p + 1. Dann gilt:

1 2 B
(Xsolvr 1P5(k)) = m <|PSL(Z,p)| (p—|- 1) + p 5 1 p(pz 1)

pP—1p(p—1)
2 2

PP 0p 1 3)(p 1) (1) + (-1))
+p(p+1)(p+6)(p—1) (W +w¥)
+p(p+1)(p+4)(p—1) (T +77F)

+

p—1

Z p(p+1)p(p—1) (gZik _ ngik>

i=1
i¢ A;UDUV

=(p+1)—(p—1)+(2p+3) ((_1)k n (_1)—k>
+2(p+6) (wf + w0 k) +2(p+4) (¢4 TH)
pzl g2k _ =ik

ig A;UuDUV

1
4

_|_

N

Es seien n,m € N mit 2",3" | p — 1, aber 2"*1,3"+1 ¥ p — 1. Wir setzen nun

k:= % Unmittelbar folgt:

(—DF+(-)F =2, wftwF=-1, FrrF=0
und 7%k = (€2n3m)2i. Firi € A;,V, D rechnen wir diese Einheitswurzel nun aus:
2ik 2i P
C :(€2n3m) =1 fur ZZT,p—l

g2k — _q fiir ._p—13(p—-1)

T T g

Dies bedeutet Y ;c 4. g2k 4 -2k — 0,

gZik:T fiir lng1’5(p8_1)
72k = 1 gy = 3(198— 1), 7(}78— 1)
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Somit hat man ;o 72 + 2k = 0.

CZik——w kfiir i——j 31'5“6 1)
s . . ( 1) 1
2ik k 2 p p
— f —
4 w ur 1 3 s

Da 3 1 k bedeutet dies ) ;cp g2k =20k — |ID|-(—1) = —4.
Nun ldsst sich fiir das Skalarprodukt der letzte Summand bestimmen:

1721 gZik . ngik — le gZik - ngik . Z gZik . ngik
i=1 i=1

i A,UDUV i€
_ Z gZik i C—2ik . Z gZik . C—2ik
ieD ieV
=0-0—(—4)-0
=4
Somit gilt schliefSlich:

(Xsolv» U5(K)) =2p —2(2p+3) —2(p+6) + 0+ g 4

= —2p—18
6.Fall: p=1mod 4, p=2mod 3, p>—1=0mod 16

Zunichst gilt

Aj:{p+1 p+1} und D:{p—l—l 2(p+1) p+1 5(]94—1)}.

2 37 3 7 6 6

Es sei (1) € Irr (PSL(2, p)) mit ¢(1)(1) = p — 1. Dann gilt:

1 2 _ —
(e #6(1) = o3 <|PSL<2,p>|<p—1>+ Sl

2
p-—1plp—-1),
+ 5 (1) +0

+p(p—1)7(p+1) (- —w ™) +0+0
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+ .
A F v (o
]eéAiuD
] Pl '
_ k k) _ 1 251 | »—2il
= 14<w+a) > 2;§]+C7
j#A;UD

Es sei | = 3. Nach Anhang A ist [ # pTH. Damit gilt w' + w™ =1+1=2und
fir jedes j € A; U D ist &% = 1. Es ergibt sich

pil CZ]'I 2]1 Z CZ]I 2jl . Z 62]'1 2]1 Z 62]1 2jl

= [€A; €D
jéA;uD J&E ]

=0—(1+1)-]A;| = (1+1)-|D|

=12

und schliefdlich

(Xsolvs ¢6(l)> =—-14-2— % . (—12) — _22

7.Fall: p=3mod 4, p=1mod 3, p>—1=0mod 16

Es gilt

_Jp+1 p+1 3(p+1)
Af_{ ;2 g Pt

und

v p+13(p+1) 5(p+1) 7(p+1)
a 8~ 8 ~ 8 7 8 ’

weiter wihlen wir ¢ € Irr (PSL(2, p)) mit (1) = prl. Zunichst folgt:

1 -1 p?=1p(p—1)—1+/—
- . P P pP{p P

pP-lp(p-1)-1—-y=p
2 2 2

PP 1y a4 1) 40

_|_
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+(-(-1)F) +0
p+1
ptl
+5 L (p+)pp-1) (~(-DF)
4 5
j%A]‘UV
1
p—1 p-1 p 1R pil
= — —(p+4)-10(-1)% —= ~1)'s
7~ ()10 -5 ()
jEAJUV
p+1
= —p—a-10-)F -2 T ()
e

Nun ist eine Fallunterscheidung notig, da pTH entweder gerade oder ungerade

ist.

1. 16| p+1

Zundichst folgt hier, dass (—1)%+1 = 1 ist und dass V ausschlieSlich gerade

ganze Zahlen enthilt. Auflerdem sind die Elemente in A; allesamt gerade.

Das bedeutet, dass die Menge {1,...,p} \ (4;UV) genau 8 ungerade

Zahlen mehr enthélt als gerade. Fiir die obige Summe bedeutet das:

p+1
S L (D) =

Insgesamt vereinfacht sich das Skalarprodukt zu

(Xsolvr EL’) = —P—4—10+4: —p—lO.

C16fp+1

Hier gilt (—1)77TH = —1, und V enthilt ausschlieSlich ungerade Zahlen.

Die Menge A; besteht weiterhin aus geraden Elementen. Da V und A;
gleichmichtig sind, besitzt in diesem Fall {1,..., p}\ (A4;U V) gleich viele

gerade wie ungerade Elemente. Somit gilt

(-1 =0,
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es folgt daher

(Xsolv, ¥) = —p—4+104+0=—p—6.

8.Fall: p=3mod 4, p=2mod3, p>—1=0mod 16

Dieser Fall verhilt sich dhnlich wie der vorige Fall. Zundchst haben wir

_fp+1l p+1 3(p+1)
A]_{ 4 7 2 7 4 /P+1 7

_[p+13(p+1) 5(p+1) 7(p+1)
V_{ § 8 7~ 8 7 8 }

und

D_ p+12(p+1) p+1 5(p+1)
- 37 3 7 67 6 '

Wir wihlen ¢ € Irr (PSL(2, p)) mit (1) = prl Es gilt:

1 PP =1p(p—-1)-1+=p
(Xsolv, ¥) = m <|PSL(2,p) ) 2 2

pP-lp(p-1)-1—-y=p
2 2 2

DRy ay(p 1)

+(=1)-7(p+1p(p—1)
+5(p+Dp(p =1 (=(-1F ) +0

p—1
[+

+

1 p+1 pi1
+7 L (p+Dpr -1 (-(-)F)
=1
j#A;uVUD
1
_p-1 p-1_ a4 e 1 - PRy
= ——(p+4) - 14-10(-1)"% -3 3 (-1)"
j#A;UVUD
p+1
:—p—4—14—10(—1)p§1—% (—1)5

—_

=
j#A;UVUD
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Wie im letzten Fall machen wir eine Fallunterscheidung;:

(1)

()

16| p+1

Es gilt (—1)pT+1 =1, und V enthilt wieder ausschliellich gerade Zahlen.
Aufserdem sind die Elemente in A; und D allesamt gerade. Das bedeutet
nun, dass die Menge {1,...,p}\ (AjUV UD) genau 12 ungerade Zahlen

mehr als gerade enthilt. Fiir die obige Summe bedeutet das:

! p+1
(-1)F =

+

p

1
Z.12-(=1) = —
2 ( ) 6/

N =

cC =

]:
jEALV

woraus nun
(Xsolvr ll)) = _p—4—14—10—|—6: _p_22

folgt.

161p+1

Hier gilt (—1)pT+1 = —1, und V enthélt ausschlieSlich ungerade Zahlen.
Die Mengen A; und D bestehen aus geraden Elementen. Hier besitzt also
{1,...,p}\ (AjUV UD) genau vier ungerade Elemente mehr als gerade.

Somit gilt
S L () =g,
i=1
jEAY
und daher

(XSOIV/ ¢):_P—4—14+10—|—2:—p_6

Wegen p > 13 ist in allen Fillen das angegebene Skalarprodukt negativ und

somit Xy kein Charakter. ]






Anhang A

Charaktertafeln der Gruppen PSL(2, p)

Die Bezeichnungen der Konjugiertenklassen seien wie in den Bemerkungen (3.11) und (3.12)
definiert. Da xso1v auf 3- bzw. 4-Elementen spezielle Werte annimmt, sind in den folgenden
Charaktertafeln diese Konjugiertenklassen zusétzlich aufgefiihrt, obwohl sie (je nach Fall) zu
Cl pt (j) bzw. CI b1 (j) gezahlt werden miissten. Weiter seien

2/ —1

g =exp - eine primitive (p — 1)-te,
2y —1

& :=exp & eine primitive (p + 1)-te,

p+1

2y —1

w = exp & 3 eine primitive dritte und
2ty —1

T (= exp & 1 eine primitive vierte

Einheitswurzel.

In den folgenden Tafeln kommen Serien von irreduziblen Charakteren vor, die durch Parame-
ter k und I beschrieben werden. Diese Notation geht - wie auch die Charaktertafeln an sich -
auf das GAP-Paket Chevie [GHL 93] zuriick und sei hier nur sehr kurz erlautert.

Wir unterscheiden zwei Falle mit jeweils vier Unterféllen:

Al p=1mod4

Im Folgenden gilt 1 < k < prl, k # pr1, prl. Die beiden Ausnahmen entstehen dadurch, dass
fiir diese k der Charakter xs5(k) nicht mehr irreduzibel ist. Genauer gilt

—1 —1
X5 <PT) =x3+x4 und x5 (PT> = X1+ X2
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Fiir die Serie x¢(1) ist 1 <1 < pTH, | + pTH, da sonst x¢ <pTH> = x1 — x2 gilt.

Weiter sieht man leicht, dass fiir 1 < k < % stets x5(k) = x5 (k + pT_1> gilt. Also kommt je-
der irreduzible Charakter in der Serie x5 (k) doppelt vor. Analoges gilt fiir die Anzahl der x¢(!).

Charaktertafel im Fall p = 1 mod 4, p = 1 mod 3, p> — 1 # 0 mod 16:

ch Cl,, Cl,, Cly Cls

X1 1 1 1 1 1

X2 p 0 0 1 1

X3 pTH PT\/E Hz\/ﬁ —1 1

X4 gl Hz\/ﬁ 1_2‘/? -1 1

x5(k) p+1 1 1 (—DF 4+ (=1)F Wk wk
Xe(1) p—1 -1 -1 0 0

Xsolv | 3P(PP=1) 3p(p—1) Lp(p—1) @p-D(p-1) (p+3)(p—1)

Cl,%l(z) ClpTH(])

X1 1 1

X2 1 -1

X3 (1) 0

X4 (1) 0
xs(k) | g2k 4 g2k 0
Xe(1) 0 — gk — g2k
Xsov | P(p—1) p+1
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Charaktertafel im Fall p = 1 mod 4, p =2 mod 3, p> — 1 # 0 mod 16:

Ch Cly, Clp, Clp Cls
x1 1 1 1 1 1
X2 p 0 0 1 -1
X3 s = = -1 0
X 0 P = -1 0
x| pr1 1 1 (-4 (-D* 0
Xe(1) p—1 -1 -1 0 —wt —w™!
Xsov | 2P(PP=1) ap(p=1) zp(p=1) @p-D1(p-1) 4(p+1)
CZPT_l(z) CZPTH(])
X1 1 1
X2 1 -1
X3 (=1)’ 0
X4 (—1) 0
xs(k) | ZEEg o
i) |0 g
Xsov | p(p—1) ptl
Charaktertafel im Fall p = 1mod 4, p = 1 mod 3, p?> — 1 = 0 mod 16:
Ch Cly, Clp, Clp Clz Cly
x1 1 1 1 1 1 1
X2 p 0 0 1 1 1
X e = ' 1 1 (-1
e e E Sl 1 1 (-5
xs5(k) p+1 1 1 (—D)F 4 (=1)7* Wk +wk (A
Xe(1) p—1 -1 -1 0 0 0
Xsobv | 3P(P*=1) zp(p—1) zp(p—1) @p+3)(p—1) (p+6)(p—1) (p+4)(p—1)
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Cl,%l(z) ClpTH(])

X1 1 1

X2 1 -1

X3 (1) 0

X4 (—1) 0
xs) | g o
Xe(1) 0 — gk — gk
Xsotv | P(p—1) p+1

Charaktertafel im Fall p = 1 mod 4, p =2 mod 3, p?> — 1 = 0 mod 16:

Ch Cl, Cly, Cl, Cls Cly
X1 1 1 1 1 1 1
X2 p 0 0 1 -1 1
I 1 0 ()%
| o s 1 0 (-1
xsk) | p+1 1 1 (—1)F+ (=1)7k 0 Tk 4 7k
Xe(1) p—1 -1 -1 0 —wh - w™ 0
Xsobv | 3P(PP=1) 3p(p—1) 3p(p—1) @p+3)(p—-1) 7(p+1) (p+4)(p-1)
Cly_1 (i) Clys1 (j)
X1 1 1
X2 1 —1
X3 (—1)! 0
X4 (—1) 0
xs(k) | ¥k 4772k 0
xe() | 0 g
Xsolv | P(p—1) p+1
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A2 p=3mod4

Wie oben gibt es auch hier wieder zwei parametrisierte Serien irreduzibler Charaktere. Die
Parametrisierung dndert sich nur geringfiigig. Es gilt zum einen 1 < k < pT_l, k # pT_l.
Ahnlich wie zuvor entsteht die Ausnahme durch x5 (pT_l) = X1+ Xx2-

Zum anderenist1 <[ < p—H, k p—“, p—H, da hier
2 1 2

+1 +1
X5 (pT) =x3+xs4 und x5 (%) = X1— X2

Analog zum vorigen Fall sind die Anzahlen wieder zu halbieren.

Charaktertafel im Fall p =3 mod 4, p = 1 mod 3, p?> — 1 # 0 mod 16:

Ch Cl,, Cly, Cly Cls
X1 1 1 1 1 1
X2 p 0 0 -1 1
P pT—l —1+2¢Tp —1—2¢Tp 1 0
X4 pT—l —1—£/Tp —1+2\/—7p 1
x5(k) p+1 1 1 0 Wk + w=k
xel) | p—1 -1 -1 (=)' = (=) 0
Xsobv | 3P(P*=1) 3p(p—1) zp(p—1) p(p+1) (p+3)(p—1)
ClpT_l(z) CIPTH(])
X1 1 1
X2 1 -1
X3 0 —(=1)/
Xa 0 —(=1)/
X5 (k) CZik € €—2ik 0
X (1) 0 —gt— g
Xsolv | P(p—1) p+1
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Charaktertafel im Fall p = 3 mod 4, p =2 mod 3, p?> — 1 # 0 mod 16:

Ch Clp, Clp, Cl, Cly
X1 1 1 1 1 1
X2 p 0 0 -1 -1
X3 r1 —1+2\/—7 _1_2‘/_7 1 —1
X4 pT_l _1_2\/_7 _Hz\/_77 1 -1
k) | p+1 1 1 0 0
x) | p-1 -1 1 () = (1) ot
Xsow | 3P(PP=1) 3p(p=1) 3p(p=1)  plp+1) 4(p+1)
CZPT_l(z) CZPTH(])
X1 1 1
X2 1 -1
X3 0 —(=1)
X4 0 —(=1y
xs(k) | g2k 4 g2k 0
Xxo(1) 0 —gAt — g2
Xsov | P(p—1) p+1
Charaktertafel im Fall p =3 mod 4, p = 1 mod 3, p> — 1 = 0 mod 16:
Ch Cly, Clp, Clp Cly Cly
X1 1 1 1 1 1 1
X2 p 0 0 -1 1 -1
| B SRR -1 0 ~(-1'%
Xa e —ytp DT -1 (-5
x5(k) p+1 1 1 0 Wk +wk 0
x| p-1 1 1 (-1 = (-1 0 ok -k
Xsow | 3P(PP=1) 3p(p=1) 3p(p—-1) (p+H(p+1) (p+6)(p-1) 5(p+1)
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Cl,,T,l(z) ClpTH(])

X1 1 1

X2 1 -1

X3 0 —(=1)

X4 0 —(=1)
xs(k) | g2 4+ g2k 0
Xe(1) 0 —gt— ¢
Xsolv | P(p—1) p+1

Charaktertafel im Fall p =3 mod 4, p =2 mod 3, p?> — 1 = 0 mod 16:

cly Cl,, Cl,, Ccl Cls Cl,
1 1 1 1 1 1 1
X2 p 0 0 -1 -1 -1
X e —yte Ayt 1 1 (-5
W | o oy oam R
xs(k) | p+1 1 1 0 0 0
Xe(1) p—1 -1 -1 (- = (-1 —wf—w —1k — 17k
Xsov | 3P(PP—=1) Lp(p—1) 3p(p—1) (p+4(p+1)  7(p+1)  5(p+1)
Cl;%l(z) ClpTH(])
X1 1 1
X2 1 -1
X3 0 —(-1y
X4 0 —(=1)
xs(k) | g2k 4 g2k 0
Xo(I) 0 —gHt g
Xsolv | P(p—1) p+1






Anhang B

Klassenwerte und Konstituenten von x

fiir symmetrische Gruppen

S4 (1% [2,1%] [22] [3,1] [4]
X2 24 12 16 15 4
(-, x2) | 4 -1 1 3 12
Ss [1°] [2,1%] [22,1] [3,1%] [3,2] [41] [5]
X2 120 36 88 66 12 3 70
(-, x2)| 23 -3 9 -2 1 5 51
Se |19 214 217 2] [31% [,21 [37 (417
X2 720 192 336 192 234 54 234 72
(-, x2) | 46 22 0 38  —6 12 22 -6
X2 72 120 54
(-, x2) | 30 38 116
S, [17] 2,15 [2%,13] [23,1] [3,1%] [3,2,1%] [3,2%] [3%1]
X2 5040 960 1008 1008 936 252 96 558
x| 27 62 —24 70 69 —45 47 -23
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Anhang B Klassenwerte und Konstituenten von x, fiir symmetrische Gruppen

Sy [4,13] [4,2,1] [4,3] [5,1?] [52] [6,1] [7]
X2 216 152 24 240 140 126 42
(-, x2) | 26 15 84 37 94 140 211
Ss | 1% 219 2214 2513 12 317 (3,277 [32%1]
X2 | 40320 5760 4224 4320 3072 4680 1260 672
(-, x2)| 142 37 14 —-10 189 192 78 186
Ss [32,12] [3%,2] [4,1%] [4,2,1%] [4,2%] [4,3,1] [4%] [51%
X2 3060 468 864 560 320 252 32 720
(-, x2) | —133 —32 261 —66 83 110 181 91
Ss | [521 [53 [617 [62] [7,1] [8]
X2 520 420 252 720 336 8
(-, x2)| —38 270 —74 334 355 564
So | % 17 2217 %1% 41 319 [3,2,1]
X2 | 362880 60480 30720 21600 36864 32400 7632
(-, x2) | 1496 6 45 20 43 101 114
X3 | 362880 282240 228480 165888 99456 241920 181440
(-, x3) | 126 -2 —-16  -30 50 —14 —14
So 3,22,1%] [3,2%] [3%,1%] [3%,2,1] [3%] [4,1°] [4,2,19
X2 5040 2880 23652 2484 19764 4320 1680
(-, x2) | —208 1629 —147 —250 324 404  —145
X3 112896 38880 133056 62208 16200 201600 137088
(-, x3)| —116 146 214 —36 84 74 —64
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So [4,22,1] [4,3,1°] [4,3,2] [4%,1] [514 [52,1%] [52?
X2 1632 1224 432 544 2880 1440 1120
(-, x2)| 28 —376  —146 1817 1754  —421 681
X3 66432 88702 16704 45952 161280 94080 22080
(-, x3) 18 126 ~52 58 —124 412 370
So 53,1 [5,4 [613 [6,2,1] [6,3] [7,1]] [7,2]
X2 1350 280 1188 6552 3024 3024 84
(-, x2)| 40 279 36 —178 1460 153 1181
X3 46080 2880 120960 51840 4716 81424 10080
(-, x3) | —884 862 1014 —1834 2214 —6170 5716
So 81 9]
X2 136 5184
(-, x2) | 730 2784
X3 | 40576 504
(-, x3) | 40996 48758
s | 19 218 2219 2614 413 2 B
Xo | 3628800 564480 195840 91008 141312 65280 226800
(-, x2) | 1700 1726 302 580 13 655 —36
X3 | 3628800 2661120 1877760 1237248 804096 1086720 1874880
(-, x3) | 126 —56 70 —342 16 3706 ~116
So | [3,21°] [3,22,1% [3,2%,1] [3%1% [3%21] [3%27] [3%1]
X2 40320 27792 9504 106272 11448 3744 30942
(-, x2)| —6 —331 1248 366 —411 1311 56
X3 1209600 695520 431136 729216 356832 303264 139644
(-, x3) | —220 —368 976 8 —496 180 886
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Anhang B Klassenwerte und Konstituenten von x, fiir symmetrische Gruppen

S1o [4,1°]  [4,2,1% [4,2%,17] [4,2%] [4,3,1%] [4,3,2,1] [4,37
X2 25920 6912 8512 3840 7272 1560 936
(-, x2) 90 61 —1060 2255 183  —1158 332
X3 | 1301760 748800 402176 503040 378432 181440 86400
(-, x3) | —82 810 —288 2590 754 —~1196 98
S10 [42,12] [4%,2] [5,19 [521% [52%1] [53,1%] [5,3,2]
X2 4672 2112 168000 4320 6960 6120 840
(-, x2) | 1623 2357 2833 750 829 —914 571
X3 187392 239616 820800 417600 235200 158400 136800
(-, x3) | 1062 1652  —24  —892 1186 100  —1152
Swo | 5,41 55 [61Y [6,21% [62% [6,3,1] [6,4]
X2 2720 6800 4752 13680 3600 3942 216
(-, x2) | 1772 757 2913  —835 1374 617 2885
X3 43200 53800 490752 209664 285984 47376 77760
(-, x3) | —4736 —3274 —412 3482 216  —8308 32492
S10 7,13]  [7,2,1] [7,3] [8,1%] [82] [9,1] [10]
X2 9072 840 252 272 784 5184 450
(-, x2) | 124 726 3446  —152 2874 3922 4416
X3 | 244272 100800 30240 86528 141824 504 33800
(-, x3) | 1438 —18060 17658 —14428 115458 89168 139370




Anhang C

Ausgewahlte Sitze der Gruppen-

und Darstellungstheorie

(C.1) Lemma (vgl. [Isa06], Chapter 2, Lemma 2.15)
Sei X eine Darstellung der endlichen Gruppe G und sei ¢ € G von Ordnung n.

Dann ist X(g) dhnlich zu einer Diagonalmatrix aus n-ten Einheitswurzeln.

(C.2) Satz (vgl. [Hup67], Kapitel V, Satz 11.7)
Die Gruppe G besitzt einen Zerfallungskorper, der iiber Q endlich-algebraisch
und galoissch ist.

(C.3) Lemma
Sei G eine endliche Gruppe und ¢ € G und p € P. Dann existieren eindeutig
bestimmte Elemente g, g, € G mit den Eigenschaften

(a) |gpl| ist p-Potenz und p 1 |g,|,

(b) 8p8y = 8 = 8p'8&p-

Beweis
Sei |g| = p" - I mit ggT(p, I) = 1. Schreibe 1 = ap” + bl fiir geeignete a,b € Z.
Dann erfiillen .

Ep =8

gy =8 !

die gewiinschten Eigenschaften. O

(C.4) Lemma (vgl. [Isa06], Chapter 2, Lemma 2.22)
Sei G eine endliche Gruppe und N < G.
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(a) Ist x ein Charakter von G und N C Kern()), so ist x konstant auf den
Nebenklassen von N in G und die Funktion { auf G/ N, definiert durch

X(gN) = x(g),
ist ein Charakter von G/N.

(b) Ist X ein Charakter von G/ N, so ist die Funktion x auf G, definiert durch

x(g) = X(gN),
ein Charakter von G.

(c) In (a) und (b) gilt:
x €Irr(G) & g € Irr(G/N).

(C.5) Satz (vgl. [JL93], Chapter 19, Theorem 19.18)
Seien G und H endliche Gruppen. Seien

X1,---,Xa dieirreduziblen Charaktere von G,

Y1,...,¢p die irreduziblen Charaktere von H.

Dann besitzt G x H genau a - b irreduzible Charaktere und diese sind die
Abbildungen

Xilyj: GxH—=C, (g h) = xi(8)p;(h)
fir1<i<aund1 <j<b.

(C.6) Satz (vgl. [Hup67], Kapitel IV, Satz 2.8)
Sei G eine endliche Gruppe und p der kleinste Primteiler der Ordnung von G.
Es habe G eine zyklische p-Sylow-Gruppe P. Dann gibt es einen Normalteiler N

von G mit
G/N = P.
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