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Vorwort Wer das Unm�oglihe m�oglih maht,sollte dennoh das Wahrsheinliheniht ganz aus dem Auge verlieren.Ulrih RoskiDie Darstellungstheorie der symmetrishen Gruppen ist eine der sh�onsten, beliebtestenund wihtigsten Bereihe der Algebra, mit vielen tiefen Beziehungen zu anderen Gebietender Mathematik wie Kombinatorik, Lie-Theorie und algebraisher Geometrie. In der vor-liegenden Arbeit wird ein Bogen zur Kohomologie geshlagen. Genauer gesagt untersuhenwir die Isomorphietypen der zweiten Kohomologiegruppen von symmetrishen Gruppenmit Werten in Spehtmoduln �uber den ganzen Zahlen.Zur Motivation dieser Fragestellung betrahten wir zun�ahst eine Vermutung vonSzzepa�nski, die lautet: F�ur jede endlihe Gruppe G existiert eine Bieberbahgruppe mitHolonomiegruppe G und einer Q-vielfahheitsfreien Holonomiedarstellung (siehe [Sz03℄).Im Vokabular der Erweiterungstheorie bedeutet das: F�ur jede endlihe Gruppe G existiertein k 2 N und eine torsionsfreie Erweiterung � von Zk mit G, so dass die durh � bewirkteDarstellung von G auf Zk vielfahheitsfrei �uber Q ist.Solange dieses Problem niht in dieser Allgemeinheit gel�ost ist, kann man sih fragen, obdie Vermutung f�ur bestimmte Gruppen zutri�t, beispielsweise f�ur symmetrishe Gruppen.Um keine falshen Erwartungen zu weken: Die vorliegende Arbeit beantwortet diese Frageniht. Aber ihr Thema erw�ahst aus diesem Kontext.Wenn wir n�amlih die zu einer Erweiterung geh�orige Operation von Sn auf Zk zu einerOperation auf Qk fortsetzen, dann wird Qk mit dem Satz von Mashke zu einem halbein-fahen QSn -Modul und ist damit eine direkte Summe aus Spehtmoduln. Spehtmoduln�uber Q erh�alt man durh Konstantenerweiterung von Spehtmoduln �uber Z mit Q . Da-her bewirkt eine direkte Summe aus Spehtmoduln S� mit � ` n �uber Z, in der jederSpehtmodul nur einmal auftauht, eine Q-vielfahheitsfreie Darstellung von Sn auf dieserdirekten Summe.Auf Basis dieser �Uberlegungen liegt es nahe, Erweiterungen von Spehtmoduln �uber Zmitden zugeh�origen symmetrishen Gruppen zu untersuhen. Deren �Aquivalenzklassen wer-den gem�a� dem Hauptsatz der Erweiterungstheorie klassi�ziert durh die Elemente derzweiten Kohomologiegruppen von Sn mit Werten im jeweiligen Spehtmodul. Und ebenmit deren Bestimmung befasst sih die vorliegende Arbeit.5



6 VORWORTDas erste Kapitel beleuhtet den ben�otigten mathematishen Hintergrund. Wir beginnenmit einem Abshnitt �uber vershiedene Grundbegri�e und grundlegende Aussagen ausder Darstellungstheorie von Gruppen, um dann im zweiten Abshnitt speziell die Darstel-lungstheorie von symmetrishen Gruppen ins Auge zu fassen. Hier werden Konstruktionund Eigenshaften von Spehtmoduln erl�autert. Zentraler Punkt hierbei ist eine Versionder Branhing Rules f�ur Spehtmoduln �uber beliebigen Integrit�atsbereihen.Es folgt in Vorbereitung auf den Begri� der Fox-Derivationen und das Zassenhaus-Verfah-ren ein kurzer Abshnitt �uber endlih pr�asentierte Gruppen. Der vierte Abshnitt liefertGrundlagen aus der homologishen Algebra und erkl�art die Interpretation von ersten undzweiten Kohomologiegruppen als Faktorgruppen von Derivationen beziehungsweise Fak-torensystemen. Und shlie�lih stellt der letzte Abshnitt des ersten Kapitels das ebenerw�ahnte Verfahren nah Zassenhaus vor, das die Berehnung von Kohomologiegruppender Form H1(G;Qk=Zk) erm�ogliht.Das zweite Kapitel erl�autert zun�ahst die GAP-Implementierung der Bestimmung des Iso-morphietyps vonH2(Sn; S�Z) unter Verwendung des Zassenhaus-Verfahrens. Hierbei konnteih aufbauen auf die Diplomarbeit von Dr. ReinhardWaldm�uller (siehe [Wa02℄). Er hat dasZassenhaus-Verfahren f�ur beliebige Gruppen mit beliebigen Pr�asentationen programmiert.In der vorliegenden Situation l�asst sih die Berehnung allerdings wesentlih beshleunigendurh den Umstand, dass wir hier aushlie�lih symmetrishe Gruppen betrahten und sozus�atzlihe Informationen mit verarbeiten k�onnen.Auf der Basis der so erhaltenen Ergebnisse werden dann einige theoretishe Aussagen�uber die gesuhten Kohomologiegruppen hergeleitet. Dar�uber hinaus gibt eine Beobah-tung der berehneten Daten Anlass zu diversen Vermutungen, deren Beweis mir bis datoleider niht gelungen ist. Auf eine Vorstellung dieser Vermutungen m�ohte ih dennohniht verzihten.Mein Dank gilt in erster Linie Herrn Professor Hi�, der mir dieses reizvolle Thema zur Be-arbeitung anbot und dessen wertvolle Hinweise meine �Uberlegungen immer wieder auf denrehten Pfad zur�uk lenkten. Insbesondere danke ih ihm f�ur die entsheidenden Ratshl�agef�ur den Beweis von Lemma (2.3.1).Ih danke weiterhin allen Mitarbeitern des Lehrstuhls D, die mit hilfreihen Anregun-gen zum Gelingen dieser Diplomarbeit beitrugen. Besonders wihtig war f�ur mih derLiteraturhinweis von Dr. Matthias K�unzer auf Kapitel 17 von [Ja78℄ f�ur den Beweis derverallgemeinerten Branhing Rule (1.2.31 (b)). Und niht zuletzt m�ohte ih Dr. FrankL�ubek nennen, der jederzeit ein o�enes Ohr f�ur meine Fragen und Probleme hatte unddessen Kenntnisse in GAP mir von unsh�atzbarem Wert waren.



Kapitel 1GrundlagenWir verwenden folgende notationelle Konventionen:� Die Menge der positiven ganzen Zahlen wird mit N bezeihnet, und es ist N0 :=N [ f0g.� Die symmetrishe Gruppe auf einer endlihen Menge X wird mit SX bezeihnet. F�urY � X identi�zieren wir SY mit dem Stabilisator von Y in X.Die symmetrishe Gruppe auf n Punkten wird mit Sn := SX f�ur n 2 N und X :=f1; :::; ng bezeihnet. Dementsprehend fassen wir Sn als Untergruppe von Sn+1 auf.� Abbildungen und Gruppenoperationen werden von links geshrieben, sofern nihtsanderes gefordert wird. Moduln sind damit bis auf wenige gekennzeihnete Ausnah-men immer Links-Moduln.1.1 Darstellungen von GruppenIm Folgenden sei immer G eine Gruppe (multiplikativ geshrieben), R ein Integrit�atsbe-reih und V ein endlih erzeugter freier R-Modul vom Rang n.1.1.1 De�nition und BemerkungEine Darstellung von G auf V ist ein Homomorphismus ' : G �! AutR(V ). In diesemFall operiert G auf V via gv := ('(g))(v) f�ur alle g 2 G; v 2 V .Nah Wahl einer Basis fv1; :::; vng von V erhalten wir als Matrixdarstellung von Gvom Grad n �uber R den Homomorphismus ~' : G �! GLn(R); g 7! M'(g). Hierbeibezeihnet M'(g) die Abbildungsmatrix vom Automorphismus '(g) zur gew�ahlten Basis.In diesem Fall operiert G auf Rn via gv := ( ~'(g)) � v f�ur alle g 2 G; v 2 Rn.1.1.2 De�nitionEs sei ' : G �! AutR(V ) eine Darstellung von G auf V .(a) Ein R-Untermodul W � V hei�t G-invariant, wenn gW �W f�ur alle g 2 G.(b) Es sei R ein K�orper. Dann hei�t ' reduzibel, wenn V gleih f0g ist oder einenehten, nihttrivialen, G-invarianten Unterraum besitzt, ansonsten irreduzibel.7



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN1.1.3 De�nition(a) Die Gruppenalgebra von G �uber R (Bezeihnung: RG) ist der freie Modul �uberR mit Basis G und Multiplikation:(Xg2G agg)(Xg2G bgg) =Xg2G gg mit g := Xh;k2G;hk=g ahbk f�ur alle ag; bg 2 R; g 2 G:(b) Ein RG-Modul, der als R-Modul endlih erzeugt und frei ist, hei�t RG-Gitter.1.1.4 BemerkungJede Darstellung ' : G �! AutR(V ) l�asst sih linear zu einer Darstellung '0 : RG �!EndR(V ) fortsetzen: '0(Xg2G agg) :=Xg2G ag'(g):Damit wird V via '0 zu einem RG-Gitter: av := ('0(a))(v) f�ur alle a 2 RG; v 2 V .Analog kann man eine zu ' geh�orige Matrixdarstellung fortsetzen zu einer Matrixdar-stellung ~'0 : RG �! Rn�n; a 7! M'0(a) f�ur alle a 2 RG. Hierbei bezeihnet M'0(a) dieAbbildungsmatrix vom Endomorphismus '0(a) zur gew�ahlten Basis. Damit wird Rn via~'0 zu einem RG-Gitter.1.1.5 BemerkungEs sei V ein RG-Gitter und W � V ein G-invarianter R-Untermodul. Dann induziert dieOperation von G auf V eine Operation von G auf V=W via g(v+W ) := (gv)+W f�ur alleg 2 G; v 2 V . Dadurh wird V=W zum RG-Modul.Insbesondere induziert eine Operation von G auf Zn eine Operation auf Fnp �= Zn=pZn f�urjede Primzahl p.Des Weiteren induziert eine Operation von G auf Zn eine Operation auf Qn via gv :=( ~'0(g))v f�ur alle g 2 G; v 2 Qn . Mit obiger Aussage erhalten wir au�erdem eine Operationauf Qn=Zn.1.1.6 De�nition und Bemerkung(a) Ein Modul hei�t einfah, wenn er ungleih f0g ist und keinen ehten, nihttrivia-len Untermodul besitzt. Er hei�t halbeinfah, wenn er eine direkte Summe auseinfahen Untermoduln ist.(b) Es sei W � V ein R-Untermodul des RG-Moduls V . Dann sind �aquivalent:� W ist G-invariant.� W ist RG-invariant.� W ist ein RG-Untermodul von V .Wenn also R ein K�orper, dann ist die zu V geh�orige Darstellung ' : G �! AutR(V )genau dann irreduzibel, wenn V ein einfaher RG-Modul ist.



1.1. DARSTELLUNGEN VON GRUPPEN 91.1.7 Lemma und De�nitionEs sei W ein R-Untermodul von V . Die folgenden Aussagen sind �aquivalent:(a) Der Faktormodul V=W ist torsionsfrei.(b) Falls av 2W ist f�ur ein 0 6= a 2 R und ein v 2 V , so ist v 2W .In diesem Fall hei�t W rein. Ein reiner RG-Untermodul ist ein G-invarianter reiner R-Untermodul.Falls eine R-Basis von W existiert, die sih zu einer R-Basis von V erg�anzen l�asst, so istW rein.Beweis:Der Faktormodul V=W ist genau dann torsionsfrei, wenn gilt: a(v +W ) 6= 0 +W f�ur alle0 6= a 2 R; v 2 V nW . Dies ist �aquivalent zu: av =2W f�ur alle 0 6= a 2 R; v 2 V nW .Nun sei fv1; :::; vng eine R-Basis von V , so dass fv1; :::; vmg f�ur ein m � n eine R-Basisvon W ist. F�ur 0 6= a 2 R und v := Pni=1 bivi ist av genau dann in W , wenn alle bi = 0sind f�ur m+ 1 � i � n. �Im Folgenden sei immer H � G eine Untergruppe von G.1.1.8 De�nitionEs sei V ein RG-Modul und W ein RH-Modul.(a) V wird durh die eingeshr�ankte Operation zum RH-Modul. In diesem Fall bezeih-net man V =: V #GH als den auf H eingeshr�ankten Modul.(b) RG kann man auf nat�urlihe Weise als RG-RH-Bimodul au�assen. Dann hatW "GH := RGNRHW eine eindeutige Struktur als RG-Modul via a(g
w) := (ag)
wf�ur alle a; g 2 RG;w 2 W . Man bezeihnet W "GH als den zu G induziertenModul.1.1.9 LemmaEs sei G endlih und fg1; :::; gmg ein Repr�asentantensystem der Nebenklassen von H inG. Weiter sei W ein RH-Gitter mit R-Basis fw1; :::; wng. Dann ist fgj 
 wi j 1 � j � m;1 � i � ng eine R-Basis von W "GH .Beweis:Es ist RG �= mLj=1 gjRH als RH-Rehts-Modul. Also ist RG ein freier RH-Rehts-Modulmit RH-Basis fg1; :::; gmg. Mit der Distributivit�at des Tensorproduktes gilt:W "GH = RGNRHW �= mLj=1(gjRHNRHW ) = mLj=1 gj(1NRHW ):Damit ist W "GH ein freier R-Modul mit Basis wie behauptet (siehe auh [CR81℄,S. 228/229). �



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN1.1.10 LemmaEs sei R0 ein Integrit�atsbereih mit R � R0, G sei endlih und W ein RH-Gitter. Dannsind R0NR (W "GH) �= (R0NR W ) "GH als R0G-Moduln.Beweis:Es sei fg1; :::; gmg ein Repr�asentantensystem der Nebenklassen vonH inG und fw1; :::; wngeine R-Basis von W . Dann gilt:R0NR (W "GH) = h r0 
 (gj 
 wi) j r0 2 R0; 1 � j � m; 1 � i � n iZ= h 1
 (gj 
 wi) j 1 � j � m; 1 � i � n iR0(R0NR W ) "GH = h gj 
 (r0 
 wi) j r0 2 R0; 1 � j � m; 1 � i � n iZ= h gj 
 (1
 wi) j 1 � j � m; 1 � i � n iR0Bei den angegebenen R0-Erzeugermengen handelt es sih um R0-Basen. Der so erhalteneR0-Modul-Isomorphismus 1
 (gj 
 wi) 7! gj 
 (1
 wi) respektiert die Operation von G.Damit folgt die Behauptung. �Die folgenden Aussagen ben�otigen wir sp�ater f�ur den Beweis der Branhing Rule f�urSpehtmoduln �uber einem K�orper der Charakteristik 0. Im Folgenden sei R ein K�orper;zur Verdeutlihung shreiben wir daher K := R.1.1.11 Satz von MashkeEs sei G endlih mit har(K) - jGj. Dann ist jeder KG-Modul halbeinfah. (Insbesondereist KG selbst halbeinfah.)Beweis:Siehe [CR81℄, (3.14). �1.1.12 De�nition und BemerkungEs seien V und W zwei KG-Moduln. Dann ist HomKG(V;W ) ein K-Vektorraum, undi(V;W ) := dimK(HomKG(V;W )) ist die sogenannte intertwining number von V undW . Sie besitzt folgende Eigenshaften:(a) Falls V = V1 � V2, dann ist i(V;W ) = i(V1;W ) + i(V2;W ).(b) Falls KG halbeinfah ist, dann ist i(V;W ) = i(W;V ).Beweis:Siehe [CR62℄, (43.11). �1.1.13 Satz (Lemma von Shur)Es sei K algebraish abgeshlossen, und V und W seien zwei einfahe KG-Moduln. Dannist HomKG(V;W ) = 0, falls V und W niht isomorph sind, und es ist HomKG(V; V ) =h idV iK .Beweis:Siehe [CR62℄, (27.3). �



1.2. SPECHTMODULN 111.1.14 LemmaEs sei K algebraish abgeshlossen, V sei ein halbeinfaher und W ein einfaher KG-Modul. Dann ist i(V;W ) die Anzahl der direkten Summanden einer festen direkten Sum-menzerlegung von V , die isomorph zu W sind.Beweis:Es sei V := lLj=1Vj mit einfahen Vj . Mit (1.1.12 (a)) ist i(V;W ) = lPj=1 i(Vj ;W ). DieBehauptung folgt damit aus dem Lemma von Shur. �1.1.15 Satz (Frobenius-Reziprozit�at)Es sei G endlih, V ein KG-Modul und W ein KH-Modul. Dann ist HomKH(W;V #GH) �=HomKG(W "GH ; V ).Beweis:Die folgende Abbildung de�niert einen K-Vektorraum-Isomorphismus (siehe [AB95℄, S.165):f : HomKH(W;V #GH) �! HomKG(W "GH ; V ); � 7! [f(�) : W "GH! V; g
w 7! g ��(w)℄:�Bemerkung:Die Aussage gilt auh allgemeiner �uber einem kommutativen Ring statt �uber einem K�orper(siehe [CR81℄ (8.10)).1.1.16 FolgerungEs sei G endlih und K algebraish abgeshlossen mit har(K) - jGj. Weiter seien V eineinfaher KG-Modul und W ein einfaher KH-Modul. Dann ist V ebenso oft als direkterSummand in W "GH enthalten wie W als direkter Summand in V #GH enthalten ist.Beweis:Mit dem Satz von Mashke (1.1.11) ist KH halbeinfah. Daher gilt mit (1.1.12 (b)) undder Frobenius-Reziprozit�at: i(V #GH ;W ) = i(W "GH ; V ).Da nah dem Satz von Mashke auh V #GH undW "GH halbeinfah sind, und da au�erdemK algebraish abgeshlossen ist, ist (1.1.14) anwendbar, und es folgt die Behauptung. �1.2 SpehtmodulnIn vielen Anwendungen werden Spehtmoduln nur �uber K�orpern betrahtet. Das Kon-zept ist aber viel m�ahtiger: Man kann sie auf die gleihe Weise �uber jedem beliebigenIntegrit�atsbereih konstruieren. F�ur die vorliegende Arbeit sind speziell die Spehtmoduln�uber den ganzen Zahlen von Interesse.Viele Aussagen zu Spehtmoduln �uber K�orpern gelten genau so f�ur Spehtmoduln �uberbeliebigen Integrit�atsbereihen, andere wiederum niht. Dies verkompliziert die allgemei-nere Betrahtungsweise oft erheblih. Ein Beispiel sind die sogenannten Branhing Rules(1.2.28). Der Beweis ihrer Verallgemeinerung f�ur Integrit�atsbereihe (1.2.31) erfordert er-heblihen Mehraufwand, auf den wir hier leider niht verzihten k�onnen.



12 KAPITEL 1. GRUNDLAGENIm Folgenden seien n; ~n;m; ~m 2 N0 .1.2.1 De�nition(a) Eine verallgemeinerte Partition von ~n ist eine Folge � := (�1; :::;� ~m) mit �i 2N0 f�ur alle 1 � i � ~m und P ~mi=1 �i = ~n. In diesem Fall shreiben wir: � j= ~n. DesWeiteren sei ~m0 := maxf�i j 1 � i � ~mg.Notation: Falls �i = �i+1 = ::: = �i+j�1 f�ur ein i und ein j 2 N, so kann man daf�urin der Partition abk�urzend �ji shreiben, zum Beispiel (3; 03; 22) := (3; 0; 0; 0; 2; 2).(b) Eine (ehte) Partition von n ist eine verallgemeinerte Partition � := (�1; :::; �m) j=nmit der zus�atzlihen Bedingung, dass �1 � �2 � ::: � �m > 0. In diesem Fall shrei-ben wir � ` n. Hier ist m0 = maxf�i j 1 � i � mg = �1.Des Weiteren sind hier alle �i 2 N. Damit ist die leere Folge ; (mit m = 0) dieeinzige ehte Partition der 0.() F�ur � := (�1; :::;� ~m) j= ~n sei �0 := (�01; :::;�0~m0 ) j= ~n de�niert durh �0j :=j fi 2 f1; :::; ~mg j�i � jg j f�ur alle 1 � j � ~m0.F�ur eine ehte Paritition � ist (�0)0 = �. F�ur verallgemeinerte Partitionen gilt dasniht, da �0 immer eine ehte Partition ist (siehe auh die Bemerkung in 1.2.2 (a)).Daher bilden wir �0 meist nur f�ur ehte Partitionen. In diesem Fall sprehen wir voneiner konjugierten Partition.(d) Ein Paar von Partitionen ist ein Tupel (�;�) mit � := (�1; :::; �m) ` n und� := (�1; :::;� ~m) j= ~n, wobei n � ~n und m � ~m ist und au�erdem gilt: �i � �i f�uralle 1 � i � m.Insbesondere de�niert (�; �) ein Paar von Partitionen.Im Folgenden seien immer � := (�1; :::;� ~m) j= ~n eine verallgemeinerte Partition und� := (�1; :::; �m) ` n eine ehte Partition. Aussagen �uber � gelten damit insbesondereauh f�ur �. Wenn � und � gemeinsam auftreten, seien sie so gew�ahlt, dass (�;�) ein Paarvon Partitionen ist.1.2.2 De�nition(a) Ein Young-Diagramm [�℄ ist eine linksb�undige Anordnung von ~n Knoten in ~mZeilen, so dass f�ur 1 � i � ~m die i-te Zeile jeweils �i Knoten enth�alt.Beispiel: [(3; 1; 2)℄ = � � ��� �Bemerkung: Bei einer ehten Partition � erh�alt man das Young-Diagramm [�0℄ zurkonjugierten Partition, indemman bei [�℄ Zeilen und Spalten miteinander vertausht.(b) Ein Young-Diagramm [(�;�)℄ zu einem Paar von Partitionen (�;�) erh�alt man aus[�℄ durh Einrahmen der zu [�℄ geh�origen Knoten.Beispiel: [(2; 1; 1); (3; 1; 2)℄ = � � ��� �



1.2. SPECHTMODULN 131.2.3 De�nition(a) Tr�agt man die Zahlen von 1 bis ~n in beliebiger Reihenfolge in ein Young-Diagramm[�℄ ein, so erh�alt man ein sogenanntes �-Tableau (oder einfah Tableau). Mit T (�)sei die Menge aller �-Tableaus bezeihnet.Notation: 4 1 365 2 ist zum Beispiel ein Tableau zu (3; 1; 2) j= 6.(b) Es sei t 2 T (�).(i) F�ur 1 � i � ~m sei hi(t) := fk 2 f1; :::; ~ng j k steht in der i-ten Zeile von tg dieMenge der Eintr�age der i-ten Zeile von t.(ii) F�ur 1 � j � ~m0 sei vj(t) := fk 2 f1; :::; ~ng j k steht in der j-ten Spalte von tgdie Menge der Eintr�age der j-ten Spalte von t.() Ein (�;�)-Tableau ist ein �-Tableau, bei dem wir untersheiden zwishen Eintr�ageninnerhalb und au�erhalb von [�℄. Deren De�nition ergibt sih auf nat�urlihe Weiseaus (a) und (1.2.2(b)). Die Menge der (�;�)-Tableaus sei mit T (�;�) bezeihnet.Wir k�onnen jedes (�;�)-Tableau als �-Tableau au�assen, in dem wir die Untshei-dung zwishen inneren und �au�eren Eintr�agen ignorieren.1.2.4 Bemerkung und De�nitionS~n operiert auf der Menge T (�): F�ur � 2 S~n und t 2 T (�) sei �t dasjenige �-Tableau, indem jeder Eintrag k durh �k ersetzt wurde. Diese Operation ist transitiv. Auf T (�;�)operiert S~n genau so; die Untersheidung zwishen inneren und �au�eren Tableau-Eintr�agenspielt dabei keine Rolle.Damit lassen sih folgende Untergruppen von S~n de�nieren:(a) Der Zeilenstabilisator von t 2 T (�) sei de�niert durhStabh(t) := f� 2 S~n j k 2 hi(t), �k 2 hi(t) 8 1 � k � ~n; 1 � i � ~m g:Es ist Stabh(t) �= S�1 � ::: � S�m . Falls die Eintr�age von t zeilenweise gelesen von 1bis ~n geordnet sind, so hei�t Stabh(t) auh die zu � geh�orige Young-Untergruppevon S~n.(b) Der Spaltenstabilisator von t 2 T (�) sei de�niert durhStabv(t) := f� 2 S~n j k 2 vj(t), �k 2 vj(t) 8 1 � k � ~n; 1 � j � ~m0 g:Es ist Stabv(t) �= S�01 � :::� S�0~m0 .() F�ur t 2 T (�;�) de�nieren wir den eingeshr�ankten Spaltenstabilisator durhStab�v (t) := Stabv(t) \ f� 2 S~n j �k = k f�ur k au�erhalb [�℄ g:Hierbei ist Stabv(t) der Spaltenstabilisator, den wir erhalten, wenn wir t als �-Tableau au�assen.



14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN1.2.5 De�nition und Bemerkung(a) Die Relation ��2 T (�) � T (�) sei de�niert durh t �� t0 genau dann, wennStabh(t) = Stabh(t0) ist, also wenn hi(t) = hi(t0) ist f�ur alle 1 � i � ~m. Es handeltsih dabei um eine �Aquivalenzrelation.(b) Eine �Aquivalenzklasse [t℄ bez�uglih �� hei�t �-Tabloid (oder einfah Tabloid).Notation: Im Vergleih zur Tableau-Shreibweise werden die Zeilen durh Linienvoneinander getrennt und die Eintr�age jeder Zeile aufsteigend sortiert. Zum Beispielshreiben wir f�ur das zu t := 4 1 365 2 geh�orige Tabloid [t℄ := 1 3 462 5 .Die Menge aller �-Tabloide sei mit �T (�) bezeihnet.() Wir bezeihnen ��-�Aquivalenzklassen von (�;�)-Tableaus als (�;�)-Tabloide. (Ei-ne Untersheidung zwishen Eintr�agen innerhalb und au�erhalb von [�℄ ist bei Ta-bloiden nat�urlih niht sinnvoll. Die Bezeihnung als (�;�)-Tabloid beshreibt alsoweniger eine Eigenshaft der �Aquivalenzklasse als vielmehr eine Eigenshaft ihrerElemente.) Die Menge aller (�;�)-Tabloide sei mit �T (�;�) bezeihnet.S~n operiert auf �T (�) durh �[t℄ := [�t℄ f�ur alle � 2 S~n; t 2 T (�). Auh diese Operation isttransitiv.Im Folgenden sei R ein Integrit�atsbereih.1.2.6 De�nition und BemerkungDer Permutationsmodul M� := M�R zur verallgemeinerten Partition � ist der freieR-Modul auf der Menge der �-Tabloide. M� hat den Rang:~n!Q ~mi=1(�i!)Setzt man die Operation aus (1.2.5) R-linear auf M� fort, so erh�alt man eine Darstellungvon RS~n auf M�. Auf diese Weise wird M� zu einem zyklishen RS~n-Modul, der vonjedem beliebigen �-Tabloid erzeugt wird.Beweis:Es ist jT (�)j = ~n!. Zwei Tableaus t; t0 2 T (�) sind genau dann �aquivalent bez�uglih ��,wenn ein � 2 Stabh(t) existiert mit �t = t0. Dieses � ist per De�nition der Operationeindeutig bestimmt. Daher gilt mit (1.2.4(a)) f�ur alle t 2 T (�):j[t℄j = jStabh(t)j = ~mYi=1(�i!):Daraus folgt: RangR(M�) = j �T (�)j = ~n!Q ~mi=1(�i!) :Da S~n transitiv auf �T (�) operiert, ist M� ein zyklisher RS~n-Modul wie behauptet. �



1.2. SPECHTMODULN 151.2.7 De�nitionEs sei t 2 T (�;�).(a) Es sei ��t :=P�2Stab�v (t) sgn(�)� 2 RS~n.Falls � = � ist, shreiben wir �t := ��t = P�2Stabv(t) sgn(�)� 2 RSn und nennendieses Element signierte Spaltensumme von t.(b) Ein Element der Form e�t := ��t [t℄ 2 M� hei�t (�;�)-Polytabloid (oder einfahPolytabloid).Falls � = � ist, shreiben wir et := e�t = �t[t℄ 2 M� und nennen dieses Element�-Polytabloid.Bemerkung: Die Gestalt des Polytabloids e�t wird niht nur durh das Tabloid [t℄,sondern auh durh das Tableau t bestimmt, da in ��t dessen eingeshr�ankter Spal-tenstabilisator verwendet wird.1.2.8 De�nition und BemerkungDen von den Elementen e�t mit t 2 T (�;�) erzeugten RS~n-Untermodul vonM�R bezeihnenwir mit S(�;�) := S(�;�)R . Es ist S(;;�) =M� und insbesondere S(;;;) = 0.Falls � = � ist, dann hei�t S� := S�R := S(�;�)R = het j t 2 T (�)iRSn der Spehtmodul�uber R zur Partition �.1.2.9 Lemma(a) Es sei t 2 T (�;�) und � 2 S~n. Dann ist �e�t = e��t.(b) Jeder Modul S(�;�) (und damit insbesondere jeder Spehtmodul) ist zyklish alsRSn-Modul und wird von jedem beliebigen (�;�)-Polytabloid erzeugt.Beweis:(a) F�ur � 2 Stab�v (t) ist ����1 2 Stab�v (�t), denn es gilt f�ur jede Spalte vj(t) =:ft1; :::; tlg von t:����1f�t1; :::; �tlg = ��vj(t) = �vj(t) = f�t1; :::; �tlg:Dabei wird jedes �ti, das in �t au�erhalb von [�℄ liegt, von ����1 festgelassen, dain diesem Fall auh ti in t au�erhalb von [�℄ liegt und daher von � festgelassenwird. Damit ist die Abbildung Stab�v (t) �! Stab�v (�t); � 7! ����1 wohlde�niertund bijektiv, und wir erhalten:���t ��1 = X�2Stab�v (t) sgn(�)����1= X�2Stab�v (t) sgn(����1)����1 = X�02Stab�v (�t) sgn(�0)�0 = ���t:Damit folgt: �e�t = ���t [t℄ = ���t�[t℄ = ���t[�t℄ = e��t:(b) Es sei t0 2 T (�;�). Da S~n transitiv auf T (�;�) operiert, existiert f�ur jedes t 2T (�;�) ein � 2 S~n mit �t0 = t. Mit (a) gilt dann e�t = �e�t0 2 he�t0iRSn . �



16 KAPITEL 1. GRUNDLAGENEine R-Basis von S(�;�) (also insbesondere von S�) kann unabh�angig vom verwendeten In-tegrit�atsbereih angegeben werden. Bevor dies in (1.2.21) geshieht, ben�otigen wir zun�ahstden Begri� der Standard-Polytabloide, eine Totalordnung auf �T (�), das Konzept der Se-quenzen sowie den Begri� der Garnir-Elemente.1.2.10 De�nition(a) Ein (�;�)-Tableau, dessen Eintr�age innerhalb von [�℄ sowohl zeilenweise als auhspaltenweise aufsteigend geordnet sind, hei�t Standard-Tableau. Die Menge allerStandard-Tableaus zu (�;�) sei mit ST (�;�) bezeihnet. Falls � = � ist, shreibenwir ST (�) := ST (�; �).(b) Es sei t ein Standard-Tableau. Dann hei�t [t℄ Standard-Tabloid.() Es sei t ein Standard-Tableau. Dann hei�t e�t Standard-Polytabloid. Die Mengealler Standard-Polytabloide zu (�;�) sei mit SP (�;�) bezeihnet. Falls � = � ist,shreiben wir SP (�) := SP (�; �).1.2.11 Bemerkung(a) Falls � = � ist, enth�alt jedes Tabloid h�ohstens ein Standard-Tableau. Im Allgemei-nen kann ein Standard-(�;�)-Tabloid aber mehrere Standard-Tableaus enthalten.(b) Es sei t 2 ST (�;�) und 1 6= � 2 Stab�v (t). Dann ist �t 6= ST (�;�), und es gilt:sgn(�)e��t = X�2Stab�v (t) sgn(��)��[t℄ = e�t 2 SP (�;�):Das bedeutet, dass man auh mit manhen Niht-Standard-Tableaus ein Standard-Polytabloid bilden kann.1.2.12 LemmaAuf �T (�) wird eine Totalordnung de�niert durh: [t1℄ < [t2℄ genau dann, wenn ein iexistiert mit:(a) Aus i 2 hl(t1) und i 2 hl0(t2) folgt l < l0.(b) Jeder Eintrag j > i liegt in der gleihen Zeile von t1 und t2.Mit anderen Worten: Wir betrahten den gr�o�ten Eintrag, der sih in untershiedlihenZeilen von t1 und t2 be�ndet. Ist der zugeh�orige Zeilenindex in t1 kleiner als in t2, dannist [t1℄ < [t2℄. (Siehe auh [Ja78℄, De�nition 3.10.)Beweis:F�ur [t1℄ 6= [t2℄ 2 �T (�) seien:m1 := maxf i 2 f1; :::; ~ng j aus i 2 hl(t1) und i 2 hl0(t2) folgt l > l0 gm2 := maxf i 2 f1; :::; ~ng j aus i 2 hl(t1) und i 2 hl0(t2) folgt l < l0 gDann ist m1 6= m2, und alle j > maxfm1;m2g liegen jeweils in der gleihen Zeile von t1und t2. Falls m1 < m2 ist, dann ist [t1℄ < [t2℄ bez�uglih i := m2. Falls m2 < m1 ist, dann



1.2. SPECHTMODULN 17ist [t2℄ < [t1℄ bez�uglih i := m1. Das hei�t, f�ur zwei Tabloide [t1℄ und [t2℄ tritt immer genaueiner der drei F�alle [t1℄ = [t2℄, [t1℄ < [t2℄ oder [t2℄ < [t1℄ ein.Die Relation ist auh transitiv, denn wenn [t1℄ < [t2℄ bez�uglih i und [t2℄ < [t3℄ bez�uglihj ist, dann ist [t1℄ < [t3℄ bez�uglih maxfi; jg. �1.2.13 LemmaEine Folge (v1; :::; vl) von R-Linearkombinationen in M�, bei denen die jeweils gr�o�tenvorkommenden Tabloide alle vershieden sind, ist R-linear unabh�angig.Beweis:Da die gr�o�ten vorkommenden Tabloide alle vershieden sind, k�onnen wir ohne Ein-shr�ankung annehmen, dass f�ur alle 2 � j � l das gr�o�te Tabloid aus vj gr�o�er ist als dasgr�o�te aus vj�1. Damit ist das gr�o�te Tabloid aus vl gr�o�er als alle anderen vorkommendenTabloide. Falls also Plj=1 ajvj = 0 ist, muss al = 0 sein. Somit folgt die Behauptung perInduktion. �1.2.14 Bemerkung(a) Es sei t 2 ST (�;�). Das gr�o�te Tabloid (mit einem KoeÆzienten ungleih 0) ine�t 2 SP (�;�) als Linearkombination von Tabloiden ist [t℄, denn:Es sei 1 6= � 2 Stab�v (t). Dann wird jeder Eintrag von t durh � entweder in eineandere Zeile getausht oder festgelassen. Weiter sei i der gr�o�te Eintrag von t, derdurh � in eine Zeile mit kleinerem Index getausht wird. Da t ein Standard-Tableauist, ist �i < i und �j = j f�ur alle j > i. Damit ist [�t℄ < [t℄ bez�uglih i.(b) Die Abbildung ST (�) ! SP (�); t 7! et ist eine Bijektion. Dies folgt aus (a) und(1.2.11(a)).() Auf T (�) kann man analog zu Tabloiden eine Spalten�aquivalenz de�nieren. Die zu-geh�origen �Aquivalenzklassen seien mit [[t℄℄ bezeihnet f�ur t 2 T (�).Auf diesen �Aquivalenzklassen kann man analog zu (1.2.12) eine Totalordnung de�-nieren: Es sei [[t1℄℄ < [[t2℄℄, wenn der gr�o�te Eintrag in t1, der in einer anderen Spalteliegt als in t2, in einer Spalte mit kleinerem Index liegt.1.2.15 De�nition und Bemerkung(a) Eine Sequenz vom Typ � ist eine Folge der L�ange ~n, die f�ur alle 1 � i � ~m genau�i-mal den Wert i enth�alt. Es existiert eine Bijektion zwishen �T (�) und der Mengealler Sequenzen vom Typ �: [t℄ wird abgebildet auf die Sequenz, deren j-ter Eintragi ist f�ur j 2 hi(t).(b) Die Eintr�age einer Sequenz werden folgenderma�en bewertet:� Jeder Eintrag 1 ist gut.� Ein Eintrag i + 1 ist gut, wenn die Anzahl der vorangegangenen guten i ehtgr�o�er ist als die Anzahl der vorangegangenen guten i + 1. Ansonsten ist derEintrag i+ 1 shleht.Die Anzahl der guten i in einer Sequenz sei mit i bezeihnet.



18 KAPITEL 1. GRUNDLAGENMit Hilfe dieser Bewertung kann man ein Tableau t0 als Vertreter der �Aquivalenzklas-se [t℄ konstruieren, indem man sukzessive die Zahlen von 1 bis ~n auf folgende Weise indas Young-Diagramm [�℄ einf�ugt: Wenn der j-te Eintrag der Sequenz ein gutes i ist,wird j so weit links wie m�oglih in die i-te Zeile eingetragen; wenn der j-te Eintragein shlehtes i ist, wird j so weit rehts wie m�oglih in die i-te Zeile eingetragen.(Die Bedeutung dieses speziellen Vertreters wird in (1.2.16) verdeutliht.)() Es sei [t℄ ein (�;�)-Tabloid. Wir nennen [t℄ gut, wenn in der zugeh�origen bewertetenSequenz vom Typ � gilt, dass i � �i ist f�ur alle 1 � i � m. In diesem Fall bezeihnenwir auh den in (b) konstruierten �Aquivalenzklassenvertreter t0 als gut, ebenso dasPolytabloid e�t0 . Alle anderen (�;�)-Tableaus, -Tabloide und -Polytabloide hei�enshleht.1.2.16 LemmaEin (�;�)-Tabloid [t℄ ist genau dann gut, wenn es ein Standard-(�;�)-Tabloid ist. Damitenth�alt ein Standard-(�;�)-Tabloid genau ein gutes (�;�)-Tableau.Beweis:Wir k�onnen den Vertreter t0 von [t℄ aus (1.2.15 (b)) auh ohne die zugeh�orige bewerteteSequenz konstruieren, n�amlih folgenderma�en:Zun�ahst werden die Elemente der ersten Zeile aufsteigend geordnet. Dann werden dieZeilen 2 � i � ~m sukzessive auf die folgende Art sortiert: Die Eintr�age werden f�ur diePositionen j = 1 bis i sukzessive so gew�ahlt, dass sie in der i-ten Zeile minimal mit derEigenshaft sind, gr�o�er als der (j�1)-te Eintrag in der i-ten Zeile und als der j-te Eintragin der (i� 1)-ten Zeile zu sein. (F�ur j = 1 entf�allt die erste Bedingung.) F�ur die Positioni+1 ist kein Wert mehr �ubrig, der beide Bedingungen erf�ullt. Die verbleibenden Eintr�agewerden absteigend geordnet.Durh die Minimalit�atsbedingung erzeugt man auf diese Weise einen Vertreter von [t℄, derden gr�o�tm�oglihen zusammenh�angenden Bereih enth�alt, in dem die Eintr�age zeilen- undspaltenweise aufsteigend geordnet sind. Daher enth�alt [t℄ genau dann ein Standard-(�;�)-Tableau, wenn i � �i ist f�ur alle 1 � i � m. �1.2.17 BeispielDie Sequenzen vom Typ � := (2; 3) j= 5 entsprehen folgenden Tabloiden und Tableaus:1 1 2 2 2+ + + + � 1 23 4 5 1 23 4 5 2 1 2 1 2� + + + + 2 41 3 5 2 43 5 11 2 1 2 2+ + + + � 1 32 4 5 1 32 4 5 2 1 2 2 1� + + � + 2 51 3 4 2 53 4 11 2 2 1 2+ + � + + 1 42 3 5 1 42 5 3 2 2 1 1 2� � + + + 3 41 2 5 3 45 2 11 2 2 2 1+ + � � + 1 52 3 4 1 52 4 3 2 2 1 2 1� � + + + 3 51 2 4 3 54 2 12 1 1 2 2� + + + + 2 31 4 5 2 34 5 1 2 2 2 1 1� � � + + 4 51 2 3 4 53 2 1



1.2. SPECHTMODULN 19In den Sequenzen sind gute Eintr�age durh + und shlehte durh � markiert. Wenn wirdie Tableaus als ((22); (2; 3))-Tableaus au�assen, dann sind die fettgedrukten Tableausdie guten. Dar�uber hinaus gibt es noh folgende Standard-((22); (2; 3))-Tableaus:1 23 5 4 2 1 23 4 5 1 34 5 2 2 1 32 4 5 1 43 5 2 2 1 42 3 51 24 5 3 2 1 23 4 5 1 32 5 4 2 1 32 4 51.2.18 BemerkungEs sei t ein Standard-(�;�)-Tableau. Im obigen Beispiel wird noh einmal verdeutliht,dass [t℄ mehrere Standard-Tableaus enthalten kann, wie bereits in (1.2.11 (a)) erw�ahnt.F�ur alle �t 2 [t℄ \ ST (�;�) ist e��t ein Standard-Polytabloid, in dem [�t℄ = [t℄ das gr�o�tevorkommende Tabloid ist (siehe 1.2.14 (a)). Von diesen ist aber nur e�t0 mit t0 de�niert wiein (1.2.15 (b)) ein gutes Polytabloid. Dies ist weiter unten in Satz (1.2.21) beim �Ubergangvon Aussage (a) zu Aussage (b) zu beahten.1.2.19 De�nitionEs sei t 2 T (�) und j < ~m0. Weiter seien ; 6= X � vj(t) und ; 6= Y � vj+1(t). Durhf�1; :::; �lg sei eine Menge von Nebenklassenvertretern von SX � SY in SX[Y gegeben.Dann hei�t GX;Y :=Plk=1 sgn(�k)�k 2 RS~n ein Garnir-Element.1.2.20 LemmaEs seien t 2 T (�;�);X; Y und �1; :::; �l wie oben. Zus�atzlih soll gelten, dass die Werteaus X [ Y in t innerhalb von [�℄ liegen und dass jX [ Y j > �0j ist. Dann ist GX;Y e�t = 0.Beweis:Wir verallgemeinern den Beweis aus [Ja78℄, Theorem 7.2, der dort f�ur t 2 T (�) gef�uhrtwird.Zun�ahst betrahten wir den Fall R = Z. Es sei �X;Y :=P�2SX�SY sgn(�)� 2 ZS~n. NahWahl von X und Y ist SX � SY � Stab�v (t). Daher gilt:�X;Y ��t = X�2SX�SY sgn(�)� X�2Stab�v (t) sgn(�)�= X�2SX�SY X�2Stab�v (t) sgn(��)�� = X�2SX�SY X�02Stab�v (t) sgn(�0)�0 = jXj! jY j!��t :Weiter gilt f�ur �X[Y :=P�2SX[Y sgn(�)� 2 ZS~n:�X[Y = lXk=1 X�2SX�SY sgn(�k�)�k�= lXk=1 sgn(�k)�k X�2SX�SY sgn(�)� = GX;Y �X;Y :



20 KAPITEL 1. GRUNDLAGENNun sei � 2 Stab�v (t). Nah Wahl von X und Y liegen die Werte aus X [ Y auh in �tinnerhalb von [�℄. Wegen jXj+ jY j = jX[Y j > �0j k�onnen die Werte aus X[Y in �t nihtalle in vershiedenen Zeilen liegen. Daher existieren zwei Eintr�age k1 2 X und k2 2 Y , diein derselben Zeile von �t liegen. Daraus folgt mit � := (k1; k2) 2 SX[Y \ Stabh(�t):X�2SX[Y sgn(�)�[�t℄ = X�2SX[Y sgn(��)��[�t℄ = � X�2SX[Y sgn(�)�[�t℄:Damit ist �X[Y [�t℄ = 0. Insgesamt folgt also:0 = X�2Stab�v (t) sgn(�)�X[Y [�t℄ = �X[Y ��t [t℄ = GX;Y �X;Y ��t [t℄ = GX;Y jXj!jY j!e�t :Da wir R = Z vorausgesetzt haben, folgt daraus, dass GX;Y e�t = 0 ist. Wenn die Aussageaber �uber Z gilt, gilt sie auh �uber jedem beliebigen Integrit�atsbereih. �Damit k�onnen wir nun eine R-Basis von S(�;�) angeben.1.2.21 Satz(a) S(�;�) = h e�t j t 2 ST (�;�) iR(b) S(�;�) ist ein RS~n-Gitter mit R-Basis f e�t j t ist gut g.() S� ist ein RSn-Gitter mit R-Basis SP (�).Beweis:(a) Es ist zu zeigen, dass jedes Polytabloid e�t als R-Linearkombination von Standard-Polytabloiden geshrieben werden kann. Wir verallgemeinern dazu den Beweis von[Ja78℄, Theorem 8.4, der dort nur f�ur Spehtmoduln gef�uhrt wird.F�ur jedes t 2 T (�) existiert ein �t 2 Stab�v (t), so dass die Eintr�age von �tt innerhalbvon [�℄ spaltenweise aufsteigend geordnet sind. Dann ist e��tt = sgn(�t)e�t (siehe auh1.2.11 (b)). Daher gen�ugt es, diejenigen t zu betrahten, bei denen die Eintr�age vont innerhalb von [�℄ spaltenweise aufsteigend geordnet sind.Wenn t ein Standard-Tableau ist, sind wir fertig. Wenn niht, existieren nah Vor-aussetzung ein 1 � i � m und ein 1 � j � m0 � 1, so dass f�ur hi(t) \ vj(t) := fk1gund hi(t)\ vj+1(t) := fk2g gilt, dass k1 und k2 innerhalb von [�℄ liegen und k1 > k2ist. Wir setzen X := Smk=i hk(t)\ vj(t) und Y := Sik=1 hk(t)\ vj+1(t). Da k1 und k2innerhalb von [�℄ liegen, ist jX [ Y j = �0j + 1. Daher ist (1.2.20) anwendbar:0 = GX;Y e�t = lXk=1 sgn(�k)�ke�t = lXk=1 sgn(�k)e��kt:Wenn wir �1 := 1 w�ahlen, erhalten wir daraus:e�t = � lXk=2 sgn(�k)e��kt:Jeder der Nebenklassenvertreter �k von SX�SY in SX[Y au�er �1 muss mindestenseinen Eintrag aus der Spalte j in die Spalte j+1 taushen. Da die Eintr�age in t nahVoraussetzung spaltenweise aufsteigend geordnet sind, und da k1 > k2 ist, be�ndet



1.2. SPECHTMODULN 21sih der gr�o�te Eintrag von �kt, der in einer anderen Spalte liegt als in t, in einerSpalte mit h�oherem Index. Es ist also [[�kt℄℄ > [[t℄℄ (siehe 1.2.14 ()).Somit k�onnen wir per Induktion annehmen, dass e��kt bereits eine Linearkombinationvon Standard-Polytabloiden ist. Der Induktionsanfang liegt dabei bei der gr�o�tenSpalten�aquivalenzklasse [[t0℄℄: Mit der Argumentation wie beim Induktionsshlusskann sih e�t f�ur jedes t 2 [[t0℄℄ nur durh ein Vorzeihen von einem Standard-Polytabloid untersheiden (vergleihe auh 1.2.11 (b)), denn sonst m�usste noh einegr�o�ere Spalten�aquivalenzklasse existieren.(b) Mit (1.2.13), (1.2.14 (a)) und (1.2.16) folgt, dass die Menge der guten (�;�)-Poly-tabloide R-linear unabh�angig ist. Zu zeigen ist nun, dass jedes Element x 2 S(�;�)eine Linearkombination von guten Polytabloiden ist.Wegen (a) kann man x als Linearkombination von Standard-Polytabloiden shreiben.Daher ist mit (1.2.14 (a)) das gr�o�te vorkommende Tabloid ein Standard-Tabloid.Nun sei [t℄ dieses gr�o�te in x vorkommende Tabloid und a[t℄ 2 R der zugeh�origeKoeÆzient. Mit (1.2.16) enth�alt [t℄ ein gutes t0. Da [t0℄ = [t℄ auh das gr�o�te in e�t0vorkommende Tabloid ist, sind alle Tabloide in x � a[t℄e�t0 2 S(�;�) kleiner als [t℄.Damit folgt die Behauptung per Induktion. (Falls [t℄ bereits das kleinste Standard-Tabloid ist, muss x� a[t℄e�t0 = 0 sein.)(Zum Vergleih siehe auh [Ja78℄, Theorem 17.13. Dort wird die Aussage f�ur K�orperstatt f�ur beliebige Integrit�atsbereihe bewiesen.)() Falls � = � ist, entspriht SP (�) mit (1.2.11 (a)) und (1.2.16) genau den guten�-Polytabloiden. Also folgt die Behauptung aus (b). �1.2.22 BemerkungAus (1.2.21 ()) ist ersihtlih, dass die Konstruktion eines Spehtmoduls unabh�angig vomIntegrit�atsbereih R ist. Das bedeutet insbesondere, dass der Rang von S� mit (1.2.21 ())und (1.2.14 (b)) immer gleih der Anzahl der Standard-�-Tableaus ist. Diese ist genaudann gleih 1, wenn � 2 f(n); (1n)g ist. Im Allgemeinen kann sie mit der sogenanntenHakenformel (1.2.23) bestimmt werden.Des Weiteren gilt f�ur jeden Integrit�atsbereih R0 mit R � R0:R0NR S�R = h r0 
 v j r0 2 R0; v 2 S�R iZ = h 1
 et j t 2 ST (�) iR0 �= S�R0 :1.2.23 Satz (Hakenformel)F�ur einen Knoten x im Young-Diagramm [�℄ sei die Hakenl�ange hx de�niert durhhx := jfKnoten rehts von xgj+ jfKnoten unterhalb von xgj+ 1. Dann gilt:jST (�)j = n!Qx2[�℄hx :Beweis:Siehe [JK81℄, Theorem 2.3.21. �



22 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN1.2.24 Beispiele f�ur Spehtmoduln(a) S(n) ist der Spehtmodul zur trivialen Darstellung � 7! 1 f�ur � 2 Sn.(b) S(1n) ist der Spehtmodul zur alternierenden Darstellung � 7! sgn(�) f�ur � 2 Sn.() S(n�1;1) ist vom Rang k = n � 1, und eine zugeh�orige Matrixdarstellung wird be-shrieben durh: (1; 2) 7! A := 0BBBBB� �1 �1 �1 � � � �11 1 . . . 1
1CCCCCA ;

(1; 2; :::; n) 7! B := 0BBBBB� �1 �1 � � � �1 �11 1 . . . 1 0
1CCCCCA ;oder durh: (1; 2) 7! �1 := A;

(i; i+1) 7! �i :=
0BBBBBBBBBBBB�

1 . . . 1 0 11 0 1 . . . 1
1CCCCCCCCCCCCA f�ur 2 � i � n� 1:

(Dabei steht der fettgedrukte Eintrag an der Position (i; i).)Beweis:(a) Zu � = (n) gibt es nur ein einziges Standard-Tableau t. Es ist Stabv(t) = f1g undSP (�) = fet = 1 2 � � � n g. Sn operiert daher trivial auf S�.(b) Zu � = (1n) gibt es wieder nur ein einziges Standard-Tableau t. Es ist Stabv(t) = Snund SP (�) = fet =P�2Sn sgn(�)�[t℄g. F�ur alle � 2 Sn gilt:�et = X�2Sn sgn(�2�)��[t℄ = sgn(�) X�02Sn sgn(�0)�0[t℄ = sgn(�)et:() Die Standard-Tableaus zu � = (n� 1; 1) haben die Gestaltti := 1 2 � � � i i+2 � � � ni+1 f�ur alle 1 � i � n� 1:



1.2. SPECHTMODULN 23Damit ist Stabv(ti) = f1; (1; i+1)g, und die Standard-Polytabloide sind gegebendurh: ei := [ti℄� (1; i+1)[ti℄ = 1 2 � � � i i+2 � � � ni+1 � 2 � � � n1 :Sn operiert folgenderma�en auf den Standard-Polytabloiden:� (1; 2)e1 = �e1(1; 2)ei = 1 2 � � � i i+2 � � � ni+1 � 1 3 � � � n2 = ei � e1 f�ur i > 1� (1; 2; :::; n)en�1 = �e1(1; 2; :::; n)ei = 1 2 � � � i+1 i+3 � � � ni+2 � 1 3 � � � n2= ei+1 � e1 f�ur i < n� 1� Sei nun 2 � i � n� 1:(i; i+ 1)ei�1 = 1 2 � � � i i+2 � � � ni+1 � 2 � � � n1 = ei(i; i+ 1)ei = 1 2 � � � i�1 i+1 � � � ni � 2 � � � n1 = ei�1(i; i+ 1)ej = ej f�ur j =2 fi� 1; igDamit folgt die Behauptung. �F�ur einen K�orper K werden die einfahen KSn-Moduln und damit die irreduziblen Dar-stellungen der Sn �uber K durh je einen der beiden folgenden F�alle beshrieben:1.2.25 SatzEs sei K ein K�orper der Charakteristik 0. Dann sind die Spehtmoduln S�K zu allenPartitionen � ` n einfahe KSn-Moduln, und jede Isomorphieklasse von einfahen KSn-Moduln enth�alt genau einen Spehtmodul.Beweis:Siehe [Ja78℄, Theorem 4.12. �1.2.26 De�nition und SatzEs sei p eine Primzahl und K ein K�orper der Charakteristik p.(a) Eine Partition � = (�1; :::; �m) ` n hei�t p-regul�ar, wenn aus �i = �i+1 = � � � = �i+lfolgt, dass l < p ist.F�ur p-regul�are Partitionen sei D�K := S�K=(S�K \ S�?K ).(b) Die Moduln D�K zu allen p-regul�aren Partitionen � ` n sind einfahe KSn-Moduln,und jede Isomorphieklasse von einfahen KSn-Moduln enth�alt genau einen solhenModul D�K .



24 KAPITEL 1. GRUNDLAGENBeweis:Siehe [Ja78℄, Theorem 11.5. �Bemerkung:Jede Partition ist "1-regul�ar\. W�ahlt man statt har(K) = 0 die Bezeihnung har(K) =1, so liefert die Erweiterung von (b) um den Fall p = 1 die Aussage von Satz (1.2.25),denn in diesem Fall ist S�K \ S�?K = 0 (siehe [Ja78℄, Corollary 4.11).Eine wihtige Eigenshaft von Spehtmoduln wird beshrieben durh die sogenanntenBranhing Rules.1.2.27 Bezeihnungen(a) Es sei S� # := S� #SnSn�1 der auf Sn�1 eingeshr�ankte Spehtmodul, und S� " :=S� "Sn+1Sn sei der zu Sn+1 induzierte Spehtmodul.(b) I�� := f1 � i � m j�i� := (�1; :::; �i�1; �i � 1; �i+1; :::; �m) ` n� 1gI�+ := f1 � i � m j�i+ := (�1; :::; �i�1; �i + 1; �i+1; :::; �m) ` n+ 1g [ fm+ 1gBemerkung: Es ist �(m+1)+ := (�1; :::; �m; 1) ` n + 1 f�ur alle � ` n. Au�erdem istm 2 I�� und 1 2 I�+ f�ur alle � ` n.Weiter sei �� := f�i� j i 2 I��g und �+ := f�i+ j i 2 I�+g.(Diese etwas umst�andlihe Beshreibung ist f�ur (1.2.31) n�utzlih.)1.2.28 Satz (Branhing Rules)Es sei K ein K�orper der Charakteristik 0. Dann gilt:(a) Es sind S�K # und L�2��S�K isomorph als KSn�1-Moduln.(b) Es sind S�K " und L�2�+S�K isomorph als KSn+1-Moduln.Beweis:F�ur einen K�orper der Charakteristik 0 sind mit dem Satz von Mashke (1.1.11) alle KSn-Moduln halbeinfah, und mit (1.2.25) sind die Spehtmoduln �uberK einfah. Daher folgenbeide Aussagen aus der unten vorgestellten allgemeineren Variante (1.2.31). Allerdingskann man die G�ultigkeit von (b) auh einfaher zeigen als mit dem reht aufwendigenBeweis von (1.2.31 (b)):Es sei zun�ahst K = C . Dann ist K algebraish abgeshlossen, und die Frobenius-Rezi-prozit�at ist in Form von (1.1.16) anwendbar. Die Behauptung f�ur C folgt dann aus (a),denn f�ur alle � ` n und alle � ` n+ 1 gilt:i(S� "; S�) = i(S� #; S�) = � 1 , falls � 2 �+0 , sonstWeiter gilt unter Verwendung von (1.1.10) und (1.2.22):C NQ (S�Q ") �= S�C " �= L�2�+S�C �= C NQ L�2�+S�QHiermit folgt die Aussage zun�ahst f�ur K = Q und damit f�ur har(K) = 0. �



1.2. SPECHTMODULN 251.2.29 Folgerung(a) jST (�)j = P�2�� jST (�)j(b) (n+ 1)jST (�)j = P�2�+ jST (�)jBeweis:Die Aussagen folgen aus den Branhing-Rules (1.2.28), aus (1.2.22) und aus (1.1.9). �Eingeshr�ankte und induzierte Spehtmoduln �uber beliebigen Integrit�atsbereihen sindim Allgemeinen niht isomorph zu direkten Summen von Spehtmoduln. Sie besitzen abereine sogenannte Spehtreihe:1.2.30 De�nitionEs sei V ein RSn-Gitter mit einer Filtrierung 0 =: Z0 � Z1 � � � � � Zr := V aus reinenUntergittern, so dass Zj=Zj�1 f�ur alle 1 � j � r als RSn-Modul isomorph zu einemSpehtmodul ist. In diesem Fall sagen wir: V besitzt eine Spehtreihe.1.2.31 Satz(a) Der eingeshr�ankte Spehtmodul S�R # besitzt eine Spehtreihe. Diese wird folgen-denderma�en beshrieben:Es sei I�� =: fi1; :::; irg mit i1 < i2 < ::: < ir = m. Dann existiert eine Filtrierung0 =: Z0 � Z1 � � � � � Zr := S�R #;so dass f�ur alle 1 � j � r jeweils Zj=Zj�1 und S�ij� isomorph als RSn�1-Modulnsind.(b) Der induzierte Spehtmodul S�R " besitzt eine Spehtreihe. Diese wird folgendender-ma�en beshrieben:Es sei I�+ =: fi1; :::; iqg mit m + 1 = i1 > i2 > ::: > iq = 1. Dann existiert eineFiltrierung 0 =: Z0 � Z1 � � � � � Zq := S�R ";so dass f�ur alle 1 � j � q jeweils Zj=Zj�1 und S�ij+ isomorph als RSn+1-Modulnsind.Beweis:(a) Es sei t 2 T (�) und 1 � j � r. Falls n der letzte Eintrag in der ij-ten Zeile von tist, dann erhalten wir daraus ein Tableau t̂ 2 T (�ij�), indem wir den Knoten, der nenth�alt, weglassen. Damit k�onnen wir (durh Wahl von geeigneten �Aquivalenzklas-senvertretern) f�ur 1 � j � r jeweils einen R-Modul-Homomorphismus#j :M� �!M�ij� ; [t℄ 7! � [t̂℄; falls n 2 hij (t)0; sonst



26 KAPITEL 1. GRUNDLAGENde�nieren. Dies ist au�erdem ein RSn�1-Modul-Homomorphismus, denn f�ur t 2 T (�)und � 2 Sn�1 ist n 2 hij (�t) genau dann, wenn n 2 hij (t) ist. Nun w�ahlen wir f�ur1 � j � r: Zj := h et j t 2 ST (�) mit n 2 hi1(t) [ ::: [ hij (t) iR:F�ur 1 � j � r gilt nun:(i) Es ist Zj ein reiner RSn�1-Untermodul von S� #.(ii) Es ist RangR(Zj)�RangR(Zj�1) = RangR(S�ij�).(iii) Es ist Zj�1 � Kern(#j).(iv) Es ist #j(Zj) = S�ij� .Mit (iii) ist Zj�1 � Zj \Kern(#j) = Kern(#jjZj ), und es folgt:RangR(#j(Zj)) = RangR(Zj) � RangR(Kern(#jjZj ))� RangR(Zj) � RangR(Zj�1) (ii)= RangR(S�ij�) (iv)= RangR(#j(Zj)):Also herrsht �uberall Gleihheit. Damit und mit (i) ist Zj�1 = Kern(#jjZj ), und esfolgt die Behauptung.Nun zum Beweis der Aussagen (i) bis (iv):(i) Es sei t 2 ST (�) mit n 2 hij (t) und � 2 Sn�1. Dann ist n auh in hij (�t). Mitdem Beweis von (1.2.21) folgt, dass �et = e�t 2 Zj ist, denn f�ur alle �t 2 ST (�),bei denen n in einer Zeile mit h�oheren Index liegt, ist [�t℄ > [�t℄. Darum kann e�tin der Darstellung von �et als Linearkombination von Standard-Polytabloidenniht vorkommen. Also ist Zj ein RSn�1-Untermodul. Per Konstruktion ist errein.(ii) Die Abbildung ft 2 ST (�) jn 2 hij (t)g ! ST (�ij�); t 7! t̂ ist bijektiv. Damitfolgt die Behauptung.(iii) Es sei t 2 ST (�) mit n 2 hij�1(t) und � 2 Stabv(t). Da n in einem Standard-Tableau der letzte Eintrag in seiner Spalte ist, ist n 2 hi1(�t) [ ::: [ hij�1(�t).Es ist also #j([�t℄) = 0 und damit auh #j(et) = 0.(iv) Es sei t 2 ST (�) mit n 2 hij (t), also et 2 Zj. Dann gilt:#j(et) = X�2Stabv(t)\Sn�1 sgn(�)�j([�t℄) + X�2Stabv(t)nSn�1 sgn(�)�j([�t℄)= X�2Stabv(t̂) sgn(�)�[t̂℄ + 0 = et̂Mit dem Beweis von (ii) folgt die Behauptung.(b) Der Beweis dieser Aussage bedarf zus�atzliher Vorarbeit. Er wird in Folgerung (1.2.39(a)) formuliert. �Wir kehren von den Spehtmoduln wieder zur allgemeineren Situation zur�uk. Im Fol-genden sei also wieder durh � = (�1; :::�m) ` n und � = (�1; :::� ~m) j= ~n ein Paar vonPartitionen (�;�) gegeben.



1.2. SPECHTMODULN 271.2.32 BemerkungEs sei ~� := (�1; �2; :::; �m). Da in einer Sequenz jede 1 gut ist, ist per Konstruktion dieMenge der guten (~�;�)-Tableaus gleih der Menge der guten (�;�)-Tableaus, wenn mansie jeweils als �-Tableaus betrahtet. Damit ist S(~�;�) = S(�;�). Im Folgenden k�onnen wiralso ohne Einshr�ankung annehmen, dass �1 = �1 ist.1.2.33 De�nitionEs sei � 6= �. F�ur m + 1 � i � ~m setze �i := 0. Weiter sei 2 �  � ~m mit � < � und��1 = ��1.(a) Falls � < ��1 ist, sei A(�;�) := (�+;�). Falls � = ��1 ist, sei A(�;�) := (;; ;).Es wird also [�℄ in [�℄, falls m�oglih, um einen Knoten vergr�o�ert. (Das A steht f�ur"add\). Beispiel: � � �� �� � � A3�! � � �� �� � � A3�! (;; ;)(b) Es sei � := (�1; :::;��2;��1 + (� � �); �;�+1; :::;� ~m) j= ~n. Falls  > 2 ist,sei R(�;�) := (�;�). F�ur  = 2 sei R2(�;�) := (~�;�2) mit ~� := (�21; �2; :::; �m).Es werden also alle Knoten aus der -ten Zeile von [�℄, die niht innerhalb von [�℄liegen, in die n�ahsth�ohere Zeile vershoben. (Das R steht hier f�ur "raise\). Beispiel:� � �� �� � � R3�! � � �� � � �� R2�! � � � � �� ��Bemerkung:Es sei noh einmal ausdr�uklih darauf hingewiesen, dass A(�;�) und R(�;�) im Fall� < � und ��1 < ��1 niht de�niert sind, auh wenn man das leiht tun k�onnte. Aberf�ur die Aussage (1.2.36) m�ussen wir diese F�alle ausshlie�en.1.2.34 Bemerkung(a) Es sei A(�;�) de�niert. Dann ist SA(�;�) � S(�;�) ein reiner RS~n-Untermodul,denn:F�ur A(�;�) = (;; ;) ist die Aussage klar. Sei also nun A(�;�) 6= (;; ;). Die (�;�)-Tableaus entsprehen, als �-Tableaus betrahtet, genau den (�+;�)-Tableaus. Da-bei sind gute (�+;�)-Tableaus auh gute (�;�)-Tableaus. F�ur t 2 T (�+;�) istStab�v (t) � Stab�+v (t). W�ahle Nebenklassenvertreter �1; :::; �l von Stab�v (t) inStab�+v (t). Dann gilt f�ur alle (�+;�)-Polytabloide:e�+t = X�2Stab�+v (t) sgn(�)�[t℄ = lXi=1 X�2Stab�v (t) sgn(�i�)�i�[t℄= lXi=1 sgn(�i)�i X�2Stab�v (t) sgn(�)�[t℄ = lXi=1 sgn(�i)�ie�t 2 S(�;�)



28 KAPITEL 1. GRUNDLAGENDes Weiteren gilt f�ur ein gutes A(�;�)-Polytabloid e�+t wegen (1.2.14 (a)), dass [t℄das gr�o�te in e�+t vorkommende Tabloid ist; es hat den KoeÆzienten sgn(1) = 1.Wenn wir also e�+t als Linearkombination von guten (�;�)-Polytabloiden shreiben,so kommt e�t mit KoeÆzient 1 vor, und f�ur alle anderen vorkommenden guten Po-lytabloide e�t0 gilt, dass [t0℄ < [t℄ ist. Daraus folgt, dass man die Menge der gutenA(�;�)-Polytabloide zu einer R-Basis von S(�;�) erg�anzen kann, indem man alleguten (�;�)-Polytabloide e�t0 hinzuf�ugt, f�ur die t0 als A(�;�)-Tableau shleht ist.Also ist SA(�;�) mit (1.1.7) ein reiner Untermodul.(b) Es sei R(�;�) de�niert, t ein (�;�)-Tableau und Rt dasjenige R(�;�)-Tableau,das man erh�alt, wenn man die letzten � � � Eintr�age aus der -ten Zeile von tunter Beibehaltung der Reihenfolge an die ( � 1)-te Zeile anh�angt. Dann ist dieAbbildung T (�;�)! T (�;�); t 7! Rt eine Bijektion.() Es sei � 6= �. Dann existiert ein 2 �  � ~m, f�ur das A(�;�) und R(�;�) de�niertsind, da nah Voraussetzung �1 = �1 ist. Falls dabei A(�;�) = (;; ;) ist f�ur alle2 �  � ~m, f�ur die A(�;�) de�niert ist, so existiert eine Folge 1; :::; l, so dassAkRk�1 :::R1(�;�) = (;; ;) ist f�ur alle 1 � k � l � 1 und(i) AlRl�1 :::R1(�;�) 6= (;; ;) oder(ii) AlRl�1 :::R1(�;�) = (;; ;) und Rl :::R1(�;�) = (�; �) ist f�ur eine Partition� ` ~n.Dazu betrahten wir zun�ahst den folgenden Fall: Es existieren 1 � 0 <  � ~m, sodass folgende Bedingungen erf�ullt sind:�0 = �0 > �0+1; � < �; und �i = �i = � f�ur 0 + 1 � i � � 1:Dann erf�ullt die Folge ; � 1; :::; 0 + 1 die Bedingung aus (i). Beispiel:� ���� � R�! � ��� �� R�1�! � �� ��� A�2�! � �� ���Falls der obige Fall niht gilt, so existiert ein 0 mit �0 < �0 und �i = �1 f�ur alle1 � i � 0. W�ahle dann  minimal mit der Eigenshaft, dass � < � ist, und beginnedie gesuhte Folge mit ; � 1; :::; 2. Wenn Zeile  die einzige ist, in der sih � von �untersheidet, so ist R2 � � �R(�;�) = (�; �) mit � = (�; �2; :::; �m), und es gilt (ii).Andernfalls erf�ullt R2 � � �R(�;�) die Bedingungen vom obigen Fall, und wir k�onnendie Folge dementsprehend fortsetzen. Beispiel:��� � �� � R3�! �� � ��� � R2�! � � ���� �(d) Es sei s((�;�)) die Menge aller Sequenzen vom Typ �, die einem guten (�;�)-Tabloidim Sinne von (1.2.15 (b)) entsprehen. Falls A(�;�) = (;; ;) ist, ist s(A(�;�)) = ;.



1.2. SPECHTMODULN 29Ansonsten ist die Mindestanzahl der guten  in einer Sequenz aus s(A(�;�)) gr�o�eroder gleih der Mindestanzahl der guten  in einer Sequenz aus s((�;�)). Damit ists(A(�;�)) � s((�;�)).Des Weiteren ist js((�;�))ns(A(�;�))j = js(R(�;�))j. (Zum Beweis siehe [Ja78℄,Theorem 15.14.)1.2.35 De�nition und BemerkungEs sei 2 �  � ~m, so dass R(�;�) de�niert ist. Weiter sei t 2 T (�) und U[t℄ � �T (�) dieMenge aller �-Tabloide [u℄ mit hi(u) = hi(t) f�ur i =2 f� 1; g und h(u) � h(t). (Dannist h�1(t) � h�1(u).) Damit de�niert die Abbildung  :M� �!M� ; [t℄ 7! X[u℄2U[t℄[u℄einen RS~n-Modul-Homomorphismus, denn es gilt:� X[u℄2U[t℄[u℄ = X[u℄2U[t℄[�u℄ = X[u0℄2U[�t℄[u0℄:1.2.36 SatzEs sei 2 �  � ~m, so dass A(�;�) und R(�;�) de�niert sind. Dann gilt:(a)  (S(�;�)) = SR(�;�).(b) Kern( ) \ S(�;�) = SA(�;�).Beweis:(a) F�ur ein Tabloid [t℄ und jedes Tabloid [u℄ 2 U[t℄ sei das Tableau u so gew�ahlt, dasses in allen Zeilen mit Index ungleih � 1 und  mit t �ubereinstimmt. Insbesonderek�onnen wir Rt als einen derartigen �Aquivalenzklassenvertreter w�ahlen, und es giltwegen Stab�v (t) = Stab�v (Rt):��t [Rt℄ = ��Rt[Rt℄ = e�Rt:F�ur alle anderen Tabloide [u℄ 2 U[t℄ existiert ein Eintrag k1 2 h(t) innerhalb [�℄mit k1 2 h�1(u). In diesem Fall sei k2 2 h�1(t) derjenige Eintrag, der in t direkt�uber k1 liegt. Wegen h�1(t) � h�1(u) ist k2 2 h�1(u) und damit (k1; k2)[u℄ = [u℄.Au�erdem ist (k1; k2) 2 Stab�v (t). Damit folgt:X�2Stab�v (t) sgn(�)�[u℄ = X�2Stab�v (t) sgn(�)�(k1; k2)[u℄= � X�2Stab�v (t) sgn(�)�[u℄:In diesem Fall ist also ��t [u℄ = 0. Also gilt f�ur alle t 2 T (�;�): (e�t ) =  (��t [t℄) = ��t  ([t℄) = ��t X[u℄2U[t℄[u℄ = ��t [Rt℄ = e�Rt:Mit (1.2.34 (b)) folgt die Behauptung.



30 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN(b) Zun�ahst zeigen wir, dass  (SA(�;�)) = 0 ist. Falls A(�;�) = (;; ;) ist, istdiese Aussage trivial. Andernfalls betrahten wir die A(�;�)-Polytabloide e�+t 2SA(�;�):F�ur jedes Tableau u de�niert wie in (a) existiert ein k1 2 h(t) innerhalb von [�+℄ mitk1 2 h�1(u). Daher folgt analog zur entsprehenden Aussage in (a), dass ��+t [u℄ = 0ist f�ur alle [u℄ 2 U[t℄, und wir erhalten: (e�+t ) = ��+t  ([t℄) = ��+t X[u℄2U[t℄[u℄ = X[u℄2U[t℄ ��+t [u℄ = 0Also ist SA(�;�) � Kern( ) \ S(�;�). Au�erdem wissen wir wegen (1.2.21 (b)),(1.2.34 (d)) undS(�;�)=(Kern( ) \ S(�;�)) �=  (S(�;�)) = SR(�;�);dass Rang(SA(�;�)) = Rang(Kern( )\S(�;�)) ist. Da SA(�;�) mit (1.2.34 (a)) einreiner Untermodul ist, folgt die Behauptung. �1.2.37 SatzF�ur jedes Paar von Partitionen (�;�) besitzt S(�;�) eine Spehtreihe.Beweis:Falls � = � ist, ist S(�;�) = S� selbst ein Spehtmodul. Mit Hilfe von (1.2.34 ()) k�onnenwir nun eine Induktion �uber den Rang der betrahteten Moduln durhf�uhren:Falls � 6= � ist, so existiert ein 2 �  � ~m, so dass A(�;�) und R(�;�) de�niert sind.Falls f�ur ein solhes  gilt, dass A(�;�) 6= (;; ;) ist, so besitzen SA(�;�) und SR(�;�) nahInduktionsvoraussetzung eine Spehtreihe, und es folgt die Behauptung f�ur S(�;�).Falls A(�;�) = (;; ;) ist f�ur alle , f�ur die der Ausdruk de�niert ist, so existiert eineFolge 1; :::; l, so dass einer der beiden folgenden F�alle eintritt:� Es existiert eine Partition � ` ~n, so dass S(�;�) isomorph ist zum SpehtmodulS(�;�) = S� verm�oge der Abbildung  l Æ ::: Æ  1 .� Es ist S(�;�) isomorph zu SRl�1 :::R1(�;�) verm�oge der Abbildung  l�1 Æ ::: Æ  1 .Wegen AlRl�1 :::R1(�;�) 6= (;; ;) besitzen SAlRl�1 :::R1(�;�) und SRl :::R1(�;�)nah Induktionsvoraussetzung eine Spehtreihe, und es folgt die Behauptung. �1.2.38 LemmaEs sei � := �(m+1)+. Dann sind S(�;�) und S� " isomorph als RSn+1-Moduln.Beweis:Die Permutationen �i := (i; i + 1; :::; n + 1) 2 Sn+1 f�ur 1 � i � n + 1 bilden eine Mengevon Nebenklassenvertretern von Sn in Sn+1. (Dabei ist �n+1 = 1.) Also ist mit (1.1.9) eineR-Basis von S� " gegeben durh die Menge f�i 
 et j 1 � i � n+ 1; t 2 ST (�) g.F�ur t 2 T (�) sei t+ dasjenige (�;�)-Tableau, das im Inneren mit t �ubereinstimmt. (DerEintrag im zus�atzlihen Knoten ist damit n+ 1.) Per De�nition der �i folgt, dass �it+ 2ST (�;�) genau dann gilt, wenn t 2 ST (�) ist. Da die guten (�;�)-Polytabloide hiergenau die Standard-Polytabloide sind, ist mit (1.2.21) eine R-Basis von S(�;�) gegeben



1.3. ENDLICH PR�ASENTIERTE GRUPPEN 31durh die Menge f�ie�t+ j 1 � i � n+ 1; t 2 ST (�) g. Damit erhalten wir einen R-Modul-Isomorphismus, de�niert durh:' : S(�;�) �! S� "; �ie�t+ 7! �i 
 et; 1 � i � n+ 1; t 2 ST (�):F�ur � 2 Sn+1 und 1 � i � n + 1 ist ��1�i ��i 2 Sn. F�ur t 2 ST (�) shreibe ��1�i ��iet :=Pt02ST (�) at0et0 als R-Linearkombination. Dann ist ��1�i ��ie�t+ = Pt02ST (�) at0e�t0+ als R-Linearkombination in S(�;�). Damit erhalten wir:'(�(�ie�t+)) = '(��i(��1�i ��ie�t+)) = '( Xt02ST (�) at0��ie�t+)= Xt02ST (�) at0(��i 
 et0) = ��i 
 (��1�i ��iet) = ��i 
 et = �'(�iet+):Damit ist ' ein RSn+1-Modul-Isomorphismus. �1.2.39 FolgerungAus (1.2.37) und (1.2.38) folgt die in (1.2.31 (b)) formulierte Variante der Branhing Rule.Die Reihenfolge der Spehtmoduln ergibt sih dabei unmittelbar aus der Konstruktion derInduktion im Beweis von (1.2.37).Beispiel: Spehtreihe f�ur S(4;22;1) "�= S((4;22;1);(4;22;12))� � � �� �� ��� R5�! � � � �� �� �� � R4�! � � � �� �� � �� R3�! � � � �� � �� �� R2�! � � � � �� �� ��?yA5 ?yA4 ?yA3 ?yA2 =̂ �1+� � � �� �� ��� � � � �� �� �� � (;; ;) � � � �� � �� ��=̂ �5+ =̂ �4+ =̂ �2+1.3 Endlih pr�asentierte Gruppen1.3.1 De�nition und Bemerkung(a) Es sei F eine Gruppe und X � F . F hei�t freie Gruppe auf X, falls gilt: Zu jederGruppe H und jeder Abbildung f : X ! H existiert genau ein Homomorphismus' : F ! H mit 'jF = f . In diesem Fall hei�t X auh freies Erzeugendensystemvon F (denn hX i = F ).Zu jeder Menge X existiert eine freie Gruppe auf X (siehe [Su82℄, Theorem 6.4).(b) Es sei G eine Gruppe und S � G. Dann hei�t hhS ii := \NEG;S�NN normaler Ab-shluss von S in G. Es ist hhS ii = h g�1sg j g 2 G; s 2 S i der (eindeutige) kleinsteNormalteiler von G, der S enth�alt.



32 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN() Eine Pr�asentation einer Gruppe G ist eine zu G isomorphe Gruppe hX jR i, de-�niert durh eine Menge X, der freien Gruppe F auf X, R � F und hX jR i :=F=hhR ii.Die Gruppe hX jR i hei�t eine endlihe Pr�asentation, falls X und R endlih sind.Besitzt G eine endlihe Pr�asentation, dann hei�t G endlih pr�asentiert.1.3.2 Bemerkung(a) Es sei G eine Gruppe und S � G mit hS i = G. Dann existiert eine Menge X, eineBijektion f : X ! S und eine Pr�asentation G �= hX jR i (siehe [Su82℄, Theorem 6.6,Corollary 2). Ist G endlih, dann ist G endlih pr�asentiert (siehe [Su82℄, Theorem6.9, Corollary 2).(b) Es seien G und H Gruppen und G �= hX jR i eine Pr�asentation von G. Weiter seif : X ! H eine Abbildung und F die freie Gruppe auf X. Es sei ' : F ! H derHomomorphismus mit 'jX = f .Wenn die Elemente f(x) 2 H f�ur alle x 2 X die Relationen R erf�ullen, das hei�t,wenn '(r) = 1 f�ur alle r 2 R, dann existiert ein Homomorphismus ~' : G ! H mit' = ~' Æ �, wobei � die Komposition aus der kanonishen Abbildung F ! F=hhR iiund dem Isomorphismus zwishen der Pr�asentation und G ist.Ist insbesondere H = h f(x) jx 2 X i, dann ist H isomorph zu einer Faktorgruppevon G.Interpretation: hX jR i ist die gr�o�te Gruppe, die von einer Menge X erzeugt wird,deren Elemente die Relationen R erf�ullen.1.3.3 De�nition und Bemerkung(a) Es seiG eine Gruppe und g; h 2 G. Dann hei�t [g; h℄ := ghg�1h�1 derKommutatorvon g und h.Falls [g; h℄k = 1 ist f�ur ein k 2 N, so gilt auh [h; g�1℄k = [g�1; h�1℄k = [h�1; g℄k = 1.(b) Es sei G0 := h [g; h℄ j g; h 2 G iEG dieKommutatorgruppe von G. Dann ist G=G0die gr�o�te abelshe Faktorgruppe von G und wird pr�asentiert durh �G := hX j �R imit �R := R [ f[x; y℄ jx; y 2 X;x 6= yg (siehe [CM72℄, 1.2).1.3.4 LemmaEs sei G �= hXjRi endlih pr�asentiert mit G=G0 �= �G endlih. Dann ist jXj � jRj. (Dies istinsbesondere dann der Fall, wenn G endlih ist.)Beweis:Es sei X := fx1; :::; xlg und R := fr1; :::; rmg. F�ur 1 � i � l und 1 � j � m seien mi;j dieSumme der Exponenten von xi in rj und sj :=Pli=1mi;jei 2 Zl mit Einheitsvektoren ei.Weiter sei S := hs1; :::; smiZ. Dann wird mit (1.3.2 (b)) durh' : F �! Zl=S; xi 7! ei + S f�ur 1 � i � lein Homomorphismus ~' : �G �! Zl=S induziert, denn es ist '([xi; xk℄) = 0 f�ur alle1 � i; k � l, da Zl=S abelsh ist, und es ist '(rj) = Pli=1mi;jei + S = sj + S = 0. Dadie ei + S die Faktorgruppe Zl=S erzeugen, ist ~' surjektiv. Da �G endlih ist, ist auhBild( ~') = Zl=S endlih und damit m � l. �



1.3. ENDLICH PR�ASENTIERTE GRUPPEN 331.3.5 Beispiel(a) F�ur n 2 N, n � 2 ist eine Pr�asentation der Sn gegeben durh:Hn := h s1; :::; sn�1 j s2i 8 1 � i � n� 1;(sisi+1)3 8 1 � i � n� 2;(sisj)2 8 1 � i; j � n� 1; j � i � 2 i:(b) F�ur n 2 N, n � 3 ist eine Pr�asentation der Sn gegeben durh:Gn := h a; b j a2; bn; (ab)n�1; [a; bj ℄2 8 2 � j � n2 i:Beweis:(a) Siehe [GP00℄ (1.4.1).(b) Durh a 7! (1; 2) und b 7! (1; 2; :::; n) wird ein Epimorphismus ' : Gn �! Snde�niert, da '(a) und '(b) die Relationen von Gn erf�ullen und Sn erzeugen.Des Weiteren gibt es einen Homomorphismus  : Hn �! Gn, de�niert durh s1 7! aund si 7! bi�1ab�i+1 f�ur 2 � i � n � 1, denn die  (si) erf�ullen die Relationen vonHn:(i) Es ist a2 = 1 und (bi�1ab�i+1)2 = bi�1a2b�i+1 = 1 f�ur 2 � i � n� 1.(ii) F�ur i = 1 ist  ((sisi+1)3) = (a(babn�1))3 = 1, denn:F�ur n = 3 gilt: (abab�1)3 = (abab2)3 = ((ab)2b)3 = b3 = 1.F�ur n � 4 ist n2 � 2, und es gilt:Wegen (1.3.3 (a)) ist [a; bj ℄2 = 1 f�ur alle 2 � j � n � 2. Somit folgt f�ur alle2 � j � n� 2 per Induktion, dass 1 = (ab�1)j�1(bj+1ab�j)(ab)j�1(bab�2) ist:j = 2: (ab�1)1(b3ab�2)(ab)1(bab�2) = ab2ab�2ab2ab�2 = [a; b2℄2 = 1j ! j + 1 f�ur 2 � j � n� 3:1 = (ab�1)j�1(bj+1ab�j)(ab)j�1(bab�2)= (ab�1)j�1(abj+1ab�(j+1)abj+1b�j)(ab)j�1(bab�2)= (ab�1)j(bj+2ab�(j+1))(ab)j(bab�2)Mit j = n� 2 gilt dann:1 = (ab�1)n�3(bn�1ab�n+2)(ab)n�3(bab�2)= (baba)(b�1ab2)(b�1ab�1a)(bab�2)= babab�1abab�1abab�2Daraus folgt 1 = b�1b = (abab�1)3 und somit die gew�unshte Aussage.Au�erdem ist  ((sisi+1)3) = ((bi�1ab�i+1)(biab�i))3 = bi�1(abab�1)3b�i+1 =bi�1b�i+1 = 1 f�ur alle 2 � i � n� 2(iii) Es ist einerseits (a(bj�1ab�j+1))2 = 1 f�ur alle 3 � j � n � 1 und andererseits((bi�1ab�i+1)(bj�1ab�j+1))2 = 1 f�ur alle 2 � i; j � n�1 mit j� i � 2. Letzteresist �aquivalent zu (abj�iab�j+i)2 = [a; bj�i℄2 = 1. Dies gilt, weil j � i � 2 ist.Damit ist  also ein Homomorphismus. Wegen  (s1) = a und  (s1s2:::sn�1) =a(bab�1)(b2ab�2):::(bn�2ab�n+2) = (ab)n�2ab�n+2 = (ab)n�1b�n+1 = b ist  surjek-tiv.Insgesamt folgt nun die Aussage (b): Da nah (a) Sn �= Hn ist, existieren ein Epi-morphismus von Sn nah Gn und einer von Gn nah Sn. Da Sn endlih ist, folgt dieBehauptung. �



34 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN1.4 Kohomologie von GruppenDie Grundlagen aus der homologishen Algebra sollen hier relativ knapp behandelt wer-den. Das hei�t insbesondere, dass allgemeine Aussagen zu abelshen Kategorien hier nurf�ur die Kategorien der R-Moduln �uber beliebigen Ringen R formuliert werden. Au�erdembeshr�anken wir uns auf Aussagen zur Kohomologie und verzihten auf die dualen Aus-sagen zur Homologie, auh wenn einige Referenzen auf Beweise verweisen, die auf dieserDualit�at basieren.Grundbegri�e der Kategorientheorie �nden sih zum Beispiel in [We94℄, Appendix A.1.4.1 De�nitionEin Komplex C := fCngn2Z ist eine Familie von R-Moduln zusammen mit Abbildungendn := dnC : Cn ! Cn+1, so dass dn+1 Æ dn = 0 ist. Weiter bezeihne:� Zn(C) := Kern(dn) � Cn die Menge der n-Cozykel,� Bn(C) := Bild(dn�1) � Cn die Menge der n-Cor�ander und� Hn(C) := Zn(C)=Bn(C) den n-ten Kohomologie-Modul von C.Beahte dabei, dass Bn(C) � Zn(C) ist wegen dn Æ dn�1 = 0.1.4.2 De�nition und Bemerkung(a) Eine Folge (Mi; 'i)i2Zvon R-ModulnMi undR-Modul-Homomorphismen 'i :Mi !Mi+1 hei�t eine (lange) exakte Sequenz, falls Bild('i) = Kern('i+1) f�ur allei 2 Z.(b) Eine kurze exakte Sequenz ist eine exakte Sequenz, bei der alleMi bis auf h�ohs-tens drei aufeinanderfolgende trivial sind. Notation:0 �! M 0 f�! M g�! M 00 �! 0:Dabei ist f injektiv wegen Kern(f) = 0, und g ist surjektiv wegen Bild(g) = M 00.Damit istM 0 �= Bild(f) = Kern(g) undM=Kern(g) �= Bild(g) =M 00. Insbesondereist also f�ur jeden Untermodul U �M die Sequenz0 �! U f�! M g�! M=U �! 0exakt, wobei f die Einbettung und g die kanonishe Abbildung ist.(Die Notation f�ur beliebige exakte Sequenzen erfolgt analog. Wenn die Homomor-phismen aus dem Zusammenhang klar oder niht relevant sind, wird ihre Bezeih-nung im Diagramm oft weggelassen.)() Eine exakte Sequenz von Komplexen ist eine Folge (Cl; 'l)l2Z von Komplexen Cl :=fCnl gn2Z und Familien von Homomorphismen 'l := f'nl : Cnl ! Cnl+1gn2Z, so dass(Cnl ; 'nl )l2Z f�ur alle n 2 Z eine exakte Sequenz von R-Moduln ist, und so dassau�erdem gilt: 'n+1l Æ dnl = dnl+1 Æ 'nl .Eine kurze exakte Sequenz von Komplexen ist dementsprehend eine exakte Sequenzvon Komplexen, bei der alleCl bis auf h�ohstens drei aufeinanderfolgende trivial sind.



1.4. KOHOMOLOGIE VON GRUPPEN 351.4.3 SatzEs sei 0 ! C f! D g! E ! 0 eine kurze exakte Sequenz von Komplexen. Dann istfn(Zn(C)) � Zn(D) und fn(Bn(C)) � Bn(D), und damit sind die Abbildungen~fn : Hn(C) �! Hn(D); +Bn(C) 7! fn() +Bn(D)R-Modul-Homomorphismen f�ur alle n 2 Z. Analog lassen sih R-Modul-Homomorphismen~gn konstruieren. Des Weiteren existieren nat�urlihe verbindende HomomorphismenÆn : Hn(C)! Hn+1(A), so dass� � � ~gn�1�! Hn�1(C) Æn�1�! Hn(A) ~fn�! Hn(B) ~gn�! Hn(C) Æn�! Hn+1(A) ~fn+1�! � � �eine lange exakte Sequenz ist.Beweis:F�ur  2 Zn(C) = Kern(dnC) ist 0 = fn+1 Æ dnC() = dnD Æ fn() und damit fn() 2Kern(dnD) = Zn(D).F�ur  2 Bn(C) = Bild(dn�1C ) existiert ein 0 2 Cn�1 mit dn�1C (0) = . Damit istfn() = fn Æ dn�1C (0) = dn�1D Æ fn�1(0) 2 Bild(dn�1D ) = Bn(D).Damit sind die Abbildungen ~fn (und analog die Abbildungen ~gn) wohlde�niert. Per Kon-struktion sind sie R-linear mit Bild( ~fn) = Kern(~gn).F�ur die De�nition der Æn siehe [KS94℄ (1.5). Direktes Nahrehnen ergibt, dassKern(Æn) =Bild(~gn) und Bild(Æn) = Kern(fn+1) ist. �1.4.4 BemerkungDie direkte Summe von Komplexen Cl sei de�niert durh:mLl=1Cl := f mLl=1Cnl gn2Z;zusammen mit den Abbildungendn : mLl=1Cnl �! mLl=1Cn+1l ; 1 + � � �+ m 7! dnCl(1) + � � �+ dnCl(m):Damit gilt: Kern(dn) = mLl=1Kern(dnCl) und Bild(dn�1) = mLl=1Bild(dn�1Cl );und es folgt: mLl=1Hi(Cl) = mLl=1(Zi(Cl)=Bi(Cl)) �= mLl=1Zi(Cl)= mLl=1Bi(Cl)= Zi( mLl=1Cl)=Bi( mLl=1Cl) = Hi( mLl=1Cl):



36 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN1.4.5 De�nitionEin additiver Funktor F auf R-Moduln hei�t links exakt, wenn f�ur jede kurze exakteSequenz 0 ! A ! B ! C ! 0 die Sequenz 0 ! F (A) ! F (B) ! F (C) exakt ist. (ImAllgemeinen ist dabei F (B)! F (C) niht surjektiv.)1.4.6 De�nition und BemerkungEin R-Modul I hei�t injektiv, wenn f�ur alle R-Moduln A und B mit einem injektivenHomomorphismus f : A! B und einem Homomorphismus � : A! I ein Homomorphis-mus � : B ! I existiert, so dass � = � Æ f .Zu jedem R-ModulM existiert ein injektiver HomomorphismusM ! I in einen injektivenR-Modul I.Beweis:Siehe [Br73℄, De�nition 27, Satz 21. �Im Folgenden sei M ein R-Modul.1.4.7 De�nition und BemerkungEine Au�osung von M ist ein Komplex I mit In = 0 f�ur n < 0 zusammen mit einerAbbildung d :M ! I0, so dass die Sequenz0 �! M d�! I0 d0�! I1 d1�! I2 d2�! � � �exakt ist. Die Au�osung hei�t injektiv, wenn jedes In injektiv ist.F�ur jeden R-Modul M existiert eine injektive Au�osung.Beweis:Siehe [We94℄, Lemma 2.2.5, Lemma 2.3.4. �1.4.8 De�nition und Bemerkung(a) Es sei F ein links exakter Funktor auf R-Moduln. Wegen (1.4.7) k�onnen wir f�ur jedenR-Modul M eine injektive Au�osung I w�ahlen und damit den rehtsabgeleitetenFunktor RiF folgenderma�en de�nieren:RiF (M) := Hi(F (I)) f�ur alle R-ModulnM; i 2 N0 ;wobei der Komplex F (I) de�niert ist durh fF (In)gn2Z. Die De�nition von RiF istunabh�angig von der Wahl der injektiven Au�osung (siehe [We94℄, 2.5.1).Da die Sequenz 0 ! F (M) ! F (I0) ! F (I1) nah Voraussetzung exakt ist, giltimmer R0F (M) �= F (M).(b) F�ur jeden R-Modul A ist F := HomR(A;�) links exakt. Die Ext-Gruppen sindde�niert durh:ExtiR(A;M) := RiHomR(A;�)(M) f�ur alle R-Moduln M; i 2 N0 :Insbesondere ist mit (a) Ext0R(A;M) �= HomR(A;M).Im Folgenden sei G eine Gruppe und R = ZG. Von nun an ist also M ein ZG-Modul.



1.4. KOHOMOLOGIE VON GRUPPEN 371.4.9 De�nition und Bemerkung(a) Der Funktor (�G) auf ZG-Moduln sei de�niert durhMG := fm 2M j gm = m 8 g 2 Gg:Betrahte Z als trivialen G-Modul, also mit gz = z f�ur alle g 2 G; z 2 Z. Dann istdie Abbildung HomZG(Z;M) �!MG; � 7! �(1) ein ZG-Modul-Isomorphismus.(b) F�ur i 2 N0 sei die i-te Kohomologie-Gruppe von G mit Werten in M de�niertdurh: Hi(G;M) := Ri(�G)(M):Per De�nition istH0(G;M) = R0(MG) =MG. Weiter gilt mit (a), dassHi(G;M) �=ExtiZG(Z;M) ist f�ur alle i 2 N0 .Es folgen einige wihtige Eigenshaften von Kohomologie-Gruppen:1.4.10 BemerkungMitHi(G;M) �= Hi(HomZG(Z; I)) und (1.4.4) gilt f�ur alle ZG-ModulnMl und alle i 2 N0 :mLl=1Hi(G;Ml) �= Hi(G; mLl=1Ml)1.4.11 Satz (Lemma von Shapiro)Es sei H � G mit [G : H℄ <1 und M ein ZH-Modul. Dann gilt f�ur alle i 2 N0 :Hi(H;M) �= Hi(G;M "GH)Beweis:Das eigentlihe Lemma von Shapiro ist f�ur beliebige H � G formuliert und lautetHi(H;M) �= Hi(G;HomZH(ZG;M))(siehe [We94℄, Lemma 6.3.2). Wenn allerdings [G : H℄ <1 ist, so giltHomZH(ZG;M) �=M "GH(siehe [We94℄, Lemma 6.3.4). Damit folgt die obige Version, die wir hier ben�otigen. �1.4.12 SatzIst G endlih und M ein QG-Modul, so ist Hi(G;M) = 0 f�ur alle i 2 N (niht f�ur i = 0).Beweis:Siehe [We94℄, Proposition 6.1.10. �1.4.13 SatzIst G endlih, dann ist jGjHi(G;M) = 0 f�ur alle i 2 N0 .Beweis:Siehe [We94℄, Theorem 6.5.8. �



38 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN1.4.14 De�nition und LemmaEs sei H � G mit [G : H℄ =: l <1 und fg1; :::; glg ein Repr�asentantensystem von G=H.(a) Die nat�urlihe InjektionMG �! (M #GH)H induziert f�ur alle i 2 N0 einen Homomor-phismus resGH : Hi(G;M) �! Hi(H;M #GH):Wir nennen ihn Restriktion (siehe [We94℄, De�nition 6.7.1).(b) Es sei g 2 G und m 2 (M #GH)H . Dann existieren f�ur alle 1 � j � l gewisse hj 2 H,so dass gilt: g lXj=1 gjm = lXj=1 gjhjm = lXj=1 gjm:Es ist also Plj=1 gjm 2MG, und die Abbildung (M #GH)H �!MG;m 7!Plj=1 gjmist ein ZH-Modul-Homomorphismus. Dieser induziert f�ur alle i 2 N0 einen Homo-morphismus tr : Hi(H;M #GH) �! Hi(G;M):Wir nennen ihn Transfer (siehe [We94℄, Transfer Maps 6.7.16).() Es ist tr Æ resGH = [G : H℄ � idHi(G;M) f�ur alle i 2 N0 .Beweis:Siehe [We94℄, Lemma 6.7.17. �1.4.15 BemerkungEs sei 0! A! B ! C ! 0 eine kurze exakte Sequenz von ZG-Moduln. Mit Hi(G;M) �=Hi(HomZG(Z; I)) und (1.4.3) existieren verbindende Homomorphismen Æn, so dass0 �! H0(G;A) �! H0(G;B) �! H0(G;C) Æ0�! H1(G;A) �! � � �� � � ! Hn�1(G;C) Æn�1�! Hn(G;A) ! Hn(G;B) ! Hn(G;C) Æn�! Hn+1(G;A) ! � � �eine lange exakte Sequenz ist.1.4.16 De�nitionZwei wihtige Arten von verbindenden Homomorphismen sind die sogenannten Bok-stein-Homomorphismen. Sie geh�oren zu den beiden kurzen exakten Sequenzen0 �! Zk �p�! Zk �! Zk=pZk �! 0;0 �! Zk=pZk �! Zk=p2Zk �! Zk=pZk �! 0:



1.4. KOHOMOLOGIE VON GRUPPEN 391.4.17 LemmaMit (1.1.5) induziert eine Operation von G auf Zk eine Operation auf Zk=pZk �= Fkp f�urjede Primzahl p. Damit gilt:Falls Hn(G;Zk) endlih ist und p��jHn(G;Zk)j, so sind Hn(G; Fkp ) und Hn�1(G; Fkp ) nihttrivial.Beweis:Es sei Hn(G; Fkp ) = 0. Da die Sequenz Hn(G;Zk) �p! Hn(G;Zk) ! Hn(G;Zk=pZk) �=Hn(G; Fkp ) = 0 exakt ist, ist die Multiplikation mit p surjektiv und damit ein Isomorphis-mus. Also kann p die Gruppenordnung niht teilen.Nun sei Hn�1(G; Fkp ) = 0. Da die Sequenz 0 = Hn�1(G; Fkp ) �= Hn�1(G;Zk=pZk) !Hn(G;Zk) �p! Hn(G;Zk) exakt ist, ist die Multiplikation mit p injektiv und damit einIsomorphismus. Also kann p auh hier die Gruppenordnung niht teilen, und somit folgtinsgesamt die Behauptung. �1.4.18 SatzEs sei G endlih undM = Zk. Gem�a� (1.1.5) sind dann auh Qk und Qk=Zk ZG-Moduln,und es gilt: Hi(G;Qk=Zk) �= Hi+1(G;Zk) f�ur alle i 2 N.Beweis:Aus der kurzen exakten Sequenz 0 �! Zk �! Qk �! Qk=Zk �! 0 erh�alt man die langeexakte Kohomologiesequenz:� � � �! Hi(G;Qk ) �! Hi(G;Qk=Zk) �! Hi+1(G;Zk) �! Hi+1(G;Qk ) �! � � �Mit (1.4.12) ist Hi(G;Qk ) = 0 = Hi+1(G;Qk ) f�ur alle i 2 N. Damit sind die verbindendenHomomorphismen Isomorphismen. �1.4.19 LemmaEs sei 0 =: M0 � M1 � � � � � Mq := M eine Folge von ZG-Untermoduln von M , so dassHi(G;Mj) undHi(G;Mj=Mj�1) f�ur alle 1 � j � q endlih sind. Weiter sei p ein Primteilervon jHi(G;M)j. Dann existiert ein 1 � j � q mit p��jHi(G;Mj=Mj�1)j.Beweis:Aus der kurzen exakten Sequenz 0 �! Mj�1 �! Mj �! Mj=Mj�1 �! 0 erhalten wirf�ur alle 1 � j � q die lange exakte Kohomologiesequenz� � � �! Hi(G;Mj�1) �j�! Hi(G;Mj) �j�! Hi(G;Mj=Mj�1) �! � � �Wir beginnen bei j = q. Nah Voraussetzung gilt dann p �� jHi(G;Mj)j.1. Fall: p �� jBild(�j)jDann ist p �� jHi(G;Mj=Mj�1)j, und es folgt die Behauptung.2. Fall: p - jBild(�j)jDann ist p �� jKern(�j)j = jBild(�j)j, und es folgt: p �� jHi(G;Mj�1)j.Also k�onnen wir im zweiten Fall f�ur j = q � 1 analog argumentieren. Wir iterieren diesesVerfahren so lange, bis der erste Fall eintritt. Dies geshieht sp�atestens bei j = 1, daM0 = 0 ist und damit p - jKern(�1)j = 1. Damit folgt die Behauptung. �



40 KAPITEL 1. GRUNDLAGENDas im n�ahsten Abshnitt vorgestellte Zassenhaus-Verfahren dient der Ermittlung be-stimmter erster Kohomologie-Gruppen. Dabei ist, gerade auh im Hinblik auf eine Im-plementierung in GAP, die Charakterisierung �uber Derivationen sehr n�utzlih.1.4.20 De�nition und Bemerkung(a) Eine Abbildung Æ : G �! M mit Æ(g1g2) = Æ(g1) + g1Æ(g2) f�ur g1; g2 2 G hei�tDerivation von G mit Werten in M . Die Menge aller Derivationen von G mitWerten in M bezeihnen wir mit Z1(G;M).(b) Es sei m 2M . Eine Abbildung der Form Æm : G �! M; g 7! gm �m hei�t innereDerivation von G mit Werten in M . Die Menge aller inneren Derivationen vonG mit Werten in M bezeihnen wir mit B1(G;M).Z1(G;M) ist eine abelshe Gruppe mit punktweiser Addition und es gilt: B1(G;M) �Z1(G;M). Des Weiteren ist H1(G;M) �= Z1(G;M)=B1(G;M).Beweis:Siehe [We94℄, Theorem 6.4.5 �1.4.21 BemerkungJede Derivation ist durh die Bilder der Elemente einer Erzeugermenge von G eindeutigfestgelegt. Falls G eine freie Gruppe ist, de�niert jede beliebige Wahl von Bildern der Ele-mente einer Erzeugermenge von G eine Derivation.Diese Eigenshaft mahen wir uns unter anderem zu Nutze bei der De�nition der soge-nannten Fox-Derivationen, die beim Zassenhaus-Verfahren eine wihtige Rolle spielen:1.4.22 De�nitionEs sei F := hx1; :::; xli die freie Gruppe auf l Erzeugern. F�ur 1 � i � l hei�t die AbbildungÆi 2 Z1(F;ZF ), de�niert durh Æi(xj) = Æi;j (Kroneker-Delta) f�ur 1 � j � l, die i-teFox-Derivation von F . (Dabei operiert F auf ZF durh Linksmultiplikation.)1.4.23 LemmaEs sei F := hx1; :::; xli die freie Gruppe auf l Erzeugern und Æi 2 Z1(F;ZF ) die i-teFox-Derivation von F (1 � i � l).(a) F�ur alle f 2 F und n 2 N gilt: Æi(fn) = n�1Xk=0 fkÆi(f):Insbesondere gilt: Æi(xni ) = n�1Pk=0 xki und Æi(xnj ) = 0. f�ur alle n 2 N; 1 � i 6= j � l(b) F�ur alle f 2 F; n 2 N und 1 � i 6= j � l gilt:Æi(xni f) = n�1Xk=0 xki + xni Æi(f) und Æi(xnj f) = xnj Æi(f):



1.4. KOHOMOLOGIE VON GRUPPEN 41Beweis:(a) n! n+ 1 : Æi(fn+1) = Æi(f) + fÆi(fn) = Æi(f) + f n�1Pk=0 fkÆi(f) = nPk=0 fkÆi(f).(b) Dies folgt aus der De�nition von Derivationen und aus (a). �1.4.24 LemmaEs sei F := hx1; :::; xli die freie Gruppe auf l Erzeugern und M ein ZF -Modul. Weiter seiÆi 2 Z1(F;ZF ) die i-te Fox-Derivation von F (1 � i � l) und Æ̂ 2 Z1(F;M). Dann gilt:Æ̂(f) = lXi=1 Æi(f)Æ̂(xi) 8f 2 F:Beweis:Wir f�uhren eine Induktion �uber die Wortl�ange von f durh:(a) Æ̂(xj) = Æj(xj)Æ̂(xj) = lPi=1 Æi(xj)Æ̂(xi) f�ur alle 1 � j � l(b) Æ̂(xjf) = Æ̂(xj) + xj Æ̂(f) = Æ̂(xj) + xj lPi=1 Æi(f)Æ̂(xi)= Æj(xj)Æ̂(xj) + lPi=1[xjÆi(f)℄Æ̂(xi) = lPi=1[Æi(xj) + xjÆi(f)℄Æ̂(xi)= lPi=1 Æi(xjf)Æ̂(xi) f�ur alle f 2 F; 1 � j � l �Man kann f�ur alle n 2 N allgemein Zn(G;M) und Bn(G;M) de�nieren; dann ist je-weils auh Hn(G;M) �= Zn(G;M)=Bn(G;M) (siehe [We94℄, Appliation 6.5.5). Analogzu (1.4.1) hei�en Elemente von Zn(G;M) n-Cozykel und die Elemente von Bn(G;M)n-Cor�ander. Im Fall von n = 2 spriht man auh von Faktorensystemen:1.4.25 De�nition(a) Ein Faktorensystem von Gmit Werten inM ist eine Abbildung � : G�G!M ,f�ur die gilt:(i) �(g1g2; g3) + �(g1; g2) = �(g1; g2g3) + g1�(g2; g3) f�ur g1; g2; g3 2 G,(ii) �(g; 1) = 0 = �(1; g) f�ur alle g 2 G.Die Menge aller Faktorensysteme von G mit Werten in M bezeihnen wir mitZ2(G;M).(b) Es sei � : G!M eine Abbildung mit �(1) = 0. Eine Abbildung der Form�� : G�G �!M; (g1; g2) 7! �(g1) + g1�(g2)� �(g1g2)hei�t prinzipales Faktorensystem von G mit Werten in M . Die Menge allerprinzipalen Faktorensysteme von G mit Werten inM bezeihnen wir mit B2(G;M).



42 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN1.4.26 De�nition und Satz (Hauptsatz der Erweiterungstheorie)Im Folgenden betrahten wir M als abelshe Gruppe. Eine Erweiterung von M mit Gist eine Gruppe �, f�ur die eine kurze exakte Sequenz0 �! M '�! �  �! G �! 1existiert. (Exakte Sequenzen von Gruppen sind analog zu exakten Sequenzen von R-Moduln de�niert.)Zwei Erweiterungen � und �0 von M mit G hei�en �aquivalent, wenn ein Isomorphismus� : �! �0 existiert, so dass das Diagramm0 �! M '�! �  �! G �! 1?yid ?y� ?yid0 �! M '0�! �0  0�! G �! 1kommutiert. Jede Erweiterung � ist �aquivalent zu einer Erweiterung �� mit � 2 Z2(G;M),de�niert durh �� := G�M , zusammen mit der Verkn�upfung(g;m)(ĝ; m̂) := (gĝ;m+ gm̂+ �(g; ĝ)):In diesem Fall ist '(m) := (1;m) und  ((g;m)) := g. Die Operation von G auf M kannman interpretieren als Konjugation in ��:(g; 0)(1;m)(g; 0)�1 = (g; gm)(g; 0)�1 = (1; gm)(g; 0)(g; 0)�1 = (1; gm):Zwei Erweiterungen �� und �� sind genau dann �aquivalent, wenn � + B2(G;Zk) =� + B2(G;Zk) ist. In diesem Sinne klassi�ziert H2(G;M) die �Aquivalenzklassen von Er-weiterungen von M mit G.Beweis:Siehe [We94℄, Classi�ation Theorem 6.6.3. �1.5 Das Zassenhaus-VerfahrenDas in diesem Abshnitt vorgestellte Verfahren wurde von Zassenhaus urspr�unglihzur Bestimmung von Raumgruppen konzipiert (siehe [Za48℄). Hier wird es unter Ver-wendung eines anderen Vokabulars �ubersetzt in einen Algorithmus zur Bestimmung vonH1(G;Qk=Zk).Zun�ahst aber betrahten wir ein weitgehend analoges Verfahren zur Bestimmung vonH1(G;Rk). Dabei sei k 2 N, R ein Integrit�atsbereih und G eine Gruppe, die auf Rkoperiert. Damit k�onnen wir Rk als ZG-Modul betrahten.F�ur G sei eine endlihe Pr�asentation gegeben durh G := hg1; :::; gli �= hx1; :::; xljr1; :::; rmi,wobei die gi 2 G den Erzeugern xi der Pr�asentation entsprehen. Ferner sei F := hx1; :::; xlidie zugeh�orige freie Gruppe.Es sei � : RG �! Rk�k die durh die Operation von G auf Rk bewirkte Matrixdarstel-lung von G bez�uglih der Standard-Basis fe1; :::; ekg von Rk (siehe 1.1.4). Damit wird dieOperation von G auf Rk beshrieben durh gv := (�(g))v f�ur g 2 ZG; v 2 Rk.De�niere nun ' : F �! G durh xi 7! gi. Die kanonishe Fortsetzung zur Abbildung



1.5. DAS ZASSENHAUS-VERFAHREN 43RF �! RG sei ebenfalls mit ' bezeihnet. Dann wird Rk analog zu oben zu einem RF -Modul verm�oge ' (bzw. verm�oge �Æ'). Die Derivationen von F mit Werten in Rk sind nunaber bekannt, da jede beliebige Wahl von Bildern der xi eine solhe Derivation de�niert(siehe 1.4.21). Die Idee des Zassenhaus-Verfahrens besteht darin, diejenigen Derivationenvon F zu ermitteln, die eine Derivation von G induzieren.1.5.1 LemmaF�ur dieses Lemma sei ' : F �! G wie oben.(a) F�ur alle Derivationen Æ 2 Z1(G;Rk) ist Æ Æ ' eine Derivation in Z1(F;Rk).(b) Es sei Æ̂ 2 Z1(F;Rk) eine Derivation. Dann existiert eine Derivation Æ 2 Z1(G;Rk)mit Æ̂ = Æ Æ ' genau dann, wenn Æ̂(rj) = 0 ist f�ur alle 1 � j � m. Das hei�t, indiesem Fall induziert Æ̂ eine Derivation Æ 2 Z1(G;Rk), die durh Æ(gi) := Æ̂(xi) f�uralle 1 � i � l eindeutig festgelegt ist.Beweis:(a) F�ur alle f; f 0 2 F gilt:Æ Æ '(ff 0) = Æ('(f)'(f 0)) = Æ('(f)) + '(f)Æ('(f 0)) = Æ Æ '(f) + f(Æ Æ '(f 0)).(b) ")\: Æ̂(rj) = Æ Æ '(rj) = Æ(1) = 0 f�ur alle 1 � j � m."(\: De�niere Æ durh g 7! Æ̂(f) f�ur jeweils ein beliebiges f 2 '�1(g) 6= ;. FallsÆ dann wohlde�niert ist, ist es automatish eine Derivation. Zu zeigen ist also, dassÆ̂(f) = Æ̂(f 0) f�ur f; f 0 2 '�1(g). Dies ist �aquivalent dazu, dass Æ̂(f) = 0 ist f�ur allef 2 Kern(') = hh rj j 1 � j � m ii = hx�1rjx j 1 � j � m;x 2 F i (siehe 1.3.1). Diesist aber rihtig, denn es gilt f�ur x 2 F und 1 � j � m:Æ̂(x�1rjx) = Æ̂(x�1) + x�1(Æ̂(rj) + rj Æ̂(x)) = Æ̂(x�1) + x�1(0 + '(rj)Æ̂(x))= Æ̂(x�1) + x�1Æ̂(x) = Æ̂(x�1x) = Æ̂(1) = 0: �1.5.2 Folgerung und De�nitionWie bereits erw�ahnt, kann man durh eine beliebige Wahl von v1; :::; vl 2 Rk eine Deriva-tion Æ̂ 2 Z1(F;Rk) durh Æ̂(xi) := vi (1 � i � l) eindeutig de�nieren. Gesuht sind nundiejenigen v1; :::; vl 2 Rk, f�ur die Æ(gi) := vi (1 � i � l) eine Derivation aus Z1(G;Rk)de�niert. Diese erh�alt man folgenderma�en:F�ur 1 � i � l seien Æi 2 Z1(F;ZF ) die i-ten Fox-Derivationen auf F . Weiter sei Æ̂ 2Z1(F;Rk) durh v1; :::; vl 2 Rk de�niert. Gem�a� (1.4.24) und der De�ntion von � und 'gilt dann: Æ̂(rj) = lXi=1 Æi(rj)vi = lXi=1(� Æ ')(Æi(rj))viDaraus folgt mitAG;R;k := 0B� (� Æ ')(Æ1(r1)) � � � (� Æ ')(Æl(r1))... ...(� Æ ')(Æ1(rm)) � � � (� Æ ')(Æl(rm)) 1CA 2 Rkm�kl und



44 KAPITEL 1. GRUNDLAGENv := 0B� v1...vl 1CA 2 Rkl mit vi = 0B� vk(i�1)+1...vki 1CA 2 Rk f�ur alle 1 � i � l;dass Æ̂(rj) = 0 f�ur alle 1 � j � m genau dann gilt, wenn AG;R;kv = 0 2 Rkm ist. In diesemFall de�niert v gem�a� (1.5.1) eine Derivation von G. Damit ist die Abbildung : Kern(AG;R;k) �! Z1(G;Rk); v 7! (Æ : G! Rk; gi 7! vi 8 1 � i � l)ein Isomorphismus abelsher Gruppen.Matrizen der Form AG;R;k seien als Zassenhaus-Matrizen bezeihnet.1.5.3 BemerkungEs sei IG;R;k := 0B� �(g1)� 1...�(gl)� 1 1CA 2 Rkl�k und Sp(IG;R;k) der von den Spalten von IG;R;kerzeugte freie R-Modul.Das Urbild einer inneren Derivation Æa : G �! Rk; g 7! ga � a bez�uglih  ist wegenÆa(gi) = gia � a = (�(gi) � 1)a f�ur 1 � i � l gegeben durh  �1(Æa) = IG;R;ka 2 Rkl f�uralle a 2 Rk. Damit ist Sp(IG;R;k) � Kern(AG;R;k), und es sind Sp(IG;R;k) und B1(G;Rk)isomorph als abelshe Gruppen verm�oge  jSp(IG;R;k).1.5.4 FolgerungMit (1.5.2) und (1.5.3) erhalten wir die folgende Isomorphie abelsher Gruppen:H1(G;Rk) �= Z1(G;Rk)=B1(G;Rk) �= Kern(AG;R;k)=Sp(IG;R;k):1.5.5 BemerkungF�ur R = Q ist Kern(AG;Q;k) = Sp(IG;Q;k), denn gem�a� (1.4.12) ist H1(G;Qk ) = 0.Das eigentlihe Zassenhaus-Verfahren entspriht, wie oben erw�ahnt, der Bestimmung vonH1(G;Qk=Zk). Das ist kein Spezialfall des Bisherigen, da Q=Z kein Ring ist. Es liegt aberdas gleihe Prinzip zugrunde.Wir betrahten wieder eine Operation von G auf Zk mit zugeh�origer Matrixdarstellung�. Dann wird Qk=Zk durh die induzierte Operation (siehe 1.1.5) zum ZG-Modul. Analogzu (1.5.2) erhalten wir: v + Zkl mit v 2 Qkl de�niert genau dann eine Derivation von Gmit Werten in Qk=Zk, wenn AG;Z;kv+Zkm = 0 2 Qkm=Zkm ist, oder anders ausgedr�ukt:wenn AG;Z;kv 2 Zkm ist.Es sei also D := fv 2 Qkl jAG;Z;kv 2 Zkmg. Dann ist die Abbildung : D �! Z1(G;Qk=Zk); v 7! [ Æ : G! Qk=Zk; gi 7! vi + Zk 8 1 � i � l ℄ein Epimorphismus abelsher Gruppen. Der Kern von  ist gleih Zkl � D. Daher erhaltenwir einen Isomorphismus:~ : D=Zkl �! Z1(G;Qk=Zk); v + Zkl 7!  (v):



1.5. DAS ZASSENHAUS-VERFAHREN 45Mit Sp(IG;Q;k), de�niert wie in (1.5.3), und a 2 Qkl ist ~ (a+Zkl) 2 B1(G;Qk=Zk) genaudann, wenn a 2 Sp(IG;Q;k)+Zkl ist. Es sind also B1(G;Qk=Zk) und (Sp(IG;Q;k)+Zkl)=Zklisomorph als abelshe Gruppen. Damit erhalten wir:1.5.6 LemmaH1(G;Qk=Zk) �= Z1(G;Qk=Zk)=B1(G;Qk=Zk)�= (D=Zkl) = ((Sp(IG;Q;k) +Zkl)=Zkl)�= D=(Sp(IG;Q;k) + Zkl)1.5.7 BemerkungEs sei r := Rang(AG;Z;k), und es seien S 2 GLkm(Z) und T 2 GLkl(Z) mitSAG;Z;kT := 0BBB� d1 . . . 0dr0 0 1CCCA ;so dass d1; :::; dr die (normierten) Invariantenteiler von AG;Z;k sind.(a) Wegen Sw 2 Zkm, w 2 Zkm f�ur w 2 Qkm gilt:fv 2 Qkl jSAG;Z;kTT�1v 2 Zkmg = D �= T�1D = fv0 2 Qkl jSAG;Z;kTv0 2 Zkmg:Damit ist T�1D das Z-Modul-Erzeugnis vonf 1di ei j 1 � i � rg [ fqei j q 2 Q ; r + 1 � i � klg (mit Einheitsvektoren e1; :::; ekl):(b) F�ur v 2 Qkl ist AG;Z;kv = 0 genau dann, wenn SAG;Z;kTT�1v = 0. Fassen wir nunAG;Z;k =: AG;Q;k als Matrix �uber Q auf, dann gilt mit (1.5.5):T�1Sp(IG;Q;k) = T�1Kern(AG;Q;k) = Kern(SAG;Q;kT ) = h ei j r + 1 � i � kl iQ :Daraus ergibt sih, dass T�1(Sp(IG;Q;k) +Zkl) = T�1Sp(IG;Q;k) +Zkl das Z-Modul-Erzeugnis von fei j 1 � i � rg [ fqei j q 2 Q ; r + 1 � i � klg ist.1.5.8 SatzDie Gruppe G operiere auf Zk. Es sei r = Rang(AG;Z;k), und di0 ; :::; dr seien die von 1vershiedenen (normierten) Invariantenteiler von AG;Z;k. Mit der induzierten Operationvon G auf Qk=Zk gilt: H1(G;Qk=Zk) �= rMi=i0 Z=diZBeweis:Mit T wie oben folgt aus (1.5.6) und (1.5.7):H1(G;Qk=Zk) �= T�1D=(T�1Sp(IG;Q;k) + Zkl) �= h 1di ei j 1 � i � r iZ=ZrDaraus folgt die Behauptung. �



46 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN



Kapitel 2Die Bestimmung von H2(Sn; S�Z)Im Folgenden sei n 2 N, � ` n eine Partition von n und k := Rang(S�) der Rang deszugeh�origen Spehtmoduls.Wie der Satz (1.4.26) zeigt, ist die Bestimmung von H2(Sn; S�) im Zusammenhang mitder Erweiterungstheorie interessant:Es sei zun�ahst K ein K�orper der Charakteristik 0. Dann ist jeder Spehtmodul S�K einQ-Vektorraum, und mit (1.4.12) ist H2(Sn; S�K) = 0.Bei Spehtmoduln �uber K�orpern mit positiver Charakteristik ist �uber die zweite Koho-mologie wenig bekannt. In diesem Zusammenhang verweise ih auf den Artikel [BKM96℄von Burihenko, Kleshhev und Martin. Er befasst sih haupts�ahlih mit den ersten undzweiten Kohomologiegruppen von dualen Spehtmoduln �uber K�orpern der Charakteristikp > 2. F�ur bestimmte Partitionen � �nden sih in dem Artikel aber au�erdem Aussagen�uber H2(Sn; S�Fp ) f�ur Primzahlen p 6= 2. Darauf werden wir in (2.3.2) noh einmal zur�uk-kommen.In der vorliegenden Arbeit besh�aftigen wir uns mit der Bestimmung von H2(Sn; S�Z).Dies ist einerseits wegen der im Vorwort vorgestellten Vermutung von Szzepa�nski (siehe[Sz03℄) von Interesse, andererseits wegen des Zusammenhangs zwishen H2(Sn; S�Z) undH2(Sn; S�Fp ) (siehe 1.4.17).Zur Bestimmung von H2(Sn; S�Z) wollen wir das Zassenhaus-Verfahren verwenden. Prim�argeht es dabei um die Implementation in GAP; f�ur einige wenige Partitionen kann man al-lerdings mit Hilfe des Zassenhaus-Verfahrens auh theoretishe Aussagen �uber H2(Sn; S�Z)tre�en.Es sei �� : ZSn �! Zk�k die durh den Spehtmodul S�Z bewirkte Matrixdarstellungvon Sn bez�uglih der Standardbasis SP (�) von S�Z. Dann wird Zk zum ZSn-Modul viagv := (��(g))v f�ur alle g 2 ZSn; v 2 Zk.Des Weiteren sei die Zassenhaus-Matrix A�(P ) := ASn;Z;k 2 Zkm�kl bez�uglih einerPr�asentation P von Sn mit l Erzeugern und m Relationen de�niert wie in (1.5.2). Essei r := Rang(A�(P )), und di0 ; :::; dr seien die von 1 vershiedenen (normierten) Invarian-tenteiler von A�(P ). Dann erhalten wir mit (1.4.18) und (1.5.8):H2(Sn; S�Z) �= H2(Sn;Zk) �= H1(Sn;Qk=Zk) �= rMi=i0Z=diZ:47



48 KAPITEL 2. DIE BESTIMMUNG VON H2(SN ; S�Z)H2(Sn; S�Z) ist also eine endlihe abelshe Gruppe, deren Isomorphietyp sih folgenderma-�en bestimmen l�asst:(a) W�ahle eine endlihe Pr�asentation P von Sn.(b) Bestimme die Bilder der zur Pr�asentation geh�origen Erzeuger von Sn unter derDarstellung ��.() Berehne die Matrix A�(P ).(d) Bestimme die Invariantenteiler von A�(P ).Die Wahl der Pr�asentation ist theoretish beliebig, beeinusst aber die Gr�o�e und Kom-plexit�at der zugeh�origen Zassenhaus-Matrizen. Im n�ahsten Abshnitt betrahten wir diebeiden Pr�asentationen Gn und Hn aus (1.3.5).In [CM72℄ �nden sih Beispiele f�ur weitere Pr�asentationen. Die meisten davon sind sehr�ahnlih zu Gn, besitzen aber mehr Relationen. Daher verzihten wir hier darauf, Zassen-haus-Matrizen bez�uglih dieser Pr�asentationen zu untersuhen.2.1 Zassenhaus-Matrizen zu S�ZDer Fall n = 1 ist trivial. Im Folgenden sei immer n � 2.Bevor wir die konkreten Pr�asentationen Gn und Hn betrahten, folgt zun�ahst eine allge-meine �Uberlegung zum Rang von Zassenhaus-Matrizen.2.1.1 Lemma(a) Es sei I�(P ) := ISn;Z;k = 0B� ��(g1)� 1...��(gl)� 1 1CA 2 Zkl�k bez�uglih einer Pr�asentation Pvon Sn (siehe 1.5.3). Dann ist I�(P ) = 0 f�ur � = (n), ansonsten ist Rang(I�(P )) = k.(b) F�ur � = (n) ist Rang(A�(P )) = kl, ansonsten ist Rang(A�(P )) = k(l � 1).Beweis:(a) Die triviale Darstellung wird durh � = (n) beshrieben. Damit ist I(n)(P ) = 0 f�uralle n und alle Pr�asentationen P .Die alternierende Darstellung wird durh � = (1n) beshrieben. Damit ist k = 1.Jede Erzeugermenge von Sn muss mindestens ein Element mit Signum �1 enthalten.Daher ist mindestens ein Eintrag in I(1n)(P ) gleih �2 f�ur alle Pr�asentationen P .Somit hat I(1n) vollen Rang.Sei nun � =2 f(n); (1n)g. Dann ist k � 2 (siehe 1.2.22). Per Konstruktion der Speht-moduln liefert S�Z die gleihe Matrix-Darstellung wie S�Q . Damit ist die zugeh�origeMatrix ISn;Q;k = I�(P ).Angenommen, Rang(ISn;Q;k) < k. Dann existiert ein 0 6= a := (a1; :::; ak)tr 2 Qkmit ISn;Q;ka = 0. Damit ist dieses a f�ur alle 1 � i � l ein Eigenvektor von ��(gi)zum Eigenwert 1. Daraus folgt, dassPki=1 aiei 2 S�Q von allen Erzeugern und damitvon ganz Sn festgelassen wird. Somit h�atte S�Q einen Sn-invarianten Untermodul



2.1. ZASSENHAUS-MATRIZEN ZU S�Z 49vom Rang 1. Dies ist aber ein Widerspruh, da S�Q ein einfaher Sn-Modul ist (siehe1.2.25). Also ist Rang(ISn;Q;k) = Rang(I�(P )) = k.(b) Da die symmetrishen Gruppen endlih sind, ist in jeder Pr�asentation l � m (sie-he 1.3.4). Damit ist Rang(A�(P )) � kl. Mit (1.5.5) ist dim(Kern(A�(P ))) =Rang(I�(P )). Also folgt mit (a) die Behauptung. �Kommen wir nun zur Pr�asentation Hn von Sn aus (1.3.5 (a)). Zun�ahst ordnen wir derenRelationen in einer anderen Reihenfolge an:Es sei F := hs1; :::; sn�1i die freie Gruppe auf n � 1 Erzeugern. F�ur 1 � i � n � 1 seiR(i) die Menge der Relationen f(s1si)2; :::; (si�2si)2; (si�1si)3; s2i g auf den freien Erzeugerns1; :::; sn�1. Insbesondere ist R(1) = fs21g und R(2) = f(s1s2)3; s22g. Dann istHn = h s1; :::; sn�1 jR(1) [ ::: [R(n� 1) i:Diese Anordnung der Relationen hat per Konstruktion die sh�one Eigenshaft, dass manHn aus Hn+1 erh�alt, indem man den Erzeuger sn und die Relationen R(n) wegl�asst. Au-�erdem bekommt die zugeh�orige Zassenhaus-Matrix eine sh�one Struktur, wie wir untensehen werden.F�ur 1 � i � n�1 seien Æi 2 Z1(F;ZF ) die zu F geh�origen Fox-Derivationen, also de�niertdurh Æi(sj) := Æi;j (Kroneker-Delta). Bestimme nun Æi(r) f�ur alle 1 � i � n � 1 undalle Relationen r 2 R(1) [ ::: [ R(n � 1) mit Hilfe der Regeln aus (1.4.23). Dazu sei1 � j � n� 1. Dann gilt:(a) Æi(s2i ) = 1 + siÆj(s2i ) = 0 f�ur j 6= i(b) Æi((si�1si)3) = si�1 + si�1sisi�1 + siÆi�1((si�1si)3) = 1 + si�1si + sisi�1Æj((si�1si)3) = 0 f�ur j 6= i� 1; i() Sei 1 � q � i� 2Æi((sqsi)2) = sq + siÆq((sqsi)2) = 1 + sqsiÆj((sqsi)2) = 0 f�ur j 6= i; qWir setzen �i := ��(si) f�ur 1 � i � n � 1 und de�nieren damit zun�ahst MatrizenA(i) 2 Zki�ki durh:
A(i) :=

0BBBBBBBBBBBBBBB�
1 + �1�i �1 +�i. . . ...1 + �i�2�i �i�2 +�i1 + �i�1�i +�i�i�1 �i�1 +�i�1�i�i�1 +�i�i + 1

1CCCCCCCCCCCCCCCA



50 KAPITEL 2. DIE BESTIMMUNG VON H2(SN ; S�Z)Die Anzahl der Erzeuger von Hn ist n�1, die Anzahl der Relationen ist n�1Pi=1 i = n(n�1)2 .Damit ist die zugeh�orige Zassenhaus-Matrix bestimmt:2.1.2 LemmaEs sei n � 2 und A(i) f�ur 1 � i � n�1 de�niert wie oben. Dann ist die Zassenhaus-Matrixzu S�Z bez�uglih Hn gegeben durh:

A�(Hn) =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

A(1) 0A(2)...A(n� 2)
A(n� 1)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
2 Zkn(n�1)2 �k(n�1)

Ihr Rang ist gem�a� (2.1.1) gleih n�1 f�ur � = (n), ansonsten k(n� 2). �Als n�ahstes betrahten wir f�ur n � 3 die Pr�asentation Gn von Sn aus (1.3.5(b)):Gn = h a; b j a2; bn; (ab)n�1; [a; bj ℄2 8 2 � j � n2 iSie besitzt 2 Erzeuger und bn2  + 2 Relationen. Die zugeh�origen Fox-Derivationen seiende�niert durh: Æa : a 7! 1; b 7! 0 und Æb : a 7! 0; b 7! 1:Eine Anwendung der Fox-Derivationen auf die Relationen von Gn liefert dann (mit Hilfeder Regeln aus (1.4.23)):(a) Æa(a2) = 1 + aÆb(a2) = 0(b) Æa(bn) = 0Æb(bn) = n�1Pi=0 bi



2.1. ZASSENHAUS-MATRIZEN ZU S�Z 51() Æa((ab)n�1) = n�2Pi=0(ab)iÆa(ab) = n�2Pi=0(ab)i(1 + 0) = n�2Pi=0(ab)iÆb((ab)n�1) = n�2Pi=0(ab)iÆb(ab) = n�2Pi=0(ab)i(0 + a) = n�2Pi=0(ab)ia(d) F�ur 2 � j � n2 gilt:Æa((abjabn�j)2)= (1 + abjabn�j)Æa(abjabn�j)= (1 + abjabn�j)(1 + aÆa(bjabn�j))= (1 + abjabn�j)(1 + abjÆa(abn�j))= (1 + abjabn�j)(1 + abj(1 + aÆa(bn�j)))= (1 + abjabn�j)(1 + abj)Æb((abjabn�j)2)= (1 + abjabn�j)Æb(abjabn�j)= (1 + abjabn�j)aÆb(bjabn�j)= (1 + abjabn�j)a(j�1Pi=0 bi + bjÆb(abn�j)= (1 + abjabn�j)a(j�1Pi=0 bi + bjaÆb(bn�j)= (1 + abjabn�j)a(j�1Pi=0 bi + bja n�j�1Pi=0 bi)Damit ist die zugeh�orige Zassenhaus-Matrix bestimmt:2.1.3 LemmaEs sei n � 3 und A := ��(a); B := ��(b) 2 Zk�k. Dann ist die Zassenhaus-Matrix zu S�Zbez�uglih Gn gegeben durh die Blokmatrix:
A�(Gn) =

0BBBBBBBBBBBBBBBB�
1 +A 00 n�1Pi=0 Bin�2Pi=0(AB)i n�2Pi=0(AB)iA(1 +ABjABn�j)(1 +ABj) (1 +ABjABn�j)A(j�1Pi=0 Bi +BjA n�j�1Pi=0 Bi)2 � j � n2 2 � j � n2

1CCCCCCCCCCCCCCCCA(Die unteren beiden Bl�oke sind so zu lesen, dass es f�ur jedes 2 � j � n2 eine Blokzeiledieser Gestalt gibt.)Ihr Rang ist gem�a� (2.1.1) gleih 2 f�ur � = (n), ansonsten gleih k. �



52 KAPITEL 2. DIE BESTIMMUNG VON H2(SN ; S�Z)2.1.4 BemerkungZur Berehnung von A�(Gn) undA�(Hn) mit GAP (siehe A.1, A.2) ben�otigen wir zun�ahstdie erzeugenden Matrizen A und B (siehe 2.1.3), beziehungsweise �i (siehe 2.1.2). F�urdie Matrizen A und B k�onnen wir dabei auf die von Dr. L�ubek erstellte Bibliothekspehtmats.g zur�ukgreifen. Der Aufruf SpehtMatries(�) liefert eine Liste der Form[B;A℄. Im Fall n � 20 und k � 8000 sind die betre�enden Matrizen bereits berehnet undgespeihert, so dass hier kein zus�atzliher Rehenaufwand n�otig ist. Aus diesen beidenMatrizen lassen sih die �i mit geringem Aufwand bestimmen, da �1 = A und �i+1 =B�iB�1 ist f�ur alle 1 � i � n� 2.Die Matrix A�(Hn) ist um ein Vielfahes gr�o�er als die entsprehende Matrix A�(Gn),daher dauert ihre Berehnung wesentlih l�anger. Da A�(Hn) d�unner besetzt ist und ihre(k�k)-Bl�oke eine einfahere Struktur besitzen, k�onnte man die Berehnung beshleunigen,indemman ein Format w�ahlt, in dem die Null-Eintr�age niht explizit gespeihert werden. Inunserem Fall jedoh ist eine derartige Methode f�ur die weitere Bearbeitung niht geeignet.2.2 Invariantenteiler von Zassenhaus-MatrizenZur Bestimmung von Invariantenteilern bietet GAP die Funktion ElementaryDivisorsMatan. Diese ist allerdings in der vorliegenden Situation niht m�ahtig genug. Statt dessenverwenden wir die Funktion ElementaryDivisorsPPartRk aus dem von Dr. L�ubek imple-mentierten GAP-Paket edim (Abk�urzung f�ur "elementary divisors of integer matries\).Diese Funktion berehnet zu einer vorgegebenen Primzahl p die zugeh�origen Elementar-teiler einer Matrix, also die p-Anteile der Invariantenteiler. Das gen�ugt, da die 1 als Invari-antenteiler in diesem Zusammenhang ohnehin niht von Interesse ist (siehe 1.5.7). Zudemkommt in der vorliegenden Situation nur eine begrenzte Anzahl von Primzahlen �uber-haupt in Frage: Gem�a� (1.4.13) ist jSnjH1(Sn;Qk=Zk) = 0. Also k�onnen die Ordnung vonH1(Sn;Qk=Zk) und damit die Invariantenteiler von A�(P ) nur Primteiler von n! besitzen.Das hei�t, wir brauhen nur f�ur Primzahlen p � n nah zugeh�origen Elementarteilern zusuhen.Shlie�lih ist noh anzumerken, dass ElementaryDivisorsPPartRk neben der Matrix undder Primzahl p auh den Rang der Matrix als Eingabe ben�otigt. Dieser ist in unserem Fallaber bekannt (siehe 2.1.1).In der Dokumentation zum Paket edim (siehe [L�u06℄) hei�t es, dass mit der FunktionElementaryDivisorsPPartRk bereits Matrizen von Dimensionen gr�o�er als 11000 bear-beitet wurden, die viele nihttriviale Invariantenteiler, bestehend aus Produkten vielerkleiner Primzahlen, besitzen. Da die hier betrahteten Matrizen (zumindest f�ur kleine n)nur wenige Elementarteiler besitzen (siehe B.1), k�onnen hier Matrizen von Dimensionenin einer Gr�o�enordnung von 1; 8 � 108 noh bearbeitet werden.Die Funktion CohoSpeht erm�ogliht es, die Invariantenteiler von Zassenhausmatrizen so-wohl von der Form A�(Gn) als auh von der Form A�(Hn) zu bestimmen (siehe A.3).Es emp�ehlt sih aber die Verwendung von A�(Gn), da ElementaryDivisorsPPartRk aufden deutlih gr�o�eren Matrizen A�(Hn) viel langsamer arbeitet.Im Folgenden betrahten wir einige F�alle, in denen man die Invariantenteiler der Zassen-haus-Matrizen auh ohne Zuhilfenahme eines Rehners berehnen kann. Um weiter untenzus�atzlihe Falluntersheidungen zu vermeiden, sei zun�ahst n = 2.



2.2. INVARIANTENTEILER VON ZASSENHAUS-MATRIZEN 532.2.1 LemmaVerwende die Pr�asentation H2 = h s1 j s21 i. Da es nur einen Erzeuger gibt, gibt es auh nureine Fox-Derivation Æ1.(a) F�ur � = (2) gilt mit (1.2.24 (a)):A�(H2) = (�� Æ '(Æ1(s21)) = (��(1 + (1; 2))) = (1) + (1) = (2):(b) F�ur � = (12) gilt mit (1.2.24 (b)):A�(H2) = (�� Æ '(Æ1(s21)) = (�� Æ '(1 + s1)) = (��(1 + (1; 2))) = (1) + (�1) = (0):Es ist also H2(S2; S(2)Z ) �= Z=2Z und H2(S2; S(12)Z ) = 0. �Im Folgenden sei immer n � 3.2.2.2 LemmaEs sei A� := A�(Gn). F�ur � = (n) ist die Invariantenteilerform von A�: 0� 1 00 20 1A.Es ist also H2(Sn; S(n)Z ) �= Z=2Z.Beweis:Aus (1.2.24 (a)) wissen wir, dass f�ur � = (n) gilt, dass A = B = (1) 2 Z1�1 ist. Mit (2.1.3)erh�alt man die Zassenhaus-Matrix:A� = 0BBBBBBB� 2 00 nn� 1 n� 14 2n... ...4 2n
1CCCCCCCADie Zeilen der Form � 4 2n � existieren nur f�ur n � 4, und dann sind sie jeweils eineZ-Linearkombination der ersten beiden Zeilen. Es gen�ugt also, den obersten (3� 2)-Blokzu betrahten:� n ungerade:0� �12(n� 1)2 2� n n� 1�12(n� 1)(n� 2)� 1 3� n n� 2�12n(n� 1) 1� n n 1A0� 2 00 nn� 1 n� 1 1A� 1 �11 0 � = 0� 1 00 20 0 1A� n gerade:0� �n(n2 � 1) 2� n n� 1�12(n� 1)(n� 2) 3� n n� 2�12n(n� 1) 1� n n 1A0� 2 00 nn� 1 n� 1 1A� 1 �10 1 � = 0� 1 00 20 0 1A�



54 KAPITEL 2. DIE BESTIMMUNG VON H2(SN ; S�Z)2.2.3 LemmaEs sei A� := A�(Gn). F�ur � = (1n) ist die Invariantenteilerform von A� entweder� 3 00 � (f�ur n 2 f3; 4g) oder � 1 00 � (f�ur n � 5).Es ist also H2(Sn; S(1n)Z )� �= Z=3Z f�ur n 2 f3; 4g= 0 f�ur n � 5 .Beweis:Aus (1.2.24 (b)) wissen wir, dass f�ur � = (1n) gilt, dass A = (sgn(1; 2)) = (�1) ist undB = (sgn(1; 2; :::; n)) = ((�1)n�1) 2 Z1�1. Damit erhalten wir die folgenden Zassenhaus-Matrizen:(a) F�ur n = 3 ist A = (�1); B = (1) und damitA� = 0� 0 00 30 0 1A :(b) F�ur n = 4 ist A = B = (�1) und damitA� = 0BB� 0 00 03 �30 0 1CCA :() F�ur n � 5, n ungerade, ist A = (�1); B = (1) und damit
A� = 0BBBBBBBBB�

0 00 n0 00 2n� 4 � 20 2n� 4 � 3... ...0 2n� 4n�12
1CCCCCCCCCA = 0BBBBBBBBB�

0 00 n0 00 2n� 80 2n� 12... ...0 2
1CCCCCCCCCA :

Subtrahiert man das n�12 -fahe der letzten Zeile von der zweiten, so wird diese zu� 0 1 �, und man kann mit ihr die �ubrigen Zeilen ausr�aumen.(d) F�ur n � 5, n gerade, ist A = B = (�1). Also gilt:1 +A = 0 = n�1Xi=0 Bin�2Xi=0(AB)i = n� 1 = � n�2Xi=0(AB)iA(1+ABjABn�j)(1+ABj) = (1+(�1)n+2)(1+(�1)j+1) = � 4 f�ur j ungerade0 f�ur j gerade



2.3. PRIMTEILER VON jH2(SN ; S�Z)j 55(1 +ABjABn�j)A(j�1Xi=0 Bi +BjA n�j�1Xi=0 Bi)= (1 + (�1)n+2)(�1)(j�1Xi=0(�1)i + n�j�1Xi=0 (�1)i+j+1)= �2(j�1Xi=0(�1)i + nXi=j+1(�1)i) = �2( nXi=0(�1)i � (�1)j)= �2(1 + (�1)j+1) = � �4 f�ur j ungerade0 f�ur j gerade :Es gen�ugt daher, die Matrix � n� 1 1� n4 �4 � zu betrahten. Deren Invariantentei-lerform lautet:� f�ur n2 ungerade: � �3 n� n+24�4 n� 1 �� n� 1 1� n4 �4 �� 0 1�1 1 � = � 1 00 0 �� f�ur n2 gerade: � �1 n4�4 n� 1 �� n� 1 1� n4 �4 �� 0 1�1 1 � = � 1 00 0 � �2.2.4 LemmaEs sei n � 3 und � := (n�1; 1). Dann istH2(Sn; S�Z) = 0 f�ur ungerades n undH2(Sn; S�Z) �=Z=2Z f�ur gerades n.Beweis:Betrahtet man die Matrix-Darstellung zu S�Z (siehe 1.2.24 ()), so sieht man, dass einegeshlossene Darstellung der Zassenhaus-Matrix unter Verwendung der Pr�asentation Gneher shwierig ist. Unter Verwendung der Pr�asentation Hn ist dies zwar einfaher, dieBestimmung der Invariantenteiler jedoh ist ebenso unhandlih wie elementar. Daher spareih den Beweis an dieser Stelle aus. Er �ndet sih im Anhang. �2.3 Primteiler von jH2(Sn; S�Z)jDie Tabelle B.1 enth�alt jeweils f�ur Partitionen � ` n � 20 die von 1 vershiedenen Invari-antenteiler von A�(Gn), soweit ih sie berehnet habe. F�ur n � 11 ist die Liste vollst�andig.F�ur n � 12 werden die Zassenhaus-Matrizen teilweise zu gro�.Die Beispiele zeigen, dass zumindest in den betrahteten F�allen die KohomologiegruppenH2(Sn; S�Z) eine einfahe Struktur haben. Mit wahsendem k steht der Rehenaufwand inkeinem Verh�altnis zur Einfahheit der Ergebnisse. Daher liegt der Gedanke nahe, nahM�oglihkeiten zu suhen, auh ohne das Zassenhaus-Verfahren gewisse Aussagen �uber diegesuhten Isomorphietypen zu tre�en. Das folgende Lemma zum Beispiel beshreibt einenZusammenhang zwishen einer Partition � und den Partitionen aus �+ und �� bez�uglihder Primteiler der zugeh�origen Kohomologiegruppen.



56 KAPITEL 2. DIE BESTIMMUNG VON H2(SN ; S�Z)2.3.1 Lemma(a) Es sei p eine Primzahl mit p �� jH2(Sn; S�Z)j. Dann existiert ein � 2 �+ mitp �� jH2(Sn+1; S�Z)j.(b) Es sei p eine Primzahl mit p �� jH2(Sn; S�Z)j und p - n. Dann existiert ein � 2 �� mitp �� jH2(Sn�1; S�Z)j.Beweis:(a) Mit dem Lemma von Shapiro (1.4.11) ist H2(Sn; S�Z) �= H2(Sn+1; S�Z "). Es gilt alsop �� jH2(Sn+1; S�Z ")j.Mit den Bezeihnungen aus (1.2.31 (b)) besitzt S�Z " eine Filtrierung0 =: Z0 � Z1 � � � � � Zq := S�Z "aus reinen ZSn+1-Untergittern, so dass f�ur alle 1 � j � q jeweils Zj=Zj�1 und S�ij+Zisomorph als ZSn+1-Moduln sind.Gem�a� (1.4.18) und (1.5.8) sind H2(Sn+1; Zj) und H2(Sn+1; Zj=Zj�1) f�ur alle1 � j � q endlih. Daher folgt mit (1.4.19): Es existiert ein 1 � j � q mitp �� jH2(Sn+1; Zj=Zj�1)j = jH2(Sn+1; S�ij+Z )j.(b) Wegen p �� jH2(Sn; S�Z)j existiert ein � 2 H2(Sn; S�Z) mit der Ordnung p. Wegen p - nist resSnSn�1(�) 6= 0 2 H2(Sn�1; S�Z), denn es gilt mit (1.4.14):0 6= n� = [Sn : Sn�1℄� = tr Æ resSnSn�1(�):Damit ist die Ordnung von resSnSn�1(�) gleih p, und es folgt p �� jH2(Sn�1; S�Z #)j.Mit der Filtrierung von S�Z # aus (1.2.31 (a)) k�onnen wir nun den Beweis f�ur (b)analog zum Beweis von (a) f�uhren. �Das vorangegangene Lemma legt nahe, Partitionen, bei denen ein bestimmter Primteilerin der Ordnung der zugeh�origen Kohomologiegruppe auftauht, in gerihteten Graphenanzuordnen. F�ur eine Primzahl p de�niere:Ep := f� ` n jn 2 N; p �� jH2(Sn; S�)j g;Kp := f (�; �) 2 Ep � Ep j� 2 �+ g:Dann de�niert Dp := (Ep;Kp) einen gerihteten Graphen (oder: Digraphen) mit Eken Epund Kanten Kp. (Beispiele: siehe (B.2).) F�ur (�; �) 2 Kp hei�t � ein Vorg�anger von � und� ein Nahfolger von �.Ein Teil(di)graph von Dp ist ein Graph (E 0p;K0p) mit E 0p � Ep und K0p � Kp \ E 0p � E 0p. EinWeg in Dp sei hier de�niert als ein Teilgraph, in dem eine Eke keinen Vorg�anger undgenau einen Nahfolger besitzt, und in dem alle �ubrigen Eken genau einen Vorg�anger undgenau einen Nahfolger besitzen.In dieser Terminologie formuliert lauten die Aussagen aus (2.3.1): F�ur alle Primzahlen pbesitzt jedes � 2 Ep einen Nahfolger in Dp, und falls � ` n mit p - n ist, dann besitzt �auh einen Vorg�anger. Daraus ergeben sih weitere Fragen, zum Beispiel:



2.3. PRIMTEILER VON jH2(SN ; S�Z)j 57� Wie viele Vorg�anger und Nahfolger in Dp besitzt ein � 2 Ep genau?� Wie shlie�t man auf die genauen Vorg�anger und Nahfolger von � in Dp?� Existiert f�ur ein n 2 N mit p jn immer ein � ` n mit � 2 Ep, so dass � keinenVorg�anger in Dp besitzt?� In welher Vielfahheit tritt p als Primteiler von jH2(Sn; S�Z)j auf?Eine endg�ultige Beantwortung dieser Fragen liefert diese Arbeit niht. Aber auf Basis derberehneten Ergebnisse lassen sih vershiedene begr�undete Vermutungen formulieren, dieim Folgenden vorgestellt werden sollen. Als Vorbereitung darauf dient das n�ahste Lemma:2.3.2 LemmaEs sei p eine Primzahl mit p 6= 2; p - n. Weiter sei � := (n� j; 1j) f�ur ein 1 � j � n. Danngilt:(a) Es ist H1(Sn; S�Fp ) = 0, au�er im Fall p = 3; j = 3.(b) Es ist H2(Sn; S�Fp ) = 0, au�er im Fall p = 3; j 2 f3; 6g.Beweis:Siehe [BKM96℄, Proposition 5.2, Proposition 5.3. (Dort wird au�erdem der Fall p jn be-trahtet, aber dann tritt ein anderer Modul an die Stelle von S�Fp .) �2.3.3 FolgerungEs sei p eine Primzahl mit p 6= 2; p - n. Weiter sei � := (n� j; 1j) f�ur ein 1 � j � n mitj 6= 3 im Fall p = 3. Dann folgt mit (2.3.2) und (1.4.17), dass p - jH2(Sn; S�Z)j. (Den Fallj = 6 (siehe 2.3.2 (b)) brauhen wir hier niht zu ber�uksihtigen, da dann immer noh dieerste Kohomologie �uber Fp trivial ist. Dies gen�ugt shon, um mit (1.4.17) p - jH2(Sn; S�Z)jzu folgern.)Daraus wiederum folgt: F�ur j 6= 3 ist jeder ungerade Primteiler von jH2(Sn; S�Z)j auh einPrimteiler von n. F�ur j = 1 besagen (2.2.1 (b)) und (2.2.4), dass jH2(Sn; S�Z)j gar keinenungeraden Primteiler besitzt. Der Fall j = 2 wird durh Vermutung 1 genauer beshrieben,und f�ur j = 3 siehe auh Vermutung 8.Die ersten beiden Vermutungen werden durh die Tabelle B.1 f�ur n � 20 belegt. Wenn siezutre�en, folgen aus ihnen mehrere Teilaussagen der �ubrigen Vermutungen.Vermutung 1Es sei n � 4; � = (n� 2; 12).(a) F�ur ungerades n ist H(Sn; S�Z) �= Z=2nZ.(b) F�ur gerades n ist H(Sn; S�Z) �= Z=n2Z. �



58 KAPITEL 2. DIE BESTIMMUNG VON H2(SN ; S�Z)Vermutung 2Es sei n � 5; � = (n� 3; 2; 1).(a) F�ur 3 - n� 1 ist H(Sn; S�Z) �= Z=(n� 1)Z.(b) F�ur 3 j n� 1 ist H(Sn; S�Z) �= Z=n�13 Z. �Es sheint so, dass zumindest f�ur Primzahlen ungleih 2 im Regelfall � in Dp h�ohstenseinen Vorg�anger und genau einen Nahfolger besitzt. F�ur p � 5 gibt es bisher noh keineAusnahmen, f�ur p = 3 nur wenige (siehe auh Vermutung 8). Die vorliegende Datenmengeist aber wohl zu gering, um eine wirklih verl�asslihe Vermutung abgeben zu k�onnen.Der GraphD2 untersheidet sih niht nur in dieser Hinsiht deutlih von Dp f�ur p 6= 2. Da-her emp�ehlt es sih, die Primzahl 2 separat von den ungeraden Primzahlen zu betrahten.Vermutung 3Falls n > 4 und � ` n; � 2 D2 ist, so hat � mindestens einen Vorg�anger.Bemerkung:Von den bisher berehneten Partitionen in D2 sind (2); (2; 12) und (22) die einzigen ohneVorg�anger (siehe B.2). �Vermutung 4Bis auf Ausnahmef�alle gilt, dass jedes � = (�1; :::; �m) ` n mit �1; :::; �m�1 ungerade und�1 6= 1 eine Eke in D2 ist.Bemerkung:Eine Spezi�zierung der Ausnahmef�alle ist auf Basis der vorliegenden Daten noh nihtm�oglih. Von den bisher berehneten Ergebnissen sind die einzigen Ausnahmen (11; 4)und (11; 5); die Kohomologie-Gruppen H2(S15; S(11;4)) und H2(S16; S(11;5)) sind trivial(siehe B.1). Man kann also davon ausgehen, dass mehrere, wenn niht alle Partitionen derForm (11; �2; :::; �m) mit �2 � 4 keine Eken in D2 sind.Einen Spezialfall der Vermutung bilden die Partitionen � = (l; 1n�l) mit 3 � l < n,l ungerade. (F�ur l = 1 gilt die Aussage wegen (2.2.3) niht.) Diese Partitionen sind vonden eben genannten Ausnahmen niht betro�en. F�ur l + 1 = n � 4 gilt dieser Spezialfallwegen (2.2.4). F�ur l + 2 = n � 4 w�urde die Aussage aus Vermutung 1 folgen.F�ur m = 1 entspriht die Vermutung dem Lemma (2.2.2) und gilt damit in dieser Variantef�ur alle n � 2. �Vermutung 5Jede Partition � := (2l; 2; 1q) ` n := 2l + 2 + q � 4 f�ur l 2 N; q 2 N0 ist eine Eke in D2.Bemerkung:Diese Vermutung wird durh die Tabelle B.1 f�ur n � 12, in etlihen F�allen auh f�ur gr�o�eren belegt. F�ur q = 1 siehe auh Vermutung 2. �Es gibt inD2 dar�uber hinaus noh viele Partitionen von anderer Form als in den Vermutun-gen 4 und 5 beshrieben. Manhe davon k�onnte man noh zusammenfassen, beispielsweise� := (3; 22; 1n�7) f�ur n � 8 (belegt f�ur n � 15). Aber eine Regel, die jede Partition in D2erkl�aren w�urde, ist auf Basis der vorliegenden Daten noh niht zu erkennen.



2.3. PRIMTEILER VON jH2(SN ; S�Z)j 59Im Folgenden sei p eine Primzahl ungleih 2.Vermutung 6Es sei p jn. Dann gilt:(a) Es ist � := (n� 2; 12) 2 Ep, und � besitzt keinen Vorg�anger.(b) Falls n � 2p ist, dann ist � := (n� p; p) 2 Ep, und � besitzt keinen Vorg�anger.() Jede Partition in Ep ohne Vorg�anger besitzt eine Form wie in (a) oder (b).Bemerkung:Dass � 2 Ep ist, w�urde direkt aus Vermutung 1 folgen, da p ungerade ist. Wegen p jnist p - n � 1. Daher w�urde die Aussage, dass � keinen Vorg�anger besitzt, mit �� =f(n� 3; 12); (n� 2; 1)g aus (2.3.3) und (2.2.4) folgen.F�ur das jeweilige n sind die genannten Partitionen lexikogra�sh gro�, und damit ihredirekten Nahfolger ebenfalls. Das hat zur Folge, dass zu einem festen n diejenigen Parti-tionen, bei denen die Ordnung der jeweils zugeh�origen Kohomologiegruppe einen gro�enPrimteiler besitzt, vorwiegend unter den lexikogra�sh gro�en Partitionen zu �nden sind.So kommt es, dass f�ur ein � 2 Ep die konjugierte Partition �0 nur selten auh in Ep ist.Tats�ahlih sind (abgesehen von den F�allen mit � = �0) die Partitionen (23; 13) und (6; 3)sowie (23; 14) und (7; 3) bisher die einzigen Paare von konjugierten Partitionen mit dieserEigenshaft; sie liegen beide in E3. Es besteht auf Basis der vorliegenden Daten allerdingsnoh kein Grund zur Annahme, dass es bei diesen Ausnahmen bleiben sollte.F�ur p = 2 ist ein derartiger Zusammenhang zwishen konjugierten Partitionen noh we-niger zu erwarten. Es gibt bereits viele Beispiele sowohl daf�ur, dass zwei konjugierte Par-titionen in E2 liegen, als auh daf�ur, dass das nur auf eine von beiden zutri�t. �Vermutung 7In Dp gibt es einen Weg, der folgenderma�en beshrieben wird:� (p�2; 12) ` p (siehe Vermutung 6(a))� (p�2; 1+j; 1) ` p+j f�ur 1 � j � p� 3� ((p�2)2; 12) ` 2p� 2� (p�1; p�2; 12) ` 2p� 1Anshaulih gesprohen wird im Young-Diagramm zu (p�2; 12) zun�ahst die vorletzte Zeile"aufgef�ullt\. Der n�ahste neue Knoten wird in der ersten Spalte erg�anzt und erzeugt soeine neue Zeile. Anshlie�end wird ein neuer Knoten in der nunmehr viertletzten erg�anzt.Dieser Vorgang wird nun iteriert, das hei�t, f�ur q � 2 wird der Weg folgenderma�enfortgesetzt:� ((p�1)q�1; p�2; 1+j; 1) ` q(p� 1) + 1 + j f�ur 1 � j � p� 3� ((p�1)q�1; (p�2)2; 12) ` (q + 1)(p� 1)� ((p�1)q ; p�2; 12) ` (q + 1)(p� 1) + 1Bemerkung:F�ur p = 3 entf�allt der Shritt des "Au��ullens\ der vorletzten Zeile, weil die drittletzte Zeileshon die L�ange 1 hat. Dadurh besteht der betre�ende Weg in D3 aus den Partitionen:



60 KAPITEL 2. DIE BESTIMMUNG VON H2(SN ; S�Z)� (2n�32 ; 13) f�ur 3 � n ungerade,� (2n�42 ; 14) f�ur 3 � n gerade. �Vermutung 8F�ur alle � 2 Ep von einer Form wie in Vermutung 7 und alle l 2 N ist (:::(� 1+):::1+)| {z }l�p mal 2 Ep.Bemerkung:Mit den Partitionen aus Vermutung 6 (a) beginnt also jeweils ein Weg in Dp, der ana-log zu Vermutung 7 beshrieben wird. (Dabei hei�t "analog\, dass in der zweiten Reiheder zugeh�origen Young-Diagramme sukzessive p � 3 Knoten erg�anzt werden, niht etwal � p� 3.)Insbesondere ist (l � p� 2; 2; 1) 2 Ep f�ur alle l 2 N. F�ur p > 3 ergibt sih das shon aus derVermutung 2. F�ur p = 3 besagen die Vermutungen 2 und 8, dass die Partitionen (3l�2; 12)f�ur 3 j l zwei Nahfolger in D3 haben, n�amlih (3l � 2; 2; 1) und (3l � 2; 13).Des Weiteren bedeutet die Vermutung 8, dass f�ur p = 3 - n die Partitionen (n�3; 13) 2 E3sind. Dies dekt sih wegen (1.4.17) mit der Teilaussage aus (2.3.2), die besagt, dassH1(Sn; S(n�3;13)F3 ) und H2(Sn; S(n�3;13)F3 ) f�ur 3 - n niht trivial sind. ��Uber Vielfahheiten von Primteilern l�asst sih bislang nur wenig sagen. Am h�au�gstensheinen Primteiler mit einfaher Vielfahheit aufzutreten. Folgende Ausnahmen gibt es:Falls H2(Sn; S�Z) niht zyklish ist, muss mindestens ein Primteiler mehr als einmal auftre-ten. F�ur kleine n gibt es allerdings nur wenige niht-zyklishe Kohomologiegruppen. DieGemeinsamkeit der berehneten F�alle ist, dass sie alle von der Form Z=2Z�Z=2lZ f�ur einungerades l sind. Die betre�enden Partitionen sind (siehe B.1):� (32; 1j) ` 6+j f�ur 2 � j � 10� (5; 3; 2) ` 10; (5; 32) ` 11� (33; 12) ` 11; (33; 13) ` 12� (7; 3; 1) ` 11; (7; 3; 12) ` 12� (9; 4) ` 13; (9; 5) ` 14Die Eigenshaft von Partitionen, dass die zugeh�origen Kohomologiegruppen niht zyklishsind, wird also m�ogliherweise entlang von Wegen innerhalb von D2 vererbt. In diesemSinne gibt D2 hier gewisserma�en Auskunft �uber die Vielfahheit von 2 in den entspre-henden Gruppenordnungen.Des Weiteren kann es vorkommen, dass ein Primteiler innerhalb eines Invariantenteilersin h�oherer Potenz auftritt. Manhe dieser F�alle werden durh die Vermutungen 1 und 2f�ur geeignete n beshrieben. Au�erdem sind folgende Partitionen betro�en (siehe B.1):� p = 2 : (22; 12); (6; 2; 12); (6; 4; 1); (6; 4; 2); (7; 22 ; 1); (10; 2; 12)� p = 3 : (7; 3; 1)



2.3. PRIMTEILER VON jH2(SN ; S�Z)j 61Wenn man die betro�enen Partitionen hinzunimmt, die durh die Vermutungen 1 und 2erkl�art w�urden, so kann man vermuten, dass man diese Art der h�oheren Vielfahheit ei-nes Primteilers immer auh bei einem Vorg�anger oder einem Nahfolger �ndet. Aber eineVererbung entlang eines ganzen Weges �ndet im Allgemeinen o�enbar niht statt.Damit shlie�e ih den Abshnitt �uber meine Beobahtungen. Im Anhang folgen nun dieberehneten Invariantenteiler sowie die dazu verwendeten GAP-Routinen.



62 KAPITEL 2. DIE BESTIMMUNG VON H2(SN ; S�Z)



Anhang AGAP-RoutinenA.1 Zur Berehnung von A�(Gn)Programm: ZasMatGnEingabe: eine Partition � ` nAusgabe: eine Liste [A�(Gn), Rang(A�(Gn))℄Die Routine ZasMatGn erfordert (wie auh ZasMatHn) die Einbindung der Bibliothekspehtmats.g. Dann liefert die Funktion SpehtMatries eine Liste [B, A℄ mit denerzeugenden Matrizen A und B (siehe 2.1.4). Zur Beshleunigung der Matrixmultipli-kationen werden die Matrizen B2l f�ur hinreihend viele l � 2 zuvor abgespeihert. DieUnterroutine MatPot errehnet dann bei Eingabe einer nat�urlihen Zahl j die Matrix Bj,indem sie zun�ahst mit Hilfe der Unterroutine Binary die Bin�ardarstellung von j als Listevon Einsen und Nullen erzeugt und dann die gespeiherten Matrizen B2l , f�ur die der l-teEintrag in der Bin�ardarstellung eine Eins ist, miteinander multipliziert.Der Rang der berehneten Zassenhausmatrix wird hier wie auh bei ZasMatHn mit ausge-geben, weil er bei der Bestimmung der Elementarteiler in CohoSpeht ben�otigt wird. ZurBestimmung dieses Rangs muss man den Rang des Spehtmoduls S� kennen (siehe 2.1.1).Dieser wird bei der Bestimmung von A und B automatish mitgeliefert und brauht dahersp�ater niht noh einmal berehnet zu werden.ZasMatGn := funtion(lambda)loal , e, i, j, k, m, n, erz, sum, plist, Binary, MatPot;Binary := funtion(l)loal bin;bin := [℄;while l>0 doif l mod 2 = 1then Add(bin,1); l := (l-1)/2;else Add(bin,0); l := l/2;fi;od;return bin;end; 63



64 ANHANG A. GAP-ROUTINENMatPot := funtion(l)loal bin, mat, exp;bin := Binary(l);mat := e;for exp in [1..Length(bin)℄ doif bin[exp℄=1 then mat := mat*plist[exp℄; fi;od;return mat;end;n := Sum(lambda);erz := SpehtMatries(lambda);k := Length(erz[1℄);e := IdentityMat(k);plist := [erz[1℄℄;for i in [2..Length(Binary(n-1))℄ doplist[i℄ := plist[i-1℄^2;od; := erz[2℄*erz[1℄;sum := e;for i in [1..n-2℄ dosum := e + *sum;od;m := [℄;for i in [1..k*(EulideanQuotient(n,2)+2)℄ doAdd(m,[℄);od;mf[1..k℄gf[1..k℄g := e+erz[2℄;mf[1..k℄gf[k+1..2*k℄g := NullMat(k,k);mf[k+1..2*k℄gf[1..k℄g := NullMat(k,k);mf[k+1..2*k℄gf[k+1..2*k℄g := e+Sum([1..n-1℄,i->MatPot(i));mf[2*k+1..3*k℄gf[1..k℄g := sum;mf[2*k+1..3*k℄gf[k+1..2*k℄g := sum*erz[2℄;for i in [2..EulideanQuotient(n,2)℄ domf[(i+1)*k+1..(i+2)*k℄gf[1..k℄g:= e + MatPot(i)*erz[2℄ + erz[2℄*MatPot(i)*(e+erz[2℄*MatPot(n-i));mf[(i+1)*k+1..(i+2)*k℄gf[k+1..2*k℄g:= (erz[2℄+MatPot(i)*erz[2℄*MatPot(n-i))* (e+Sum([1..i-1℄,j->MatPot(j))+MatPot(i)*erz[2℄*(e+Sum([1..n-i-1℄,j->MatPot(j))));od;



A.2. ZUR BERECHNUNG VON A�(HN ) 65if Length(lambda) = 1then return [ m, 2 ℄;else return [ m, k ℄;fi;end;A.2 Zur Berehnung von A�(Hn)Programm: ZasMatHnEingabe: eine Partition � ` nAusgabe: eine Liste [A�(Hn), Rang(A�(Hn))℄Die Matrizen �i aus (2.1.2) werden wie in (2.1.4) berehnet und zur Beshleunigung derfolgenden Matrixmultiplikationen in der Liste erz gespeihert.ZasMatHn := funtion(lambda)loal e, i, j, k, m, n, erz, erz0, inv;n := Sum(lambda);erz0 := SpehtMatries(lambda);k := Length(erz0[1℄);e := IdentityMat(k);inv := Inverse(erz0[1℄);erz := [erz0[2℄℄;for i in [2..n-1℄ doAdd(erz,erz0[1℄*erz[i-1℄*inv);od;m := NullMat(k*n*(n-1)/2,k*(n-1));for i in [1..n-1℄ dofor j in [1..i-2℄ domf[k*(i*(i-1)/2+(j-1))+1..k*(i*(i-1)/2+j)℄gf[k*(j-1)+1..k*j℄g:= e+erz[j℄*erz[i℄;mf[k*(i*(i-1)/2+(j-1))+1..k*(i*(i-1)/2+j)℄gf[k*(i-1)+1..k*i℄g:= erz[j℄+erz[i℄;od;if i>1 thenmf[k*(i*(i-1)/2+(i-2))+1..k*(i*(i-1)/2+i-1)℄gf[k*(i-2)+1..k*(i-1)℄g:= e+erz[i-1℄*erz[i℄+erz[i℄*erz[i-1℄;mf[k*(i*(i-1)/2+(i-2))+1..k*(i*(i-1)/2+i-1)℄gf[k*(i-1)+1..k*(i) ℄g:= erz[i-1℄+erz[i℄*erz[i-1℄*erz[i℄+erz[i℄;fi;mf[k*(i*(i-1)/2+(i-1))+1..k*(i*(i-1)/2+i)℄gf[k*(i-1)+1..k*i℄g:= erz[i℄+e;od;



66 ANHANG A. GAP-ROUTINENif Length(lambda) = 1then return [ m, k*(n-1) ℄;else return [ m, k*(n-2) ℄;fi;end;A.3 Zur Berehnung der Invariantenteiler von A�(P )Programm: CohoSpehtEingabe: eine Partition � ` neine Liste von Primzahleneine Nummer 1 oder 2Ausgabe: bei Eingabe der Primzahlliste Primes:eine Liste der von 1 vershiedenen Invariantenteiler von A�(P )bei Eingabe der leeren Liste:eine Liste aller Primteiler der Invariantenteiler von A�(P )bei Eingabe einer sonstigen Liste:f�ur jede darin enthaltene Primzahl p eine Liste der zugeh�origenElementarteiler von A�(P )Die dritte Eingabe entsheidet, mit welher Pr�asentation gearbeitet wird: Bei 1 wirdA�(Gn) und bei 2 wird A�(Hn) berehnet. Die von 1 vershiedenen Invariantenteiler unddamit auh die Elementarteiler sind in beiden F�allen nat�urlih die gleihen.Die Funktionsweise von ElementaryDivisorsPPartRk wurde in (2.2) erl�autert. Statt dieFunktion mit allen Primzahlen p � n auszuf�uhren, testet man zun�ahst, ob es �uberhaupteinen p-Anteil gibt. Dazu nimmt man die Matrix modulo p und pr�uft, ob nun der Rang klei-ner ist als der der ganzzahligen Matrix. Genau dann gibt es einen p-Anteil, und nur dannmuss er wirklih bestimmt werden. (Dieser Umstand wird unmittelbar klar, wenn mansih die Invariantenteilerform der betre�enden Matrix anshaut.) Letzteres ist in manhenF�allen auh dann noh m�oglih, wenn die Matrix A�(P ) f�ur ElementaryDivisorsPPartRkshon zu gro� ist. Mit Blik auf Abshnitt (2.3) ist die Kenntnis der Primteiler oft shonausreihend. Daher bietet das Programm CohoSpeht die M�oglihkeit, bei Eingabe derleeren Liste lediglih die vorkommenden Primteiler auszurehnen.Die von GAP zur Verf�ugung gestellte Liste Primes enth�alt alle Primzahlen unter 1000.Wenn wir CohoSpeht mit Primes aufrufen, werden alle nihttrivialen Invariantenteilervon A�(P ) und damit den Isomorphietyp von H2(Sn; S�Z) berehnet (sofern n niht zugro� ist).Die Bestimmung der p-Anteile der Invariantenteiler mit ElementaryDivisorsPPartRkkann f�ur untershiedlihe p untershiedlih aufwendig sein. Darum bietet CohoSpeht noheine dritte M�oglihkeit: Bei Eingabe einer Liste mit ausgew�ahlten Primzahlen wird aus-shlie�lih nah diesen p-Anteilen gesuht. Die Ausgabe ist dann eine Liste der entspre-henden Elementarteiler.Die Unterroutine Change ist rein tehnisher Natur: Wir erhalten als Ausgabe vonElementaryDivisorsPPartRk f�ur eine Primzahl p eine Liste der Form [v1; :::; vl;0℄. Siebedeutet: pj teilt genau vj der Invariantenteiler f�ur 1 � j � l. Mit Hilfe von Change k�onnendiese Listen zur besseren Lesbarkeit in Listen von Invarianten- oder Elementarteilern um-gewandelt werden.



A.3. ZUR BERECHNUNG DER INVARIANTENTEILER VON A�(P ) 67CohoSpeht := funtion(lambda, primes, option)loal h, i, n, pfa, plist, elemdiv, zas, Change;Change := funtion(primlist, potlist)loal i, j, k, l, list;l := ListWithIdentialEntries(Maximum(Flat(potlist)),1);list := [℄;for i in [1..Length(primlist)℄ doAdd (list, ShallowCopy(l));for j in [1..Length(potlist[i℄)-1℄ dofor k in [0..potlist[i℄[j℄-1℄ dolist[i℄[potlist[i℄[j℄-k℄:= list[i℄[potlist[i℄[j℄-k℄*primlist[i℄;od;od;od;return list;end;n := Sum(lambda);if option = 1then zas := ZasMatGn(lambda);else zas := ZasMatHn(lambda);fi;if primes = [℄then plist := Primes;else plist := primes;fi;pfa := [℄;i := 1;while i <= Length(plist) and plist[i℄ <= n doh := zas[1℄*Z(plist[i℄)^0;ConvertToMatrixRep(h,plist[i℄);if RankMat(h) < zas[2℄ then Add(pfa,plist[i℄); fi;i := i+1;od;if primes = [℄ then return pfa; fi;elemdiv := [℄;for i in [1..Length(pfa)℄ doAdd(list,ElementaryDivisorsPPartRk(zas[1℄,pfa[i℄,zas[2℄));od;elemdiv := Change(pfa,elemdiv);



68 ANHANG A. GAP-ROUTINENif primes = Primesthen return Reversed(ListN(TransposedMat(elemdiv),Produt));else return ListN(elemdiv, l -> Filtered(l, n -> n>1));fi;end;



Anhang BGAP-ErgebnisseB.1 Isomorphietypen von H2(Sn; S�Z)In der folgenden Tabelle ist wie immer � ` n und k = Rang(S�). Die di0 ; :::; dr wur-den als von 1 vershiedene Invariantenteiler der Zassenhaus-Matrix A�(Gn) mit Hilfe vonCohoSpeht(�,Primes,1) (A.3) berehnet. Falls es keine solhen gibt, ist H2(Sn; S�) tri-vial, also zyklish von Ordnung 1. In diesem Fall enth�alt die Tabelle den Eintrag 1.Falls nur eine Bestimmung der Primteiler von jH2(Sn; S�)j mit CohoSpeht(�,[℄,1)m�oglih war, enth�alt die Tabelle diese an Stelle der dj . Zur Kennzeihnung sind sie inKlammern aufgef�uhrt.Die Partitionen sind lexikogra�sh geordnet. Falls eine oder mehrere Partitionen �uber-sprungen werden, ist dies durh drei Punkte gekennzeihnet.n � k di0 ; :::; dr2 [12℄ 1 1[2℄ 1 23 [13℄ 1 3[2; 1℄ 2 1[3℄ 1 24 [14℄ 1 3[2; 12℄ 3 2[22℄ 2 2[3; 1℄ 3 2[4℄ 1 25 [15℄ 1 1[2; 13℄ 4 3[22; 1℄ 5 4[3; 12℄ 6 10[3; 2℄ 5 2[4; 1℄ 4 1[5℄ 1 26 [16℄ 1 1[2; 14℄ 5 3[22; 12℄ 9 4[23℄ 5 1

n � k di0 ; :::; dr[3; 13℄ 10 2[3; 2; 1℄ 16 5[32℄ 5 6[4; 12℄ 10 3[4; 2℄ 9 2[5; 1℄ 5 2[6℄ 1 27 [17℄ 1 1[2; 15℄ 6 1[22; 13℄ 14 6[23; 1℄ 14 1[3; 14℄ 15 2[3; 2; 12℄ 35 2[3; 22℄ 21 1[32; 1℄ 21 10[4; 13℄ 20 3[4; 2; 1℄ 35 2[4; 3℄ 14 3[5; 12℄ 15 14[5; 2℄ 14 2[6; 1℄ 6 1[7℄ 1 269



70 ANHANG B. GAP-ERGEBNISSEn � k di; :::; dr8 [18℄ 1 1[2; 16℄ 7 1[22; 14℄ 20 6[23; 12℄ 28 1[24℄ 14 1[3; 15℄ 21 2[3; 2; 13℄ 64 1[3; 22; 1℄ 70 2[32; 12℄ 56 2; 10[32; 2℄ 42 2[4; 14℄ 35 1[4; 2; 12℄ 90 2[4; 22℄ 56 2[4; 3; 1℄ 70 3[42℄ 14 2[5; 13℄ 35 6[5; 2; 1℄ 64 7[5; 3℄ 28 2[6; 12℄ 21 4[6; 2℄ 20 2[7; 1℄ 7 2[8℄ 1 29 [19℄ 1 1[2; 17℄ 8 1[22; 15℄ 27 2[23; 13℄ 48 3[24; 1℄ 42 1[3; 16℄ 28 2[3; 2; 14℄ 105 1[3; 22; 12℄ 162 2[3; 23℄ 84 1[32; 13℄ 120 2; 2[32; 2; 1℄ 168 1[33℄ 42 2[4; 15℄ 56 1[4; 2; 13℄ 189 2[4; 22; 1℄ 216 1[4; 3; 12℄ 216 5[4; 3; 2℄ 168 3[42; 1℄ 84 1[5; 14℄ 70 6[5; 2; 12℄ 189 1[5; 22℄ 120 2[5; 3; 1℄ 162 14[5; 4℄ 42 2[6; 13℄ 56 1[6; 2; 1℄ 105 8

n � k di; :::; dr[6; 3℄ 48 3[7; 12℄ 28 18[7; 2℄ 27 2[8; 1℄ 8 1[9℄ 1 210 [110℄ 1 1[2; 18℄ 9 1[22; 16℄ 35 2[23; 14℄ 75 3[24; 12℄ 90 1[25℄ 42 1[3; 17℄ 36 2[3; 2; 15℄ 160 1[3; 22; 13℄ 315 2[3; 23; 1℄ 288 1[32; 14℄ 225 2; 2[32; 2; 12℄ 450 2[32; 22℄ 252 1[33; 1℄ 210 2[4; 16℄ 84 1[4; 2; 14℄ 350 2[4; 22; 12℄ 567 1[4; 23℄ 300 1[4; 3; 13℄ 525 1[4; 3; 2; 1℄ 768 15[4; 32℄ 210 3[42; 12℄ 300 1[42; 2℄ 252 1[5; 15℄ 126 2[5; 2; 13℄ 448 3[5; 22; 1℄ 525 1[5; 3; 12℄ 567 2[5; 3; 2℄ 450 2; 2[5; 4; 1℄ 288 7[52℄ 42 10[6; 14℄ 126 1[6; 2; 12℄ 350 4[6; 22℄ 225 2[6; 3; 1℄ 315 2[6; 4℄ 90 2[7; 13℄ 84 6[7; 2; 1℄ 160 3[7; 3℄ 75 6[8; 12℄ 36 5[8; 2℄ 35 2[9; 1℄ 9 2[10℄ 1 2



B.1. ISOMORPHIETYPEN VON H2(SN ; S�Z) 71n � k di; :::; dr11 [111℄ 1 1[2; 19℄ 10 1[22; 17℄ 44 2[23; 15℄ 110 1[24; 13℄ 165 3[25; 1℄ 132 1[3; 18℄ 45 2[3; 2; 16℄ 231 1[3; 22; 14℄ 550 2[3; 23; 12℄ 693 1[3; 24℄ 330 1[32; 15℄ 385 2; 2[32; 2; 13℄ 990 1[32; 22; 1℄ 990 2[33; 12℄ 660 2; 2[33; 2℄ 462 2[4; 17℄ 120 1[4; 2; 15℄ 594 2[4; 22; 13℄ 1232 1[4; 23; 1℄ 1155 1[4; 3; 14℄ 1100 1[4; 3; 2; 12℄ 2310 1[4; 3; 22℄ 1320 3[4; 32; 1℄ 1188 5[42; 13℄ 825 1[42; 2; 1℄ 1320 1[42; 3℄ 462 1[5; 16℄ 210 2[5; 2; 14℄ 924 3[5; 22; 12℄ 1540 1[5; 23℄ 825 1[5; 3; 13℄ 1540 2[5; 3; 2; 1℄ 2310 1[5; 32℄ 660 2; 6[5; 4; 12℄ 1155 1[5; 4; 2℄ 990 2[52; 1℄ 330 14[6; 15℄ 252 1[6; 2; 13℄ 924 2[6; 22; 1℄ 1100 1[6; 3; 12℄ 1232 1[6; 3; 2℄ 990 1[6; 4; 1℄ 693 4[6; 5℄ 132 5[7; 14℄ 210 2[7; 2; 12℄ 594 2[7; 22℄ 385 2[7; 3; 1℄ 550 2; 18[7; 4℄ 165 2[8; 13℄ 120 3[8; 2; 1℄ 231 10[8; 3℄ 110 1

n � k di; :::; dr[9; 12℄ 45 22[9; 2℄ 44 2[10; 1℄ 10 1[11℄ 1 212 [112℄ 1 1[2; 110℄ 11 1[22; 18℄ 54 2[23; 16℄ 154 1[24; 14℄ 275 3[25; 12℄ 297 1[26℄ 132 1[3; 19℄ 55 2[3; 2; 17℄ 320 1[3; 22; 15℄ 891 2[3; 23; 13℄ 1408 1[3; 24; 1℄ 1155 1[32; 16℄ 616 2; 2[32; 2; 14℄ 1925 1[32; 22; 12℄ 2673 2[32; 23℄ 1320 1[33; 13℄ 1650 2; 2[33; 2; 1℄ 2112 1[34℄ 462 2[4; 18℄ 165 1[4; 2; 16℄ 945 2[4; 22; 14℄ 2376 1[4; 23; 12℄ 3080 1[4; 24℄ 1485 1[4; 3; 15℄ 2079 1[4; 3; 2; 13℄ 5632 ?[4; 3; 22; 1℄ 5775 ?[4; 32; 12℄ 4158 ?[4; 32; 2℄ 2970 1[42; 14℄ 1925 1[42; 2; 12℄ 4455 ?[42; 22℄ 2640 1[42; 3; 1℄ 2970 1[43℄ 462 1[5; 17℄ 330 2[5; 2; 15℄ 1728 1[5; 22; 13℄ 3696 (3)[5; 23; 1℄ 3520 1[5; 3; 14℄ 3564 (2)[5; 3; 2; 12℄ 7700 ?[5; 3; 22℄ 4455 ?[5; 32; 1℄ 4185 ?[5; 4; 13℄ 3520 1[5; 4; 2; 1℄ 5775 ?[5; 4; 3℄ 2112 3[52; 12℄ 1485 14[52; 2℄ 1320 2



72 ANHANG B. GAP-ERGEBNISSEn � k di; :::; dr12 [6; 16℄ 462 1[6; 2; 14℄ 2100 2[6; 22; 12℄ 3564 1[6; 23℄ 1925 1[6; 3; 13℄ 3696 1[6; 3; 2; 1℄ 5632 ?[6; 32℄ 1650 1[6; 4; 12℄ 3080 2[6; 4; 2℄ 2673 4[6; 5; 1℄ 1155 2[62℄ 132 1[7; 15℄ 462 2[7; 2; 13℄ 1728 1[7; 22; 1℄ 2079 4[7; 3; 12℄ 2376 2; 2[7; 3; 2℄ 1925 6[7; 4; 1℄ 1408 3[7; 5℄ 297 10[8; 14℄ 330 3[8; 2; 12℄ 945 2[8; 22℄ 616 1[8; 3; 1℄ 891 5[8; 4℄ 275 2[9; 13℄ 165 2[9; 2; 1℄ 320 11[9; 3℄ 154 6[10; 12℄ 55 6[10; 2℄ 54 2[11; 1℄ 11 2[12℄ 1 213 [113℄ 1 1[2; 111℄ 12 1[22; 19℄ 65 2[23; 17℄ 208 1[24; 15℄ 429 1[25; 13℄ 572 3[26; 1℄ 429 1[3; 110℄ 66 2[3; 2; 18℄ 429 1[3; 22; 16℄ 1365 2[3; 23; 14℄ 2574 1[3; 24; 12℄ 2860 1[3; 25℄ 1287 1[32; 17℄ 936 2; 2[32; 2; 15℄ 3432 1:::[33; 14℄ 3575 (2):::[33; 22℄ 3432 1:::[34; 1℄ 2574 2

n � k di; :::; dr[4; 19℄ 220 1[4; 2; 17℄ 1430 2:::[4; 3; 16℄ 3640 1:::[4; 33℄ 3432 1:::[43; 1℄ 3432 1[5; 18℄ 495 2[5; 2; 16℄ 3003 1:::[5; 42℄ 2574 1:::[52; 3℄ 3432 (2; 3)[6; 17℄ 792 1:::[62; 1℄ 1287 2[7; 16℄ 924 2:::[7; 32℄ 3575 (2; 3):::[7; 5; 1℄ 2860 2; 6[7; 6℄ 429 2[8; 15℄ 792 1[8; 2; 13℄ 3003 6[8; 22; 1℄ 3640 1:::[8; 3; 2℄ 3432 1:::[8; 5℄ 572 5[9; 14℄ 495 2[9; 2; 12℄ 1430 1[9; 22℄ 936 1[9; 3; 1℄ 1365 22[9; 4℄ 429 2; 2[10; 13℄ 220 3[10; 2; 1℄ 429 4[10; 3℄ 208 3[11; 12℄ 66 26[11; 2℄ 65 2[12; 1℄ 12 1[13℄ 1 214 [114℄ 1 1[2; 112℄ 13 1[22; 110℄ 77 2[23; 18℄ 273 1[24; 16℄ 637 1[25; 14℄ 1001 3[26; 12℄ 1001 1[27℄ 429 1



B.1. ISOMORPHIETYPEN VON H2(SN ; S�Z) 73n � k di; :::; dr[3; 111℄ 78 2[3; 2; 19℄ 560 1[3; 22; 17℄ 2002 2:::[32; 18℄ 1365 2; 2:::[4; 110℄ 286 1[4; 2; 18℄ 2079 2:::[5; 19℄ 715 2:::[6; 18℄ 1287 1:::[7; 17℄ 1716 2:::[72℄ 429 14[8; 16℄ 1716 1:::[8; 6℄ 1001 1[9; 15℄ 1287 2:::[9; 5℄ 1001 2; 2[10; 14℄ 715 1[10; 2; 12℄ 2079 4[10; 22℄ 1365 1[10; 3; 1℄ 2002 3[10; 4℄ 637 2[11; 13℄ 286 6[11; 2; 1℄ 560 13[11; 3℄ 273 2[12; 12℄ 78 7[12; 2℄ 77 2[13; 1℄ 13 2[14℄ 1 215 [115℄ 1 1[2; 113℄ 14 1[22; 111℄ 90 2[23; 19℄ 350 1[24; 17℄ 910 1[25; 15℄ 1638 1[26; 13℄ 2002 3[27; 1℄ 1430 1[3; 112℄ 91 2[3; 2; 110℄ 715 1[3; 22; 18℄ 2835 2:::[32; 19℄ 1925 2; 2:::[4; 111℄ 364 1[4; 2; 19℄ 2925 2:::

n � k di; :::; dr[5; 110℄ 1001 2:::[6; 19℄ 2002 1:::[7; 18℄ 3003 2:::[8; 17℄ 3432 1:::[8; 7℄ 1430 7[9; 16℄ 3003 2:::[9; 6℄ 2002 2[10; 15℄ 2002 1:::[10; 5℄ 1638 5[11; 14℄ 1001 6[11; 2; 12℄ 2925 2[11; 22℄ 1925 1[11; 3; 1℄ 2835 26[11; 4℄ 910 1[12; 13℄ 364 1[12; 2; 1℄ 715 14[12; 3℄ 350 3[13; 12℄ 91 30[13; 2℄ 90 2[14; 1℄ 14 1[15℄ 1 216 [116℄ 1 1[2; 114℄ 15 1[22; 112℄ 104 2[23; 110℄ 440 1[24; 18℄ 1260 1[25; 16℄ 2548 1:::[27; 12℄ 3432 1[28℄ 1430 1[3; 113℄ 105 2[3; 2; 111℄ 896 1:::[32; 110℄ 2640 2; 2:::[4; 112℄ 455 1:::[5; 111℄ 1365 2:::[6; 110℄ 3003 1:::[82℄ 1430 2:::[9; 7℄ 3432 (2; 7):::



74 ANHANG B. GAP-ERGEBNISSEn � k di; :::; dr16 [11; 15℄ 3003 2:::[11; 5℄ 2548 1[12; 14℄ 1365 1:::[12; 22℄ 2640 2:::[12; 4℄ 1260 2[13; 13℄ 455 6[13; 2; 1℄ 896 5[13; 3℄ 440 6[14; 12℄ 105 8[14; 2℄ 104 2[15; 1℄ 15 2[16℄ 1 217 [117℄ 1 1[2; 115℄ 16 1[22; 113℄ 119 2[23; 111℄ 544 1[24; 19℄ 1700 1:::[3; 114℄ 120 2[3; 2; 112℄ 1105 1:::[4; 113℄ 560 1:::[5; 112℄ 1820 2:::[13; 14℄ 1820 2:::[13; 4℄ 1700 2[14; 13℄ 560 3[14; 2; 1℄ 1105 16[14; 3℄ 544 1[15; 12℄ 120 34[15; 2℄ 119 2[16; 1℄ 16 1[17℄ 1 218 [118℄ 1 1[2; 116℄ 17 1[22; 114℄ 135 2[23; 112℄ 663 1[24; 110℄ 2244 1:::[3; 115℄ 136 2[3; 2; 113℄ 1344 1:::[4; 114℄ 680 1:::

n � k di; :::; dr[5; 113℄ 2380 2:::[14; 14℄ 2380 3:::[14; 4℄ 2244 2[15; 13℄ 680 2[15; 2; 1℄ 1344 17[15; 3℄ 663 6[16; 12℄ 136 9[16; 2℄ 135 2[17; 1℄ 17 2[18℄ 1 219 [119℄ 1 1[2; 117℄ 18 1[22; 115℄ 152 2[23; 113℄ 798 1[24; 111℄ 2907 1:::[3; 116℄ 153 2[3; 2; 114℄ 1615 1:::[4; 115℄ 816 1:::[15; 4℄ 2907 2[16; 13℄ 816 3[16; 2; 1℄ 1615 6[16; 3℄ 798 3[17; 12℄ 153 38[17; 2℄ 152 2[18; 1℄ 18 1[19℄ 1 220 [120℄ 1 1[2; 118℄ 19 1[22; 116℄ 170 2[23; 114℄ 950 1:::[3; 117℄ 171 2[3; 2; 115℄ 1920 1:::[4; 116℄ 969 1:::[17; 13℄ 969 6[17; 2; 1℄ 1920 19[17; 3℄ 950 2[18; 12℄ 171 10[18; 2℄ 170 2[19; 1℄ 19 2[20℄ 1 2



B.2. GRAPHEN DER FORM DP 75B.2 Graphen der Form DpHier werden f�ur p 2 f2; 3; 5; 7g auf Basis der Ergebnisse aus B.1 Partitionen in Graphender Form Dp angeordnet. Falls f�ur einen Knoten noh keine Nahfolger berehnet sind, istdies durh ein Fragezeihen gekennzeihnet. Wenn Nahfolger bekannt sind, die hier nurniht aufgef�uhrt werden, ist dies durh drei Punkte gekennzeihnet.p = 2 :Der besseren �Ubersiht wegen ist D2 f�ur n � 13 in zwei Teilgraphen aufgeteilt. Der ersteenth�alt die von Vermutung 4 und 5 betro�enen Partitionen, der zweite alle �ubrigen, zu-sammen mit einigen Verbindungen zum ersten, so dass insgesamt jede bekannte Kante ausK2 f�ur n � 13 in mindestens einem der beiden Teilgraphen auftauht.4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
??

? ?

(10,2,1)

(22) (32; 12)(32,2) (33) (33,1)
(5,3,1)

(22; 12) (22; 13) (22; 14) (22; 15) (22; 16) (22; 17) (22; 18) (22; 19) � � �� � �(3,110)(3,19)(3,18)(3,17)(3,16)(3,15)(3,14)(3,13)(32) (32,1) (32; 13) (32; 14) (32; 15) (32; 16) (32; 17) � � �(33; 13)(33; 12)(33,2) (34) (34,1) � � �(4,2,17)(4,2,16)(4,2,15)(4,2,14)(4,2,13)(4,2,12)(4,2,1)(5,12) (5,13) (5,14) (5,15) (5,16) (5,17) (5,18) ?(5,3,12) (5,3,13)(5,32)(5,3,2) (52; 12)(52,1)(52)(5,4)(5,3) (52,2)(6,2,1) (6,2,12) (6,2,13) (6,2,14) ?(7,12) (7,13) (7,14) (7,15) (7,16) � � �

(22,1)(3,12)

(7,3,12) ?(7,3,1)(7,3) (7,3,2)(7,5)(7,4) (7,6) � � �(8,2,1) (8,2,12) ?(9,14)(9,13)(9,12) (9,3) (9,3,1) � � �� � �� � �(9,4)(11,12) � � �(11,2) � � �(10,2)(11,1)(9,2)(8,2)(9,1)
(11)(10)(9)

(7,2)

(12) (13) � � �

(6,2)(7,1)
(5,2)
(7)

(4,2)(5,1)(5)
(3,2)(3,1)(4)

(6)
(8)

3(3)2(2)

(7,5,1) ??(8,2,13)

?(5,3,14) ?(52,3)
?(7,32)
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� � �(11,12)(11,1)(11)(10) (10,12)(9,12)(9,1)(9) � � �(10,2,1)(10,2)(9,2)(8,2) (8,4) (9,4) � � �(8) (7,5)� � �(7,3,1)(7,3)(7,2)(7,1)(7) (7,12) (7,13) (7,2,12)(6,2,12)(6) ?(7,22,1)(7,22)(6,22)(6,2,1)(6,12)(5,12)(5) (5,1) (6,2) (5,4) (52) (52,1) (6,5,1) (62,1) ??(6,4,12)(6,4)(5,3)(5,2)(4) (4,2) (5,3,1) (6,3,1) (6,4,1) (6,4,2) ?(3,2) (4,2,1) (4,22) (5,22) (5,3,2) (5,4,2) (52,2) ?(4,2,12) � � �(3,1)(3) (3,12) (3,13) (3,2,12) (3,22,1) (3,22; 12) (3,22; 13) (3,22; 14) (3,22; 15) (3,22; 16) � � �(2) (2,12) (22,1) (22; 12) (32; 12) (32; 13) (32; 2; 12) (32; 22,1) (32; 22; 12)1312111098765432

(7,4)

?(33; 12) � � �

(7,5,1) ?
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(2; 13)6 (2; 14) (32)54 (14)

(4; 12)7 (22; 13) (4; 3) (4; 13)8 (22; 14) (4; 3; 1) (5; 13)9 (23; 13) (4; 3; 2) (5; 14) (6; 3) (7; 12)10 (23; 14) (5; 2; 13) (7; 3) (7; 2; 1) (7; 13)11 (24; 13) (5; 2; 14) (7; 3; 1) (8; 13)12 (24; 14) (7; 3; 2) (7; 4; 1) (8; 14) (9; 3) (10; 12)13 (25; 13) (10; 3) (10; 13)14 (25; 14) (10; 3; 1) (11; 13)(26; 13)15 ? (11; 14)16 ? ?17181920

(12; 3)(13; 3)?
(13; 12)(13; 13)(14; 13) (15; 3)(16; 3)? (16; 2; 1)?

(16; 12)(16; 13)(17; 13)?
(14; 14)?

(7; 5; 1)? ?(8; 2; 13)?(5; 22; 13)
?(7; 32)

(4; 32) (4; 3; 2; 1)(5; 32) (4; 3; 22)(5; 4; 3) ?(52; 3)?
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(3; 12)(3; 2; 1)(32; 12)(4; 3; 12)(4; 3; 2; 1)(4; 32; 1)? (52)(6; 5)(7; 5)(8; 5)?
(8; 12)(8; 2; 1)(8; 3; 1)?

?(10; 5) (13; 12)(13; 2; 1)?

p = 5 : (32; 1)

78101112131415

(5; 12)(5; 2; 1)9 (5; 3; 1)(5; 4; 1)(52; 1)(52; 12)? (72)(8; 7) (12; 12)(12; 2; 1)??16 (9; 7)

p = 7 :



Anhang CDer Beweis von Lemma 2.2.4Es sei n � 3 und � := (n � 1; 1). Dann ist H2(Sn; S�Z) = 0 f�ur ungerades n undH2(Sn; S�Z) �= Z=2Z f�ur gerades n.Der Beweis dieser Aussage erfolgt durh Bestimmung der Invariantenteilerform der Zassen-haus-Matrix A� := A�(Hn). Hn besitzt n�1 Erzeuger und n(n�1)2 Relationen (siehe 2.1.2),und es ist k = n� 1 (siehe 1.2.24 ()). Mit (2.1.2) gilt:
A� =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

A(1) 0A(2)...A(n� 2)A(n� 1)
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
2 Zn(n�1)22 �(n�1)2

mit Bl�oken A(i) 2 Zki�ki de�niert durh:
A(i) :=

0BBBBBBBBBBBBBBB�
1 + �1�i �1 +�i. . . ...1 + �i�2�i �i�2 +�i1 + �i�1�i +�i�i�1 �i�1 +�i�1�i�i�1 +�i�i + 1

1CCCCCCCCCCCCCCCA :
79



80 ANHANG C. DER BEWEIS VON LEMMA 2.2.4Aus (1.2.24 ()) ist bekannt, dass die �i = ��((i; i+ 1)) 2 Zn�1�n�1 die folgende Gestalthaben:
�1 = 0BBBB� �1 �1 �1 � � � �11 1 . . . 1

1CCCCA; �i = 0BBBBBBBBBB�
1 . . . 1 0 11 0 1 . . . 1

1CCCCCCCCCCA f�ur 2 � i � n� 1:
Dabei steht der fettgedrukte Eintrag an der Position (i; i).Die einzelnen (k � k)-Bl�oke der Zassenhaus-Matrix errehnen sih damit wie folgt:
(a) �1 + 1 =0BBBBB� 0 �1 �1 � � � �12 2 . . . 2

1CCCCCA ; �i+ 1 =0BBBBBBBBBBBB�
2 . . . 2 1 11 1 2 . . . 2

1CCCCCCCCCCCCA f�ur 2 � i � n� 1:
(b) 1 + �1�2 +�2�1 = �1 +�2�1 +�2 =0BBBBB� 0 0 �1 � � � �10 0 �1 � � � �13 . . . 3

1CCCCCAF�ur 3 � i � n� 1 gilt:
1 + �i�1�i +�i�i�1 = �i�1 +�i�i�1 +�i =

0BBBBBBBBBBBBBB�
3 . . . 3 1 1 11 1 11 1 1 3 . . . 3

1CCCCCCCCCCCCCCA.
() Sei nun 3 � i � n� 1.

1 + �1�i = �1 +�i =
0BBBBBBBBBBBBBB�

0 �1 �1 � � � �1 �12 . . . 2 1 11 1 2 . . . 2
1CCCCCCCCCCCCCCA ;
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1 + �l�i = �l +�i =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
2 . . . 2 1 11 1 2 . . . 2 1 11 1 2 . . . 2

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
f�ur 2 � l � i� 2.

Dabei steht der obere fettgedrukte Eintrag an der Posititon (l; l) und der untere an Po-sition (i; i).Unterteilt man also die Zassenhaus-Matrix in (k�k)-Bl�oke, dann gibt es einerseits Blok-zeilen mit nur einem von Null vershiedenen Blok �i+1, und in den anderen Blokzeilenstehen jeweils zwei identishe von Null vershiedene Bl�oke.Eine Ausnahme bildet der Fall n = 3; hier ist die zweite Blokzeile komplett gleih Null,weil die Bl�oke noh zu klein sind. Die Zassenhaus-Matrix hat die Form:A� = 0BBBBBB� 0 �10 20 0 0 00 0 0 01 11 1
1CCCCCCA :O�ensihtlih sind alle Invariantenteiler gleih 1.Im Folgenden sei n � 4.Um eine gewisse �Ubersiht zu gew�ahrleisten, betrahten wir die gro�en Bl�oke A(i) zu-n�ahst separat und f�uhren darauf ausshlie�lih Zeilenoperationen aus. Die Bl�oke A(1)und A(2) bleiben vorerst unver�andert. Es sei also i � 3.Der unterste Blok �i + 1 hat Zweien auf der Diagonalen, au�er dort, wo der � 1 11 1 �-Kasten liegt. Damit vereinfahen wir die dar�uber liegenden Bl�oke.�1 +�i wird zu 0BB� 0 �1 � � � �10 1CCA . (Beahte dabei, dass i > 2 ist.)

�l +�i wird f�ur 2 � l � i� 2 zu 0BB� 1 11 1 1CCA mit der fettgedrukten 1 an Position (l; l).
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�i�1 + �i�i�1 +�i wird zu

0BBBBBBBBBBBBBB�
1 . . . 1 1 0 01 0 01 0 0 1 . . . 1

1CCCCCCCCCCCCCCA mit der fettgedrukten 0 bei (i; i).
(Beahte auh hier, dass i > 2.)Die Diagonalbl�oke von A(i) werden nun vereinfaht mit Hilfe der Bl�oke �l + 1 f�ur1 � l � i� 1, die alle oberhalb von A(i) liegen. Da sie die einzigen von Null vershiedenenBl�oke in ihrer jeweiligen Blokzeile sind, haben die folgenden Operationen au�erhalb derbetrahteten Bl�oke keine Auswirkungen.
1 + �1�i wird mit Hilfe von �1 + 1 zu 0BB� 1 11 1 1CCA mit der fettgedrukten 1 bei (i; i).
1 + �l�i wird f�ur 2 � l � i� 2 mit Hilfe von �l + 1 ebenfalls zu 0BB� 1 11 1 1CCA.
1 + �i�1�i + �i�1�i wird mit Hilfe von �i�1 + 1 zu

0BBBBBBBBBBBBBB�
1 . . . 1 0 0 10 0 10 0 1 1 . . . 1

1CCCCCCCCCCCCCCA mit der
fettgedrukten 1 bei (i; i).Nun r�aumen wir innerhalb der einzelnen Blokzeilen noh doppelte Zeilen aus. Der bes-seren �Ubersiht wegen werden im Folgenden Nullzeilen aus der Fox-Matrix komplett ge-strihen. Sortiert man jetzt noh die Zeilen entsprehend um, dann wurde A(i) mit denbisherigen Zeilenoperationen auf die folgende Form gebraht:



830BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

0 � � � 0 1 1 0 � � � 0 . . . 0 � � � 0 1 1 0 � � � 0 0 � � � 0 1 1 0 � � � 01 1. . . . . .1 1 0 0 � � � 00 �1 � � � �11 1. . . . . .1 10 0 1 1 0 01 1. . . . . .1 12 . . . 2 2 0 0 2 . . . 2

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
Hierbei stehen die fettgedrukten Eintr�age in der i-ten Spalte des jeweiligen Bloks.
Nun addieren wir die unterste Blokzeile des umgewandelten A(i�1) auf die untersteBlokzeile des umgewandelten A(i). Dann stehen in dieser Blokzeile die Zweien genau anden Positionen, an denen in der dar�uberliegenden Blokzeile die Einsen stehen. Das hei�t,wir k�onnen die unterste Blokzeile komplett ausr�aumen. (Das funktioniert auh f�ur i = 3.A(2) ist zwar bisher noh niht umgewandelt, aber die ben�otigten Zeilen stehen auh dort.)
Als n�ahstes betrahten wir in der letzten Blokspalte von A(i) die Spalten i�1 und i.Die gesamte Blokspalte ist oberhalb von A(i) gleih Null. Wenn wir die beiden betref-fenden Spalten in der Blokspalte nah hinten taushen, so r�uken in A(j) mit j > i inder i-ten Blokspalte zwei Nullspalten nah hinten. Wenn wir also diese Umformung f�ur3 � i � n� 1 vornehmen, dann haben die umgewandelten A(i) die Gestalt:
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0 � � � 1 1 � � � 0 0 � � � 1 1 0 0 � � � 0 . . . 0 � � � 1 1 0 0 � � � 0 0 � � � 0 1 11 1. . . . . .1 1 0 0 � � � 00 �1 � � � �11 11 1. . . . . .1 11 0 0 1 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCADabei sind die entsprehenden Umformungen f�ur die zweite Blokspalte shon vorwegge-nommen, die jetzt folgen, wenn wir A(1) und A(2) bearbeiten:0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

0 �1 �1 � � � �12 2 . . . 20 0 �1 � � � �1 0 0 �1 � � � �10 0 �1 � � � �1 0 0 �1 � � � �13 3. . . . . .3 31 11 1 2 . . . 2

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
�!

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
0 �1 �1 � � � �12 2 . . . 20 0 �1 � � � �1 0 0 �1 � � � �11 1. . . . . .1 11 12 2. . . . . .2 2

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
�!

0BBBBBBBBBBBBBB�
0 �1 �1 � � � �12 2 � � � 22 . . . 20 0 1 0 0 1. . . . . .1 11 1 0 � � � 0

1CCCCCCCCCCCCCCA �! 0BBBBBBBBBBBB�
0 �1 �1 � � � �12 . . . 20 0 1 1. . . . . .1 1 0 00 � � � 0 1 1

1CCCCCCCCCCCCANah entsprehendem Umsortieren der Zeilen hat die gesamte umgeformte Zassenhaus-Matrix nun folgende Gestalt:



850BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

M M M . . . MB(1) B(2) B(3) . . . B(n� 1) B(2)2E0E0 EE E . . . . . .E EE E

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCADie einzelnen Bl�oke haben dabei folgende Gestalt:M =� 0 �1 � � � �1 � 2 Z1�n�1,E =0B� 1 . . . 1 0 01CA 2 Zn�3�n�1; E0 =0B� 0 0 1 . . . 11CA 2 Zn�3�n�1,B(1) =0BBB� 0 1 11 1. . . . . .1 11CCCA 2 Zn�3�n�1; B(2) =0BBB� 1 1. . . . . .1 1 00 1 11CCCA 2 Zn�3�n�1,
B(i) =0BBBBBBBBBB�

1 1. . . . . .1 1 00 1 1. . . . . .1 1 00 1 1
1CCCCCCCCCCA 2 Zn�4�n�1 f�ur 3 � i � n� 2

mit der fettgedruken 1 an der Position (i � 2; i). Damit entsteht B(i) aus B(2) durhStreihen der (i�2)-ten Zeile.Wir betrahten nun gewisse Untermatrizen, auf denen man weiterhin Zeilenumformungenausf�uhren kann, die den Rest der Gesamtmatrix niht betre�en:Die letzte Zeile in jedem B(i) ist b := � 0 � � � 0 1 1 �. Damit gilt:
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0BBBB�M Mb bE E 1CCCCA = 0BBBBBBBBB�

0 �1 � � � �1 0 �1 � � � �10 � � � 0 1 1 0 � � � 0 1 11 1. . . . . .1 0 0 1 0 0
1CCCCCCCCCA

�! 0BBBBBBBBB�
0 �1 � � � �10 1 � � � 1 0 0 0 � � � 00 � � � 0 1 1 0 � � � 0 1 11 1. . . . . .1 0 0 1 0 0

1CCCCCCCCCA �! 0BBBBBBBBB�
0 �1 � � � �10 � � � 0 0 � � � 00 � � � 0 1 1 0 � � � 0 1 11 1. . . . . .1 0 0 1 0 0

1CCCCCCCCCA :
Mit diesem Verfahren k�onnen wir der Reihe nah aus den Blokspalten n�1 bis 4 alle Man den entsprehenden Positionen entfernen.Unter Verwendung der Zeile b0 := � 0 1 1 0 � � � 0 � aus B(1) betrahten wir shlie�lih

0BBBBBB�M Mb0 bE0 EE E
1CCCCCCA =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
0 �1 � � � �1 0 �1 � � � �10 1 1 0 � � � 0 0 � � � 0 1 10 0 1 11 1. . . . . .1 1 0 01 11 1. . . . . .1 0 0 1 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
�!

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
0 �1 � � � �10 1 � � � 1 0 1 � � � 1 0 0 0 � � � 00 1 1 0 � � � 0 0 � � � 0 1 10 0 1 11 1. . . . . .1 1 0 01 11 1. . . . . .1 0 0 1 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



87
�!

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
0 �1 � � � �10 � � � 0 0 � � � 0 0 � � � 00 1 1 0 � � � 0 0 � � � 0 1 10 0 1 11 1. . . . . .1 1 0 01 11 1. . . . . .1 0 0 1 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA :
Damit sind alle Bl�oke M bis auf den obersten aus der Gesamtmatrix entfernt. Der Restder Matrix ist gleih geblieben.Unter Verwendung der Tatsahe, dass f�ur 3 � i � n� 2 alle Zeilen aus B(i) auh in B(2)vorkommen, betrahten wir nun f�ur 2 � i � n� 2:0BB� B(i) 00 B(2)E 0E E 1CCA! 0BB� B(i) �B(i)0 B(2)E �EE 0 1CCA! 0BB� B(i) 00 B(2)0 �EE 0 1CCA! 0BB� 0 B(i)B(2) 0�E 00 E 1CCA :Wihtig ist dabei, dass wir die vorletzte Blokzeile niht auf andere Zeilen addieren.Analog wird 0BB� B(i) 00 B(2)E 0E �E 1CCA zu 0BB� 0 B(i)B(2) 0E 00 E 1CCA. Auf diese Weise k�onnen wir beginnendbei i = n�2 sukzessive den hinteren B(2)-Blok bis in die zweite Blokspalte taushen unddabei immer jeweils ein E eliminieren. Shlie�lih betrahten wir noh die Untermatrix:

0� B(1) 00 B(2)E0 �E 1A =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

0 1 11 1. . . . . .1 1 1 1. . . . . .1 1 00 1 10 0 1 �11 �1. . . . . .1 �1 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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�!

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
0 1 11 1. . . . . .1 10 0 �1 �1 1 1. . . . . . . . . . . .�1 �1 1 1 00 0 0 1 10 0 0 �10 �1. . . . . .0 �1 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
! 0� B(1) 00 B(2)0 �E 1A :

Das Vorzeihen von E ist abh�angig davon, ob n gerade oder ungerade ist, hat aber auf dieInvariantenteiler keinen Einuss. Die gesamte Matrix hat jetzt die Form:0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
MB(1)2E0 B(2)�E B(2)E B(3)E . . . B(n� 2)E

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA :
Die Bl�oke � B(2)�E � und � B(i)E � f�ur 3 � i � n � 2 besitzen als Invariantenteiler nurEinsen. Es bleibt also nur noh zu betrahten:1. Fall: n ungerade0B� MB(1)2E0 1CA =

0BBBBBBBBBBBBBB�
0 �1 � � � �10 1 11 1. . . . . .1 12 2 . . . 2

1CCCCCCCCCCCCCCA �!
0BBBBBBBBBBBBBB�

0 �1 0 � � � 00 1 11 1. . . . . .1 10 0 2 2 . . . 2
1CCCCCCCCCCCCCCA
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�!

0BBBBBBBBBBBBBB�
0 �1 0 � � � 00 0 1 1 . . . 10 0 2 2 . . . 2

1CCCCCCCCCCCCCCA �!
0BBBBBBBBBBBBBB�

0 �1 0 � � � 00 0 1 1 . . . 10 0 0 0 . . . 0
1CCCCCCCCCCCCCCA2. Fall: n gerade0B� MB(1)2E0 1CA =

0BBBBBBBBBBBBBB�
0 �1 � � � �10 1 11 1. . . . . .1 12 2 . . . 2

1CCCCCCCCCCCCCCA �!
0BBBBBBBBBBBBBB�

0 � � � 00 1 11 1. . . . . .1 10 0 2 2 . . . 2
1CCCCCCCCCCCCCCA

�!
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

0 � � � 00 1 1 . . . 1 00 0 2 �2 2 � � � �2 22 �2 �22 . . . .... . . �2 22 �22
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA �! 0BBBBB� 0 1 1 . . . 1 2

1CCCCCA
Insgesamt folgt damit, dass f�ur ungerades n alle Invariantenteiler von A� gleih 1 sind undf�ur gerades n der einzige von 1 vershiedene Invariantenteiler 2 (mit Vielfahheit 1) ist.Damit folgt die Behauptung. �
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