Ubungen zur Linearen Algebra fiir Informatiker

Losungen Blatt 9

Aufgabe 30.
a) Aussage ist wahr. Ist Bx = 0, so ist auch ABz = 0.

b) Aussage ist wahr. Zu zeigen ist unter Voraussetzung ker A = 0, dafl ker AB C ker B.
Aber ABx = 0 impliziert nun Bx = 0.

c¢) Aussage ist falsch. Sei etwa A = ((1)8) und B = ((1)), iiber K beliebig.

d) Aussage ist wahr. Summe ist K™: z = (E — A)z + Az. Summe ist direkt: Ist ein
Element Az des Bildes im Kern, so ist 0 = A(Az) = Az. Also ist Im A Nker A = 0.

e) Aussage ist falsch. Sei etwa K = C, A = (14¢). Der Kern von A ist erzeugt von (‘f),
das Bild von AT ebenfalls.

f) Aussage ist wahr. Zu zeigen geniigt die Implikation =>. Wegen AB = 0 ist BTAT = 0,
und folglich Im AT C ker B™. Bleibt zu zeigen, daf die Dimensionen iibereinstimmen. Aber
dimIm AT = dimIm A = n — dimker A = n — dimIm B = n — dimIm B" = dimker BY.

Aufgabe 31.
a) det A = 2.

b) det A = 62. Nach der Cramerschen Regel ist der gesuchte Eintrag von z also
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c) det A = —26 + 74i.

d) det A = —59. Die 59 war der Nenner der Eintriige von A~! (in gekiirzter Form). Eine
Erkldrung hierfiir liefert die Adjunktenformel fiir A=

e) Wir fiihren eine Induktion nach n. Der Induktionsanfang n = 1 folgt daraus, daf§ das
leere Produkt den Wert 1 hat. Wir nehmen nun die Formel fiir (n — 1) x (n — 1)-Matrizen
als gegeben an. Umformung liefert
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f) Schreibe f,(s) := det A,(s). Fiir n > 3 ist fu(s) = sfn_1(s) — fu_2(s), wie durch
Entwicklung nach erster Zeile folgt. Wir fiihren eine Induktion nach n und nehmen die
Formel an fiir n —1 und n — 2. Fiir n = 1 und n = 2 folgt die Formel hierbei mit direktem
Nachrechnen. Allgemein wird

fn(s) = anfl(s) - fn72(8)
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Aufgabe 32.

a) Bringe durch elementare Zeilenumformungen vom Typ @; ;(A) mit entweder 1 < ¢, j <
m oder m+1 < 4,57 < m+n die Matrix (ég) in obere Dreiecksform, d.h. ihre Eintrige
x; ; sollen verschwinden falls ¢ > j. Die Determinante hat sich dadurch nicht gedindert und
berechnet sich als Produkt der Hauptdiagonalelemente x1; - - - py 45 m+n- Die Determinante

von A ist aber x11 - - - Ty m, und die Determinante von B ist Tyi1,m+41 " * * Tmtnm-tn-

b) Eine Matrix ist regulér genau dann, wenn ihre Determinante nicht verschwindet.

¢) Setzt man (‘8 g) ()5 ‘Y/) = Eptnm+n an, so erhilt man als Bedingungen BU = 0, woraus
U=0, BV =E,,, woraus V = B™!' sodann AX = E,, ,,, woraus X = A~ und schlief-
lich AY + CB~! = 0, woraus Y = —A~'CB~'. Also wird (’3%)71 = (Aal 7‘4;7013_1), was
man auch leicht direkt verifiziert.

Aufgabe 33.

a) Liegen die Eintriige von A~! séimtlich in Z, so ist auch det A~' € Z. Wegen det A =
(det A1) ! € Z muB det A € {—1,+1} liegen.

Umgekehrt, falls det A € {—1,+1}, so zeigt die Adjunktenformel, dal A~! ganzzahlige
Eintrige hat.

Damit sind diese Matrizen in GL,(Q) unter Inversion abgeschlossen. Da die Determi-
nante multiplikativ ist, und da {—1,+1} unter der Multiplikation abgeschlossen ist, ist
diese Menge von Matrizen auch unter Multiplikation abgeschlossen. Eine unter Multi-
plikation und Inversion abgeschlossene Teilmenge einer Gruppe bildet mit der geerbten
Multiplikation ebenfalls wieder eine Gruppe.

Bemerkung (fakulativ). Die Gruppe dieser Matrizen wird als GL,(Z) bezeichnet, i.e. als
allgemeine lineare Gruppe iiber Z. Die Untergruppe der ganzzahligen Matrizen darin mit
Determinante 1, die uns in ¢) noch begegnen wird, wird als SL,(Z) bezeichnet, i.e. als
spezielle lineare Gruppe iiber Z.

b) Schreibe A = (a;;). Es geniigt mit der Leibniz-Formel zu zeigen, da8 fir o € S,
das Produkt a14(1) - - - Gp,e(n) mindestens k durch ¢ teilbare Faktoren enthélt. Bezeichne



hierzu [a, b] ein ganzzahliges Intervall. Es geniigt zu zeigen, dafl o([1,m]) N [m + 1 — k, n|
mindestens k£ Elemente enthilt. Generell gilt fiir endliche Teilmengen A und B der Menge
X, da #(ANDB) = #A+#B — #(AUB) (# bezeichne die Elementzahl). Da in unserem
Fall o([1,m]) U[m + 1 — k,n] C [1,n], folgt, daBl die Schnittmenge mindestens m + (n —
m + k) —n = k Elemente enthilt.

c) Es folgt direkt, daB8 G, ,,; unter Multiplikation abgeschlossen ist. Wir miissen zeigen,
daB G, m + unter Inversion abgeschlossen ist. Sei dazu A € G, ,,, . Wir haben zu zeigen, dafl
die Transponierte der Adjunkten an einer Position (¢, 7)) mit 1 <i<mund m+1<j<n
durch t teilbar ist. Streicht man in A aber die j-te Zeile und die i-te Spalte, so ist die
Determinante der iiberbleibenden Matrix wegen b) durch ¢ teilbar.

Aufgabe 34. Sei Abb(m,n) die Menge der Abbildungen von {1,...,m} nach {1,...,n},
sei injAbb(m,n) die Menge der injektiven Abbildungen zwischen diesen Mengen, und sei
smwAbb(m, n) die Menge der streng monoton wachsenden Abbildungen zwischen diesen
Mengen. Es wird
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wie behauptet.



