Blatt #8, 5. Dez. 2002
Aufgabe 29.
(1) ABC = (-102), C*B*'A* = (—,°), AA*ABB" = (185 160).
(2) Beachte BC = 0 und BB* = 0. ABC =0, C*B'A* =0, AA*'ABB® = 0.
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(3) ABC = (352+1)’ CBA" = (,8+1ﬂ2+1) AAABB (ﬂ,B+1 1 )
Aufgabe 30.

(1) Fir A € K™*" schreibe A = (vy,...,v,) mit v; € K. Wiéhle fiir die erste Spalte einen Vektor
v; € K™\ 0. Davon gibt es ¢" — 1 Stiick. Fixiere die erste Spalte.
Wihle fiir die zweite Spalte einen Vektor vo € K™\ (v1). Davon gibt es ¢" — ¢ Stiick. Fixiere
auch die zweite Spalte.
Wihle fiir die dritte Spalte einen Vektor vz € K™ \ {v1,v3). Davon gibt es ¢" — ¢> Stiick.
Fixiere auch die dritte Spalte.
So fortfahrend erhélt man schliellich eine regulire Matrix. Insgesamt kann man
n
#GLo(K) = (" - )" - )" — ) (" =" ) =]](¢" — "7
i=1
verschiedene regulidre Matrizen konstruieren.
(2) Es ist #{A* | k > 1} endlich, d.h. es existieren I,m > 1 mit [ > m und A’ = A™. Dann ist
Al=m = A0 = E da A regulir ist.
(3) (a) A2=(1}), A% = E, die Ordnung von A ist 3.
(b) A? = (;11 - 1) A3 (:iﬁ _f'l'l) At = (H'L1 _OL) A% = E, die Ordnung von A ist 5.

o= () e @ - () = (311) - (144)
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(_11% (1)), AlZ = ( 00 —%) A = E, die Ordnung von A ist 13.

(d) Z.B. folgt mit A = (3 21]), daB A2 = (1 ,91), A3 = (o1 ¢), At = (eftedl), 45 =

Sei z € GLy(F2), dann ist G5 := {z™ | m € Z} < GLy(F2) eine Untergruppe mlt
#G; = (Ordnung von z). Nach Aufgabe 4.(1) ist damit die Ordnung von z ein Teiler
von # GLg(F2). 5 ist aber kein Teiler von 6 = # GL9(F5), ein Element der Ordnung 5
existiert in GLg(F3) also nicht.

Aufgabe 31.
(1) Induktionshypothese:
(et (gt (e

A" — An ("))\" ("))\" 2 (n) d.h. a (n) n )\n—(j—i)_
1/\n ())\nl ( J)’]’ 1,J J_Z
ATL
Beachte, daB (Z) =0 falls £ > n oder k < 0.
n=0: A" =
n — (n+1): Es ist a£7;+1) =Y E?akﬂ fc Zag k)ak], da sowohl A" als auch A obere

Dreiecksmatrizen sind. Fiir 7 > ¢ folgt der Induktionsschluf

J
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_ An+1(ji)((j " z) + (j i 1>)
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. a? +a1,262,1 a1,101,2+01,2022
(2) Es ist (a2,11é11,1+a2,2a2,1 vt ated s ) —(a11 + a22) (a1 a3 ) + (a1,1a22 — a12a21) (§9) =
(80)-



Also ist A(A — (a1,1 + GQ’Q)E) = (A - (a1,1 + GQ’Q)E)A = —(a1,1a2,2 — al,gag’l)E, und

B:= —(a1,1a2,2 — a12a2,1) (A — (a1,1 + a22)E) = (a1,1a22 — a1 2a2,1) (—ag’;l _a?llz) ist das

multiplikative Inverse zu A.

Aufgabe 32.

(1)

(3)

O

Wiihle z.B. die Standardbasen v = w = ((}),($)) von R?, und y = (1) von R

A(fwe = (10), Al@yw = (1-1), A(go flyp = (1-1)(19) = (01).

An den beschreibenden Matrizen liest man ab:

f ist bijektiv (da das Spaltentupel eine Basis von R? ist). g ist nicht injektiv (da das Spal-
tentupel linear abhiingig ist), aber surjektiv (da das Spaltentupel R! erzeugt). g o f ist nicht
injektiv (da das Spaltentupel linear abhiingig ist), aber surjektiv (da das Spaltentupel R!
erzeugt).

Wihle z.B. die Standardbasen v von C3, w von C* und y von C2.

123
A= (A1), A0y = (1 488): AlG© Ny = Ay hms = (% 2)- An
den beschreib%n(zleln Matrizen liest man ab:
f ist injektiv (da das Spaltentupel linear unabhéngig ist), aber nicht surjektiv (da ein Tupel
mit 3 Vektoren nicht erzeugend in C* ist). g ist nicht injektiv (da das Spaltentupel linear
abhéngig ist), aber nicht surjektiv (da das Spaltentupel nicht erzeugend ist). g o f ist mit der
gleichen Begriindung wie fiir ¢ weder injektiv noch surjektiv.

Wihle z.B. v = (1,3, 3?) als Basis von Fg iiber Fo. Esist f(1) = 1, f(8) = % und f(8%) =
B =B+ 8% Alf)up = (é 0 ‘i)- A(f)up = (A(f)u)® = (é (%) 2)-

f und f? sind bijektiv, da die Spaltentupel jeweils eine Basis von F3 iiber Fy sind.

Aufgabe 33.

(1)
(2)

(3)
(4)

(5)

Ist falsch, z.B. ist A= (} ) = A2, aber A ¢ {0,E}.
Ist richtig. Sei A'A = 0. Dann gilt insbesondere fiir den i-ten Eintrag (i € [1,n]) auf der
Diagonalen von A*A: 0=}, a%,i. Da ay; € R, folgt ax; = 0 fiir k € [1,n]. Also ist A =0.
Die Riickrichtung ist trivial.
Ist falsch, z.B. gilt fir A = (%), daB A*A =0, aber A # 0.
Ist richtig. Seien I, m € [1,n].

. . ) {1 fallsi =1 und 7 =m
Definiere D(l,m) € K™*" mit D(l,m) = (d; j);,; mit d; j = .

0 sonst

Fiir 4,7 € [1,n] ist

i falls 7 =

und
0 sonst ’

am,; fallsi=1
D(l,m)A =: (Ei,j)i,j mit Cijj = Om,] sonst
Damit folgt a; ; = 0 fir ¢ # j und a;; = a;; (setze | =i, m = j). Damit ist A = AE fiir ein
A € K. Die Riickrichtung ist trivial.

Ist richtig. Fiir I,m € [1,n] sei D(l,m) wie in (4) definiert.

»=%Seil #m. Esist D(I,1)D(1,m) = D(l,m), aber D(1,m)D(l,1) = 0, und f(D(l,m)) = 0.
Esist D(,1)D(1,1) = D(I,1) und D(1,1)D(l, 1) = D(1,1). Damit folgt f(D(1,1)) = f(D(I,1)).
Mit A := f(D(1,1)) folgt

F(A) = ai;f(D(i,5) = aiif (D(i,6)) = ATr(A).
i %

»<=“: Man beachte T‘I‘(AB) = Z?:l 22:1 al,kbk,l = Z?:l Zz:l bl,kak,l = TT(BA) fir B €
Knxn



