G. Nebe, M. Kiinzer

Algebra I, WS 04/05

Losung 14

Aufgabe 56.

(1)

Schreibe po k(X)) = (X —aq) -+ (X —ap) € E[X], mit o; := 0;(a) paarweise verschieden, was wegen E|K galoisch
moglich ist. Nach der Produktregel ist p, ;o (X) = (X —az2)--+ (X — apn) + (X — a1)h(X) fiir ein h(X) € E[X].
Somit wird wegen a = ay

torc(a) = (a—az)(a—an),
und also
(X —ag) (X —an)

(a—ag) - (a—ay)

f(X) =

Insbesondere sehen wir nun, daB f(a) = 1 und f°i(a) = o;(f(0; *(a))) = 0:(f(ay)) = 0, wobei oy == o .

Seien i, j € [1,n], und sei i # j.

Der Eintrag der Matrix (f”i_lo“'i (a)) . an Position (7,7) ist f(a) = 1 nach (1).
i,J €[1,n

Der Eintrag der Matrix (f";l"”f (a)) 1] an Position (3, j) ist foiw;l(a) = f7(a) =0, da mit o} :=0; 0 Uj_l
i,5€[1l,n
sicher k € [2,n] liegt, womit das Resultat aus (1) folgt.

Da nun d(a) # 0, kann d(X) € F[X] nicht gleich 0 sein.
Es hat d(X) € E[X] als Polynom von Grad < n(n — 1) hochstens n(n — 1) verschiedene Nullstellen in F, und a

fortiori nur endlich viele Nullstellen in K. Somit kénnen wir uns ein b € K mit d(b) # 0 wihlen. Sei ¢ := f(b). Wir
behaupten, daf3

(o1(c),...,0n(c))
linear unabhéngig ist iiber K, und damit eine Basis von F iiber K, eine sogenannte Normalbasis.
Seien A1, ..., Ay, € K mit
Moi(c) +-- 4+ Apon(c) = 0

gegeben. Wir haben zu zeigen, daf alle \; verschwinden. Anwendung von o, ! gibt, daB
0 = O'Z-_l()\10'1(C) +"'+/\7Lan(c))

Mo oan)(f(0) + -+ (o7t 0 0a)(f(D))
— )\1.]6‘0;1001 (b) ot )\nfg;loan(b)

fiir alle 7 € [1,n], wobei im letzten Schritt zu beachten ist, da§ b € K C E gewihlt wurde und damit unter allen
Automorphismen iiber K fest bleibt. Nun zeigt die Invertierbarkeit der Matrix ( foi oo (b))

d(b) # 0 resultiert, dafl in der Tat \y =--- = A, = 0.

, welche aus

1,5 € [1,n]

Man kann nun entweder wie in (2, 3) zunichst d(X) bestimmen, sowie ein b aus dem Grundkérper, welches keine
Nullstelle von d darstellt. Oder aber, man vertraut auf sein Geschick und findet ein passendes ¢ durch Probieren —
das ist meist schneller.

(i) Mit @ =i wird f(X) = (X +1)/(2i) € C[X], und somit d(X) = —iX. Sei also z.B. b = 1, und somit f(b) = L%
Wir konnen einen solchen Normalbasiserzeuger durch ein R-Vielfaches ersetzen, und somit stattdessen z.B.
¢:=2f(b) =1 — 4 wihlen. Und in der Tat ist (o1(c),02(c)) = (1 —i,1 + i) eine R-Basis von C.

(ii) Schreibe ¢ := (g und bezeichne oy :=id : (>, 09 : (> (3, 03 : (> = —Cund 04 : (> (7 — =(3.
Verwende a = (. Stellen wir zunéchst einmal fest, da8 (¢!, ¢3,¢?,¢7) linear abhingig iiber Q ist, da z.B.
¢+ =0
Es wird

(X -F)X =YX -¢) _ X+ X2+ X+

&) = oo - i !




und

d(X)
1—C3X—C2X2— ¢ X% 1—C X4C2X2—¢3X3 143X —C2X24C X3 14+C X423 X2 4¢3 X3
44 det =P X+C2X2—3X3 1—C3X—C2X2—¢'X% 14 X4+ X243 XE 14X =2 X241 X3
= . e
X —CEX24CI X 14 X4 X243 XS 1-3X—2X2—¢ X3 1 X +¢2X2-¢3X3
T XHCX2 43X 14X —CX24C X% 1—C X2 X203 X3 13X —¢2X2—¢1 X3
_ 1 8 4
= (X =X%).

Verwendbar ist also jedes b € Q ~ {—1,0,1}. Nehmen wir b = 2, und als ein rationales Vielfaches von f(b)
erhalten wir ¢ := 4f(b) = —2¢3 — 4¢? — 8¢ + 1, und somit die Normalbasis

(—2¢3 —4C% —8C+1, —204+4C2 -8 +1, 2C3 —4C2+8C+1, 20 +4C+83+1).

(iii) Zunichst halten wir die Basis (1, X3, X2, Xo, X2X3, X2X3) von Q(X1, X2, X3) iiber Q(s1, sa, 53) fest.
Um ein geeignetes ¢ zu finden, hilft hier sinnvolles Probieren. Wir behaupten, da mit ¢ = X5 X2 das aus der
S3-Bahn dieses Elementes bestehende Tupel

(ngg, X3X2, X, X2, X3X2, X,X2, ngf)

eine Normalbasis von Q(X7, X, X3) iiber Q(s1, s2,s3) darstellt.
Dazu verwenden wir die wie in 54 (1) hergeleiteten Relationen

X1 = 51 —-X3-Xp

X22 = 752+51X37X§+51X2 — X5 X3

Xf::’ = 51X§ — 59X3 + 83

X? = (st—s2)—s1X3— 51 X0+ X0 X5 .

X3 = (—s182+83) +57X3 —51X5 + (57 — 52) X2 — 51 X2 X3

Vorstehendes Tupel berechnet sich in der gewéihlten Basis zu

( XQX'% , —S83 + 81X2X3 — XQX:? , —S83 —+ 82X3 — X2X32 s (8% — 82)X3 — 81X§ — 81X2X3 —+ X2X32 s
59X9 — 51 X2 X3 + XQX% s (8182 — 83) — S?Xg + 81X32 — 59X9 + 51 X0 X3 — XQX?? ) ,

was der invertierbaren Matrix

0 —83 —S83 0 0 S§182—S83
0 0 so sf—sz 0 —s?
00 —S81 0 S1
00 0 S2 —S82

0 S1 0 —81 —S81 S1

1 -1 -1 1 1 —1

entspricht. (Ihre Determinante ist iibrigens s3s3(3s3 — s152).)

Ist fiir die analoge Frage in n Variablen ¢ = X?le < X" sine geeignete Wahl?

Aufgabe 57.
(1) Es wird

g0 =1
gto= p
g o= p
B = 1+4
gt o= B+
B = 1+p+p5
56 = 1 +52



2)

Wir konnen unsere Kandidatenliste wie folgt verkiirzen.
Der konstante Koeffizient eines irreduziblen Polynoms ist ungleich 0.

Der Frobenius-Automorphismus F : Fg — Fy, £ > £2, koeffizientenweise angewandt, bildet ein irreduzibles Poly-
nom auf ein irreduzibles Polynom ab. Die Frobenius-Bahnen in Fg sind {0}, {1}, {3, 8%, 8+ 3%}, {1+8,1+ 3%, 1+
B+ B%}.

Ein Polynom der Form X? + u mit v € Fg ist nicht irreduzibel, da es ein v € Fg mit v?> = wu gibt, und somit
(X +v)? = X% + u ist.

Unter Zuhilfenahme dieser Tatsachen fithren wir einen Nullstellentest durch. Ein Polynom von Grad 2 ohne Nullstelle
ist irreduzibel. Es geniigt wegen Frobenius, Polynome der Form X2 + X + ¢, X2+ 8X + ¢ und X2+ (1+ )X +¢
mit & € Fg zu betrachten.

— Das Polynom X2 + X nimmt die Werte {0, 3, 3%, 3+ 3%} an.
Somit ist X2 + X + 1 irreduzibel.
Ferner ist X2 + X + (1+ f3) irreduzibel, und damit auch die anderen Elemente seiner Frobenius-Bahn, némlich
X2+ X + (146 und X2+ X + (1+ 8+ 8).
— Das Polynom X? 4 X nimmt die Werte {0, 1 + 3, 1 + 32, 8+ 2} an.
Es ist X2 + 3X + 1 irreduzibel, und damit sind dies auch X2 + 32X + 1 und X2 + (8 + 3%)X + 1.
Es ist X2 + 3X + 3 irreduzibel, und damit sind dies auch X2 + 82X + 8% und X? + (3 + %)X + (B + 3?).
Es ist X2 + 3X + (32 irreduzibel, und damit sind dies auch X2 + 82X + (8 + %) und X2 + (B3 + 8%)X + 3.
Esist X2+8X+(1+8+4?) irreduzibel, und damit sind dies auch X2+ 32X+ (1+3) und X2+ (8+5%) X +(1+3?).
— Das Polynom X2 + (1 + 3)X nimmt die Werte {0, 1, 8, 1 + 3} an.
Esist X2+(140) X +3? irreduzibel, und damit sind dies auch X2+ (1+3?) X +(8+4%) und X2+ (1+8+3%) X +4.
Es ist X2 + (1 + 8)X + (1 + $?) irreduzibel, und damit sind dies auch X2 + (1 + %)X + (1 + 3 + 3?) und
X2+ (1+8+85)X + (14 5).
Esist X2+(14+8) X +(8+3?) irreduzibel, und damit sind dies auch X2+(14+£%) X +3 und X2+(1+6+32) X +52%.
Es ist X2 + (1 4+ 8)X + (1 + B + 3?) irreduzibel, und damit sind dies auch X2 + (1 + $?)X + (1 + 3) und
X2+ (1+ 6+ )X +(1+5%).

Insgesamt erhalten wir 28 = (8(21) - 8(20)) -2~ 1 irreduzible Polynome von Grad 2, in Ubereinstimmung mit 58 (2).
Sei nun z.B. Fgy := Fs(a) = Fa(a, 3) mit o> + a+ 1 =0.

Sei v wie in (2). Die echten Zwischenkérper von F» und Fgy ergeben sich zu

Fk = F(f)
PZ = F&(a)

Man erhilt z.B. 8 = af + (af)® und a = a + a* + o' auch iiber die jeweilige Spur.

Wir verwenden das irreduzible Polynom X3 + X + 3 zur Konstruktion von Fs19 := Fg(7) mit 43 = v + .
Die Frobenius-Bahn des Elements «y iiber Fy ist gegeben durch

{7, 7% 7 A% A1, A2, A0, A1 AP0 = {y, 4R, By AR By R+ 8% v+ B2y + 2 + B9, v+ B
Y+ By +72+ 8292, v+ B2y + B v+ By +*E 4+ 8}

In anderen Worten, dieses Element bleibt unter keinem nichtidentischen Automorphismus von Fsio iiber Fy fest,
und liegt folglich in keinem echten Teilkorper von Fyio. Sein Minimalpolynom bestimmt sich tiber die Matrix

1000000001
0001010100
0000001000
0101010101
0000100010
0000000101
0010101010
0000010001
0000000010

deren Spalten die Potenzen von v durchlaufen, zu
pyr(X) = X2+ X"+ XP+ X +1.

Dies ist ein irreduzibles Polynom von Grad 9 in F»[X].



Aufgabe 58.

(1)

(2)

Es ist Gal(F,am)|F;) = (F) ~ Cjm, wobei F : F ,am) — F,am), x> F(z) := 27 den Frobenius-Automorphismus
bezeichnet. Es gibt in (F) genau die m + 1 Untergruppen Uy := (Flm_k> ~ Cyp fiir k € [0,m]. Somit gibt es genau

m + 1 Zwischenkérper, namlich Fixy, Fyam) = Fq(lm—k) fiir k € [0, m].

Jedes normierte irreduzible Polynom von Grad I™ in F,[X] tritt als Minimalpolynom iiber F, von genau I"™ Ele-
menten von Fyum) N F, gm-1, auf (vgl. 59 (1)), und zwei verschiedene irreduzible Polynome haben keine gemeinsame
Nullstelle ¢ in F,am), da sonst (X — &) den ggT dieser beiden Polynome, genommen in F,[X], in F,um)[X] teilen
wiirde, im Widerspruch zur Teilerfremdheit.

Elemente in Fyam) N F @m-1) gibt es gerade g™ — ¢ Stiick, und je I™ teilen sich ein Minimalpoynom. Also
gibt es

(lm,) - q(lm,f ))lim _ m—

("D~ 1)

lfm

(q
normierte irreduzible Polynome von Grad [ in F,[X].

Zunichst bemerken wir, dafl wegen (X " x ) = —1 das Polynom X ¢ _ X in seinem Zerfallungskorper F,am)

gerade ¢(!") verschiedene Nullstellen besitzt, némlich alle Elemente von F,am). Nach der Bemerkung aus (2) zerfillt
amy

x4

Jedes normierte irreduzible Polynom von Grad (¥ fiir ein k € [0,m] zerféllt in F,u=)[X] in Linearfaktoren (cf. 59

— X somit in ein Produkt paarweise verschiedener irreduzibler Polynome.

(1)), und ist somit ein Teiler von X " _ X in F,am) [X], und dies dann auch bereits in F,[X], wie Polynomdivision
zeigt.

Umgekehrt ist ein normierter irreduzibler Faktor von X a"" _ X das Minimalpolynom eines Elements in F,am),

und als solches von Grad [* fiir ein k € [0,m], da besagtes Element iiber F, einen Zwischenkdrper zwischen Fy, und

anm) erzeugt.

Von Grad [¥ gibt es nach (2) gerade (q(lk) - q(lkfl))l_k normierte irreduzible Polynome falls k£ > 1. Von Grad 1 = [°
gibt es noch ¢ normierte irreduzible Polynome.

g+ > (@ -t

ke[1l,m]

Also erhalten wir insgesamt

irreduzible Faktoren von X¢“"’ — X in F,[X].

Aufgabe 59.

(1)

Die Aussage ist richtig, wie man z.B. wie folgt begriinden kann. Sei K der Wurzelkorper von f(X). Wegen |K| = ¢"
gilt €9" — ¢ = 0 fiir alle ¢ € K, und somit zerfillt X¢" — X in K[X] in ¢" verschiedene Linearfaktoren. Da
f(X) das Minimalpolynom eines Elementes von K, d.h. einer der Nullstellen von X9" — X ist, teilt f(X) das
Polynom X" — X in F,[X], und zerfillt somit seinerseits in n verschiedene Linearfaktoren in K[X]. Da K von einer
Nullstelle von f(X) erzeugt wird, und da sowohl f(X) als auch X¢" — X in K[X] in Linearfaktoren zerfallen, ist
K Zerfillungskorper sowohl von f(X) als auch von X" — X. Nun ist aber auch F,» (konstruiert auf eine beliebig
gewiihlte Weise) Zerfiillungskorper von X" — X, und somit isomorph zu K iiber F,. Also zerfallt f(X) auch in
F,»[X] in n verschiedene Linearfaktoren, hat also n verschiedene Nullstellen.

Die Aussage ist falsch. Wir zeigen dazu allgemeiner fiir einen Korper K, dafl ein algebraisches Element von K(X)
notwendig bereits in K liegt. Dies zeigt dann die bendtigte Aussage, denn gébe es einen Teilkorper von Fy(X)
isomorph zu Fj2, so gébe es auch ein Element in F,(X'), welches im isomorphen Bild von F,2, nicht aber in F; ldge,
und welches somit algebraisch {iber F, wére, was aber nicht sein kann.

Sei also £&9 € K(X) mit f(X), g(X) € K[X] ~ {0} teilerfremd (der Fall f(X) = 0 ist ohnehin klar), und sei

9(X)
f(X))" (f(X)>O
an [ 552) 4+ 4ao ([ ==2) =0,
(Q(X) "\o(X)
mit a; € K fiir i € [0,n]. Wir diirfen a,, # 0 und ag # 0 annehmen.
Aus



folgt, daf jeder irreduzible Faktor von f(X) auch g(X) teilt. Einen solchen irreduziblen Faktor gibt es mithin nicht,
und wir erhalten f(X) € K ~ {0}.

Aus
—anf(X)" = g(X) | D0 aif(X)g(xX)"
i€[0,n—1]
folgt, daf jeder irreduzible Faktor von g(X) auch f(X) teilt. Einen solchen irreduziblen Faktor gibt es mithin nicht,

und wir erhalten g(X) € K ~ {0}.

F(X)
Insgesamt folgt o) € K.

Die Aussage ist falsch. Sei z.B. K = Q und £ = Q(i). Fiir z = a + bi € Q(i)* mit a, b € Q ist Nqi)q(a + bi) =
a®? 4+ b? > 0. Somit ist z.B. —1 € Q*, aber nicht im Bild der angegebenen Abbildung, welche damit nicht als nicht
surjektiv nachgewiesen ist.
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