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Vorwort

Folgende Themen werden behandelt.

Elementarteiler. Matrizen iiber Hauptidealbereichen, wie etwa Z oder C[X], kénnen durch
Multiplikation von links und rechts mit invertierbaren Matrizen auf Diagonalform ge-
bracht werden, mit sich konsekutiv teilenden Diagonaleintrédgen, welche im wesentlichen
eindeutig festliegen.

Polynomfaktorisierung. Ein normiertes Polynom in F,[X] 148t sich (bis auf Reihenfolge)
eindeutig in in normierte irreduzible Faktoren zerlegen. Diese aufzufinden ist ein a priori
endliches Problem. Nichtsdestoweniger stellt sich die Frage nach einem guten Verfahren.

Charaktertafeln. Der Charakter einer irreduziblen gewohnlichen Darstellung einer endli-
chen Gruppe ist die Abbildung, die einem Gruppenelement die Spur seiner darstellenden
Matrix zuordnet. Diese Charaktere helfen dann umgekehrt wieder, um die Gruppe besser
zu verstehen. Wir wollen uns mit der Berechnung der Charaktere befassen.

Ringe ganzer Zahlen. Ein Zahlkorper ist eine endliche Korpererweiterung von Q, wie e.g.
Q(V5) = {a+bV5 : a, b € Q}. Der Ring der ganzen Zahlen O C K eines Zahlkérpers
K besteht aus den Elementen von K, die Nullstellen normierter Polynome in Z[X] sind.
Wir wollen Op berechnen.

Vorausgesetzt werden Kenntnisse aus der Algebra.

Dank geht an JANA FRANZ und JULIA VINOGRADSKA fiir Korrekturen und Verbesse-
rungen, sowie an GABRIELE NEBE fiir Hilfe mit dem Satz von Pohst-Zassenhaus.

Fiir weitere Hinweise auf Fehler und Unklarheiten bin ich dankbar.

Stuttgart, den 24.03.2011

Matthias Kiinzer



Konventionen.
e Sei f : X —>Y eine Abbildung. Seien U C X und V C Y so, daB f(U) C V. Schreibe
fIV : U —V, 2+ f(x). Schreibe auch f|y := f|}; und f|V := f|% , sofern anwendbar.
e Ist M eine endliche Menge, so schreiben wir |M]| fiir die Anzahl ihrer Elemente.
e Sprechen wir von zwei Flementen x und y einer Menge, so kann auch x = y sein.
o Fiir Elemente z und y sei 0, := 1, falls x = y, und 0., := 0, falls « # y.

e Gegeben a, b € Z, schreiben wir [a,b] := {c € Z : a < ¢ < b} fiir das ganzzahlige Intervall.
Ferner schreiben wir Z>, :={z € Z : z > a} etc.

e Sei R ein kommutativer Ring. Seien m, n > 0. Sei R™*" die Menge der m x n-Matrizen mit
Eintrigen in R. Wir identifizieren R**! und R.

e Leere Eintrage in Matrizen seien null.

e Sei R ein kommutativer Ring. Seien m,n > 0. Sei ¢ € [1,m] und j € [1,n]. Es bezeichnet
e;j € R™*" die Matrix, die an Position (4, j) den Eintrag 1 hat, und 0 sonst.

Es bezeichnet E = E,,, € R™*™ die Einheitsmatrix.
Es bezeichnet 0 = 0,,,xn, € R™*™ die Nullmatrix.

Sei t > 0 und ns > 1 fiir s € [1,?] gegeben. Wir schreiben ej ; € R™*™ x ... x R™*™ fiir das
Tupel, das an Position s die Matrix mit Eintrag 1 an Position (7,j) und Nullen sonst stehen hat,
und ansonsten Nullmatrizen.

e Die Spurabbildung auf Matrizen wird mit tr bezeichnet.

e Ist R ein kommutativer Ring, und sind a, b, ¢ € R, so schreiben wir a =, b, falls a — b = cz fiir
ein z € R.

o Ist R ein kommutativer Ring, ist x € R und sind k, £ € Z>(, so schreiben wir 2k = ),

e Sei K ein Korper. Der ggT von Polynomen in K[X] sei stets normiert oder 0.

e Sei L|K eine Korpererweiterung. Sei t € L. Es bezeichnet p; (X) € K[X] das Minimalpolynom
von ¢ iiber K.

e Sei A ein Ring. Unter einem A-Modul verstehen wir einen A-Linksmodul.

e Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul. Sei X C M. Schreibe
rRX = {Xiepnmizi 1 k>0,a; € Aund z; € X fiiri € [L k] }.

Ist X ={x1, ..., xn}, so schreiben wir auch g(x1, ..., zn) = g{{z1, ..., Zpn}).
e Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul. Sei k > 0. Schreibe M®* := EBie[l,k] M.

e Sei A ein Ring. Es bezeichne U(A) := {u € A : es gibt ein v € A mit wv = vu = 1} die Einhei-
tengruppe von A.

e Sei A ein Ring. Es bezeichne Z(A) := {x € A : es ist xy = yx fiir alle y € A} das Zentrum von A.
Es ist Z(A) C A ein Teilring.

e Sei K ein Korper. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Sei f € Endg V. Es bezeichnet
tr f € K die Spur von f.

e Sei G eine Gruppe. Sei g € G. Es bezeichnet ¢¢ := {27 1gz : x € G} die Konjugationsklasse von
g in G.

e Seim > 1. Wir schreiben ¢, := exp(27i/m) € C.



Kapitel 1

Elementarteiler

1.1 Teilbarkeit

Sei R ein Integritétsbereich, i.e. ein kommutativer nullteilerfreier Ring ungleich {0}.

Fiir x1, ..., xx € R schreiben wir
(1, ..., 2,y = r{x1, ..., Tp) = {Zie[l,k]sixi :s;ERfirie[1,k]} C R.
fur das von 1, ..., zy erzeugte Ideal. E.g. ist (0) = {0}.

Fir x € R schreiben wir auch Rz = 2R = ().
Ein Element a € R teilt ein Element b € R, falls {(a) D (b).

Fir a, b € R ist (a) = (b) genau dann, wenn es eine Einheit u in R mit au = b gibt.

1.2 Elementarteilerform

Sei nun R ein Hauptidealbereich, i.e. ein Integritédtsbereich, in welchem jedes Ideal von

einem Element erzeugt ist.

E.g. R =7 oder R = K[X] fiir einen Korper K ; cf. Aufgabe 1.(1). Nicht aber e.g. Z[X];

cf. Aufgabe 1.(2).
Insbesondere gibt es fiir z, y € R ein z € R mit

(2) = (z,9)

In anderen Worten, zum einen sind x und y Vielfache von 2, zum anderen ist z = sx+ty fiir
gewisse s, t € R. Man nennt z auch grifiten gemeinsamen Teiler von x und y, geschrieben

z =: ggT(z,y), wobei dieser nur bis auf eine Einheit in R festliegt.

E.g. in Z und in K[X] kann der Euklidsche Algorithmus zur Bestimmung des grofiten

gemeinsamen Teilers verwandt werden.



Um untenstehenden Satz 4 praktisch umsetzen zu konnen, sollte man in R iiber ein
Verfahren zur Bestimmung des gréfiten gemeinsamen Teilers verfiigen.

Seien m, n > 0. Sei A € R™*™.

Definition 1 Gibt es S € GL,,(R) und 7" € GL,,(R) mit

di
da

SAT = T — D,

wobei k € [0, min{m, n}] der Rang von A ist, wobei d; , ..., d;, € R~ {0} und wobei
(di) 2 (dz) 2 -+ 2 (di),

so heit D eine Elementarteilerform oder auch Smith-Normalform von A. Die Elemente
di, ..., d; heien Elementarteiler von A.

Definition 2 Eine Matrix () € R™*™ der Form

a b Zeile 1

c d Zeile j
"1

mit 1 <4 < j < mund (¢ Z) € SLy(R) heile Quasielementarmatriz. Schreibe das

Untergruppenerzeugnis der Quasielementarmatrizen

SLE(R) := (Q € SL,,(R) : Q ist Quasielementarmatrix) < SL,,(R) .

Eine Elementarmatrizin SL,,(R) ist eine Matrix, die auf der Hauptdiagonalen Einsen ste-
hen hat und hochstens einen nichtverschwindenden Nebendiagonaleintrag aufweist. Ele-
mentarmatrizen sind also spezielle Quasielementarmatrizen.

Wir werden mit zeigen, dal SLE(R) = SL,,(R) ; cf. Korollar 5 unten.

Bemerkung 3 Seien x, y, z € R so, daff (0) # (z) = (z,y). Schreibe z = sz + ty mit
s,t € R. Schreibe ¥’ :=x/z und y' :=y/z. Es ist

(- ») € SLa(R).

Beweis. Es ist det (_}, ») = sa’ +ty = (sx +ty)/z = 1. -



Wir erinnern daran, daf§ R ein Hauptidealbereich und A € R™*™ ist.

Satz 4 (Elementarteilersatz)

Es gibt S € SLE(R) und T € SLY(R) mit SAT in Elementarteilerform.

Cf. Aufgabe 5.

Beweis. Wir fiihren eine Induktion iiber min{m,n}. Wir haben A so mit Quasielemen-
tarmatrizen von links und von rechts zu multiplizieren, dafl eine Matrix in Elementartei-
lerform entsteht.

Beim Induktionsanfang min{m,n} = 0 ist nichts zu tun.

Sei min{m,n} > 1. Sei die Aussage gezeigt fiir Matrizen in R~V>*(=D_ Wir multipli-
zieren unsere Matrix A = (a;;);; € R™™ beidseitig mit Quasielementarmatrizen, &ndern
dabei aber mifibrauchlicherweise die Bezeichnung fiir diese Matrix nicht.

AuBere Schleife. Sei j = 1. Solange j < n, fiihre aus:
Innere Schleife.
Sdubern der ersten Spalte. Sei i = 2. Solange © < m, fiihre aus:

Seien s, t € R so, dal sa;; +ta;; = z mit (a1, a;1) = (2). Sei hierbei s =1 und t = 0,
falls a; ; ein Teiler von a; ; ist.

Falls z = 0, fithren wir keine Matrixoperation durch.
Falls 2 # 0, schreiben wir a} ; := a11/2z und a;; := a; /2. Multiplikation von A von links

mit (,a}s_l a/f 1) liefert eine Matrix, die an Position (7, 1) einen Nulleintrag aufweist, in
VAW

den Positionen (i, 1) fiir 7 € [2,m] \ {i} aber unveréndert bleibt.

Der neue Eintrag z an Position (1,1) teilt den alten, sowie den ehemaligen Eintrag an
Position (i, 1).

Zéhle i eins hoch. Ende der Ausfiihrung.

Sdubern der ersten Zeile. Genauso konnen wir durch Multiplikation mit Quasielement-
armatrizen von rechts erreichen, dafl an den Positionen (1,2), ..., (1,n) die Matrix A
nur Nulleintrage aufweist, wobei der Eintrag an Position (1,1) durch einen seiner Teiler
ersetzt wird. Wird hierbei die erste Spalte gedndert, so wird der Betrag des Eintrags an
Position (1, 1) echt verkleinert.

Nun erfolge wieder ein Sdubern der ersten Spalte. Wird hierbei die erste Zeile gedndert,
so wird der Betrag des Eintrags an Position (1, 1) echt verkleinert.

Nun erfolge wieder ein Sdubern der ersten Zeile. Wird hierbei die erste Spalte gedndert,
so wird der Betrag des Eintrags an Position (1, 1) echt verkleinert.

Ust.



Dies setzen wir fort, bis A von der Form

ain
A — t:12,2 (:lQ,n
Am,2 « « « Am,n
ist, wobei @, jeden Eintrag teilt, den unsere Matrix zu Beginn der inneren Schleife in der

ersten Spalte und der ersten Zeile hatte.

Dies tritt in der Tat ein, da der Betrag des Eintrags an Position (1, 1) nur endlich oft echt
verkleinert werden kann, und da bei nach Sdubern der ersten Spalte und der ersten Zeile
gleichgebliebenem Eintrag an Position (1, 1) die erste Spalte und die erste Zeile danach
an den Positionen ungleich (1,1) nur Nullen aufweisen.

Ende der inneren Schleife.
Zahle j eins hoch.
Frage. Ist (a11) 2 (a; ;) fir alle i € [2,m]?

Falls nein, so multipliziere A mit (% 1)1 ; von rechts und beginne die innere Schleife.

Nach ihrer Durchfithrung teilt a;; alle Eintrége, die A vor ihrer Durchfiihrung in der
ersten (wie in der j-ten) Spalte hatte, und also auch alle Eintrége, die A nun in der j-ten
Spalte hat, da letztere R-Linearkombinationen ersterer sind.

Ende der Ausfiihrung.
ain
a2 ... a2n
A = : :
am,2 + -+ Gm,n

mit (ay1) D (a;;) fiir alle i € [2,m] und alle 5 € [2,n].
Ende der duBeren Schleife.

Schreibe

Es ist A nun von der Form

so daf} sich in Blockmatrixschreibweise A = (‘”’1 A/) ergibt.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es S’ € SLE | (R) und T’ € SLY | (R) mit S’A'T" = D'
in Elementarteilerform. Da a;; jeden Eintrag von A’ teilt, teilt a;; auch jeden Eintrag
von D'. In Blockmatrixschreibweise wird nun

(o) (") () = (")

und letztere Matrix ist in der Tat in Elementarteilerform. o

Korollar 5 Es ist SLE(R) = SL,,(R).
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Beweis. Sei A € SL,,(R) gegeben. Nach Satz 4 gibt es S, T € SLY(R) mit SAT = D in
Elementarteilerform. Es wird

(D _ (dt ) o (d;l > Q
b= ( .‘d'nl> B < t 1,2 4 ) 1m € SLulf)
dajad; =dy'---d;'. Alsoist auch A = S~ 'DT-! € SL2(R). o

Sei ¢ € [1,min{m,n}|. Ein ¢ x {-Minor von A ist die Determinante einer Teilmatrix
(ai, j)st € R wobei 1 < iy < iy <--<ipg<mund 1 < j; < jo < -++ < jy < n. Sei
M,(A) C R das von allen ¢ x (-Minoren von A erzeugte Ideal in R.

Lemma 6 Seien dy, ..., d, Elementarteiler von A, wobei k = rk A.
Sei ¢ € [1,min{m,n}|. Dann ist

~f (Tliepgds) falls £ < k
Mad) = { (0) e falls £ > k

Insbesondere sind die Elementarteiler von A bis auf Einheiten in R eindeutig bestimmd.

Beweis. Seien S € GL,,(R) und T' € GL,(R) so, dafl

dy
da

SAT = g — D

in Elementarteilerform ist; cf. Satz 4.

Die rechte Seite der behaupteten Gleichung ist gleich My(D) Denn ein ¢ x ¢-Minor von D
ist gleich null oder von der Form [], ., d; mit J C [1,k] und |J| = £. Letzteres tritt nur
ein, falls ¢ < k, und dann teilt wird dieser Minor vom Minor Hie[l’ q d; geteilt.

Es bleibt also ganz allgemein zu zeigen, da M,(B) = My(BQ) = M,(PBQ) fiir B € R™*",
P € GL,,(R) und Q € GL,(R).

Aus Symmetriegriinden geniigt es, My(B) = M(BQ) fir B € R™™ und @ € GL,(R) zu
zeigen.

|
Da B = (BQ)Q™', geniigt es, My(B) 2 M,(BQ) fir B € R™" und Q € GL,(R) zu
zeigen. Zeigen wir dies allgemeiner fiir B € R™*" und ) € R™*". Hierbei betrachten wir
B als fest gewahlt.
Sei 1 < 13 <9 < - < g <mund 1 < j; < Jo < -+ < jy < n. Schreibe
!
BQ = (¢;j(Q)):; € R™™. Wir haben zu zeigen, dal det(c;, ;,(Q))s+ € My(B).

Wir diirfen annehmen, dafl die Spalten j;, ..., j, von ) Standardbasisvektoren sind, da
det(ci, j,(Q))s+ linear in diesen Spalten von () ist.

Somit ist det(c;, ;,(Q))s+ bis auf Vorzeichen ein ¢ x ¢-Minor von B, oder gleich null.
Jedenfalls ist es in M,(B) enthalten. 5
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Bemerkung 7 FEs wird SL,,(Z) von Elementarmatrizen erzeugt.

Beweis. Nach Korollar 5 geniigt es zu zeigen, dafl SLy(Z) = <(i(1)) , (6%)) = E.
Fiir z € Z ist (10) = (%(1))2 € F und ((l)f) = (é%)z € E.
Ferner ist (0 1) (10) ((1)*%) = ((1)7(1)) € E. Also sind auch (*(1) _(1)) , (_(1) (1)) € FE.
!
Sei (‘CLZ) € SLy(Z). Wir haben zu zeigen, dafl (‘ég) € E. Dank ((1)_(1)) € F sind o.E.
a, c = 0.
Wir fiithren eine Induktion nach min{a, c}.
Induktionsanfang min{a, ¢} = 0.
Den Fall a = 0 konnen wir durch Linksmultiplikation mit ( (1]) auf den néchsten Fall
zuriickfithren.
Falls ¢ = 0, dann ist wegen (SIC’) € SLy(Z) und a > 0 auch a = 1, und damit auch ¢ = 1.
Und (3}) € E.
Induktionsschritt. Sei min{a,c} > 0.

Falls 0 < a < ¢, dann finde k € Z mit ¢ — ka € [0,a — 1]. Nach Induktionsvoraussetzung
1st( kl)( )—(C va de kb) ek, a1501stauch( )GE.

Falls 0 < ¢ < a, dann finde k € Z mit a — kc € [0, c — 1]. Nach Induktionsvoraussetzung
1st( If)( )—(“kakd)EE alsowtauch( )GE. n



Kapitel 2

Polynomfaktorisierung

Sei p > 2 prim. Sei f(X) € F,[X] normiert. Sei n := deg f > 1. Wir wollen f(X) in
normierte irreduzible Faktoren zerlegen; cf. Aufgabe 6.

Das ist wegen der Endlichkeit der Menge {a(X) € F,[X] ~ {0} : 1 < dega < n} der
potentiellen Teiler von f(X) a priori ein endliches Problem. Cf. Aufgabe 8. Auch der hier
zu behandelnde Algorithmus wird letzten Endes auf eine endliche Suche angewiesen sein.

2.1 Quadratfreie Zerlegung

Ein Polynom in F,[X] \ {0} heifile quadratfrei, falls es in F,[X] nicht vom Quadrat eines
normierten irreduziblen Polynoms geteilt wird.

Wir wollen eine Zerlegung
F(X) = w(X)ua(X) - un(X)

in quadratfreie normierte Polynome w;(X) € F,[X] finden.

Sei u(X) = 3750 X" € F[X] \ {0} mit degu > 1 gegeben, wobei a; € F,. Sei k > 0
maximal so, daB u(X) = a(X?") fiir ein @(X) € F,[X]. Dieses @(X) liegt eindeutig fest
und heifle Frobeniusreduktion von u(X). Es ergibt sich

ko= max{{>0: p'|i fiir alle 4 > 0 mit u; # 0}
U(X) = D isoUpi X* -
Beachte, daf dann auch u(X) = a(X?") = a(X)*", da a? = a fir a € F, .
Beachte ferner, dafi @/(X) # 0, sowie, dafl dega > 1.
Ist insbesondere u(X) irreduzibel, dann ist u(X) = @(X), und somit «/(X) = @'(X) # 0.
Ist eg. p=2und u(X) =X+ X* +1,s0oist a(X) = X"+ X3+ 1.

12
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Lemma 8 Fs ist u(X) € F,[X] ~ {0} genau dann quadratfrei, wenn
geT(u(X), (X)) = 1.
Beweis. Sei u(X) nicht quadratfrei. Dann gibt es ein v(X) € F,[X] von Grad > 1 und ein
w(X) € F,[X] so, daB u(X) = v(X)*w(X). Es folgt
v(X) = v(X)?w'(X) + 20(X ) (X)w(X)

und also, dafl v(X) auch ggT(u(X),u (X)) teilt. Also ist ggT (u(X),w' (X)) # 1.

(
) # 1. Sei g(X) ein irredu-
(X) fur ein h(X) € F,[X].

Sei umgekehrt u(X) quadratfrei. Annahme, ggT(u(X),u' (X)
zibler Faktor von ggT(u(X), ' (X)). Schreibe u(X) = g(X)h
Da auch

u'(X) = ¢ (X)AX) + g(X)n'(X)

ein Vielfaches von g(X) ist, teilt g(X) das Produkt ¢'(X)h(X). Da ¢g(X) irreduzibel ist,
ist ¢’(X) # 0; da nun deg g’ < degg, folgt, daBl g(X) kein Teiler von ¢'(X) ist. Folglich
ist g(X) ein Teiler von h(X). Dies aber widerspricht der Quadratfreiheit von u(X). Also
ist ggT(u(X), v (X)) = 1. -

Algorithmus 9 (Quadratfreie Zerlegung)

Wir wollen f(X) in quadratfreie Faktoren zerlegen. Per Induktion geniigt es, einen qua-
dratfreien Teiler von f(X) von Grad > 1 zu finden.

Sei 7 (X) == f(X).

Sei hy(X) := ggT(h1(X), [ (X)). Ist hy(X) = 1, so ist (X)) nach Lemma 8 ein quadrat-
freier Teiler von f(X) von Grad > 1, und wir sind fertig. Ansonsten ist deghy > 1.

Sei hg(X) := ggT(ha(X), hh(X)). Ist hs(X) = 1, so ist hy(X) nach Lemma 8 ein quadrat-
freier Teiler von f(X) von Grad > 1, und wir sind fertig. Ansonsten ist deghs > 1.

Ust.

Es ist hierbei i) # 0 und degh;y, < degh! < degh; < degh; stets. Also bricht das
Verfahren nach hochstens n Schritten ab.

Cf. Aufgabe 8.(2).

2.2 Gleichgradige Zerlegung

Sei f(X) zudem quadratfrei. Wir wollen eine Zerlegung

f(X) = AX)fa(X) - fu(X)

in normierte Polynome f;(X) € F,[X] so finden, da8 die normierten irreduziblen Faktoren
von f;(X) alle den Grad i haben fiir i € [1,n]. Eine solche Zerlegung heifie gleichgradig.
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Lemma 10 Seid > 1. Es ist

X" -Xx = 1T g(X) .

g9(X) € Fp[X] norm. u. irr.,
degg|d

d

Beweis. Es ist ggT(X?" — X, (X" — X)) = ggT(X*" — X, —1) = 1. Also ist X?* — X
quadratfrei; cf. Lemma 8.

Sei e|d. Sei g(X) € F,[X] ein normiertes irreduzibles Polynom von Grad e. Es ist
K :=F,[T]|/{g(T)) ein Koérper mit einer Einheitengruppe von Ordnung p® — 1. Schreibe
t:=T+ (g(T)) € K. Schreibe Frob : K =+ K, s+ s? fiir den Frobeniusautomorphismus
von K.

Es ist t = 0 oder aber tP"~! = 1. Jedenfalls ist t*" = ¢, i.e. Frob®(t) = ¢. Also ist auch
" = Frob®(t) = (Frob®)¥¢(t) = t. Also teilt das Minimalpolynom e, (X) = g(X) von t
das Polynom X - X.

Sei umgekehrt 2(X) ein normierter irreduzibler Faktor von X*" — X. Wir haben zu zeigen,
dafl degh |d. Hierzu ziehen wir den Korper F,. heran. Da seine multiplikative Gruppe
die Ordnung p? — 1 hat, sind alle seine Elemente Nullstellen von XP" — X. Mit einem
Gradvergleich folgt X?* — X = ngde (X —&); cf. Lemma 8. Somit gibt es ein 7 € Fya
mit A(n) = 0. Es folgt i, 5, (X) = h(X), und also degh = [F,(n) : F,]. Die Behauptung
folgt nun aus

d = [Fua:F] = [Fa:F,0)|[EM0N) :F.

p

Lemma 11 (Gleichgradige Zerlegung)
Definiere rekursiv hi(X) := f(X) und
hi—1(X)

hZ(X) = i—1
geT(hi—1(X), XP

— X)

firi € [2,n]. Setze _
fiX) = ggT(hi(X), X" — X)

fiir i € [1,n]. Dann haben wir eine gleichgradige Zerlequng
f(X) = AX) (X)) fulX).

Man kann die Berechnung natiirlich abbrechen, sobald h;(X) = 1.
Beweis.

Es ist hy(X) der Teiler von f(X), der alle seine irreduziblen normierten Faktoren von
Grad > 1 enthalt — i.e. alle.
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Es ist ho(X) der Teiler von f(X), der alle seine irreduziblen normierten Faktoren von
Grad > 2 enthilt, da dank hy(X) quadratfrei diejenigen von Grad 1 wegdividiert wurden;
cf. Lemma 10.

Es ist h3(X) der Teiler von f(X), der alle seine irreduziblen normierten Faktoren von
Grad > 3 enthélt, da dank he(X) quadratfrei dazuhin diejenigen von Grad 2 wegdividiert
wurden; cf. Lemma 10.

Usf.
Fir i € [1,n] ist, wegen h;(X) quadratfrei, f;(X) der Teiler von f(X), der alle seine
irreduziblen normierten Faktoren von Grad i enthélt; cf. Lemma 10.(1). o

Cf. Aufgabe 8.(2).

2.3 Zerlegung in irreduzible Faktoren

Sei d > 1. Sei f(X) zudem quadratfrei und zerfalle in ein Produkt normierter irreduzibler
Polynome von Grad d. Wir wollen diese bestimmen.

Bemerkung 12 Sei h(X) € F,[X]| mit degh > 1

(1) Es ist f(X) ein Teiler von h(X)?" — h(X).

d
(2) Istp > 3, so sind die die Polynome h(X), (X) —1 und h(X)"= +1 paarweise
teilerfremd und geben im Produkt gleich h(X)P" — h(X).

(3) Ist p = 2, so sind die Polynome h( ), h( )P L h(X)P T 4 R(X)P T 4
h(X)* -1 und 1+ h(X)2 +h(X)2 +h(X)? 4+ +h(X)*" paarweise teilerfremd
und geben im Produkt gleich h(X)2" — h(X).

Beweis.

Zu (1). Da f(X) in normierte irreduzible Faktoren von Grad d zerféllt und quadratfrei
ist, ist f(X) ein Teiler von X?* — X ; ¢f. Lemma 10.

Also geniigt es zu zeigen, daB X?* — X ein Teiler von h(X)?" — h(X) ist.
Schreibe h(X) = >~ ;X' mit a; € F,. Es ist
h(X)pd —hX) = (Zi>0 aiXi)pd - (Zi>0 a; X")

= (Zi>0 ai(Xi)dpd) - .(Zgo a; X")
Zi>1 a; (X7 — X*),

und es ist

d

Xi-pd X — (Xp _ X)(Xpd-(ifl)+0 +Xpd-(if2)+1 4. +Xpd-0+(i71))
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firi > 1.

Zu (2). Ein gemeinsamer Teiler von h(X) und h(X ) — 1 teilt auch —1, ist also trivial.

Ein gemeinsamer Teiler von h(X) und h(X)"2
s pl—
= — 1 und h(X) 2

gemeinsamer Teiler von h(X)" 2, ist

also trivial.

Zu (3). Ein gemeinsamer Teiler von 2(X) und h(X)2? 1 +A(X)2 14 +h(X)2 1 teilt
auch 2(X)? =1, ist also trivial. Ein gemeinsamer Teiler von h(X)2 +h(X)? +- - -+h(X)*""
und 1+ 2(X)% + h(X)? 4+ -+ h(X)*" " teilt auch 1, ist also trivial.

Schliefllich wird noch

(h(X)? +h(X)? 4+ h(X)* )1+ h(X)? + h(X)? +-- + h(X)2
= (WX)P +h(X)? 4+ h(X)P )+ (WX + h(X)? + -+ h(X)2 )2
= (h(X)2O + h<X)21 + + h(X)Qd_l) + (h(X)21 + h(X)22 et h(X)2d)

Algorithmus 13 (Cantor-Zassenhaus-Split)

Wir wollen f(X) in irreduzible normierte Faktoren zerlegen. Per Induktion geniigt es,
f(X) nichttrivial in Faktoren zu zerlegen, falls deg f > 2d.

Durchlaufe h(X) € F,[X] die normierten Polynome mit degh € [1,d].
Falls p > 3, so ist

WX — (X)) PO X ((X)PF — 1) ((X)" T 4 1)
und also
£ P g T(F(X0), X — (X))
Bem. 12.(2) "

2O e T(F(X), h(X)) - g T(F(X), h(X)"F — 1) - ggT(f(X), h(X)"3

Falls p = 2, so ist

Bem. 12.(3)

h(X)* — h(X)
h(X) (P(X) 1 4 (X)* ! 4 - h(X)2 T ) (R(X)° + h(X)' + B(X)2 + -+ h(X)2)

und also

Bem. 12.(

fX) = %ﬂﬂX%L@W h(X))

Bem. 12.(

2O o T(F(X), (X)) - geT(F(X), A(X) 4 A(X)2 1 4 -4 B(X)2 1)
g8 (f(X >h(X) +h(X)+h(X)2+ -+ h(X)2d_l) ‘
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Bei diesem Durchlauf tritt auch ein irreduzibler normierter Faktor von f(X) als h(X)
auf, so daf dann der erste Faktor gleich h(X) wird und so spétestens dann die Zerlegung
nichttrivial.

Nun wiederhole man das Verfahren fiir die gefundenen Faktoren einer solchen nichttrivia-
len Zerlegung; usf.

e Die Art des Durchlaufs der h(X), ob systematisch oder zufillig, bleibt dabei dem
Anwender iiberlassen. Vgl. Aufgabe 8.(2).

pl-1

e Falls p > 3, so kann zur Berechnung von ggT(f(X),h(X) T =+ 1) zunichst

d_y
h(X)*> +1 in F,[X]/{ f(X)) berechnet und dann ein Reprisentant des Resultats

herangezogen werden, da allgemein fiir u(X), v(X) € F,[X] sich

geT(f(X),u(X)) = geT(f(X), u(X) + v(X)f(X))

ergibt, dafiir die Wahl des Reprisentanten modulo (f(X)) also keine Rolle spielt.
Fiir p = 2 entsprechend.
Cf. Aufgabe 8.(2).

e Stellen wir noch einen groben Vergleich unseres Algorithmus mit dem naiven Algo-
rithmus an.

Der naive Algorithmus testet alle normierten Polynome von Grad d auf die Eigenschaft
hin, f(X) zu teilen. Die Wahrscheinlichkeit, unter den p? derartigen Polynomen durch
blinde Wahl einen Teiler von f(X) zu finden, ist gering. Man sucht also lange.

Die Zerlegung
J(X) = geT(...) ggT(...) ggT(--)

aus unserem Algorithmus ist dagegen bereits dann brauchbar, wenn zwei der Faktoren
ungleich 1 sind. Die Wahrscheinlichkeit, f(X) so erfolgreich aufgespalten zu haben,
ist eher hoch. Bereits nach wenigen getesteten Polynomen h(X) wird man meistens
die Suche beenden kénnen, um den Algorithmus auf die entstandenen nichttrivialen
Faktoren anzuwenden, usf. (Sicher ist dieses “wenigen” aber nicht. Sicher ist nur, dafl
man die Suche beenden kann, wenn man alle normierten Polynome h(X) von Grad d
getestet hat. Das dauert dann ebenfalls lange, tritt aber in der Praxis kaum jemals
auf.)



Kapitel 3

Charaktertafeln

3.1 Wedderburn-Zerlegung

3.1.1 Peirce-Zerlegung

Sei A ein Ring.

Definition 14 Ein Element e € A heifit idempotent, falls e? = e.

Ein Idempotent e € A \ {0} heifit primitiv, falls aus e = €’ + €” mit €', ¢ Idempotenten
mit e’e” = 0 und €”¢’ = 0 bereits ¢/ = 0 oder ¢’ = 0 folgt.

Sei n > 1. Ein Tupel e = (ey, ... , e,) von Idempotenten von A heifit orthogonale Zerle-
gung in Idempotente (in A), falls 1 = e; + --- + ¢, und falls e;e; = 0 ist fiir ¢, 5 € [1,n]
mit i # j.

Eine orthogonale Zerlegung in Idempotente e = (e, ... , e,) heie orthogonale Zerlegung
in primitive Idempotente (in A), falls e; primitiv ist fiir ¢ € [1, n].

Bemerkung 15 Sei M ein A-Modul. Sei e = (eq, ..., e,) eine orthogonale Zerlequng
in Idempotente in A. Dann ist
M= P eMm

1€[1,n]

als abelsche Gruppe.

Beweis. Wegen 1 =e; +---+4e¢, ist m =eym+---+e,m, und also M gleich der Summe
der Untergruppen e; M. Wir haben die Direktheit dieser Summe zu zeigen.

Sei also my + -+ +m, = 0 mit m; € ;M fiir i € [1,n]. Beachte, dal m; = e;m]; fiir ein
m}; € M, und also e;m; = e?m; = e;m); = my fiir j € [1,m].

18
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Sei i € [1,m] gegeben. Wir haben zu zeigen, dafl m; = 0. In der Tat wird

0 =e(mi+--+m,) = elegmy+ - +e,my) = e;m; .

Lemma 16 (Peirce-Zerlegung) Sei ¢ = (e1, ..., e,) eine orthogonale Zerlegung in
Idempotente in A. Es wird
A = @ GiAGj

i,7 € [1,n]

als abelsche Gruppe.

Beweis. Mit Bemerkung 15 und der dazu analogen Aussage fiir A-Rechtsmoduln wird

A = @ eiA = @(@ €Z‘A€j) = @ ez»Aej.

i€[1,n] i€[l,n] jel,n] 1,5 €[1,n]

Beispiel 17 Sei K ein Korper. Sei A = K3*3. Wir haben die orthogonale Zerlegung in

100 000
Idempotente e = ((888) , (86?)) in A. Dementsprechend wird

A A A A A 000 R00 oKE SRR
= ader@exde Deidey Deder = <000)®<K00>@(00 O)®(OKK> :
)

Es ist e; primitiv. Denn es ist e; Ae; ein Teilring von A (mit einer anderen 1), welcher
isomorph zu K ist. Aus e; = € + ¢” wie in Definition 14 folgt e;e’ = (¢/ + €”)e’ = €' etc.,
also €/, ¢’ € ejAe;. Da ejAe; ein Korper ist, folgt aber aus €'¢” = 0, dafl ¢ = 0 oder
e =0
. 000 000 000y . o
Es ist eg = (010) = (010> + <000) nicht primitiv.
001 000 001

Bemerkung 18 Sei e € A ein Idempotent. Es ist e primitiv genau dann, wenn Ae ein
unzerlegbarer A-Modul ist, i.e. wenn Ae # 0 und wenn aus einer Zerlegung Ae = X &Y
in A-Moduln bereits X =0 oder' Y = 0 folgt.

Beweis. Siehe Aufgabe 10. 0

Bemerkung 19 Sei A ein Ring. Seien e, f € A Idempotente.

Es ist
Homy(Ae, Af) — eAf

v — (e
(ber—beaf) +~— eaf

ein Isomorphismus abelscher Gruppen, mit Inverser wie angegeben, wobei a, b € A.

Beweis. Siehe Aufgabe 11. 5
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3.1.2 Halbeinfache Algebren

Sei K ein Korper.

Definition 20

(1)

Eine (K-)Algebra ist ein Paar (A, ¢) aus einem Ring A und einem Ringmorphismus

K %+ A mit p(A) C Z(A). Oft schreibt man kurz A = (A, ).
Via A-a:=¢(Na fir A € K und a € A wird A zu einem Vektorraum iiber K.
Es ist e.g. K = (K, id) eine K-Algebra.

Seien A = (A,p) und B = (B,vy) K-Algebren. Ein (K-)Algebrenmorphismus
AL+ Bist ein Ringmorphismus von A nach B, fiir welchen f o ¢ = 1) ist.

'~ p
N

K
Ein Ringmorphismus f : A — B ist genau dann ein K-Algebrenmorphismus, wenn
er zudem eine K-lineare Abbildung ist, da die Aussage f(A-a) = A- f(a) fir A € K

a € A aquivalent ist zur Aussage (f o ¢)(A)f(a) = ¥(AN)f(a) fir A € K und a € A,
was wegen 1 € A wiederum aquivalent ist zu f o ¢ = 1.

A

Es ist e.g. p : K — A ein K-Algebrenmorphismus.
Ein (K-)Algebrenisomorphismus, geschrieben A % B, ist ein bijektiver
K-Algebrenmorphismus.

Diesenfalls ist auch seine Umkehrabbildung ein K-Algebrenisomorphismus.

Existiert ein K-Algebrenisomorphismus A % B, so heilen A und B isomorph, ge-
schrieben A ~ B.

Es heifit A endlichdimensional, wenn A als K-Vektorraum endlichdimensional ist.

Ein A-Modul M ist via A - m := ¢(A)m auch ein K-Vektorraum, wobei A € K und
m e M.

Es heif3t M endlichdimensional, falls M als K-Vektorraum endlichdimensional ist.
Eine endlichdimensionale K-Algebra A heifit halbeinfach, falls fiir jeden endlichdi-

mensionalen A-Modul M und jeden Teilmodul N C M ein Teilmodul X C M mit
M = N @ X existiert.

A
Beispiel 21 Sein > 0. Es ist K™*", zusammen mit K — Z(K"™*"), A— [ -, /\), eine

K-Algebra. Diese ist auch halbeinfach, wie wir in Aufgabe 14 sehen werden.
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Bemerkung 22 Sei A eine endlichdimensionale K-Algebra. Es gibt eine orthogonale
Zerlegung in primitive Idempotente in A.

Beweis. Siehe Aufgabe 12. 5

Lemma 23 Sei A eine endlichdimensionale K -Algebra.

Die folgenden Aussagen (1), (2), (3) und (4) sind dquivalent.
(1) Es ist A halbeinfach.
(2) Es ist Ae einfach fiir jedes primitive Idempotent e € A.

(3) Es gibt eine orhogonale Zerlequng in primitive Idempotente e = (e1, ..., e,) in A
s0, daf A = @y, Aei und Ae; ein einfacher A-Modul ist fir i € [1,n].

(4) Es gibt eine Zerlegung A = P
SZ' fU,TZ c [1,77,]

i€[Ln] S; mit n > 0 und einfachen A-Linksteilmoduln

Beweis.

Zu (1) = (2). Sei 0 # N C Ae ein Teilmodul. Wir haben N = Ae zu zeigen. Nach (1) gibt
es einen Teilmodul X C Ae mit Ae = N & X ; cf. Definition 20.(3). Da Ae unzerlegbar
ist und da N # 0, folgt X = 0; cf. Bemerkung 18. Also ist IV als Kern der Projektion auf
X gleich Ae.

Zu (2) = (3). Es gibt eine orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente e =
(1, ..., e,) in A; cf. Bemerkung 22. Es ist A = @ }Aei; cf. Bemerkung 15. Nach
(2) ist Ae; einfach fiir 7 € [1,n].

Zu (3) = (4). Setze S; := Ae; fur i € [1,n].

Zu (4) = (1). Sei M ein endlichdimensionaler A-Modul. Sei (my,...,m,) eine K-lineare
Basis von M. Es ist

i€[l,n

AP N
(a1 ) ey CLZ) — Zie[l,g] a;m;

eine surjektive A-lineare Abbildung.

Ist T C A% ein einfacher Teilmodul, so ist f(7') isomorph zu T oder zu 0, da der Kern
von f|r gleich 0 oder gleich T ist; und somit ist f(7") einfach oder gleich 0.

ic(1n Si » wobei S; ein einfacher A-Modul ist fiir i € [1,n]. Also
ist A% =P jer,en) L flir gewisse einfache Teilmoduln 7). Wir erhalten

Nun verwenden wir A = €p

M = f(A¥) = f(u(Ty - j€ L 0n])) = A(f(Ty) = j €1, en]).

Folglich ist M das A-lineare Erzeugnis seiner einfachen Teilmoduln.
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Wegen M endlichdimensional hat jede nichtleere Teilmenge von
{Y C M : Y ist Teilmodul}

ein maximales Element.

Sei nun N C M ein Teilmodul. Sei X € M maximal unter den Teilmoduln von M, die

Schnitt 0 mit N haben. Wir wollen N @& X = M zeigen. Annahme, N & X C M. Dann
gibt es einen einfachen Teilmodul 7" C M mit T € N & X, da M von seinen einfachen
Teilmoduln erzeugt wird. Es ist (N & X)NT C T. Wegen T einfach folgt hieraus, daf
(N®X)NT = 0. Dies liefert N& X &T C M, und also NN (X @T) = 0, im Widerspruch

zur Maximalitat von X. o

Lemma 24 (Schur) Sei A eine endlichdimensionale K-Algebra.
Seien S und T einfache A-Moduln.

1) FEine A-lineare Abbildung ¢ : S —T ist ein Isomorphismus oder gleich 0.

(1)

(2) Es ist Endy S ein Schiefkorper.

(3) FEsist Homu(S,T) =0, falls S £ T.
(4)

4) Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist ¥ : K — Enda S, A Aidg ein Isomor-

phismus von K-Algebren.

Beweis.

Zu (1). Sei ¢ € Homa(S,T) ~ {0}. Wir wollen zeigen, daf ¢ ein Isomorphismus ist.

Da Kernp C S ein Teilmodul ist, folgt aus S einfach, dafl Kernp € {0,S}. Da ¢ # 0,
folgt Kern ¢ = 0. Somit ist ¢ injektiv.

Da Im ¢ C T ein Teilmodul ist, folgt aus T einfach, dal Im¢ € {0,T}. Da ¢ # 0, folgt
Im ¢ =T. Somit ist ¢ surjektiv.

Zu (2). Dank (1) ist jedes Element in (Enda S) ~\ {0} ein Isomorphismus, und damit
invertierbar.

Zu (3). Gibt es in Homy(S,T') keine Isomorphismen, so gibt es darin dank (1) nur den
Nullmorphismus.

Zu (4). Es ist ¢ ein Morphismus von K-Algebren; cf. Aufgabe 15. Wir haben zu zeigen,
daB ¢ bijektiv ist.

Es ist Kernv ein Ideal im Koérper K, mithin gleich 0 oder gleich K. Letzteres ist nicht
moglich, da 1 € K auf die Identitat auf S abgebildet wird und wegen S # 0 auch idg # 0
ist. Somit ist ¢ injektiv.

!
Es ist K’ := ¢(K) ~ K ein Teilkérper von D := End4 S. Sei £ € D. Wir haben ¢ € K’
Zu zeigen.
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Wir behaupten, dafi D endlichdimensional ist. Da End4 S C Endg S ein Teilraum ist,
geniigt es zu zeigen, dafl S endlichdimensional ist. Sei s € S\ {0}. Es ist die A-lineare
Abbildung A — S, a+——as ungleich 0. Wegen S einfach ist ihr Bild gleich S. Da A
endlichdimensional und diese Abbildung auch K-linear ist, folgt die Behauptung.

Der Kern des Ringmorphismus K'[X] — D, f(X)+— f(§) ist wegen D endlichdimensio-
nal ungleich 0 und hat somit einen normierten Idealerzeuger pe x/(X) € K'[X].

Es ist pe xr(X) € K'[X] irreduzibel, da aus pe o/ (X) = f(X)g(X) mit f(X), g(X) €
K'[X] normiert folgt, daB 0 = pe /(&) = f(£)g(€), also, wegen D Schiefkorper, f(§) =0
oder ¢g(¢) = 0, und hieraus wiederum, daf yie /(X) ein Teiler von f(X) oder von g(X)
ist.

Da K algebraisch abgeschlossen ist, trifft dies auch fiir K’ zu. Also ist deg pe k7 = 1, also
M{,K’(X):X_SEK/[X] und SomitﬁeK’. o

Satz 25 (Wedderburn) Sei K algebraisch abgeschlossen.
Sei A eine endlichdimensionale K-Algebra.

Die folgenden Aussagen (1) und (2) sind dquivalent.

(1) Es ist A halbeinfach.
2) Es gibtt >0 und mg > 1 fiir s € [1,t] so, dafl als K-Algebren
( g g

A o KX L e

Ein zugehdriger Isomorphismus heif$t auch Wedderburnisomorphismus.

Beweis.

Zu (2) = (1). Es ist K™s*™s halbeinfach fiir s € [1,¢]; cf. Aufgabe 14.(1).
Also ist K™>™ x ... x K™*™ halbeinfach; cf. Aufgabe 14.(2).

Somit ist auch A halbeinfach; cf. Aufgabe 14.(3).

Zu (1) = (2). Sei (ey, ..., €,) eine orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in A ;
cf. Bemerkung 22. Es ist Ae; ein einfacher A-Modul fir i € [1,n]; cf. Lemma 23. Heilen
i, j € [1,n] dquivalent, geschrieben i ~ j, wenn Ae; ~ Ae; als A-Moduln. Seien die e,
0.E. so angeordnet, daB die Aquivalenzklassen Intervalle sind. Seien die Aquivalenzklassen
[no + 1,n4], [n1+1,na], ..oy [+ Ly mit 0 =ng <ny < -+ <my_y <ng =n.

Wiihle einen Isomorphismus «; ,, : Ae,, =+ Ae; von A-Moduln fiir alle s € [1,¢] und alle
i € [ns—1 + 1,n,]. Wahle dabei ay,, ,, :=idg.,, -

Fiir ¢ ~ j ~ ng setzen wir a;; := @, © ai_,,}bs : Ae; = Ae; . Ist i = ng fir ein s € [1,1], so

stimmt dies mit der bisherigen Definition iiberein. Fiir ¢ ~ j ~ k ~ n; ist dann

-1 -1
© ajvns © ai,ns - Ckkyns © ai,ns

-1
Qg5 O Qj = Qgp, O,

‘]7115 - ak,l .
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Sei B := K (ni—no)x(ni—no) y J(na—ni)x(na—n1) v ... w K (me—ni—1)X(ni—mni_1)

Ist s € [1,t] und sind 4, j € [ns_1 + 1, ng), so sei 7;; das Element von B, dessen s-ter
Tupeleintrag an Matrixposition (i — ns_1, j — ns_1) eine 1 aufweist, und Nullen sonst,
und dessen iibrige Tupeleintrige alles Nullmatrizen sind. Es ist

(mij :i,5 € [Ln],i~j)
eine K-lineare Basis von B.
Wir erhalten eine K-lineare Abbildung durch die Setzung

B = A
Mg = aji(e)

fiir ¢ ~ 7.
Beachte, dafl dabei stets a;;(e;) in e;Ae; liegt, da es ohnehin in Ae; liegt und zudem
eioi(e;) = aji(ee;) = ayi(e;) ist.
Wir wollen zeigen, daf$ w ein K-Algebrenisomorphismus ist.

Injektivitdt. Es ist A = €D, jc(1 ) €:Ae; und ayi(e;) € e;Aey N {0} fiir ¢ ~ j. Also ist das
Bild unserer Basis linear unabhéngig und w somit injektiv; cf. Lemma 16.

Surjektivitit. Es geniigt zu zeigen, dafl
dimg A . dimg B = Z (ns — ns_1)?
s€[1,t]
Wegen A = €D, jci . eide; und [{(4,5) € [Lin] x [Lin] + i~ j} =3y y(ns — ne_1)?
geniigt es zu zeigen, dafl dimg e; Ae; =0 fiir i % j und dimg e; Ae; =1 fiir i ~ J.

Fiir ¢ o j ist e;Ae; o~ Homa(Ae;, Ae;) = 0; cf. Bemerkung 19, Lemma 24.(3). Also ist
dimK eiAej =0.

Fiir ¢ ~ j schrénkt der A-lineare Isomorphismus «;; : Ae; =~ Ae; zu einem K-linearen
Isomorphismus e;Ae; =~ e;Ae; ein. Ferner ist e;Ae; ~ Homy(Ae;, Ae;) ~ K; cf. Be-
merkung 19, Lemma 24.(4); wobei die Isomorphie insgesamt \e; ~— (ae; - Aae;) ~— A
abbildet und somit K-linear ist. Also ist dimg e;Ae; = 1.

K-Algebrenmorphismus. Um zu zeigen, dafl w ein K-Algebrenmorphismus ist, geniigt es
zu zeigen, daf w(n;;7k.c) = w(nij)w(nre) fir i ~ j und k ~ ¢, und daBl w(lp) =14,

Ist j # k, so wird zum einen w(n; jnxe) = w(0) = 0, und zum anderen w(n; ;)w(Nke) €
e;Ae; - epAey = 0.

Ist j = k, so wird zum einen
w(i i) = wnie) = agie)

und zum anderen

w(m,j)w(m,z) = Oéj,z'(ei)@e,j<€j) = az,j(%‘,i(@i)ej) = af,j(aj,i(ei)) = agi(e;) -
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SchlieBlich ist o ; = iy, © a !

wn

w(lp) = W(Zieu,n] Mii) = Zie[l,n]w<ni,i) = Zie[l,n] aii(e) = Zie[l,n] ei = la.

. =1dy,, fiir i € [1,n], wobei i ~ n,, und also

[m]

Insbesondere folgt aus Satz 25 fiir K algebraisch abgeschlossen, dal man bei der Definition
einer halbeinfachen endlichdimensionalen K-Algebra von der linken Seite auf die rechte
Seite wechseln kann, was die Operation von A auf Moduln angeht, ohne den Begriff der
Halbeinfachheit zu dndern; cf. Definition 20.(4), cf. auch Lemma 23.

Aus einem Wedderburnisomorphismus fiir CG kann man problemlos die Charaktertafel
ablesen; cf. §3.3.1 unten, Aufgabe 24. Dies setzt allerdings die Kenntnis der e; und der «; ;
voraus, in der Notation des Beweises zu Satz 25. Und da diese schwierig zu beschaffen sind,
wollen wir das Problem der algorithmischen Konstruktion eines Wedderburnisomorphismus
umgehen und auf anderem Wege zur Charaktertafel kommen.

3.2 Gruppenalgebren

Sei GG eine endliche Gruppe, mit neutralem Element 1 = 14 .

3.2.1 Gruppenringe

Sei R # 0 ein kommutativer Ring.

Definition 26 Es bestehe RG als Menge aus den formalen R-Linearkombinationen der
Elemente von G, i.e.

RG = {3} ,cqryg : 17y € Rfiir g€ G} ().

Wir haben eine injektive Abbildung G — RG, h+— > g Og.n b, welche wir zur Identifi-
kation verwenden und so G als Teilmenge von RG betrachten.

Addition und Multiplikation auf RG sind fiir 37 o759, >-,cq 809 € RG erklirt durch

geG
(deG Ty g) + ( deG Sg g) = deG(rg + Sg)g
( deG Ty 9) : ( D _hec Sh h) = zxeG(Zg,he G, gh=z"9 Sp)x
Insbesondere ist g G h=g e h fir g, h € G.
Es ist RG = (RG, +,-) ein Ring; cf. Aufgabe 16.(1).
Das neutrale Element der Addition ist Ogg = > ,09 € RG.
Das neutrale Element der Multiplikation ist 1z = 1 € RG.

!Formal kann RG as Menge der Abbildungen G — R, g — 1, aufgefaBt werden.
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3.2.2 Maschke

Sei K ein Korper.
Es wird KG vermoge ¢ : K — KG, A\ X - 1 zu einer K-Algebra.

Lemma 27 (Maschke)
FEs ist KG halbeinfach genau dann, wenn |G| kein Vielfaches von char K ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 19. o

3.3 Charaktere

Sei GG eine endliche Gruppe.

3.3.1 Definition

Wir wahlen einen Wedderburnisomorphismus

w

CG 2~ Cm™ x ... x Cwm™ — B
€ r— (W& . .., W(9);

cf. Lemma 27, Satz 25. (Die oberen Indizes an w seien hierbei keine Exponenten.)
Schreibe dabei noch w*(§) = (w; ;(§))i; € C"*" fiir £ € CG und s € [1,1].

Fiir s € [1,t] und 4, j € [1,n,] schreiben wir ef; € C™*™ x ... x C"*™ = B fiir das
Tupel, das an Position s die Matrix mit Eintrag 1 an Position (7, j) und Nullen sonst stehen
hat, und ansonsten Nullmatrizen. Es ist (ef, : s € [1,#], 7 € [1,n,]) eine orthogonale
Zerlegung in primitive Idempotente in B, da Be], als einfacher B-Modul insbesondere
unzerlegbar ist; cf. Aufgabe 10, Losung zu Aufgabe 14.(1,2).

Vermittels w betrachten wir kommentarlos einen B-Modul X auch als CG-Modul. Die-
senfalls ist dann & - x := w(§) - x fiir £ € CG und x € X. Umgekehrt betrachten wir einen
CG-Modul kommentarlos auch als B-Modul.

Definition 28 Sei s € [1,t]. Sei

xs : G — C
g +— xs(9) = trw(9) = Yicpn,wii9)
Die Abbildungen x1, X2, ---., x¢ heiBen irreduzible (gewéhnliche) Charaktere von G.

Ein (gewdhnlicher) Charakter von G ist eine Linearkombination irreduzibler Charaktere
von G mit Koeffizienten in Z .
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Ein virtueller Charakter von G ist eine Linearkombination irreduzibler Charaktere von G
mit Koeffizienten in Z.

Bemerkung 29 FEs ist x,(1) = ng fiir s € [1,1].

Bemerkung 30
(1) Sei s € [1,t]. Sind g und h in G kongugiert, so ist xs(g) = xs(h).
(2) Die Anzahl der Konjugationsklassen in G betragt t.
Beweis. Zu (1). Sei etwa h = 27 1gx mit € G. Dann wird
wi(h) = wi(a7gr) = w'(2) W (gw(2),
und also
Xs(h) = trw(h) = tr(w(z) " w'(g)w'(2)) = trw'(g) = xs(g) -

Zu (2). Siehe Aufgabe 22.(3). 5

Definition 31 Sei G = Use[l,t}

tionsklassen von G. Wihle insbesondere g; := 1.

g%, ie. seien g1, ..., g; Repriisentanten der Konjuga-

Die (gewdéhnliche) Charaktertafel von G ist definiert als

X = X(G) = (XT(QS))T,se[l,t} e C*.

3.3.2 Der triviale Charakter

Bemerkung 32 Es ist {Be},, ..., Bel } ein Reprasentantensystem fiir die Isoklassen
einfacher CG-Moduln.

Beweis. Esist B = ®se[1,t] @z’e[lms] Bej; eine Zerlegung in einfache B-Moduln; cf. Losung
zu Aufgabe 14.(1,2).
Sei M ein einfacher CG-Modul. Wir behaupten, dafl es ein s € [1,¢] so gibt, daB

M = Bej,. Sei dazu m € M ~ {0} gewéhlt. Wir haben die B-lineare Abbildung
f: B— M, b+ bm. Da diese nicht verschwindet, gibt es ein s € [1,¢] und ein i € [1,n,]
mit f|pe:, # 0, und also mit f|pe: : Bef; — M einem Isomorphismus; cf. Lemma 24.(1).
SchlieBlich ist Bef, — Bef; , b be;; ein Isomorphismus, mit Inversem Bej ; — Bej, ,
bi—bej ;. Die Behauptung ist gezeigt.

Seien s, s’ € [1,t] mit s # s'. Es operiert 3., , €7, identisch auf Bej, , aber annulliert
Be‘{zl . Also sind diese beiden CG-Moduln nicht isomorph. o
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Bemerkung 33 Wir konnen und werden die Numerierung der w® so wdhlen, daff ny =1
und w'(g) =1 € C = CY™! fiir g € G. Insbesondere ist x1(g) = 1 fiir g € G.

Beweis. Der triviale Gruppenmorphismus G — U(C) = C ~ {0}, g1 ldit sich ein-
deutig zu einem C-Algebrenmorphismus a : CG— C, ) g9 > 4 %g fortsetzen; cf.
Aufgabe 16.(2). Dies liefert den einfachen (da eindimensionalen) CG-Modul M := C, mit
der Multiplikation & - m := «(§)m fir £ € CG und m € M. Insbesondere ist g - m = m
firg e Gund m € M.

Nach Bemerkung 32 gibt es 0.E. ¢ : Bei1 —» M. Ein Dimensionsvergleich gibt n; = 1.
Es ist w!(g) = 1 fiir g € G, denn p(w'(g) -e11) = @(g-e1y) = g-le1;) = alg) -pler;) =

go(eil). o
Somit hat die Charaktertafel von G die Form
a=1 g ... o
X = X(G) = X2 2
Xe | ne koo

3.3.3 Unabhingigkeit von der Wahl des Wedderburnisomor-
phismus w

Fiir einen Ring A, fiir a € A und fiir einen A-Modul M schreiben wir

ly(a) : M — M, m +—— am.

Bemerkung 34 Sei s € [1,t]. Seii € [1,ng]. Sei & € CG. Es ist w*(§) die beschreibende
Matriz von €pe: (§) beziiglich der C-linearen Basis (ef,;, ..., e;, ;) von Bej, .

Insbesondere ist tr((pe; (9)) = xs(9) fir g € G.

Beweis. Fiir j € [1,n,] ist (gBe;i (5))(851) =¢- e;; = ws(f)eji = Zke[l,ns] wlf:,j (é)eiz o

Bemerkung 35 Sei Ny, ..., N; ein Reprisentantensystem fiir die Isoklassen der einfa-
chen CG-Moduln. Setze Xs(g) = tr({n,(g)) firs € [1,t] und g € G. Es gibt eine Bijektion
o:[1,t] —[1,t] mit

Xs = Xo(s)
fir s € [1,1].
Es folgt, daf$ x1, ..., x¢ bis auf Numerierung nicht von der Wahl des Wedderburnisomor-

phismus w abhdngen; cf. Bemerkung 32.

Ferner konnen wir festhalten, dafi die irreduziblen Charaktere von G gerade die Abbil-
dungen von der Form G — C, g+ tr({y(g)), wobei M ein irreduzibler CG-Modul ist,
sind.
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Beweis. Mit Bemerkungen 32 und 34 bleibt zu zeigen, daf§ fiir endlichdimensionale
CG-Moduln N, N’ und einen Isomorphismus f : N =+ N’ auch

tr(fn(g)) = tr(ln(g))
ist fiir g € G. Dies aber folgt aus f o lx(g) = n/(g) o f. o

3.3.4 Orthogonalitétsrelationen

Lemma 36 Sei g € G. Es st

Y nexs(9) = 95alGl
s€[1,t]
Beweis. Wir schreiben weiterhin B := Hse[u] Cns*"s_ Via w ist B auch ein CG-Modul.

Sei g € GG. Wir haben folgendes kommutative Viereck von C-linearen Abbildungen; cf.
§3.3.3.

CG—=+B
ECG(g)i J/B(g)
CG—B
Denn fiir £ € CG ist w((fea(9))(€)) = w(g-§) = w(g) - w(E)
Folglich ist trfcg(g) = tr(w ! o lp(g) ow) = trip(g).
Berechnung von trlca(g), in der C-linearen Basis G von CG. Wir erhalten
trlca(g) = O5alGl,

da fiir ¢ # 1 kein Gruppenelement auf sich, sondern auf ein anderes Gruppenelement
abgebildet wird; cf. auch Losung zu Aufgabe 20.(2).

Berechnung von trfg(g). Wir haben die Zerlegung
e @ @
s€[1,t] i€[1,ns]

in CG-Teilmoduln. In Be}, wéhlen wir die C-lineare Basis (ef,, ..., e
setzen wir zu einer Basis von B zusammen.

s :
n..i)- Diese Basen

Da eine Zerlegung in CG-Teilmoduln vorliegt, ergibt sich in dieser Basis die beschrei-
bende Matrix von ¢5(g) als Blockdiagonalmatrix mit den beschreibenden Matrizen von

EB(g)]giz’f = Ipes,(g) als Diagonalblécken, wobei s € [1,¢] und i € [1,n,]. Eine solche
Matrix ist aber eben durch w®(g) gegeben, abhéngig von s € [1,¢], aber unabhéngig von
i € [1,n4]; cf. Bemerkung 34. Wir summieren iiber alle diese Diagonalblécke und erhalten

rlp(g) = Y Y trefle) = > D> xsl9) = D naxslg) -

s€([1,t] i€[1,ns] s€[1,t] i€[1,ns] s€([1,t]
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Fiir s € [1,t] schreiben wir

€5 = w‘1< Z efﬂ-> e CG.

1€[1,n]
Da (3 e CA D icfin €,) die orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente
in Z(B) ist und da w ein Ringisomorphismus ist, ist auch (e, ..., &) die orthogonale

Zerlegung in primitive Idempotente in Z(CG) ; cf. Aufgaben 22.(1) und 21.

Lemma 37 Fir s € [1,t] ist

= ns ZXS _1

gEG

Beweis. Schreibe e =: ) 27 g fiir s € [1,], wobei z; € C. Fiir h € G und r € [1,1] wird
zum einen

wWies-h) = wies) w'(h) = 0spw"(h)

und zum anderen

w'(esh) = w3, 259h) = >, zw (gh) .

Anwenden von tr auf beide resultierende Terme und Summation iiber r mit einem Faktor

n, gewichtet gibt
nsxs(h) = 32, nr Osp xr(h)
= > nrtr( srw( )
= Xonetr (X, 2w (gh)
= Zg g Zrnrxr( h)
=Y, 2 0nalC
= z.|G|.

|TZ;S| Xs(g™1) fiir g € G, wie zu zeigen war. o

Es folgt z;_, = el Xs(h), also auch z; =

Wir schreiben a + bi:=a — bi fiira, b € R.

Satz 38 (Orthogonalitéitsrelationen)
(1) Seienr, s € [1,t]. Es ist

ZXT |G|ars .

geG
(2) Seien g, h € G. Es ist

Z Xs(g) Xs(h) = agG,hG‘GHgGrl .

s€[1,t]
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Beweis. Zu (1). Es ist

TS|G‘ ZXS R TGT2Z( > xlg (k)

Koeffizientenvergleich bei x = 1 liefert

nn
ars - ) s _1 r )
|G| GP ZX Pl

d.h. |G|ar,s - Zg Xr(g)Xs(gil)'
Die Aussage folgt nun wegen x5(g~") = xs(g) ; cf. Aufgabe 23.(2).
Zu (2). Wir erinnern an die Charaktertafel X = X(G) = (x,(9gs))rs; cf. Definition 31. Sei

1/2 |gG|1/2
= |GI72X .
lg& (/2

|91‘ _ _
E, = |G|—1X< )Xt =YY",
lgt"]

Die Aussage (1) bedeutet

i.e. Y unitér. Vertauschung der Faktoren gibt

lggf[1/2 g [1/2
E, = Y'Y = |G| XX - ,
|gG‘1/2 |gG‘1/2
B g~
X'X = |G| L ,
\gt |

> Xal9:)xa(9s) = 0r4lGlg| !

i.e.

i.e.

firr, s € [1,1], i.e
qu 9xq(h) = 8y6,,6|Gl|g% ™

fir g, h € G. 0

Es ist Lemma 36 ein Spezialfall von (2).
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3.4 Der Dixon-Algorithmus

Sei GG eine endliche Gruppe. Sei G = |_|S€[17t] g%, mit g; = 1.

Schreibe e :=kgV (|(g1)], - - -, [{g:)|) fiir den Ezponenten von G.
Sei ferner p die kleinste Primzahl mit p > |G| und mit p =, 1; cf. Aufgabe 32.
Sei

w

CG 2+ Cm*m x ... x Cwm™ — B
£ — (W , - ()

ein Wedderburnisomorphismus, mit w!(g) = 1 fiir g € G.
Es ist xs(g9) = trw®(g) € Z[(] fiir g € G und s € [1,1]; cf. Aufgabe 23.(1).

= > =

zeg§

Fiir s € [1,t] schreiben wir

Es ist (K)sen g eine C-lineare Basis von Z(CG), linear unabhéingig nach Konstruktion
und erzeugend nach Aufgabe 22.(2).

3.4.1 Ein Isomorphismus von Zentren

Wir wollen Aufgabe 22.(1) etwas prézisieren.

Fir ¢ € Z(CGE) und s € [1,t] ist w*(§) = wi(€) - E,, fir ein eindeutig bestimmtes
w(€) € C.

Dies gibt folgendes kommutative Viereck

(]AG L CMXM ..o x G = P (25En.)s
Z(CG)—2——=Cx---xC = C* (2s)s
£ wz(§) = (wz(&))s

Hierbei ist auch wz ein C-Algebrenmorphismus, da ¢ ein injektiver C-Algebren-
morphismus ist und wir fiir £, € € Z(CG) und A\, A € C

Pwr() = w() =1 =y
pwiled) = wiEd) = w@wd = ew@)ewid) = eled©wnd)
pwr M +39) = wOE+1E) = Mol®) +hld) = Mol(wrl€) + Apwad)) = w(hwn(€) + (D))

haben.
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Es ist wy injektiv, aus Dimensionsgriinden also bijektiv.

Bemerkung 39 FEs ist

ﬁr,s = ME(KS) = Xr(gs) ‘i;’ € Q(Ce)

r

fiir r, s € [1,t]. Insbesondere ist 3.1 = 1 fiir v € [1,], sowie By, = |g| fiir s € [1,1].

Beweis. Es ist

Xr(95) - 195] = X pege Xr(@)
= Zmeg(; trw”(x)
= trw"(Kj)

tr(wy(K5)En,)

= n,wy(Ks) .

Bemerkung 40 Es ist (3,5),s € GL(C).
Beweis. Es ist (3,55 eine beschreibende Matrix der bijektiven C-linearen Abbildung wy . o

Bemerkung 41 Fiir s € [1,t] sei s € [1,t] durch ¢§ = (g71)¢ definiert. Es ist

G
> el = 5
s€[L,t]
Beweis. Es 1st lg¢ | 96| fiir s € [1,t], da die Bijektion G — G, x+—z~! zu einer

Bijektion g¢ — ¢¢ einschrinkt.
Es ist x.(9s) = xr(gs) ; cf. Aufgabe 23.(2), Bemerkung 30.(1).
Es wird

B.39 ¢ 1951
ng[l 1) 6r sﬁrs ’gg ‘ ! = Zse[l,t] Xr(gs) : ‘ir : Xr(gs/) "o

= Zse[l,t] Xr(9s) - Xr(9s) - 195

5.38.(1) ’G|n_12

n;

Seien r, s € [1,t]. Esist K, - K, € Z(CG). Also kénnen wir

Z ’)/TSCL

a€[l,¢]

setzen, mit eindeutig bestimmten 7, 5, € C.
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Bemerkung 42 Seien q,r € [1,1].

Es ist
6q,r ﬁq,s = Z Vr,s,a 6{1,(1
]

a€llt
fir s € [1,1].

Als Matrizgleichung geschrieben, besagt dies, dafs
ﬂq,r(ﬁq,s)s = (er,s,a)s,a(ﬁq,a)a

Es ist also (B44)a €in Eigenvektor von (Vr.s.a)sa 2um Eigenwert B, .

Beweis. Mit der definierenden Gleichung fiir v, 5 , erhalten wir

Bor Bas = W%(-Kr)‘ﬂ%(Ks)
— WK, K,)

= wy( Zae[l,t] Vrsia Ka)
= Zaé[l,t] Vr,s,0 Wy (o)
= Zae[l,t] fYr,s,a ﬁq7a :

Bemerkung 43 Seienr, s, a € [1,t]. Es ist

Yrsa = |{(2,y) €95 x gt xy=g,} € Zx.

Beweis. Dies folgt aus der definierenden Gleichung fiir 7, , und der Berechnung von

KT Ks n CG o

3.4.2 Eine Betrachtung modulo p

Folgende Bemerkung werden wir erst in §4.6.2 zeigen kénnen (ohne dort auf die nun
folgenden Entwicklungen Bezug zu nehmen).

Bemerkung 44 Seim > 1. Ist A € Q(() eine Nullstelle eines normierten Polynoms in
Z1X], soist A € Z[(n).

Verwets. Siehe Definition 52 und Satz 89 unten. o
Bemerkung 45 Es ist §,, € Z[(,] fir ¢, v € [1,t].

Beweis. Mit den Bemerkungen 39 und 44 geniigt es anzumerken, dafl 3,, dank Bemer-
kungen 42 und 43 ein Eigenwert der Matrix (V,s4)s.0 € Z"" ist.
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Bemerkung 46 Wir kinnen und werden einen surjektiven Ringmorphismus
Z[C] — F,

wéihlen mit 0((.) von Ordnung e in U(F,) = F, \ {0}. Wir schreiben dann (. := 0(C.).
Es ist 0|z : Z—F, die Restklassenabbildung.

Beweis. Sei ®.(X) € Z[X] das e-te Kreisteilungspolynom. Es ist ®.(X) = pu¢, q(X).
Wir haben einen Ringisomorphismus Z[X]/(®P.(X)) = Z[¢.], X + (Pn (X)) — (.. Also
geniigt es, in F, eine Nullstelle von ®.(X) zu finden, die in U(F,) die Ordnung e hat,
und die also als Bild von X + (®.(X)), und damit via Komposition auch als Bild von (.,
Verwendung finden kann. Nun ist U(F,) eine zyklische Gruppe von Ordnung p — 1. Da e
ein Teiler von p — 1 ist, gibt es in U(F,) genau eine zyklische Untergruppe von Ordnung
e. Sei (, ein Erzeuger dleser Untergruppe, so daf (. in U(F,) die Ordnung e hat. Bleibt

zu zeigen, daf <I>e(§e) =01in F,. Es ist

= []2ux
dle

Da F, ein Korper und (. dort eine Nullstelle von X¢ — 1 ist, ist (. dort eine Nullstelle von
®4(X) fiir ein d|e. Wire (, eine Nullstelle von ®4(X) fiir ein d |e mit d # e, dann wiire
(. auch eine Nullstelle von X¢ — 1, was aber der Ordnung von (. widerspricht. Also ist (.
eine Nullstelle von &, (X).

SchlieBlich ist 0|z : Z — F, die Restklassenabbildung, da es genau einen Ringmorphismus
von Z nach F, gibt. 5

Lemma 47 Es ist (0(3,)), € GL(F,).

Das liefert erneut, daf3 (8, ;),s € GL:(C); cf. Bemerkung 40.

Beweis. Es ist

_ . S.3
D Barmaxalor ) =D xalen) 9] a(grh) BEW |G|8q5— = |G9,.

fiir ¢, 7 € [1,¢]. Also ist (Br.s)rs - (ns Xs(gr_l))m = |G|E;, und somit
(0(3rs)),., - (0(ns xs(g:))),, = O(GDE;

cf. Aufgabe 23.(1). Da p > |G, ist 6(|G|) invertierbar. o

Lemma 48 FEs sind (H(qua))a fiir q € [1,r] die einzigen gemeinsamen Eigenvektoren von
(9(%757&))311 fir r € [1,t] mit erstem FEintrag gleich 1.
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Beweis. Fiir q, r € [1,t] ist (0,.4)a ¢in Eigenvektor von (7;.5.4)s.q zum Eigenwert 3,, mit
erstem Eintrag 3,, = 1; cf. Bemerkungen 39 und 42.

Fiir ¢, r € [1,1] ist also (6(04.4)), ein Eigenvektor von (0(yrs4)), , zum Eigenwert 6(5,,)

mit erstem Eintrag gleich 6(5,1) = 1.

Annahme, es ist x € F;Xl ~ <qu[17t] Fp< (9(ﬁq7a))a>> ein Eigenvektor von (9(%73@))5# fiir
€ [1,1].

Schreibe x =~ 1, 4 A (0(5,, a)) mit A\, € F,; cf. Lemma 47. Nach Annahme enthalt der
Trager T := { ¢ € [1,t] : A\, # 0} mindestens zwei Elemente.

Dank Lemma 47 ist das Tupel <(9(ﬁq7a)) ) linear unabhéngig.
@ qeT

Mit Aufgabe 29 folgt, unter Verwendung von Lemma 47 fiir die verlangte lineare Un-
abhéngigkeit, dal 6(5,,) = 6(8;,) fir alle ¢, ¢ € T und alle r € [1,¢]. In anderen
Worten, die Zeilen mit Index in 7" der Matrix (9(5,,,5))” stimmen iiberein. Da |T'| > 2,

ist dies ein Widerspruch zur Regularitit dieser Matrix; cf. Lemma 47. o

3.4.3 Charakterwerte rekonstruieren von Betrachtung modulo p

Bemerkung 49 Seien k, { € Z. Es ist 226[06 I CHC* = 0(Oprez 110z " €) -

Beweis. Schreibe ( := (, = 0((.) € F,, dies ist ein Element von Ordnung e in U(F,).
Ist k = £, 50 ist 5,1 C ¢ = O(e).
Ist k #. ¢, so ist (F* — 1 # 0. Es wird

( )( ZZG[O e—1] E—if&ik) B
= (X zE[Oe 1] UrIt=0) — (Zz’e[me—u ¢'9)
— Cf CO (k—2)
0,
und also 37,0, ) (TR = 0. o

Lemma 50 Seien r, s € [1,t]. Fir ¢ € [0,e — 1] sei 2,54 der Reprdsentant in [0,p — 1]
von

Z CM GXrgs)) € F,.

1€[0,e—1]

Dann ist

Xr(gs) = Z xr,s;ng € Z[Ce] .

£e[0,e—1]
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Beweis. Schreibe ¢ := (, und ¢ := (. .

C”’Lrsl
Habe w(g,) diagonalisiert die Gestalt ( ) , wobei m, ;€ [0,e — 1] fiir
j € [1,n,]; cf. Losung zu Aufgabe 23. ¢mrsing

Es ist

O0x(g)) = Y ¢,

j€l,n,]

fiir i € [0,e — 1], und also
N T0g) = et Y YT gt P2 g < > a“nw) €k
i€[0,e—1] j€[l,ny] i€[0,e—1] JE[L,ny]

fiir £ € [0,e —1]. Dan, < |G| <p, ist Trs,0 = D ey 0, Otm,.,; davon der Représentant in

Sodann ist

Yoowmat = Y DT O, = DD = )

£e[0,e—1] j€[l,n,] £€]0,e—1] j€l,ng]

3.4.4 Der resultierende Algorithmus
Sei an die Bezeichnungen eingangs §3.4 erinnert.

Algorithmus 51 (Dixon)

(1) Wihle ¢, € F von Ordnung e in U(F,). Setze entsprechend den Ringmorphismus
0:Z[¢] —F,, (. (. ; cf. Bemerkung 46.

(2) Berechne die Matrizen (0(ys.4)), , fiir 7 € [1,#] gem#B Bemerkung 43.

(3) Bestimme die ¢ gemeinsamen Eigenvektoren der Matrizen (9(%78@))8(1 e FIX* fiir

r € [1,t] mit jeweils erstem Eintrag 1. Gemal Lemma 48 haben wir damit die
Matrix (Q(ﬁq’a))qa bis auf die Reihenfolge der Zeilen ermittelt. Wir wéhlen eine
solche Reihenfolge, was auf ein Neusortieren der Wedderburn-Faktoren hinausléauft.

Hierzu verwenden wir implizit, daf es uns iiber F,, moglich ist, die charakteristischen
Polynome dieser Matrizen in Linearfaktoren zu zerlegen.

cf. w
(4) Unter Verwendung von (3) und der Tatsache, dai n, < |G| < p, konnen wir n, fir
r € [1,t] der Gleichung

Y 0080s) 008r) 095" = (1G] 6(n))™!

s€[L,t]

aus Bemerkung 41 entnehmen.
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(5) Mit (3) und (4) entnehmen wir 6(x,(gs)) fir r, s € [1,t] der Gleichung

0(6rs) = 0(x:(95)) 0(1g5]) O(n,) "

aus Bemerkung 39, beachte, daf8 n, < |G| < p.

(6) Bestimme fiir s € [1,t] und i € [0, e —1] den Index o (s, i) € [1,¢] mit (g5)% = g5, -
Beachte, daB x, (%) = X+ (9o(s,)) fiir v € [1,1].

(7) Mit (5) und (6) kénnen wir x,(gs) fur r, s € [1,¢] unter Verwendung von Lemma 50
berechnen.

Somit ist die Charaktertafel von G berechnet, ohne auf einen Wedderburnisomorphismus
zuriickgegriffen zu haben. Cf. Aufgabe 34.



Kapitel 4

Ringe ganzer Zahlen

Sei K|Q eine endliche Korpererweiterung. Schreibe n := [K : Q] = dimq K.

4.1 Begriff

Definition 52 Sei
Ok = {a € K : es gibt ein normiertes Polynom f(X) € Z[X] mit f(a) =0}

die Teilmenge der ganzen Zahlen von K.
Das Ziel ist die Berechnung von Ok bei gegebenem K.
Bemerkung 53 Sind L|K|Q endliche Kérpererweiterungen, dann ist K N Op = Ok .

Bemerkung 54 Sei o € K. Es gibt ein z € Z ~ {0} mit za € O .

Insbesondere ist K = fracOk ; genauer, wir identifizieren entlang frac Ox =~ K,
a/fr—a/B, wobei a € Ok und [ € Ok ~\ {0}, dessen Surjektivitit eben festgestellt
wurde.

Beweis. Da K|Q endlich ist, ist « algebraisch iiber K. Sei o + Zie[o,n—u x; o' = 0, wobei
n>1und x; € Q fiir i € [0,n—1]. Sei z € Z {0} so, daB zx; € Z fir alle i € [0,n — 1].
Dann ist (z0)" + 3 ,ci0,, 1 2" "wi(2a)’ = 0, und somit za € O . o

Definition 55 Ein Z-Modul M heiflt endlich erzeugt, wenn es eine endliche Teilmenge
X C M mit M = z(X) gibt.

39
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Lemma 56 Es ist

Ok {a€eK : Zla)= z(a"...,a™) firein m >0}

{a € K : Z]a] ist ein endlich erzeugter Z-Modul }

[E

{a € K : Z[a] ist in einem endlich erzeugten Z-Teilmodul von K enthalten } .

Beweis. Sei o € K.

1. A
Zu C.Tst f(X) = X" 4+ 37 0m %X € Z[X] mit f(a) = 0 gegeben, wobei m > 0,

dann ist Z[a] = z(a®, ..., &™), da auch fiir kK > m + 1 per Induktion iiber k
&k — ak—m—lam-H — ak_m_l(_Zie[o,m] ZiOzi) — _Eie[o,m] ZiOék_m_l—H c Z<040, o CYm>
ist.
2. 3.
Zu C, C.
1.
Zu D. Ist Z[a] = z(a ..., a™), dann ist ™™ € z(a? ...,a™), ie. es gibt es ein

normiertes Polynom von Grad m + 1 mit Nullstelle a.

2.
Zu D. Sei Z|a] ein endlich erzeugter Z-Modul, sagen wir, Z[a] = z(&, ..., &) fir ein
k> 0und ¢ € Za] fiir i € [1,¢].

Schreibe Ay = z(a%, ..., aF) C Z[a] fir k > 0. Es ist Ay C A C Ay C --- eine

aufsteigende Kette von Z-Teilmoduln von Z|a].

Fiir ¢ € [1, k] gibt es ein m; > 0 so, dal §; € A,,, . Sei m := max{m; : i € [1,¢] }. Dann
ist & € A, fur i € [1,1], und also auch
Z[Oé] = Z<€17 SRR £k> - Am - Z[Oé] )

mithin A4,, = Z[a].

3.
Zu 2O. Teilmoduln endlich erzeugter Z-Moduln sind endlich erzeugt; cf. Aufgabe 35.(2). o

Bemerkung 57 Sei Z C R C K mit R einem Teilring von K und mit R einem endlich
erzeugten Zi-Modul. Sei o € Ok .

Dann ist auch der Teilring R[] C K ein endlich erzeugter Z-Modul.

Natiirlich enthélt jeder Teilring von K auch Z.

Beweis. Sei R = z(p1, ..., pr), wobei k > 1 und p; € R fiir ¢ € [1,k]. Sei Z[a] =
z{a® ...,a™), wobei m > 0; cf. Lemma 56. Wir behaupten, daf

Rlo] = z{picdd :i€[Lk],je0,m]) = §.
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!
Zu zeigen ist C.
Esist RC S, da p;a® € S fiir i € [1,k].
Falls m = 0, dann ist a € Z[a] = Z C R.

Falls m > 1, dann schreiben wir 1 = 37, ;2 p; mit z; € Z fiir ¢ € [1, k] und erhalten
a=1-a= Zie[l’k] zipiat €S,

Jedenfalls ist also a € S.

Bleibt zu zeigen, dal der Z-Teilmodul S ein Teilring von K ist. Esist 1 € R C S. Dank
Distributivitit geniigt es, noch zu zeigen, daB (p; o/)(py /") é S fir 4, ¢ € [1,k] und

J, 3° € [0,m]. Da p; p» € R, konnen wir p; py = Zae[l,k] Uq Po schreiben mit u, € Z fir

a € [1,k]. Da o/t € Z[a], konnen wir o/*/" = D befih] Vb a® schreiben mit v, € Z fiir
b € [0,m]. Es wird

(pia?)(pr @) = 3 ociim Pbepp Uay pac” € S
€Z

Lemma 58 FEs ist Ok ein Teilring von K.

Beweis. Es sind 0, 1 € Ok . Seien «, 8 € Ok . Wir haben zu zeigen, dal o — f und « - 3
in Ok liegen. Da Zla— ], Z]a- ] C Z|a, (], gentigt es zu zeigen, da Z|«, 5] = (Z[F])[¢]
ein endlich erzeugter Z-Modul ist; cf. Lemma 56. Dies aber folgt aus Z[3] endlich erzeugter
Z-Modul und a € Ok ; cf. Lemma 56, Bemerkung 57. o

Bemerkung 59 Sei Z C R C K mit R einem Teilring von K und mit R einem endlich
erzeugten Z-Modul. Sei K ={% : pe R, 0 € R~ {0} }. Sei R ein Hauptidealbereich.
Dann ist R = Ok .

Beweis. Ist £ € R, so ist Z[¢] C R. Da R ein endlich erzeugter Z-Modul ist, folgt £ € O ;
cf. Lemma 56. Folglich ist R C O .

Sei umgekehrt a € Ok . Wir wollen « é R zeigen.

Sel @™ + > iciom-1] % a' =0, wobei m > 1 und z; € Z fiir 7 € [0, m — 1]. Schreibe
A= gla®, ..., a™h) £ 0.

Esist a™ = =3 com 1 ziat € A, und also aA C A.

Schreibe a = £ mit p € R und 0 € R~ {0}. Es ist 6™ 'a’ € R fiir i € [0,m — 1], und
also 0™ 1A C R. Es ist 0™ 'A ein Ideal in R. Da R ein Hauptidealbereich ist, kénnen
wir 6™ 1A = R(7) mit einem 7 € R\ {0} schreiben. Es ist

a-g(t) = a-0™ 1A C o™ A = R(1),

also ar = &7 fiir ein £ € R, und somit a = ¢ € R. 0
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Beispiel 60
Sei a € C algebraisch iiber Q, i.e. Nullstelle eines Polynoms f(X) € Q[X]\{0}. Beachte,
daB sich jedes Element von Q(a) = q(a’ : i > 0) sogar in der Form g mit § € Z[a] =
z{a" :i>0) und z € Z \ {0} schreiben lif}t.

(1) Esist Oq = Z, da Z ein Hauptidealbereich ist; cf. Bemerkung 59.

(2) Es ist Oqe,) = Z[¢s), da Z[G5) = z((, ¢3) ein Hauptidealbereich ist; cf. Aufga-
be 36.(3), Bemerkung 59. Oder cf. Aufgabe 39.

(3) Esist Oqq) = Zl[i], da Z[i] = z(i°, i') ein Hauptidealbereich ist; cf. Aufgabe 36.(1),
Bemerkung 59. Oder cf. Aufgabe 39.

(4) Esist Oqy5 = Z[(1+ V/5)/2]; cf. Aufgabe 39. Insbesondere ist Z[v/5] kein Haupt-
idealbereich.

(5) Esist Oq( =5y = Z[v—5]; cf. Aufgabe 39. Dennoch ist Z[y/—5] kein Hauptidealbe-
reich; cf. Aufgabe 36.(2).

4.2 Spurbilinearform und Z-Gitter

Um zu zeigen, dafl Ok als Z-Modul endlich erzeugt ist, wollen wir die Spurabbildung
Triiq : K — Q verwenden, wobei Trxq(c) die Spur des Q-linearen Endomorphismus
K — K, B+ af} bezeichnet.

Bemerkung 61 Die Q-Bilinearform

K x K — Q
(@ , B) = Trggqla-8),

Spurbilinearform auf K genannt, ist nichtausgeartet.
Beweis. Sei aw € K~ {0}. Es ist Trgq(av- a™') = Trgiq(1) =n # 0. o

Definition 62 Fiir eine Teilmenge X C K setzen wir
X* = {nekK: Trgqn - X)CZ},

genannt das Dual von X.

Sind X CY C K gegeben, so ist X# D Y#,
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Definition 63
Ein Z-Gitter in K ist ein endlich erzeugter Z-Teilmodul G C K mit (G) = K (?).

Eine Z-lineare Basis des Z-Gitters G ist ein Tupel (aq, ..., a;,) mit o; € G fiir i € [1,n]
und G = z{ag, ..., a,).
Beachte, daff aus q(G) = K und dimg K = n folgt, da diesenfalls (a;, ..., ay,) ein

Q-linear unabhéngiges Tupel ist, und also eine Q-lineare Basis von K.

Bemerkung 64 FEs gibt ein Z-Gitter in K, das in Ok liegt.

Beweis. Sei (aq, ..., ay) eine Q-lineare Basis von K. Sei z; € Z~\ {0} so, daf z; o; € Ok
fir i € [1,n]; cf. Bemerkung 54. Dann ist auch G = z(z1 a1, ..., zya,) C Og; cf.
Lemma 58. Ferner ist o; € (G) fiir i € [1,n] und also K = (G). o

Bemerkung 65

Sei G= z(B1, ..., Bm) ein Z-Gitter in K, wobei m >0 und 3; € K fiiri € [1,m)].
Sei (a1, ..., ap) eine Q-lineare Basis von K.

Sei B =3 e n i i fiir j € [1,n], wobei X := (z5);; € Q™.

Seiy € Z ~ {0} so, daff yX € Z"*™.

Da o(G) = K, ist m = n und der Rang von X gleich n.

Seien S € GL,(Z) und T = (t;4),0 € GL(Z) so, dafs

S(X)T = <d1-.,d ) e Zmm

mit dy, ..., d, € Z~{0}; c¢f. Satz 4.
Sei Ve = icm B tie fir € € [1,n]. Dannist (y1, ... ,7) eine Z-lineare Basis von G.

Insbesondere hat jedes Z-Gitter in K eine Z-lineare Basis.

Beweis. Es ist zu zeigen, dafl G = 2{( Vs e Tn)-
|
Zu 2. Esist vy, € G fiir £ € [1,n].

! !
Zu C. Es geniigt zu zeigen, da8 §; € z(y1, ..., V) fir j € [1,m],
Schreibe T~ =: (t} ;)r; € GLyn(Z).

2In der Literatur auch als volles Z-Gitter in K bezeichnet.
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Firi e [1,n] und £ € [n+ 1,m] ist > Tistse = 0. Fiir j € [1,m] wird also

s€[1,m]

Bi = YscpmPs s
= Dsclim] 2tefim Ps tseti;
Zie[l,n] Zee[l,m] Zse[l,m} Qi Tistse t%,j
Zie[lm,] Zée[l,n} Zseu,m} Qi T tse t@,j
Zée[l,n] Zse[l,m] Bs 2% t/z,j
= Zeeu,n] Yety;

€ z<’}/1,...,’}/n>.
Bemerkung 66

(1) Sei G ein Z-Gitter in K. Sei (&1, ..., &, ) eine Z-lineare Basis von G ; cf. Bemer-
kung 65. Dies ist auch eine Q-lineare Basis von K.
Sei (&, ..., &) die beziiglich Spurbilinearform dazu duale Q-lineare Basis von K,
i.e. sei Trgiq(&i &) = 0y fir i, j € [1,n].
Es ist G* ein Z-Gitter in K, mit Z-linearer Basis (&, ..., &),
Es ist G = (.

(2) Seien G und H zwei Z-Gitter in K mit G C H.
Ist A C K ein Z-Teilmodul mit G C A C H, dann ist A ein Z-Gitter in K.

Bewezs.

(1) Es wird
G* = {neK :Trgon-G)CZ} = {neK : Trgqn-&) € Zfirie[l,n]}.
Wir behaupten, dafl

! * *
G# = Z<£1 g e ey g?’l, > .
Dann ist insbesondere G# ein Z-Gitter in K.

!
Davon folgt O nach Wahl der &7 .

|
Zeigen wir C. Sei € K mit Trgiq(n - &) € Z fiir i € [1,n] gegeben. Schreibe
n= Zie[l,n] x; - & mit x; € Q. Fiir j € [1,n]| wird

Z > Trxiq(n-&)
TrK\Q(Zz‘e[Ln} zi - & &)
= Dicnm @i TrxQ(é - &)
= Dienm T Oy =15
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Das Argument von eben, angewandt auf G# statt auf G, gibt G## = z(&, ..., &)
und somit G## = G.

(2) Esist K = (G) C q(A4) C K, also q(A) = K. Esist A C H ein Z-Teilmodul. Da
H endlich erzeugt ist, ist auch A endlich erzeugt; cf. Aufgabe 35.(2).

4.3 Z-Maximalordnung

Definition 67
Ein Teilring R C K, der zugleich ein Z-Gitter in K ist, heifit Z-Ordnung in K.

Lemma 68 FEs ist O eine Z-Ordnung in K. Es ist O C Oﬁ )

Beweis. Dank Lemma 58 ist Ok ein Teilring von K. Bleibt also zu zeigen, dal Ok ein
Z-Gitter in K ist.

Sei GG ein Z-Gitter in K, das in Oy liegt; cf. Bemerkung 64.

Da Trgiq(Ok - Ok) C Triiq(Ok) C Z, ist O C O}f; cf. Aufgabe 40.(2). Also ist
G C Ok C OF C G#, und somit Ok ein Z-Gitter in K; cf. Bemerkung 66.(1,2). -

Lemma 69 (Z-Maximalordnung)
Jede Z-Ordnung R in K ist in der Z-Ordnung Ok enthalten.

Wir sagen auch, Ok ist die Z-Mazimalordnung in K.

!
Beweis. Sei f € R. Wir haben zu zeigen, da§ § € Ok . Sei (aq, ..., a;) eine Z-lineare
Basis von R. Fiir i € [1,n] sei

Bra; = Z Ti,j O
]

jelln

[e3] 0 aq 0
mit (z;;);; € Z™*". Folglich ist (ﬁ -E, — (x”)”) . ( : ) = (0) , wobei ( : ) + ()

(e 7%) Qn 0
Also ist det (8- E,, — (27):;) = 0. Mit x(X) := det(X -E,, — (;,);;) ist mithin x(5) = 0.
Die Leibnizformel fiir die Determinante zeigt, dal y(X) ein normiertes Polynom mit
Koeffizienten in Z ist. Somit ist § € Ok . o
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4.4 Diskriminante

Definition 70 (und Bemerkung) Sei G ein Z-Gitter in K. Sei G = z(&1, ..., &).
Schreibe

AG) = det((TriQ(&-&)),,e) € Q
fiir die Diskriminante von G.
Diese ist unabhéngig von der Wahl der Z-linearen Basis ({1, ... , &,) von G.
Es ist A(GQ) € Z, falls G C G*.

Beweis. Seien (&, ...,&,) und (&, ..., &, ) zwei Z-lineare Basen von G. Fiir j €

[1,n] ist dann & = > &y und & = >0 &y mit (vig)ij, (ig)iy € LM
Es folgt (z;;)i; - (¥ij)ij = En. Also sind (x;;)ij, (vij)i; € GLyn(Z). Insbesondere ist
det((:pi7j),~7j) S {—1,+1}

Es wird
(TI'K\Q<€£ : f;))” = (TYKIQ(ZM Thi Sk - & xf»j))i,j
= (Zké Tri - Trij (& - &) - fo)i,j
= (@r)in - (Trriqé - &))k,g (Teg)es s
und somit

et ((Trmiq(€-&)),;) = dot((oni)is) - det((Triq(6n- &), ) - det ((we,)e)
= (det((zri)in))” - det((Ter(fk - 5@)),67@)
= det((Traa(é - €0),.,) -
Ist schlieBlich G C G#, so ist Trq(&; - &) € Z it i, j € [1,7]. °
Definition 71

Sei Ak := A(Ok) € Z die Diskriminante von K ; cf. Lemma 68, Definition 70.

4.5 p-Radikal-Stabilisatoren

Sei R eine Z-Ordnung in K. Sei p € Z~( eine Primzahl.

4.5.1 p-Radikal

Definition 72 Sei
Jac,(R) == {a € R :esista™ € pRfireinm>0} C R
das p-(Jacobson-) Radikal von R.
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Algorithmus 73 (p-Jacobson-Radikal)

Wir wollen Jac,(R) berechnen.
Schreibe ¢ : R— R/pR, a+—— « + pR fiir den Restklassenmorphismus.
Da char(R/pR) = p, verfiigen wir iiber den Frobenius genannten Ringmorphismus
Frob : R/pR — R/pR
a+pR +—~ o +pR.
Insbesondere ist der Frobenius Z-linear, und damit F,-linear.

Es ist

Jacy(R) = ¢~ Y( Upsol @ +pR : (@ +pR)™ =0 D o= ¢ Uiso Kern(Frob'))

Die Dimension des Kerns einer Matrix A € FJ*" &ndert sich nicht, wenn man A € FI?X”
betrachtet, da die Zeilenstufenform von A iiber F, auch eine Zeilenstufenform von A iiber
F, ist. Uber F, ist dann Ui>0 Kern A* = Kern(A"), da wir A als in Jordanform gegeben
voraussetzen diirfen und in n-ter Potenz alle nilpotenten Jordanblécke von A verschwun-
den sind. Aus Dimensionsgriinden gilt nun |J,, Kern A* = Kern(A") auch iiber F, .

Also ist
Jac,(R) = ¢~ '(Kern(Frob")) .

Cf. Aufgabe 44.

Bemerkung 74

(1) Esist Jac,(R) ein Ideal in R, das pR enthdlt. Es ist Jac,(R) C R.
Insbesondere ist Jac,(R) ein Z-Gitter in K ; cf. Bemerkung 66.(2).

(2) Es gibt etn m > 0 mit Jac,(R)™ C pR.

Beweis.
Zu (1). Nach Konstruktion ist pR C Jac,(R) C R.
Zeigen wir, daf Jac,(R) C R ein Ideal ist.

Seien a, @ € Jac,(R). Sei k > 0 mit o € pR. Sei k>0 mit & € pR. Sei 3 € R.
Es wird (Ba)* = Bfak € pR, also Ba € Jac,(R).

Es wird
(a + )k = (S iciom (k—;—k:) QiaF ) 4 (seiorinsh <1<;erk) o' &Y € pR,
—— ~—
€pR €EpR

also a + & € Jac,(R).
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! ! ! !
Fiir Jac,(R) C R geniigt es zu zeigen, dafl 1 &€ Jac,(R), i.e. 1 € pR, ie. p7' & R.

Dafiir geniigt es zu zeigen, dafl p~! € Ok ; cf. Lemma 69. Wire p~! € Ok, dann wiire

pleQnOgk b.53 Oq B39 Z, dem ist aber nicht so.

Zu (2). Sei (aq, ..., ay) eine Z-lineare Basis von Jac,(R) ; cf. Bemerkung 65.
Wiéhle m; > 0 mit o € pR. Schreibe m := my + --- 4+ m,, . Wir wollen zeigen, dafl
!
Jac,(R)™ C pR. Seien dazu b; j € Z fiir i € [1,n] und j € [1,m| gegeben. Es wird
H (Zie[l,n] & bz}j) = Z Cly sl ail"'@ff
jE€[1,m] £; 20, l1++Lly=m

fiir gewisse ¢y, ¢, € Z. Da l1 + --- + £, = m, gibt es jeweils ein ¢ € [1,n] mit ¢; > m;,
und also mit af" € pR. Somit liegt die genannte Summe in pR. o

4.5.2 Stabilisator
Sei G C K ein Z-Gitter. Sei (g, ..., ) eine Z-lineare Basis von G.

Bemerkung 75 Der Stabilisator
Stab(G) ={p e K : pGC G}
ist eine Z-Ordnung in K.

Beweis. Zeigen wir, dafl Stab(G) ein Teilring ist. Es sind 0, 1 € Stab(G).
Sind 3, 3 € Stab(G), dann ist auch (8 — 3)G C G + 3G C G und B6G C G C G,
also sind 8 — 3, 806 € Stab(G).

Es bleibt zu zeigen, dafl Stab(G) ein Z-Gitter in K ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dafl
Stab(G) ein Z-Gitter enthélt und in einem Z-Gitter enthalten ist; cf. Bemerkung 66.(2).

Da Trgiq(G) = z(Trxiq(aq), ..., Trgqlan)) € Q, gibt es ein 2z € Z ~ {0} mit
Sei B € Stab(G). Fiir a € G ist fa € G und also Trg|q(2fa) € Trgq(2G) C Z. Folglich
ist Trx|q(28G) C Z. Es folgt z Stab(G) C G#, also Stab(G) C 27 'G*.
Seien ¢, j € [1,n]. Wir kénnen ein w;; € Z ~ {0} mit w; ja;a; € G wihlen. Denn
wir kénnen hierfiir etwa den Hauptnenner der Koeffizienten von «; o, ausgedriickt als
Linearkombination der Q-linearen Basis (o, ..., a;) von K, nehmen.

Sei w :=kgV(w;; : 4, j € [1,n]). Dann ist we,; a; € G firi, j € [1,n], alsowa; G C G
fiir i € [1,n], also wG C Stab(G).

Insgesamt ist also

wG C Stab(G) C z7'G*.
Sowohl 2G als auch 27'G¥ sind Z-Gitter in K ; cf. Bemerkung 66.(1). o
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Algorithmus 76 (Stabilisator)

Wir wollen eine Z-lineare Basis von Stab(G) bestimmen.

Seien i, j € [1,n|. Schreibe ;- o = Zke[l,n] Wi ik 0 Mit w5 € Q.

Sei Uy, = (uyjx)i; fiir k € [1,n]. Sei U := (U1|Uy] ... . |U,) € Q™ die durch Nebeneinan-
derstellen der U, entstehende Matrix.

Sei w € Z ~ {0} mit wU € Z™".

Seien S = (s;;)i; € GLn(Z) und T € GL,2(Z) so, daB S(wU)T = (D |Opxn | --- | Onxn),
dy

wobei D = ( ) € 2™ cf. Satz 4.

Betrachte ein Element { =7,  vio; € K, wobei v := (vi-.vn) € Qxn.

Es ist £ € Stab(G) genau dann, wenn G 3 - a; = D> viosa; = Y., ViU g oy fr

Jj € [1,n], ie. wenn Y v;u; i, € Z fir j, k € [1,n], i.e. wenn vU € 7" ie. wenn
vS7w T (S(wU)T) € 7" ie. wenn vS~'w D € ZV".

Es hat U den Rang n, denn aus vU = 0 kann man £ - o; = 0 fiir alle j € [1,n] folgern,
damit £ = 0, mithin v = 0. Also ist d; # 0 fiir i € [1,n].

Es wird
Stab(G) = {3, viq; @ (viva) =2zD 'wS fiir ein z € Z""} .

Da D~!'wS € GL,(Q), folgt, dafl eine Z-lineare Basis von Stab(G) gegeben ist durch

( Zie[lv"] dl Wi Gy -y Zié[l,n] dn WSp,i O ) :

Cf. Aufgabe 47.(2).

Bemerkung 77 Ist {0} C J C R ein Ideal, dann ist J ein Z-Gitter in K.
Insbesondere ist Stab(J) eine Z-Ordnung in K, die R enthdlt.

Beweis. Sei (ay, ..., a,) eine Z-lineare Basis von R.

Sei € J~ {0}. Esist (Bay, ..., Bay,) eine Z-lineare Basis von SR. Also ist SR ein
Z-Gitter in K. Da J C R ein Ideal ist, ist R C J C R. Folglich ist auch J ein Z-Gitter
in K'; cf. Bemerkung 66.(2).

Nach Bemerkung 75 ist Stab(J) eine Z-Ordnung in K. Da J ein Ideal in R ist, ist
R C Stab(J). o

Beispiel 78 Sei € K~ {0}. Dann ist Stab(BR) = Stab(R) = R.

Beweis. Zum einen ist fiir « € K genau dann afR C SR, wenn aR C R.

Zum anderen ist Stab(R) 2 R, da R ein Teilring von K ist, und Stab(R) C R, da fiir
a € Stab(R) insbesondere a = o+ 1 € aR C R wird. o
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4.5.3 Pohst-Zassenhaus-Bernardi

Wir erinnern daran, daf§ K|Q eine endliche Koérpererweiterung mit dimg K = n und daf
R eine Z-Ordnung in K ist.

Satz 79 (Pohst-Zassenhaus)
(1) Esist R C Stab(Jac,(R)) und | Stab(Jac,(R))/R]| | p" .
(2) Es ist p kein Teiler von |Ok/R| genau dann, wenn R = Stab(Jac,(R)).

Beweis (D. Bernardi). Schreibe R’ := Stab(Jac,(R)).

Zu (1). Es ist R C R'; cf. Bemerkungen 74.(1) und 77.

Es ist R ~ Z" als Z-Moduln, und somit auch R/pR ~ Z" /pZ" ~ F' .
Sei o € R'. Wegen p € Jac,(R) ist pa’ € Jacy(R); cf. Bemerkung 74.(1).

B.74.(1)
Also ist pR C pR’ C Jac,(R) C R.
Folglich ist p" = |R/pR)| ein echtes Vielfaches von |pR'/pR| = |R'/R|.
Zu (2).

Zu =. Sei R C R'. Dann ist R C R’ C Ok cf. Lemma 69. Dank (1) ist |R'/R| eine
Potenz von p. Also folgt p | |R'/R| | |Ok/R].

Zu <. Sel R = R'. Setze
S = {ae€O: esistpkaeRﬁireink20}.

Esist R C S C Ok . Es ist S ein Teilring von O , denn mit o, 8 € S, wobei p*a € R
und p’B € R fiir gewisse k, £ > 0, wird p™>%%(a — 3) € R und p*** o - 3 € R, mithin
a—0,a-F € S. Somit ist S eine Z-Ordnung in K ; cf. Lemma 68, Bemerkung 66.(2).
Sei (o1, ..., 0,) eine Z-lineare Basis von S. Sei t > 0 so gewihlt, dal p'o; C R fiir alle
i € [1,n]. Somit ist p'S C R.

Es ist p kein Teiler von |Og/S|. Denn wdre p ein Teiler von |Ok /S|, dann gibe es ein
a € Og ~ S mit pa € S, also p' - pa € R und somit o € S, was nicht der Fall ist.

Es geniigt also zu zeigen, dal R = 3.

Annahme, es ist R C S. Sei m > 0 so, daf8 Jac,(R)™ C pR; cf. Bemerkung 74.(2). Es ist
Jac,(R)™ - S C p'S C R.

Sei u > 0 maximal mit Jac,(R)"- S € R. Es ist Jac,(R)*“™ - S C R.

|

Wiihle ein o € Jac,(R)*- S ~ R C S. Wir wollen zeigen, da8 Jac,(R) - o C Jac,(R).
Sei a € Jac,(R) gegeben. Es ist

a-o € Jacy(R) - Jac,(R)"-S = Jac,(R)*™'-S C R.



51

Es ist
(- o)™ttt = o™ . gt g™t e Jac,(R)™ - Jac,(R)“™ - S C Jac,(R)™ C pR.

Also ist - 0 € Jac,(R).

Es folgt Jac,(R)-o C Jac,(R), i.e. ¢ € Stab(Jac,(R)) = R'. Da aber R’ = R vorausgesetzt
wurde, folgt o € R, im Widerspruch zur Wahl von o. o

Bemerkung 80 FEs ist |[A(R)| ein Vielfaches von |Ok/R| .

Beweis. Es ist R C O C OF C R#; cf. Lemma 68, Definition 62. Also ist |A(R)| =
|R# / R| ein Vielfaches von |Ox/R|; cf. Aufgabe 41.(2). -

Korollar 81 (zu Satz 79)
Ist Jac,(R) C R ein Hauptideal fir alle Primzahlen p, die A(R) teilen, dann ist R = Of .

Insbesondere, ist R ein Hauptidealbereich, so ist R = Ok .

Cf. Bemerkung 59.

Beweis. Sei p eine Primzahl, die A(R) teilt. Nach Voraussetzung ist Jac,(R) = SR fiir
ein f € R. Da 0 # pR C Jac,(R), ist § # 0. Es folgt

Bs&78

Stab(Jac,(R)) = Stab(SR) R.

Also p kein Teiler von |Ok/R|; cf. Satz 79.
Da aber |A(R)| ein Vielfaches von |Ok/R] ist, folgt |Ok/R| =1, i.e. R = O . g

4.5.4 Bestimmung der Z-Maximalordnung Oy

Algorithmus 82 (Z-Maximalordnung bestimmen)

Wir wollen ausgehend von einer endlichen Erweiterung K|Q mit dimg K = n die Z-
Maximalordnung O bestimmen.

(1) Wébhle ein Z-Gitter G in K .
(2) Sei R := Stab(G). Es ist R eine Z-Ordnung in K ; cf. Bemerkung 75.

(3) Berechne die Diskriminante A(R); cf. Aufgabe 47.(1). Sei P die Menge der Primteiler
von A(R).

Es ist |A(R)| = |R*¥/R)| ein Vielfaches von |Of/R|; cf. Bemerkung 80. Somit tau-
chen alle Primteiler von |Ok/R| in P auf.
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(4) Durchlaufe p € P.
(5) Berechne R C R':= Stab(Jac,(R)); cf. Aufgaben 44 und 47.(2).

(6) Ist R C R, dann verfahre wie folgt. Es ist |Ox/R’| ein Teiler von |Ok/R| mit
|Ok/R'| # |Ok/R|. Es tauchen alle Primfaktoren von |Of/R'| in P auf. Die Ele-
mente von P, die |Og/R| nicht teilen, teilen auch |Ok/R'| nicht. Ersetze R durch
R’ (aber belasse P). Gehe nach (5).

(7) Esist R = R, und also p kein Teiler von |Ok/R|; cf. Satz 79.(2). Gehe nach (4).
(8) Es ist nun kein Element von P mehr ein Teiler von |Ok/R|. Da alle Primteiler von

|Ok/R| in P auftauchen, bedeutet dies, da |Ox/R| =1, i.e. dal R = Ok .

Der Algorithmus endet nach hochstens |P| + |Og/R| Durchldufen von (5), wenn R die
anféngliche Z-Ordnung aus (2) bezeichnet.

Cf. Aufgabe 48.

4.6 Kreisteilungskorper

4.6.1 Einheitswurzeln mit Primpotenzordnung

Sei p € Z~( prim. Sei m > 1. Wir schreiben auch

m—1

q :=7p und ¢ = G = Gpg -
Sei K := Q(¢) = Q((py)- Es ist n :=dimqg K = (p — 1)q.

4.6.1.1 Spur und Diskriminante im Primpotenzfall

Bemerkung 83 Sei k € Z. Es st

(p—1)g fallsk=,,0

TTK\Q(C;];]) — —q falls k #,, 0, aber k =, 0 = PqOkipiz.0 — qOktqz.0 -
0 falls k #, 0

Beweis. Sei allgemein o € K. Schreibe i, q(X) =: X+ D ic06—1] a; X" Es ist

n
Trriq(a) = 7 Ag—1 ;

cf. Aufgabe 40.(1).
Sei s € [0,m] so, daB k #,s+1 0, aber k =, 0.
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Fall s = m. Es ist Trgq(¢*) = Trgiq(l) =n = (p— 1)q.

Fall s = m — 1. Es hat ¢* die multiplikative Ordnung p. Also ist
feng(X) = (X)) = XP 4 XP 24 4 X0

Es folgt Trq(¢*) = — =4

Fall s € [0,m — 2]. Es hat ¢* die multiplikative Ordnung p™*. Also ist

m—s—1 m—s—1

er@(X) = Bpes(X) = XODPT Xy
Es fOlgt TI'K|Q(Ck) = _(p—l)p% -0=0. o
Lemma 84 FEs ist |A(Z[(y,])] = p?™mP~m=1 = prm—a,
Beweis. Siehe Aufgabe 49. o

4.6.1.2 Der Ring der ganzen Zahlen in Q({) im Primpotenzfall

Bemerkung 85 Es ist Jacy(Z[Cpg]) = zic,,)(Cog — 1)-

Beweis. Da der Frobenius F,[X] — F,[X], f(X)+ f(X)?, ein Ringendomorphismus ist,
ist (X +1)P" =, X?" 41 fiir alle k > 0, wobei die Kongruenz in Z[X] zu lesen ist.

Es ist @,,(X) - (X?—1) = (XP?—1). Also ist

Dp(X +1)- X9 =, Op(X+1)-(X+1)7—1) = (X +1)—1 =, X7
Da F,[X] nullteilerfrei ist, folgt ®,,(X + 1) =, X9P~Y,
Es ist @,,(X 4+ 1) = pe—1,(X), und also

Z[(] = ZIC—-1] = Z[X]/(Pp(X +1))
(—1 <~ X+ (DX +1)).

Folglich haben wir Ringisomorphismen

Z[C/pZC) = ZX]/(p, p(X +1)) = F[X]/(Dp(X +1)) = F,[X]/(X1PY)
C=D+pZ[] = X+ Pp(X +1))  — X4 (D(X +1)).

Schreiben wir die Restklassenabbildung ¢ : Z[(] — Z[(]/pZ[(], o+ a + pZ[(], so ist
Jacy(Z[¢]) = ¢~ ({ o+ Z[¢] € Z[C]/PZ[C] + es gibt ein m > 0 mit (o +pZ[C))™" =0}) .
Es ist

{f(X) + (X1P=D) € F [X]/(X9P~D) : es gibt ein m > 0 mit (f(X) + (X@-D))m =0}
= (X)/(xaem)
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wie man erkennt, wenn man f(X) = a + Xb(X) mit a € F, und b(X) € F,[X] ansetzt.

Isomorph iibertragen, liefert dies
Jac,(Z[¢]) = ¢ (((¢—=1)+pZ[¢])) = (¢ —1,p) € Z[].
Bleibt zu zeigen, daf p é (¢ — 1). In der Tat wird

(C=D(= ZsE[O,p—l] Zie[o,sq—u ¢ = (Zse[o,p—l] ZiE[O,sq—l] ¢ = (ZsE[O,p—l] Zie[o,sq—l] ¢
= (Zse[o,p—l] Zie[o,sq—u CZ) - (Zse[ﬁ,p—l] Zie[l,sq] CZ)
= z:se[o,p—l](1 - ()
= pP- Zse[o,pfl] ¢
= D—- Cqu(C)
= p.

Lemma 86 FEs ist Oq(c,,) = Z[Cpq)-

Beweis. Es ist |Oq)/Z[(]| ein Teiler von A(Z[(]); cf. Bemerkung 80. Somit ist
|Oq(¢)/Z[¢]| eine Potenz von p; cf. Aufgabe 41.(2), Lemma 84. Also geniigt es zu zei-
gen, dal Jac,(Z[(]) ein Hauptideal in Z[(] ist; cf. Korollar 81. In der Tat ist Jac,(Z[(]) =
z(c](¢ — 1), und somit ein Hauptideal; cf. Bemerkung 85. 0

Cf. auch Aufgabe 51.(4).

4.6.2 Der Ring der ganzen Zahlen in Q(()

Lemma 87 Seien K|Q und L|Q endliche Erweiterungen. Sei KL ihr Kompositum.
Setze O Op = z{af : a€ Ok, € 0r) CKL.

Sei [K:Q]-[L:Q]=[KL:Q], ie. seien K und L linear disjunkt iber Q.

Seien A und Aj, teilerfremd.

(1) Es ist OKL = OK OL .

(2) FEs st AKL = A% . AE .

Bewezs.

Zu (1). Es sind Og C Ok, und O C Ok, und also ist Ox O C Ok, .

!
Wir haben Og Op O Ok, zu zeigen.
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Sei (K1, ..., k) eine Z-lineare Basis von Ok ; dies ist auch eine Q-lineare Basis von K ;
cf. Lemma 68.

Sei (A1, ..., A\¢) eine Z-lineare Basis von O, ; dies ist auch eine Q-lineare Basis von L;
cf. Lemma 68.

Esist (k;A; @ € [1,k], j € [1,£]) ein Z-linear erzeugendes Tupel von Ok Oy, . Es ist
auch eine Q-lineare Basis von KL, da es KL erzeugt und [KL : Q] Elemente enthélt, da
K und L linear disjunkt sind iiber Q.

Beachte, dal Trx|q(n) = Trxrin(n) fir n € K, da (K1, ..., k) sowohl eine Q-lineare
Basis von K als auch, wegen K und L linear disjunkt iiber Q, eine L-lineare Basis von
K L ist, und daher die Q-linear beschreibende Matrix der Multiplikation mit n auf K auch
eine L-linear beschreibende Matrix der Multiplikation mit n auf KL ist.

Sei £ € Oy, . Schreibe & =: Do Tig ki Ay mit @y ; € Q fiir i € [1,k] und j € [1,£]. Wir
haben zu zeigen, daf§ z; ; € Z fiir ¢ € [1,k] und j € [1,4].

Fiir 7 € [1, k] setzen wir o := ) x;;A\; € L. Fiir s € [1, k] wird

i Trriqrs ki) i = 32 Trkiq(hs ki) Tij A
= S Trgpn(se ki) Tij A
= 3 Trpin (ks s iy )
= Trgpw(ks§)

c Op,

da mit x; und £ auch ¢ in Ok, liegt und da Trg ) (Okr) € Op; cf. Aufgabe 50.

Multiplikation mit der Adjunkten von (Trj|q (ki ks))is € Q¥ zeigt nun, daBl Ak o, € O
fir s € [1, k], i.e. daB

AK T j c Z
firi € [1,k] und j € [1,£],da (A, ..., \¢) eine Z-lineare Basis von O, ist.
Genauso folgt, daf3

AL X 5 € 7

fir i € [1,k] und j € [1,¢].

Da Ak und Aj teilerfremd sind, gibt es u, v € Z mit uAx +vAy = 1. Fiir i € [1,k]
und j € [1, (] wird
Tij; = UAKIL'Z'J‘—FUALJ]Z‘J‘ e 7.

Zu (2). Beachte zunéchst, dafl Trxrjq = Tryjq o Trxy)z, und sich fiir § € K und n € L
also

Trxrq(zy) = Trr(Trrrr(zy)) = Trrq(Trrri(z)y) = Trre(Trkiq(@)y) = Trkq(@) - Trrq(y)

ergibt.
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Wir wihlen eine lineare Ordnung auf [1, k| x [1,¢], beziiglich der wir im folgenden unsere
Matrixeintriige schreiben. Sind (a;4):s € Q¥** und (b;+);+ € Q*** gegeben, dann ist
(@i bit) sty = (@is - bie)ayemmxma, soemmxmng € Q<

und wir erhalten
(ai,s/ : bj,t’)(i,j),(s’,t’) = (ai,s : 8j,t)(i,j),(s,t) : (ai/,s’ : bj’,t/)(i’,j’),(s’,t’) )
da der Eintrag in Zeile (7, s) und Spalte (j',t') des letzteren Matrixprodukts gleich

g Qis * Ojt - Osr " bpy = Qg - bjy .

(s,t)€[1,k]x[1,€]

Folglich ist

det ((ai + b ) en) = det((ais 0r)ig)(s0) - det (O bjer) .0,
¢ k
= det((ai7s)i7s) . det((bﬂ)j,t) s
denn ein Umsortieren unserer gewéihlten Reihenfolge bei Zeilen und Spalten simultan
andert am Wert der Determinante nichts und liefert im ersten Faktor eine Blockdiagonal-

matrix mit ¢ Blocken jeweils gleich (a;s); s, im zweiten Faktor eine Blockdiagonalmatrix
mit k Blocken jeweils gleich (b;4);. -

Wir erhalten so
Ak, = det ((TI“KL|Q(HiAj/fsAt))(i,j),(s1t))
= det ((Trgiq(ki ks) Trriq(N Ae))(ig).(s0))

= det ((TI‘]QQ(KJZ I{S)Z"S)g . det ((TI"L|Q<)\] )\t))j,t)k
— AL Ak

Gerne wiiite ich auch noch einen Beweis von Try k7, (Okr) € Or , ohne, wie in der Losung
zu Aufgabe 50, Galoistheorie bemiihen zu miissen.

Bemerkung 88 Seien s, t > 1 teilerfremd.

Es ist Z[Cst] = ZKS] Z[Ct] FEs ist Q(Cst) = Q(Cs) Q(Ct)

Beweis. Seien u, v € Z so, da8 us+wvt = 1. Dann ist (s = (%" = (*- (¥ und somit auch
Z[(s| = Z[(s] Z[¢;] und Q(Cst) = Q(¢s) Q(&), da die Inklusion D jeweils von vorneherein
feststeht. o

Satz 89 (Z-Maximalordnung von Kreisteilungskdrpern)
Sei k > 1. Es ist Oq(c,) = Z[Ck). Jeder Primteiler von Aq,) teilt auch k.
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Beweis. Wir fithren eine Induktion tiber k& > 1
Ist k eine Primpotenz, so sind wir fertig mit dank der Lemmata 86 und 84.
Ist £ keine Primpotenz, so schreibe k = st mit s, t > 1 teilerfremd.

Unter Verwendung der Eulerschen ¢-Funktion ergibt sich

[Q(Ct) : Q) = w(st) = ¢(s)-o(t) = [Q(C) Q- [Q(¢) : Q]

Nach Induktionsvoraussetzung ist jeder Primteiler von Aq,) ein Teiler von s und jeder
Primteiler von Agq,) ein Teiler von ¢. Da s und ¢ teilerfremd sind, folgt, dafl Aq(,) und
Aq(¢,) teilerfremd sind.

Es wird
B. 88 L.87.(1) I.V. B.88
Oq(¢) Oqeoacy) = Oaqe)Oawy = ZIGIZIG) = Z[G] -
F ird
erner wir s L) w o
Aq(e) A AN NG

so dafl jeder Primteiler von Aq(c,) ein Teiler von AQ(C A‘p Q(¢ tnd damit nach Induk-
tionsvoraussetzung auch ein Teiler von st = k ist. o

Auch eine genaue Formel fiir Ag¢,) 148t sich mit dieser Argumentation herleiten.



Anhang A

Aufgaben und Losungen

A.1 Aufgaben

Zum Losen der Ubungsaufgaben kann resp. soll Magma verwandt werden.

Siehe e.g. magma.maths.usyd.edu.au/calc/.

Aufgabe 1 (§1.1) Zeige oder widerlege.
Sei R ein Ring.

1) Ist R ein Korper, so ist R[X] ein Hauptidealbereich.

(1)

(2) Ist R ein Hauptidealbereich, so auch R[X].

(3) Ist R ein Hauptidealbereich und ist a € R, so ist R/(a) ein Hauptidealbereich.
(4)

4) Ist R ein Hauptidealbereich, und ist z € R eine Nichteinheit, die nicht in ein Produkt

von Nichteinheiten zerlegbar ist, so ist R/(z) ein Korper.

Aufgabe 2 (§1.2) Sei R ein Hauptidealbereich.

(1) Sein > 2. Sei z = (z;); € R™! mit (x1, ..., x,) = R gegeben.
Zeige, daB es ein A = (a;);; € SL,(R) gibt mit (a;1); = .

2
(2) Sei R="7Z. Seix = (i) Gib ein A € SL4(Z) an, welches x als erste Spalte enthilt.
5

Aufgabe 3 (§1.2) Sei m > 0. Sei A € Z™*™.

Bestimme S € GL,,(Z) und T € GL,(Z) so, daB} SAT in Elementarteilerform ist. Doku-
mentiere dabei die Schritte geméfl Beweis zu Satz 4. Vergleiche das Resultat mit dem von
SmithForm gelieferten.

o8
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Aufgabe 4 (§1.2) Erstelle ein Magma-Programm, welches fiir m, n > 0 die Elementar-
teiler einer Matrix in Z™*" iiber Minoren ausrechnet. Verwende Determinant.

Vergleiche seine Laufzeit mit der von SmithForm.

Aufgabe 5 (§1.2) Erstelle ein Magma-Programm, welches fiir m,n > 0 und ei-
ne Matrix A€ Z™*" Matrizen S € SL,,,(Z) und T € SL,(Z) so berechnet, dafl
SAT in Elementarteilerform ist, wie im Beweis zu Satz 4 beschrieben. Verwende
Matrix(SparseMatrix(...)) und ExtendedGreatestCommonDivisor.

Vergleiche seine Laufzeit mit der von SmithForm.

Aufgabe 6 (§1.1) Sei R ein Hauptidealbereich. Sei z € R\ {0} gegeben.
Ein Element y € R heifle prim, falls R/(y) ein Integritétsbereich ist.

Eine Nichteinheit y € R heifle irreduzibel, falls sie nicht in ein Produkt zweier Nichtein-
heiten zerlegt werden kann; cf. Aufgabe 1.(4).

(1) Zeige, dafl ein Element in R~ {0} genau dann irreduzibel ist, wenn es prim ist.

(2) Zeige, daB es eine Zerlegung x = ex1xy - - - x, gibt mit x; € R prim fiir ¢ € [1,n] und
einer Einheit e € R.

(3) Sei z = exyxy- -, = ET1To -+ T mit x; € R prim fir ¢ € [1,n] und F; prim fir
i € [1,n], sowie Einheiten e, é € R. Zeige, dal n = n und daf es eine Bijektion
o :[1,n] =~ [1,7] so gibt, daB fiir alle ¢ € [1,n] eine Einheit f; € R mit ; = Z,() f;
existiert.

Aufgabe 7 (§2.2)

(1) Weise unter Verwendung von Magma durch direkte Rechnung nach, daf§ die Einhei-
tengruppe des Korpers For mit [Fyr : Fy] = k zyklisch ist fir k € [2,13]. Entscheide
jeweils, ob es ein & € Fyr mit For = Fy(z), aber (z) < For \ {0} gibt.

(2) Berechne mittels Magma das Produkt aller normierten irreduziblen Polynome in
F;[X], deren Grad ein Teiler von 12 ist.

(3) Berechne mittels Magma das Produkt [[;cp , (X — &)
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Aufgabe 8 (§2) Sei p prim. Sei f(X) € F,[X] normiert.

(1) Schreibe ein Magma-Programm, welches f(X) naiv in Faktoren zerlegt, d.h. durch
Absuchen aller normierten Polynome von Grad < deg f.

(2) Setze das Cantor-Zassenhaus-Verfahren aus §2.3 in ein Magma-Programm um, samt
vorbereitenden Schritten aus §2.1 und §2.2.

(3) Vergleiche die Laufzeiten der Programme aus (1) und (2) mit dem Magma-Befehl
Factorisation.

Aufgabe 9 (§2) Gemifl Kronecker ist die Faktorisierung eines Polynoms in Z[X] in
irreduzible Faktoren eine in endlich vielen Schritten durchfithrbare Aufgabe.

Sei f(X) € Z[X] gegeben. Schreibe n := deg f. Wahle z; € Z fiir ¢ € [1,n + 1] mit
f(z) #0und {7 : i€ [lL,n+1]} =n+1 Ist g(X) € Z]X] ein Teiler von f(X),
so ist auch g(z;) ein Teiler von f(z;) fiir ¢ € [1,n + 1]. Betrachte die endliche Menge
T:={t= (ti)icnm : ti €L, ;| f(z) fiir i € [1,n] }. Zut € T gibt es genau ein Polynom
(X)) € Q[X] mit g(z;) = ¢; fiir i € [1,n]. Teste, ob g;(X) ein Teiler von f(X) ist. Falls
ja, teile und setze mit dem Quotienten fort.

Implementiere diesen (nicht optimalen) Algorithmus in Magma. Dies unter Verwendung
der dort eingebauten Faktorisierung in Z (e.g. Divisors), aber nicht der in Z[X].

Aufgabe 10 (§3.1.1) Sei A ein Ring. Sei e € A ein Idempotent.

Zeige, dal der A-Modul Ae genau dann unzerlegbar ist, wenn e primitiv ist.

Aufgabe 11 (§3.1.1) Sei A ein Ring. Seien e, f € A Idempotente.

Zeige, daf3
Homu(Ae, Af) — eAf

p ()
(ber—beaf) <~— eaf

ein Isomorphismus abelscher Gruppen ist, mit Inverser wie angegeben, wobei a, b € A.

Aufgabe 12 (§3.1.2) Sei K ein Korper. Sei A eine endlichdimensionale K-Algebra.
Zeige, dafl in A eine orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente existiert.

Ist diese eindeutig bestimmt?

Aufgabe 13 (§3.1.2) Sei A eine endlichdimensionale C-Algebra.
Entscheide, ob A halbeinfach ist.

(1) A= CIX]/{x?).
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Aufgabe 14 (§3.1.2) Sei K ein Korper.

Seien A und B endlichdimensionale K-Algebren. Zeige.
(1) Sein > 0. Es ist K™ halbeinfach.
(2) Sind A und B halbeinfach, dann auch A x B.

(3) Ist A halbeinfach und ist f : A— B ein surjektiver K-Algebrenmorphismus, dann
ist auch B halbeinfach.

Aufgabe 15 (§3.1.2) Sei K ein Korper. Sei A eine K-Algebra. Sei M ein A-Modul.

Definiere auf End4 M die Struktur einer K-Algebra, mit Komposition als Multiplikation
und mit zugehorigem Ringmorphismus ¢ : K — Endag M, A\ \id,, .

Aufgabe 16 (§3.2.1) Sei G eine endliche Gruppe. Sei R # 0 ein kommutativer Ring.

(1) Zeige, daBl RG ein Ring ist.

(2) Sei K ein Korper. Sei A eine K-Algebra. Zeige, daf fiir jeden Gruppenmorphismus
¢ : G—U(A) genau ein K-Algebrenmorphismus ¢ : KG — A mit ¢|g(’4) =
existiert.

Aufgabe 17 (§3.2,83.1.2) Zeige folgende C-Algebrenisomorphismen mittels Magma.

(1) Sei C3:={c : ¢ =1). Schreibe ¢ = (3 := exp(27i/3).
Cé; — C x C x C
c (1 ) C ) €2)
(2) Sei S5 die symmetrische Gruppe auf 3 Elementen.
CS; — C x (C**2 x C
(172> — (]— ) (_g_%) ) _1)
(17273) — (1 ) (737%
(3) Sei S; die symmetrische Gruppe auf 4 Elementen.
CS, — C x C x C3x3 x C¥3 x  C??

—11-24 2 1 00
1L2) — =1, (Cphue) L () s (3R
2 57 2 210 415
(1L,234) — (1, =1, (=), (Ser) L ()
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(4) Sei Dyg:={a,b:a’>=1, =1, (ba)>=1). Sei ¥ € C mit 9> + 59 +5 = 0.

CDy — C x C x C¥» x c*2
a — (1 T, (119 19-15-1 ) ) ( 95 i ))
bo— (1, -1 , (1) . (6-1))

Aufgabe 18 (§3.2.1) Zeige, dal ZS3 zum Teilring
{(av(?)bclg)?f):aabacada‘e?f6Z7a52f7a53b7653f} - ZXZ2X2XZ

isomorph ist. (Hinweis: In Aufgabe 17.(2) Bild betrachten.)

Aufgabe 19 (§3.2.2) Sei K ein Korper. Sei GG eine endliche Gruppe.
Zeige, daB8 K G genau dann halbeinfach ist, wenn |G| kein Vielfaches von char K ist.

Aufgabe 20 (§3.2.1) Zeige oder widerlege.
Sei GG eine endliche Gruppe.

(1) Es ist ZG nullteilerfrei.

(2) Es enthéalt ZG nur die Idempotente 0 und 1. (Hinweis: Spur von Multiplikation mit e
in Basis G und beziiglich ZGe @ ZG(1 — e) vergleichen).

(3) Es enthilt CG keine nilpotenten Elemente ungleich 0.
(4) Ist G abelsch, so enthélt CG keine nilpotenten Elemente ungleich 0.

(5) Sei p prim. Ist G eine p-Gruppe, so sind alle einfachen F,G-Linksmoduln isomorph.

Aufgabe 21 (§3.3.4, Aufgabe 12) Sei K ein Korper.
Sei A eine kommutative endlichdimensionale K-Algebra.

Zeige, daf} es (bis auf Reihenfolge) genau eine orthogonale Zerlegung in primitive Idem-
potente in A gibt. (Hinweis: Verwende Aufgabe 12.)

Aufgabe 22 (§3.3) Sei G eine endliche Gruppe.

Sei t > 0 und n, > 1 fiir s € [1,¢] mit CG = [[,¢[, 4 C"*™ .

€1t

Wir schreiben ¢ := {27 1gx : € G'} fiir die Konjugationsklasse von g € G.

(1) Zeige, daBl Z(CG) ~ C** als C-Algebren.

(2) Zeige, daBl Z(CG) = (> r:ge@).

z€g@
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(3) Folgere, daB |{ g% : g € G}| = dimc Z(CG) = t.

Aufgabe 23 (§3.3.4) Sei G eine endliche Gruppe.
Sei x ein irreduzibler Charakter von G. Sei g € G ein Element von Ordnung k := [(g)].

(1) Schreibe ¢ = ( = exp(27wi/k). Zeige, da x(g) = Zje[()’kfl] x; (7 fiir gewisse
xj € Zp mit Zje[o,k—l} x; = x(1).
(2) Zeige, daB x(¢g71) = x(g) (komplexe Konjugation).

(3) Zeige, daBl auch G — C, hi— x(h) ein irreduzibler Charakter von G ist.
(Hinweis: Dualraum.)

Aufgabe 24 (§3.3.1)

(1) Bestimme die Charaktertafel von Cs.
(2) Bestimme die Charaktertafel von S; .
(3) Bestimme die Charaktertafel von Sy .

(4) Bestimme die Charaktertafel von Dy .

Vergleiche jeweils mit der von Magma gelieferten Charaktertafel.
(Hinweis: Aufgabe 17.)

Aufgabe 25 (§3.3.1) Sei H und G endliche Gruppen.
Sei p : H— G ein Gruppenmorphismus.

(1) Sei x ein Charakter von G. Zeige, dal x o ¢ ein Charakter von H ist.

(2) Sei @ surjektiv. Sei x ein irreduzibler Charakter von G. Zeige, dafl x o ¢ ein irredu-
zibler Charakter von H ist.

(3) Betrachte den injektiven Gruppenmorphismus ¢ : S3 C— Sy . Zerlege x|s, := x o ¢
in irreduzible Charaktere fiir alle irreduziblen Charaktere y der Sy .

(4) Zeige, daBl ¢ : Sy — S3, (1,2)—(1,2), (2,3)—(2,3), (3,4)—(1,2) ein sur-
jektiver Gruppenmorphismus ist. Finde den irreduziblen Charakter x o ¢ in der
Charaktertafel von S, fiir alle irreduziblen Charaktere y von Ss.
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Aufgabe 26 (§3.3.1) Sei G eine endliche Gruppe.
Gegeben seien CG-Moduln V' und W. Dies sind insbesondere C-Vektorrdume.

(1) Definiere auf V @ W eine CG-Modulstruktur mit g(v ® w) = gv ® gw fiir g € G,
C
veVundwe W.

(2) Seien y und ¢ Charaktere von G. Zeige, daB3 auch x -9 : G— C, g— x(9) - ¥(9)
ein Charakter von G ist. (Hinweis: Tensoriere Moduln zu x und .)

Aufgabe 27 (§3.3.1) Wir betrachten die Charaktertafel der S, in den Bezeichnungen
der Losung zu Aufgabe 24.(3).

(1) Verifiziere Satz 38.(1) fiir x, und xs mit (r,s) € {(4,4), (4,5), (5,5)}.

(2) Schreibe den Charakter x4 - x5 als Linearkombination irreduzibler Charaktere mit
Koeffizienten in Z .

(3) Bestimme das zu x4 gehorige primitive zentrale Idempotent ¢4 € CS; .
(Hinweis: Lemma 37.)

Aufgabe 28 (§3.3.1,83.1.2) Sei G eine endliche Gruppe.

Sei w: CG = C™M XM x ... x C"*™ ein Wedderburnisomorphismus, mit Bezeichnungen
wie in §3.3.1.

Zeige, dafl
GG ) = Y (i S @)
geG ’ | s€(1,t]

wobel z° € Cns*"s

Aufgabe 29 (§3.4.2) Sei K ein Korper. Sei n > 1. Sei A € K™*".

Sei k > 1. Sei 2; € K™ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; € K gegeben fiir
i € [1,k]. Sei hierbei (z1, ..., zx) linear unabhéngig.

Seien i; € K ~ {0} fiir ¢ € [1, k] so, daB y := 3., ; puw; ein Eigenvektor von A ist.
Zeige, daB \; = A, fiir alle i, j € [1,k].

Aufgabe 30 (§3.4.2) Sei p prim. Sei n > 1. Sei k > 1. Seien 4, ..., A, € F>".

Schreibe eine Magma-Funktion, die eine Matrix mit linear unabhéngigem Spaltentu-
pel maximaler Grofle ausgibt, deren Spalten aus gemeinsamen Eigenvektoren von A;
fir i € [1, k] bestehen. (Hinweis: Verwende Eigenvalues(A). Vorsicht, Kernel(A) und
VectorSpace (GF(p) ,n) arbeiten mit Zeilen, es mufl mit Transpose(A) geeignet trans-
poniert werden.)
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Aufgabe 31 (§3.4.1) Sei G eine endliche Gruppe. Sei G = | |, 4 gC.

Sei K, = Zmeggx fir s € [1,t]. Sei K, - K; =: Zae[l,t] Vr.sa Ko fir r, s € [1,t], wobei
Yrsa € Lo ; cf. Aufgabe 22.(2), Bemerkung 43. Sei p eine Primzahl. Sei 6 : Z — F,, die
Restklassenabbildung. (In der Notation von Bemerkung 46 wére dies 0|z .)

Schreibe eine Magma-Funktion, die in Abhéngigkeit von G (als Untergruppe einer sym-
metrischen Gruppe vorliegend) und p das Tupel

(06r50))...)

von Matrizen in F/** berechnet, und dieses zusammen mit ¢, Repréisentanten der Konju-
gationsklassen und den Konjugationsklassen zuriickgibt.
(Hinweis: Bemerkung 45, ConjugacyClasses(S) [i].)

T

Aufgabe 32 (§3.4) Sein € Zy, .

(1) Seib € nZ. Sei q ein Primteiler von ®,,(b). Zeige, daf ¢ =,, 1. (Hinweis: Ist r maximal
mit b" =, 1, dann ist n die Ordnung von b in Z/q", aber n und ¢ sind teilerfremd.)

(2) Zeige, daB {p € Z~¢ : p prim, p =, 1} unendlich ist.
(Hinweis: Annahme, nicht. Sei P das Produkt der endlich vielen. Sei x € Z so, dafl
®,,(xPn) > 1. Sei ¢ ein Primteiler von ®,(xPn). Verwende (1).)

Aufgabe 33 (§3.4) Sei G eine endliche Gruppe.

Sei G = |y g 9. Sei e :==kgV(|{g1)], -, |{ge)]).

Schreibe eine Magma-Funktion, die in Abhéngigkeit von G die kleinste Primzahl p mit
p > |G| und p =, 1 findet, einen Ringmorphismus 6 : Z[(.] — F, konstruiert, welcher
(. auf ein Element der Ordnung e in U(F,) schickt, und welche Z[(], 6, p, e und (.
zuriickgibt. (Hinweis: IsPrime(n), Exponent (G).)

Aufgabe 34 (§3.4.4)

(1) Setze den Dixon-Algorithmus aus §3.4.4 in ein Magma-Programm um, welches zu
einer endlichen Gruppe G die Charaktertafel berechnet, sofern eine Primzahl p wie
zu Beginn von §3.4 gefunden werden kann. Gib den Exponenten e von G und die
Konjugationsklassenreprisentanten g; mit aus. (Hinweis: Aufgaben 30, 31, 33.)

(2) Vergleiche die Resultate aus Aufgabe 24 mit dem jeweiligen aus (1).

(3) Vergleiche das Resultat von CharacterTable bei Sg und A¢ mit dem jeweiligen
aus (1).
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Aufgabe 35 (§4.1) Sei R ein Ring. Ein R-Modul M heiit endlich erzeugt, wenn es eine
endliche Teilmenge X C M mit M = g(X) gibt.

(1) Sei M -2~ M" eine surjektive R-lineare Abbildung zwischen R-Moduln. Seien M”
und Kern p endlich erzeugt. Zeige, dal M endlich erzeugt ist.

(2) Sei R ein Hauptidealbereich. Sei N ein endlich erzeugter R-Modul. Sei M C N ein
Teilmodul. Zeige, dafl M ein endlich erzeugter R-Modul ist.

Aufgabe 36 (§4.1) Ist R ein Hauptidealbereich? (Hinweise: f : R\ {0} — Z3, so, daf}
r = sq+ pmit f(p) € [0, f(s) — 1]. Indizes von Idealen betrachten.)

(1) R = 2Zli.
(2) R=2Z[V/=5] = Z[iv5].
(3) R =1Z[¢].

Aufgabe 37 (§3.3.1,84.1) Sei G eine endliche Gruppe.

Sei w: CG = C™X™M x - x C™*™ ein Wedderburnisomorphismus; cf. §3.3.1.
Wir verwenden die Bezeichnungen von §3.4.

Zeige, dafl ng ein Teiler von |G| ist fiir s € [1,¢].

(Hinweis: Bemerkung 45, Aufgabe 23.(1), Satz 38.(1).)

Aufgabe 38 (§4.1)

(1) Sei R ein Hauptidealbereich. Sei () = frac R sein Quotientenkorper.
Sei f(X) € R[X] ~ {0}. Sei f(X) = w(X) - v(X) mit u(X), v(X) € Q[X]. Zeige,
dafl es ein ¢ € Q \ {0} gibt mit ¢ - u(X) € R[X] und ¢~' - v(X) € R[X].

(2) Sei K|Q eine endliche Erweiterung. Sei a € K. Zeige, dal genau dann o € Ok ist,
wenn fi,.q(X) € Z[X]. (Hinweis: R = Z.)

Aufgabe 39 (§4.1, Aufgabe 38)
Sei d € Z ~ {0, 1} quadratfrei, i.e. nicht durch das Quadrat einer Primzahl teilbar.

Bestimme Og,/z, - (Hinweis: Aufgabe 38.(2).)
Gib ein solches d an mit Og /5 kein Hauptidealbereich.

Gib ein solches d an mit Oq /g # Z[\Vd).
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Aufgabe 40 (§4.3, Aufgabe 38) Sei K|Q eine endliche Erweiterung. Sei a € K.
Sei f1a,Q(X) = X™ + X iciom_y X' mit m > 1 und a; € Q fiir i € [1,m — 1.

(1) Zeige, daBl Triiq(o) = —[K : Q)] - @1 -

(2) Folgere, daB Trx|q(Ok) C Z. (Hinweis: Aufgabe 38.(2).)
Aufgabe 41 (§4.2) Sei G ein Z-Gitter in K. Zeige.

(1) Esist A(G#) = A(G).

(2) Ist G ein Z-Gitter in K mit G C G#, dann ist |A(G)| = |G# /G| und A(G)-G* C G.

Aufgabe 42 (§4.2, Aufgabe 39)
Sei d € Z ~\ {0, 1} quadratfrei, i.e. nicht durch das Quadrat einer Primzahl teilbar.

Schreibe K := Q(v/d). Gib eine Z-lineare Basis von Ok und eine dazu beziiglich der
Spurbilinearform duale Basis an. Bestimme die Diskriminante Ay .

(Hinweis: Aufgabe 39.)

Aufgabe 43 (Aufgabe 44) Sei K|Q eine endliche Korpererweiterung. Sein := [K : Q].
Sei G C K ein Z-Gitter. Sei G = z(f1, ..., O ) fiirein m > nund §; € G fiiri € [1,m].

Schreibe ein Magma-Programm zbasis, das eine Z-lineare Basis von G berechnet; cf.
Beweis zu Bemerkung 65.

Verwende dazu ElementToSequence.

Aufgabe 44 (§4.5.1) Sei K|Q eine endliche Kérpererweiterung. Sei n := [K : Q].
Sei R C K eine Z-Ordnung. Sei eine Z-lineare Basis (1, ..., #,) von R bekannt.

Schreibe ein Magma-Programm, das eine Z-lineare Basis von Jac,(R) berechnet. Cf. Al-
gorithmus 73.

Verwende dazu BasisMatrix und Kernel, sowie zbasis aus Aufgabe 43.

Aufgabe 45 (§4.2,84.3) Sei K|Q eine endliche Korpererweiterung,.

(1) Seien G und H zwei Z-Gitter in K mit G C H. Zeige, da8 |H/G| = |G# /H#|.

(2) Sei R eine Z-Ordnung in K. Sei A(R) quadratfrei, i.e. nicht durch das Quadrat
einer Primzahl teilbar.

Zeige, daBl R = Ok .
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(3) Sei @ € C eine Nullstelle des irreduziblen Polynoms X® + X + 1 € Q[X]. Sei
K = Q(«). Zeige, dal Ok = Z]a.

Aufgabe 46 (§4.2) Sei K|Q eine endliche Erweiterung.
Seien G und H zwei Z-Gitter in K. Zeige.

(1) Esist GN H ein Z-Gitter in K.
(2) Esist G+ H={g+h:g9geG, he H} ein Z-Gitter in K.
(3) Esist (G+ H)* =G#*NH* und (GN H)#* = G#* + H*.

Aufgabe 47 (§4.4,84.5.2) Sei K|Q eine endliche Korpererweiterung. Sei n := [K : Q].
Sei G C K ein Z-Gitter. Sei eine Z-lineare Basis (o, ..., a,) von G bekannt.

(1) Schreibe ein Magma-Programm, das die Diskriminante A(G) berechnet. Verwende
dazu NumberField (fiir Testdaten), Trace, Determinant.

(2) Schreibe ein Magma-Programm, das von der Z-Ordnung Stab(G) in K eine Z-lineare
Basis berechnet; cf. Algorithmus 76. Verwende dazu SmithForm.

Aufgabe 48 (§4.5.4)

(1) Schreibe ein Magma-Programm, das ausgehend von einer endlichen Erweiterung
K|Q die Z-Maximalordnung O berechnet; cf. Algorithmus 82.
(Hinweis: Aufgaben 44, 47.)

(2) Finde experimentell ein normiertes Polynom f(X) € Z[X] von Grad 3 mit Koeffi-
zienten von Betrag < 30 so, dafl fir & € C mit f(a) = 0 der Algorithmus aus (1)
angewandt auf Q(«) im Verlauf seiner Ausfiihrung moglichst oft die Ordnung ver-
grofert. Selbe Frage fiir moglichst viele verschiedene Primfaktoren in [Ogqa)/Z[c]|.

Aufgabe 49 (§4.6.1.1) Sei p € Z~( prim. Sei m > 1.
Schreibe ¢ := (,m . Schreibe ¢ := p™~ 1.

(1) Zeige, dab |Z[C]/ 21 (C? — 1)| = p™

(2) Zeige, daB |A(Z[(])| = patmp—m=1),
(Hinweis: Berechne |Z[(]#/ zi(¢? — 1)| und verwende (1) und Bemerkung 83.)

Aufgabe 50 (§4.6.2) Seien E|K|Q endliche Erweiterungen.
Zeige, daB Trgx(Op) € Ok .
(Hinweis: Verwende Galoistheorie, nicht die Methoden von Aufgaben 38 und 40.)
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Aufgabe 51 (§4.5.3,84.6.1.2) Sei a € C algebraisch iiber Q. Sei p € Z~( prim.
Fiir ein Polynom f(X) € Z[X] schreiben wir f(X) € F,[X] fiir seine Restklasse.
Sei k> 1, e; > 1 und f;(X) € Z[X] normiert fiir ¢ € [1, k] so, da8

flaq(X) = fi(X)™ - fu(X)
ist mit f;(X) irreduzibel fiir i € [1, k].
Schreibe g(X) = fi(X) -+ felX) wnd A(X) = f(X)1 0o fy(X)r .
Es ist g(X) h(X) = pta,q(X) +pa(X) fiir ein a(X) € Z[X].
Sei vorausgesetzt, dafl f;(X) kein Teiler von a(X) ist fiir i € [1, k] mit ¢; > 2.

(1) Zeige, daB8 Jac,(Z[a]) = z(p, 9(a)) C Za].
(Hinweis: Urbilder nilpotenter Elemente.)

(2) Zeige, daB8 p kein Teiler von |Oq(a)/Z[c]| ist. (Hinweis: Satz 79.(2).)

(3) Verwende (2), um in Magma ein hinreichendes Kriterium dafiir zu implementieren,
daB Z]a] bereits eine Z-Maximalordnung ist. Verwende Factorisation.
(Hinweis: Aufgabe 47.(1) fiir benttigte Primzahlen.)

(4) Zeige durch eine Anwendung von (2) auf o := (ym — 1 fiir p prim und m > 1 erneut,
daB Z[(ym] = Oq(¢,m) - Verwende hierzu die Diskriminante aus Lemma 84. Verwende

ferner, daB jia,q(X) =, X?" @D gemiB Beweis zu Bemerkung 85.
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A.2 Losungen

Aufgabe 1

(1) Die Aussage ist richtig. Sei (0) # I C R[X] ein Ideal. Wir wollen zeigen, dafl I von einem Element

erzeugt wird. Sei f(X) ein Element minimalen Grades von I ~\ {0}. Wir wollen zeigen, daf} T L

!
(f(X)). Zu zeigen ist hiervon nur I C (f(X)). Sei g(X) € I. Dank Polynomdivision kénnen wir
a(X), b(X) € R[X] so finden, dal g(X) = f(X)a(X) + b(X) und dal b(X) = 0 oder (b(X) # 0
und degb < deg f).
Angenommen, es ist b(X) # 0. Dann ist b(X) = g(X) — f(X)a(X) € T < {0}. Da degb < deg f
ist, ist das aber ein Widerspruch zur Wahl von f(X).

Also ist b(X) = 0. Es folgt g(X) = f(X)a(X) € I.

(2) Die Aussage ist falsch. Wir wollen dazu zeigen, daf§ Z[X] kein Hauptidealbereich ist. Hierzu wie-
derum wollen wir zeigen, daf (2, X') nicht von einem Element erzeugt ist.

Sei angenommen, es ist (2, X) = (f(X)) fiir ein f(X) € Z[X]. Dann ist 2 ein Vielfaches von
f(X). Somit ist deg f = 0. Ferner ist X ein Vielfaches von f. Somit ist der Leitkoeffizient von
f(X) in {—1,4+1}. Zusammengenommen ist f(X) in {—1,+1}, und also (2, X) = (f(X)) = Z[X].
Insbesondere gibt es u(X), v(X) € Z[X] mit u(X) -2+ v(X) - X = 1. Einsetzen von 0 liefert
1(0)-24v(0)-0 =1 in Z. Somit ist 1 in Z ein Vielfaches von 2, und wir haben einen Widerspruch.

(3) Die Aussage ist falsch. Wir wollen dazu zeigen, dafl Z/(4) kein Hauptidealbereich ist. In der Tat
ist dieser Ring wegen 2 + (4) # 0, aber (2 + (4))? = 0 nicht nullteilerfrei.

(4) Die Aussage ist richtig. Sei € R eine nicht in ein Produkt von Nichteinheiten zerlegbare Nicht-
einheit. Man nennt ein solches x auch irreduzibel.

Wir wollen zeigen, dafi R/(x) ein Korper ist, i.e. daBl (x) C R ein maximales Ideal ist. Annahme,
nicht. Dann gibt es ein Ideal I in R mit () C I C R. Da R ein Hauptidealbereich ist, gibt es ein
y € Rmit I = (y). Da (y) C R, ist y eine Nichteinheit. Da (x) C (y), gibt es ein z € R mit x = yz.
Da (z) # (y), ist z eine Nichteinheit. Wir haben einen Widerspruch.

Insbesondere ist R/(z) fiir irreduzibles € R ein Integritéitsbereich, i.e. z ist prim.

Aufgabe 2

(1) Nach Satz 4 gibt es ein S € SL,(R) und ein T € SL;(R) = {(1)} mit Sz = SaT =: y in
di

?) fir ein d; € R. Da = S~ 'y, ist  das di-fache der
0

ersten Zeile von S~!. Da (x1, ..., z,) = R, ist d; eine Einheit. Es ist

Elementarteilerform. Also ist y = (

A = S7'diag(dy, dit1,...,1) € SL,(R)
und hat z als erste Spalte.

(2) Magma gibt via

Integers();

RMatrixSpace(Z,4,1);

:= M!Matrix([[2],[3],[4],[5]1);

y,S,T := SmithForm(x) ;

print S~ (-1)*DiagonalMatrix([y[1,1],y[1,11"°(-1),1,11); // y[1,1] ist zufaellig gleich 1

M= N
i
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die Matrix
2-11-1
A = (5’;-; 3-}) € SL4(Z) .
5-23—1
Frei Auge kann man die Matrix
2100
A= (3319) € su
50 01
erkennen.
Aufgabe 3

(1) Das Verfahren gibt folgende Umformungsschritte. Wir lassen hierbei wirkungslose Umformungs-
schritte weg und fassen ab und an mehrere Schritte zusammen.

Dies gibt auch

und L
T = (1
0

Magma hingegen liefert mit

Integers();

RMatrixSpace(Z,3,3);

:= M!Matrix([[2,0,0],[0,3,0],[0,0,411);
D,S,T := SmithForm(A);

print D,S,T;

== N
i

. . 100 . -1 1 0 1-3-6
die Elementarteilerform (0 2 0), aber mittels S = (—3 2 —}) und T = (1 -2 - )
0012 6—4 3 0 1

[JVF

(2) Das Verfahren gibt folgende Umformungsschritte. Wir lassen hierbei wirkungslose Umformungs-
schritte weg und fassen ab und an mehrere Schritte zusammen.

2235 2?135 2235 1205
4855 04-1-5 04-1-5 —14 —2-5
(4411> ~ <0 0—5—9) ~ (0 0—5—9> ~ <—5 0—10—9>
—-26 6 4 08 9 9 08 9 9 98 18 9
EREN 438 ¢ IR PR
~ (5 0-10 16) ~ (0 0-10 16) ~ (0 0-10 16) ~ (0 10 0 16)
98 18 —36 08 18—36 00 22-36 0-22 0—36
0% 4 0 0% 0 o 0500
~ (0 0 —20 16) ~ (0 0 —20 16) ~ (0040)
00 44-36 00 44-36 0004
Dies gibt auch
11 00 001 o
S = <—49—9—4>7 T = < 1-2 4—5>
—310 —11 =5 0 0 0 1

10
Magma liefert ebenfalls die Elementarteilerform (8%
00

L9938 R
S:<0110>7 T:(25199>'
1-101 -1-3-11-5
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Aufgabe 4

Wir rechnen.

// test data

A
A2 :

RMatrixSpace (Integers(),3,4) !Matrix([[3,2,3,3],[2,4,4,4]1,[3,4,4,511);
RMatrixSpace(Integers(),5,5) !DiagonalMatrix([3,4,6,8,12]);

// function

ElementaryDivisorsViaMinors := function(A)
m := NumberOfRows(A);

n := NumberOfColumns(A);

k := Rank(A);

d := [0 : i in [0..k]];
for 1 in [0..k] do
MM := RMatrixSpace(Integers(),1,1);
for I in Subsets({1..m},1) do
for J in Subsets({1..n},1) do
AA := MM![A[i,j] : j in J, i in I];
d[1+1] := Gcd(d[1+1],Determinant (AA));
end for;
end for;
end for;
return [d[i+2]/d[i+1] : i in [0..k-11];
end function;

// shorter, equivalent solution

ElementaryDivisorsViaMinors := function(A)
m := NumberOfRows(A);

n := NumberOfColumns(A);
k := Rank(A);
d := [Gcd([Determinant (RMatrixSpace(Integers(),1,1)![A[i,j] : j in J, i in I])

: I in Subsets({1..m},1), J in Subsets({1..n},1)]) : 1 in [0..k]1];
return [d[i+2]/d[i+1] : i in [0..k-111;
end function;

// test

ElementaryDivisorsViaMinors(A) ;
ElementaryDivisorsViaMinors(A2) ;

// test for time consumption
A3 := RMatrixSpace(Integers(),13,11)![Random({-5..5}) : i in [1..11%13]];

time ElementaryDivisorsViaMinors(A3);
time SmithForm(A3);

Im vorliegenden Fall brauchte das Minorenverfahren auf meinem Rechner ca. 100 Sekunden.

Die von SmithForm bendtigte Zeit lag immer noch unter der Mefibarkeitsschwelle.
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Was passiert in der Funktion fiir £ =07

Aufgabe 5

Wir kénnen etwa wie folgt vorgehen.

// test data

DD := DiagonalMatrix([1,2,4,8,16]);

U := Matrix([[0,1,1,1,0],[0,1,0,0,1],[1,1,0,0,1],[1,0,1,0,1],[0,0,1,1,011);
A :=TU x DD * U;

A2 :=U % DD * U™-1;

A3 :=U"2 *x DD * U~3;

A4 :=U"2 *x DD * U™-3;

// help functions

CleanColumn := function(A,k) // clean first column of region [k,m] x [k,n] as far as possible
m := NumberOfRows(A);
S := MatrixRing(Integers(),m)!1;

for i in [k+1..m] do
if not ((A[k][k] eq 0) and (A[i][k] eq 0)) then
if A[k][k] eq O then

g = A[il[k];

s :=0;

t = 1;

elif (A[i][k] mod A[k][k] eq O) then

g := Akl [k];

s :=1;

t := 0;

else

g,s,t := ExtendedGreatestCommonDivisor (A[k] [k],A[i] [k]);
end if;

apkk := Integers()!(A[k][k]/g);

apik := Integers()!(A[i][k]/g);

M := Matrix(SparseMatrix(m,m, [<k,k,s-1>,<k,i,t>,<i,k,-apik>,<i,i,apkk-1>]))
+ MatrixRing(Integers(),m)!1;

S :=Mx* S;
A =M x A;
end if;
end for;

return A,S;
end function;

CleanRow := function(A,k) // clean first row of region [k,m] x [k,n] as far as possible
B,T := CleanColumn(Transpose(A),k);

return Transpose(B), Transpose(T);

end function;

// function

Smith := function(A)
m := NumberOfRows(A);
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n := NumberOfColumns(A);

min := Minimum(m,n);

S := MatrixRing(Integers(),m)!1;
T := MatrixRing(Integers(),n)!1;
for k in [1..min] do

divides := false;
for j in [k+1..n+1] do
clean := false;

if not divides then
while not clean do

A,M := CleanColumn(A,k);
S =M * S;

A,M := CleanRow(A,k);

T :=T % M;

clean := ((k eq m) or IsZero(SubmatrixRange(A,k+1,k,m,k))) and
((k eq n) or IsZero(SubmatrixRange(A,k,k+1,k,n)));

end while;

end if;

if j le n then
divides := true;

for 1 in [k+1..m] do
if A[k][k] eq O then
if A[1]1[j] ne O then
divides := false;
break 1;
end if;
else
if not A[1]1[j] mod A[k][k] eq O then
divides := false;
break 1;
end if;
end if;
end for;
if not divides then
M := Matrix(SparseMatrix(n,n, [<j,k,1>])) + MatrixRing(Integers(),n)!1;
A := A x M;
T :=T % M;
end if;
end if;
end for;
end for;
return A,S,T;
end function;

// test

time D,S,T := Smith(A);
print S*AxT;
print Determinant(S), Determinant(T);

time D,S,T := Smith(A2);
print S*A2xT;
print Determinant(S), Determinant(T);
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time D,S,T := Smith(A3);
print S*A3x*T;
print Determinant(S), Determinant(T);

time D,S,T := Smith(A4);
print S*A4xT;

print Determinant(S), Determinant(T);

for i in [1..10] do

m:=4; n :=6; b :=5; Ab := RMatrixSpace(Integers(),m,n)![Random([-b..b]) : i in [1..m*n]];

time D,S,T := Smith(A5);

print D;

if not IsZero(D - S*A5xT) or not Determinant(S) eq 1 or not Determinant(T) eq 1 then
print "Alarm!";
break i;

end if;

end for;

for i in [1..1000] do

m :=24; n := 22; b := 5; A5 := (RMatrixSpace(Integers(),m,n)![Random([-b..b]) : i in [1

* DiagonalMatrix([Random([-b..b]) : i in [1..n]]);

print "eigenes:";

time D,S,T := Smith(A5);

//print D;

if not IsZero(D - S*A5*T) then

//if not IsZero(D - S*A5*T) or not Determinant(S) eq 1 or not Determinant(T) eq 1 then

print "Alarm!";

break i;

end if;

print "Magma:";

time D,S,T := SmithForm(A5);
end for;

Der letztgenannte Test lieferte Beispiele, die mit dem eigenen Programm Smith zwischen 0,03 und 3282
Sekunden benétigen.

Magmas Programm SmithForm benétigte fiir dieselben Matrizen zwischen 0,00 und 0,25 Sekunden.

Die Maxima in diesem Versuch wurden an verschiedenen Beispielen angenommen.
Aufgabe 6

(1) Sei y € R~ {0} prim. Wir wollen zeigen, dafl y irreduzibel ist. Annahme, nicht. Zunéchst ist y
eine Nichteinheit, da R/(y) als Integritéitsbereich ungleich {0} ist. Sei y = uv mit Nichteinheiten
u,v € R.Day # 0, sind auch u, v # 0. Dann ist uv =, 0, und also 0.E. u =, 0, da R/(y)
ein Integrititsbereich ist. Somit ist © = yw fiir ein w € R. Aus u = yw = wovw folgt 1 = vw, im
Widerspruch zu v Nichteinheit.

Sei umgekehrt y € R ~ {0} irreduzibel. Nach Aufgabe 1.(4) ist R/(y) ein Korper, insbesondere
also ein Integritatsbereich.

(2) Wir bemerken zunichst, dafl jede nichtleere Menge M von Idealen von R ein maximales Element
enthilt (i.e. dal R noethersch ist). Annahme, nicht. Dann gibt es I; € M fiir i € Z»q mit I; C I; 44

..m*n]])
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stets; angefangen mit I; € M beliebig, und unter Verwendung dessen, dal {I; : i € [1,]]} kein
maximales Element von M enthélt fiir j > 1. Sei I := {J;5, I; . Schreibe I = (y) fiir ein y € R. Es
gibtein j > 1mit y € I;. Alsoist I = (y) CI; C I;41 C I, was ein Widerspruch ist.

Zuriick zur Aufgabe. Nach (1) geniigt es, eine Zerlegung x = exqxs - - -, zu finden mit z; € R
irreduzibel fiir ¢ € [1,n] und mit einer Einheit e ; kurz, eine Zerlegung in irreduzible Elemente.

Sei M die Menge der Ideale # {0} von R, fiir welche der Erzeuger keine Zerlegung in irreduzible
Elemente zuléfit. Wir miissen zeigen, dal M = 0. Annahme, nicht. Dann hat M ein maximales
Element (y), wobei y € R. Insbesondere kann y weder irreduzibel noch eine Einheit sein. Also gibt
es Nichteinheiten v, v € R mit y = wv. Nun ist (y) C (u), da v keine Einheit ist, und also hat
u eine Zerlegung in irreduzible Elemente. Genauso hat v eine Zerlegung in irreduzible Elemente.
Folglich hat auch y = uv eine Zerlegung in irreduzible Elemente. Dies widerspricht aber der Wahl
von .

O.E. ist n < 7.
Wir fithren eine Induktion iiber n.

Induktionsanfang. Ist n = 0, so ist x eine Einheit. Wdre n > 1, so wére Z; eine Einheit und prim,
was nicht geht, da der Nullring kein Integritéitsbereich ist. Also ist 7 = 0. Die gefragte Bijektion
ist o : ) == 0.

Induktionsschritt. Sei n > 1. Es ist

T = er1To-- Ty = E€T1To---Th

wie angegeben. Nach (1) ist 1 prim. Da 0 =, é%1Z2--- &5 und da € auch modulo z; noch eine
Einheit ist, gibt es ein j € [1,7] mit Z; =, 0. O.E. ist j = 1. Also ist 1 = x f1 fiir ein f; € R.
Da #; nach (1) irreduzibel und z; eine Nichteinheit ist, folgt, dafl f; eine Einheit ist. Kiirzen von
Tq gibt

T = exs Ty = (€f1)Ta- T .

Nach Induktionsvoraussetzung ist n = n, und es gibt eine Bijektion p : [2,n] == [2,71] so, daf fiir
alle i € [2,n] eine Einheit f; € R mit x; = Z,(;) f; existiert. Setzen wir o(1) := 1 und o(i) := p(4)
fiir ¢ € [2,n], so ergibt sich die gewiinschte Aussage.

Aufgabe 7

(1)

Wir rechnen.

P<X> := PolynomialRing(GF(2));
for k in [13..13] do
F<a> := GF(2°k);
for t in F do
mu := MinimalPolynomial(t);
if Degree(mu) eq k then
print t, "generates the field extension GF(27",k,")|GF(2)";
if #{t"1i : i in [0..2"°k-2]} eq 2"k - 1 then
print t, "generates the group GF(2"",k,")-{0}";
else
print t, "does not generate the group GF(2°",k,")-{0}";
break t;
end if;
end if;
end for;
end for;
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Es gibt also fiir alle k € [2, 8] je ein Element in Fyr \ {0}, welches sowohl die Kérpererweiterung
als auch die multiplikative Gruppe erzeugt.

Ferner gibt es fir k € {4,6,8,9,10,11, 12} je ein Element in Fyr \ {0}, welches zwar die Kérperer-
weiterung, nicht aber die multiplikative Gruppe erzeugt. Fiir k € {2,3,5,7,13} gibt es das nicht.

(2) Wir rechnen.

p = 3;
P<X> := PolynomialRing(GF(p));
prod := P!1;

for i in [1..12] do
if 12 mod i eq O then
1 :=[1;
for j in [0..i-1] do
Append ("1,GF(p));
end for;
M := CartesianProduct(l);
for tup in M do
g := PI([tuplj] : j in [1..i]] cat [11);
if IsIrreducible(g) then
prod *:= g;
end if;
end for;
end if;
end for;
print "product =", prod;

Wir erhalten nach einiger Rechenzeit als Produkt X53144!1 — X = X3"” — X. Cf. Lemma 10.
(3) Wir rechnen.

p :=5;

m := 4;

F<a> := GF(p™m);

P<X> := PolynomialRing(GF(p));

print "minimal polynomial = ", MinimalPolynomial(a); // out of interest

PP<X> := PolynomialRing(GF(p~m)) ;
print "product =", &*[ X - xi : xi in F];

Wir erhalten als Produkt X625 — X = X5 _ X. Cf. Beweis zu Lemma 10.
Aufgabe 8

(1) Wir rechnen.
// test data

p = 2;

F := GF(p);

P<X> := PolynomialRing(F);

if p eq 3 then f := (X"3-X-1)79%(X"2 + 1)716%(X+1) "12%xX"7x(X"2+X-1) "15%
(X"2 - X - 1)713%(X"5-X"3+X"2+X-1)"6; end if; // example for p = 3

if p eq 2 then f := (X"3+X+1) 9% (X"2+X+1) "16% (X+1) "12*X "7 (X"4+X+1) ~15%



(X"4+X73+1) "13*% (X"4+X"3+X"2+X+1) "6; end if; // example for p = 2
if p eq 5 then f := P!([Random(F) : i in [0..10]] cat [1]1);
end if; // random example for p = 5

// function

DecomposeNaively := function(f,p)
F := GF(p);
P<X> := PolynomialRing(F);
irreduciblefactors := [];
while Degree(f) gt 1 do
for i in [1..Degree(f)] do
1 :=[1;
for j in [0..i-1] do
Append(~1,GF(p));
end for;
M := CartesianProduct(l);
for tup in M do
g := P! ([tupl[j]l : j in [1..4]] cat [11);
if f mod g eq O then
break i;
end if;
end for;
end for;
Append (“irreduciblefactors,g);
f div:= g;
end while;
return irreduciblefactors;
end function;

// test

time irreduciblefactors := DecomposeNaively(f,p);
[Factorisation(g) : g in irreduciblefactors];

prod := 1; for g in irreduciblefactors do prod *:= g; end for;
print f - prod;

Wir rechnen.
// test data

P = 2;

F := GF(p);

P<X> := PolynomialRing(F);

if p eq 3 then f := ((X73-X-1)79%(X"2 + 1)716%(X+1) 124X 7% (X"2+X-1) "15%
(X"2 - X - 1)713%(X"5-X"3+X"2+X-1)"6) “m; end if; // example for p = 3

if p eq 2 then f := ((X"3+X+1) 9% (X" 2+X+1) "16% (X+1) "12%X"7* (X"4+X+1) "15%
(X"4+X"3+1) "13% (X~4+X"3+X"24X+1) "6) "m; end if; // example for p = 2

if p eq 5 then f := P!([Random(F) : i in [0..100]] cat [1]);

end if; // random example for p = 5

// function: Frobenius reduction



FrobeniusReduction := function(g,p) // g : nonzero element of P
F := GF(p);
P<X> := PolynomialRing(F);
coeffs := Coefficients(g);
minval := Valuation(Degree(g),p);
for i in [0..Degree(g)] do
if coeffs[i+1] ne O then
minval := Minimum(minval,Valuation(i,p));
end if;
end for;
return &+[coeffs[i*p minval + 1] * X"i : i in [0..Degree(g)/p minvalll;
end function;

// function: factorisation into squarefree polynomials

SquarefreeFactors := function(f,p)
F := GF(p);
P<X> := PolynomialRing(F);
squarefreefactors := [];
while Degree(f) gt O do
h := £f;
while Degree(h) gt O do
hred := FrobeniusReduction(h,p);
h := Gcd(hred,Derivative(hred));
if Degree(h) eq O then
Append (“squarefreefactors,hred) ;
f := P! (f/hred);
end if;
end while;
end while;
return squarefreefactors;
end function;

// test of SquarefreeFactors

squarefreefactors := SquarefreeFactors(f,p);
[Factorisation(g) : g in squarefreefactors];
print f - &*[g : g in squarefreefactors];

// function: equal degree factorisation

EqualDegreeFactors := function(f,p)
F := GF(p);
P<X> := PolynomialRing(F);
equaldegreefactors := [];
for u in SquarefreeFactors(f,p) do
i = 0;
g = u;
while Degree(g) gt O do
i+:=1;
PF := quo<P | g>; // for faster performance: calculate in PF instead of P
h := Gecd(g,P! ((PF!X)~(p~1i)-(PF!X)));
if Degree(h) ne O then Append(~equaldegreefactors,<h,i>); end if;
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g := P! (g/Gecd(g,P! ((PF!X)~(p~1)-(PF!X))));
end while;

end for;

return equaldegreefactors;

end function;

// test of EqualDegreeFactors

equaldegreefactors := EqualDegreeFactors(f,p);
[Factorisation(g[1]) : g in equaldegreefactors];

prod := 1; for g in equaldegreefactors do prod *:= g[1]; end for;
print £ - prod;

// function: factorisation into irreducibles

Decompose := function(f,p)
F := GF(p);
P<X> := PolynomialRing(F);
irreduciblefactors := [];
if p ne 2 then
for v in EqualDegreeFactors(f,p) do
g = [v[11];
alreadydone := [];
while Maximum([Degree(u) : u in gl]) gt v[2] do
gnew := [];
hdeg := Random([1..v[2]1);
h :=P!([Random(F) : i in [0..hdeg-1]] cat [1]);
if not h in alreadydone then
for u in g do
PF := quo<P | u>; // for faster performance: calculate in PF instead of
hf := PF!h;
f1 := Gcd(u,P'hf);
£f2 := Ged(u,P!(hf~(Integers()! ((p~v[2]-1)/2)) - 1));
£3 := Gcd(u,P! (hf~ (Integers()! ((p~v[2]-1)/2)) + 1));
if f1 ne 1 then
Append (“gnew,f1);
end if;
if f2 ne 1 then
Append (“gnew,f2);
end if;
if £3 ne 1 then
Append (“gnew,£3);
end if;
end for;
if #gnew eq #g then
Append (“alreadydone,h) ;
else
g := gnew;
alreadydone := [];
end if;
end if;
end while;
irreduciblefactors cat:= g;
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end for;
else
for v in EqualDegreeFactors(f,p) do
g := [v[1]];
alreadydone := [];
while Maximum([Degree(u) : u in g]) gt v[2] do
gnew := [];
hdeg := Random([1..v[2]]);
h :=P!([Random(F) : i in [0..hdeg-1]] cat [1]);
if not h in alreadydone then
for u in g do
PF := quo<P | u>; // for faster performance: calculate in PF instead of P
hf := PF!h;
hff := &+[hf"(27i-1) : i in [0..v[2]-1]];
f1 := Gcd(u,P'hf);
£2 := Gcd(u,P'hff);
£f3 := Gcd(u,P! (hf*hff + 1));
if f1 ne 1 then
Append(“gnew,f1);
end if;
if £f2 ne 1 then
Append (“gnew,f2) ;
end if;
if £3 ne 1 then
Append (“gnew,£3);
end if;
end for;
if #gnew eq #g then
Append(~alreadydone,h) ;
else
g := gnew;
alreadydone := [];
end if;
end if;
end while;
irreduciblefactors cat:= g;
end for;
end if;
return irreduciblefactors;
end function;

// test

time irreduciblefactors := Decompose(f,p);

[Factorisation(g) : g in irreduciblefactors];

prod := 1; for g in irreduciblefactors do prod *:= g; end for;
f - prod;

Weitere Verbesserungen konnen dadurch erzielt werden, die weitere Zerlegung eines wiederholt
auftretenden und daher bereits zerlegten Faktors nicht wiederholt durchzufiihren.

(3) Wir vergleichen (1) und (2) e.g. folgendermafien noch mit Factorisation.

p := 5;
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F := GF(p);

P<X> := PolynomialRing(F);

f := P!([Random(F) : i in [0..100]] cat [1]); // random example for p = 5
time Factorisation(f,p);

Folgende grobe Messungen fanden auf meinem Rechner statt.

Betrachten wir ein zuféllig gewihltes normiertes Polynom von Grad 11 in F5[X]. Der Algorithmus
aus (1) braucht bis zu 450s, der Algorithmus aus (2) bis zu 0,03s, und Factorisation bis zu 0,01s.

Betrachten wir ein zufiillig gewéhltes normiertes Polynom von Grad 101 in F5[X]. Der Algorithmus
aus (1) braucht sehr lange, der Algorithmus aus (2) bis zu 2s, und Factorisation bis zu 0,02s.

Betrachten wir ein zufillig gewiihltes normiertes Polynom von Grad 1001 in F5[X]. Der Algorithmus
aus (2) braucht bis zu 850s, und Factorisation bis zu 0,68s.

Aufgabe 9

// function

Decompose := function(f);

Z := Integers();

Q := Ratiomals();

P<X> := PolynomialRing(Z);

PP<X> := PolynomialRing(Q);
Z := Gcd(Coefficients(P!f));
f P! (PP!'f/z);
factors := [];
while Degree(f) ge 1 do
n := Degree(f);
k := -(n div 2);
support := [];
while #support 1t n+l1 do
if Evaluate(f,k) ne O then
Append (" support, k) ;
end if;
k +:=1;
end while;
// the following set T is big
T := CartesianProduct([Divisors(Z!Abs(Evaluate(f,i)))
cat [-j : j in Divisors(Z!Abs(Evaluate(f,i)))]: i in support]);
prod := &*[ X-i : i in support];
for t in T do
pol := [P!(prod div (X - support[i])) : i in [1..n+1]];
g := &+[PP! (t[i]*pol[i])/Evaluate(pol[i],support[i]) : i in [1..n+1]];
g_is_integral := true;
for x in Coefficients(g) do
if not x in Z then
g_is_integral := false;
break x;
end if;
end for;
if g_is_integral and Degree(g) ge 1 then
if £ mod (P!g) eq O then
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f_help := f div (P!g);
if &and[ x in Z : x in Coefficients(g)] then
f := P!f_help;
Append(“factors,P!g);
break t;
end if;
end if;
end if;
end for;
end while;
Append(“factors,P!f);
if factors[#factors] eq 1 then
Prune(“factors);
end if;
integer_factors := [];
for x in Factorisation(z) do
for i in [1..x[2]] do
Append(“integer_factors,x[1]);
end for;
end for;
factors cat:= integer_factors;
return factors;
end function;

// test

Z := Integers();
P<X> := PolynomialRing(Z);

Decompose (210*X) ;

Decompose (130* (X2 - 1));

Decompose (2+¥X"2 + 1);

Decompose (-45*(X"4 + X°3 - 1));

Decompose ((2%X"2 + 1)*(3*xX - 2));
Decompose (24% ((2%X"2 + 1)*(2%xX"3+X+1)));
Decompose ((2*X"2 + 1)*(X"4+X"3+X"2+X+1));
Decompose (-345*(X"7 + X°3 - 1));

Decompose ((2*X"2 + 1) 2% (X"4+X"3+X"2+X+1));

Aufgabe 10

Sei Ae unzerlegbar. Es ist Ae # 0, also e # 0.

Seie=¢+e" mite? =¢, e"? =¢€", e'e’ =0 und e’¢’ = 0.

Es geniigt zu zeigen, daf Ae < Ae' @ Ae”, da dann wegen Ae unzerlegbar folgt, dafl Ae’ = 0 oder Ae” =0,
also auch e’ = 0 oder ¢’ = 0, womit e als primitiv nachgewiesen ist.

Es ist Ae’ C Ae, da ae’ = ae’(e/ +€”) = ae’e fiir a € A. Analog ist Ae” C Ae.

Es ist Ae = Ae’ + Ae”, da ae = ae’ + ae” fiir a € A.

Bleibt die Direktheit zu zeigen. Seien a’ € Ae’ und o’ € Ae” mit o’ + a” = 0 gegeben. Dann ist
0=(ad 4+a")e =(a'e +a"e")e’ =a’e’ =a’ und also auch ¢’ = —a’ = 0.
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Sei e primitiv. Es ist e # 0, also Ae # 0. Sei Ae = X @Y fiir Teilmoduln X, Y C Ae. Sei 7w : Ae =
X@Y —Ae,z+y+—x, wobei x € X und y € Y. Es ist 7 eine A-lineare Abbildung. Es ist 7% = 7.

Setze ¢ :=m(e) und e” := e — 7(e).

Es ist ee’ = emr(e) = m(ee) = w(e) = €'. Es ist e'e = w(e)e = 7(e), da w(e) € Ae.
Es ist ¢? = e/m(e) = w(e'e) = w(e/) = n(w(e)) = n(e) = €.

Esiste? =(e—¢€)?=e2—ce' —eete?=c—¢ —€ +e =¢".

Esist e'e’ =e'(e—¢)=¢ —€e =0.Esist ¢’ =(e—¢€')e’ = — ¢ =0.

Da e primitiv ist, folgt €/ = 0 oder e” = 0.

Ist ¢/ =0, dann ist w(ae) = aw(e) = ae’ =0 fiir a € A. Somit ist X = 7(Ae) =0,

Ist ¢’ = 0, dann ist e = ¢’ und also w(ae) = an(e) = ae’ = ae fiir a € A. Also ist 7 = id 4., und somit
Y =Kern7m = 0.

Also ist Ae unzerlegbar.

Aufgabe 11

Beachte, daB fiir ¢ € Homa(Ae, Af) in der Tat ¢(e) € Af mit ep(e) = ¢(e) ist, insgesamt also p(e) €
eAf.

Die somit wohldefinierte Abbildung Hom(Ae, Af) —= eAf, o+ ¢(e), ist zudem ein Morphismus
abelscher Gruppen.

Beachte, da8 fiir « € A die Abbildung Ae — Af, bet— (be)(eaf) = beaf fiir b € A, in der Tat A-linear
ist.

Die somit wohldefinierte Abbildung eAf — Homa(Ae, Af), eaf > (be = (be)(eaf) = beaf), ist zu-
dem ein Morphismus abelscher Gruppen.

Wir wollen zeigen, daf die beiden Abbildungen sich gegenseitig invertieren.

Fiir ¢ € Homy(Ae, Af) ist

o > p(e) > (bet—=>bep(e) = p(bee) = p(be)) = ¢ .

Fiir a € Aist
eaf — (betbeaf) > (bet=>beaf)(e) = eaf .

Aufgabe 12
Annahme, es gibt keine orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in A.

Behauptung. Fiir alle n € Z> gibt es eine orthogonale Zerlegung in Idempotente e = (e1, ..., e,) in A
mit e; # 0 fiir ¢ € [1,n].

Induktion iiber n > 1.
Induktionsanfang. Es ist (1) eine orthogonale Zerlegung in Idempotente in A.

Induktionsschritt. Sei e = (e1, ..., e,) eine orthogonale Zerlegung in Idempotente in A mit e; # 0 fiir
i€[l,n].

Es gibt ein k& € [1,n] mit e nicht primitiv. Also gibt es Idempotente ¢’ # 0 und e” # 0 in A mit
er, =¢e +e” und e'e’ =e€"e’ = 0.
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Dae; # 0 fiir i € [1,n] \ {k} und da e’ # 0 und e” # 0, geniigt es zu zeigen, daf
(1, ... ex1,€,€"  exr1, .., en)

eine orthogonale Zerlegung in Idempotente ist.

Dieses Tupel besteht aus Idempotenten.

Seine Summe ist 1.

Esist e'e” = ¢’ = 0.

Es ist e;e; =0 fiir 4, j € [1,n] \ {k}.

Es ist e'e; = €/(e/ +€”)e; = €’ee; = 0 fiir i € [1,n] \ {k}.

Genauso ist auch e;e/ =0, €”e; = 0 und e;e’ =0 fiir ¢ € [1,n] ~ {k}.

Dies zeigt die Behauptung.

Setze n := 1+ dimg A und wihle eine orthogonale Zerlegung (eq, ..., e,) in Idempotente in A. Nach
Bemerkung 15 ist A = Ae; . Esist 0 # e; € Ae; und somit dimg Ae; > 1 fiir i € [1,n]. Zusammen
ist also

1€[1,n]
dimg A = Z dimg Ae; > n,
i€[1,n]

und wir haben einen Widerspruch.

Ist K nicht endlich, so stellt das Auffinden einer orthogonalen Zerlegung in primitive Idempotente ein

ernsthaftes algorithmisches Problem dar. Das Problem hierbei ist, ein Idempotent e auf Primitivitdt zu

testen und ggf. zu zerlegen. Durch Ubergang zu eAe ist hierbei 0.E. e = 1. Somit lautet die Aufgabe, in einer

endlichdimensionalen K-Algebra A ein Idempotent ¢ {0,1} zu finden oder als nichtexistent nachzuweisen.
Desweiteren, nein, im allgemeinen gibt es in A mehrere orthogonale Zerlegungen in primitive Idempotente.
Sei etwa A = C?*2,

Es ist (e, e2) := (((1) 8) , (8(1))) eine orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in A. Denn es ist
dimc e;Ae; = 1 und dimg egAes = 1. Wire e; = €’ + €” mit Idempotenten ¢’ # 0 und e” # 0 so, dafl
e'e’ =e’e¢’ =0, dann wire

e1de; = eAe ®e'Ae’ e’ Ae’ e’ Ae”

worin der erste und der letzte Summand nicht verschwénde, was aus Dimensionsgriinden nicht ginge.
Also ist e; primitiv. Genauso ist auch es primitiv.

Der Ringautomorphismus A => A, z+— ((1) %) x (é _i) gibt, dafl auch

und

for=(61)e2(671) = (01)
eine von orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente (f1, f2) bilden. Diese ist von (e, e3) verschie-
den.

Aufgabe 13

(1) Esist A= C[X]/(X?) nicht halbeinfach. Denn im A-Modul A gibt es fiir den Teilmodul

N = A(X+(X%)) C A
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keinen weiteren Teilmodul X C A mit N @ X = A, wie wir nun zeigen wollen.

Annahme, es gibt einen Teilmodul X C A mit A = N @ X. Sei 7 : A — A die Projektion auf N.
Es ist 7 eine A-lineare Abbildung, welche 14 (X?) auf X f(X)+ (X?) schickt fiir ein f(X) € C[X].
Es ist X f(X) + (X?) = AX + (X?), wobei A := f(0) € C. Es ist 7|¥ = idy . Also ist

0 # X+(X?)
= 7(X +(X?)
= (X +(X?) (1+(X?))
= (X +(X?)-7(1+(X?)

(X + (X)) (AX + (X?))

AX2 4+ (X?)

= O’

und wir haben einen Widerspruch.

Nach dem Chinesischen Restsatz ist
A = CIX]/(X?*+1) ~ CX]/(X+i) x C[X]/(X —i) ~ CxC,

und also ist A dank der untenstehenden Aufgabe 14 halbeinfach.
Ein direkterer Weg geht wie folgt. Wir haben eine orthogonale Zerlegung in Idempotente

(e1,e2) == ((IX+1)/24+(X*+1), (-iX +1)/24+(X*+1)),

die man e.g. mit obigem Chinesischen-Restsatz-Isomorphismus als Urbilder von (1,0) und (0, 1)
aus C x C erhiilt, da dieser f(X)+ (X2+1) € A nach (f(—i), f(i)) € C x C abbildet, so dal man
Lagrange-Interpolation verwenden kann.

Nun sind e;, es # 0, und somit dimgc Ae; > 1 und dimg Aes > 1. Da dimg A = 2, bleibt nur
die Moglichkeit dimg Ae; = 1 und dimg Aes = 1. Also sind Ae; und Aesy einfache A-Moduln. Es
folgt, dafl A halbeinfach ist; cf. Bemerkung 15, Lemma 23.

Esist A= ((03 8) nicht halbeinfach. Denn der A-Modul M := (8) hat den Teilmodul N := ((Oj),
und wir wollen zeigen, daf} es keinen Teilmodul X C (8) mit N X = M geben kann. Annahme, es
gibt ein ebensolches X. Dann ist dimg X = dimg M —dimg N =2 —-1=1. Also ist X = C<(;)>
fiir gewisse z, y € C, nicht beide null. Die Bedingung N N X = 0 liefert, dal y # 0 ist. Nun
ist X € M ein Teilmodul, also folgt aus (5) € X, daf (8(1)) (5) = (g) € X. Insgesamt ist
(8) # (g) € NN X, und wir haben einen Widerspruch.

Aufgabe 14

(1)

Firr j, k € [1,n] schreiben wir e, € K™*™ fiir die Matrix, die an Position (j,%) den Eintrag 1
hat, und ansonsten Nullen.

Esist (e1,1, ..., €n.n) €eine orthogonale Zerlegung in Idempotente. Mithin ist

KnxXn — @ Knxnei,i )

1€[1,n]

Sei i € [1,n]. Wir behaupten, dal K™*"e; ; ein einfacher K"*"-Modul ist.

Sei 0 # X C K™ "e;; ein Teilmodul. Wir haben X L Km™*"e; ; nachzuweisen. Sei

Z Tji€ji € X~ {O},

J€[L,n]
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wobei x; € K fiir j € [1,n]. Sei £ € [1,n] mit z; # 0.
Fir k € [1,n] wird
X > x;lekyg Z Tj€j; = € -
J€[L,n]
Also liegt von der K-linearen Basis (e1;, ..., en;) von K"*"e;,; jeder Eintrag im Teilraum X.
Dies zeigt X = K™*"e;; und damit die Behauptung.
Nach Lemma 23 ist also K™*™ halbeinfach.
(2) Ist S C A ein einfacher A-Teilmodul, so ist S x 0 C A x B ein einfacher A x B-Teilmodul von
A x B, da in der ersten Komponente nur A operiert.
Analog in zweiter Komponente.
Schreibe A = @[y, Si , wobei S; € A ein einfacher A-Teilmodul ist fiir ¢ € [1,m]; cf. Lemma 23.
Schreibe B = €D ¢y, T » wobei T; C B ein einfacher B-Teilmodul ist fiir j € [1,n]; cf. Lemma 23.

Es ist
AxB = (@ Six0)o( P ox1y).

i€[1l,m] j€[1,n]
Nach Lemma 23 ist also A x B halbeinfach.

(3) Sei M ein endlichdimensionaler B-Modul. Sei N C M ein B-Teilmodul. Wir haben einen B-
Teilmodul X € M so zu finden, dal M = N ¢ X.

Es ist M ein A-Modul via a - m := f(a)m fir a« € A und m € M. Es ist N C M auch ein
A-Teilmodul. Da A halbeinfach ist, gibt es einen A-Teilmodul X € M mit M = N & X. Da
f : A— B surjektiv ist, ist X auch ein B-Teilmodul.

Aufgabe 15

Seien f, g € Endy M. Definiere f + g € Endg M durch (f + g)(m) := f(m) 4+ g(m) fir m € M.
Ausgestattet mit dieser Addition ist End 4 M eine abelsche Gruppe, wobei die Nullabbildung, die jedes
Element von M auf 0 schickt, das (additiv) neutrale Element darstellt.

Fiir f, g, h € Enda M ist (f+g)oh=foh+goh,da ((f+g)oh)(m)=(f+g)(h(m)) = f(h(m))+
g(h(m)) = (foh+goh)(im) fir m € M, und ho(f+¢g) = hof+hog,da (ho(f+g))(m)=
h(f(m)+ g(m)) = h(f(m)) + h(g(m)) = (ho f + hog)(m) fir m € M

Ferner ist die Komposition auf End 4 M assoziativ, und es ist idof = foid = f fiir f € Endy M.

Ausgestattet mit der Komposition (o) als Multiplikation wird die abelsche Gruppe End 4 M also zu einem
Ring.

Sei ¢y : K — Endyg M, A\ \id;s, wobei Aidys : m—— Am.
Seien A\, p € K.

Es ist (A + p) = (A + p)idy = Nidpas +pidpy = (A) + (u), vorletzteres, da (A + p)idar)(m) =
A+ )m = Am + pm = (Nidag)(m) + (uidas)(m) = (Nidps +pidag)(m) fiir m e M.

Es ist ’l/J(].) = lldM = ldM = ]-EndA M-

Es ist (A - p) = (A p)idy = (Aidag) o (pidar) = () o (i), vorletzteres, da ((A - p)ida)(m) =
A p)m = Apm = (Aidp)((pidar)(m)) = ((Aidar) o (pidag))(m) fiir m € M.

Also ist ¢ ein Ringmorphismus.

Bleibt zu zeigen, dal das Bild von 1 im Zentrum von End 4 M liegt. Sei f € Enda M. Sei A € K. Es wird
Y(A) o f = (Aidpy) o f = fo(Nidpy) = f o (M), vorletzteres, da ((Aidas) o f)(m) = Af(m) = f(dm) =
(f o (ANidpr))(m) fir m € M.

Also ist Endg M = (Endg M, ) eine K-Algebra.
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Aufgabe 16

(1) Nach Konstruktion ist (RG,+) eine abelsche Gruppe, mit Org = Og - 1¢

Seien > 159, >°,899, Do tg9 € RG.
Neutrales Element der Multiplikation. Sei 1rg := 1z - 1¢ . Es ist

lra - 2oprnh = (32,001 9) (2, THh)
= Zz(zgh:z 9g,1mn)T
= D, TT.

Analog auf der anderen Seite.

Assoziativitat der Multiplikation. Es ist

((Zgrgg)(ZhShh))(Ektkk) = (Em(Zgh:m 19 8n)2) (D), th k)
= 2y k=g Qgh—a Tasnt))y
2yl

y Zghk,:y Ty Shtr)y

genauso mit der anderen Klammerung.
Distributivitit der Multiplikation und der Addition. Es ist

(gm99) + (g s99) (X tnh) = (32,1 +59)9) X2y tn h)

= Zz(Zgh:m(rg + sg)tn)x
Zm((Zgh:m rgtn) + (Zgh:x Sqtn))x
Zx(Zgh:m rgtn)x + Zx(Zgh:z Sgtn)x
= g g)ntnh) + (g 509)ptnh) -

Genauso mit der Multiplikation von der anderen Seite.

Eindeutigkeit. Es ist G eine K-lineare Basis von KG. Also gibt es genau eine K-lineare Abbil-

dung ¢ : KG — A mit w|g(’4) = . Somit gibt es hochstens einen K-Algebrenmorphismus
U(A)

P o KG— A mit 1|, = ¢, nidmlich genau dann, wenn besagte K-lineare Abbildung ein
K-Algebrenmorphismus ist.

Existenz. Sei ¢ : KG — A, Zg Ty g Zg 15 ¢(g). Dies ist die K-lineare Abbildung von KG
nach A mit Mg(A) = . Wir haben zu zeigen, da8 sie ein K-Algebrenmorphismus ist.

Esist ¥(1rg) =¥(1r-1g) = 1r - o(lg) = 1g - lya) = 1a .

Fiir Zg T4 9, Zg sg9 € RG wird ferner

V((Cy199) (Cpsnh) = (X, (s 95n)2)
= Zm(Zgh:m Ty Sn)e(x)
= Zg >on Tg snp(gh)
= Dy 2n Tgsnp(g) p(h)
= (Xgma(9)) - (X2 sne(h))
= (X, 199) V(X snh).

Umgekehrt liefert jeder K-Algebrenmorphismus 1 : KG — A durch Einschrinkung einen Gruppen-
morphismus 1/J|8(A) : G — U(A); beachte, da ¥(G) C v (U(KG)) C U(A).
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Aufgabe 17

Wir werden folgende Tatsache zu verwenden haben. Seien n, m > 1. Sei

G:<gl7"'7gn:T1(917"'7gn)7"'ar’m(gl7"‘7gn)>7
wobei (g1, ..., gn) ein Wort in den g; ist fiir ¢ € [1,m)].
Wir haben eine Abbildung {g1 , ... , gn} — CG, gi — g; .

Sei A eine C-Algebra.

Ist {g1, ..., gn} = U(A) eine Abbildung in die Einheitengruppe U(A) von A so, daf§

Ti(f(gl)7 <. 7f(gn)) =1

fiir ¢ € [1,m], dann gibt es genau einen C-Algebrenmorphismus CG = A, der das Viereck

{91, ey gu} —>U(A)
| [
CG = A

kommutativ macht.

(1) Die Abbildung C3 — U(C x C x C), ¢+ (1,¢,¢?) ist als Gruppenmorphismus wohldefiniert,
da das Bild von ¢ die Relation fiir ¢ erfiillt, i.e. da (1,¢,¢?)® = 1 ist. Durch lineare Ausdehnung
definiert dies dann den angegebenen C-Algebrenmorphismus.

Dessen Matrix beziiglich der Basis (1, ¢, ¢?) im Urbildbereich und der Standardbasis im Bildbereich

ist
111
1¢et)
1¢% ¢
und diese hat Determinante —3 — 6(.

Q := Rationals();

P<X> := PolynomialRing(Q);

K<z> := ext<Q|X"2+X+1>;

Determinant (Matrix([[1,1,1],[1,z,z"2],[1,2"2,2]1]));

(2) Bekanntlich ist (s1, 82 : s2 =1, s2 =1, (s182)° =1) =83, 51— (1,2), s2—(2,3).

Via Magma 148t sich dies wie folgt verifizieren.

S3<s1,s2> := Group<S1,52[5172,8272, (S1*52) "3>;
S3P := SymmetricGroup(3);

ph := hom<S3 -> S3P | [S3P!(1,2), S3P!(2,3)] >;
Order (ph(83));

Order (Kernel (ph)) ;

Unser Algebrenmorphismus soll (1,2) auf (1, (‘3 _5) ,—1)und (2,3) = (1,2,3) 0 (1,2) 0 (1,2,3)"!

auf
(17 (_g _i) 71)(1’ (_g _5) a_l)(lv (_;%, _%) 71)_1 = (17 ((IJ —%) 7_1)

schicken.
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Dies ist moglich, da die Relationen fiir s; und so im Bild erfiillt werden, wie folgende Rechnung

zeigt.

Wir priiffen noch nach, daf (1,2,3) = (1,2) o (2,3) auf (1,(737

(L(7372), -1 = (1, (1), 1)
(L(o-1),-D? = (L (o1),1)
(4 (7372), -1 (0-1),-1° = (1,(a1),1)

o=
SN—
I
—_
~—
—
[l
—~
o
|
=
SN—
I
—
S~—

(1,(_3_%),1)abgebﬂdetwdni,wkaveﬂangt

Via Magma verifizieren wir wie folgt, dafl die Determinante unseres Algebrenmorphismus nicht

verschwindet.

S3<s1,s2> := Group<S1,52[5172,8272, (S1%S52) "3>;
S3P := SymmetricGroup(3);

ph := hom<S3 -> S3P | [S3P!(1,2), S3P!(2,3)] >;
DP := CartesianProduct([MatrixRing(Integers(),1) ,MatrixRing(Integers(),2),
MatrixRing(Integers(),1)1);
d := [DP!<Matrix([[1]]) ,Matrix([[-2,-1],[3,2]]),Matrix([[-1]1])>,
DP!<Matrix([[1]1]) ,Matrix([[1,1],[0,-111) ,Matrix([[-111)>];
mat_seq := [];

for x in S3P do
x_inv := ElementToSequence (xQ@@ph) ;

pro

d :=

DP!<1,1,1>;

for i in x_inv do
for j in [1..3] do
prod[j]l *:= d[il[j];
end for;
end for;
for j in [1..3] do
mat_seq cat:= ElementToSequence(prod[j]);

end for;

end for;
ms := RMatrixSpace(Integers(),0rder(S3P),0rder(S3P));
emb := ms!mat_seq;

print (emb) ;
print (Determinant (emb)) ;

In der Tat ergibt sich diese Determinante zu —54.

Bekanntlich ist

Hierbei wurde bei den Relationen jeweils

(s1,82,583: 5%, 53, 5%, (s152)%, (s283)°, (s183)%, ) ——> &
s1T (1,2)
S92 p— (2,3)
S3 — (3,4) .

“__

1” unterschlagen.

Via Magma 148t sich dies wie folgt verifizieren.

S4<s1,s2,83> := Group<S1,82,83|S172,8272,8372, (S1*32) "3, (82*S3) "3, (S1%S3) "2>;
S4P := SymmetricGroup(4);

ph :=
Order (ph(S4));
Order (Kernel (ph)) ;

hom<S4 -> S4P | [S4P!(1,2), S4P!(2,3), S4P!(3,4)] >;



91

Da (2,3) = (1,2,3,4) o (1,2) 0 (1,2,3,4)" und (3,4) = (1,2,3,4)% o (1,2) o (1,2,3,4)2, sollte
unser Algebrenmorphismus

~11-24 2 1 00 o4
(1,2) (o, =1, (Cpuen) L (ap1) L ()
19 45 0 110 1o
23) — (U, -1, (=5-50) . (Tgro) . (57)
15 32 0 ~100 o4
B4 — 0, -1, (=o)L (s3pe) L (T

abbilden.
Dies ist moglich, da die Relationen fiir s1, so und s3 im Bild erfiillt werden, wie wir nachrechnen.

Via Magma verifizieren wir wie folgt, dafl die Determinante unseres Algebrenmorphismus nicht
verschwindet,.

S4<s1,s2,s83> := Group<S1,S52,S3[|S172,5272,8372, (S1%S2) "3, (82*53) "3, (81*83) "2>;

S4P := SymmetricGroup(4);

ph := hom<S4 -> S4P | [S4P!(1,2), S4P!(2,3), S4P!(3,4)] >;

DP := CartesianProduct([MatrixRing(Integers(),1),MatrixRing(Integers(),1),
MatrixRing(Integers(),3),MatrixRing(Integers(),3),
MatrixRing(Integers(),2)]);

d := [DP!<Matrix([[1]]) ,Matrix([[-1]]),Matrix([[-11,-24,2],[5,11,-1],[0,0,-111),

Matrix([[1,0,0],[1,-1,1],[0,0,1]1]) ,Matrix([[-5,24],[-1,5]1])>,
DP!<Matrix([[1]]) ,Matrix([[-1]]),Matrix([[19,45,0],[-8,-19,0],[0,0,-111),
Matrix([[-1,1,0],[0,1,0],[0,0,1]1]) ,Matrix([[1,-9],[0,-111)>,
DP!<Matrix([[1]11) ,Matrix([[-1]1),Matrix([[15,32,0],[-7,-15,0],[-4,-8,-111),
Matrix([[-1,0,0],[-3,1,0]1,[-4,0,11]) ,Matrix([[-5,24],[-1,5]1)>];

mat_seq := [];
for x in S4P do
x_inv := ElementToSequence (x@@ph) ;
prod := DP!<1,1,1,1,1>;
for i in x_inv do
for j in [1..5] do
prod[j] *:= d[i][j];
end for;
end for;
for j in [1..5] do
mat_seq cat:= ElementToSequence(prod[j]l);
end for;
end for;
ms := RMatrixSpace(Integers(),Order(S4P),0rder (S4P));
emb := ms!mat_seq;
print (emb) ;
print (Determinant (emb)) ;

In der Tat ergibt sich diese Determinante zu —234 - 33,

Bekanntlich ist

Do = (a,b:a®>=1,0*=1, (ba)>=1) —
a
b+
ein injektiver Gruppenmorphismus.

“

Hierbei wurde bei den Relationen jeweils “= 1" unterschlagen.

Via Magma 148t sich dies wie folgt verifizieren.
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D10<a,b> := Group<A,B|A~5,B"2, (B*A)"2>;

S5P := SymmetricGroup(5);

ph := hom<D10 -> S5P | [S5P!(1,2,3,4,5), S5P!(2,5)(3,4)] >;
Order (ph(D10));

Order (Kernel(ph)) ;

Wir rechnen nach, dafl die Relationen fiir die angegebenen Bilder gelten. Dazu verfahre man e.g.
wie folgt.

Q := Rationals();

P<X> := PolynomialRing(Q);

K<th> := ext<Q | X~2 + 5%X + 5>;

MA := Matrix([[1,1], [th,th+1]1);

MB := Matrix([[1,1],[0,-111);

NA := Matrix([[1,1], [-th-5,-th-4]1);
NB := Matrix([[1,1],[0,-111);

print MA"5, MB~2, (MB*MA)"2;

print NA~5, NB~2, (NB*NA)"2;

Also existiert der Algebrenmorphismus in der angegebenen Weise.

Via Magma verifizieren wir wie folgt, dal die Determinante unseres Algebrenmorphismus nicht
verschwindet. Um exakt rechnen zu kénnen, kénnen wir Q(¢) C C verwenden, denn zur Deter-
minantenberechnung macht es keinen Unterschied, ob man die Eintrége als in einem Teilkorper
liegend betrachtet.

D10<a,b> := Group<A,B|A"5,B"2, (B*A) "2>;

S5P := SymmetricGroup(5);

ph := hom<D10 -> S5P | [S5P!(1,2,3,4,5), S5P!(2,5)(3,4)] >;
Q := Rationals();

P<X> := PolynomialRing(Q);

K<th> := ext<Q | X"2 + 5%X + 5>;

MA := Matrix([[1,1], [th,th+1]1]);

MB := Matrix([[1,1],[0,-1]11);

NA := Matrix([[1,1], [-th-5,-th-4]]);

NB := Matrix([[1,1],[0,-111);

DP := CartesianProduct([MatrixRing(K,1) ,MatrixRing(K,1),

MatrixRing(K,2) ,MatrixRing(K,2)]);
d := [DP!<Matrix([[1]]),Matrix([[1]]),MA,NA>,DP!<Matrix([[1]]),Matrix([[-1]1]) ,MB,NB>];
mat_seq := [];
for x in ph(D10) do
x_inv := ElementToSequence (x@@ph) ;
print x_inv;
prod := DP!<1,1,1,1>;
for i in x_inv do
for j in [1..4] do
prod[j] *:= d[Abs(i)]1[j]1"Sign(i);
end for;
end for;
for j in [1..4] do
mat_seq cat:= ElementToSequence(prod[j]);
end for;
end for;
ms := RMatrixSpace(K,Order(ph(D10)),0rder(ph(D10)));
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emb := ms!mat_seq;
print(emb) ;
print (Determinant (emb)) ;

In der Tat ergibt sich diese Determinante zu —6250.

Aufgabe 18

Eine Z-lineare Basis der angegebenen Untergruppe U < Z x Z2?*?2 x Z ist gegeben durch

(1, (59)1), (0,(36),0), (0,(83),0), (0, (86),0), (0,(8%).4), (0.(8).6)) .

linear unabhingig nach oberer Dreiecksgestalt, erzeugend nach Konstruktion. Die Determinante der zu-
gehorigen Matrix zeigt, da8 der Index von U < Z x Z?*? x Z gerade 2! - 33 betriigt.

Der Wedderburnisomorphismus CS3 — C x C2*2 x C aus Aufgabe 17.(2) schrinkt ein zu einer Ein-
bettung ¢ : ZS3 — Z x Z2*? x Z. Deren Matrix aus loc. cit. ist gegeben durch

1
—3-2 1

1 1
1 1
1-2-—
1 1
1-2—
11

ORRHHO
WWowWwWo
i

1

- 1
1

— 1

Das Bild ¢(ZS3) dieser Einbettung ist eine Untergruppe, die in U enthalten ist, wie eine direkte Inspektion
der U beschreibenden Kongruenzen (“Bindungen”) zeigt. Der Index von ¢(ZS3) < Z x Z2*? x Z betrigt
2! . 33, wie die Determinante —54 dieser Matrix zeigt. Somit ist

p(28s) = U.

Es ist ¢(ZS3) als Bild eines Ringmorphismus ein Teilring von Z x Z?*? x Z, und also ist auch unsere
diesem gleiche Untergruppe U darin ein Teilring.

SchlieBlich ist ¢|Y : ZS3 — U ein Ringisomorphismus.

Alternativ kann man auch den Quotienten beider Einbettungsmatrizen berechnen und direkt erkennen, dafl
dies ein Element von GLg(Z) ist. Dann hat man auch keine Kongruenzen direkt zu inspizieren.

Aufgabe 19
<. Sei |G| kein Vielfaches von char K. Wir wollen zeigen, dafi KG halbeinfach ist.

Sei M ein endlichdimensionaler KG-Modul. Sei N C M ein Teilmodul. Wir haben zu zeigen, daf} ein
KG-Teilmodul X C M mit M = N @ X existiert. Cf. Definition 20.(4). Sei f : M — N eine K-lineare
Abbildung mit f|y =idy . Sei
f: M — N
mo k= fi(m) = |G Y qgf(gTim)

Esist f'ly = idy, da f/(n) = G172 Y e 9./(g7n) = |G e 9(g7n) = |G $yeq m = n fiir
n € N.

Es ist f’ eine K G-lineare Abbildung, da sie mit der Addition vertréglich ist und sich fiir °, r, h € KG
und m € M
Sy rnhym) = G722, 9 f(97 (), ahm))
= |GIT X, 2, 9 f (9 hm)
y=9"h -1 1
= G S e Xy, by f(ym)

= XurmhlGITVE, vt f(ym)
= (XZurah) f(m)
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ergibt.
Sei X := Kern f’. Dies ist ein K G-Teilmodul von M als Kern einer K G-linearen Abbildung.
Esist NN X =0, da fiir ein n € NN X = NNKern f' sich n = f'(n) =0 ergibt.
Es ist M = N + X, da wir fir m € M die Zerlegung m = f'(m) 4+ (m — f'(m)) mit f'(m) € N und
flm = f(m)) = f'(m) = f'(f'(m)) = f'(m) = f'(m) = 0 ergibt.

——

eN

Insgesamt ist M = N ¢ X.

!
=. Sei KG halbeinfach. Wir wollen zeigen, daf |G| kein Vielfaches von char K ist, d.h. da |G| - 1x # 0.
Schreibe o := 3" g € KG. Es ist M := KG ein KG-Modul. Darin ist N := KGo ein Teilmodul.

Es ist ho = o fiir h € G und also N = Ko.

Da KG halbeinfach ist, gibt es einen KG-Teilmodul X C KG mit M = N & X. Die Projektion
m:M—=M, n+zxz——n, wobein € N und z € X, ist eine KG-lineare Abbildung. Sie schickt 1
nach (1) = Ao fiir ein A € K. Also wird

o = (o)
= (2, 9)
= 2971
= > ,9\0
= >, A0
= |Glio.
Ein Koeffizientenvergleich bei 1 gibt 1 = |G|A = (|G| - 1k)A. Es folgt |G| - 1x # 0.

Aufgabe 20

(1) Die Aussage ist falsch. Sei e.g. G = Sz. Es wird (1 + (1,2))(1 — (1,2)) = 1 — (1,2)? = 0, aber
14 (1,2) #0und 1 — (1,2) # 0.

(2) Die Aussage ist richtig. Sei angenommen, es gibt in ZG ein Idempotent e ¢ {0, 1}. Dann ist (e, 1—e)
eine orthogonale Zerlegung in Idempotente und also

2G P2 2Ge® ZG(1 —¢) .

Es ist ZGe # 0 und ZG(1—¢€) # 0, da e # 0 und (1 —e) # 0. Insbesondere ist 0 < rtkz ZGe < |G].
Fiir ¢ € ZG betrachten wir die Abbildung py : ZG — ZG, £ — £9.
Beziiglich der Z-linearen Basis G von ZG berechnet, wird

trpg = [Gl0g

fir g € G, da g kein Gruppenelement auf sich multipliziert, falls g # 1.
Schreibe e = Zg T, g mit 1y € Z fiir g € G. Es wird

trpe = ng trp, = ng|G|ﬁg’1 = |G|ry .
g

g

Auf der anderen Seite wird beziiglich der Zerlegung ZG = ZGe @ ZG(1 — ¢)

ZGe .
trpe = tr (Pe\zce ZGO(lfe)) = tr (ld%ceg) = Tkz ZG@

0 pc‘ZG(l—e)

Insgesamt ist 0 < |G|r; = rkz ZGe < |G|, und das ist ein Widerspruch zu r1 € Z.
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Wem die Z-linearen Spuren suspekt sind, der verwende, da8$ ein Idempotent in ZG ~ {0, 1} auch ein
Idempotent in QG \ {0, 1} ist, und zeige mit einer Q-linearen Version obiger Argumente, dafl dessen
Koeeffizient bei 1 echt zwischen 0 und 1 liegen mu8.

(3) Die Aussage ist falsch. Sei G irgendeine nichtabelsche endliche Gruppe (e.g. S3). Es ist

CG ~ H Qs XM

s€[1,t]

als C-Algebren, fiir gewisse ¢t > 0 und ns > 1 fiir s € [1,¢] cf. Satz 25, Aufgabe 19.
Da G nichtabelsch ist, ist CG kein kommutativer Ring. Somit ist ns > 2 fiir ein s € [1,¢]. Das
Element von Hse[l,t] Cms*™s das an Position s die Matrix e 5, als Eintrag hat, und sonst Null-
matrizen, ist nilpotent und ungleich 0. Selbiges gilt also auch fiir sein Bild in CG.
(4) Die Aussage ist richtig. Es ist
cG ~ ] crox
s€[1,t]
als C-Algebren, fiir gewisse ¢t > 0 und ns > 1 fiir s € [1,¢] cf. Satz 25, Aufgabe 19.

Da G abelsch ist, ist CG ein kommutativer Ring. Somit ist ny = 1 fiir alle s € [1,¢], und also

CG ~C* .= Cx---xC .
————

t Faktoren

Ein nilpotentes Element in C** ist eintragsweise nilpotent, und damit eintragsweise gleich 0. Also
gibt es in C*! keine nilpotenten Elemente ungleich 0. Folglich gibt es auch in CG keine nilpotenten
Elemente ungleich 0.

() Die Aussage ist richtig. Sei G eine p-Gruppe. Sei S ein einfacher F,G-Modul. Wir zeigen die
starkere Aussage, daf§ S isomorph ist zu F,, ausgestattet mit der trivialen F,G-Modulstruktur,
welchbeziiglich g - s = s ist fiir g € G und s € S.

Es ist S als epimorphes Bild von F,G endlichdimensional.

Es geniigt zu zeigen, daf fiir einen beliebigen endlichdimensionalen F,G-Modul M ungleich 0 der
Teilmodul
M = {meM:gm=mfirgeG} C M

ungleich 0 ist. Denn MY zerfillt in eine direkte Summe von eindimensionalen trivialen Moduln.
In S ist also zundcht S = 5, und sodann S trivial.

Nach dem Bahnenlemma hat die Bahn eines Elements m der G-Menge M die Lénge
G/{geG:gm=m}.

Diese teilt |G, ist also eine Potenz von p.

Da die Bahn von 0 € M die Linge 1 hat, und die Summe der Bahnenlingen gleich p™® ™ und

also durch p teilbar ist, muf} es in M eine weitere Bahn von Lénge 1 geben, i.e. ein Element von
MC < {0}.

Aufgabe 21

Wir erinnern daran, daf} primitive Idempotente insbesondere ungleich 0 sind.

Nach Aufgabe 12 gibt es in A eine orthogonale Zerlegung e = (eq, ... , €,) in primitive Idempotente.

Wir haben zu zeigen, dafl dies die einzige Zerlegung in primitive Idempotente in A ist.

!
Sei f ein primitives Idempotent in A. Es geniigt zu zeigen, da§ f = e; fiir ein i € [1,n].
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Denn dann kénnen in einer Zerlegung € in primitive Idempotente in A nur Eintrige von e auftreten. Wegen
Orthogonalitdt kann € jeden Eintrag von e hochstens einmal beinhalten. Da die Summe der Eintrége von
gleich 1 ist, kann auch kein Eintrag von e in € fehlen. Insgesamt stimmen e und € dann bis auf Reihenfolge
iiberein.

Betrachten wir also unser f. Es ist f = fe; +--- 4 fe,. Da f # 0, gibt es ein ¢ € [1,n] mit fe; # 0. Es
ist f = fe;+ f(1—e;). Da A kommutativ ist, sind fe; und f(1 —e;) Idempotente. Da A kommutativ ist,
ist (fe;)(f(1—e¢;)) =0und (f(1—e¢;))(fe;) =0. Da f primitiv ist und da fe; # 0, folgt f(1 —e;) =0,
also f = fe;.

Esist e; = fe; + (1 — f)e; . Da A kommutativ ist, sind fe; und (1 — f)e; Idempotente. Da A kommutativ
ist, ist (fe;)((1— f)e;) =0und ((1— f)e;)(fe;) = 0. Da e; primitiv ist und da fe; # 0, folgt (1— f)e; = 0,
also e; = fe;.

Insgesamt ist f = fe; = e; gezeigt.
Aufgabe 22

(1) Sind Ringe A und B gegeben, so behaupten wir, dal Z(Ax B) = Z(A)xZ(B) als Teilringe von Ax B.
Sei dazu (a,b) € Ax B gegeben. Es ist (a,b) € Z(A x B) genau dann, wenn (a, b)(z,y) = (x,y)(a, b)
fiir (z,y) € A x B, i.e. genau dann, wenn ax = za fiir © € A und by = yb fir y € B, i.e. genau
dann, wenn (a,b) € Z(A) x Z(B). Dies zeigt die Behauptung.

Also gentigt es faktorweise zu zeigen, dafi Z(C"s*"=) L c(Ey,) fir s € [1,1].
!
Zu zeigen ist nur C.

Sei D7, i Aijei; € Z(C="), wobei \; ; € C. Zu zeigen ist \; ; L 0 fiir 4 #jund A = Aj; stets.
Fiir k, ¢ € [1,n,] ist

Z)\Z,jek:,j = ek,@(z)\i’jei,j) = (Z)\iﬁjei’j)ek*z = (ZAi’kei’Z)
J i, 1,5 i,

Koeflizientenvergleich bei ey ; gibt Ag = 0 falls k # £.
Koeflizientenvergleich bei ey, ¢ gibt A = Mg 1 .
(2) Sei £ = 3,299 € CG. Es ist £ € Z(CG) genau dann, wenn {h = h¢ fiir b € G, denn dann
vertauscht g auch mit C-Linearkombinationen von Gruppenelementen.
Also ist £ € Z(CG) genau dann, wenn

Zzghg = Zz.qgh = Zzghflg = Zzhgh*I hg
9 9 9 g

fir h € H. Koeffizientenvergleich zeigt, dafl dies genau dann der Fall ist, wenn 2z, = 2j,45,-1 fiir alle
g, h € G, ie. wenn z,4 auf jeder Konjugationsklasse konstant ist. Das wiederum ist gleichbedeutend

20 € (D ege® : GEG).

(3) Aus (2) entnehmen wir die Basis {)
dime Z(CG).

Aus (1) entnehmen wir, da§ dimc Z(CG) = dimg C* = ¢.

¢t : g € G} von Z(CG), mithin |[{g% : g € G}| =

rEg

Aufgabe 23

Schreibe n := x(1). Sei ¢ : CG — C™*™ die zu y gehorige Komponente des gewéhlten Wedderburniso-
morphismus. Sei also x(g) = tr¢(g). Sei S € C™ ™ mit J := Sp(g)S~! in Jordanform. Da ¢(g)* = E,,
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ist, ist auch J* = E,,. Also ist J eine Diagonalmatrix, und die Diagonaleintrige sind Nullstellen von

z* — 1. In anderen Worten, es ist
le
J = < T . )
¢cmn
fiir gewisse m; € [0,k — 1] fiir ¢ € [1,n).
(1) Wir erhalten

X(g) = tro(g) = trd = Y ™= > Hielln]:mi=j5}-¢ .

i€[1,n] j€[0,k—1]

=1xj

(2) Beachte, daB ¢ = exp(27i/k) = exp(27i/k) = exp(—27i/k) = (1.
Wir erhalten

x(g™h) = tre(gh)
= trJ !

¢Tm
= tr( )
¢Tmn

= Zie[l,n] ¢
= Yiepm ™
= x(9)

(3) Sei M ein endlichdimensionaler CG-Modul.
Sei der Dualraum M* := Homc (M, C) ausgestattet mit der Linksmultiplikation
(h-f)(m) = f(h~'m)
flir h € Gund f € M* und m € M. Dies liefert einen Gruppenmorphismus

G — GL(MY)
h > (f—~h-f),

da sich

() - £)(m) = f((hh)"'m) = f(h~'h""m) = (h- f)(h™'m) = (k- (h- f))(m)
ergibt fiir h, h € G, f € M* und m € M, i.e. hht— (h-(=)) o (h-(=)).
Dieser kann zu einem C-Algebrenmorphismus

CG — Endc(M*)
Yopznh B (fr= >,z h- f)

fortgesetzt werden; cf. Aufgabe 16.(2). Ein solcher definiert eine CG-Modulstruktur auf M*.

Allgemein definiert fiir einen Kérper K auf einem K-Vektorraum V ein K-Algebrenmorphismus ) :
A — Endg V eine A-Modulstruktur auf V via a - v := ¥(a)(v).

Sein nun M einfach. Wir behaupten, dafl auch M™* einfach ist.
Denn dann ist zum einen dimc M* = dimg M > 0, also M* # 0.

Zum anderen, ist N C M* ein Teilmodul, so ist auch

N :={meM: f(m)=0fir fe N}
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ein Teilmodul. Denn es ist ein Teilraum. Und fiir m € N’ und h € G ist hm € M, da f(hm) =
(h=1f)(m) = 0 fiir f € N, da mit f auch h=1f in N liegt. Da M einfach ist, ist N’ = 0 oder
N =M.

Es ist dimg N’ + dimc N = dimc M, wie man mit einer Basis von N, die zu einer Basis von M*
ergénzt wird, und deren Dualbasis von M erkennt. Also ist N = 0 oder N = M.

Dies zeigt die Behauptung.

Sei nun M so, daB trfy;(h) = x(h) fir h € G; cf. Bemerkung 35.

Nach obigem ist tr ofy;« ein irreduzibler Charakter von G ; cf. Bemerkung 35.

Sei (m1, ..., ms) eine Basis von M. Sei (m], ..., m}) die dazu duale Basis von M*. Sei h € G.
Sei h=im; = > zjamy fiir i € [1,s], wobei 2;; € C. Dann ist

(hmi)(ms) = mi(h™'mi) = D zjmi(my) = 2k,
i

fur ¢, k € [1,s], und also hmj = >, z,;m; . Es folgt

trpr-(h) = Zzi,i = trly(h7) = x(h7") = x(h)

—~
Nl

fir h € G.

Aufgabe 24

(1) Die Konjugationsklassen von C3 := (¢ : ¢® = 1) sind einelementig und also reprisentiert durch 1,

¢, c2. Sei ¢ = (3 = exp(27i/3). Der Wedderburnisomorphismus aus Aufgabe 17.(1) bildet wie folgt

ab.
Cc;; — C x C x C

1 — 1 , 1 , 1
c B (1, ¢ , &
o (1, ¢, 0

Spur zu nehmen #ndert in C'*! = C nichts. Als Charaktertafel erhalten wir

1 2

xi|1 1 1

X =X@) = |l ¢
xs|1 ¢2 ¢

Es sind x2 und x3 konjugiert im Sinne von Aufgabe 23.(3).
Magma liefert mit

C := sub<SymmetricGroup(3)|(1,2,3)>;
CharacterTable(C);

die Charaktertafel

Class | 1
Size | 1 1 1
Order | 1
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J = Root0fUnity(3) ,

die wir unter Beachtung von ¢? = —1 — ( als identisch mit der unsrigen erkennen.

Die Konjugationsklassen von S3 sind repriisentiert durch id, (1,2), (1,2,3). Der Wedderburniso-
morphismus aus Aufgabe 17.(2) bildet wie folgt ab.

CS; — C x C**? x C
id — 1, (1) 1
(1,2) — (1 ’ (737%) ) 71)
(1L23) — @, (371) ., 1
Die Spur liefert die Charaktertafel
1 (1,2) (1,2,3)
x1| 1 1 1
X = X(Sg) = X2 1 -1 1
X3 | 2 0 -1

Magma liefert mit
CharacterTable (SymmetricGroup(3));

die Charaktertafel

Class | 1 2 3
Size | 1 3 2
Order | 1 2 3
p = 2 11 3
p = 3 1 1
X.1 + 1 1
X.2 + 1 -1 1
X.3 + 0o -1,

die mit der unsrigen {ibereinstimmt.

Die Konjugationsklassen von S, sind reprisentiert durch id, (1,2), (1,2, 3), (1,2,3,4), (1,2)(3,4).
Beachte in bezug auf die Erzeuger aus Aufgabe 17.(3), dafl

1,2,3,4)0(1,2)0(1,2,3,4)~!

(1a273) = (172) ) 1»)
1,2)0(1,2,3,4)%0(1,2) 0 (1,2,3,4)% .

(172)(3?4) = (’ )

e]
o]

—~ o~
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Der Wedderburnisomorphismus aus Aufgabe 17.(3) bildet wie folgt ab.

CS, — C x C x C3x3 X C3x3 x  C2x2

id — (1 1 (5?8) (é?g) (69))
’ ’ 001 ’ 001 ’ 01

~11-24 2 1 00 54

T R O ) I T S I = )
—17 -39 -2 :1 10 _591

(172,3) S (1 ’ 1 ’ ( (7) 18 %) ’ ( (1)8%) ) (71 4))
26 57 2 210 415

1234 — -1, (-n-en) o, (S3e1) L ()
—5 -8 -2 -1 00 10

LG4 — a1, (1) (=) (69

Die Spur liefert die Charaktertafel

1 (1,2) (1,2,3) (1,2,3,4) (1,2)(3,4)

i1 1 1 1 1

|1 -1 1 ~1 1

X = X(S) = xs|3 -1 0 1 -1
Yal|3 1 0 —1 —1

vs | 2 0 —1 0 2

Magma liefert mit
CharacterTable (SymmetricGroup(4));

die Charaktertafel

Class | 1 2 3 4 5
Size | 1 3 6 8 6
Order | 1 2 2 3 4
p = 2 1 1 1 2
p = 3 1 2 15
X.1 + 11 1 1 1
X.2 + 1 1-1 1-1
X.3 + 2 2 0-1 0
X.4 + 3-1-1 0 1
X.5 + 3-1 1 0-1

B

die wir als bis auf Permutation mit der unsrigen iibereinstimmend erkennen.

Die Einteilung von Djg in Konjugationsklassen ist, in den Bezeichnungen von Aufgabe 17.(4),
Dip = {1} U {a, a*} U {a?, &} U {b, ba, ba®, ba®, ba} .

Als Reprisentanten der Konjugationsklassen wihlen wir 1, a, a2, b.

Sei weiterhin ¥ € C mit 92 + 59 + 5 = 0.
Der Wedderburnisomorphismus aus Aufgabe 17.(4) bildet wie folgt ab.

CDypy — C x C x C2x2 X C2x2
1o (1, 1, (1) , (1))
a +— (1 r ., (119 ﬁJlﬂ) ; (719175 719174))
@ — 1, (S ) (b w)
boo— (1, -1 | (3-h : (6-1))
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Die Spur liefert die Charaktertafel

1 a a? b

x1| 1 1 1
- x|l 1 1 -1
X =X©S) = \ll2 w+2 —9w-3 o0
Xi|2 —90-3 9+2 0

Es sind x3 und x4 konjugiert im Sinne von Aufgabe 23.(3).
Magma liefert mit

D := sub<SymmetricGroup(5)I(1,2,3,4,5),(2,5)(3,4)>;
CharacterTable(D) ;

die Charaktertafel

Class | 1 2 3 4
Size | 1 5 2 2
Order | 1 2 5 5
p = 2 11

p =5 12 1 1
X.1 + 1 1 1 1
X.2 + 1 -1 1 1
X.3 + 2 0 Z1 Z1#2
X.4 + 2 0 Z1#2 Z1

# denotes algebraic conjugation, that is,
#k indicates replacing the root of unity w by w'k

Z1 = (CyclotomicField(5: Sparse := true)) ! [ RationalField() | -1, 0, -1, -1 1]

Sei ¢ = (5 = exp(27i/5).

Um hier die Ubereinstimmung bis auf Permutation mit unserer Charatertafel zu sehen, miissen
wir nachweisen, daf (—1 — ¢? — ¢?) — 2 eine Nullstelle von X? + 5X + 5 ist, denn selbige erhalten
wir auch mittels —(—1 —¢* - (%) -3 =—¢2 -3 -3.

Magma liefert mit

P<X> := PolynomialRing(Rationals());
K<zeta> := ext<Rationals()|X"4 + X3 + X"2 + X"1 + X"0>;
(- 3 - zeta™2 - zeta"3)"2 + 5%(- 3 - zeta™2 - zeta"3) + 5;

in der Tat das Resultat 0.

Aufgabe 25

Sei M ein endlichdimensionaler CG-Modul. Wir behaupten, dal M eine direkte Summe einfacher Teilm-
oduln ist. Zum Beweis machen wir eine Induktion iiber dim M. Im Falle dim M = 0 ist nichts zu zeigen.
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Sei dimM > 1. Sei 0 # N C M ein Teilmodul minimaler Dimension. Es ist NV einfach. Da CG halb-
einfach ist, gibt es einen Teilmodul X C M mit M = N ¢ X; cf. Definition 20.(4), Lemma 27. Nach
Induktionsvoraussetzung ist X direkte Summe einfacher Teilmoduln. Also ist auch M direkte Summe
einfacher Teilmoduln. Dies zeigt die Behauptung.

Die Behauptung impliziert nun mit Bemerkung 35, dafl die Charaktere von G gerade die Abbildungen der
Form G — C, g+ tr(¢5;(g)), wobei M ein endlichdimensionaler CG-Modul ist, sind; cf. Definition 28.

Schicken wir ferner voraus, dal der Gruppenmorphismus ¢ : H — G den Ringmorphismus

CH -~ caG

2nznh = 30, znp(h)
induziert; cf. Aufgabe 16.(2).

(1) Sei M ein endlichdimensionaler CG-Modul so, da trfy(g) = x(g) fir ¢ € G, namentlich die
direkte Summe der zu den irreduziblen Bestandteilen von x gehorenden einfachen Moduln.

Sei M|, als C-Vektorraum durch M gegeben, und mit der Multiplikation

( Z zph) -m o= @( Z zph)m = ( Z zrp(h))m

heH heH heH

ausgestattet, wobei 2z, € C fiir h € H und wobei m € M.

Dies definiert einen CH-Modul M|, , wie wir kurz verifizieren wollen. Denn es ist (M|, ,+) eine
abelsche Gruppe. Es operiert 1oy trivial. Distributivitét und Assoziativitit vererben sich von M

nach M|, unter Verwendung dessen, dafl ¢ ein Ringmorphismus ist, denn fiir £, ¢ € CH und
m, m € M wird

€+ -(m+m) = @+ (m+m)
= (28 + @) (m +m) N
= G(O)m + @(E)m + G(E)m + G(€)m
= &m+Em+Em+E-m
und ~ ~
§-(&-m) = @)(@()m)
= (2(9e(E))m
= p(Ee)m
= (&) -m

Man kann fiir einen Ring R allgemein einen R-Modul definieren als eine abelsche Gruppe M, zu-
sammen mit einem Ringmorphismus R — Endgr M. Geht man so vor, so kann man hier damit ar-
gumentieren, dafl das Kompositum eines gegebenen (moduldefinierenden) Ringmorphismus mit dem
Ringmorphismus ¢ wieder ein (moduldefinierender) Ringmorphismus ist.

Esist H— C, h+— tr €M|¢(h) =trlp(e(h)) = x(p(h)) der zugehorige Charakter.

(2) GemiB der Losung zu (1) miissen wir zeigen, da8 aus M einfach und ¢ surjektiv folgt, dal M|,
einfach ist.
Zunichst folgt aus M # 0, da8 M|, # 0.

Sei nun N ein CH-Teilmodul von M|, . Es ist mit ¢ : H — G auch ¢ : CH — CG surjektiv.
Es geniigt zu zeigen, daB N ein CG-Teilmodul von M ist, denn dann folgt mit der Einfachheit des
CG-Moduls M, daB N € {0, M }.

Esist 0 € N.
Seien n, 7 € N. Seien 7, 7j € CG. Es gibt &, £ € CH mit ¢(¢) = 1 und $(€) = 7. Also wird

A = $En+¢@n = &-n+f-n e N.
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(3) Wir schreiben Charaktere als Zeilenvektoren, in der Form, in der sie auch in der Charaktertafel in

der Losung von Aufgabe 24 auftauchen.
Der obere Index zeige lediglich die Gruppe an.

Wir haben auf die ersten drei Spalten einzuschrinken. Es wird

Xls, = (111) = X
Xalls, = (1-11) = x5°
Xatlss = (3-10) = Xx3*+x35°
Xitls, = (310) = XP 45"
Xalls, = (20-1) = x3°.
(4) GemiB Losung zur Aufgabe 17.(3) geniigt es mit o1 := (1,2), o3 := (2,3) und o3 := (3,4) zu
zeigen, dafl
o(o1)? K
p(o2)? = id
©(03)? L i
(o 009)3 K
(o9 003)3 L i
o(o1 003)? L i

Eine Rechnung in S3 zeigt, dafi dies in der Tat zutrifft.
Es ist ¢ surjektiv, da bereits S5 = ((1,2),(2,3)) = (¢((1,2)),¢((2,3))) = ¢({(1,2),(2,3))) ist.
Es ist

p(id) = id
e((1,2) = (1,2
v((1,2,3)) = (1,2,3)
@((1,2,3,4) = (1,3)
e((1,2)(3,4)) = id
Dementsprechend wird
X3, = (111171) = x5
Wle = (e =
Wil = (20-102) =
Aufgabe 26
(1) Um zu zeigen, da8 fiir g € G die Abbildung
Vo W — V @ W
C C
v w — gv ® gw

als C-lineare Abbildung wohldefiniert ist, beachten wir, daf3

AMgv ® gw) + N (gv' ® gw)
p(gv @ gw) + i’ (gv ®@ gw')

g( v+ Nv') ® gw
gv @ g(pw + p'w’)

(Agv + Ngv') ® gw
gv @ (pgw + ' gw')

firv, v € Vund w, w’ € Wund X\, N, u, i/ € C.
Dies liefert einen Gruppenmorphismus G — U( End¢(V % W)), da

g(h(Zvi@)wi)) = Q(Zh%‘@hwi) = Zghvi®ghwz‘ = (gh)(zvi®wi)7
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(2)
(3)

wobei v; € V und w; € W.
Mit Aufgabe 16.(2) setzt sich dies fort zu einem C-Algebrenmorphismus CG — End¢(V % W),

was wiederum V ® W auf die gewiinschte Weise zu einem CG-Modul macht.
C

Sei M ein endlichdimensionaler CG-Modul mit x(g) = tr#ys(g) fiir g € G.
Sei N ein endlichdimensionaler CG-Modul mit 1(g) = tréx(g) fiir g € G.
Cf. Bemerkung eingangs der Losung zu Aufgabe 25.

Sei g € G.

Sei (m;); eine C-lineare Basis von M.

Sei (Ai,;j)i,; die diesbeziiglich beschreibende Matrix von £y/(g).

Sei (n; )y eine C-lineare Basis von N.

Sei (i, j7)i,j» die diesbeziiglich beschreibende Matrix von £x(g).

Es wird

Also ist die beschreibende Matrix von £jsqn(g) beziiglich der Basis (m; ® ni/) ;i) gegeben durch
C

(Nig Birng’) (it (og?) -

Deren Spur ist gegeben durch

trlugn(g) = D Aiipiy = ZA” Z pair) = (trlar(9)(trfn(9)) = x(9) - ¥(9) -

3/

Also ist x -9 der zu M ® N gehorige Charakter von G.
C

Aufgabe 27
(1) Esist
|15 | =1
(1,2)1] = 6
(1,2,3)%] = 8
(1,2,3,9)%] = 6
(1,2)(3,4)%] = 3.
Also wird
2o xal9s) xalgs) 1954 = 3-3-141-1-640-0-8+(-1)-(=1)-6+(-1)-(-1)-3 = 24
Do xa(9s) Xxs(gs) 1954 = 3-2:141-0-6+0-(=1)-8+(~1)-0-6+(-1)-2-3 =0
2 X5(95) x5(9s) [95] = 2:2:140-0-6+(=1)-(~1)-8+0-0-6+2-2-3 = 24

Es wird X4 X5 = (600072) :X3+X4

Es wird
€4 = \72;5| Zg xs(g™") g
= §(31d+(1,2) + (1,3) + (L,4) +(2,3) +(2,4) + (3,4)
_(1a27374) - (1727473) - 173a2a4) - (1?37472) - (17472a3) - (1’4a372)
_(1a2 (3a4) - (L )(2?4) - (1?4)(273 ) .
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Mit Magma kann man wie folgt eine Probe machen, dafl 4 in der Tat idempotent ist. Hierzu kénnen
wir im Teilring QS4 C CSy rechnen, zur Vermeidung von Dezimalbriichen.

S := SymmetricGroup(4);

R := GroupAlgebra(Rationals(),S);

eps4 := 1/8%(3%R!S!1 + R!S!(1,2) + R!S!(1,3) + R!S!(1,4) + R!S!(2,3) + R!S!(2,4) + RIS!(3,4)
- R!S!(1,2,3,4) - R!S!(1,2,4,3) - R!S!(1,3,2,4) - R!S!(1,3,4,2) - R!S!(1,4,2,3) - R!S!(1,4,3,2)
- R!S!(1,2)(3,4) - R!S!(1,3)(2,4) - R!S!(1,4)(2,3));

print eps4~2 - eps4;

Aufgabe 28

Schreibe zunéchst

Wzt 2 = Z (l—a Z ns tr (ws(g_l)zs))g e CG,
]

e s€[1,t

! . . . . .
wobei 2* € C"*" fiir s € [1,t]. Wir wollen o’ = w™! zeigen. Da wir bereits wissen, dal w ein Isomor-

|
phismus ist, geniigt es, w’ o w = idgg zu zeigen. Dank C-Linearitéit von w und w’ geniigt es zu zeigen,

dafl (W' ow)(h) = h fir h € G. In der Tat wird
@owh) = Sheq (b Seepgnetr (@ (g7 «* (1) )g
gea (ﬁ Dselt,g Ms trws(g_lh))g

61 Lselig ”sXs(!flh))g

Natiirlich ist das verwandte Lemma 36 ein Spezialfall von Satz 38.(2).

Aufgabe 28 ist die Verallgemeinerung von Lemma 37 von den speziellen Elementen, von denen dort die
Urbilder €5 ausgerechnet wurden, zu beliebigen Elementen.

Aufgabe 29

Sei v der Eigenwert von y. Es wird

1.
Ay = vy = Dic[i k) VHiTi
2.
- Zie[l,k] piAw; = Zie[l,k] AifhiT;
also 32y (v — Ai)piwi = 0.
Da (z1, ..., x)) linear unabhingig ist und da p; # 0 fiir ¢ € [1,¢], folgt v = \; fiir alle ¢ € [1,¢].

Aufgabe 30

// test data

p = 3;
n := 4;
V := VectorSpace(GF(p),n);



106

M := MatrixRing(GF(p),n);
k := 3;
Mk := CartesianProduct([M : i in [1..k]1); // Mk =M xMx ... x M

A := Mk!<M!DiagonalMatrix([1,0,1,1]) ,M!DiagonalMatrix([1,1,-1,1]) ,M!DiagonalMatrix([1,0,1,-1])>;
AA := Mk!<M!DiagonalMatrix([1,0,1,1]) ,M!DiagonalMatrix([1,1,-1,1]),
M!Matrix([[lﬁo’lﬁ_l],[09_1’0’1]’[1’030’1]’[030’1’1]])>;

// function

eigenvector_simult := function(p,n,A)
k := #A;
M := MatrixRing(GF(p),n);
MVN := RMatrixSpace(GF(p),0,n);
MV := RMatrixSpace(GF(p),1,n);
V := VectorSpace(GF(p),n);
eigensp := [V];
for i in [1..k] do
eigensp_new := [V]; // to initialise eigensp_new
Prune(“eigensp_new); // to initialise eigensp_new
for E in eigensp do
for ev in Eigenvalues(A[i]) do
Emeet := E meet Kernel(Transpose(A[i] - ev[1]*M!1));
if Dimension(Emeet) gt O then
Append ("“eigensp_new,Emeet) ;
end if;
end for;
if eigensp_new eq [] then
break i;
end if;
end for;
eigensp := eigensp_new;
end for;
matrix := MVN!O;
for E in eigensp do
for x in Basis(E) do
matrix := VerticalJoin(matrix,MV'x);
end for;
end for;
return Transpose(matrix);
end function;

// test

print eigenvector_simult(p,n,A);
print eigenvector_simult(p,n,AA);

Aufgabe 31

// test data

p :=7;
:= SymmetricGroup(5); // S5

wn
]
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G := sub< S | (1,2,3,4,5), (2,5)(3,4)>; // D10
GG := sub< S | (1,2,3), (1,2,3,4,5)>; // A5

// function

gamma := function(G,p)

t := #ConjugacyClasses(G);

g := [ConjugacyClasses(G)[s][3] : s in [1..t]];

gG := [{gls]l"x : xin G } : s in [1..t]];

M := MatrixRing(GF(p),t);

Mk := CartesianProduct([M : s in [1..t]]); // Mk =MxMx ... xM

return Mk!<M! [#{x : x in CartesianProduct(gG[r],gG[s]) | x[1]1*x[2] eq glal} :

ain [1..t], s in [1..t]] : r in [1..t] >, t, g, gG;
end function;

// test

print gamma(S,p);
print gamma(G,p);
print gamma(GG,p);

Aufgabe 32

Halten wir zunéchst fest, daf§ ®,,,(0) € {—1,+1} fir m > 1, wie aus [, Pa(X) = X™ — 1 und also
14 ®a(0) = —1 mit Induktion nach m > 1 folgt.

Genauer gesagt folgt ®,,(0) = 1 fiir m > 2 per Induktion aus Hd|m, A1 P4(0) = 1.

(1) O.E.ist n > 2.
Da b=, 0, ist ,,(b) =, ®,(0) € {—1,+1}. Also ist g kein Teiler von n, da es sonst auch —1 oder
+1 teilen wiirde.
Aus @,,(b) =4 0 und ¢,,(X) | (X™ — 1) folgt, daB b" =, 1.
Sei r > 1 maximal mit b" =, 1. Dies existiert, da zum einen " =, 1, und da zum anderen aus
b=, 0 wegen n > 2 folgt, dal b™ #£ 1.
Es ist n die Ordnung von b+ ¢"Z in U(Z/q"Z), denn fiir d|n mit d < n ist

b -1

q| ®u®) | 15—

und also ¢" kein Teiler von b% — 1.

Folglich ist n ein Teiler von |U(Z/q"Z)| = ¢"~1(¢—1). Da n und q teilerfremd sind, folgt n|(g— 1),
und also ¢ =, 1.

Cf. [4, Th. 2.3].

(2) Angenommen, die Menge {p € Z~¢ : pprim, p=, 1} ist endlich. Sei P das Produkt ihrer
Elemente (also P = 1, falls keine vorhanden). Da ®,,(X) ein normiertes Polynom von Grad
> 1 ist, gibt es ein = € Z>o mit ®,(xPn) > 1. Sei ¢ ein Primteiler von ®,(zPn). Es ist
@, (xPn) =p 0,(0) € {-1,+1}. Also ist ¢ kein Teiler von P, da es sonst auch +1 oder —1
teilen wiirde. Aber mit (1) ist ¢ =,, 1. Wir haben einen Widerspruch, da alle solchen Primzahlen
Teiler von P sind.
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Eine (nicht besonders gute) obere Schranke fiir die jeweils néichste Primzahl p mit p =, 1 kann aus
diesen Argumenten auch gewonnen werden, wenn man sich noch ein tg mit ®,(¢) > 1 fiir t > to
beschafft.

Nach dem Satz von Dirichlet ist allgemeiner fir m € [1,n — 1] mit ggT(m,n) = 1 die Menge
{p € Z~o : p prim, p =, m } unendlich. Dies zeigt man mit Mitteln der Funktionentheorie.

Aufgabe 33

// test data

S := SymmetricGroup(5); // 85
G :=sub< S | (1,2,3,4,5), (2,5)(3,4)>; // D10
GG := sub< S | (1,2,3), (1,2,3,4,5)>; // A5

// function

theta_p := function(G)
e := Exponent(G);
p := Order(G) + 1; // initialise
while not IsPrime(p) do
p +:= e;
end while;
for x in [1..p-1] do
if Order(GF(p)!x) eq e then
bzeta := GF(p)!x;
break x;
end if;
end for;
R := ext<Integers() | CyclotomicPolynomial(e)>;
if e ge 3 then
zeta := R.2;
elif e eq 2 then
zeta := R!-1;
else
zeta := R!1;
end if;
th := hom< R -> GF(p) | bzeta > ;
return R, th, p, e, zeta;
end function;

// test

R, th, p, e, zeta := theta_p(G);
print R, th, p, e, zeta;
R, th, p, e, zeta := theta_p(GG);
print R, th, p, e, zeta;
R, th, p, e, zeta := theta_p(S);
print R, th, p, e, zeta;

Aufgabe 34

(1) Wir kennen die Funktionen gamma von Aufgabe 31, eigenvector_simult von Aufgabe 30, und
theta_p von Aufgabe 33.
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Dazuhin schreiben wir folgende Funktion, die zu jedem Index s in [1,¢] und jedem ¢ € Z den Index
der i-ten Potenz des Konjugationsklassenreprisentanten gy ausgibt.

power_index := function(s,i,g,gG)
for r in [1..#g] do
if gls]”i in gG[r] then

return r;

break r;
end if;
end for;

end function;

Nun zum eigentlichen Dixon-Algorithmus. Wir merken dabei die Schritte aus Algorithmus 51 in
der dortigen Z#hlung an.

// test data

S := SymmetricGroup(5); // S5
G := sub< S | (1,2,3,4,5), (2,5)(3,4)>; // D10
GG := sub< 3 | (1,2,3), (1,2,3,4,5)>; // A5

// function

Dixon := function(G);
// (1)
R, th, p, e, zeta := theta_p(G);
bar_zeta := th(zeta);
K<zeta> := NumberField(R);
// (2), takes time
A,t,g,gG := gamma(G,p);
// (3)
beta := Transpose(eigenvector_simult(p,t,A));
// (4)
n := [Integers()!(Sqrt(Integers()!(
(GF(P) ' (#G)) / &+[
betalr] [s] * betalr] [power_index(s,-1,g,gG)] / GF(p)! (#gG[s])
: s in [1..t]]
))) :rin [1..t1];
// (5)
theta_chi := MatrixRing(GF(p),t)!
[betalr][s] * GF(p)!(nlr]) / GF(p)!(#gGlsl) : s in [1..t], r in [1..t]1];
// (7) (step (6) done with power_index;)
// MatrixRing(K,t)-entries look better than MatrixRing(R,t)-entries
chi := MatrixRing(K,t)![
&+[Integers() ! (
&+[bar_zeta”(-i*1) * theta_chil[r] [power_index(s,i,g,gG)] : i in [0..e-1]]
/(GF(p)'e)) * zeta”™l : 1 in [0..e-1]]
: s in [1..t], r in [1..t]];
// swap trivial character to top
for r in [1..t] do
if &and[chil[r][s] eq K!1 : s in [1..t]] then
SwapRows (“chi,r,1);
break r;
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end if;

end for;
return MatrixRing(K,t)!chi,e,"\n",g;
end function;

// test
Dixon(G);

Dixon(GG) ;
Dixon(S);

(2) (2.1) Zu Cs3. Unser Programm

C3 := sub<SymmetricGroup(3)|(1,2,3)>;

Dixon(C3);
gibt
[ 1 1 1]
[ 1 -zeta - 1 zeta]
[ 1 zeta -zeta - 1]
3
[
1d(C3P),
1, 2, 3),
(1, 3, 2)
]

Dies stimmt mit dem Resultat von CharacterTable iiberein; cf. Aufgabe 24.(1).

(2.2) Zu S;. Unser Programm

Dixon (SymmetricGroup(3));

gibt

[1 1 1]

[1 -1 1]

[2 0 -1]

6

[

I1d($),
1, 2),
1, 2, 3

]

Dies stimmt mit dem Resultat von CharacterTable iiberein; cf. Aufgabe 24.(2).

(2.3) Zu S;. Unser Programm
Dixon(SymmetricGroup(4));

gibt



(3) (3.1)

11 1 1 1]
3-1-1 0 1]
2 2 0-1 0]
3-1 1 0 -1]
1 1-1 1-1]

I1d($),

(1, 2@, 4,

(1, 2),

1, 2, 3),

1, 2, 3, 4
]
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Dies stimmt mit dem Resultat von CharacterTable bis auf Permutation der Zeilen iiberein;

cf. Aufgabe 24.(3).

Zu Dy . Unser Programm

D10 := sub<SymmetricGroup(5)|(1,2,3,4,5),(2,5)(3,4)>;

Dixon(D10);

gibt

L W B e W e |
= NN

—/ O

14(D10),

(2, 5)(3, 4,

1, 2, 3, 4, 5),

(1, 3, 5, 2, 4)
]

1

1

0 zeta”™3 - zeta™2 - 1

0
-1

1]
-zeta"3 + zeta"2]

-zeta"3 + zeta"2 zeta"3 - zeta"2 - 1]

1

1]

Dies stimmt mit dem Resultat von CharacterTable bis auf Permutation der Zeilen iiberein;
cf. Aufgabe 24.(4), da (19 = —¢2 ist und sich so

und

Go—Co—1

G-¢-1

G+ G = CH+E = -GHE+E+HE+) -1 = -G -1

ergibt.

Zu Sg . Unser Programm

Dixon (SymmetricGroup(6));

gibt

[1 1 1 1 1 1 1 1
[6-1 3 1-1 2-1 1
[6-3 1 1 2-1-1-1
[1-1-1 1 1 1 1-1

1 1 1]
0 -1 0]
0 0 1]
1 -1 -1]
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(3.1)

[16 0 0 0-2-2 0 0 1 0O 0]
[9 331 0 0 1-1-1 0 0]
[10 2-2-2 1 1 0 0 0-1 1]
[5 1-3 1-1 2-1-1 0 1 0]
[5 3-1 1 2-1-1 1 0 0 -1]
[9-3-3 1 0 0 1 1-1 0 0]
[10-2 2-2 1 1 0 0 0 1 -1]
60
[

Id($),

(1, 2@, 45, 6),

1, 20,

1, 2@, 4,

1, 2, 3)(4, 5, 6),
(1, 2, 3,

(1, 2, 3, 4)(5, 6),
(1, 2, 3, 4),

(1, 2, 3, 4, 5),
(1, 2, 3, 4, 5, 6),
(1, 2, 3)(4, 5

]

Dagegen gibt CharacterTable, bereits nach Umsortieren der Zeilen :

Class | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Size | 1 15 15 45 40 40 90 90 144 120 120
Order | 1 2 2 2 3 3 4 4 5 6 6
X.1 + 1111 1 1 1 1 1 1 1
X.4 + 5-1 3 1-1 2-1 1 0 -1 0
X.3 + 5-3 11 2-1-1-1 0 O 1
X.2 + 1-1-1 1 1 1 1-1 1 -1 -1
X.11 + 16 0 0 0-2-2 0 O 1 0 O
.7 + 9 3 31 0 0 1-1 -1 0 O
X.10 + 10 2-2-2 1 1 0 0 O -1 1
X.6 + 5 1-3 1-1 2-1-1 0 1 0
X.5 + 5 3-1 1 2-1-1 1 0o 0 -1
X.8 + 9-3-3 1.0 0 1 1 -1 0 O
X.9 + 10-2 2-2 1 1 0 0 O 1 -1

Das ist dasselbe, wenn wir noch beachten, dal Magma seine eigene Reihenfolge der Konju-
gationsklassen auch fiir seine Charaktertafel verwendet.

Zu Ag . Unser Programm
Dixon(AlternatingGroup(6));
gibt

[1111111]

[80 -1 -1 0 -zeta"14 + zeta"6 + zeta"4 zeta"14 - zeta"™6 - zeta"4 + 1]
[91 001 -1 -1]

[8 0 -1 -10 zeta"14 - zeta"6 - zeta™4 + 1 -zeta"14 + zeta"6 + zeta™4]
[10 -2 1 1 0 0 0]



113

[51-12-10 0]
[6512-1-10 0]

60
[

Id($),

(1, 2@, 4,

1, 2, 3)4, 5, 6),

1, 2, 3),

(1, 2, 3, 4 (5, 6),

1, 2, 3, 4, 5),

(1, 3, 4, 5, 2)
]
Dagegen gibt CharacterTable, bereits nach Umsortieren der Zeilen :
Class | 1 2 3 4 5 6 7
Size | 1 45 40 40 90 72 72
Order | 1 2 3 3 4 5 5
X.1 + 11 1 1 1 1 1
X.4 + 8 0-1-1 0 Z1 Z1#2
X.6 + 9 1 0 0 1 -1 -1
X.5 + 8 0 -1-1 0 Z1#2 zZ1
X.7 + 10-2 1 1 O 0 0
X.3 + 5 1 -1 2 -1 0 0
X.2 + 5 1 2-1-1 0 0

# denotes algebraic conjugation, that is,
#k indicates replacing the root of unity w by w'k
Z1 = (CyclotomicField(5: Sparse := true)) ! [ RationalField() | 0, 0, -1, -1 ]
Es ist (3, = (30, und also
—Goo +C T ¢ = —Co+ o+ Go
60 —Co—Co+tl = Go—Ch—CGo+1.

Wir haben das Kreisteilungspolynom ®30(X) = X8 + X7 — X5 — X% — X3 + X + 1, wie
Magma via CyclotomicPolynomial (30) liefert, konnen also reduzieren zu

“G-G = —GE-GE = o+ G+
GG = G- = oG-+,
wie Magma via
R<zeta> := ext<Rationals() |CyclotomicPolynomial(30)>;

- zeta"12 - zeta"18;
- zeta"24 - zeta”6;

liefert.

Also stimmen die beiden resultierenden Charaktertafeln iiberein, wenn wir noch beachten,
dal Magma seine eigene Reihenfolge der Konjugationsklassen auch fiir seine Charaktertafel
verwendet.
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Aufgabe 35
(1) Sei M" = r(mY, ..., m}) fiir ein ¢t > 0 und fiir m; € M" fir ¢ € [1,t]. Wihle m; € M mit
p(m;) =m} fir i € [1,t]. Sei Kernp = g(m/, ..., m.) fiir ein s > 0. Wir behaupten, daB
M+ r(my, ...oml, my, o my) .
Sei m € M gegeben. Schreibe p(m) = wim{ + -+ + wym] fiir gewisse w; € R. Es ist

p(m — (wymy + -+ - + wymy)) = 0. Also ist m — (wymq + -+ + wymy) € Kernp, und wir kénnen
m— (wymy + -+ +wgmy) = zymj + - -+ + zgml, schreiben fiir gewisse z; € R. Insgesamt wird

m = (wymy + - +wymy) + (z1mf + -+ + zeml) .

Dies zeigt die Behauptung.
(2) Schreibe N = g(n1, ..., ng) mit £ > 0 und mit n, € N fiir 7 € [1, ).
Wir haben eine surjektive R-lineare Abbildung

Rt L. N

(ri)i Zie[Lg] Ty
Also haben wir auch eine surjektive R-lineare Abbildung
f|§v\/[—1(M) D fTHM) — M.

Kénnen wir zeigen, daf der Teilmodul f~'(M) von R®* endlich erzeugt ist, so gilt dies auch fiir
M, da wir die Bilder der gefundenen Erzeuger von f~!(M) unter f als Erzeuger von M verwenden
konnen.

Somit ist 0.E. M C R®¢ = N.

Wir fiihren eine Induktion nach ¢ > 0. Fiir £ = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also £ > 1 und die
Aussage fiir £ — 1 bekannt.

Sei R® 2+ ROU=D) (py ry, ... re)b—>(r2, ..., r¢). Es ist p eine R-lineare Abbildung. Sei

M" = Im(p|pr) € RPED. Als Teilmodul von R®“~1 ist M nach Induktionsvoraussetzung
endlich erzeugt. Wir haben eine surjektive R-lineare Abbildung p|}}" : M — M".

Wir haben die injektive R-lineare Abbildung

Kern(p|¥") = {(r1,...,7¢) € R® : (r1,...,7) € M, 7, =0 firie[2,/]} — R
(ri,...,re) > 11

Thr Bild ist wegen R Hauptidealbereich von einem Element und also endlich erzeugt. Somit ist
auch Kern(p|}") als zu diesem Bild isomorpher R-Modul endlich erzeugt.

Somit sind die in (1) gemachten Voraussetzungen an M und Kern(p|}") erfiillt, und wir kénnen
schlieflen, dafl M endlich erzeugt ist.

Aufgabe 36

Vorbemerkung. Sei R ein Integrititsbereich. Gebe es eine Abbildung f : R\ {0} — Z>¢ so, daf es fiir
r, s € R~ {0} ein ¢ € R und ein p € R mit r = sq+ p und (p =0 oder f(p) € [0, f(s) — 1]) gibt.

Behauptung. Es ist R ein Hauptidealbereich.
Sei @ C R ein Ideal. Wir haben zu zeigen, dal es ein a € R gibt mit a = (a). Sei 0.E. a # {0}. Sei
|

a € a~ {0} mit f(a) minimal. Wir wollen a = (a) zeigen. Zu zeigen ist C. Sei b € a. Wir wollen b é (a)
zeigen. O.E. ist b # 0. Schreibe b = ag+ p mit ¢ € R und (p = 0 oder f(p) € [0, f(a) — 1]). Es ist
p=>b—aq € a. Wire p # 0, so wire f(p) < f(a), im Widerspruch zur Minimalitéit von f(a). Also ist
p =0 und also b = aq € (a). Dies zeigt die Behauptung.
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Seig: Qi) — Qx0, z+yit— |z+yil]* = 22 +y?, wobei z, y € Q. Wir miissen zeigen, daf} f :=
g|;[>i]°\{0} die in der Vorbemerkung geforderte Eigenschaft hat. Beachte, dafl g(z - w) = g(z) - g(w)
fir z, w € Q(i).

Seien r =a+bi, s=c+di € Z[i] \ {0} gegeben, wobei a, b, ¢, d € Z. In Q(i) sei

a+bi

crdi = u+vl

mit u (= (ac+ bd)/(c? + d?)) und v (= (bc — ad)/(c* + d?)) aus Q.
Seien up € Z und vy € Q mit v = ug + u; und |ug| < 1/2.
Seien vp € Z und v; € Q mit v = vy + vy und |vq| < 1/2.

!
Koénnen wir zeigen, dal g(uy + v1i) < 1, dann wird

a+bi = (utvi)le+di) = (ug+voi)(c+di)+ (u; +v1i)(c+ di)

€ Z[i]

mit, falls u; + v1i # 0,

Fl(wr +vid(e+dD) = gl +oi)- fle+di) T fle+di).

In der Tat wird
glup +vi) = uwi+0f < (1/22+(1/2) = 1/2 < 1.

Wir schreiben kurz o := v/—5. Es ist also a2 = —5.

Wir wollen zeigen, dafl zj4)(1 + «, 2) kein Hauptideal ist. Damit ist dann gezeigt, daf Z[a] kein
Hauptidealbereich ist.
Annahme, es ist zio(1 + @, 2) = z[o){z + ya) fiir gewisse z, y € Z.

Bs ist zjo(z +ya) = z(z +ya, =5y + za). Der Index der Untergruppe z(z + yo, —5y + za) in
der abelschen Gruppe Z[a] = z(1, «) ist

|Z[a] /) (z +ya)| = |det(27%Y) | = 2% + 592,

wie man sich mit dem Elementarteilersatz iiberlegt; cf. Satz 4. In der Tat gibt es nach loc. cit.
eine Z-lineare Basis (£ , 32) von Z[a/], fiir welche die Untergruppe z[o)(z + ya) die Z-lineare Basis
(21081, 22032) hat fiir gewisse 21, 2o € Z. Die Faktorgruppe ist damit isomorph zu Z/21Z & Z/29Z,
hat also Ordnung |z122|. Auf der anderen Seite ist dies die Determinante der Einbettung, die bis
auf Vorzeichen von den Basiswahlen unabhingig ist.

Dagegen ist zj4)(1 +a, 2) = z(1 +a, 2, =5 + a, 2a). Mittels SmithForm erhalten wir

10 1 -2

(5719 =N EED | oy 1,

€ GL3(Z) 01 -1 1
N——

€ GL4(Z)

Also ist zpa(1+ @, 2) = z(1 — «, 2) und Z[a]/z[q (1 + a, 2) ~ Z/2 als Z-Moduln, insbesondere
also |Z[a]/ zja)(1 + o, 2)| = 2.

Somit ist 22 + 5y? = 2, wobei z, y € Z. Da dies weder fiir |y| > 1 noch fiir y = 0 sein kann, sind
wir an einen Widerspruch angelangt.
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(3) Schreibe ¢ := (5.
Sei

g+ Q) — Qo
4yl F |r+y? = (@+y)(@+y®) = 2> —ay+y? = (v —y/2)% +3y%/4,

wobel z, y € Q. Wir miissen zeigen, dal f := g|§i(]’\ {0} die in der Vorbemerkung geforderte

Eigenschaft hat. Beachte, daf g(z - w) = g(2) - g(w) fiir z, w € Q(().
Seien r =a +b(, s = c+d¢ € Z[¢] ~ {0} gegeben, wobei a, b, ¢, d € Z. In Q(() sei

a+ b¢
c+d¢

= u+v¢

mit u (= (ac + bd — ad)/(c? — cd + d?)) und v (= (be — ad)/(c® — cd + d?)) aus Q.
Seien up € Z und uy € Q mit u = ug + uy und |uq| < 1/2.
Seien vp € Z und v; € Q mit v = vy + vy und |vq| < 1/2.

|
Koénnen wir zeigen, dal g(uy + v1¢) < 1, dann wird

a+b( = (utv)(c+dC) = (uo+vol)(c+d()+ (ur +vi()(c+dC)

€Z[(]

mit, falls u; + v1¢ # 0,

flc+d¢)>0

f((ur +v1Q)(c+dQ)) = glur +viQ) - fle+dQ) < fle+d().
In der Tat wird
gl +10) = (ur —v1/2)2+303/4 < (3/0)2+ (3/4)(1/2)2 = 3/4 < 1.

Aufgabe 37

Es ist

95| ( o
. Xr gs) € Q(Ce)

fiir r, s € [1,t]; cf. Bemerkung 45.

Beachte, daB hierfiir die Aussage Oq(¢,) = Z (] aus Satz 89 nicht benstigt wird, sondern nur das Argument
zu Bemerkung 45, das, in dortiger Bezeichnung, zeigt, dafl 34, Nullstelle eines normierten Polynoms mit
ganzzahligen Koeffizienten ist.

Also ist

|G| s.38.1) 1 s — B.45,A.23.(1) B.53 Bsp. 60.(1)

=T S @ xe(e) = D0 S xe(90) xe(05) € Oqe)NQ =" 0q = 1Z.
T " geG se[1,]

Aufgabe 38

(1) Wegen R Hauptidealbereich 148t sich in R ~\ {0} jedes Element als Produkt von Primelementen
aus R~ {0} schreiben 148t; cf. Aufgabe 6.(2).

Das ist die einzige Eigenschaft, die wir vom Integritidtsbereich R verwenden werden.
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Beachte, dafi prime Elemente von R ~\ {0} irreduzibel sind; cf. Losung zu Aufgabe 6.(1). Der
Vollsténdigkeit halber wiederholen wir hier das Argument. Sei y € R ~\ {0} prim. Wir wollen
zeigen, dafl y irreduzibel ist. Annahme, nicht. Zunéchst ist y eine Nichteinheit, da R/(y) als In-
tegritdtsbereich ungleich {0} ist. Sei y = wv mit Nichteinheiten uw, v € R. Da y # 0, sind auch
u, v # 0. Dann ist wv =, 0, und also 0.E. v =, 0, da R/(y) ein Integritatsbereich ist. Somit ist
u = yw fir ein w € R. Aus u = yw = wvw folgt 1 = vw, im Widerspruch zu v Nichteinheit.

Ein Polynom g(X) = >>,5,9: X" € R[X] \ {0} heifie primitiv, falls es kein Primelement p € R{0}
gibt, welches g; teilt fiir alle ¢ > 0.

Vorbemerkung 1. Jedes Polynom w(X) = Y5 qw; X' € K[X] ~ {0} kann geschrieben werden
als w(X) = q-w(X) mit ¢ € Q ~ {0} und w(X) € R[X] primitiv. Ist w(X) € R[X] ~ {0}, so
ist auch ¢ € R. Ist ¢ - w(X) = ¢ - w(X) mit ¢, ¢ € Q ~ {0} und w(X), w(X) € R[X], so ist
¢t € U(R).

Beweis. Zur Existenz. Nach Multiplikation mit den Nennern der Koeffizienten diirfen wir w(X) €
R[X] annehmen. Fiir i > 0 mit w; # 0 schreiben wir

w; = € Hpni(p) ,
pEP

wobei P eine geeignete endliche Menge von Primelementen von R ~ {0} ist, in welcher fiir p, p" € P
gilt, daB aus pp'~! € U(R) bereits p = p’ folgt. Sei

q = Hpmin{m(p):iEO, w;#0 } c R.
peP

Dann ist w(X) := ¢~' - w(X) € R[X]. Schreibe w(X) = Y, w; X".
Wir behaupten, dafl w(X) primitiv ist. Annahme, es gibt ein p; € R~ {0} prim, welches w; teilt
fiir alle ¢ > 0. Sei nun j > 0 mit w; # 0 gewahlt. Es ist

By = ;- [[ pr@ im0}
peP

Da p; prim ist und da e; € U(R) ist, ist p; ein Teiler von po fiir ein py € P. Dann aber ist
po = p1s fiir ein s € R. Da pg prim ist, ist pg irreduzibel. Da p; prim ist und also Nichteinheit,
folgt s € U(R). Also ist auch pg ein Teiler von w; fiir alle ¢ > 0.

Es gibt ein k > 0 mit wy # 0 und ng(po) = min{ n;(po) : ¢ = 0, w; # 0}. Also ist

Wy = ey - H p"k(P)_min{ ni(p):i20} _ ey - H pnk(p)—min{ ng(p):k=0} )

peEP pEP~{po}

Da pg ein Primteiler von wy, ist und da e; € U(R) ist, ist po ein Teiler eines p € P\ {po}. Dann
aber ist p = pot fiir ein ¢t € R. Da p prim ist, ist p irreduzibel. Da py prim ist und also Nichteinheit,
folgt ¢ Einheit. Nach Wahl von P folgt p = pg, und wir haben einen Widerspruch. Also ist w(X)
primitiv.

Zur Eindeutigkeit bis auf einen Faktor aus U(R). Sei ¢- w(X) = ¢'-@(X) mit ¢, ¢ € @~ {0} und
w(X), w(X) € R[X]. Schreibe ¢/¢' = r/r" mit r, 7’ € R~ {0} ohne gemeinsamen Primteiler. Dann
ist r-w(X) =" -w(X). Annahme, es gibt einen Primteiler p von r. Es ist p ein Teiler von 7/ - w(X).
Da p prim und kein Teiler von 7’ ist, teilt p alle Koeffizienten von w(X), im Widerspruch zu w(X)
primitiv. Also ist » € U(R). Genauso folgt auch ' € U(R). Folglich ist auch ¢/¢' =/’ € U(R). o
Vorbemerkung 2. Das Produkt zweier primitiver Polynome g(X) = 2,5, g: X" und h(X) =
Yiso hiX" in R[X] ist wieder primitiv.

Beweis. Annahme, es gibt ein Primelement p € R, welches Zie[o,k] gihi—; teilt fur alle k > 0. Sei
a > 0 maximal mit (p) 2 (ga), existent wegen ¢(X) primitiv. Sei b > 0 maximal mit (p) 2 (hs),
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existent wegen h(X) primitiv. Dann teilt p das Produkt g; heqp—; fiir alle i € [0,a+b] ~ {a}. Dap
auch EiE[O,aer] Gi hayu—; teilt, teilt p auch g4 by . Da p prim ist, folgt daraus, dal p auch g, oder
hy teilt, im Widerspruch zur Wahl von a oder von b. o
Nun zur Aufgabe. Schreibe u(X) = ¢’a(X) mit ¢ € @~ {0} und a(X) € R[X] primitiv; schreibe
v(X) =¢"0(X) mit ¢" € Q \ {0} und 9(X) € R[X] primitiv; cf. Vorbemerkung 1.
Esist f(X) =u(X) -v(X)=¢q¢" a(X)-9(X) mit 4(X) - 9(X) primitiv; cf. Vorbemerkung 2. Da
f(X) € R[X], ist ¢'¢" € R; cf. Vorbemerkung 1.
Es ist ¢ tu(X) = @(X) € R[X]. Es ist ¢v(X) = (¢'¢")¢" (X)) = (¢'¢")v(X) € R[X].

(2) Ist pa,(X) € Z[X], dann ist a € O .
Sei umgekehrt o € Og. Sei f(X) € Z[X] normiert mit f(a) = 0. Es ist f(X) = pa,q(X) - g(X)
fiir ein g(X) € Q[X]. Da f(X) und pa,q(X) normiert sind, ist auch ¢g(X) normiert. Nach (1) gibt
es ein ¢ € Q~ {0} mit ¢ pio (X) € Z[X] und ¢~ ' - g(X) € Z[X]. Da pa,q(X) und g(X) normiert
sind, ist ¢ € Z und ¢~! € Z, mithin ¢ € {—1,+1}. Also ist bereits u,(X) € Z[X].

Aufgabe 39

Schreibe a := V/d. Es ist also o = d. Schreibe K := Q(v/d).
Esist Q(a) = q(l,a) ={u+va : u,v € Q}.

Sei [ :=u+va € Q(«a) gegeben, wobei u, v € Q.

Fallv =10. Es ist ug q(X) =X —u € Z[X] genau dann, wenn u € Z. Also ist diesenfalls 5 € O genau
dann, wenn u € Z.

Fall v # 0. Es ist 3% = u? + 2uva + v2a? = (u? + dv?) + 2uva. Also ist
% —2uf = (u? + dv?) + 2uva — 2u* — 2uva = dv* —u?
und folglich
taq(X) = X? —2uX + (u? — dv?) .

Nach Aufgabe 38.(2) ist 3 € Ok genau dann, wenn 2u € Z und u? — dv? € Z. Schreibe u = u’/2 mit
u' € Z. Es sollte also v’ € Z und v € Q noch so sein, da§ u/?/4 — dv? € Z. Es sollte jedenfalls v? € LZ
sein. Da d quadratfrei ist, muB v € $Z liegen. Schreibe v = v//2 mit v' € Z \ {0}. Insgesamt ist 3 € O
genau dann, wenn

(%) u? =4 dv'? .

Ist v’ =5 0, dann mufl wegen d #4 0 auch v’ =5 0 sein. Diesenfalls ist dann 8 = (v//2) + (v'/2)a € Ok.

12 — 2 —

Ist u' =5 1, dann ist u 4 1, somit notwendig auch v’ =5 1, also auch v 4 1 und mithin die Kongruenz
(%) nur erfiillbar, wenn d =4 1. Diesenfalls ist sie erfiillt, falls v’ =5 1 und v’ =5 1.
Fassen wir nun beide Fdlle zusammen.

Ist d #4 1, so ist

Ok = ZU{u+va:ueZ veZ~{0}}
= Z<1,0é>
= Zlo].
Ist d =4 1, so ist
Ok = ZU{u+va:ueZ veZ~{0}}U{utva:uei+Z ves+7Z}

= z{l,a,(1+a)/2)
= 2(L(1+0a)/2)
= Z[(1+a)/2].
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Formulieren wir nochmals in unsere urspriingliche Notation um.

Ist d #4 1, 50 ist Oz = Z[Vd) .

Ist d=41,s0ist Oq( g = Z[(1++d)/2] .

Insbesondere ist e.g. Og(/~5) = Z[v/—5] kein Hauptidealbereich; cf. Aufgabe 36.(2).

Ferner ist e.g. Oq 5 = Z[(1+ V/5)/2] # Z[\/5].
Aufgabe 40

(1) Schreibe £:=[K : Q(a)]. Esist n = [K : Q] = [K : Q(a)] - [Q(0) : Q] = ¢ - m.

Sei (B1, ..., Be) eine Q(«)-lineare Basis von K.
Es ist (a,...,a™"!) eine Q-lineare Basis von Q(«).
Nach Algebra ist
(510[07 DRI ﬁlam_l 9 ﬁanv DRI /82047”_1 9 ey ﬁfaov e 7ﬁfam_1)
eine Q-lineare Basis von K. Beziiglich dieser wird die Abbildung K — K, v+ ary durch die
Blockdiagonalmatrix
diag(A,..., A)

mit ¢ Eintrdgen beschrieben, wobei

0 —aop
0 —ay
0 —a
A = .
0 —Aam -2
1 —am_1

eine Begleitmatrix von fiq,q(X) ist.
Danun tr A = —am,_1, folgt Trgq(a) =L -tr A= —[K : Q(a)] - a1 .

(2) Sei nun o € Ok . Nach Aufgabe 38.(2) ist pq,Q(X) € Z[X]. Insbesondere ist also an,—1 € Z.
Mit (1) folgt somit, dafl
Trgiqa) = —[K:Q(a)]-am-—1 € Z.
Aufgabe 41

Sei G = z(&1, ..., &) Bsist G* = z(&, ..., &), mit & € K fiiri € [1,n] so, daB Trgq(&i-€}) = 85
fiir j € [1,n]; cf. Beweis zu Bemerkung 66.(2). Schreibe (a;;)i; = (Trxjq(& - §j))ij und (aj ;);; =

2%
Es ist

(*) & = Zai,j‘f;
J

fiir 7 € [1,71], da TrK\Q(Zj Q;,j fj* . Ek) = Ej a5 8j,k =air = TI"K|Q(§Z’ ék) fir k € [1,n}.
Genauso folgt auch, dafl

(%) & = Za;,j &)
J
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Insbesondere ist
-1
(k) ((aig)ig) = (ai;)i; € GLa(Q).

(1) Esist

(*;*) det ((ai,j)i,j)_l = A(G) .

A(G#) = det ((a;;)i;)|
(2) Dank (x) ist G C G¥ gleichbedeutend mit (a; ;); ; € Z™*™.

Da A(G) - (a} )i, () det((ai;)i;) - ((ai’j)i,j)_l € Z™*™ unter Verwendung der Cramerschen

]

Regel, ist dank () auch A(G) - G# C G.
SchlieBlich ist |G# /G| gleich dem Produkt der Betriige der Elementarteiler der die Einbettung
G — G7# beschreibenden Matrix (a; ;)i ;, also gleich dem Betrag ihrer Determinante, i.e. gleich

[A(G)]-

Auch aus |A(G)| = |G# /G| folgt, daB |A(G)| - (G#/G) =0, i.e. daB |A(G)| - G# C G.

Aufgabe 42

Schreibe a := v/d. Es ist o = d.

Fall d #4 1. GemiB Aufgabe 39 ist O = Z[a].

Es ist (1, «) eine Z-lineare Basis von Of . Ihrbeziiglich rechnen wir
Trgi(l) = tr(of) = 2
Trgjq(@) = tr(ge) = 0.

Die Grammatrix der Spurbilinearform beziiglich dieser Basis ist also

(TrKIQ(l'l) TrK|Q(1-o¢)) _ (2 0)
Tri|q(a-l) Trgq(are) ) — \02d) -

Also wird Ag = det ( Qod) = 4d.
20 )—1

2
0
Ferner ist (0 % = (1(/)2 1 /(02 d)). Also ist eine Dualbasis unserer Basis (1, «) gegeben durch

(1/2-14+0-a,0-1+2d) " -a) = ( ).

B

)

(SIS

Fall d =4 1. Geméfl Aufgabe 39 ist Ox = Z[(1 + «)/2].

Es ist (1, (1 + «)/2) eine Z-lineare Basis von Of . Thrbeziiglich rechnen wir

Trgiq(a) = tr<_21 (d_ll)/2> = 0.

Die Grammatrix der Spurbilinearform beziiglich dieser Basis ist also
Trgiq(1-1) Tri|q(1l-(a+1)/2) N 2 1
Trijq((@+1)/2:1) Trijq((a+1)/2-(a+1)/2) ) = \1(d+1)/2 ] =
Also wird Ax = det (% (d+11)/2) =d.

—1
Ferner ist (? (d+11)/2) =d! ( (dtll)/z _21) Also ist eine Dualbasis unserer Basis (1, (a+1)/2) gegeben
durch

(AN d+1)/2+ (-1)(a+1)/2), d(-1+2+1)/2)) = (5-355, §)-

R



Aufgabe 43

// test data

P<X> := PolynomialRing(Rationals());
K<a> := NumberField(X"3 + X + 1);

bl := [1,a,a"2,1+a];

b2 := [a+a"2,2*a,1+a"2,1/2];

Ki<u> := NumberField(X"4 + X + 1);
b3 := [1,u,2%u+u"2,u"2,u"3];

b4 := [1+u+u~2,2*%u,u+u"3,1+2*xu"2,u"3];

// function

zbasis := function(b,K)

n := Degree(X);

m := #b;

// c := Basis(K); // ElementToSequence gives coefficients wrt c

o

X := Transpose(RMatrixSpace(Rationals() ,m,n)! [ElementToSequence(b[i])
y := Lem([Denominator(X[i][j]) : j in [1..m], i in [1..n]]1);

D,S,T := SmithForm(RMatrixSpace(Integers(),n,m)! (y*X));

return [&+[b[j] * T[jI[1] : j in [1..m]] : 1 in [1..n] J;

end function;

// test
zbasis (bl,K);
zbasis(b2,K) ;

zbasis(b3,K1);
zbasis(b4,K1);

Aufgabe 44

Wir verwenden zbasis aus Aufgabe 43.

// test data

P<X> := PolynomialRing(Rationals());

Ki<a> := NumberField(X"3 + X + 1);
bl := [1,a,a"2];

K2<u> := NumberField(X"4 + X + 1);
b2 := [1,u,u"2,u"3];

K3<zeta> := NumberField(CyclotomicPolynomial(10));
b3 := [1,zeta,zeta”2,zeta"3];

p = 3;

:1iin [1
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..m]1);
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// function

Jjacp
n :=
MQ
MF_p

// c:
Frob :

BK
BKZ

:= function(b,p,K)

Degree (K) ;

:= MatrixRing(Rationals(),n);

:= MatrixRing(GF(p),n);

Basis(K); // ElementToSequence gives coefficients wrt c

MF_p! ((MQ! [ElementToSequence(b[i]"p) : i in [1..n]])

* (MQ! [ElementToSequence(b[i]) : i in [1..n]])"-1); // wrt basis b in rows

:= BasisMatrix(Kernel(Frob~™n));
:= RMatrixSpace(Integers() ,NumberOfRows (BK) ,n) !BK;

return zbasis([&+[BKZ[i][j] * b[j] : j in [1..n]] : i in [1..NumberOfRows(BKZ)]]

cat [p*b[i] : i in [1..n]], K);

end function;

// test

Determinant (MatrixRing(Rationals() ,Degree(K1))! [ElementToSequence(x) : x in jacp(bl,p,K1)1);
Determinant (BasisMatrix(pRadical (Order(bl),p)));
Determinant (MatrixRing(Rationals() ,Degree(K2))! [ElementToSequence(x) : x in jacp(b2,p,K2)]1);
Determinant (BasisMatrix(pRadical (Order(b2),p)));
Determinant (MatrixRing(Rationals() ,Degree(K3))! [ElementToSequence(x) : x in jacp(b3,p,K3)1);
Determinant (BasisMatrix(pRadical (Order (b3),p)));

Aufgabe 45
(1) Sei G = z(&1,...,&). Es ist G#* = z(&, ..., &), mit & € K fiir i € [1,n] so, daB
Triiq(&i - &) = 0i; fiir j € [1,n]; cf. Bemerkung 66.(1).
Sei H = z(n1,...,nn). Esist H? = z{(nf, ..., n5), mit nf € K fiir i € [1,n] so, dal

Triiq(ni - nj) = 05 filr j € [1,n].
Schreibe & = > ¢y, M5 by, fiir @ € [1,n], wobei B := (b;;)i; € Z"*".
Wir behaupten, daf fiir i € [1,n]

= > b

J€[L.n]

Fiir k € [1,n] wird auf der einen Seite

TrriQ(ny - &k) = Xjepn TrriQ(y 1)k = X jepin % bik = big

auf der anderen Seite

TriiQ(Xjepm i & - 6r) = Zjepn biv TrxiQ(§f &) = 2jepn bii ik = bik

also beidesmal dasselbe. Dies zeigt die Behauptung.
Es ist |H/G| gleich dem Produkt der Betriige der Elementarteiler von B, also gleich |det B|.

Dank Behauptung ist |G#/H?| gleich dem Produkt der Betriige der Elementarteiler von B, also
gleich |det B*| = |det B|.

Somit ist |[H/G| = |det B| = |G# /H#|.
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(2) Esist R C Ok ; cf. Lemma 69. Also ist
R C Ok C O} C R*;

cf. Lemma 68. Also ist

A.41

A2 R UR| = |R*JOLOF Ok Ok /R 2 108 )0k Ok /RI? *2 Axc|Ok /R

A(R)
Da A(R) quadratfrei ist, folgt |Ox/R| =1, und also Og = R.

Eine Chance, auf diese Weise eine Z-Ordnung als Z-Maximalordnung zu erkennen, hat man natiirlich
nur, wenn Ag quadratfrei ist.

(3) Berechnen wir zuniichst beziiglich der Q-linearen Basis (1, a, a?) von K

100
Trgiq(l) = tr<8(1)(1)) = 3
00-1
0-1 0
TTK|Q(Q2) = tr(?%j) = =2
Also wird
TrK‘Q(aouo)TrK‘Q(ozoul)TrK‘Q(aDuQ)
A(Z[o]) = det| Trxiq(a’-a®) Trgiqlal-a’) Trgq(at-a?)
Tri|q(a®-a®) Trk|g(a®-a') Tri|q(a®-a?)
Trxi(l) Trxiq(a) Tric|q(a?) 3 0-2
= det| Trxjq(a) Trxiq(a®) Trxjq(-a-1) | = det( g_g_g) = 3L
TrK‘Q(oﬂ)TrK‘Q(fozfl)TrK‘Q(foﬁfa) e

Da A(Z]a)) quadratfrei ist, kénnen wir mit (2) auf Z[a] = Ok schliefen.

Aufgabe 46

Sei G=z(&,...,&). Sei H=z(m, ..., M)
Schreibe & = > ey, Myt fiir @ € [1,n], wobei (ui;)i; € GL(Q).

!
(1) Esist GN H C G. Also geniigt es zu zeigen, dafl es ein a € Z ~ {0} mit aG C G N H gibt; cf.
Bemerkung 66.(2).
Sei a € Z ~ {0} so, daB a(u; ;)i; € Z™*™. Dann ist a§; = ),
also aG C H. Insgesamt ist aG C GN H.

el Mg, € H fiir i € [1,n] und

Um eine Z-lineare Basis von G N H zu berechnen, kénnen wir dank Satz 4 mit Basiswechsel in G
und in H annehmen, dafl (u; ;)i ; € GLn(Q) eine Diagonalmatrix ist. Schreibe u;; = s;/t; mit
si, t; € Z~ {0} teilerfremd zueinander fiir ¢ € [1,n|. Es wird

GNH = z(msi, ... ,Mmsn) = z{&1t1, ..., &ntn).

!
(2) Esist HC G+ H. Also geniigt es zu zeigen, dafl es ein a € Z ~ {0} mit G+ H C a~'H gibt; cf.
Bemerkung 66.(2).

Sei a € Z ~ {0} so, daB a(u; ;);; € Z™*™. In der Losung zu (1) haben wir bereits gesehen, daf}
aG C H. Also ist G C a~'H. Ferner ist H C a~ ' H. Insgesamt ist G+ H C a ' H.

Um eine Z-lineare Basis von G + H zu berechnen, cf. Bemerkung 65.
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(3) Esist
(G+H)* = {a€eK: Trgqa(G+H)) CZ}
= {ace K : TrgqlaG) CZ}iNn{ac K : Trgq(aH) CZ}
G*NH* .
Es folgt
@nay# DEW gk prryr = o g gryrr B0 gr e
Aufgabe 47

(1) // test data

P<X> := PolynomialRing(Rationals());

K<a> := NumberField(X"3 + X + 1);
bl := [1,a,a"2];
b2 := [1,2*%a,1+a"2];

Ki<u> := NumberField(X"4 + X + 1);
b3 := [1,u,u"2,u"3];
b4 := [1+u+u~2,2%u,1+2*xu"2,u"3];

// function

discriminant := function(b,K)

n := Degree(K);

return Determinant(MatrixRing(Rationals(),n)!
[Trace(b[i]*b[j]1) : j in [1..n], i in [1..n]]);

end function;

// test

discriminant (b1,K);
discriminant (b2,K);
discriminant (b3,K1);
discriminant(b4,K1);

// test data

P<X>

PolynomialRing(Rationals());

K<a> := NumberField(X"3 + X + 1);
b1l := [1,a,a"2];

b2 := [1,2*a,1+a"2];

b3 := [3*a,6%a + 9*a~2,3 + 3*a"2];

Ki<u> := NumberField(X"4 + X + 1);
b4 := [1,u,u"2,u"3];
b5 := [1+u+u~2,2*u,1+2*xu"~2,u"3];
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// function

stab := function(b,K)

n := Degree(K);

// c := Basis(K); // ElementToSequence gives coefficients wrt c

B := (MatrixRing(Rationals(),n)![ElementToSequence(b[i]) : i in [1..n]])"-1;
U := RMatrixSpace(Rationals(),n,n"2)!0;

for i in [1..n] do
for j in [1..n] do
for k in [1..n] do
= (VectorSpace(Rationals(),n)!ElementToSequence(b[i]l*b[j]1)) * B;
U[i] [(k-1)*n + jl := v[k];
end for;
end for;
end for;
w := Lem([Denominator (U[i] [j]1) : j in [1..n"2], i in [1..n]]);
D,S := SmithForm(RMatrixSpace(Integers(),n,n~2)! (wxU));
return [D[jI1[j1°-1 * w * &+[S[j1[i] * b[i] : i in [1..n]] : j in [1..n]];
// &+ : summation over sequence
end function;

// test

stab(bl,K);
stab(b2,K);
stab(b3,K);
stab(b4,K1);
stab(b5,K1) ;

Aufgabe 48

(1) Wir verwenden zbasis aus Aufgabe 43, jacp aus Aufgabe 44, discriminant aus Aufgabe 47.(1)
und stab aus Aufgabe 47.(2).

// test data
P<X> := PolynomialRing(Rationals());

K0<a0> := NumberField(X"3 + X + 1);

Ki<al> := NumberField(X"4 + X + 1);

K2<a2> := NumberField(X"6 + X + 5);

K3<a3> := NumberField(CyclotomicPolynomial(9));
K4<a4> := NumberField(X"2 + 3);

K5<ab> := NumberField(X"2 + 108);

// examples K6 and K7 taken from Magma handbook:
K6<a6> := NumberField(X"4 - 420*X~2 + 40000);

K7<a7> := NumberField(X"5 + 5%X~4 - 75%X"3 + 250*X"2 + 65625);
K8<a8> := NumberField(X"3 - 17*X"2 - 8*X - 16);
K9<a9> := NumberField(X"3 + 27*X"2 + 15xX + 29);

// function

// long version, not using the command Order
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zmaxord := function(X)
n := Degree(K);
bG := Basis(K);
bR := stab(bG,K); // basis of a Z-order
detR := Determinant(MatrixRing(Rationals(),n)!
[ElementToSequence(bR[i]) : i in [1..n]]);
P := PrimeDivisors(Integers() !discriminant (bR,K)) ;
steps := 0; // only for exercise 45.(2)
for p in P do
done := false;
while not done do
bRR := stab(jacp(bR,p,K),K);
detRR := Determinant(MatrixRing(Rationals(),n)!
[ElementToSequence(bRR[i]) : i in [1..n]]);
if Abs(detR) gt Abs(detRR) then
bR := DRR;
steps +:= 1; // only for exercise 45.(2)
detR := detRR;
else
done :
end if;
end while;
end for;
return bR, steps; // return steps only for exercise 45.(2)
end function;

true;

// short version, using the command Order

zmaxord := function(K)
n := Degree(K);
bG := Basis(K);
bR := stab(bG,K); // basis of a Z-order
P := PrimeDivisors(Integers() !discriminant (bR,K)) ;
steps := 0; // only for exercise 45.(2)
for p in P do
bRR := stab(jacp(bR,p,K),K);
while Order (bRR) ne Order(bR) do
steps +:= 1; // only for exercise 45.(2)
bR := DbRR;
bRR := stab(jacp(bR,p,K),K);
end while;
end for;
return bR, steps; // return steps only for exercise 45.(2)
end function;

// test

zmaxord (KO) ;

zmaxord (K1) ;

zmaxord (K2) ;

K := K4; a := a4d; discriminant([a”i : i in [0..Degree(K)-11],K);
discriminant (zmaxord(K) ,K); Discriminant(MaximalOrder(K));
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K := K5; a := ab; discriminant([a”i : i in [0..Degree(K)-11]1,K);
discriminant (zmaxord(K) ,K); Discriminant(MaximalOrder(K));

K := K8; a := a8; discriminant([a”i : i in [0..Degree(K)-11]1,K);
discriminant (zmaxord(K) ,K); Discriminant(MaximalOrder (K));

zmaxord (K8) ;

zmaxord (K9) ;

Wir suchen.

P<X> := PolynomialRing(Rationals());
N := 30;
for b in [-N..N] do
for ¢ in [-N..N] do
for 4 in [-N..N] do
f := X3 + b*X"2 + c*xX + d;
if IsIrreducible(f) then
K<a> := NumberField(f);

bmax,steps := zmaxord(K);

if steps ge 5 then

print "steps =", steps, "; £ =", £f;

end if;

det := Determinant(MatrixRing(Rationals(),3)![ElementToSequence(x) : x in [1,a,a"2]]1);
detmax := Determinant (MatrixRing(Rationals(),3)![ElementToSequence(x) : x in bmax]);

fac := Factorisation(Integers()!(det/detmax));
if #fac ge 3 then
print "fac =", [x[1] : x in fac], "; det/detmax = ", det/detmax, "; f =", f;
end if;
end if;
end for;
end for;
end for;

Alternativ kann man dies zu folgendem verkiirzen.

P<X> := PolynomialRing(Rationals());

N := 30;
d := 3;
C := CartesianProduct([[-N..N] : i in [0..d-111);

for ¢ in C do

f :=X"d + &+[c[i+1] * X"i : i in [0..d-1]1];
if IsIrreducible(f) then
K<a> := NumberField(f);

bmax,steps := zmaxord(K);

if steps ge 5 then

print "steps =", steps, "; f =", £f;

end if;

det := Determinant(MatrixRing(Rationals(),3)![ElementToSequence(a”i) : i in [0..d-111);
detmax := Determinant(MatrixRing(Rationals(),3)![ElementToSequence(x) : x in bmax]);

fac := Factorisation(Integers()!(det/detmax));
if #fac ge 3 then
print "fac =", [x[1] : x in fac], "; det/detmax = ", det/detmax, "; f =", f;
end if;
end if;
end for;
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Dies liefert e.g. das irreduzible Polynom
f(X) == X*—17X? - 8X — 16 .
Wiéhle o; € C mit fi(a1) = 0. Fiir Qo) vergroBert der Algorithmus aus (1) insgesamt
6mal

die Z-Ordnung, bis er an einer Maximalordnung angelangt ist. Es ist |Oqa,)/Z[cn]| = 64.

Auf der anderen Seite liefert dies e.g. das irreduzible Polynom
f2(X) = X3 +27X? + 15X +29.
Wiéhle o € C mit fy(az) = 0. Hier werden zwar nur 4 Schritte benétigt, aber
|OQasy/Zlas]| = 120=2° 35
enthilt 3 verschiedene Primfaktoren.
Aufgabe 49
Schreibe £ := (7 — 1. Es hat z(((? — 1) die Z-lineare Basis

0-q+0¢  1:g+0 (r—2)q+0¢  (O-q+le g+l (p—2)-q+1
(¢ & ¢ & s € £, ¢ & ¢ & s € Ey vv
C0~q-i-(q—1)§7 Cl'qﬁ-(q—l)g’ el C(P—2)~q+(q—1)€ ) ]

Es hat Z[¢] die Z-lineare Basis

—0-g—0 »—1.g—0 —(p—2)-.¢—0 —0g—1 r—1q—1 —(p—2)-q—1
(¢ ;G oo € , ¢ ;G oo € ;

470-q*(q*1), Cfl-q*(qfl), s C*(p*2)'q*(q*1) ) )

(1) Wir haben zu zeigen, daf die beschreibende Matrix der Einbettungsabbildung z¢)(¢? — 1) — Z[(]
beziiglich der angegebenen Basen eine Determinante von Betrag p™ hat.

Sei i € [0,q — 1] gegeben. Fiir s € [0,p — 3] ist

sqti¢ (s+1)-g+i _ +s-g+i
¢TI = ¢ ¢ -

Fiir s =p — 2 wird

C(p—2)'q+i£ — C(p—1)~q+i _ C(p—2)~q+i _ _(Z cl0.p3] Cu-q-l-i) _ Qc(p—2)-q+i )
u sP—

Also ist unsere beschreibende Matrix von Blockdiagonalgestalt, mit ¢ Blocken der Form

-1 1

-1 1
e Qw—bx-1)
1
—1-1—-1... —1-2

Einen solchen Block kénnen wir durch Zeilenoperationen umformen zu

-1 1
-1 1
e QP—Lx=1)
-1 1
00 0... 0-p

Somit ist der Betrag der Determinante eines solchen Blocks gleich p, und also der Betrag der
Determinante unserer beschreibenden Matrix gleich p9.
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(2) Es ist
|Z[C# ) 21 (C* = V)| = |ZIC1*/Z[C]] - 12K/ 2y (C* = D] = [AZID] -7 ;

cf. (1), Aufgabe 41.(2). Also miissen wir zeigen, daB |Z[¢]#/ 7 (C? — 1))] L pap=1m,

Ist allgemein (o, ..., @) eine Z-lineare Basis eines Z-Gitters G und (51, ..., () eine Z-lineare
Basis eines Z-Gitters H in K, und ist G C H#, so behaupten wir, daB

[H#/G) = | det ((Trgiqlei 6;))is)] -

Hierzu geniigt es zu zeigen, daf3 ((TrK|Q(aZ- ﬂj))i,j) eine beschreibende Matrix der Einbettung
G — H7 ist. Seien 37 € K so, daf Tr1q(Bf B;) = 0i; fiir i, j € [1,n]. Dann ist (87, ..., B;)
eine Z-lineare Basis von H# ; cf. Bemerkung 66.(1). Ferner wird in der Tat o; = > Trriqlai B7)8;
fiir ¢ € [1,n], da fiir k € [1,n]

TrriQ(X; Trriqla: 8;)8; Br) = 32, Trriqlai By) Triiq(8) Br) = 22, Trriq(ei B5) 9k = Trxiq(a; Br)

ist. Dies zeigt die Behauptung. Cf. auch Losung von Aufgabe 41.

Wenden wir diese Behauptung nun auf unsere beiden Z-linearen Basen von G resp. H an. Fiir
i,j € [0,q—1] und s, ¢t € [0,p — 2] wird

TrK|Q(§S'q+i§~C*(t'q+j)) = TrKlq(C(sftH)-qufj)),TrKIQ(C(sft)-qu(z‘fj))
B.83

= (pq a(s—t+1)-q+(i—j)+pqz7 0—4 6(s—t+1)-q+(i—j)+qz, 0)
(P4 O(s—t)-q+(i—5) +paz,0 = 4 (s—1)-q+(i—j)+42,0
PY(O(s—t+1)-q+(i—i)+paZ.0 ~ O(s—t)-q+(i=5)+paZ.0)

pq ai,j(as—t+1+pz,0 - 8s—t+pz,o)

pq 3i,j(3s+1,t - 85,:5) .

Beachte hierbei, dafl genau dann ¢ — j =, 0 ist, wenn ¢ = j; genau dann s —t =, 0, wenn s = ¢;
und genau dann s —t+ 1=, 0, wenn s + 1 =t¢.

Mit der Behauptung ist also |Z[¢]#/ z1¢(¢? — 1)| der Betrag der Determinante einer Blockdiago-
nalmatrix mit ¢ Blocken der Form

-1 1
-1 1

by - e Qr-Dx-1)
R
-1
Der Betrag der Determinante eines solchen Blocks ist (pg)P~!.
Es folgt |Z[C]#/ z¢(¢? — 1)| = (pg) P~V = palp=Dm,

Aufgabe 50
Da char Q = 0, sind alle auftretenden Korpererweiterungen separabel.

Sei F' die normale Hiille von E|Q. Insgesamt ist F|E|K|Q. Sei
Mgk = {E —2» F : ¢ Kérpermorphismus, ola)=afirae K}.

Da Trg g (Op) € K und da K N Of = Ok, geniigt es zu zeigen, dafl

!

Trpx(Op) € OF;
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cf. Bemerkung 53.

Dank Galoistheorie ist

Trpk(@) = Y o)

flir « € E. Also geniigt es zu zeigen, dafl

fir o € O und 0 € M|k

Da a € Op, gibt es ein normiertes Polynom f(X) = X* + 37, ja X’ € Z[X] mit f(a) = 0. Es

wird

Q

@) + e p—1) @i o (@)’
a)k + Zie[&kfl] o(ai)o(a)"
k

flo(a)) = of
= of
(@ + e -1y @i @)
(
(

Q

\
)

f(@)
0)

i
Q9

|
o

)

und folglich o(«) € Op .

Aufgabe 51

(1)

Z[o]/pZla] <= Z[X]/(p;paq(X)) T

Sei ¢ : Z[a) — Z[a]/pZ]a), £ — £ + pZ[a] die Restklassenabbildung. Es ist
Jacy(Zla]) = ¢ ({€+ pZla] € Zla)/pTla] : es gibt ein m > 0 mit (€ + pZla)™ = 0}) .

i.e. esist Jac,(Z[a]) das Urbild der Teilmenge der nilpotenten Elemente in Z[a]/pZ[«]. Wir miissen
zeigen, daf diese gegeben ist durch (p, g(«))/pZ[a] C Z]a]/pZ]a].
Nun ist

p[X]/<ﬂa,Q(X)> e Hie[l,k] FP[XV<fi(X>€i>

F
FE+pZlc] ~—— f(X)+(phaaX)) = [fX)+{laqX)) = (F(X)+(fi(X)%)).

Fiir i € [1,k] ist in F,[X]/(fi(X)%) die Teilmenge der nilpotenten Elemente gegeben durch
(fi(X))/{fi(X)%).

Transportiert mit dem dritten Isomorphismus zeigt dies, daf in F,[X]/(fia,q(X)) die Teilmenge
der nilpotenten Elemente gegeben ist durch (§(X))/(fia,q(X)).

Transportiert mit dem zweiten Isomorphismus zeigt dies, da in Z[X]/(p, o, (X)) die Teilmenge
der nilpotenten Elemente gegeben ist durch (p, g(X))/(p, tra,@(X))-

Transportiert mit dem ersten Isomorphismus zeigt dies, dafl in Z[a]/pZ]a] die Teilmenge der
nilpotenten Elemente gegeben ist durch (p, g(«))/pZ[a].

Es gentigt zu zeigen, daf Stab(Jac,(Z[a])) = Z[a]; cf. Satz 79.(2).

!
Hierfiir geniigt es zu zeigen, da§ Stab(Jac,(Z[a])) C Z[a].

Sei & € Q(a) mit £ € Stab(Jac,(Z[a])) @ Stab({p, g(a))) gegeben. Wir haben zu zeigen, daf

¢ € Z[a).
Wegen p € (p,g(a)) ist £p € (p, g()) C Z[a]. Also ist £ = p~tb(a) fiir ein b(X) € Z[X].
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Es geniigt zu zeigen, daB jin,q(X) ein Teiler von b(X) ist. Denn dann konnen wir
b(X) = c(X) pa,@(X) + pd(X) mit ¢(X), d(X) € Z[X] schreiben, und es ergibt sich

¢ = p'ba) = p7(c(@) paq(a) +pd(a)) = d(a) € Z[a].

Da fiaq(X) = fi(X)er--- fir,(X)*, ist also zu zeigen, daB fi(X)¢ ein Teiler von b(X) ist fiir
€ [1, k).

Da b(a) = &p € (p,g(a)), ist b(X) € (p,9(X), ta,q(X)) und also b(X) € (§(X), fin,q(X)) =
(g(X)), letzteres, da fia,q(X) ein Vielfaches von g(X) ist. Da g(X) := fi(X)--- fr(X), ist fi(X)
ein Teiler von b(X) fiir 4 € [1, k].

Sei i € [1, k] mit e; > 2 gegeben. Es bleibt zu zeigen, daf f;(X)® ein Teiler von b(X) ist.
Da wegen g(a) € (p, g(a)) auch p~'b(a) g(a) = £ g(a) € (p,g(a)) ist, ist b(a) g(a) € (p?,pg(a)),
mithin

b(X)g(X) € (p*, pg(X), paa(X)) = (p* pg(X), g(X)h(X) —pa(X)) .

Vorsicht, p~1b(X) g(X) kann nicht als Urbild von p~1b(a) g(@) € Z[a] unter Z[X] — Z[a], X — a,
dienen, da nicht bekannt ist, ob es in Z[X] liegt.

Wir schreiben dementsprechend
(*) b(X) g(X) = p*r(X) +pg(X) s(X) + g(X) h(X) {(X) — pa(X) t(X)

mit r(X), s(X), t(X) € Z[X]. Es folgt b(X) g(X) = g(X) h(X) {(X), also b(X) = h(X) #(X), und
daher

(%) b(X) = h(X)t(X) + pu(X)
fiir ein u(X) € Z[X]. Setzen wir (xx) in () ein, so wird daraus

h(X)H(X) g(X) + pu(X) 9(X) = p*r(X) +pg(X) s(X) + g(X) h(X) t(X) — pa(X) t(X) ,
B u(X) 9(X) = pr(X) + g(X) s(X) ~ a(X)H(X)

woraus

(@(X) = 5(X)) g(X) = —a(X)#(X)

folgt. Wegen e; > 2 ist nach Voraussetzung fi(X) kein Teiler von a(X). Da fi(X) irreduzibel ist,
folgt, daBl f;(X) ein Teiler von #(X) ist. Wir schreiben #(X) = f;(X)0(X) fiir ein v(X) € Z[X].
Mit (xx) wird

b(X) = MX)HX) = (X)) fr(X)* T f(X) 5(X) -
Es folgt, daB f;(X)® ein Teiler von b(X) ist.

Das in (2) bearbeitete Kriterium stammt von R. Dedekind, daher der Name der folgenden Funktion.

Das in (2) als hinreichend erkannte Kriterium ist auch notwendig. Dies wollen wir hier aber nicht
behandeln; cf. [3, Th. 6.1.4.(2)].

Der einzige Nachteil dieses Kriteriums ist, dafl es nur auf Ordnungen angewandt werden kann, die von
einem Element erzeugt werden.

Wir verwenden discriminant aus Aufgabe 47.(1).
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// test data
PInt<X> := PolynomialRing(Integers());

mu := X°6 + X + 1;
mul := X°7 - X°5 + X"2 - 2;

// function, needs a normed polynomial with integer coefficients

is_zmaxord_by_dedekind := function(mu)
if mu eq O or LeadingCoefficient(mu) ne 1 or not IsIrreducible(mu) or
not &and[IsIntegral(x) : x in Coefficients(mu)] then
print "The given polynomial is not a minimal polynomial.";
return false;
end if;
PInt<X> := PolynomialRing(Integers());
d := Degree(mu);
if d eq 1 then // for Magma-technical reasons
return true;

end if;

K<a> := NumberField(mu);

b := [a”i : i in [0..d-1]1];

PrDiv := PrimeDivisors(Integers()!discriminant(b,K));

for p in PrDiv do
PMod<Y> := PolynomialRing(GF(p));
f := Factorisation(PMod!'!mu);
gh := &*[(PInt!(x[1]))"x[2] : x in f];
a := (mu - gh) div p;
if &or[((PMod'a) mod x[1] eq 0) and (x[2] ge 2) : x in f] then
return false;
break;
end if;
end for;
return true;
end function;

// test

is_zmaxord_by_dedekind (mu) ;
is_zmaxord_by_dedekind (mul) ;

(4) Schreibe ¢ := (pm . Die Diskriminante von Z[(] ist eine Potenz von p; cf. Lemma 84. Also haben
wir zu zeigen, dafl p kein Teiler von |Ogqc)/Z[(]] ist.

Es ist Z[¢] = Z[¢ — 1]. Setzen wir o := ¢ — 1, so bleibt die Voraussetzung von (2) zu zeigen.
Es ist po,(X) = ®pm(X +1) =, X" =1 ¢f. Beweis zu Bemerkung 85. In der obigen Be-
zeichnung wird also k =1, f1(X) = X und e; = p™~(p — 1).

Folglich wird, in der obigen Bezeichmung, a(X) = (®,m(X + 1) — X?" ' @=1)/p. Nun ist
a(0) = @,m(0+1)/p = 1, und also a(X) nicht durch X teilbar. Damit ist die fiir (2) gemachte
Voraussetzung erfiillt.

Cf. Lemma 86.
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