M. Kiinzer

Cohomologie von Gruppen, SS 05
Losung 9

Aufgabe 28.

(1) (i) Wir losen jeweils in erster Variablen auf.
l
Wir 16sen Z/p! projektiv auf und erhalten PRes(Z/p') ~ (--+ — 0 — Z 2, Z)in K(Z-Mod).

l
Anwenden von z(—,Z/p™) gibt (--+ «~—0<~—27Z/p™ S Z/p™).
Wir erhalten also Ext’%(Z/pl, Z/p™) ~0 fir k> 2, und

Z/pm firl>m

Exth(Z/p', Z/p") ~
z(Z/p",Z/p™) {Z/pl el <m |

fiir k € {0,1}, wobei Exty(Z/p!,Z/p™) ~ Z/p! @7 Z/p™.

!
Anwenden von — ®gz Z/p™ gibt (--- —>O—>Z/pmi>Z/pm). Also erhalten wir
TorZ(Z/p!, Z/p™) ~ 0 fiir k > 2, und

Z/p™ furl>m

TOI"%(Z/pl, Z/pm) = { Z/pl firl <m

fiir k € {0,1}, wobei TorZ(Z/p',Z/p™) ~ Z/p' ®z Z/p™.
(ii) Wir losen jeweils in zweiter Variablen auf.

Wir 16sen Z/p™ injektiv auf und erhalten IRes(Z/p™) =~ (Q/Z *+ Q/Z —0 — ---) in

K(Z-Mod) Anwenden von zZ/p', =) gibt (Z/p! R Z/p' — 0 —= ---). Wir erhalten also
Exty (Z/p', Z/p™) ~ 0 fiir k > 2, und ferner

Z/p"  fiir m > 1

Exth(Z/p', Z/p") ~
xtz(Z/p', Z/p™) {Z/pm firm <1,

fir k € {0,1}.
Fir die Torsionsgruppen losen wir Z/p™  projektiv.  auf und erhalten
PRes(Z/p™) ~ (- -+ —» 0 —» Z 2~ Z) in K(Z-Mod).

Anwenden von Z/p'®z = gibt (- —=0—Z/p LA Z/p'). Also erhalten wir
TorZ(Z/p!, Z/p™) ~ 0 fiir k > 2, und

Z/p"  fiir m > 1

fir k € {0,1}.

(iii) Nun wollen wir direkt die Definition verwenden, und die Erweiterungs- und Torsionsgruppen
iiber einen Doppelkomplex berechnen.



Einsetzen der projektiven Auflésung von Z/p' aus (i) in die erste, und der injektiven
Auflssung von Z/p™ aus (ii) in die zweite Variable von z(—, =) gibt den Doppelkomplex

0 0 0
Q/z - Q/z——~0
P! P!
Q/z--Q/z——~0

in Ob CC-(Z-Mod). Sein Totalkomplex in Ob C*(Z-Mod) ergibt sich zu

pl

Q/Z(ﬂl) Q/Z@Q/z<ﬂ) Q/Z — 0 —» ---

Das zweite Differential ist epimorph, also verschwinden alle Homologiegruppen ab der zwei-
ten. Die nullte Homologiegruppe ergibt sich zu Z/p! fiir I < m, und zu Z/p™ fiir m < I.
Falls m > [, dann errechnet sich der Kern des zweiten Differentials zu

pt o

Pt

Z/p' ® Q/z< H) Q/Z®Q/Z,

!
woriiber das erste Differential vermoge Q/Z (0#') Z/p' ® Q/Z faktorisiert. Es ergibt sich
die erste Homologiegruppe Z/ P
Falls [ > m, dann errechnet sich der Kern des zweiten Differentials zu

l—m

1p
0p~™

Q/Z@Z/10m<—>> Q/ZeQ/Z,

woriiber das erste Differential vermoge Q/Z (27 %) Q/Z®Z/p™ faktorisiert. Es ergibt sich
die erste Homologiegruppe Z/p™.

Einsetzen der projektiven Auflésung von Z/p' aus (i) in die erste, und der projektiven
Auflssung von Z/p™ aus (ii) in die zweite Variable von z(—,=) gibt den Doppelkomplex

0 0 0
717 0
P! P

717 0

Sein Totalkomplex ergibt sich zu

(=p™ ') Z@Z<__Ilil’”,> 7

C e 0 — Z

Da das zweite Differential (von rechts gesehen) monomorph ist, verschwinden alle Torsions-
gruppen ab der zweiten.



(i)

Die nullte Homologiegruppe ergibt sich zu Z/p', falls I < m, und zu Z/p™, falls m < I.

(pmfl

Der Kern des ersten Differentials ergibt sich zu Z —&) Z @7, falls | < m, und zu

l—m
270 757 falls m < 1.
_ il
Tm ersten Fall faktorisiert das zweite Differential iiber diesen Kern via Z — Z, im zweiten

Fall via Z 2+ Z.,
Die erste Homologiegruppe ergibt sich also zu Z/p', falls | < m, und zu Z/p™, falls m < .
Dies stimmt mit der Berechnung der Torsionsgruppen in (i) und (ii) iiberein.

Wir 16sen jeweils in zweiter Variablen auf.
Als injektive Auflésung von Z/p diene uns

p p? p
z/p® — Z/p* — Z[p* — Z/p® — -

(vgl. Aufgabe 25 (1)). Anwenden von Z/pg(Z/pQ, =) liefert

P 0 P
Z/p* —Z)p" —L)p* —Z[p" — -+,

und so insbesondere
Exty 0(Z/p°, Z/p) ~ Z/p.

Als projektive Auflésung von Z/p konnen wir
2
L —Z/p =~ Z)p* —~ Z)p° > Z/p

verwenden. Anwenden von Z/p’®y, /p3 = gibt

p 0 p
- Z/p? — Z)p? — Z[p" — ZJp’
und so insbesondere 23
T0r2/p (Z/p*,Z/p) ~ Z/p.
Diese beiden Gruppen verschwinden iiber dem Grundring Z, wie in (1) gesehen.

Der Ubergang von einem Grundring zu einem Quotienten dieses Grundrings ist also i.a. nicht

durch entsprechende Quotientenbildung von Erweiterungs- resp. Torsionsgruppe zu erreichen.

Wir 16sen jeweils in erster Variablen auf.
Anwenden von g /,8(—,Z/p) auf die projektive Auflésung

p? p p?
- —Z/p* — Z[p® — Z/p° — Z/p’
von Z/p? gibt
0 0 0
- +~— Z/p ~— Z/p ~— Z/p ~— Z/p,

und so erneut
Exty 0(Z/p°, Z/p) =~ Z/p.

Anwenden von — ®gz,,3 Z/p auf die eben angefiihrte projektive Auflésung von Z/ p? gibt
0 0 0
- —Z/p — Z/p — Z/p — Z/p

und so erneut 23
T0r2/p (Z/p*,Z/p) ~ Z/p.



Aufgabe 29.
Es ist eine R-Algebra A = (A, ¢) gegeben. In der Regel schreibt man ra := ¢(r)a fiir r € R und a € A.

(i) Betrachten wir die Erweiterungsgruppen.

Wir wollen auf 4(X,Y) eine R-Modulstruktur erkléren. Fiir h € 4(X,Y) und r € R sei rh
erklart durch z(rh) := r(zh) = (rz)h.

In anderen Worten, man verwendet die R-Rechtsmodulstruktur auf X, um 4(X,Y) zu einem R-
Linksmodul zu machen, oder wahlweise die R-Rechtsmodulstruktur auf Y, um 4(X,Y) zu einem
R-Rechtsmodul und also einem R-Linksmodul zu machen; alles unter starker Benutzung dessen, dafl

R kommutativ ist.

Seien A-lineare Abbildungen X' —f>X und Y -Z- Y7 gegeben. Die induzierte Abbildung

AX,Y) 1y AX'",Y") ist R-linear. So erhalten wir einen biadditiven Funktor 4(—,=) mit
Werten in R-Mod.

Komponiert mit dem exakten Vergififunktor R-Mod LV. Z -Mod erhalten wir den biadditiven
Funktor, dessen rechtsabgeleitete Funktoren per Definition die Erweiterungsgruppen darstellen.
Seii > 0. Da V exakt ist, ist VoH! = H'oK (V). In anderen Worten, der i-te Rechtsabgeleitete des
biadditiven Funktors 4(—,=) mit Werten in R-Mod ergibt nach Komposition mit V' den Funktor
ExtY (—, =), wie verlangt. Unter MiBbrauch der Notation schreiben wir fiir den vorgenannten
Rechtsabgeleiteten mit Werten in R-Mod ebenfalls Ext’ (—, =).

(ii) Betrachten wir die Torsionsgruppen.

Wir wollen auf X ®4 Y eine R-Modulstruktur erklidren. Fiir r € R, x € X und y € Y sei
rlx®y):=(zr) @y =z (ry).

In anderen Worten, man verwendet die R-Linksmodulstruktur auf X, um X ® Y zu einem R-
Linksmodul zu machen, oder wahlweise die R-Rechtsmodulstruktur auf ¥, um X ®4 Y zu einem
R-Rechtsmodul und also einem R-Linksmodul zu machen; alles unter starker Benutzung dessen, dafl

R kommutativ ist.

Seien A-lineare Abbildungen X —f>X’ und Y -Z- Y7 gegeben. Die induzierte Abbildung

X®4Y f@a9 X' ®4 Y’ ist R-linear. So erhalten wir einen biadditiven Funktor —® 4 = mit

Werten in R-Mod.

Komponiert mit dem exakten Vergififunktor R-Mod LV» Z -Mod erhalten wir den biadditiven
Funktor, dessen linksabgeleitete Funktoren per Definition die Torsionsgruppen darstellen. Sei
i > 0. Da V exakt ist, ist V o H; = H; o K(V). In anderen Worten, der i-te Linksabgeleitete des
biadditiven Funktors —® 4 = mit Werten in R-Mod ergibt nach Komposition mit V' den Funktor
ToriA(—, =), wie verlangt. Unter Miflbrauch der Notation schreiben wir fiir den vorgenannten
Linksabgeleiteten mit Werten in R-Mod ebenfalls Tor(—, =).

Aufgabe 30.
Da I3 = P; bijektiv ist, werden

dimq Exth (I, P;) = dimqExth (I, P3) = dimqExth (I3, P3)
dimq Exth (I3, ) = dimqExth(l5,P) = 0 .

In der Tat verschwindet eine Erweiterungsgruppe, sobald in erster Variablen ein projektiver, oder aber
in zweiter Variablen ein injektiver Modul steht (vgl. Aufgabe 26 (1)).



Berechnen wir Ext% (I}, P1). Eine injektive Auflssung von P ist nach Aufgabe 23 (3) gegeben durch
I3 = I (um Nullen ergéinzt). Die Diagramminterpretation aus Aufgabe 23 (2) zeigt, dal Anwenden
von (I1,=) den Komplex

0—0,

und also dimgq Ext’f%(ll, Py) =0 fiir alle £ > 0

Berechnen wir Ext% (11, Py). Eine projektive Auflosung von Iy ist nach Aufgabe 23 (3) gegeben durch
P, —— P3. Anwenden von (—, P,) gibt den Komplex

Q -~ 07
und also dim Ext (11, Py) = 0 fiir k € N~ {1}, und dim Exth(I1, P,) = 1.

Berechnen wir Ext% (I, Py). Eine injektive Auflssung von Pj ist nach Aufgabe 23 (3) gegeben durch
I3 =+ I>. Anwenden von (I2,—) gibt den Komplex

O_>Q7

und also dim Ext (I, Py) = 0 fiir k € N~ {1}, und dim Exth (I, P;) = 1.

Berechnen wir Ext%(lg, Py). Eine projektive Auflssung von I ist nach Aufgabe 23 (3) gegeben durch
P, —— P3. Anwenden von (—, P) gibt den Komplex

Q ~ 07
und also dim Ext% (I, P2) = 0 fiir k € N ~ {1}, und dim Exth (I3, P») = 1.
Aufgabe 31.

Wir unterschlagen Indizes bei Morphismen.

Zum Zwecke der Notationsvereinfachung etwas allgemeiner formuliert, seien uns zwei Doppelkomple-
xe X (in der Anwendung FC(U,U")) und Y (in der Anwendung F°C(V,U’)) in CC-(A) gegeben,

R
ein Morphismus X L Y, sowie ein Tupel von Morphismen (X%/ — Yi=1J )ij (in der Anwendung
Ch S L A , )
(X1 L yisLiy = (P, Uiy 20w piyict gy mit
f = hé+6h
hd = dh

t .
stets. Wir haben zu zeigen, dafl tX BN tY nullhomotop ist. Beachte noch, dal wegen Y14 = 0 noch

. s . h .
(XO,J N yO,f) _ (XUJ I e Y YOJ)

stets gilt.
Wir erinnern daran, da (tX)* = X%k @ XV*~1 @ ... ¢ X% fir k >0, und (tX)* = 0 fiir k < 0.

Als Homotopie verwenden wir das Tupel

O o ..
d s +3h
~d-3 theo [ ~dn+én
d 5 o = ~dh+oh | -



Auf der anderen Seite wird damit

0 Oh+hs = ff = tf.

http://www.math.rwth-aachen.de/~kuenzer/cohomologie



