Ubungen Darstellungstheorie Sommersemester 02

Losung 11

Aufgabe 27.

a) Seien U und V endliche Gruppen. Ist ¢ ein irreduzibler Charakter von U und % ein
irreduzibler Charakter von V', so ist x : (u,v)+— @(u)¥(v) ein irreduzibler Charakter
von U x V', gehorend zum &ufleren Tensorprodukt der Moduln. Irreduzibilitit sieht man
mit dem Skalarprodukt. Die so entstehenden Charaktere sind des weiteren paarweise
orthogonal, und ihre Anzahl ist gleich dem Produkt der Anzahlen der Charaktere von
U und von V. Da dies entsprechend fiir die Konjugationsklassen gilt, haben wir so alle
irreduziblen Charaktere gefunden.

Hier sehen wir nun wegen Z(G) = <(1 - 1)), daB G = - Z(G) und SN Z(G) = 1. Da
Elemente von Z((G) dazuhin mit den Elementen von S kommutieren, ist G = S x Z(G).
Wir haben iibrigens |G| = 26 - 24 - 18, also |S| = 13 - 3% - 2* = 5616.

b) Die irreduziblen Elemente von Grad < 3 in F3[X]| sind

X

X+1

X -1
X2-X-1
X2+X -1
X?2+1

X3+ X?2-1
X3+X2+X -1
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X -X2-X-1
X3 -X%2+4+1

X3 - X?24+X+1
X3-X+1

X34+ X2—-X+1.

Wegen der direkten Zerlegung aus a) sind die Konjugationsklassen von S genau die vollen
Konjugationsklassen von G, die bereits in S liegen. Wir sortieren die rationalen Nor-
malformen nach Blockgestalt. Fiir die Zentralisatoren riat oder berechnet man gewisse
zentralisierende Elemente und vergewissert sich hinterher anhand der Summe |S| = 5616
der Bahnenlédngen, dafl die Zentralisatoren nicht noch grofier sein konnen, da sonst diese
Summe nicht mehr |S| ergébe.

In S liegen alle Normalformen mit kostantem Koeffizienten —1 des charakteristischen Po-
lynoms. Wir schreiben die Faktoren des charakteristischen Polynoms blockweise sortiert.



Reprisentant Zentralisator Klassenldnge | charakteristisches Polynom
100
o= (44) s U - - (X1
a=( 34?) (3:9) N7 (X1 (X 1) (X - 1)
ds = (g%_g) (as) 702 (X2-X-1)-(X+1)
b = (gi _§> (bs) 702 (X?+X-1)- (X +1)
010 ab 0
_(_ _ba 2
= (338) | (50, Di@n#ooy | (X7 + 1) (X — 1)
1
ag = (—25?) (ap) 936 (X +1)2- (X - 1)
0 10 101 1 00 -1 00
asz((l)(l)(l)) (as, (86%),(?_%?),( 8(1)(1))) 104 (X —1)2- (X —1)
010 —1-1"0 ,
bs = ?83) (bs, { 0 —})—})> 624 (X —1)
01 0 \ ,
ms = (83 1) (a2 132 X34 X1
01 0
bis = (?_?_%) (b13) 432 X34+ X2+X -1
010
ci3 = {993 (c13) 432 X3_X—1
137 \111 (di3) 3 X2 X —

Wir fixieren die Anordnung a,, ao, a3, b3, a4, ag, ag, bg, a13, bi3, 13, di3, beziiglich derer
wir Charakterwerte auflisten.

Die Elemente konnen anhand von Ordnungen und charakteristischen Polynomen un-
terschieden werden, ausgenommen a3 und bs. Hier kann man sich rg(az — I) = 1 und
rg(bs — I) = 2 zunutze machen.

Eine Betrachtung der Potenzen mit zur jeweilgen Ordnung primen Exponenten ergibt,
dafl die Spalten a1, as, a3, b3, as und ag rational sind, da diese Potenzen dort in der selben
Klasse liegen. Die anderen Spalten sind nicht rational (nicht einmal reell, da das Inverse
in jeweils einer anderen Klasse liegt).

¢) Der Permutationscharakter auf P%S ist gegeben durch [13,5,4,1,1,2,1,1,0,0,0, 0], und

dieser zerfillt in y; + x2 wie unten in der Tafel von S angegeben.
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e) Reprisentanten fiir die Konjugationsklassen von K, |K| = 24, sind gemifl Vorlesung

Reprisentant | Klassenlénge | Stabilisatorordnung
u = (09) 1 24
Uy = (*3 _?) 1 24
Uz = (5 %) 4 6
Vg = ((1) _%) 4 6
Uy = (_(1) (1)) 6 4
ug=("9-1) 4 6
Vg = (_(1) —%) 4 6

Die fixierte Anordnung sei u1, us, us, V3, Us, Ug, Vs-
. . C . . ® abc .
Wir haben einen surjektiven Gruppenmorphismus H — K, (gg{ ) > (Zz), mit einem

abelschen Kern N der Ordnung 9. Jedes Element aus H kann eindeutig in der Form nk
geschrieben werden, n € N, k € K. Die Multiplikation ist gegeben durch

(nk)(n'K) = (nn™*")(kK')

(es liegt ein sogenanntes semidirektes Produkt vor). Konjugiert wird gemifl
(nk)"* = (1/’11/'“_171)"i kR

Folglich ist faserweise

(k)" N~ (k) = {(v* 'n)" [veEN, ke Cre(k)}k -

~

=: Ng,n CN

Dies setzt sich zusammen zu

(nk)® = U (Nen)® k",
K,EC'K(IC)\K



so daB man insbesondere |(nk)| = |Nj,| - |k*| erhilt. In der Praxis ist es giinstig, fiir
jedes k € CI(K) Reprisentanten fiir die disjunkte Zerlegung von N in Mengen der Form
Nin zu bestimmen.

Die Urbilder der Konjugationsklassen von K zerfallen also wie folgt in Konjugationsklas-
sen von H.

Reprisentant in K | Urbild zerfdllt in Klassen représentiert von, konjugiert in S zu,
Lénge der Klasse in H
100 L1 101 1
U 010 ) ~agr.1-1: {010]) ~ ga. 8 -
1 001 1 "\ oo1 3
-1 00 9.1
0-10 ) ~ )
U2 0 01 az,
110 3.4 110 6.4
010 ) ~ < 4 011 ) ~ .
us 001 as, "\ o001 Ge,
1-10 3.4 1-10 b 6.4
0 10 (o 11 .
V3 0 01 ~ as, »\o o1 ~ 03,
010 9.6
U 100 ) ~ @
4 001 4,
1-10 9.4
0-10 ) ~
Ug 0 01 Ge,
-1 10 9.4
0-10
Vg 0 01/ "~ G

f) Sei x ein Charakter von K, sei s € S gegeben, und sei xt3;(s) gefragt. Nach (d) haben
wir in der Tabelle in (e) die Elemente von Cl(H) zu betrachten, die in S zu s konjugiert
sind und die entsprechende Linearkombination der Charakterwerte auf K zu bilden.

Sei zum Beispiel s = a3. Wir erhalten mit (d) und der Tabelle in (e)

54 o4 o4

Xti(as) = x(uy) - o7+ x(u3) - T x(v3) - It 2x(u1) + 3x(u3) + 3x(v3) -

Insgesamt erhalten wir so die gesuchte Formel

Xt =
[26x(u1), 2x(u2), 2x(u1) + 3x(us) + 3x(v3), x(us) + x(vs), 2x(u4), x(us) + Xx(vs),0,0,0,0,0,0] .

g) Induktion von [1,1,1,1,1,1] liefert [26,2,8,2,2,2,0,0,0,0,0,0] = x1 + X2 + X3, mit x3
wie in Tafel unten.

Induktion von [1,1,1, (3, (2, (3, (4] liefert [26,2,—1,—1,2,—1,0,0,0,0,0,0] = xg wie in
Tafel unten.

Induktion von [2, —2,0, —(3, —(Z, (3¢3] liefert [52,—4,7,1,0,-1,0,0,0,0,0,0] = x3 + Xx12,
mit yio wie in Tafel unten.

Induktion von [3,3,—1,0,0,0,0] liefert [78,6,6,0,—2,0,0,0,0,0,0,0] = x2 + x12 + X11,
mit yq; wie in Tafel unten.

Induktion von [2,-2,0, -1, —1, 1, 1] liefert [52, —4, —2, -2, 0,2,0,0,0, 0,0, 0] =: . Skalar-
produkte zeigen, dafl 1) in zwei verschiedene Irreduzible zerfillt, die nicht in {x1, x2, X3,
Xs8; X11, X12} enthalten sind.



h) Die Werte in der Spalte von ag sind a priori enthalten in Q((g). Es ist aj ~ asg, also sind
die Werte fix unter (g — (2, i.e. sie liegen in Q((s + ¢§) = Q(iv/2). Es ist ag' ~ bs, also
bildet die Einschrinkung von (s (5" auf Q(iv/2) (in anderen Worten, die komplexe
Konjugation) die Spalte ag auf die Spalte bg ab, und genauso die Spalte bg auf asg.

Die Werte in der Spalte von a3 sind a priori enthalten in Q((13). Es ist a3; ~ ay3, also
sind die Werte fix unter (i3 (3, i.e. sie liegen in Q(9) mit ¥ := (13 + (& + (75 Es ist

CL??) ~ 1313, b??) ~ C13, 0?3 ~ d13, d??’ ~ 13- Auf Q(ﬁ) schrinken €13|—>§163 und Cl3l—o><-123
gleich ein. Also bildet o die Spalte a3 auf die Spalte b;3 ab usf.

Die iibrigen Spalten sind rational, also fix unter Galoiskonjugation. Damit haben wir
eine Operation von Gal(Q(Gs, C13)/Q) = Gal(Q(Gs)/Q) x Gal(Q(C13)/Q) (= (Z/8Z)* x
(Z/13Z)* ~ Cy x Cy x C13) auf den Spalten der Tafel von S, mit den Bahnenléingen
1,1,1,1,1,1,2,4.

G operiert auch auf den Zeilen, da Galoiskonjugierte irreduzibler Charaktere wieder ir-
reduzible Charaktere sind. Die Voraussetzung aus Lemma (3.9) ist deswegen gegeben,
weil die Operation durch eine Operation auf den Eintrdgen definiert ist. Also hat auch
die Operation auf den Zeilen die Bahnenldngen 1,1,1,1,1,1,2,4. Die Bahn der Linge
4 heiBe {x4, X5, X6, X7}, die Bahn der Linge 2 heifle {x9, x10}. In der Zerlegung von
in Irreduzible kann kein Charakter aus der Bahn der Lénge 4 vorkommen, da ansonsten
der rationalwertige Charakter v nicht stabil unter Galoiskonjugation wire — man wihle
eine Konjugation, die den auftretenden Charakter aus {xu, xs, xs, x7} auf einen nicht
auftretenden Charakter hieraus schickt und verwende, daf} irreduzible Charaktere linear
unabhingig sind.

i) Der reguldre Charakter [5616,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0, 0] ist nach Wedderburn die Summe
aller irreduziblen Charaktere, jeweils multipliziert mit ihrem Grad. Die Grade von xg und
X10 sind gleich v(1)/2 = 26. Damit erhalten wir

X4+X5+X6+X7 = [64:05 _854:050,05(),_1,_la_la_l]'

j) Auf den rationalen Spalten haben galoiskonjugierte Charaktere denselben Wert, ndmlich
den der Bahnsumme, geteilt durch die Bahnlénge. Siehe Tafel unten.

k) Aus der vertikalen Orthogonalitit der Spalten ag und ag folgt y + 3’ = 0. Aus dem
Skalarprodukt der Spalte ag mit sich selbst folgt 4|x|? + 2|y|? + 4 = 8, und also 2|z|> +
ly|? = 4, da in Q(iv2) konjugierte Elemente den selben Betrag haben. Da x und y
ganzalgebraisch sind, liegen sie in Z[iv/2] (Vorsicht, hierzu ist eine kleine Uberlegung
notwendig!).

Es ist |aiv/2 + B|? = 202 + B2 fiir a, § € Z.

Fall || = 1 und |y| = 0. Dann ist £ = £1. Die Summe (x4 + x5 + X6 + Xx7)(as) von
Konjugierten von x soll aber den Wert Null haben. Also geht dies nicht.

Fall |z| = 0 und |y| = 2. Hieraus folgt y = +4/2, und o.E. y = +iv/2. Daraus folgen die
Werte in den Spalten ag und bg wie in der Tafel unten.

Nun liefern (xo, X9) = 1 und (x10, x10) = 1 den Wert 0 von xo und xio auf den Spalten
a13, b13, ¢13 und dy3.



1) Wiren zwei der angefiihrten Werte gleich, so wire die kompletten Charaktere gleich.
Dies widerspréiche der horizontalen Orthogonalitét.

m) Berechne (x4, x4) mit ¢ wie angesetzt unter Zuhilfenahme von maple und dem Paket
with(numtheory).

Sei G die angefiihrte Grammatrix. Sei o := (eoa1a20a3), sei 5 := 2a.5, also ein ganzzahliger
1
Vektor mit Koeffizientensumme teilbar durch 4. Mit D = ( 13, > ist 10 = aSDS*at,
13

also
40 = B +13B2 + 1365 + 135 .

Zunichst liegen die 3; mit 7 € {1,2,3} notwendigerweise in {—1,0,1}. Da /32 ein ganz-
zahliges Quadrat ist, liegen sie sogar in {—1, 1}, so daf auch 5, = £1. Mit der Kongruenz
modulo 4 bleiben also 8 Moglichkeiten fiir den Vektor 5.

Multiplikation mit S ist bijektiv. Diese 8 Moglichkeiten werden also bereits durch
a € {(ilooo) , (0:&100) , (00:!:10) , (000:!:1)}

ausgeschopft. O.E. diirfen wir damit ¢+ = =+ annehmen. Es ist Trq)/q(?)
= Trq(¢,)/Q(¢i3) = —1, also folgt entweder mit horizontaler Orthogonalitét von x, und
X1, oder aber mit der oben angefiihrten Summe x4+ x5+ X6+ x7 (geméB (1)), dal ¢t = +9.

Mit (1) vervollstindigt man nun die Tafel von S wie folgt.

Représentant | a1 | as | a3 bs | as| as as bs | a3 | bis | ci3 | dis
Linge 1117|104 | 624 | 702 | 936 | 702 | 702 | 432 | 432 | 432 | 432
X1 1| 1 1] 1| 1 1 1 1| 1] 1| 1
Y2 120 4| 3| 0] o 1 0 0 —1| =1 -1] -1
X3 13 =3 4| 1] 1| o -1 -1 o] 0| o o0
X4 6| 0| —-2| 1| 0] o0 0 0w’ | v |9 | v’
Xs 6] 0| —-2| 1| 0| o 0 00 | 9 | 9°° | 9o
X6 16| 0| —=2| 1| 0] o0 0 0w |9’ | 9" | v
X7 6| 0| -2 1| 0| o0 0 0w |9’ |9 | v
Ys 26| 2| -1] -1 2| -1 0 0| 0| 0| 0] O
Yo 26| —2| -1 =1| 0| 1| w/2|—=iv/2| 0| 0] 0| O
X10 26| 2| =1 —=1| 0| 1|—=iv/2| /2| 0| 0] 0| 0
Y11 211 3| 0] 0| -1| 0] -1 —1| 1| 1] 1| 1
X12 39| -1 3| 0| -1| -1 1 1/ ol o] of| o




