Ubungen Darstellungstheorie Sommersemester 02

Loésung 9

Aufgabe 21.

a)

i) Esist pp = 22 + 22+ 22 +23 = (21 + T2+ 23+ 24)? —2(01 T2+ 7123+ - -+ T374) = 57— 259.
Also ist p2 = s1 — 4s?sy + 452.

ii) Es ist hy3 = 23x9 + 2323 + - - - + 2373. Nach dem Algorithmus aus der Vorlesung ist
1315 das grofite Monom, wir haben also s?sy zu subtrahieren. Dies liefert als Differenz

—2(zfxs + -+ +) — b(wiwozs + -+ +) — 127120237 -
Nach Algorithmus ist nun 2s2 zu addieren. Es ergibt sich als Summe
—(2}zoms + ) .

Addiert man dementsprechend s;5s3, so bleibt

4$11‘2$3l‘4 = 484 .
Insgesamt ist
h3’1 = 8%82 - 28% — 8183 + 484 .
iii) Genauso wird
p3s = 55 — 35159+ 353,
und, iv),
py = S} — 4575y + 253 + 45153 — 454 .
Vgl. (d).
b)
i) Es ist
P1Sm—-1 = (l‘1+...)(x1...xm_1+...)

= m($1"'$m+"')+($%$2"‘$m71+"')
= MmSm + Mo -

Ferner ist fiir ¢ € [2,m — 1]

PiSmi = (i + )@ T+ )
= m@ize - Tmoipr + ) + (@ Ty T )
= hm,i + hm,i+1 .
Schliefilich ist
P15t = (o7 4 (@ +-0)

M@y + ) + (@)
hm,m—l +pm -



c¢) Mit (b) wird

(=)™ msy + Ziepme1(=1)FPmisi
= (=1)™"msy + (hmm-1 + Pm)

+ Zie[2,m—2}(_1)i+l(hm,m—i + Pnym—it1)

+ (=1)™(MmSm + him2)
= (=1D)™"'msm + (hmm-1 + Pm)

+ Ez‘e[2,m—2}(_1)i+1hm,m—z'

+ Eie[l,m—?)}(_l)ihm,mfi

+ (=1)™(msm + hms2)

(_1)m+1m5m + (hm,m—l + Pm) + ((_1)m+1hm,2) + (_hm,m—l) + (=1)™(msm + hm,2)
= Dm .

d) Die Formel ist richtig fiir m = 1. Mit dem einzigen Summanden A = (1) ist in der Tat
pr=1- (=) sy = 50,
Sei die Formel gezeigt fiir m’ < m. Wir erhalten mit (c)
Pm
= (=1)™"msy + Yicpmo1)(—=1) Prmisi
— (—l)m“msm + Zie[Lmq](_l)iH <(m — ) Z“Fmii(_l)m—ﬁh(u) (h(u?—l)’! s > s |

HjZl('u’i_p’i+1)! K

Fiir A = (m) ist der Koeffizient von s hierin in der Tat gleich (—1)™"!'m

Fiir A F m mit h()\) > 2 ergibt sich der Koeffizient von s, hierin als

Sieftm-1(=1)" (m — i) (=1)m O G (N = X))

I, 00X
B s R LR
- C R 132 §>,'+1),(mh@) ~m)
und das war zu zeigen.
e) Sei X eine zu y gehorende Darstellung von CG, von Dimension n. Seien (i, ..., (, die

Eigenwerte der Operation von g auf X.

Beachte, daf die Formel von (d) fiir n < m richtig bleibt in dem Sinne, dafi s; = 0 zu
setzen ist fiir ¢ > n — verwende die Formel fiir n = m und setze x; = 0 fiir i € [n + 1, m].

Es ist nun

X(gm) = pm(Cl; SRR Cn)

und

XM(g) = si(Gy-- -, G) -



In der Tat ist !l = % Y oes, 0€s € CS, das zum alternierenden Modul S((Jl ") gehorende
zentralprimitive Idempotent. Man schreibt auch

(2, @i, @+ ® :Uil)e[ll] = iy, NTiy AN+ ATy,

fiir z; € X, und zuweilen auch Aly := y['l.
Also ist eine Basis von X® gegeben durch {e;;, Aej, A+ A€, | i1 <ig < --- < i} wenn
{e1,...,e,} eine Basis von X ist, und es gilt

€iry N€Cigy N Ne€; = €y Nejy N+ Nejeq
d.h. eine Permutation o der Faktoren ist unter Beriicksichtigung ihres Vorzeichens ¢,
moglich.

Wihlt man eine Diagonalbasis fiir die Operation von g, so wird e;; A e;, A -+ A e; unter
g auf G, Gy -+ G, - €, A iy A -+ Ae;, geschickt. Daraus die Formel fiir /.

Mit (c) sieht man per Induktion iiber m, daB8 x(¢™) ein ganzzahliges Polynom in den
x1(g) ist. Mit (d) erhiilt man die Formel

g™ m+h (h(A) = 1)! [1%]
x(g™) = m- : X" (g) -
)En szl()‘; - )‘;-f-l)' FE[L,h(N)]
Aufgabe 22.
a) Nach dem Satz von Molien ist
oge Z det(I — z(gp)) "

zu berechnen. Wir lassen die Summe iiber die von 1, 2 = 52 4, j und ij indizierten
Konjugiertenklassen der Liangen 1, 1, 2, 2, 2 laufen und fiigen jeweils die Multiplizitét an.

Es wird
(I)Qs (Z)

1
((lfz)2 + (1—|—z)2 + 1—}—z2 + 1—|—z2 + 1—|—z2)

(1—22)2 1+z2
24—2241
(z24-1)(22-1) °

2841
(1—2%)2

b) Es sind 2 algebraisch unabhéngige Primirinvarianten zu finden (da p von Grad 2).
Hierbei ist f(X,Y) invariant, falls

fIX,)Y) = f(X,—iY)
[(XY) = f(=Y,X).

Primérinvarianten sind etwa 9, = X2Y? und 9, = X* + Y4, da diese algebraisch un-
abhiingig sind (betrachte z.B. den Koeffizienten bei den Monomen der Form X* in einem



polynomialen Ausdruck g(¢1,9s), der zeigt, daf bei einem Verschwinden g in 95 konstant
zu sein hat). Beziiglich dieser Primérinvarianten haben wir nun zwei Sekundirinvarianten
zu finden, von Grad 0 und von Grad 6.

Den Reynoldsoperator auf ein Monom X®Y? angewandt, ergibt Null fiir @ + b ungerade.
Ist a + b gerade, aber kein Vielfaches von 4, so ergibt sich Null, falls b gerade ist, und
(XY — XbY%) /2, falls b ungerade ist. Ist a + b Vielfaches von 4, so ergibt sich Null, falls
b ungerade ist, und (X°Y?® + X°Y%) /2 falls b gerade ist.

Damit erhalten wir das folgende C-lineare Erzeugendensystem des Invariantenrings.
{X?2ay?2B 4 xWy?2a x2etly25+1 _ x28+ly20+l | o 4 3 gerade, o, 3 > 0} .

Es erzeugen nun 7; = 1 und 7, = X°Y — XY den Invariantenring als freie Modulerzeuger
iiber C[¥q, 93], da dies bis auf Skalar die einzigen Invarianten in den Graden 0 und 6 sind.
In anderen Worten, es sind die gesuchten sekundéren Invarianten.

c) Wire (Qs)p eine Spiegelungsgruppe, so wére ®g,(z) ' von der Form [[;c; (1 — 2%),
Da der Nenner z* —22+1 = (2 — (12) (2 — (%) (2 = ¢T5) (2 — (1a) von P, (z) nicht im seinem
Zihler (2* —1)(22 — 1) = (2 — 1)%(2 + 1)%(z — i)(z + i) aufgeht, ist dies nicht der Fall.
Somit ist (Qg)p keine Spiegelungsgruppe.

Aufgabe 23.

a) Wff[ ist einfach genau dann, wenn (ng, ng) — 1 ist. Nun ist aber

Frobeni
Ok, xti) =" O xtivg)
Mack
= ZseH\G/H(X,X‘sfgmHs)
Frobenius
= ZsEH\G/H(X|HﬂHS’X|S) .
Da fiir s = 1 sich (x|gnmt, xl1) = (X, x) = 1 ergibt, ist diese Summe genau dann 1, wenn
die anderen darin auftretenden Skalarprodukte verschwinden.
b) Zunéchst ist G = HU HsH mit s = ((1)(1)) eine disjunkte Zerlegung in Doppelneben-
klassen. Es ist H N H® die Untergruppe der Diagonalmatrizen. Es wird Xw((“ d)) = w(a),

wohingegen Xw\s((“d)) = w(d). Dies sind zwei nicht isomorphe eindimensionale Darstel-
lungen von H N H?, es sei denn, es ist w = 1.

Also ist genau fiir w # 1 der Charakter x,!% von G, von Grad p+ 1 = [G : H], ein
irreduzibler Charakter von G.



