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Losung 1

Aufgabe 1.
Wir folgen Benson.
Lemma. Ist r € J(R), so gibt es ein s € R mit (1 —r)s = 1.

Beweis. Wir haben zu zeigen, daf (1—r)R = R. Wére (1 —r)R C R, so wire (dank Zorns Lemma) (1—r)R
in einem maximalen Rechtsideal I enthalten. Da aber auch J(R) C I, folgte 1 = (1 —r) +r € I, was absurd
ist. o

Alternativ ist das Lemma auch ein Spezialfall der Aussage aus der Vorlesung, dal aus r € J(R) folgt, da8
1—reR".

Zeigen wir nun die Aussage. Sei (myq, ..., my) ein erzeugendes Tupel von M iiber R minimaler Linge n. Wir
haben n = 0 zu zeigen, denn dies ist gleichbedeutend mit M = 0. Sei n > 1 angenommen. Da J(R)M = M,
kénnen wir my, = 3_;c(y ) M7 mit 7; € J(R) schreiben. Das Lemma gibt uns ein s € R mit (1 —ry)s = 1.

Es folgt
my, = Z m;r;Ss ,
i€[l,n—1]
und folglich ist auch (myq,...,m,_1) ein erzeugendes Tupel von M iiber R, im Widerspruch zur Minimalitét
von n.
Aufgabe 2.

(1) Sei m € m = J(R). Sei I ein maximales Rechtsideal in A. Wir haben zu zeigen, dafi m € I. Es geniigt
zu zeigen, da m(A/I) = 0. Nun ist m(A/I) ein A-Teilmodul von A/I, und es ist A/I ein einfacher
A/I-Modul. Bleiben also nur die beiden Méoglichkeiten m(A/I) = 0 oder m(A/I) = A/I. Letzteres
implizierte aber J(R)(A/I) = A/I, und, da A und somit auch A/I endlich erzeugt iiber R ist, mit
Aufgabe 1 also A/I = 0, was absurd wire.

(2) Mit (1) wird J(A/mA) = (J(A) +mA)/mA = J(A)/mA.
Aufgabe 3.

(1) Nach Vorlesung ist J(A) ein Nilideal. Ferner enthélt J(A) nach Vorlesung jedes nilpotente Rechtsideal.
Ist also ein Nilideal N C A gegeben, so ist dies insbesondere ein nilpotentes Rechtsideal und also
insbesondere in J(A) enthalten.

(2) Nach Definition als Schnitt iiber alle Annihilatoren einfacher Linksmoduln ist J(A) C I. Da I ein
Nilideal ist, ist nach (1) auch J(A) D I. Also ist J(A) = I.

Aufgabe 4.

(1) Wir haben einen Ringmorphismus

w

78, — 7 x 7Z
(L,2) +— (1 , =1
Dieser hat die Z-lineare beschreibende Matrix (?[ ,%) beziiglich der Gruppenbasis (1, (1, 2)) von ZS,
und der Standardbasis ((1,0), (0, 1)) von Z x Z. Da det (% _%) # 0 ist, ist w injektiv.
Esist Bild(w) C{(a,b) € ZXZ : a=2b} = ACZxZ.
Da die Determinante der beschreibenden Matrix von w gleich 2 ist, ist der Index von Bild(w) in Z x Z

gleich 2. Da auch der Index von A in Z x Z gleich 2 ist, folgt, dafl der Index von Bild(w) in A gleich

1 ist, d.h., dal Bild(w) = A. In anderen Worten, wir haben einen Isomorphismus ZS %d» A (unter
Mifibrauch der Bezeichnung w).



(2) — Wir haben einen injektiven Ringmorphismus

Zo)S: — Zo x Zp
L2 — 1, -1

Dieser hat die Z(3)-lineare beschreibende Matrix (% _%) beziiglich der Gruppenbasis (1, (1, 2)) von
Z(2)S; und der Standardbasis ((1,0), (0,1)) von Z) x Z3).
Es ist Bﬂd(w(g)) C {(a,b) € Z(2) X Z(Q) D a=g b} =: A(2) - Z(Q) X Z(Q).
Da die Determinante der beschreibenden Matrix von w(sy gleich 2 ist, ist der Index von Bild(w(2))
in Zg) x Zy) gleich 2. Es folgt, daf Bild(w(s)) = A(a).

— Analog haben wir einen injektiven Ringmorphismus w(s). Es ist Bild(w(g)) C Z3) X Z3). Da die
Determinante der beschreibenden Matrix von w(g) gleich 2 ist, ist der Index von Bild(w)) in
Z(3) X Z(3) gleich 1. Also ist Blld(w(3)) = Z(g) X Z(3)

(3) Wir haben einen Ringisomorphismus

wie aus der Prisentation von Ss in Erzeugern und Relationen

<81> S2 8%7 S%v (3132)3> — 83
S1 — (1,2)
So (2,3)

abgeleitet werden kann. Denn die angegebenen Bilder von (1,2) und (2, 3) erfiillen diese Relationen.
Dies liefert uns einen Gruppenmorphismus von S3 zur Einheitengruppe der rechten Seite, welcher stets
eindeutig zu einem Ringisomorphismus von ZSs in die rechte Seite fortgesetzt werden kann.

Wir berechnen die Z-lineare beschreibende Matrix von w beziiglich der Gruppenbasis
(id, (1,2), (2,3), (1,3), (1,2,3), (1,3,2))

der linken Seite und einer Standardbasis auf der rechten Seite zu

T
=D = = N =

0
-1
0—
1
-1
1—

WwWwowwo
NN
b

Die Determinante dieser Matrix ist 2! - 3%, Es ist
Bild(w) C {(a, (gg) ) EZXZPAIKL a=yf, d=30, a=3b, e = f} — A C ZxZ2xZ=:T.

Der Index von Bild(w) in T ist gleich dieser Determinante, viz. 2% -32. Vermittels einer Z-linearen Basis
von A erkennen wir, dafl auch der Index von A in I' gleich 2! - 3% ist. Folglich ist Bild(w) = A. Wir

haben daher einen Isomorphismus ZS3 —:» A (unter Mibrauch der Bezeichnung w).

(4) — Esist
Bﬂd((.d(g)) C {(a, (Zg) f) € Z(g) X Z?;)Q X Z(Q) T a =9 f} =: A_(Q) - Z(Q)XZ?2>32><Z(2) =: F(g) .

Der Index von Bild(w(g)) in T'(9) ist gleich 2!, Vermittels einer Z5)-linearen Basis von A () erkennen
wir, daf auch der Index von Ay in I'(2y gleich 2! ist. Folglich ist Bild(w(2)) = A(2y. Wir haben

daher einen Isomorphismus Z)S3 2y A2y.

~



— Es ist

Bild(w) € {(a, (5e) .)€ Zpy x 22 x Zyy + d =50, a =5 b, e =5 f} = Mgy © Zigy ¥ 2 xZs) = T -

Der Index von Bild(w(s)) in T'(3) ist gleich 33. Vermittels einer Z3)-linearen Basis von A (3) erkennen

wir, daf auch der Index von A3 in I'(3y gleich 33 ist. Folglich ist Bild(w(s)) = Asy. Wir haben

daher einen Isomorphismus Z3)S3 w—,(fL Ags).
Aufgabe 5.

(1,2) Sei A :={(a,b) € Zzy x Z(3) : a =2 b}; vgl. Aufgabe 4 (2).
Wir wollen Aufgabe 3 (2) zur Bestimmung von J(A/2A4), und sodann Aufgabe 2 (2) zur Bestimmung

von J(A) verwenden. Letztere Aufgabe besagt, dafl wir J(A) als Urbild von J(A/2A) unter A — A/2A
bestimmen koénnen.

Der A-Modul A hat den A-Teilmodul B := {(a,b) € ZxZ : a =20, b =5 0}. Es ist A/B ein einfacher
A/2A-Modul, da eindimensional iiber Fy. Sein Annihilator in A ist gegeben durch B. Sein Annihilator
in A/2A ist daher gegeben durch B/2A. Wegen B? C 2A (genauer gilt B? = {(a,b) € Z X Z : a =4
0, b =4 0}) ist B/2A ein Nilideal in A/2A. Nach Aufgabe 3 (2) ist folglich
J(A/2A) = B/2A,
und mit Aufgabe 2 (2) also vollends
J(A) = B.
Es wurden schon berechnet
J(A/24) = 0
und

J(A)? = {(a,D) €ZXZ : a=40,b=40}.

Ferner ist A/J(A) ~ (A/2A)/(J(A)/2A) = (A/2A)/J(A/2A) ~ F; ein Schiefkérper. Daher sind A und
A/2A lokale Ringe.

(3,4) Sei A := {(a7 (ZE) J) € Ly x Z?ZX)Q X Z) 1 a=y f}; vgl. Aufgabe 4 (4).

Der A-Modul X := Z) x0x0 C A hat den Teilmodul 2X, und X /2X ist einfach, da dimg, X/2X = 1.

Der Annihilator von X/2X in A ist {(a7 (Zg)  f) € Loy x Z%QX)Q xZy 1 a=y f = O}.

Der A-Modul Y := 0 x (ng Zg@) x 0 C A hat den Teilmodul 2. Es ist Y/2Y einfach iiber F2*? (via

Linearer Algebra), und also auch iiber A.

Der Annihilator von Y/2Y in A ist {(a, (Zg) f) €Ly x Z?QX)Q XZio ta=3 f,b=2c=2d=3e= 0}.

Wir behaupten, dafl J(A) bereits der Schnitt dieser beiden Annihilatoren ist, d.h. daf§

J(A) = {(a,(Zi),f) € Z ><Z?2X)2 XZoy : a=y f=20,b=2c=2d=s2e= 0} =:T.
Dazu bleibt mit Aufgabe 2 (2) zu zeigen, dal I/2A das Radikal von A/2A ist. Dafiir wiederum geniigt
es mit Aufgabe 3 (2) zu zeigen, daf} eine Potenz von I in

24 = {(a, (Zg) ,2f) € Zg) x Z?QX)Q XZp ta=4 =20, b=c=2d=e=) 0}
liegt. Es wird aber bereits

I? = {(a,<3§),f)ez(2)XZ?2X)2><Z(2) ca=y4 f =40, bE4CE4dE4eE4O} C 24

wie man anhand von Produkten von Z,)-linearen Basiselementen feststellt.

Bereits berechnet wurden nun J(A), J(4/2A) = J(A)/2A, J(A)?, und es wurde festgestellt, dafl
J(A/24)? = 0.
Ferner ist A/J(A) ~ (A/2A)/J(A/2A) ~ Fy x F2*? kein Schiefkérper. Also ist A/2A nicht lokal.



(5,6) Sei A := {(a, (gg) ) €Ty X BHP X Zggy - d=30, a=3 b, e = f}; vgl. Aufgabe 4 (4).

Der A-Modul X := Z3y x0x0 C A hat den Teilmodul 3X, und X/3X ist einfach, da dimg, X/3X = 1.

Der Annihilator von X/3X in A ist {(a, (32) f) € L) x Z?3X)2 xZg) : d=30, a=3b=30, e=3 f}

Der A-Modul Y := 0 x 0 x Z(3y € A hat den Teilmodul 3Y’, und Y/3Y ist einfach, da dimg, Y/3Y = 1.

Der Annihilator von Y/3Y in A ist {(a, (32) f) € Lz x Z?;)Q XZg + d=30,a=3b e=3f=3 0}.

Wir behaupten, dafi J(A) bereits der Schnitt dieser beiden Annihilatoren ist, d.h. daf
! c — — = - f—
JA) £ {(a, (3) ) €Ty x TR X Dy - d=30, a=3b=30, e = f = o} - I.

Dazu bleibt mit Aufgabe 2 (2) zu zeigen, dafl I/3A das Radikal von A/3A ist. Dafiir wiederum geniigt
es mit Aufgabe 3 (2) zu zeigen, daf eine Potenz von I in

34 = {(a, (gg) ) €Ty x 2P X Zsy - =30, d =90, a=9gb=30, ¢ =y f = 0}
liegt. Es wird
2= {(a,(gg) )€ By X TP x Ly - a=90, d= 0, b=y c =3¢ =30, fzgo}
wie man anhand von Produkten von Zs)-linearen Basiselementen feststellt. Damit wird schliefllich
= {(a (52) . )) € Zoy) x ZE2 x Zg) + a =270, b=gd =g e =90, c=30, [ =57 0} C 34

Bereits berechnet wurden nun J(A), J(A/3A) = J(A)/3A und J(A)2.
Eine Fj-lineare Basis von J(A/3A)? = (J(A)? 4+ 3A4)/3A ist {ibrigens gegeben durch

((0,(30),0) +34, (0,(3%).0) +3A, (0,(54),0) +34, (0,(37),0) +3A) .
Eine Fj-lineare Basis von J(A/3A)? = (J(A)? 4+ 3A4)/3A ist gegeben durch

((0,(88),0) +34, (0,(99),0) +34) .
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Ferner ist A/J(A) ~ (A/3A)/J(A/3A) ~ F3 x F3 kein Schiefkérper. Also ist A/3A nicht lokal.
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