G. Nebe, M. Kiinzer

Darstellungstheorie 11, WS 06/07

Losung 9

Aufgabe 29.

(1)

Es operiert ¢ — 1 = d”" — 1 = (d — 1)?" via X?" auf U, = F[X]/(X*) = (X°,..., X*) (auf die
Kennzeichnung von Restklassen wurde verzichtet). Somit ist darin
(XY pe = (XE, X X2V

Es wird ‘
Ukle = b Xee,

i€[0,ps—1], i<k
da sich F-lineare Basen der Summanden zu einer F-linearen Basis von U} zusammensetzen.
Sei £(i) :==1+max{z €Z : z < %} =1+ L%J Falls £(i) > 1, so ist Uy, ~ (X" pe via

Y — X Also ist
Ude = @ Uiy
i€l0,ps—1], £(i)>1
eine Zerlegung in Unzerlegbare der gefragten Form.

Beachte noch, daf darin hochstens p® = [D : C] Summanden auftreten.

Mit Mackey wird
G

Ugl"lp =~ ED (Uk)’Ipsnn]

geD\G/D

D

Es zerfallt (Ux)?|psnp genau wie Ug|pnsp nach (1) in eine direkte Summe von héchstens
[D : DN 9D] Unzerlegbaren. Mit dem Greenschen Unzerlegbarkeitssatz aus Aufgabe 27 (5.i1) zerf&llt

also auch (Ug)9pen DWD in eine Summe von hochstens [D : D N 9D] Unzerlegbaren. Somit zerféllt
Uil |p in eine direkte Summe aus hochstens

> [D:DND] = > |DgD| = [G:D]
geED\G/D geD\G/D

Unzerlegbaren, da mit einer Betrachtung der Linksmultiplikationsoperation von D auf G/D mit
dem Bahnenlemma

D] Dl
DgD| = =
9P = TapD) = D oD
folgt fiir alle g € G.
Zerlege Uk]G = @Dicp1,m Vi mit Vi unzerlegbar stets. Zerlege Vilp = @ ;e ney Wiy mit Wi

unzerlegbar stets, wobei i € [1,m]. Es ist n(i) > 1 stets und also

m < Z n(i) = [G: D]

1€[1,m]
nach (2) unter Verwendung von Krull-Schmidt.

Folgendes Argument fiir (3), welches ohne (1) und (2) auskommt, kenne ich von A. Giinther und M.
Kirschmer.

Es operiert d — 1 auf Uy mit einem nilpotenten Jordanblock J. Also operiert d — 1 auf UMG mit P® J
fiir eine bestimmte Permutationsmatrix P von Kantenldnge [G : D]. Da P ® J nilpotent ist, hat sie das
charakteristische Polynom X!Gl. Da ferner dim Kern ((P ® J)l) =14 |G : D] fir ¢ € [1,k] ist, erhalten
wir I ® J als Jordanform von P ® J, wobei I die Einheitsmatrix von Kantenldnge [G : D] bezeichne.
Zerfiele UMG in mehr als [G : D] Summanden, so zerfiele die Jordanform P ® J als Operationsmatrix
eines Elementes des Gruppenrings in mehr als [G : D] Blocke. Da die Jordanform bis auf Permutation

der Blocke aber eindeutig festliegt, ist dies unmdoglich.



Aufgabe 30.

(1)

Die Implikationen von innen nach auflen folgen direkt aus Satz 13.5.(i).

Zeigen wir W | V]g = W ~ f(V). Mit 13.5.() ist Vg ~ f(V) & U mit U = O(Y). Also ist
W ~ f(V) oder W | U. Wir miissen also noch letzteres ausschlieflen. Letzteres fithrte aber zu
vx(W) e ANY = AN X = (), was nicht geht.

Zeigen wir V| W]G = W ~ f(V). Mit 13.5.(i) ist W|~ =~ f~Y(W) @ U’ mit U’ = O(X). Also ist
V =~ f~Y(W) oder V | U’. Letzterenfalls wire aber vx(V) € AN X = (), was nicht geht.

1G

Sei die gegebene kurz exakte Sequenz von RH-Moduln mit F = (0 — X’ XX — 0)
bezeichnet.

Zerfsllt E, d.h. gibt es eine RH-lineare Abbildung X" — X mit or = 1, dann zerféllt wegen

U]GW]G = 1]G =1 auch E]G.
Sei umgekehrt E]G zerfallend.
Sei

aX G
X — Xl'lu

r FH— x®1.

Genauso aX”. Es sind X und aX” beide RH-linear. Fiir # € X ist ferner x(aX)(ﬂGJH) =

@1 =2zmr(aX"), und somit ist (CYX)(W]GJH) =m(aX").

’

G
Es ist a eine “Transformation vom Funktor idgg_nodq zum Funktor (=) |g 7.

Sei ox
G
Xlpg — X
. if H
t®g r-g %gE
0 ifgg H.

Genauso X”. Es sind X und X" beide RH-linear. Fiir x € X und g € G ist ferner

G o xr-g ifgeH B (x-g)m ifgeH
(¢ © )1 1) (9X") = { e } - { S

} = (z®g)(BX)m,

wobei die mittlere Gleichheit sich aus der RH-Linearitéit von 7 ergibt.

G
Es ist 8 eine “Transformation vom Funktor (—)] |y zum Funktor idgg_mMod ”-

Beachte noch, dal (aX")(8X") = 1.

Sei nun p(ﬂc) = 1. Dann ist (ij)(ﬂGjH) = 1. Also ist

G

((@X")(plm)(BX))m = (aX")(plr)(] |)(BX")
— (aX//)(BX//)
= 1.
Die Eigenschaft, dafl a mit 7 vertauscht, haben wir nun doch nicht gebraucht.
Wir schreiben die Multiplikation auf M9 als m-y9 := my, wobei y € P, und wobei my das Produkt
auf M bezeichne.
Ein Isomorphismus ist gegeben durch
M]G o~ Mg]G
mr > me g_lx
mgr =< mEx



Sobald gezeigt ist, dal beide Abbildungen wohldefiniert sind, erkennen wir auch unmittelbar, dafl
sie sich gegenseitig invertieren und daf sie RG-linear sind.

Wir zeigen, dal m®x — m® ¢~ 'z wohldefiniert ist. Sei y € P. Dann ist my®@z —— my®g 'z =
m-y9 Q¢ lr=meyIg 'er =m® ¢ 'yr, und andererseits auch m ® yzr — m ® g~ lyz.

Wir zeigen, dal m ® gr <— m ® = wohldefiniert ist. Sei y € P. Dann ist m -y @ x ——>m-y9 @ gx =
my ® gr =m®ygr = m Q gyz, und andererseits auch m ® y9z —— m ® gyJz.

Aufgabe 31.

(1)

(2)

Sei g € G\ H. Es ist P9 N H eine p-Untergruppe von H. Da P eine normale p-Sylowuntergruppe
in Hist,ist PPNHCP,dh. PPNH=PINHNP=1.

Zun#chst merken wir an, da§ ein F'G-Modul genau dann injektiv ist, wenn er projektiv ist. Denn
sei P projektiv, i.e. Summand von (FG)* fiir geeignetes k¥ > 0. Dann ist auch P* projektiv, da
Summand von ((FG)k)* ~ FG*. Dann aber ist P** ~ P injektiv. Analog, ist P injektiv, so ist P*
projektiv, und also ist auch P** ~ P projektiv.

Seien M’ und M" zwei FG-Moduln.
Sei I ein injektiver FFG-Modul. Sei eine kurz exakte Sequenz

()

t
0—> Mol —~ M — M" — 0
gegeben. Es ist ¢ monomorph, und spaltet also auf. Isomorphe Ersetzung gibt
S1 S2 w1
d) ()
0 — M@I(—>) Mael —> M'—0

Da s; monomorph und I injektiv ist, faktorisiert

52

(M 2-1) = (M 25 M1 .

Wir erhalten folgenden Morphismus kurz exakter Sequenzen.

0 M s1 ~  wituwsz M 0
(10)l . l(lu) H
(57) v ()
0O— Mol Mol M 0

In der Tat erkennen wir die nétigen Kommutativitéiten. Ferner ist s1(w1 +uws) = sywq + sgwg = 0.
Ist umgekehrt m € M mit m(w; + uws) = 0 gegeben, so wird (mmu) (i1) = 0, und somit gibt es
m € M und i € I mit (mmu) = (mi) (G ) = (mnmu), insbesondere ist i = ms;.

Spaltet die obere kurz exakte Sequenz, so auch die untere.

Wir konnen also festhalten, dafl es eine nichtspaltende kurz exakte Sequenz mit Kern M’ und
Cokern M" gibt, falls es eine nichtspaltende kurz exakte Sequenz mit Kern M’ @& I und Cokern M"
gibt.

Mit dem hierzu dualen Argument sehen wir, dafl es eine nichtspaltende kurz exakte Sequenz mit
Kern M’ @ T und Cokern M" gibt, falls es eine nichtspaltende kurz exakte Sequenz mit Kern M’ @
und Cokern M" @ P fiir einen projektiven F'G-Modul P gibt.

Zusammengenommen gibt es also eine nichtspaltende kurz exakte Sequenz mit Kern M’ und Cokern
M| falls es eine nichtspaltende kurz exakte Sequenz mit Kern M’ @ I und Cokern M" & P gibt.

Zur eigentlichen Aufgabe. Sei 0 — V; — V — V5, — 0 eine nichtspaltende kurz exakte Sequenz.
Dann ist 0 — Vi|g — V]g — Vo|g — 0 nichtspaltend, da, wie in der Vorlesung bereits angemerkt,
wegen der H-Projektivitit aller RG-Modul auch die urspriingliche kurz exakte Sequenz aufspalten
wiirde. Nun ist aber Vi ~ U; & I mit einem injektiven — da projektiven — FH-Modul I; und
Vo ~ Uy @ P mit einem projektiven F'G-Modul P. Nach obigem gibt es auch eine nichtspaltende
kurz exakte Sequenz mit Kern U; und Cokern Us.



Fiir eventuellen spéteren Gebrauch. Der Grund, warum (2) gilt, ist darin zu suchen, dafi der Funktor
Ext! auf FG-mod (in 2 Variablen, Werte in F'-mod) iiber die stabile Kategorie FG -mod faktorisiert.

Aufgabe 32.

Wir schreiben G = SLy(F,). Schreibe noch G = GLy(F,).

Es ist |G| = [SL2(F,)| = p(p? — 1).

Bemerkung 1. Sei u € F;. Dann ist {22 +uwy? 12,y € F,} =F,.
Beweis. Sei € € F \ (F;)2

Fall u & (F;)?. Wir verwenden F, = {0} U (F)* U e(F;)2.

Fall u € (F;)2. Ohne Einschriankung ist « = 1. Dank Multiplikation mit (F;)Q geniigt es zu zeigen, dafl
{2?+y? - 2,y € F,}ne(Fy)? # 0. Wire dem nicht so, so wiire mit £ € {0}U(F;)? auch £+1 € {0}LI(E;)2.

Mit Induktion folgte F, C {0} U (F;)?, was nicht der Fall ist.

Bemerkung 2. Ist A € G, so ist det (C@(A)) eine Untergruppe von ¥y . Ihre Ordnung d ist ein Teiler

. d .
von p— 1. Es ist |A®| = |A%|- — Insbesondere, ist d = p — 1, so ist A = A%,
p—

Beweis. Es ist

5 d
p

_ 16l _ 16l [CalA): Cal)]
Cal ~ ] [G:a

(1) Wir suchen zu jedem Element A in G = SLy(F,) einen Reprisentanten. Es ist x4(X) = X?+aX +1

mit a € F),.

Fall X% + aX + 1 irreduzibel. Es gibt nach rationaler Normalformtheorie in diesem Fall nur eine

Ahnlichkeitsklasse, und diese wird représentiert von Ag := ((IJ :;) Wir berechnen

Cia(Ao) = {(_“Uu_fav) tu,v € Fy, u? + auv + v* # 0} .

Da die Determinante eines solchen Elements gleich u? + auv + v? = (u + $v)? + (%2 + 1)v? ist, ist

|det (Ci(Ag))| =p—1, und also AT = Ag nach Bemerkung 2. Es liegt eine p’-Klasse vor, denn als

Element von GLy(F,2) betrachtet, ist Ay diagonalisierbar.

Fall X*+aX +1= (X —b)(X —b"") fiir ein b € F; mit b* # 1. Es gibt z.B. nach Jordanformtheorie

b 0
1

in diesem Fall nur eine Ahnlichkeitsklasse, und diese wird repriisentiert von Ay := (o b ) Wir

berechnen
Ca(Ao) = {(82) : w,z € F,, uz #0}.

Da |det (Cs(Ao))| =p—1, ist AT = AOG nach Bemerkung 2. Es liegt eine p’-Klasse vor.

Fall X? 4+ aX + 1= (X —b)? fiir ein b € {—1,+1}. Es gibt nach Jordanformtheorie in diesem Fall

zwei Ahnlichkeitsklassen.

Ahnlichkeitsklasse reprisentiert von Ay = (82) Hier ist AS = Aoé einelementig. Es liegt eine

p’-Klasse vor.

Ahnlichkeitsklasse reprisentiert von Ay = (8 11)) Wir berechnen

Caldr) = {(b4) : w,v € Fy, us0}.

Somit ist det (C5(A1)) = (Fj)?. Also ist |Af| = %|A§| nach Bemerkung 2. Es liegt keine p’-Klasse

vor.

Wir behaupten, dafl Ay := ((1)3:) € A% < AG. In der Tat ergibt sich aus ({f,g) Ay = Ay (;5;) die

Bedingung w = 0 und u = ez, und somit die Determinante e2? # 1. Wir berechnen

Cald2) = {(b4) : w,v € By, u#0}.



(2,3)

Somit ist det (C5(Az2)) = (Fj)?. Also ist |A§| = %|A§| nach Bemerkung 2. Es liegt keine p’-Klasse
VOr.

Wir haben insgesamt p + 4 Konjugationsklassen in SLy(F,) gefunden. Die Anzahl der p’-Klassen
unter diesen betrégt p.

Schreibe g := (§1). Sei E;f = (o). Schreibe w := (gagl).

Sei P = (g). Sei W = (w). Es ist H := Ng(P) = (9) x (w) = P x W ~ C,, x Cp_1. Beziiglich G, H
und P werden wir die Greenkorrespondenz anwenden.

Fiir ¢« € [1,p — 1] operiert g auf V; via X —— X 4+ Y und Y ——Y. Es operiert w auf V; via
X+——>aX und Y a7 'Y,

Da V;|p unzerlegbar ist, trifft dies auch auf V;|g zu. Somit ist V;|g bereits der Greenkorrespondent
von V; fiir ¢ € [1,p — 1]. Schreibe U; := V;|g.
Mit Aufgabe 31 (2) geniigt es also, eine nichtzerfallende kurz exakte Sequenz von FH-Moduln
anzugeben mit Kern U,_;_; und Cokern U;.

Wir folgen Alperin, Local representation theory, und klassifizieren zunéchst die unzerlegbaren
FH-Moduln. Schreibe ® := ®QF.

Bemerkung 1. Sei A eine endlichdimensionale F'-Algebra. Sei S ein einfacher A-Modul. Sei P der
zugehdrige unzerlegbar projektive A-Modul. Sei M ein (endlich erzeugter) A-Modul mit M/MJ(A) ~
S. Dann gibt es einen Epimorphismus P — M.

Beweis. Da P projektiv ist, gibt es einen Morphismus P — M so, daf
(P—M — M/MJ(4)) = (P— P/PJ(P)=>M/MJ(A)). Mit Nakayama ist dieser
epimorph. o
Bemerkung 2. Sei A eine endlichdimensionale F-Algebra. Sei M ein A-Modul. Es ist MJ(A) der
Schnitt rad M aller mazimalen echten Teilmoduln von A.

Beweis. Sei M' C M ein maximaler echter Teilmodul. Dann ist (M /M’)J(A) = 0, und also M J(A4) C
M’. Somit ist MJ(A)rad M.

Es ist M/MJ(A) als Modul iiber A/J(A) halbeinfach, und also dito iiber A. Also ist
rad (M/MJ(A)) = 0. Schreibe M 4 M/MJ(A) fir die Restklassenabbildung. Es ist rad M C
¢! (rad (M/MJ(A))) = MI(A). o
Lemma 3. Sei M ein FH-Modul. Es ist J(FH) = J(FP)FH = FHIJ(FP) = FH(1 — g) =
(1— g)FH.

Beweis. Es ist J(FP)FH = FHJ(FP) ein Ideal in FH. Ferner ist (J(FP)FH)* = J(FP)*FH fiir
k> 0. Also ist (J(FP)FH)* = 0 fiir ein k > 0. Ferner ist FH/FHJ(FP)|p halbeinfach iiber FP.
Da P eine p-Gruppe ist, ist folglich FH/FHJ(FP) ein H/P-Modul. Da H/P eine p’-Gruppe ist,
ist FH/FHJ(FP) halbeinfach iiber F'(H/P), und somit auch halbeinfach iiber F H. Dies zeigt die
ersten beiden Gleichheiten.

Bleibt zu zeigen, da8 J(F P) als Ideal von (1 — g) erzeugt wird. Da dieses Ideal (1 — g%) fiir alle i €
[1,p—1] enthilt, hat es Codimension 1 in F'P. Ferner ist wegen (1—g)? = 0 auch (FP(1—g))? = 0.0

Sei S7 der triviale eindimensionale F'H-Modul. Sei Q1 der zugehorige unzerlegbar projektive Modul.
Dank Lemma 3 ist Q1]p der zu Si|p gehorige unzerlegbar projektive Modul. Dank Lemma 3 ist
Q; einreihig mit QJ(FH)*/Q,J(FH)**! eindimensional fiir alle k > 1, da dies fiir Q|p zutrifft.
Schreibe T := Q1J(FH)/Q1J(FH)? und Z := Q1/Q1J(FH)?. Wir haben eine kurz exakte Sequenz

(%) 0O —T —> 72— 5 —0.
Hierin ist Z nicht halbeinfach, da dies nach (—)|p nicht zutrifft. Insbesondere spaltet (*) nicht auf.
Z wie “von Linge zwei”, T wie “twist”.

Beachte, dafl die Operation T'® — auf den FH-Moduln wegen T* ® T ~ S; von T* ® — bis auf
Isomorphismus invertiert wird.



Sei S ein einfacher F'H-Modul; schreibe d := dimp S. Sei @) der zugehorige unzerlegbar projektive
Modul. Es ist Q|p ~ (FP)? fiir ein d > 0. Lemma 3 gibt durch einen Vergleich der Radikal-
quotienten, daf d’ = d. Ferner zeigt Lemma 3, daB dimp (QJ(FH)'/QJ(FH)"™") = d fiir alle
i€ [0,p—1].

Lemma 4. Jeder unzerlegbar projektive FH-Modul ist einreihig. Genauer, ist QQ der projektive
Deckel (i.e. Hiille) des einfachen Moduls S, so ergibt sich QI(FH)!/QJ(FH)™ ~Tt® S fiir alle
i€[0,p—1], und QI(FH)? =0.

Beweis. Bemerken wir zunéchst, dal ein Modul, dessen Radikalschichten alle einfach sind, notge-
drungen einreihig ist.

Zum Zwecke dieses Beweises kiirzen wir J = J(F'H) ab.

Tensoriere (x) mit S. Nun ist S ® Z nicht halbeinfach. Denn sei z € Z mit z(g — 1) # 0 gegeben,
was existiert, da Z nicht halbeinfach ist; cf. Lemma 3. Sei s € S \ {0}. Da S einfach ist, ist S|p
halbeinfach, und mithin sg = s. Es wird (2®s)(g—1) = 29g®s9—2®s = z(g— 1) ® s # 0. Speziell
st (S®Z)J=S5S®T und (S® Z)J? =0.

Wir erhalten nach Bemerkung 1 einen Epimorphismus von @) nach Z ® S, und also einen Epimor-
phismus von QJ* nach (Z ® S)J¢ fiir i > 0. Insbesondere erhalten wir einen Epimorphismus von
QJ/QJ? nach S ® T. Da beide von Dimension d sind, liegt ein Isomorphismus vor.

Sei X ein FFH-Modul mit X/XJ(H) ~ S. Dann gibt es einen Epimorphismus von QJ/QJ? ~ S® T
nach XJ/XJ?2. Also ist letzterer Modul Null oder isomorph zu S ® T.

Wenden wir diese Tatsache auf X = @QJ an, mit S ® T anstelle von S und @ ® T anstelle von @,
so erhalten wir, dal QJ%/QJ3 Null oder isomorph zu S ® T%? ist. Und so fort. Da die Dimension
jeder Radikalschicht von P gleich d ist, und da es davon p Stiick gibt, erhalten wir das behauptete
Resultat. o

Lemma 5. Jeder unzerlegbare F H-Modul ist einreihig.

Beweis. Sei M ein unzerlegbarer F'H-Modul. Sei U C V C M Teilmoduln so, dafl V/U einreihig
ist, und unter diesen einreihigen Subquotienten einer mit maximaler (Jordan-Hélder-)Linge; diese
betrédgt mindestens 1.

Sei V' := VJ(FH). Da V/U nur einen maximalen echten Teilmodul hat, ist U C V/ C V, und
V/V' ist einfach; cf. Bemerkung 2. Sei @ der zu V/V’ gehorige unzerlegbar projektive Modul. Mit
Bemerkung 1 gibt es einen Epimorphismus Q — V/U. Wir heben diesen zu einem Morphismus
Q — V; sei U sein Bild. Es ist U einreihig als epimorphes Bild von @Q; cf. Lemma 4. Es ist

V/U ~ (U4U)/U ~ U/(UNU).

Wiire U NU # 0, dann hiitte U groBere Linge als V/U. Also ist U & U =V. Es ist U isomorph zu
V/U und hat insbesondere dieselbe Linge. Also diirfen wir o.E. U = 0 voraussetzen.

Sei V" der eindeutige minimale Teilmodul in V. Mit Bemerkung 2 ist (V/V")* = V*J(FH), und
also V* = V*/V*J(FH). Sei ' der zum einfachen Modul V" gehérige unzerlegbar projektive
Modul. Bemerkung 1 liefert einen Epimorphismus Q' — V*. Mit @’ projektiv heben wir diesen
zu einem Morphismus ' — M* und bezeichnen mit (M/V)* sein Bild; dieses ist einreihig als
epimorphes Bild von Q’; cf. Lemma 4. Es ist

VE o MY/(M/V)S = (M/V)*+ (M/V)*)/(M/V)* = (M/V)*[(M/V)* 0 (M/V)") .
Wiire (M/V)* N (M/V)* # 0, dann hitte (M/V)* grofere Linge als V*. Also ist
M* = (M/V) & (M/V)",
und folglich V =0 und V = M. 5

Der Beweis zu Lemma 5 zeigt, da8 aus der Einreihigkeit aller unzerlegbar Projektiven (iiber einer Grup-
penalgebra einer endlichen Gruppe mit Koeffizienten in F', sagen wir) die Einreihigkeit aller Unzerlegbaren
folgt.



Lemma 6. Zu jedem einfachen FH-Modul S und jedem ¢ € [1,p] gibt es bis auf Isomorphie genau
einen unzerlegbaren Modul von Jordan-Hdélder-Linge €. Dieser ist Quotient des einreihigen projek-
tiven Deckels von S. Alle unzerlegbaren F H-Moduln sind bis auf Isomorphie von dieser Gestalt.

Beweis. Da mit Lemma 5 jeder unzerlegbare Modul einreihig ist, hat ein solcher insbesondere einen
einfachen Kopf und ist somit Quotient eines unzerlegbar projektiven Moduls; cf. Bemerkung 1.

Umgekehrt ist bereits nach Lemma 4 jeder unzerlegbar projektive Modul einreihig von Léinge p,
und hat somit zu jedem ¢ € [1, p] bis auf Isomorphie genau einen Quotienten von Lénge £. o

Zu (2). Es ist U; unzerlegbar von (Jordan-Holder-)Lénge i, da U;|p einreihig von Lénge 4 ist; cf.
Lemma 3. Sei U der Unzerlegbare mit demselben Kopf wie U;. Da nach Lemma 6 beide Quotienten
des projektiven Deckels dieses Kopfes sind, gibt es eine kurz exakte Sequenz

0O— X —U—U;, — 0.

Da diese wegen U unzerlegbar nicht spaltet, bleibt zu zeigen, dal X ~ U,_;_;.

Nun ist der Kopf von U; erzeugt von der Restklasse von X*~!. Auf ihm operiert w also als a*~!
(und g trivial). Insbesondere ist der Kopf des Projektiven U, der triviale eindimensionale Modul.
In U, operiert w auf XP~2Y via a?~3 = a~2. Da Z von den Restklassen von X?~! und XP~2Y

erzeugt wird, operiert w also auf T via a~2.

Sei A der eindimensionale Modul, auf welchem w via « operiert. Schreibe A* := A®(-1. Zum
Beispiel ist T ~ A®(—2), Beachte, dal A®(P—1) ~ A®0 trivial ist.

Da auf dem Kopf von U; und von U das Element w via a’~! operiert, ist dieser Kopf isomorph zu
A®(-1)

Der Kopf von X ist isomorph zu UJ(FH)!/UJ(FH)**! und nach Lemmata 4 und 6 somit isomorph
zu

T®I g ABG-1) o A®-2iH(-1) o AS(p-i-1-1
Da zudem die Lange von X gleich p — 1 — 4 ist, ist in der Tat X ~U,_;_;.
Es ist {ibrigens U ~ U, ® A%".
Zu (3). Beachte, daf der Sockel von U; von Y*~1 erzeugt wird, auf welchem w als o'~
Somit ist der Sockel von U; isomorph zu A®(1—%),

operiert.

Wir behaupten die Existenz einer kurz exakten Sequenz

. 7f3
0 — Upi1i (ﬂ,) (UP®A®(i—1))®A®(14) (iz U, — 0

Daraus folgt dann die Behauptung, da der mittlere Term nicht zur Summe der &ufleren beiden
isomorph ist, wie man einer Betrachtung der Dimensionen der unzerlegharen Summanden entnimmt.
Zu f1. Da Upy1—; und Up ® A®G=1) denselben Sockel A®(*~1) haben, gibt es einen Inklusionsmor-

phismus Up41—; Ny U, ® A®G-1),

Zu fy. Da Upy1—; den Kopf A®(=9) hat, gibt es einen Restklassenmorphismus Upt1—i LN A®0—9),

Zu f3. Da UP®A®(i_1) und U; denselben Kopf A®(~1) haben, gibt es einen Restklassenmorphismus

f:
Upi1-i —> Us.

Zu fs4. Da U; den Sockel A®1=%) hat, gibt es einen Inklusionsmorphismus A®(—%) RN U;.
Beachte, dafl f1f3 = fafs, i.e. daB (f1 f2) (_ﬁ) = 0. Da ferner f; monomorph ist, ist auch (f1 f2)

monomorph; da f3 epimorph ist, ist auch (_ﬁ) epimorph. Aus Dimensionsgriinden liegt also
eine kurz exakte Sequenz vor. Diese spaltet nicht, da schon aus Dimensionsgriinden keiner der
unzerlegbaren Summanden des Mittelterms isomorph zu U; ist.

Repriésentanten der 5-Konjugationsklassen sind z.B. gegeben durch g1 == (1), g2 :== (705_9).
g3 = ((2) ,3)7 g4 = ((1) 7%) und g5 := ((1) j) Wir miissen die Eigenwerte ihrer Operationen von F
nach R heben. Beachte, dafl diese Eigenwerte der Operation von g; immer |(g;)|-te Einheitswurzeln
sind. Wir wiihlen uns primitive m-te Einheitswurzeln (,, in R so, daf (¢, = (4 fiir alle d | m | |G].



Eine Rechnung ergibt folgende 5-modulare Charaktertafel von G, beziiglich der Anordnungen
(‘/137‘/5) und (glv"'7g5)'

Die Cartanmatrix ergibt sich nach Satz 13.13 beziiglich der Anordnungen (Pi,...,Ps) und
(V1,...,Vs) zu
20100
03010
C = (10300)
01020
00001

Wir haben also eine Einteilung in 3 Blocke, {V1,Va}, {V2,Va} und {Vs}, letaterer von Defekt 0.
Aus D'D = C, aus der Tatsache, daf die Eintrige von D aus Z>( sind und mit Beachtung der
gefundenen Blockeinteilung ergibt sich bei geeigneter Anordnung der einfachen K G-Moduln

I
[eleleleleleleloyy
OO FHOOOO
OO HFO
(=l elalelelale]
HOOOOOOOO

Unter Zuhilfenahme einer gewdhnlichen Charaktertafel von G kann man so auch abermals die 5-modulare

Charaktertafel verifizieren.

www.math.rwth-aachen.de/~kuenzer /dthII



