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Sei n ≥ 2. Sei R[X] = R[X1, . . . , Xn]. Sei L ⊆ R1×n ein volles Gitter. Sei (o.E.) minL = 1. Sei
S(L) = T t (−T ). Schreibe s := |T |.

Aufgabe 36 (4 Punkte)

Sei f ∈ R[X]. Sei ρ ∈ On(R). Zeige, daß ∆ρf = ρ∆f .

Aufgabe 37 (6 Punkte)

Seien α, β ∈ R1×n. Zeige.

(1) Ist L stark eutaktisch, so ist
∑

x∈T (xαt)(xβt) = s
n
αβt.

(2) Ist L stark perfekt, so ist
∑

x∈T (xαt)3(xβt) = 3s
n(n+2)

(ααt)(αβt).

(3) Ist L stark perfekt, so ist
∑

x∈T (xαt)2(xβt)2 = s
n(n+2)

(
(ααt)(ββt) + 2(αβt)2

)
.

Aufgabe 38 (8 Punkte)

Sei G :=
(
Spur(xtxyty)

)
x,y∈T ∈ Rs×s. Schreibe r := rkG. Sei J := (1)x,y∈T ∈ Rs×s.

(1) Sei A ∈ Sym>0
n (R) positiv definit. Sei k ≥ 0, und sei M ∈ Rk×n. Zeige, daß rk(MAM t) = rkM .

Folgere, daß L genau dann perfekt ist, wenn r = n(n+ 1)/2.

(2) Sei L stark eutaktisch. Zeige, daß GJ = JG = s
n
J .

(3) Sei L stark perfekt. Zeige, daß G2 = s
n(n+2)

(2G+ J). (Hinweis: Aufgabe 37 (3).)

(4) Sei L stark perfekt. Bestimme die Eigenwerte von G mitsamt Multiplizitäten in Abhängigkeit
von r. Folgere, daß L perfekt ist.
(Hinweis: Diagonalisiere simultan. Dann Spur. Dann (1).)

Aufgabe 39 (6 Punkte)

Sei 21/2L ein ganzes Gitter. Sei L stark eutaktisch. Operiere AutL transitiv auf S(L).

(1) Sei ` ≥ 1. Berechne
∑

x, y ∈ S(L)(xy
t)2` in Abhängigkeit von `, s und n.

(2) Sei n = 8, und sei L stark perfekt. Berechne s. Ist S(L) ein 6-Design?

(3) Sei n = 6, und sei L stark perfekt. Berechne s. Ist S(L) ein 6-Design?

Aufgabe 40 (6 Punkte)

Sei n = 3. Gib eine zerlegungsangepaßte Basis von F3,4 = Harm3,4 ⊥ ωHarm3,2 ⊥ ω2Harm3,0 an.

Aufgabe 41 (4 Punkte)

(1) Sei f(X) ∈ R[X], und sei f(x) = f(y) für alle x, y ∈ R1×n mit xxt = yyt. Zeige, daß
f(X) ∈ R[ω] ⊆ R[X].

(2) Sei e ∈ R1×n
r {0} gegeben. Sei f(X) ∈ R[X], und sei f(x) = f(y) für alle x, y ∈ Sn−1 mit

xet = yet. Zeige, daß f(X) ∈ R[ρe, ω].
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