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Aufgabe 55

Wir werden nicht allzusehr auf die in der Analysis bendtigten Voraussetzungen Riicksicht nehmen.
Allgemein ist die Fouriertransformierte h: R" — C zu einer Funktion h : R" — C gegeben durch
h(y) = / h(z) exp(—2mizy") dz .
Rr
(1) Nach Einsetzen der Definitionen wird behauptet, dafl

/ exp(—wirilm:ct) exp(727riosyt) dz = (—7’i)”/2 exp(ﬂiryyt) .
S e ——
= f(x)

Die linke Seite kénnen wir umformen zu
S exp(—mir~tzat) exp(—2mizy') doe = [R. exp(—mit™
= Jgoexp(—miz(r7 2 + 2y)') do
= Jr 1l jell,n] exp(—wixj (171 + 2y;)) dz

[Tjcpnn (Jr exp(=miz;(r7 a; + 2y;)) dz;)

Yeat — 2rixy") da

Die rechte Seite konnen wir umformen zu

(_Ti)n/QeXp(wiTyyt) = H ((—Ti)l/Qexp(wiTyjz-D )

je[ln]

Also koénnen wir n = 1 annehmen und haben zu zeigen, dafl
/ exp(—mi(r™'2? + 2zy)) dz = (—7i)Y/2 exp(miry?) .
R

Beachte, dafi fiir a € Rsgund p, 0 € Cmit argo € (—n/4, +m/4) ein Wechsel des Integrationsweges
zeigt, dafl

/ exp(—mt?)dt = /exp(—m‘Q)dt =1;
oR+p R

letzteres, da ein positives Resultat zu erwarten ist, und da sich mit einer Polarkoordinatensubsti-
tution folgendes ergibt.

([g exp(—mt?) dt)2 = Jgreexp(—m(s? +1%))d(s, 1)
= fo [0,27] fR>0 exp(—mr?) rdrdy
fRz exp(—mr?) (2rr) dr

fR exp(—u) du

= 1.
Die Substitution & = (7/i)~*/22 + (71)/2y gibt nach einem Wechsel des Integrationswegs wie eben
bemerkt
Jrexp(—mi(r7a? 4+ 2zy)) dz = exp(mity?) [g exp(—mi(r 7 2? + 22y + 7y?)) dw
= exp(mity?) [gexp(—n((7/1)"1 2z + (71)}/?y)?) da
= exp(miry?)(1/i)!/? S siy-172m4 (ri 172y exp(—miz?) di
= exp(riry?)(r/i)'/?,

wobei hierzu arg ((7/i)!/2) € (—m /4, +m/4) zu wéhlen ist.



Ct. (8.8).

(2) Sei p(X) € C[Xy,...,X,]. Wir zeigen zunéichst, daB sich fiir go(x) := p(z) exp(—wir'za') die
Fouriertransformierte zu
1 0 1 0
o~ _ o 'n/2 . - Y - v . t
go(z) (—7i) p< iy om 3yn) exp(mTyy )
ergibt.

Wir diirfen p(X) = X annehmen, wobei £ ein Multiindex sei. Es wird

Jen @ exp(—mir'2z) exp(—2rizyt) dz

Jgn exp(=mir~taat) (—2ni) = % exp(—2wizy®) dz

1

(—2mi)~ 14 a%é Jrn exp(—mirtzat) exp(—27izy") do

= (=2mi) M52 ((—7i)"/2 exp(riryy"))

= (=) (=2mi) M52 exp(iryy') -

—
—

Wenden wir dies nun fiir p(X) = (&,X1 + -+ + £,X,,)* an. Wir erhalten als Fouriertransformierte

9(y)
= (77'1)”/2 S(=1)k. (2%10%1 + -4 %%)k exp(miTyy*)
= () DR (et )IH 7 - &yt exp(miryy")
= ) 0 (S bk ) & eplrinyy!)
= (=ri)™2. (=1)F .- (%8%1 NEPRa Ot agn >k72 (56" + €yt - 7 - Eyt) exp(miryy')
= () (D (g b ) (@) (i)
= (=) (DR (S e+ S )kig (5 - 2(661)(€9") + (€41)% - 7 - €y*) exp(miryy")
= () (0 (g b ) (@) (i)

= (i) (D) R (gy")F exp(riTyy')

Ct. (8.25).

Aufgabe 56

Fiir ein ein volles Gitter L in R?* sollen wir die geraden unimodularen Obergitter von L bestimmen. Es
geniigt hierbei, in jeder Bahn von Aut L jeweils wenigstens einen Repréisentanten anzugeben.

Allgemeine Vorbemerkung. Ist M unimodular mit L C M, soist L C M = M # C L#. Wir koénnen
also M als Gitter zwischen L und L# suchen. Daher geniigt es, die Untergruppe M/L von L# /L zu
bestimmen.

Wir kénnen eine Q/Z-wertige Bilinearform auf L# /L definieren durch
L¥)L x L*/L — Q/Z
(x+L , y+Ll) == (z,9)+7Z,
was wegen (z,y) € Z fiir x € L¥ und y € L wohldefiniert ist.

Sei L C M C L¥ ein Zwischengitter. Wir behaupten, dal (M/L)* = M# /L. Sei hierzu x € L#. Es ist
z + L genau dann in der linken Seite enthalten, wenn (x + L,m + L) = 04 Z ist fur alle m € M; i.e.
genau dann, wenn (z, M) C Z; i.e. genau dann, wenn x € M7#. Dies zeigt die Behauptung.



Ist |L#/L| =5 1, so behaupten wir, daf aus L gerade und L C M C M# C L# folgt, da8 M gerade ist.
Sei m € M. Es gibt ein s € Z mit s =5 1 und s(m + L) = 0+ L, i.e. sm € L. Also wird s*(m,m) =
(sm, sm) € 2Z, und, da (m,m) € Z, also auch (m,m) € 2Z. Dies zeigt die Behauptung.

(1)

Es ist L = A{?. BEs ist L# /L ~ Fy3 ® Fi3; vgl. Bem. vor (1.15). Die Bilinearform hat ihr Bild in
11—32 /Z, was wir mit Fy3 identifizieren qua Multiplikation eines Reprisentanten mit 13. Als Gram-
matrix beziiglich der Standardbasis entsteht so Is.

Wir suchen Vektoren (1a) € Fiy*? mit 1+a? = 0. Es folgt a € {£5}. Somit finden wir 2 Gitter, das
Urbild von ((15))g,, und das Urbild von ((1-5))g,, unter L# —» L# /L. Letzteres ist das Bild des
ersteren unter dem Automorphismus von I = A5 | Ajs, der die Eintridge der beiden Summanden
vertauscht, da <(1 _5)>F13 = <(5 1)>F13'

Es ist L = Ag?. BEs ist L# /L ~ F$*; vgl. Bem. vor (1.15). Die Bilinearform hat ihr Bild in 1Z/Z,
was wir mit Fr identifizieren. Als Grammatrix beziiglich der Standardbasis entsteht so I4.

Wir suchen zweidimensionale Teilriume von Fjy**, auf die die Bilinearform zur Nullform ein-
schriinkt. Da Sy < Aut L = Aut Ag*, kénnen wir nach Gaufivereinfachung und Spaltenvertauschung
eine Basis eines solchen Teilraums als von den Zeilen von ((1) Qa 2) gegeben annehmen, fiir gewisse
a, b, c,d € Fy.

Wegen der Orthogonalitéit der Zeilen zueinander gibt es ein A € F; mit ¢ = —\b und d = Aa. Da
a? +b? = —1 und (=Ab)? + (\a)? = —1, folgt A € {£1}.

Die Rollen von a und b sind wegen Aut L vertauschbar.

Fall A = +1. Wir erhalten die moglichen Basen
GEEIGETDE
Fall A = —1. Wir erhalten die moglichen Basen
(6182) . (IFE).
Es ist L = E#? 1 Dyo.

Es ist D¥ /D1 ~ F$?; vgl. Bem. vor (1.15). Schreiben wir

DlO:{Zaiei:aiEZ ZaiEQO}QRw,
i€[1,10] i€[1,10]

so ist mit h = % 216[1,10} a;e; eine Basis von Dﬁ)/Dlo gegeben durch
(h 4+ D1o, h+e1 4+ D1p) .

Beziiglich dieser Basis haben wir nach Identifikation von %Z /Z mit Fy als Grammatrix Is.
Es werden (h,h) =5/2 und (h+e1,h+e1) =9/2.
Da die det E; = 2, ist E¥ /E; ~ Z/2.

Die Grammatrix von E7 ist gegeben durch

NOOO—ROO

Es ist Ef/E7 erzeugt von z := $(00o01011). Esist (z,2) = 3/2.

Schreibe z; fiir das z entsprechende Element im ersten Summanden E; von L, und zs fiir das im
zweiten.

Nach Identifikation von %Z /Z mit Fy hat E# /E7 als Grammatrix 1.

Insgesamt hat L# /L ~ F}** als Grammatrix 1.



Wir suchen nun einen zweidimensionalen Teilraum von F, **, auf den die Standardbilinearform auf
die Nullform einschrénkt.

Wir schreiben eine Basis dieses Teilraums als Zeilen einer Matrix in Fyy4. Diese diirfen wir als

in Zeilenstufenform gegeben annehmen. Wir kénnen alle Formen bis auf (3?‘;3) und ((1)8(1“;)

ausschliefen. Insbesondere tritt die Zeilenstufenform (8 o Z) nicht auf, da hier zwangsliufig a = 1

und b = 1 sein miifite, und dann aber die Zeilen nicht mehr orthogonal zueinander wéren.

Da wir mittels eines Automorphismus von L auch noch die ersten beiden Spalten vertauschen
diirfen, bleiben die folgenden beiden Moglichkeiten.

Fall ((1)?(1)(1)). Wir behaupten, dafl das zugehorige Gitter gerade ist. Dazu miissen wir zeigen, dafl
alle Urbilder in L# von Elementen unseres Teilraums von L# /L gerade Quadratlinge haben.

Da das Urbild unseres Teilraums ganz (sogar unimodular) ist, gentigt es, Urbilder eines Z-linearen
Erzeugendensystems unseres unimodularen Gitters als von gerader Quadratlinge nachzuweisen.
Denn sind z, y € L# von gerader Quadratlinge und gehoren demselben ganzen Gitter an, so wird
(@+y,z+y) =(z,2)+2(x,y) + (y,y) € 2Z.

Ein solches Erzeugendensystem ist gegeben durch L, vereinigt mit je einem Urbild der beiden Zeilen
unserer Matrix. Die Elemente von L haben gerade Quadratlédnge.

Ein Urbild der ersten Zeile (1010) ist durch z; + h gegeben und hat

N W
DN | Ot

(z1+h,z1+h) = =+- =4 =0.

Ein Urbild der zweiten Zeile (0101) ist durch z; + (h 4 e1) gegeben und hat

+ :6520

N W
N ©

(z14+ (h+er), 21+ (h+er)) =

Dies zeigt die Behauptung.

Fall (éé(l)(l)) Die zweite Zeile wird von h+ (h+e1) =3 ep repriisentiert, und (e1,e;) = 1 #2 0. Also
ist das zugehorige unimodulare Gitter nicht gerade.

Aufgabe 57
Es bezeichnet A die Menge der Abbildungen von H nach C. Gegeben ist k € Zx.

Wir wollen zeigen, dafl

A x SLy(Z) — A

(1 () — (el ais(=)
eine Gruppenoperation von SLy(Z) auf A definiert.

Da nicht c = 0und d =0 und da ¢, d € R, ist cz + d # 0 fiir alle z € H. Somit ist die Abbildung
wohldefiniert.

Seien (‘Cl Z) , (?,’ Zl,) € SL2(Z) gegeben. Es ist noch zu zeigen, daf das Resultat der Operation von
ab a b _ aa’+bc’ ab’ +bd’
(C d) (c’ d/) - (ca'-i—dc' cb/-&-dd/)

auf f € A gleich dem der Operation von (‘cl 2), gefolgt von der Operation von (Z// Zl/) auf f ist.

Ersteres ist gleich

2+ ((ca’ +dc’)z + (b + dd/))_kf((aa’ +bc)z + (ab + bd’))

(ca’ +dc')z + (b + dd')



Um zweiteres zu berechnen, lassen wir die Operation von (‘C‘: Z/,> auf (z F—(cz +d)7Ff (%)) los und
erhalten in der Tat

2+ b7
- Z’zid’ +d

—k a(a’z4+b")+b(cz+d’
= (ela’= + 1)+ d(cz o+ &) f (A

—k aa’+bc’)z+(ab’+-bd’
= ((cd' +dc")z+ (b +dd')) f(&a’idc’%zi%cb’idd’%) .

z > (dz+d)7F(c- aztb 4 g _kf AL
c/z+d’
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