G. Nebe, M. Kiinzer

Gitter und Codes, SS 07
Losung 9

Durchgehend ist L C R ein volles Gitter mit min L = 1. Wir schreiben S(L) = TU(—T) und s := |T|.

Aufgabe 36
Esist f € R[X] und p € O, (R). Wir wollen zeige, dall Apf = pAf.

Schreibe fx,(X) := aixi f(X) fiir i € [1,n]. Insbesondere bezeichnet fx,(Xp) die Ableitung von f nach
X, in welche statt X nun Xp eingesetzt wird (erst ableiten, dann einsetzen). Dies ist von % f(Xp) zu
unterscheiden — damit wird die Ableitung des Polynoms f(Xp) nach X; bezeichnet (erst einsetzen, dann
ableiten).

Schreibe ferner p = (p; ;) ;. Es bezeichne 9; ; das Kroneckerdelta.

Fiir ¢ € [1,n] wird mit der Kettenregel
aixf(Xp) = ng[l,n] fx;(Xp) - (Xipri+ -+ Xopni)x,

= Zje[Ln] fXJ(Xp) *Pig -

Damit wird dann
2
aa—Xff(Xp) = Zje[lm] aiX?(fX] (Xp)) - pij

Zje[l,n] (Zke[l,n] fx;x (Xp) sz) “Pig

und also
Apf = A(f(Xp))
= Zie[l,n] Zje[l,n] (Zke[l,n] fXj,Xk (Xp) 'Pi,k) " Pij
D et 2oken] fX5,x0 (XP) - Xoien n) PikPi
EjG[l,n] Zke[l,n] fx;,x.(Xp) - Ok, 5
e fx5.x,(Xp)
= pAf.
Cf. (6.11).
Aufgabe 37

Es sind o, 8 € RIX™,
(1) Sei L stark eutaktisch. Mit (6.22) und (6.23) ist > p(2a®)? = 2aa® fiir alle a € R'™. Setzen
wir in diese Gleichung £« + 18 fiir « ein, wobei &, 7 € R, so ergibt sich
& (Xper(@a’)?) +260 (X, er(@a’) (@) +0* (X,er(za')?) = & (aa + 26naf' +19*66") .

Dies ist eine Gleichung von Polynomen in R[, 7). Koeffizientenvergleich bei £n gibt

ZreT(xat)(xﬂt) = %a/@t .
(2, 3) Sei L stark perfekt. Mit (6.22) und (6.23) ist Y, (za®)* = n(siz) (aat)? fiir alle e € RY*™. Setzen

wir in diese Gleichung £« + 18 fiir « ein, wobei &, 7 € R, so ergibt sich

& (Xper(@a)t) +4€% (X, er(xat)?(@8Y)) +66°0% (3, er(xat)?(25')?)
+ 4§773 (ZzeT(xat)(xﬁt)3) + 774 (ZIET(l‘ﬁt)4)

— n(r?i2) (54(040/5)2+4§2n2(0zﬁt)2+n4(ﬁﬁt)+4§3n(aat)(aﬁt)+4§n3(aﬁt)(ﬁﬁt)+2§2n2(aat)(ﬁﬁt)) .




Dies ist eine Gleichung von Polynomen in R[¢, 7). Koeffizientenvergleich bei €31 gibt

Yper(zat)’(xf) = n(Si2)(aat)(aﬁt)~

Koeffizientenvergleich bei £212 gibt
Sper(@at)?(@f)? = 5y ((aah)(86°) +2(af')?) .

Aufgabe 38
Wir schreiben G = (Spur(ztxyty))w’yeT = ((zyt)Q)w,yeT und r :=1k G.

(1)

Sei A € Sym;°(R) positiv definit. Sei & > 0, und sei M € RF*". Wir wollen zeigen, daf
rk(M AM") = rk M. Hierzu zeigen wir, dafl Kern(—)M AM* = Kern(—)M. Es ist nur die Inklusion
C zu zeigen. Sei M AM® = 0. Dann ist aMAM®z* = (zM)A(xM)* = 0, und also, da A positiv
definit ist, zM = 0.

Ist nun speziell A = I, und M die Matrix, deren Zeilen die Koordinaten der Elemente von z‘z
beziiglich einer Orthonormalbasis von Sym,, (R) enthilt, wobei  die Menge T' durchlduft, so wird
G = MI,M". Zu zeigen ist, dafl L perfekt ist, was wiederum #dquivalent ist zu rk M = n(n + 1) /2.
Mit der eben gemachten Beobachtung geniigt es also, r =tk G = n(n 4 1)/2 zu zeigen.

Es ist L stark eutaktisch. An Position (y, z) € T'x T hat GJ den Eintrag Y, (yz")?. Da L stark
eutaktisch ist, ist S(L) nach (6.29) ein 2-Design, so daf mit (6.22)

> wa')? = fyyt = 2

zeT

ist, wobei wir von y € S(L) und min L = 1 Gebrauch gemacht haben. Es folgt G.J = 2.J.
Mithin ist auch JG = (G*J*)" = (GJ)' = £J* = £J.

Nun ist L stark perfekt. An Position (y,z) € T x T hat G* den Eintrag Y~ __,(y2")?(zz")?. Da L
stark perfekt ist, ist S(L) nach Definition (6.30) ein 4-Design, so dal mit Aufgabe 37 (3)

>yt (@2)? = ——2—((yy)(=2") +2(52")%) = —

z€T n(n + 2) W (1 - 2(y2t)2)

entsteht. Wir lesen ab, daB G2 = m(J + 2G).

Weiterhin ist L stark perfekt. Da GJ = JG, konnen wir G und J simultan diagonalisieren. Wir
kénnen also durchgehend G durch G := diag(gs, ..., gs) und J durch J := diag(s,0,...,0) ersetzen.

Aus GJ = %j entnehmen wir g, = =.

Aus G2 = m(i + 2@) entnehmen wir g; € {0,

Auf der anderen Seite ist Spur(G) = Spur(G) = Y, . (22")? = s. Somit muB

~ s 2s
— Spur(@) = S (o1
° pur(G) n (r )n(n +2)
sein. Es folgt r — 1 = 7("_1)2“”'2), und also r = —"2;”.

Aufgabe 39

Nach Voraussetzung ist nun 2'/2L ein ganzes Gitter, i.e. 2y' € %Z fiir alle z, y € L. Ferner ist L stark
eutaktisch, und Aut L operiert transitiv auf L.

Sei g € S(L). Fiir z € S(L) ist dann mit Cauchy-Schwarz |zx§|? < |zat||zoz| = 1, und Gleichheit gilt
genau dann, wenn x ein skalares Vielfaches von zq ist, i.e. wenn x = +x¢. Also ist zxf € {0, i%, +1},
und es ist zzy = +1 genau dann, wenn x = +x.



Schreibe n; := {z € S(L) : zxf =1i/2} fiir i € {0,1,2}. Dann gelten zunichst die Gleichungen ny = 2
und ng + ni + ne = 2s.

Da L stark eutaktisch ist, gilt ferner

25 _ 25, ot _ th2 1
= = Spozry = E (wxg)° = zn1+ny.

Somit ist n; = 8 (% - 1).

(1) Da Aut L nach Voraussetzung transitiv auf S(L) operiert, wird

Z (zy*)?* = 2s Z (zah)* = 25(27%ng +np) = 2s (23*% (2-1)+2) .
=,y €S(L) z€S(L)

(2) Es ist nun n = 8. Da L stark perfekt ist, gilt mit (6.22) und (1)

B o= 2d3(qgaf)” = > (aap)t =27 (5-1)+2,
x€eS(L)

woraus s = 120 folgt.

Nun ist S(L) nach (6.25) genau dann ein 6-Design, wenn
$)2.1-3-
Z (xy')® = (28?10.113 2.
z,y € S(L)

Die linke Seite ist nach (1) gleich 2s(273 (§ — 1) 4 2) = 900. Die rechte Seite ist ebenfalls gleich
900. Also liegt sogar ein 6-Design vor.

Ein 8-Design liegt dagegen nicht mehr vor.

(3) Esist nun n = 6. Da L stark perfekt ist, gilt mit (6.22) und (1)

§ = B o)’ = ) (wap)t =271 (2 1) +2,
z€S(L)

woraus s = 36 folgt.
Wire S(L) ein 6-Design, so wire nach (6.22) und (1)

2085 (wozf)® = Y (aaf)® = 270 (5 -1) +2.
xz€eS(L)

Die linke Seite ist gleich % Die rechte Seite ist gleich %. Also liegt kein 6-Design vor.

Man kann auch (6.25) heranziehen. Zur Widerlegung geniigt aber, wie gesehen, (6.22).

Wegen (2.18) kann in (2) L = Eg sein, in (3) L = Eg. Cf. Tabelle vor (1.15).

Aufgabe 40

Wir erinnern daran, daf§ Harms ,, als Kern von F3 p, A F3,m—2 definiert war (wobei F3 ,,—o = 0 falls
m—2 < 0).
Es ist e.g.
(1)
eine Basis von Harms g.

Es ist e.g.
(X1 X2, X1 X3, XoX3, X3 — X2, X7 — X2)



eine Basis von Harmg .

Es ist e.g.

(X3Xy — 3X1XoX2, X1 X3 — 3X1 Xo X2, X3X3 — 3X, X2X3, X1X3 — 3X, X2X5, X3X;3 — 3X2X, X3,
XoX3 —3X2XoXs, X1+ X4 — 6X2XZ, X} + X — 6X2X2, X4 + X} — 6X2X3)

eine Basis von Harms 4.

Eine zerlegungsangepafite Basis von F34 = Harms4 1 wHarmso L w2Harm3,0 ist daher e.g. gegeben

durch

(X3Xy —3X1 X, X2, X1 X3 —3X1X5X2, X3X3 —3X1X2X3, X1 X3 — 3X,X2X5, X3 X3 — 3X2X, X5,
XpX§ — 3X2XpXa, Xi + X§ — 6X2XZ, X{ + X§ — 6X2X3, X4 + X4 — 6X3X2,
leXg, wX1X3, CL)XQX?,, w(X% — X??), w(X12 — XQQ),

w?) .

Aufgabe 41

(1)

Schreibe I fiir die Invarianzeigenschaft eines Polynoms g(X) € R[X], fiir alle z, y € R" mit
zz' = yy' auch g(z) = g(y) zu haben.

Gilt I; fiir g(X) € R[X], und ist g[(c,)z = 0, dann ist g = 0. Denn fiir alle = € R*™ gibt es ein
o € 0,(R) mit zo € (e1)r. Da dann zz* = (z0)(z0)*, wird also g(z) = g(zo) = 0.

Betrachte nun ein f(X) € R[X], welches I erfiillt.
Esist f(X1,0,...,0) = f(—=X1,0,...,0) wegen I, und also f(X1,0,...,0) =: h(X?) € R[X?].
Es erfiillt nun w und also auch h(w) die Eigenschaft I, und mithin auch f(X)— h(w). Nun ist aber

(f(X) = h@)@1,0,.00 = f(21,0,...,0) = h(a]) =0
fir z; € R. Gemifl Vorbemerkung ist also auch f(X) — h(w) = 0. Somit ist f(X) € Rw].
Schreibe I, (e) fiir die Invarianzeigenschaft eines Polynoms g(X) € R[X], fiir alle z, y € S™~! mit
ze! = ye' auch g(x) = g(y) zu haben.
Zunéchst diirfen wir ee® = 1 annehmen, da I(e) <= Iz(Xe) fiir A € R \ {0}, und da R|p.,w] =
R[px\&w]'
Wir haben zu zeigen, daf aus I(e) fir f(X) € R[X] folgt, daB f(X) € R[pe,w].
Sei 0 € O, (R).
Es ist 0pe = peot, da fiir z € R

ope(r) = pe(zo) = eo—txtpeot(x)

ist. Wegen ow = w ist also oR[pe,w] = R[pest, w].

Ferner erfiillt g(X) € R[X] die Bedingung I»(e) genau dann, wenn (og)(X) die Bedingung I»(ec*)
erfiillt. Denn erfiillt f(X) die Bedingung I (e), so ist fiir alle x, y € S"~! mit zoe' = yoe' auch
(0g)(x) = g(xo) = g(yo) = (cg)(y). Mittels 0! erhilt man auch die umgekehrte Implikation.

Da wir ein o € O, (R) mit ec® = e; wihlen kénnen, geniigt es also, den Fall e = e; zu betrachten.
Gilt Iy(eq) fiir g(X) € R[X], und ist g[(c, ey = 0, dann ist g = 0. Denn fiir alle z € R gibt es
ein o € Stabg, (r)(e1) mit zo € (e1, e2)r. Da dann ze} = (zo)ef, wird also g(z) = g(zo) = 0.
Betrachte nun ein f(X) € R[X], welches Iz(eq) erfiillt.

Es ist f(X1,X2,0,...,0) = f(X1,—X5,0,...,0) wegen Ix(e1), und also f(Xi,X2,0,...,0) =:
k(X1,X3) € R[X1, X3].

Es ist R[X1, X3] = R[X1, X7 4+ X3] (als Teilringe von R[X1, X5]). Die Inklusion C folgt hierbei
bereits aus der Tatsache, daB X7 = (X7 4+ X3) — X{. Schreibe k(X1, X3) = k(Xy, X{ + X3) fiir
ein geeignetes Polynom k(Y7,Ys) € R[Y1, Ya].



Es erfilllen X; und w, und also auch k(X;,w) die Bedingung I(e1), und mithin auch f(X) —

k(X1,w). Nun ist aber
(f(X) - ];(lew))|(m1,x2,0,u.,0) = f(l‘l,.lfg, cee 70) - ];(1‘1,1‘% + l‘%) =20

fir alle 1, 20 € R. GemiB Vorbemerkung ist also auch f(X) — k(X1,w) = 0. Somit ist
f(X) € R[X1,w].

Sind (1) und (2) Spezialfille eines allgemeineren Sachverhaltes?
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