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Quadratische Formen, WS 05/06
Blatt 1

Aufgabe 1 (24341 Punkte). Sei A ein kommutativer Ring, und sei n > 1. Sei Ar Lo An ein
Endomorphismus, und sei M € A™*" seine beschreibende Matrix beziiglich der Standardbasis.

(1) Zeige, daBl f genau dann ein Automorphismus ist, wenn det M invertierbar in A ist.

(2) Zeige, dafl f genau dann injektiv ist, wenn det M kein Nullteiler in A ist.
(Hinweis: Oeljeklaus-Remmert, Lineare Algebra I, S. 232.)

(3) Gib ein Beispiel fiir einen Endomorphismus f, fiir welchen det M # 0, aber fiir welchen f nicht
injektiv ist.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sein > 1. Sei A = Z.

Sei I,, ;= Z", ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt b(e;, e;) = 0;; (Kronecker) fir i, 5 € [1,n].
Sei A,,_1 = {Zie[l,n] xie; - x; €4, Zie[l’n] x; = 0} C I, ausgestattet mit der von I,, eingeschriankten
Bilinearform.

Sei D,, := {Zie[l o Ti€i 1 T € 7, Zie[l ) Ti =2 0} C I,,, ausgestattet mit der von I,, eingeschrinkten
Bilinearform.

1) Bestimme eine Basis von A,,_; und beziiglich dieser die Grammatrix.

2) Fiir welche n ist A,_; nichtausgeartet? Fiir welche n ist A, _; regulér?
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(3) Bestimme eine Basis von D,, und beziiglich dieser die Grammatrix.
(4) Fiir welche n ist D,, nichtausgeartet? Fiir welche n ist D,, regular?
(5)

5) Fiir welche n > 1 ist A,, ~ D,, (Isometrie)?

Aufgabe 3 (3+1 Punkte).

Sei A ein kommutativer Ring. Sei (E,b) ein bilinearer Modul mit E frei auf einer Basis (vy, ..., v,). Fir
i € [1,n] sei d; die Determinante der Grammatrix der auf F; := (vy, ..., v;) eingeschrénkten Bilinearform
beziiglich der Basis (vy,...,v;). In anderen Worten, es ist d; der i-te Hauptminor der Grammatrix von
b beziiglich (vq,...,vy,).

(1) Sei vorausgesetzt, daf d; eine Einheit in A ist fiir alle ¢ € [1,n]. Zeige, daf es eine Basis von E
gibt, beziiglich der die Grammatrix die Gestalt diag (dl, % o, > hat.

1’ P dp—1

(2) Folgere damit, dafl eine symmetrische Matrix M € R™"™ mit ausschliefllich positiven Hauptmino-
ren positiv definit ist (wie aus der Linearen Algebra bekannt).
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