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Quadratische Formen, WS 05/06

Losung 1

Aufgabe 1. Wir schreiben M = (m; ;); ;. Sei M’ die Adjunkte von M, die an Position (i, j) den Eintrag (—1)"7 det M ;
hat, wobei M;; aus M durch Streichen der jten Zeile und der iten Spalte hervorgeht. Nach der Cramerschen Regel ist
M'M = MM' = det M - E,,.

(1)

(3)

Ist f nun ein Automorphismus, so sei g ein Inverses, und N die beschreibende Matrix von g. Es folgt M N = 1, und
daraus (det M)(det N) = det(MN) = 1.

Ist umgekehrt det M invertierbar, so ist (det M)~1M’ die inverse Matrix zu M, und also die beschreibende Matrix
des inversen Endomorphismus.

Ist det M kein Nullteiler, so folgt fiir v € A™ aus vM = 0, dal vM M’ = (det M) - v = 0, und also v = 0. Somit ist
f v vM injektiv.

Ist umgekehrt det M ein Nullteiler, so sei € A mit « # 0 und z(det M) = 0 gewihlt. Sei r € [1,n] minimal mit
xdet X = 0 fiir jede r x r-Untermatrix X von M, die also aus M durch Streichen von n — r beliebigen Zeilen und
n — r beliebigen Spalten hervorgeht.

Ist r = 1, so ist «M = 0, und z.B. (z,0,...,0) # 0 ein Vektor, der von M annulliert wird und so die Injektivitéit
von f widerlegt.

Sei nun r > 2 angenommen. Sei Y eine (r — 1) x (r — 1)-Untermatrix von M mit zdet Y # 0. Wihle die Eintrige in
einer in Y nicht auftretenden Zeile in den Spaltenpositionen von Y, um Y zu einer Untermatrix Y’ € A" ("=1) yon
M zu ergénzen. Fiir i € [1,n] sei y¢; € A" der aus den Eintrigen von M der iten Spalte und der Zeilenpositionen
von Y gebildete Spaltenvektor. Sei Y, € A™*" die um die Spalte ;) rechts erginzte Matrix Y”. Diese Matrix hat
nun entweder eine Spalte doppelt, oder aber ist bis auf Permutation eine Untermatrix von M. Nach Wahl von 7 ist
daher stets x - det Y('Z) = 0.

Eine Entwicklung von Y('Z) nach der eben angefiigten letzten Spalte liefert d; := detY(;) = > ., m. c. fiir ge-
wisse ¢, € A, wobei Z die Menge der in Y’ auftretenden Zeilenpositionen bezeichne. Dabei gibt es ein ¢t € Z mit
¢ = £detY, und also xzc; # 0. Nun ist aber zd; = 0 stets, und also Ezez(xcz)mm = 0 stets, was eine nichttri-

viale Linearkombination der Nullzeile aus den Zeilen von M darstellt, wie zur Widerlegung der Injektivitdt von f
erforderlich.

Sei z.B. A=7Z/(4), n =1 und f die Multiplikation mit 2. Dann ist det M = 2 # 0, aber f ist wegen f(2) = 0 nicht
injektiv.

Aufgabe 2.

(1)

Wir behaupten, dafl @ :== (e; —e2,e2 —e3,...,e,-1 —e€,) eine Basis von A,,_; darstellt. Diese Zeilenvektoren in eine
Matrix geschrieben, erhalten wir eine (n — 1) x n-Matrix in Zeilenstufenform ohne Nullzeile. Daher liegt ein linear
unabhéngiges Tupel vor. Wir miissen zeigen, dafl es A,,_; erzeugt. Ist Zie[l’n] xie; mit Zie[l’n] x; = 0 gegeben, so

wird in der Tat
oowies = | D wilei—en) |+ | D wi]en,

i€[1,n] i€[1l,n—1] 1€[1,n]
=0
und e; — e, = Zje[i n—1] (ej — ej4+1) ist im fraglichen Erzeugnis enthalten.

Nun ist b(e; — e;1+1,e; — €j41) gleich 2, falls ¢ = j, gleich —1, falls |¢ — j| = 1, und gleich O sonst. Also hat die
Grammatrix die Gestalt

2-1
-1 2 -1
-1 2 -1
Gram(An,l,Q) = gbg = c Z(n—l)x(n—l) ’
-1 2-1
-1 2

wobei alle unerwéhnten Eintrége gleich 0 seien.



(2) Wir haben die Determinante der in (1) berechneten Grammatrix zu bestimmen. Nennen wir diese Determinante
Gn—1, so folgt fiir n > 3 durch Entwickeln nach der ersten Zeile und im zweiten dabei entstandenen Summanden
mit Entwicklung nach der ersten Spalte, dafl

In—1 = 2gn72 —9n-3 -

Nun ist g9 = 1 und ¢; = 2. Mit Induktion folgt nun g,—1 = n.
Also ist A, nicht ausgeartet fiir n > 2, aber reguléir nur fiir n = 1 (der bilineare Nullmodul).

(3) Wir behaupten, da8 d’ := (e; — e2,e2 — €3,...,en_1 — €n,2¢,) eine Basis von D,, darstellt. Diese Zeilenvektoren in
eine Matrix geschrieben, erhalten wir die obere Dreiecksmatrix

1-1
1-1
1 -1

B = e Zzm"

von Determinante 2. Dies zeigt die lineare Unabhangigkeit unseres Tupels. Wir miissen zeigen, dafl es D,, erzeugt.
Ist Zie[l’n] Ti€e; mit Zie[l’n] x; =2 0 gegeben, so wird zunichst

oowies = | D wilei—en) |+ | D wien,

i€[1,n] i€[1l,n—1] 1€[1,n]
EQO
und sowohl e¢; —e,, = Zje[i_n_l] (ej —ej+1) als auch 2e, sind im fraglichen Erzeugnis enthalten.

Alternativ kann man auch den Index von D,, in I, mit dem Index unseres Erzeugnisses in D,, vergleichen, und ist
fertig, da letzterer Index gleich | det B| = 2 ist, und da D,, # L,.

Die Grammatrix ergibt sich zu

-1 2 -1
-1 2-1
Gram(D,,,d') = gby = BB' = e Zrxm
-1 2-1
-1 2-2
-2 14
Sei noch erwihnt, dafl die Basis d := (e; —eg,e2—e3,...,€n-1—€p, en_1+€,) von D, die sich aus d’ durch Ersetzung

des letzten Vektors durch die Summe der letzten beiden ergibt, besser in den Kontext von Dynkin-Diagrammen
einfiigt — welcher aber in dieser Vorlesung wahrscheinlich nicht auftreten wird.

(4) Die Determinante der in (3) bestimmten Grammatrix ist gleich det(BB') = (det B)? = 4. Somit ist D,, immer
nichtausgeartet, aber nie regulér.

(5) Die Determinanten von A,, (viz. n+ 1) und D,, (viz. 4) stimmen nur fiir n = 3 iiberein. Somit ist A,, % D,, wann
immer n # 3.

2-1 0 2-1 0
Betrachten wir den Fall n = 3. Die Grammatrix von Az ist (_(1) _% —%), die Grammatrix von D3 ist (—(1) 2 —2).

-2 4
Formen wir letztere durch simultane Zeilen und Spaltenoperationen um. Addition der zweiten auf die dritte Zeile
2-1-1
und der zweiten auf die dritte Spalte gibt (:% 2 (2)) . Vertauschen von erster und zweiter Zeile und erster und

2-1 0
zweiter Spalte liefert nun (—é 2 —%) wie gewiinscht. (Dies wurde durch etwas Probieren gefunden.)

Aufgabe 3.

(1) Seizusitzlich Ey := 0 und dy := 1. Nach Voraussetzung ist E; regulir fiir alle ¢ € [0, n]. Nach Satz (1.6) der Vorlesung
spaltet fiir ¢ € [1,n] der regulidre Teilmodul E;_; von E; ab. Aus Ranggriinden gibt es also ein w, € F; C R mit
E;_1 L (w)) = E;. Die Determinante der resultierenden Grammatrix ergibt sich zu b(w},w}) - d;—1, was nach



Konstruktion bis auf eine das Quadrat einer Einheit gleich d; ist. Ersetzung von w} durch ein Vielfaches w; liefert

also E;—1 1 (w;) = E; mit b(w;, w;) = d;/d;—1. Beziiglich der Basis (wy,...,w,) ist die Grammatrix also von der
Gestalt diag (j—;, g

Da sogar w; € E; liegt, bedeutet diese Feststellung fiir symmetrische Matrizen M in A™*"™ folgendes. Ist der i-te
Hauptminor d; von M eine Einheit fiir alle ¢ € [1,n], so gibt eine invertierbare untere Dreiecksmatrix S so, daf}

S]\4,st :dlag (dl,g—?,..., d:il)'

Ist nun A = R, und sind alle Hauptminoren von M positiv, so gibt es nach (1) eine invertierbare (untere Dreiecks-)
Matrix S so, dal SMS* eine Diagonalmatrix D mit positiven Diagonaleintriigen ist. Ist € R**™ \ {0}, so folgt
eMzt = (zS71)D(2S71)" > 0. Mithin ist M positiv definit.
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