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Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, die Theorie der Gelfand-Kirillov-Dimension, der Hilbert-Poincaré-
Reihe, der ersten und zweiten Hilbert-Reihe, des Hilbert-Polynoms sowie der Hilbertschen Mul-
tiplizitat iiber G-Algebren zu entwickeln und schliefilich Algorithmen zur Berechnung selbiger
im Computeralgebrasystem SINGULAR zu implementieren.

Dazu wird zuerst der Begriff der G-Algebra eingefiihrt. Im Anschluss werden filtrierte und gra-
duierte Algebren und Linksmoduln vorgestellt. Mit Hilfe einer Filtrierung von Linksmoduln von
G-Algebren wird die vorgestellte Theorie zur Hilbert-Funktion und Gelfand-Kirillov-Dimension
fiir G-Algebren spezialisiert und Zusammenhénge zwischen einer G-Algebra und dem kom-
mutativen Polynomring herausgearbeitet. Im weiteren Verlauf wird die Hilbert-Poincaré-Reihe
und das Hilbert-Polynom fiir G-Algebren definiert. Anschliefend wird erkléart, wie sie mit der
Hilbert-Poincaré-Reihe, dem Hilbert-Polynom und der Hilbertschen Multiplizitéit iiber dem
kommutativen Polynomring in Beziehung stehen. Zum Abschluss werden die in SINGULAR im-
plementierten Algorithmen vorgestellt.



Kapitel 1: Notation und grundlegende Begriffe

1. Notation und grundlegende Begriffe

e K steht fiir einen Korper mit der Einheitengruppe K* = K \ {0}.

N ={1,2,3,...} bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen.

Z bezeichnet den Ring der ganzen Zahlen.

@ und R bezeichnen den Korper der rationalen beziehungsweise der reellen Zahlen, dabei
ist Ry :={reR|r >0}

e Fiir Variablen z4,...,2, und o = (aq,...,qa,) € N verwenden wir die abkiirzende
Schreibweise: 2% := 27" - ... - 20",
o K[[z]] :== {ZaeNg a,x® | aq € K} bezeichnet den Ring der formalen Potenzreihen iiber

K mit folgender Addition und Multiplikation:

Z aq T + Z bor® = Z (o + ba)x®,

aEeND a€eNp aENp
E a,T” - E box® = g g (anbg)x”.
a€eNy aeNy ~YENG a+pB=y

Fir o € Nj und w € R’} definieren wir

1) |a| =1+ ...+ «a, sowie

2) o, = (w,a) = > wia;.
i=1

1.1. Ordnungen

Bemerkung 1.1. Eine totale Ordnung < auf einer Menge nennt man Wohlordnung, wenn jede
nichtleere Teilmenge der Menge ein kleinstes Element beziiglich der Ordnung besitzt.

Definition 1.2. Sei < eine Wohlordnung auf Nj und w € R’}. Wir definieren eine w-gewichtete
Gradordnung <, auf Nj fiir a, 8 € Ny folgendermaflen:

ol < |8l
a <, B < oder
laly = |fle und a < B.

Definition 1.3. Seien n,m € N. Wir definieren Ny := Ny x {1,...,m}. Ny lassen wir
folgendermaBen auf N operieren: Fiir («, i) € Ng™ und 8 € N ist

B+ (a,i) = (6 + a,i).

Mit dieser Addition gilt dann auch 8+ (0,47) = (f,4). Fiir eine totale Ordnung < auf Njj sagen
wir fiir («,7),(8,7) € Ny, dass (o, 1) <,, (8,7) genau dann, wenn i = j und o < 3 gilt.

Definition 1.4. Eine Modulordnung < auf N{"™ ist eine totale Ordnung, die folgende Eigen-
schaften erfiillt:
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1. Fiir alle (o, i) € Ny und 0 # 5 € N§ gilt (a,i) < 5+ («,7) = (84 «, i) und
2. fiir (a,4),(B,7) € N'™ und v € Ny mit (a,4) < (8,7) gilt v+ (a, i) < v+ (8, 7).
Bsp. 1.5. Zwei simple Beispiele fiir solche Modulordnungen auf N{"" sind die TOP-(term over

position) und die POT-Ordnung (position over term). Fiir (a, i), (5, 7) € Ng™ ist TOP definiert

als:
a<p

(a,1) < (B,]) < q oder
a=pfund i < J.

Wohingegen POT genau andersherum definiert ist:
1<
(a,1) < (B,7) & q oder
t=jund a < .
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2. G-Algebren

In diesem Kapitel sollen einige Grundlagen zu G-Algebren und G R-Algebren dargestellt werden.
Es ist K stets ein Korper.

Definition 2.1 (Grundlegende Definitionen).
Sei T =T, = K(z1,...,x,) die von {z;1...,x,} iiber K erzeugte, freie assoziative K-Algebra.
Die Monome von T sind alle Worter iiber der Menge {1, ..., 2, }:

Mon(T) := {xz‘llxgj st | 1< ki, kg, .o Kk <ny o € Nt

Insbesondere ist Mon(7") eine K-Basis von T'.
Die Menge der Standardmonome ist definiert als

Mong(xy, ..., 2,) = {agl oy .o | 1<k <k <... <Ky <n, oy € Ng} C Mon(T).

Ab jetzt betrachten wir nur noch endlich erzeugte assoziative Algebren mit 1 und K C A.
Dariiber hinaus nehmen wir an, dass K zum Zentrum von A gehort (d.h. fiir alle a € A und
k € K gilt ak = ka).

Definition 2.2. Sei A eine K-Algebra, die von den Variablen zq,...,z, erzeugt wird. Man
sagt, dass A eine Poincaré-Birkhoff- Witt-Basis (PBW -Basis) hat, wenn Mong(z1, ..., x,) eine
K-Basis von A ist.

Definition 2.3 (Monomordnung).

Sei < eine totale Wohlordnung auf Njj und A eine K-Algebra mit PBW-Basis, welche ein Inte-
gritatsbereich ist. Eine Ordnung <=< 4 nennt man Monomordnung auf A, wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

1) Fiir alle o, 8 € N? impliziert a < 3 schon 2% <4 z” und
2) fiir alle o, 3,y € NI mit 2% <4 27 gilt 2277 <4 2°17.
Bemerkung 2.4. Analog zu (1.2) definiert man sich auch eine w-gewichtete Monomordnung.

Definition 2.5. Jedes f € A\ {0} kann eindeutig geschrieben werden als f = cz® + f’ mit
c € K* und 2% <4 z* fir alle 0 # ¢z von f'. Fiir solch ein f definieren wir

= 2% als das Leitmonom von f,
als den Leitkoeffizienten von f und

c
le(f) := max N (f) = « als den Leitezponenten von f.
Definition 2.6. Betrachte nun die Algebra

A=K(xy,...,z, | Q),

mit der Relationsmenge Q) := {z;x; = ¢;j-x;x;+d;;, 1 <i < j <n}. Dabeisind die ¢;; € K\{0}
und die d;; € T, fiir alle 1 < i < j < n. Man nennt A eine G-Algebra, wenn folgende zwei
Bedingungen erfiillt sind:
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1) Es existiert eine Monom-Wohlordnung < auf N} so, dass

Im(d;;) < z;x; furallei < j mit d;j; #0 und

2) fiir alle 1 < i < j < k < n reduziert sich das Polynom
CikCik  dirTy — Tdij + Cjg - Tjda, — Cij - digy + djpx; — Cijcip, - Tidjy,

unter den Relationen von A zu 0. Die Matrizen (¢;j)1<; j<n und (d;j)1<i j<n Dennt man auch
Strukturmatrizen. Man schreibt dann

A=K(xy,...,2, | Q, <).

In der Literatur werden G-Algebren auch haufig PBW-Algebren (etwa in [3]) oder Algebren
von auflosbarem Typ genannt.

Definition 2.7. Eine w-gewichtete Ordnung <, mit w € R’ nennen wir zuldssig fiir eine
G-Algebra A = K(z1,..., 7, |Q, <), wenn fir alle 1 <i < j <n mit d;; # 0 gilt, dass

deg, (d;j) < w; + wj.
Dabei ist der w-Grad deg,, fiir 0 # f € A mit f = ZaeNg cox® definiert als

deg,(f) :=max{|al, ; « € N(f)}.

Bemerkung 2.8. Per Konstruktion haben G-Algebren eine PBW-Basis und sind Noethersche
Integritétsbereiche (vgl. [7]). Somit kann man eine G-Algebra in den Variablen z, ..., z, auch
als Verallgemeinerung eines Polynomringes in n Variablen betrachten.

Nun noch zu einigen Bezeichnungen:

e Falls d;; = 0 fiir alle 7, j, so nennt man die Algebra quasi-kommutativ.
e Falls alle ¢;; = 1, so ist die G-Algebra vom Lie-Typ.
e Falls beides gilt, so ist die Algebra kommutativ.

Als Beispiel fiir G-Algebren vom Lie-Typ sind die Weyl-Algebren zu nennen:

Definition 2.9. Eine assoziative Algebra A := K(r1,...,2,,01,...,0, | Q,<) mit einer
zuléssigen Ordnung < und

Q = {l’jl’i = T;Tj, (9381 = aiaj, @wi = xﬁj + 51']' ‘ 1 S Z,j S N},

1 e
5 = v =7,
0 sonst

das Kronecker-Delta bezeichnet, heifit n-te Weyl-Algebra.

wobei

Definition 2.10. Eine Algebra A nennt man GR-Algebra (Gréobner-ready), wenn es einen
Automorphismus ¢ : A — A und eine Wohlordnung <, gibt, sodass entweder ¢(A) eine G-
Algebra ist oder eine G-Algebra B und ein echtes zweiseitiges Ideal I C B existiert, sodass
#(A) = B/I.
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2.1. Grobnerbasen fiir Moduln von G-Algebren

Es bietet sich an, an dieser Stelle einige Aussagen zu Moduln iiber G-Algebren zu treffen.
Sei in diesem Abschnitt A = K(xq,...,2, | Q,<) eine G-Algebra beziiglich einer totalen
Ordnung < auf N} und einer Relationsmenge (). Sei < eine beziiglich dieser Ordnung definierte
Modulordnung auf Ng™. Betrachte den freien A-Linksmodul A™ mit Standardbasis ey, . .., €.
Es ldsst sich jedes f € A™ darstellen als f = 3", f;e; mit f; € A.

Betrachten wir nun fiir alle (a,7) € Nj'™ das Element z(®) = 1%; € A™. Da {2 | o € NI} eine
Basis von A ist, ist {2(®% | (a, 1) € N{'™} eine Basis von A™. Dann kénnen wir die f € A™ auch
als f = Z(a7i)eN8,m c(w)x(a’i) schreiben. Somit kénnen wir unsere Definition fiir Leitmonome
etc. aus (2.5) auch fiir f € A™ verwenden, wobel wir nun («,7) statt o betrachten miissen:
Definition 2.11. Jedes f € A™ \ {0} kann eindeutig geschrieben werden als f = cz(®? + f’
mit ¢ € K* und 2@ < (@9 fiir alle 0 # c(o ;2 von f'. Fiir solch ein f definieren wir

N(f) = {(a,i) € Ng™ | ¢(a,i) # 0} als das Newtondiagramm von f,

Im(f) := z(*) als das Leitmonom von f,

le(f) := ¢ als den Leitkoeffizienten von f,

le(f) := max N (f) = (a,4) als den Leitezponenten von f und
lcomp(f) := max{j | (o, j) € N(f)} =i als die Leitkomponente von f.

Folgender Satz stammt aus [3], dort ist auch der Beweis zu entnehmen.

Satz 2.12 ([3)).
Sei F':={f1,..., fi} CA™ mit f; # 0. Dann gibt es fir alle f € A™ Vorfaktoren hy,... hy € A
und einr € A™ so, dass

t
1 f=3% hifi+r,
i=1

2. r=0 oder N(r)N Ltj(le(fi) +N§) =0 und

i=1

3. falls r # 0, ist le(r) <le(f) und fir alle 1 <1i <t ist entweder h; =0 oder

le(h;) + le(f;) <le(f).

Definition 2.13. Sei F' eine Teilmenge von A™. Wir definieren die Fzponentenmenge von F
als

Exp(F) :={le(f) [0 # f € F'}.

Definition 2.14. Sei 0 # M ein Linksuntermodul von A™ und G := {gy, . .., ¢;} eine Teilmenge
von M mit g; # 0. Wir nennen G eine Grobnerbasis von M, wenn

t

Exp(M) = | J(le(g:) + Np).

i=1
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3. Filtration und Graduierungen

In diesem Kapitel werden graduierte Algebren und graduierte Moduln eingefithrt und einige
ihrer Eigenschaften dargestellt. Dariiber hinaus werden filtrierte Algebren und Moduln vorge-
stellt.

3.1. Graduierte und filtrierte Algebren

Definition 3.1. Eine Algebra A iiber einen Kérper K nennt man eine Ny-graduierte K-Algebra,
wenn fiir alle n € Ny K-Untervektorrdaume A, von A existieren, die Folgendes erfiillen:

1) A= A, und

n>0
2) AyAn C Ay fiir alle myn > 0.

Insbesondere ist 1 € Ag, sodass K C Ay und Ay eine Teilalgebra von A ist. Falls 0 # a € A,,, so
nennt man a homogen vom Grad n. Aufgrund der direkten Summe kann jedes Element a € A
auf eindeutige Weise geschrieben werden als a = ay, + ... + ag,. Dabei gilt 0 # a;, € A, fiir
alle 1 <75 <s. Die ap; nennt man homogene Komponenten von a.

Bemerkung 3.2. Wir schreiben ab sofort graduierte Algebra statt Ny-graduierte Algebra.

Definition 3.3. Sei A eine graduierte Algebra. Ein Ideal I von A nennen wir homogen, wenn
es eine Erzeugermenge gibt, die aus homogenen Elementen besteht.

Definition 3.4. Man nennt eine Algebra A iiber K aufsteigend No-filtriert, wenn fiir alle i € Ny
ein Untervektorraum F; A C A existiert, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

1) 1€ FyA,

2) FACFA fir i <j,
3) FA-FAC F ;A und
1) A= J FA.

i>0
Die Menge FA :={F,A | i€ Ny} heiit Filtrierung von A.
Bemerkung 3.5. Ab sofort nennen wir Ny-filtrierte Algebren einfach filtrierte Algebren.

Definition 3.6. Sei A eine filtrierte K-Algebra mit Filtrierung FA := {F;A | i € Ny}. Man
nennt F'A lokal endlich, wenn fiir alle s € Ny gilt, dass F,A ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum ist.

Definition 3.7. Eine assoziierte graduierte Algebra Gr(A) einer filtrierten Algebra A ist defi-
niert als

mit folgender induzierter Multiplikation:
(ai + EflA) (Clj + ijflA) = a;a; + EJrjflA.

Fiir eine kiirzere Schreibweise verwenden wir nun fir a € F,A/F, 1A das Symbol o(a) =
a+ Fn_lA.

10
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Satz 3.8. Sei A eine filtrierte K-Algebra mit Filtrierung FA und assoziierter graduierter Al-
gebra Gr(A). Wenn Gr(A) links Noethersch ist, so ist auch A links Noethersch.

Fiir den Beweis miissen wir uns noch anschauen, was mit Idealen von A in Gr(A) passiert:

Bemerkung 3.9. Sei A eine filtrierte K-Algebra mit Filtration F'A. Jedes Linksideal I von
A lésst sich folgendermafien mit einem graduierten Linksideal Gr(/) von Gr(A) in Verbindung
setzen:

G(I)n = [(I + A1) N F,A/F, 1A C F,A/F, 1A und - Gr(I) = @D G(D),.

n>0
Fiir die Multiplikation von o(i) € G(I),, und o(a) € G(A),, folgt dann
0(@)0(7") =ar + Fn+m_1A € [(I N Fn+m_1A) N Fn+mA}/Fn+m_1A
Somit ist Gr([) ein Linksideal von Gr(A).

Nun zum

Beweis: [von (3.8)].
Sei
LCLC...CIL C...

eine aufsteigende Kette von Linksidealen in A. Sei
Gr(l;) CGr(lp) C...CGr(l,) C ...

die korrespondierende aufsteigende Kette von graduierten Linksidealen in Gr(A). Da Gr(A)
links Noethersch ist, existieren Linksideale I; C 1,4 von A, fiir die gilt, dass Gr(/;) = Gr(f;41).
Fiir den Beweis reicht es zu zeigen, dass daraus [; = ;44 folgt.

Betrachte dazu 0 # r € I, 41 und definiere m := min{n € Ny | r € F,,A}. Somit ist r ¢ F,,_1A.
Folglich ist o(r) = r + F,-1A € G(Lj41)m = G(I;)m. Nun wéhlen wir ein r,, € I; so, dass
r—7Tm € Fp1(lj41) == F1AN L4y, Falls nun r — 7, = 0, so sind wir fertig. Andernfalls
wiederholen wir den obigen Schritt so hdufig wie notig, um r als endliche Summe von Elementen
in I; zu schreiben. Dies gelingt in einer endlichen Anzahl von Schritten, da wir den “Filtrations-
Index” verkleinern. Somit ist I; = I;;1 wie gewiinscht.

m
3.2. Die w-Filtrierung einer G-Algebra
In diesem Abschnitt fixieren wir einen Korper K und betrachten die G-Algebra
A=K(xy,...,z, | Q,<,) beziiglich einer Relationsmenge () und einer zuldssigen gewichteten

Ordnung <, fiir w = (wy,ws,...,w,) € Nj.
Bemerkung 3.10. Ab jetzt betrachten wir nur noch Gewichtsvektoren w € Nj.
Im Folgenden wollen wir uns einige Eigenschaften des w-Grades aus (2.7) anschauen:

Lemma 3.11 (Eigenschaften von deg,,). Sei f € A\ {0}. Dann gilt
1) deg, (f) =[le(f)l.,

11
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2) deg,(f + g) < max{deg,(f), deg,(g)} fir alle f,g € A mit f,g # 0 und f+ g # 0 sowie

5) deg,,(fg) = deg,(f) + deg,(g) fir alle 0 # f,g € A.

Beweis: 1) Es gilt le(f) >, a fiir alle « € N(f). Somit ist |al, <, |le(f)|.. Dale(f) € N(f),
folgt schlielich deg,,(f) = |le(f)|w-

2) Mit 1) und Eigenschaften des Leitexponenten gilt

deg,(f +9) = le(f + g)|o < max{[le(f)l|., [le(g)].}
= max{deg,(f),deg,(9)}.

3) Analog zum Beweis von 2) gilt

deg,(fg) = [le(fg)l. = lle(f)| + [le(g) |
= deg,, (f) + deg,(g).

O

Damit wir G-Algebren und filtrierte Algebren in Verbindung setzen kénnen, definieren wir fiir
s € Ny
FeA={feAll|al,<s, firalleaecN(f)}. (1)

Lemma 3.12. Fir alle f € A sind dquivalent:
a) f= ZaeNg cox® € FPA,

b) le(f)lo < 's.

Beweis: “a) = b)”: Fiir f € F*A gilt per Definition |a|, < s fiir alle « € N(f), also
insbesondere auch fiir le( f).

“b) = a)”: Fiir alle « € N(f) gilt a <, le(f). Somit gilt insbesondere ||, < [le(f)]. < s.
Nach Definition ist somit f € F*A. O

Lemma 3.13. Die Menge {FYA | s € No} ist eine Filtrierung von A.

Beweis: Wir gehen die Eigenschaften aus der Definition 3.4 einzeln durch:

1) Esist |le(1)], = 0. Somit ist 1 € Fy A.

2) Fir ein f € F¥A gilt [le(f)], < s < s+ 1. Also ist auch f € F ;A und FYA C F4 A

3) Betrachte f € F¥YA und g € F*A mit |le(f)|, < s und |le(g)|, < t. Fiir f und g folgt mit
(3.12) aus

le(fg)lw = lle(f +le(9))lw = [le(f)lw + [le(g)lw < s +1,
dass FYA-FPAC F2 A

4) Einerseits gilt F¥A C A fiir alle s € Ny. Andererseits gibt es fiir alle f € A ein s € Ny so,
dass [le(f)], < s. Also ist f € FA. Somit ist A = J,5, F¥'A.

]

12
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Bemerkung 3.14. Die zu F“ A gehorende assoziierte graduierte Algebra nennen wir Gr*(A):
Gr¥(A) == P G¥(A); mit G*(A); = FFA/F? A und F* A = {0}.
i=0

Firw = (1,...,1) € N" schreiben wir auch F;A und Gr(A) statt F* A bezichungsweise Gr*(A).

Bsp. 3.15. Betrachte A = K|z, y] und w = (2,3). Dann ist
FCA={feA|l|a,<s, firalleaeN(f)},

eine Filtrierung von A. Fiir die graduierte assoziierte Algebra (vgl. 3.14) gilt fiir alle i € Ny,
dass G¥(A); = ({z* € A ; |(a)]w = 1}). Die ersten G*(A); haben die Form

G“(A) =K, G“(A) =0, G“(A)2=Kz, G“(A);=Ky,
GY(A)y = Kz®, G“(A)s=Kzy und G¥(A)g = K2® & Ky

3.3. Graduierte und filtrierte Moduln

In diesem Abschnitt werden nur Linksmoduln behandelt, die Definitionen und Aussagen lassen
sich auch entsprechend fiir Rechtsmoduln umformulieren.

Definition 3.16. Sei A = (P, ., An eine graduierte K-Algebra. Eine (Np-)Graduierung eines
A-Linksmoduls M ist eine Vektorraumzerlegung

M = @ M, so, dass A, M,, C M,.,, fir alle m,n > 0.

n>0

Ein graduierter A-Linksmodul M ist ein A-Linksmodul mit einer festen Graduierung.

Falls 0 # m € M, so nennt man m homogen vom Grad n. Fiir jedes m € M gibt es eine
eindeutige endliche Darstellung m = my, + mg, + ... + my, mit 0 # my, € M, fiir alle
1 < j < s. Die my, werden homogene Komponenten von M genannt.

Definition 3.17. Sei A eine graduierte K-Algebra, M ein graduierter A-Linksmodul und N ein
A-Linksuntermodul von M. Man nennt N graduierter Untermodul, wenn N = P, (M, N N)
oder dquivalent, wenn fiir jedes n € N alle homogenen Komponenten von n in N sind.

Bemerkung 3.18. Sei A eine graduierte K-Algebra und seien M und N graduierte A-Links-
moduln, dann ist M /N auch ein graduierter A-Linksmodul mit folgender Struktur:

M/N = (M, + N)/N.

n>0

Definition 3.19. Sei A eine graduierte K-Algebra und seien M und N graduierte A-Links-
moduln. Einen Homomorphismus ¢ : M — N nennt man graduiert, wenn ¢(M,) C N, fiir alle
n > 0 gilt.

Definition 3.20. Sei A eine filtrierte K-Algebra mit Filtrierung F'A. Eine Filtrierung auf
einem A-Linksmodul M ist eine Menge FM = {F,M | n € Ny} von Untervektorrdumen von
M mit folgenden Eigenschaften:
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1) F,M C F;M fiw i < j,
2) (F,A)(F.M) C F,,,M fiir alle n,m > 0 und
3) M= J F,M.

n>0
Einen Modul mit solch einer Filtrierung nennt man filtrierten Modul.

Definition 3.21. Sei A eine K-Algebra mit Filtrierung F'A. Seien dariiber hinaus M, N zwei
filtrierte A-Linksmoduln mit Filtrierungen FM := {F;M | s € Ny} und FN := {F,N | s € Ng}.
Wir nennen einen Homomorphismus ¢ : M — N filtriert, wenn ¢(F;M) C F;(N) fiir alle j € Ny
gilt.

Bemerkung 3.22. Analog zu filtrierten Algebren lésst sich auch zu filtrierten Moduln ein
assoziierter graduierter Modul finden:

Sei A eine filtrierte K-Algebra mit Filtrierung FA und M ein filtrierter A-Linksmodul mit
Filtrierung F M, dann ergibt sich folgender Vektorraum:

Gr(M) = P FM/FiM = @ G(M), mit F_,M = {0}.
n=1 n=1
Fiir eine wichtige Aussage iiber exakte Sequenzen von filtrierten Moduln ist folgende Definition

hilfreich:

Definition 3.23. Sei A eine K-Algebra mit Filtrierung F'A. Seien dariiber hinaus M, N zwei
filtrierte A-Linksmoduln mit Filtrierungen FM := {F,M | s € Ny} und FN := {F,N | s € Ny}.
Wir nennen einen filtrierten Homomorphismus ¢ : M — N strikt, wenn fiir alle j € Ny gilt,
dass ¢(F;M) = ¢(M) N F;N.

Satz 3.24 ([10]).
Sei A eine filtrierte K-Algebra und sei

LA MAN

eine exakte Sequenz von filtrierten A-Linksmoduln und filtrierten Homomorphismen. Dann ist
die Sequenz

ar(L) Y ar(amr) Y Gr(wv)

genau dann exakt, wenn ¢ und ) strikte filtrierte Homomorphismen sind.

3.4. Die w-Filtrierung eines Moduls

Analog zur w-Filtrierung einer G-Algebra fixieren wir in diesem Abschnitt auch einen Koérper
K und eine G-Algebra A = K(xq,...,z, | Q, <.,) beziiglich einer Relationsmenge ) und einer
zuldssigen gewichteten Ordnung <, fir w = (wy,ws, ..., w,) € N§.

Definition 3.25. Wir definieren den w-Grad fiir 0 # f € A™ mit f = EaeNg caz'@? als

deg, (f) = max{lal, | (a,i) € N(f)}-

In Zukunft verwenden wir |(«, )|, := |af, fiir (a,i) € N(f).

14
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Mit einem &hnlichen Beweis wie bei (3.11) gilt dank Eigenschaften des Leitexponenten:
Lemma 3.26. Sei A™ so wie oben definiert und 0 # f € A™. Dann gilt
1) deg, (f) =[le(f)l.,
2) deg,(f + g) < max{deg,(f), deg,(g)} fir alle f,g € A™ mit f,g # 0 und f+ g # 0 sowie
3) deg,(fg) = deg,(f) + deg,(g) fir alle0# f € A und 0 # g € A™.
Analog zu (3.13) und (3.12) gelten folgende zwei Aussagen:
Korollar 3.27. Die Menge {F*M | s € Ny} ist eine Filtrierung einem A-Linksmodul M fiir

FeM :={fe M| |(a,i)|, <s, firalle (a,i)eN(f)} (2)
Korollar 3.28. Fiir alle f € M sind dquivalent:
a) f=3 canr ™ € F*M,
b) [le(f)lw < s.
Bemerkung 3.29. Den zu F“M gehorende assoziierte graduierte Gr(A)-Modul bezeichnen
wir mit Gr*(M):

@F‘*’M/ M = @G‘*’ o mit F¥, M = {0}.
Fir w = (1,...,1) € N™ schreiben wir auch FsM und Gr(M) statt F¥M beziehungsweise
Gr¢(M).
Bsp. 3.30. Seien A und w so wie in Beispiel 3.15. Wir wollen untersuchen, ob
I:= (2" -9 und J := (z +9)

graduierte Gr*(A)-Untermoduln sind. Dazu miissen wir iberpriifen, ob I = €, -,(G(A), N 1)
beziehungsweise ob J @mo( (A) NJ) gilt. -

Zuerst zu I: Es ist 2® — y? € K2 @ Ky* = G(A)g. Somit ist I = €P,-,(G(A), NI) und I ein
graduierter Gr(A)-Untermodul. -

Fiir J gilt jedoch z+y ¢ G(A), fiir alle i € Ny. Somit ist G(A);NJ =D und J # P, ~,(G(A),NJ)
und J kein graduierter Gr(A)-Untermodul. -

15



Kapitel 4: Die Hilbert-Funktion und die Gelfand-Kirillov-Dimension

4. Die Hilbert-Funktion und die Gelfand-Kirillov-Dimension

In diesem Kapitel werden die in Kapitel eins und zwei gelegten Grundlagen genutzt, um mit
Hilfe der Hilbert-Funktion die Gelfand-Kirillov-Dimension fiir G-Algebren einzufiihren. Dies
geschieht weitgehend wie in [3]. Anschlieflend wird die Hilbert-Poincaré-Reihe eingefiihrt und
mit ihrer Hilfe das Hilbert-Polynom definiert.

4.1. Die Gelfand-Kirillov-Dimension einer K-Algebra
In diesem Abschnitt setzen wir A als endlich erzeugte K-Algebra fest.

Definition 4.1. Man nennt einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum V' C A mit 1 einen
erzeugenden Unterraum von A, wenn er A als K-Algebra erzeugt.

Lemma 4.2. Sei V' ein erzeugender Unterraum von A. Die Menge FA = {V; | s € No} mit
Vo := K und

Vs = {Zvil-,,,-vis|UijEVde1§j§S7 nGNO}

1=0

fiir s > 1 beschreibt eine Filtrierung von A.
Beweis: Fiir den Beweis gehen wir die einzelnen Eigenschaften der Definition 3.4 durch:

1) Dale Kist 1 €1j.

n
2) Seien k,l € Ny mit £ < [. Sel wp = > wy, ... w;, € Vi, dann ist, da k < [, insbesondere
i=0
auch wy € V; indem man die iiberschiissigen Faktoren als 1 wahlt und n; beibehélt.
ng ny
3) Seien k,l € N und wy, = > w;, - ... - w;, € Vi sowie ¢ = > q;, - ... q, € Vj. Dann ist
i=0 i=0
Nk ny
i=0 i=0
ng nyg
i=0 j=0
= Z Ciy - - .- Gy, fir entsprechende ¢;, und m = (nj, +1) - (n; + 1).
i=0

Somit ist wy - q; € V4 wie gewollt.

4) Da V ein erzeugender Unterraum von A ist und in |J V5 alle Linearkombinationen von
s>0

Elementen in V' enthalten sind, folgt sofort A = |J V.

s>0
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Definition 4.3. Seien V und A so wie oben definiert. Die Funktion
HFV : NO — No, S dlmK<V9),

nennt man Hilbert-Funktion von A beziiglich V.

Definition 4.4. Eine positive Funktion f : Ng — R’ nennt man letztendlich monoton steigend,
wenn es ein ng € Ny gibt, sodass f(n) < f(n+ 1) fir alle n > ny.

Lemma 4.5. Sei f : Ng — R eine letztendlich monoton steigende Funktion und D(f) die
Menge von allen a € R, fir welche es ein ng € N und ein C = C(a) € R so gibt, dass
f(n) < Cn® fir alle n > ng gilt:

D(f)y:={acR|IngeN,CeR:¥n>ng: f(n) <Cn*}.

Fiir dieses D(f) gilt
inf(D(f)) = limsup(log, (£(n))).

n—o0

Hierbei ist log,, der Logarithmus zur Basis n und inf(()) := co.

Beweis: Sei s := limsup(log,(f(n))).

Wir zeigen zuerst inf(D(f)) > s.

Wenn D(f) = 0, dann gilt klarerweise s < inf(D(f)). Sei nun a € D(f) # 0, also f(n) < Cn®
fiir alle n > ny fiir entsprechendes C' und ng. Dann gilt mit der Monotonie des Logarithmus

log,,(f(n)) <log,(Cn?) = a+log,(C).

Insbesondere ist dann aber auch s < limsup(a+log,(C)). Da a € D(f) beliebig gewahlt wurde,
gilt somit s < inf(D(f)).

Nun zeigen wir s > inf(D(f)). Fiir s = oo gilt die Ungleichung offensichtlich. Sei nun s < co.
Fiir ein festes ¢ > 0 gilt dann log,(f(n)) < s+ ¢ fiir alle n > ng. Somit ist f(n) < n*t¢, woraus
s+ e € D(f) folgt. Da ¢ beliebig grofler 0 gewihlt wurde, ist s > inf(D(f)). O

Definition 4.6. Sei f : Ny — R’ eine letztendlich monoton steigende Funktion. Wir definieren
den Grad des Anstiegs von f als

d(f) = inf(D(f)) "= limsup(log, (f(n))) € [0,0].

n—o0

Wir sagen, dass f polynomiell beschrinktes Wachstum hat, wenn d(f) endlich ist. Dies gilt
genau dann, wenn D(f) # 0.

Lemma 4.7. Seien f,g: Ng — R% zwei letztendlich monoton steigende Funktionen. Dann gilt:
1) Wenn es a,b € N mit g(n) < f(an + b) fir alle n € Ny gibt, ist d(g) < d(f),

2) es ist d(f + g) = sup{d(f),d(g)} und

3) wenn es ein Polynom P(x) € R[z| mit f(n) = P(n) fir ein n > 0 (insbesondere griofier als
no von f) gibt, so ist d(f) = deg(P(x)).
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Beweis: 1) Aus g(n) < f(an + b) folgt insbesondere D(f) C D(g). Somit ist
d(f) = inf(D(f)) = inf(D(g)) = d(g).

2) Zuerst zeigen wir, dass D(f+g) = D(f)ND(g). Da f und g positiv sind, gilt f(n) < (f+g)(n)
und g(n) < (f +¢)(n). Somit gilt analog zum Beweis von 1), dass D(f +¢g) € D(f) N D(g).
Betrachten wir nun ein a € D(f) N D(g). Dann gibt es ein n € N so, dass f(n) < Cyn® und
g(n) < Cyn® fir Cy,Cy > 0. Folglich ist (f + g)(n) < (Cy + Cy)n?, sprich a € D(f + g).
Schliefflich folgt aus dieser Gleichheit, dass

d(f+g) = inf(D(f+g)) = inf(D(f)ND(g)) = sup{inf(D(f)), inf(D(g))} = sup{d(f),d(g)}-

3) Sei P(x) = ag + ... + agz?. Dann gilt mit 2), da in diesem Fall das Maximum wirklich
existiert, dass
d(f) = inf(D(f)) = max{D(ap), ..., D(agn?)} = d.

Fiir die Definition der Gelfand-Kirillov-Dimension fehlt uns nun noch folgende Aussage:

Satz 4.8. Sei A eine endlich erzeugte K-Algebra und seien V und V' zwei erzeugende Un-
terrdume von A. Dann gilt

Beweis: Da V' ein erzeugender Unterraum von A ist, gibt es ein a € Ny so, dass V' C V.
Somit ist HFy/(s) < HFy(as). Nach Lemma 4.7 1) gilt dann d(H Fy) < d(HFy ). Analog lésst
sich auch d(H Fy/) > d(HFy) und somit die Gleichheit zeigen. O

Definition 4.9. Sei A eine endlich erzeugte K-Algebra mit einem endlich-dimensionalen er-
zeugenden Unterraum V. Die Gelfand-Kirillov-Dimension von A ist definiert als

GKdim(A) := d(HFy).

Bsp. 4.10. 1. Sei A := K]Jz]. Die Menge V' := {1, z} ist ein erzeugender Unterraum von A.
Es ist dimg(V,,) = n + 1. Somit ist HFy(n) = n + 1. Folglich ist

GKdim(A) = limsup(log, (n + 1)) = 1.

2. Betrachten wir nun A := K|z, y| mit erzeugendem Unterraum V := {1, z,y}. Es ist

2
— S Z 1.
5 n° 4+ -n -+

: n+ 2 (n+2)(n+1) 1 3
dimg(V,,) = < ) 5 5 5

Somit folgt

1
GKdim(A) = lim sup(logn(§n2 + %n +1)) =2.

Analog erhélt man fiir A := K[z1,...,2,], dass GKdim(A) = n ist.
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4.2. Die Gelfand-Kirillov-Dimension eines Linksmoduls einer K-Algebra

In diesem Abschnitt sei A eine endlich erzeugte K-Algebra und M ein endlich erzeugter A-
Linksmodul.

Definition 4.11. Man nennt einen endlich-dimensionalen K-Untervektorraum U von M einen
erzeugenden Unterraum von M, wenn AU = M.

Lemma 4.12. Sei V' ein erzeugender Unterraum von A. Die Menge FM := {V,U | s € Ny}
mit Vs wie in (4.2) ist eine Filtrierung von M.

Beweis: Fiir den Beweis gehen wir die einzelnen Eigenschaften der Definition 3.20 durch:

N
1) Seien k,l € No mit k < [. Sei w,, = (> w;, -...-w;, )u € ViU, dann ist, da k < [, insbesondere

=0
auch wy € VU, indem man die iiberschiissigen Faktoren als 1 wihlt und n; beibehélt.

ng ny
2) Seien k,l € No und wy = (D wj, - ... - wy, )u, € ViU sowie ¢ = (D qiy -+ - ¢;))w € VIU.
i=0 i=0
Dann ist

ng ny
=0 =0
nE Ny
= (ZZw“ et WipGhy e 'qjl> UrUL

i=0 j=0

= (Z Ciy*ener Cik+l> uy, fiir entsprechende ¢;, , up, und m = (ng + 1) - (n; + 1).
=0

Infolgedessen ist wy, - q; € Vi1, U wie gewiinscht.

3) Da V ein erzeugender Unterraum von A ist, gilt A := (J V5. Somit ist auch
s>0

AU = (U Vs) U= Jw).

s>0 s>0

Definition 4.13. Die Hilbert-Funktion von M beziiglich V und U ist definiert als
HFV,U : NO — NQ,S — dlmK(‘/sU)

Satz 4.14. Seien V und V' zwei erzeugende Unterrdume von A sowie U und U’ zwei erzeugende
Unterrdaume von M. Dann gilt mit d wie in (4.6), dass

d(HFyy) =d(HFy )
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Beweis: Da V und U erzeugende Unterrdume sind, gibt es a,b € Ny so, dass V' C V, und
U C WU. Somit ist (VU C (Vasys)U. Mit Lemma 4.7 1) folgt d(HFy ) < d(HFyvy).
Analog erhélt man die umgedrehte Ungleichung und somit die Gleichheit. O

Definition 4.15. Sei V ein erzeugender Unterraum von A und U ein erzeugender Unterraum
von M. Die Gelfand-Kirillov-Dimension von M ist definiert als

GKdim(M) = d(HFy).

Zum Abschluss des Unterkapitels folgen zwei Aussagen, die wir fiir Aussagen iiber die Gelfand-
Kirillov-Dimension iiber G-Algebren benétigen.

Satz 4.16. Sei A eine endlich erzeugte graduierte K-Algebra und M ein endlich erzeugter
graduierter A-Linksmodul. Dann gilt

GKdim(M) = d(HF)y,),

wobei
HFy(n) := dimg (@ Mi) .
=0

Beweis: Zuerst definieren wir die abkiirzenden Schreibweisen

[M]" ::@Mi und  [A]" ::@Ai.

Sei V' ein erzeugender Unterraum von A und U ein erzeugender Unterraum von M, dann
existiert ein m € Ny so, dass V' C [A]™ und U C [M]™. Somit ist

(3.16)

fir alle n € Ny. Folglich ist die Ungleichung d(H Fy,y) < d(HF)) schon gezeigt.

Nun zur anderen Ungleichung: Da A und M endlich erzeugt sind, existiert ein m € Ny so, dass
Avon V := [A]™ und M von U := [M]|™ erzeugt wird. Die VU bilden dann nach (4.12) eine
Filtrierung von M. Damit d(H Fy,y) > d(HF)) gilt, ist zu zeigen, dass [M]|* C V,U fiir alle
n > 0 gilt. Dafiir geniigt es M,, C V,,U zu zeigen. Da die V,U eine Filtrierung von M erzeugen,
existiert ein r € Ny so, dass M,, C V,.U. Das heif3t, dass jedes 0 # = € M,, umgeschrieben werden
kann als Summe von Monomen der Form v, - - - v1v9 mit homogenem vg € U und vy, ...,vs € V,
wobei s < r. Die auftretenden Monome konnen wir in der Form minimal wéahlen, dass wir
v1vg ¢ U = [M]™ und v;1qv; ¢ V = [A]™ fiir 1 <i <s— 1 annehmen konnen.

Mit den Grad-Begriffen aus (3.1) und (3.16) bedeutet dies, dass die (v;v;41) fiir 1 <i < s einen
Grad kleiner m haben. Da alle auftretenden v; einen positiven Grad haben und x homogen vom
Grad n ist, muss s+ 1 < n gelten, denn sonst wéire der Grad eines Monoms gréfer als n. Somit
sind die vg - - - vs € V,,U und es gilt M,, C V,,U wie gewiinscht. ]

Satz 4.17. Sei A eine lokal endlich filtrierte K-Algebra (vgl. (3.6)) mit der Eigenschaft, dass
ihre assoziierte Algebra Gr(A) (3.7) auch endlich erzeugt ist. Sei M ein endlich erzeugter
A-Linksmodul mit Filtrierung FM so, dass Gr(M) (siehe (3.22)) ein endlich erzeugter Gr(A)-
Modul ist. Dann gilt

GKdim(Gr(M)) = GKdim(M).
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Beweis: Sei V ein erzeugender Unterraum von Gr(A) mit 1 und sei U ein erzeugender Unter-
raum von Gr(M). Es gibt erzeugende Unterrdume V' von A und U von M so, dass U C Gr(U)
und V' C Gr(V). Damit gilt

V, U C Gr(V), Gr(U) C Gr(V,) Gr(U) C Gr(V,U).

Somit ist o
dimg (V,,U) < dimg (Gr(V,U)) < dimg(V,U)

fiir alle n € N, sprich d(H Fyy) > d(HFy ) = d(H Fae(ar))-

Da F,M = F, Gr(M) als K-Vektorrdume (Identifikation der Restklassen in Gr(M) mit den
Elementen von M) fiir alle n € Ny, ist HFy(n) = HFeean(n).

Da V und U erzeugende Unterrdume von A beziehungsweise M sind, existiert ein p € Ny so,
dass V C F,A und U C F,M. Somit erhalten wir fiir alle n > 1

HFyy(n) < HFy(2pn) = HEgon(2pn).

Also gﬂt d(HFva) S d(HFGr(M)). ]

4.3. Die Hilbert-Funktion von stabilen Teilmengen

In diesem Abschnitt werden einige Definitionen und Aussagen iiber stabile Untermengen von
Ng™ (vgl. 1.3) vorgestellt, die im weiteren Verlauf bei der Berechnung der Gelfand-Kirillov-
Dimension von Moduln iiber G-Algebren hilfreich sind. Die meisten Beweise sind [3] zu entneh-
men (andere sind ausformuliert).

Definition 4.18. Sei &/ C Ny nichtleer. Dann heifit £ Monotideal von Njj, wenn F + Nij = E.
Ist B eine nichtleere Teilmenge von N so heif3t

B+Ny=J(B+N;)={8+7|5€B,yeN}

BEB

das von B erzeugte Monoideal. Ist E ein Monoideal und gilt £ = B+N{, so heiflen die Elemente
von B Erzeuger von E.

Definition 4.19. Sei o = («, ..., a,) € Nj. Der Trdager von « ist definiert als die Menge
supp(a) :={i € {1,...,n} | oy # 0}.
Definition 4.20. Fiir jedes £ C Nj definieren wir
V(E):={oc C{l,...,n} | Va € E: o nNsupp(a) # 0}.

Lemma 4.21 ([3]).
Sei E ein echtes Monoideal von Ni, erzeugt von A = {aq,...,as}. Dann ist
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Bsp. 4.22. Sei F das von B := {b, by, b3} erzeugte Monoideal, wobei
by:=(1 02 1),b:=(2 2 0 3) undbg:=(5 3 0 1).
Dabei sind die Trager der b;
supp(by) = {1, 3,4}, supp(bz) = {1,2,4} und supp(bs) = {1,2,4}.

Somit ist

V(E) =V(B) = Pot({1,2,3,4}) \ {{2}, {3}, 0}.

Definition 4.23. Die Dimension eines Monoideals £ von Ng ist definiert als

n falls E = 0,
dim(E) := 40 falls £ = N,
n —min{|o| | 0 € V(E)} sonst.

Bsp. 4.24. Fiir F und B aus Beispiel 4.22 ist
dim(F)=4-1=3.

Eine Moglichkeit, die Dimension mit Hilfe einer rekursiv definierten Funktion auszurechnen, ist
wie folgt:

Definition 4.25. Sei F eine endliche Teilmenge von Njj und N := {A € Pot(Np) | A endlich}.
Definiere

, . i falls B = (),
- NXN=NA(BA) = e (d(Byi— 1)) falls B=f{an,..., ),
j€supp(a1)
wobei Bj :={a € B | j ¢ supp(a)}.
Satz 4.26. Sei E ein Monoideal von Ny und B = {ay, ..., a5} eine endliche Erzeugermenge

von E. Dann qilt
d'(B,n) = dim(FE).

Die Umsetzung dieses Satzes als Prozedur in SINGULAR befindet sich im letzten Kapitel.

Beweis: Wenn B = () ist, so gilt die Gleichheit klarerweise.
Sei nun B # 0 und folglich V(E) = V(B) # 0. Wenn es ein i € supp(a;) so gibt, dass
i € supp(«) fir alle « € B, dann ist, da B; = 0 gilt, d(B,n) = n—1und 1 = [{i}| =
min{|o| ; o € V(E)}.

Existiert kein solches 4, so ist min{|o| ; o € V(E)} > 1. In diesem Fall bestimmt man die B; fiir
alle j € supp(aq). Betrachten wir nun B; fiir ein festes j. Sei § € B;. Existiert ein k € supp()
so, dass k € supp(«) fir alle a € By, so ist {j, k} eine minimale Menge in V' und B;, = 0.
Somit gilt auch in diesem Fall Gleichheit.

Sollte es fiir alle j € supp(«q) kein solches k geben, so wendet man das obige Verfahren erneut
an.

Durch Iteration des Verfahrens berechnet folglich d'(B,n) genau n — min{|o| ; o € V(E)}
dim(FE).

c
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Nun kommen wir zu einigen Aussagen iiber stabile Teilmengen.

Definition 4.27. Eine nichtleere Teilmenge F von N[ (vgl. 1.3) heifit stabil, wenn E4+N = E.

Definition 4.28. Sei E eine stabile Teilmenge von Ny, Fiir i € {1,...,m} definieren wir
Mon,(E) := {a € N{ | (i) € E}.

Korollar 4.29 ([3]).
Fiir eine stabile Teilmenge E von Ny™ sind die Mon;(E) genau dann ein Monoideal von NJ,
wenn Mon;(E) # 0.

Definition 4.30. Die Dimension einer stabilen Teilmenge E von N{™™ ist definiert als
dim(E) := max{dim(Mon;(E)) | i € {1,...,m}}.
Definition 4.31. Sei F eine stabile Teilmenge von Ny und w € N". Die Funktion
HFf : Ny — No,s = [{(a,i) e Ng™ \ E ; |(a,7)] < s}
heifit Hilbert-Funktion von E beziiglich w.
Bemerkung 4.32. In (4.31) ist w € N*, denn wére w; = 0 fiir ein i € {1,...,n}, so konnte
{(e, i) e Ng™ \ E 5 [(a, 1) < s} =00
gelten:

Bsp. 4.33. Sei
E=(1 1)eN; undw=(0,1).

Dann ist (7,0) € {a e N2\ E ; |a], < s} fiir alle j, s € Ny. Somit gilt fiir alle s € Ny, dass
{a e NG\ E 5 o] < s} = 0.

Bemerkung 4.34. Fiir w = (1,...,1) € N benutzen wir die abkiirzende Schreibweise H Fg
statt HI'g.

Lemma 4.35 ([3]).
Fiir eine stabile Teilmenge E von Ny gilt

d(HF2) = d(HFy).

Satz 4.36 ([3)).

Sei E eine stabile Teilmenge von Ng™.

Dann existiert eine eindeutig bestimmte minimale Menge {(aq,i1),. .., (as,i5)} C E derart,
dass

E = J((ay, 1) + Ng™).
j=1

Lemma 4.37 ([3]).
Sei E = U§:1((aja i;) + Ny'™) eine stabile Teilmenge von N§™. Dann gilt

d(HFp) = dim(E).
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4.4. Die Gelfand-Kirillov-Dimension iiber G-Algebren

Bemerkung 4.38. Sei A = K(x1,...,z, | Q,<,) eine G-Algebra beziiglich einer Relations-
menge () und einer zuldssigen gewichteten Ordnung <, mit w € N". Sei dariiber hinaus M
ein endlich erzeugter A-Linksmodul. Da A Noethersch ist, ist M endlich présentiert. Somit
gibt es einen endlich erzeugten freien A-Linksmodul A™ := Ae; & ... ® Ae,, und einen endlich
erzeugten Untermodul N von A™ so, dass M = A™/N.

Aus diesem Grund betrachten wir in diesem Kapitel nur Moduln der Form M = A™/N.

Der Grund, warum wir nun nur noch Gewichtsvektoren w mit w; > 0 zulassen, lédsst sich an
folgendem Beispiel verdeutlichen:

Bsp. 4.39. Sei A = K[z,y| und w = (1,0), dann ist mit
FPA:={fe€A||a, <s, firalleaw e N(f)}

eine Filtrierung von A gegeben (vgl. (3.13)). Jedoch ist |(0,7)|, = 0 fiir alle i € Ny und somit
ist
dimg (FYA) = 00
fiir alle s € Nj.
Korollar 4.40. Seien A, M und N wie in (4.38) definiert. Betrachte den Untervektorraum U

von M, der von e; + N, ..., e, + N erzeugt wird. Dann ist fir einen erzeugenden Unterraum
V wvon A (vgl. (4.1)) die Menge {V;U | s € No} eine Filtrierung von M.

Beweis: Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 4.12. O]

Lemma 4.41. Seien A, M,N,U wie in (4.40). Seien dariber hinaus F*A und FCM wie in
(3.13) und (3.27). Dann gilt fir alle s € Ny, dass

FM = (F®A)U.

Beweis: Sei (fie; + N,..., fmem + N)T € (FYAU mit f; = f - w; fiir ein f € FYA mit
lle(f)|w < s und w; € K, dann ist nach Definition von F“M auch f € FYM.

Sei umgekehrt u+ N € F¥M mit |le(u)|, < s. Dann gilt nach Definition, dass |al, < s fir alle
(a,7) € N(f). Somit gilt fiir u = uje; + ... + umen,, dass |le(u;)], < s fiir alle 1 < i < m. Also
ist u+ N e (FLA)U. O

Definition 4.42. Seien A, M, N,U wie in (4.40). Die Hilbert-Funktion von M beziiglich w ist
definiert als
HF]‘\} : NO — NO 1S dlmK(F:}M)

Bemerkung 4.43. Fir w = (1,...,1) € N benutzen wir die abkiirzende Schreibweise H Fyy
statt HFY}.

Satz 4.44. Mit den vorherigen Bezeichnungen und Exp(N) wie in (2.13) gilt
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Beweis: Sei G :={g1,...,g:} eine Grobner-Basis von N und sei f + N € M mit |le(f)]., < s.
Nach (2.12) gilt f = q191 + ... + qg: + r mit le(r) <le(f), N(r) NExp(N) = 0 und entspre-
chenden ¢;. Somit lasst sich r schreiben als

ro= Z c(a,i)x(a’i).

(a,i)¢Exp(N)

Da le(r) < le(f), gilt fiir alle (o, 7) € N (r), dass |(«, )|, < s. Fiir unser r gilt nun:

r= Z c(a,i)x(o"i).

(a,i)¢Exp(N)
|(ad)]w<s

Nach Definition der Exponentenmenge folgt aus (o, i) ¢ Exp(N), dass 2(®? ¢ N. Betrachten
wir nun

FYM :={f e M| |a|, <s, firalle (a,i) € N(f)}
={f+ N[ feA” und [le(f)], < s}.

Die Elemente der Menge {z(®) + N | |(a,4)|, < s mit (a,4) ¢ Exp(N)} erzeugen F¥M. Nun
zeigen wir die lineare Unabhéngigkeit dieser Elemente. Sei

Z C(ayi)(x(a’i) + N) = 0.
(e,i)¢Exp(N)
[(ev,9)]w<s

Dann ist mit obiger Definition € N, wobei N'(r) N Exp(N) = 0. Wére r # 0, so wire le(r) €
Exp(NN), was einen Widerspruch darstellt. Somit ist » = 0 und ¢, = 0 fiir alle (v, 7). Somit
kénnen wir statt M die stabile Teilmenge Exp(V) betrachten und es ist HF}; = HEg .

[

Mit Satz 4.44 kénnen wir die Berechnung der Hilbert-Funktion iiber G-Algebren auch folgen-
dermaflen iiber dem kommutativen Polynomring K[xy,...,z,]| durchfiihren:

Satz 4.45. Seien A, M,N,U wie in (4.40). Sei dariber hinaus R = Klzy,...,x,). Fir die
Hilbert- Funktion von M qilt
HF% = HF?,

wober HFy, die Hilbert-Funktion von M := R™/N iiber R ist. Dabei ist N das R-Erzeugnis der
Menge {29 | (a,i) € Exp(N)}.

Beweis: Der Beweis folgt direkt aus der Gleichheit

HFE)XP(N) - HF;]UXp(N)’

denn mit (4.44) ist
HEG ) = HFy.

Exp(N
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Satz 4.46. Seien A, M,N,U wie in (4.40). Fir die Gelfand-Kirillov-Dimension von M und
beliebigem zuldssigem w € N" gilt

GKdim(M) = d(HF%).

Beweis: Sei HFgwnyy die Hilbert-Funktion des graduierten Gr*(A)-Linksmoduls Gr* (M)
(vgl. (3.14)), also des assoziierten graduierten Moduls von M beziiglich der gewichteter Fil-
trierung F“M:

4.16) . N
HFgoon 2 dimg <@G (M)]) .

5=0
Mit Satz 4.17 folgt

GKdim (M) = GKdim (Gr*(M)) = d (H Fgw () -

Nun ist noch HF}; = HFgear) zu zeigen. Sei dazu s € Ny beliebig. Dann gilt

dim (@ G“’(M)J) = Z dimg (G¥(M);)

=0
~—_——
=0
= dimg (F¥ M)

Aus dem Beweis von (4.46) folgt direkt folgende wichtige Aussage:
Satz 4.47. Seien A, M, N,U wie in (4.40). Fir die Hilbert-Funktion von M folgt

HF% = HFg.
Nun wollen wir noch die zwei Satze (4.46) und (4.44) in Verbindung bringen.

Satz 4.48. Sei A = K(x1,...,z, |Q,<.}) eine G-Algebra beziiglich einer Relationsmenge Q)
und einer zuldssigen gewichteten Ordnung <, mit w € N® und sei N ein A-Linksuntermodul
von A™. Fir M := A™/N gilt
GKdim(M) = dim(Exp(N)).
Beweis: Nach Definition 4.15 ist GKdim(M ) = d(H Fyy) fiir entsprechende erzeugende Un-
terrdume U und V. Mit vorherigen Aussagen gilt somit
GKdim(M) *=° d(HFyy) = d(HFg) =" d(HF )

2 (H Faypay) ™2 dim(Exp(N)).
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Mit Hilfe von (4.48) und (4.26) koénnen wir nun einen Algorithmus angeben, der die Gelfand-
Kirillov-Dimension eines Moduls der Form A™ /N bestimmt:

Algorithmus 1 : Gelfand-Kirillov-Dimension

Eingabe : Menge von Erzeugern {fi,..., fs} von N C A™ als A-Linksmodul.
Ausgabe : d = GKdim(A™/N).
Bestimme Links-Grobnerbasis G = {¢,...,¢:} von N.
for i =1 tom do
E,={aeNj |31 <j<t (a,1)=le(g;)}
if £; = () then
‘ dl =N

else

if 0 € E; then

else

| d; := dim(Exp(E;))
end

end
end
return d := max{dy,...,d,}

Ein schon in SINGULAR implementierter Algorithmus verwendet einen Zusammenhang zwischen
Gelfand-Kirillov-Dimension und Krull-Dimension, der in [2] vorgestellt wird.

Definition 4.49. Die Krull-Dimension fiir einen kommutativen Ring R # {0} ist definiert als
Krdim(R) := sup{Lénge(P) | P ist eine strikt aufsteigende Kette von Primidealen}
und fiir einen R-Modul M definiert als
Krdim(M) := Krdim(R/ Anng(M)).
Dabei wird die Menge
Anmng(M) :={r € R | rm =0 fir alle m € M}
der Annihilator von M in R genannt.

Satz 4.50. Sei A = K(xy,...,x, |Q,<,) eine G-Algebra beziiglich einer Relationsmenge Q
und einer zuldssigen gewichteten Ordnung <, mit w € N und sei N ein A-Linksuntermodul
von A™. Fir M := A™/N gilt

GKdimg (M) = Krdim(K [z, . .., z,)" /(Y (L(N)))) = Krdim(M),

wobei | |
v AT — K[.%'l, e ,xn]m’ CEIRN w(a,z)’

der natirliche Isomorphismus von Vektorraumen und L(M) der Leitraum von M ist, also das
K-FErzeugnis der Menge

{z*™ | 2%; = 1m(f) fiir ein f € M und v € Ny }.
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Beweis: Es ist Exp(N) = Exp(¢(L(N))). Somit ist nach (4.48)

GKdim(M) = dim(Exp(N)) = dim(Exp(¢(L(N)))) = Krdim(M).
[l

Bsp. 4.51. Betrachte die G-Algebra A = Q(x,y, 2 | yr =2y — 2,20 = x2 + 2x, 2y = yz — 2y)
beziiglich der graduiert-lexikographischen Ordnung <. Die Relationen haben folgende Matrix-
form:

011 0 —=z 2x
C=10 01 und D=0 0 —2
000 0O 0 0

Diese Algebra nennt man die universelle Einhiillende der Lie-Algebra sls.
Sei I := 4(zy, z) mit Links-Grobnerbasis z2y, z.
Es ist Exp() = ((2,1,0) + N§) U ((0,0,1) + N3) und V(Exp(I)) = {{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
Somit ist mit (4.48)
GKdim(A/I) = dim(Exp(/)) =3 —-2=1.

4.5. Die Hilbert-Poincaré-Reihe

Nachdem wir nun einen Weg gefunden haben, die Gelfand-Kirillov-Dimension iiber G-Algebren
zu berechnen, wollen wir uns nun noch der Herangehensweise iiber die Berechnung der Hilbert-
Polynome widmen. Dazu verwenden wir zunéchst eine etwas andere Definition der Hilbert-
Funktion von Moduln, die iiber (4.16) mit der vorherigen Definition zusammenhéngt.

Definition 4.52. Sei A := @, ., An eine Noethersche graduierte K-Algebra. Weiterhin sei
M =P, ~, M, ein endlich erzeugter graduierter A-Linksmodul. Die Hilbert-Funktion Hy; von
M ist definiert als

HM : NO — No, S dlmK(Ms)

Die formale Potenzreihe H Py, : Z — Z][t]],
HPy(t) ==Y Hy(s)-t* € Z[[t]],
s€Np
nennt man Hilbert- Poincaré-Reihe von M.
Fiir spitere Aussagen benotigen wir noch den Begriff der Z-Graduierung.

Definition 4.53. Eine Algebra A iiber einen Kérper K nennt man eine Z-graduierte K-
Algebra, wenn fiir alle z € Z K-Untervektorrdaume A, von A existieren, die Folgendes erfiillen:

1) A= A, und

2€EZ
2) ALA, C Ay fur alle myn € Z.

Analog definieren wir die Z-Graduierung eines Moduls:
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Definition 4.54. Sei A = Ganzo A, eine Z-graduierte K-Algebra. Eine Z-Graduierung eines
A-Linksmoduls M ist eine Vektorraumzerlegung

M = @MZ so, dass A, M,, C M,.,, fir alle m,n € Z.

z€Z

Ein Z-graduierter A-Linksmodul M ist ein A-Linksmodul mit einer festen Z-Graduierung.

Bemerkung 4.55. Eine (Ny-)graduierte Algebra A konnen wir als Z-graduierte Algebra auf-
fassen, indem wir A, = {0} fiir z < 0 setzen.

Analog kénnen wir einen (Ng-)graduierten A-Modul M als Z-graduierten Modul auffassen,
indem wir M, = {0} fiir z < 0 setzen.

Definition 4.56. Sei A := P, ., A, eine noethersche graduierte K-Algebraund M := €, -, M,
ein endlich erzeugter graduierter A-Linksmodul. Dann definiert man

M(d) = @ M(d),, mit M(d), = My,

n>0
wobei M, = {0} fiir m < 0.

Lemma 4.57. Sei A := D, -, An eine noethersche graduierte K-Algebra und M = P, o My,
ein endlich erzeugter graduierter A-Linksmodul. Dann gelten folgende Aussagen:

1) Sei N C M ein graduierter Untermodul. Fiir alle n € N gilt
Hy(n) = Hy(n) + Hyyn(n),

mit induzierter kurzer exakter Sequenz
0= N5 M5 M/N =0,

wobei i : N — M,n — m die Finbettung in M und w: M — M /N, m — [m|, die Projektion
auf M/N ist. Daraus folgt insbesondere

HPy(t) = HPy(t) + HPyyn(t).

2) Seid e Z. Es gilt

Fiir die Hilbert-Poincaré-Reihe folgt dann

HPyay(t) =t "HPy(t).
3) Sei d € Ny und f € Ay. Betrachte den Homomorphismus von graduierten Linksmoduln
¢: M(—=d) = M,m — m- f. Fir ¢ gilt, dass Ker(¢) ein graduierter M (—d)-Untermodul

und Coker(¢) ein graduierter Faktormodul von M ist. Fir die Hilbert-Funktion und die
Hilbert-Poincaré-Reihe folgt

Hy(n) — Hy(n — d) = Heoker(g) (1) — Hier(o) (0 — d)

und
HPy(t) — t"HPy(t) = HPooker(s) (t) — t*H Pier(g) (t)-
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Beweis: 1) Die Exaktheit der Sequenz folgt daher, dass N ein Untermodul von M ist.

Sei N := @nzo N,, mit N,, = M, N N. Somit ist
Hyyn(n) = dimg ((M/N),) = dimg (M, /N,,) = dimg (M,) — dimg(Ny,).
Daraus folgt
Hyyn(n) + Hy(n) = dimg (M,) — dimg (N,,) + dimg (N,,) = dimg (M,,) = Hy(n).

Es gilt mit (4.55), dass
Hyay(n) = dimg (M (d),) = dimg (M,14) = Hy(n + d).
Fiir die Aussage iiber die Hilbert-Poincaré Reihe verwenden wir folgende Umformulierung;:
HPy(t)=> Hy(n)-t" =Y Hy(z)-t*,
n>0 €L

wobei M,, = {0} fiir n < 0. Diese Umformulierung ist nétig, da es fiir d > 0 durchaus n < 0
geben kann mit M(d),, # {0}. Somit gilt

CUHPy () =t Hy(z) - 7

= dimg(M.) -t

Es ist Coker(¢) = M/im(¢) und ker(¢) = {m € M(—d) | m- f = 0}. Nach Konstruktion ist
Ker(¢) = @,,-, Ker(¢) N M (—d),, und somit ist Ker(¢) ein graduierter M (—d)-Untermodul.
Dariiber hinaus ist

im(¢) = = (P M(=d)) - f=PM(-d

n>0 n>0

ein graduierter Untermodul von M, woraus folgt, dass

Coker(¢) = P (M/(M =P M./ (M /)

n>0 n>0

ein graduierter Faktormodul von M ist. Mit 1) und 2) ist

Heoker(s) (1) — Hier(g)(n — d) = Hyr(n) — Himg)(n) — Hier(g) (1 — d)
= Hy(n) — (dimg (M (=d), - f) + dimg (M (—d), N Ker(¢))

Die Aussage iiber die Hilbert-Poincaré-Reihe folgt dann analog zum Beweis von 2).
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Kommen wir nun zu einer Aussage, die es uns ermdoglicht die Hilbert-Poincaré-Reihe fiir einen
Spezialfall direkt zu bestimmen.

Lemma 4.58. Sei A eine graduierte G-Algebra iiber K, die von 1, ..., x, erzeugt wird und I
ein homogenes zweiseitiges Ideal von A (vgl. (3.3)). Sei dariber hinaus f € A ein homogenes
Polynom vom Grad d und (f) das von f erzeugte Linksideal. Dann gilt

HPayi(t) = HPayr,p)(t) + t"HPayzp)(t),
wobei (I: f):={a€A|a-fel}.
Bewesis: Fiir den Beweis wollen wir Lemma 4.57 verwenden, dazu miissen wir eine entspre-
chende Homomorphismus ¢ definieren. Betrachte dafiir ¢ : A/I — A/I,m — m - f. Dann gilt
mit (4.57) 3)
HPyr(t) —t*HPa;1(t) = HPooker(s)(t) — t*H Per() (1)

& HPy)1(t) = HPooker(s)(t) + t*(HPa/r(t) — H Pier(s)(t))-

Dabei ist

Coker(¢) = (A/I)/im(¢) = (A/)/(Af/T) = (Af + A-1)/T = (L, f)/]
und
Ker(p) ={ac A/l |a-fel}={ac A/l |ac (I:f)}.
Daraus folgt mit (4.57) 1), dass
HPy1(t) = HPere)(t) = HPayr:p)(t)
gilt. Somit ist zusammenfassend

HPaji(t) = HPcoker(s)(t) + t*(H Payr(t) — H Pxer(s)(t))
& HPayi(t) = HPaypg)(t) + t"H Payrp)(t).

4.6. Hilbert-Polynome iiber GG-Algebren

Da G-Algebren im Allgemeinen nicht graduiert sind, benotigen wir noch eine etwas andere
Definition der Hilbert-Poincaré-Reihe. Sei dazu in diesem Abschnitt A = K(z1,...,x, |Q, <,)
eine G-Algebra beziiglich einer Relationsmenge @) und einer gewichteten zuléssigen Ordnung
<, mit w € N” mit Filtrierung FA := {FYA | s € No}. Sei zusitzlich M ein endlich erzeug-
ter A-Linksmodul der Form M = A™/N fiir einen endlich erzeugten A™-Untermodul N mit
Filtrierung FM = {F*M | s € Ny}. Damit wir Algorithmen verwenden kénnen, die schon in
SINGULAR implementiert sind, benutzen wir Definitionen in Anlehnung an [5].

Definition 4.59. Die Hilbert-Poincaré-Reihe von M ist definiert als
HP(t) =Y Hown ()t = Y (HFj(s) — HFy(s — 1)t* € Z[[1]],
seNp s€Np

wobei Gr*(M) = @, G“(M),, der assoziierte graduierte Modul von M beziiglich F' M (vgl.
(3.29)) ist.
Fiir w = (1,...,1) schreiben wir H Py, statt HPy;.
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Bemerkung 4.60. In der Literatur (zum Beispiel in [3] oder auch in [9]) wird die Hilbert-
Poincaré-Reihe iiber die Dimension der Filtrierung definiert (vgl. (4.42)). Der Zusammenhang
mit unserer Definition ist wie folgt:

HP(t) =Y Hown ()t = > (HFg(s) — HFgy(s — 1)t° = (L—1) > HFg(s

s€Ng s€Ng s€Np

Bemerkung 4.61. An dieser Stelle bietet es sich aus Ubersichtsgriinden an, die einzelnen
Definitionen der Hilbert-Funktionen, die von M abhéngig sind, zu vergleichen und ihre Zusam-
menhénge darzustellen.
Fiir M = A™/N mit Filtrierung FM := {F*M | s € Ny} ist die Hilbert-Funktion (vgl. (4.42))
definiert als

HFy(n) =dimg (F°M).

Die Definition der Hilbert-Funktion des graduierten assoziierten Moduls Gr* (M) in Kapitel 4.2
(vgl.(4.16)) ist

HFGI“W(M dlmK @Gw

Der Zusammenhang mit der Definition aus (4.52), Hgwor)(n) = dimg (G*(M),,), ist wie folgt:

HFéer(M)(”) = dimK(@ G¥(M);) = ZdimK(G(M)f) = Z Her(M)(i)

Die Hilbert-Funktion der Exponentenmenge Exp(/N) (vgl. (2.13)), als stabile Teilmenge aufge-
fasst (siehe (4.31)), ist definiert als

HFg vy = {a € Ng \ Exp(N) 5 [(, )] < n}.
Die Zusammenhénge zwischen den einzelnen Hilbert-Funktionen sind folgendermaflen:

(4.44) (4.16)

HFg v (n) HFy(n) HFgom @HGW(M)

Satz 4.62. Seiw = (1,...,1). Es gibt ein Polynom Q(t) in Z[t] so, dass

Q(t)
HP
w(t) = (1—t)»
Beweis: Sei R = K|z1,...,x,] der kommutative Polynomring. Sei dariiber hinaus N der R-

Modul, der von {z(®" | (a,i) € Exp(N)} erzeugt wird, und M := R™/N. Dann folgt aus
(4.45), dass Harny = He, iy~ Somit konnen wir den Beweis tiber dem kommutativen Ring R
durchfiihren.

Wir beweisen die Aussage mithilfe einer Induktion iiber n, der Anzahl der Variablen.

IA: Sei n = 0. Dann ist R ein Kérper und M ein endlich dimensionaler K-Vektorraum. Somit
existiert ein r € Ny so, dass G(M), = (0) fiir alle s > 7. Also ist fiir diese s auch Hemy(s) =0
und HPy; € Z[t].

IV: Sei die Behauptung fiir n < m gezeigt.
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IS: Sei n = m > 0. Betrachten wir den Vektorraum-Homomorphismus ¢ : G(M )i — G(M )it1
definiert als die Multiplikation mit 1, sprich ¢;(s) = s - z1. Dann ist folgende Sequenz exakt:

Ker(¢s_1) — G(M),_1 “5" G(M); — Coker(di_,). (3)

Betrachten wir nun mit Hilfe von (4.55) den graduierten Homomorphismus von graduierten
R-Moduln . .
¢:Gr(M)(—-1) = Gr(M),s +— s - x;.

Mit (4.57) gilt dann
(1 —t)HPy(t) = HPooker(s)(t) — tH Picer() ()

Jedoch ist Ker(¢) = @, Ker(¢;_1) und Coker(¢) = €, Coker(¢;_1). Aus der Exaktheit von
(3) folgt, dass die Sequenz -

Ker(¢) — Gr(M)(—1) % Gr(M) — Coker(g)

auch exakt ist. Da
Ker(¢)-x1 =0
und

Coker(¢) - a1 = Gr(M) - 21/ im(¢) = Gr(M) - 21/ (Gr(M)(—l) : :U1> —0,

lassen sich Ker(¢) und Coker(¢) in R als graduierte R/(x) = K|Za, ..., Z,]-Moduln darstellen,
wobei Z; = z; mod (z1). Nach Induktionsvoraussetzung existieren somit @1, Qo € Z[t] so, dass
HPKer((Z)) (t) = (1%% und HPCoker((b) (t) = m Mit (457) ist dann somit

Qu(t) = tQu(t)

HPy =HP; =
M M (1—t)
]
Lemma 4.63. Sei nun wieder w € N". Dann gibt es ein Polynom Q(t) € Z[t] so, dass
t
1Py (1) = 2
[T(1— )
i=1
wobet w; das Gewicht von x; ist.
Beweis: Sei R = K|zy,...,x,] der kommutative Polynomring. Sei dariiber hinaus N der R-

Modul, der von {z(®" | (a i) € Exp(N)} erzeugt wird, und M := R™/N. Dann folgt aus
(4.45), dass Hgye(ar) = Hgpw(yyy- Somit kénnen wir den Beweis iiber dem kommutativen Ring

R durchfiihren.

Wenn wir mit Hilfe von (4.55) den graduierten Homomorphismus ¢ : Gr(M)(—w;) — Gr¥(M), s
s - o1 betrachten, so folgt der Beweis direkt aus dem Beweis von (4.62). [
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Bemerkung 4.64. Mit den Notationen aus (4.63) kénnen wir H Py} (t) umschreiben als

QW QW

HP%(t) = — = - ,
Bl gy (=020

wobei

Fir w = (1,...,1) ist A(t) = 1. Fiir HPj; erhalten wir durch Kiirzen von Faktoren (1 —t) eine
Darstellung

G(t)

ER N 0]

d
mit 0 < s <7 und G(t) := ngtk € 7|t
k=0

wobei gg # 0 und G(1) # 0. Also hat HPy;(t) bei t = 1 einen Pol der Ordnung s.
Definition 4.65. Mit obigen Bezeichnungen nennen wir

1) das Polynom Q(t) die erste Hilbert-Reihe von M,

2) das Polynom G(t) die zweite Hilbert-Reihe von M und

3) Py das Hilbert-Polynom von M. Dabei ist Py, wie folgt definiert:
d
Sei d der Grad der zweiten Hilbert Reihe G(t) =
k=
HP;(t) bei t =1, dann ist

git® und s die Polstellenordnung von
0

d s—1+n—k
(T eam,

wobel (Tl”) =0 fiirl <O.

Damit wir das Hilbert-Polynom in eine fiir uns angenehmere Form bringen kénnen, benotigen
wir noch folgende Hilfsaussage:

Lemma 4.66. Sei f € Q[t] ein Polynom von Grad m und ng € N so, dass f(n) € Z fiir alle
n > ng. Dann existieren a, € 7Z so, dass

=3 (})

Beweis: Wir fithren den Beweis per Induktion iiber m.

IA: Fiir m = 0 ist f konstant. Da f(ng) € Z, ist auch f € Z.

IV: Die Behauptung gelte fir m =1 — 1.

IS: Sei nun m = . Betrachte g(n) = f(n+ 1) — f(n). Es ist g ein Polynom von Grad m — 1
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und g(n) € Z fiir alle n > ny. Somit existieren per Induktionsvoraussetzung b, € Z so, dass
g(n) =>"" ,b,(7). Betrachten wir nun ein weiteres Hilfspolynom

W) = F(n) — f‘, (1)

()-0)=(0) g

Dann gilt mit

dass

Somit ist h(n) = h(0) € Z fiir alle n € N und wir kénnen f schreiben als

100 =10+ Y0 () =Y (})

V=0
wobei ag := h(0) und a, := b, fir v > 1. O
Lemma 4.67. Mit den Bezeichnungen aus (4.65) gelten folgende Eigenschaften fiir Py :

o Fiirn >d gilt Py(n) = Hawan(n).

o Der Grad von Py ist s — 1.

e s existieren a, € Z so, dass

s—1
n as—l S5—
Py(n) Zzau- (V) =G '+ 1o.t.,

wobei as_; = G(1) > 0 und 1. o.t. fiir Terme niedrigerer Ordnung in n steht.

Beweis: Mit Hilfe der verallgemeinerten Geometrischen Reihe gilt

o0

()

v=0

Mit (4.62) folgt daraus

;HGW(M)(V) Y= HPy(t) = (1G_(tt))s = (Z gktk) Z (S ;iJlr V)tu'
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Betrachten wir nun n > d. Dann muss aufgrund obiger Gleichheit gelten, dass

Hewpn(n)t" = > s—itv t”*’“i STAENT LN i )
Gre (M) = 9k s—1 = 9u s—1 = I'm

k+v=n n=0
0<k<d
v>0

Zur Bestimmung des Leitkoeffizienten schauen wir uns die Binomialkoeffizienten genauer an:
s—1+n—p\ m+s—1—p)
s—1 (5= D!(n—p)

_ (n—p)!
= (8_1)|£n—u+s—1)(n—u—|—s—2) (n—u—i—s—(s—l)Z(n_u)!

s—1 Faktoren

1
= n* ' +1lot..

(s —1)!

Somit ist der Leitterm von Py/(n) gleich

- G .,
Z I PRI TA

:0

=

und deg(Py) = s — 1.
Aus Hepeony(n) = Py(n) fiir n > d folgt mit (4.66), dass es a, € Z so gibt, dass Py(n) =
St a, (7). Da Py(n) = Hewean(n) > 0 fiir grofe n gilt, ist a,_1 > 0. O
Satz 4.68. Es gilt

GKdim(M) = deg(Pa) + 1.
Beweis: Es gilt mit (4.16), dass

GKdim(M) 19 d(HFy;) = limsuplog, (dlm ( M)Z>>
n—o0
= limsuplo dim
msuplog, (z " )
= limsup lo H v
Nun gilt nach (4.67) fiir n > g, dass Py(n) = Hawn(n), wobei g der Grad der zweiten

Hilbert-Reihe ist. Somit gilt fiir grofie n, dass

ZHer(M ZHer (i) + > Pu(j)
J=g
Fiir die Polstellenordnung s von HP§)(t) bei t = 1 gilt jedoch

Z Pu(j SG_<11>) (T (=1 (n =2 )+ O(n?)

= =g+ O Y
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Infolgedessen gilt, da g fest ist,

n—»00 -
=0

lim sup log,, (Z Her(M)(i)> = s =deg(Py) + 1.

[]

Bemerkung 4.69. Wenn man die Definition der Hilbert-Poincaré-Reihe aus (4.60) verwendet,
so erhélt man mit einer anderen Herangehensweise ein Polynom p mit folgenden Eigenschaften
(vgl. Hilbert-Samuel-Polynom aus [3]):

o deg(p) = GKdim (M) und
e fiir n > 0 gilt p(n) = HF}(n).
Wir fithren nun noch eine weitere Kennzahl fiir Moduln ein:

Definition 4.70. Sei Py = Zi:o a,n” (siehe 4.65.), mit a4 # 0, das Hilbert-Polynom von M.
Dann nennen wir
€(M> = d!ad.

die Hilbert-Multiplizitdt von M oder kurz Multiplizitit von M.

Bemerkung 4.71. Mit obigen Bezeichnungen und H Py (t) = % folgt aus (4.67), dass
e(M) =G(1).

Lemma 4.72. Sei M nun ein endlich erzeugter A-Modul mit einer Filtrierung FM. Wenn
die Filtrierung von A fiziert wird, zum Beispiel als FXA, dann ist fir alle zuldssigen Wahlen
von FYM die Multiplizitit e(M) gleich.

Beweis: Betrachten wir zwei Filtrierungen {F¥M | s > 0} und {F';M | s > 0} mit FyM #
F'y M. Dann gilt mit (4.67)

9(n) := Py(n) = Hewny(n) und - f(n) := P'y(n) = Hagrar)(n)

fir n > 0. Da F,M und F.M jeweils Filtrierungen von M erzeugen, existieren m, m’ € Ny so,
dass FoM C F! ,M und FjM C F, M. Somit ist F; M C F,,,M. Dann gilt fiir n > 0, dass
f(n) < g(n+m) und analog, dass g(n) < f(n+m’). Infolgedessen sind die Leitkoeffizienten der
Polynome gleich und daher die Multiplizitaten gleich, da der Grad beider Polynome aufgrund
von (4.68) gleich ist. O

Satz 4.73. Seien N und L zwei weitere endlich erzeugte A-Linksmoduln und sei die Filtrierung
FA={V, | s €Ny} beziiglich eines erzeugenden Unterraums V von A fest gewdhlt. Wenn es
eine kurze exakte Sequenz

0=L5MSN =0
qibt, so

1) gilt fiir die Hilbert-Polynome Py = Py, + Py,

2) gilt fir die Gelfand-Kirillov-Dimension GKdim(M) = sup{GKdim(L), GKdim(N)}. Sollten

L und M beide nicht der Nullmodul sein, so gilt hier das Mazimum statt des Supremums.
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3) trifft genau eine der drei folgenden Aussagen zu, entweder

(a) GKdim(L) < GKdim(N) = GKdim(M) und e(M) = e(N),
(b) GKdim(N) < GKdim(L) = GKdim(M) und e(M) = e(L) oder
(¢) GKdim(L) = GKdim(N) = GKdim(M) und e(M) = e(N) + e(L).

Beweis: 1) Wir miissen erzeugende Unterrdume Ly, My und Ny so finden, dass fiir alle n € Ny

die kurze Sequenz
0— F,L—>F,M—F,N—0

exakt ist, wobei die F,, L, F,, M, F,, N die Elemente der von Lg, My, Ny induzierten Filtrierung
darstellen ( vgl. (4.12)). Da nach dem Homomorphiesatz im(i) = L/ Ker(i) = L gilt, kénnen
wir annehmen, dass L ein Untermodul von M ist und ¢ die Einbettung von L in M darstellt.
Sei M| ein erzeugender Unterraum von M. Nach (4.12) erzeugen die F.M := V M| eine
Filtrierung von M. Da L ein Untermodul von M ist, erzeugen die F/L = L N F!M eine
Filtrierung von L. Dariiber hinaus kénnen wir aufgrund der Surjektivitdt von 7 folgern,
dass die FIN = w(F!M) eine Filtrierung von N erzeugen.

Nach (3.24) ist die Sequenz iiber graduierten Linksmoduln von A

0— Gr(L) = Gr(M) = Gr(N) =0

exakt. Da M| ein erzeugender Unterraum von M ist, ist Gr(M) auch endlich erzeugt von
M.
Da wir eine zulédssige Ordnung verwenden, ist auch Gr(A) Noethersch. Somit ist auch Gr(L)
endlich erzeugt. Mit (4.41) und entsprechender Wahl von L{, beziehungsweise M/ existiert
ein m € Ny so, dass F,, L =V, F/ L fiir alle n € N.
Setzen wir nun Ly = F, L, Ny = F] N und M, = F] M mit entsprechenden Filtrierungen
{FsL | s € No},{FsN | s € No} und {F,M | s € Ny}, so ist

F,NL=F

m

wwNL=F,

m4n

L=V,F'L=1L,.
Demzufolge ist die kurze Sequenz
0— F,L—>F,M— F,N—0

exakt.
Aus der Exaktheit dieser Sequenz folgt, dass H Py (t) = HPy(t) + HPp(t). Infolgedessen
gllt auch PM:PN+PL

Fir N = {0} oder L = {0} ist GKdim(N) = —oo beziehungsweise GKdim(L) = —o0o. Somit
muss in diesem Fall das Supremum betrachtet werden.

Sei nun N # {0} und L # {0}. Dann ist 0 < GKdim(N) < oo und 0 < GKdim(L) < 0.
Mit Satz 4.68 folgt

GKdim(M) = deg(Py) + 1 2 deg(Py + Py) + 1
= max{deg(Py) + 1,deg(Pr) + 1} = max{GKdim(N), GKdim(L)}.
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3) Folgt direkt aus 1):
Fangen wir mit ¢) an. Wenn die Gelfand-Kirillov-Dimensionen von L, M und N gleich sind,
so sind mit (4.68) auch die Grade der Hilbert-Polynome gleich. Mit 1) gilt aber

e(M) = deg(Pu)! - le(Pyr) 2 deg(Pp + Py)!-le(Py + Pr)
= deg(Pp)!(Ie(Py) + lc(Py) = deg(Pp)! - le(Py) + - deg(Pn)! - 1c(Py)
=e(L) +e(N).
Nun zu b). Da GKdim(N) < GKdim(M) = GKdim(L), ist deg(Pr) > deg(Py). Somit ist

deg(Pys) 2 deg(Py + Pr) = deg(P) und
le(Py) 2 1e(Py + Pp) = le(Py).

Nach Definition der Multiplizitdt ist infolgedessen e(M) = e(L).
Fall a) ist analog zu Fall b).
[l

Zwischen der Multiplizitét eines Moduls M := A/N und der Linge des Moduls gibt es einen
interessanten Zusammenhang. Vorher benttigen wir noch einige Definitionen.

Definition 4.74. Man nennt einen Modul {0} C M einfach, wenn {0} und M die einzigen
Untermoduln von M sind.

Definition 4.75. Die Linge eines Moduls M, ¢(M), ist gegeben durch die maximale Léange
einer Kompositionsreihe
{0} =My C M, C...C M,=M,

wobei jede Inklusion maximal ist. Dies bedeutet, dass M;,1/M; ein einfacher Modul ist.
Korollar 4.76. FEin einfacher Modul {0} C M hat Léinge ¢(M) = 1.

Beweis: Es ist
{0} — MQ g M1 = M

die Kompositionsreihe von M. Somit ist £(M) = 1. O

Lemma 4.77. Sei A eine G-Algebra und M = A™/N ein endlich erzeugter A-Linksmodul.
Falls fir alle Untermoduln {0} €V C W von M gilt, dass

GKdim(M) = GKdim(W) = GKdim(W/V),
dann ist e(M) > ((M). Gilt e(M) =1, so ist M einfach.

Beweis: Seien M; und M, zwei Untermoduln von M, wobei 0 € M; C M;. Dann ist die
Sequenz
O—>M1—>M2—>M2/M1—>0

exakt. Nach Satz 4.73 3)(c) ist
€(M2) = €(M1) + €<M2/M1).

Da {0} € M; und {0} € My/My, gilt e(M;) > 1 und e(My/M;) > 1. Somit ist e(M;y) > 2. Die
Aussage des Satzes folgt durch iteratives Anwenden dieser Beobachtung.
Wenn e(M) =1, so ist £(M) < 1. Da ¢(M) > 1 gilt, folgt somit, dass ¢(M) = 1. O
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Folgerung 4.78. Sei A eine gegebene G-Algebra und 0 < d die kleinstmogliche Gelfand-
Kirillov-Dimension von echten Linksmoduln iiber A. Sei M ein solcher Modul, also GKdim(M ) =
d. Dieser Modul erfiillt die Bedingungen von Lemma 4.77. Denn fiir alle Untermoduln {0} C
V € W von M gilt GKdim(V) < GKdim(M) und GKdim(W) < GKdim(M). Da W und V/
auch A-Linksmoduln sind gilt d = GKdim(W) = GKdim(V'). Aus der Exaktheit der Sequenz

0=V —oW-—>W/V -0

folgt, dass GKdim(W/V') < GKdim(W) = GKdim(V'). Da W/V ein A-Linksmodul und V- C W
ist, gilt GKdim(W/V) = d.

Bsp. 4.79. Fiir einen einfachen Modul M muss nicht e(M) = 1 gelten und nicht jeder Modul
N mit e(N) = 1 ist einfach.
Betrachten wir dazu die G-Algebra A = Q(e, f,h | fe =ef — h,he = eh +2e,hf = fg — 2f)
beziiglich der graduiert-lexikographischen Ordnung <.
Das Linksideal I = (e, h — 1, f?) ist maximal: Fiir ein echtes Ideal das I umfasst miisste gelten,
dass die Exponenten der Erzeuger kleiner sind. Dies ist jedoch nur mit der Reduzierung des
Exponenten von f? moglich, da sonst das resultierende Ideal schon ganz A erzeugen wiirde.
Gébe es ein solches echtes Ideal J, so hitte J die Form J = (e,h—1, f+ k) # Afiirein k € K:
Es ist

Joe(f+k)—fe=ef+ek—ef+h=h+ek.

Da h —1,e € J, folgt, dass fiir alle k € K schon 1 € J gilt.

Folglich erzeugt J fiir alle k schon ganz A und [ ist maximal. Infolgedessen ist der Linksmodul
A/I einfach. Aber es gilt ¢(A/I) = 2 (siehe Beispiel zu ncHilbertMultiplicity im folgenden
Kapitel).

Als Folgerung erhalten wir, dass das Linksideal I; := (e, h — 1) nicht maximal ist, da I C I.
Jedoch ist aus [8] bekannt, dass das Linksideal I, := (e, h + 1) maximal ist. Da Beide Ideale
die gleiche Exponentenmenge

Exp(I,) = Exp(l5) = (1,0,0) + N*U (0,0,1) + N?

besitzen, sind die Hilbert-Poincaré-Reihen und die Multiplizitaten von A/I; und A/l gleich,

obwohl A/, einfach ist und A/I; nicht.
Dariiber hinaus ist

Exp(I) = (1,0,0) + N*U (0,2,0) + N*U (0,0,1) + N,

Da I; 2 I und GKdim(A/I) =0 < 1 = GKdim(A/I;) = dim(Exp([;)) sind die Bedingungen
von (4.77) nicht erfiillt. Aus dem Beispiel im SINGULAR-Kapitel ist bekannt, dass

6(A/]1) = 6(14/]2) =1.
Somit gibt es auch nicht einfache Moduln mit einer Multiplizitéit von 1.

Nun wollen wir in einem Beispiel die obigen Konzepte demonstrieren:

Bsp. 4.80. Wir greifen das Beispiel aus (4.51) wieder auf:
Betrachte die G-Algebra A = Q(z,y,2 | yr = zy — 2,20 = xz + 2x, zy = yz — 2y) beziiglich
der graduiert-lexikographischen Ordnung <.
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Sei I := 4(z%y, z) mit Links-Grobnerbasis 2%y, 2. Wir wollen die Hilbert-Funktion, die Hilbert-
Poincaré-Reihe, die Gelfand-Kirillov-Dimension und das Hilbert-Polynom von M := A/I be-
stimmen. Dazu bestimmen wir zuerst die Standard-Filtrierung M, = F,M :={f € A/I | |a| <
s,Va € N(f)} (vel. (3.27)):

My =Q, My =My ®QzdQy, My =M &Quy®Qz®®Qy?, Ms= M, ®Quy’ & Qs @y’
Fiir ¢ > 3 gilt M; = M;_1 ® Qz* ® Qy* ® Qzy*™ !, da alle sonstigen Polynome hoheren Grades

in [ liegen.
Berechnen wir nun die assoziierte Graduierung Gr(M) = @, G(M)n = D, 50 Mn/M,-1:

G(M)y=Q, G(M), =Qz®Qy, G(M)s = Quy & Qz° & Qy*, G(M)3 = Quy’.

Fiir i > 3 gilt G(M); = Qz’ ® Qy’ @ Quy' .
Damit wir alle Hilbert-Funktionen vergleichen kénnen, bestimmen wir nun noch Exp(/) und
[:={ae N3\ Exp(])}:

Exp(I) = ((2,1,0) + N3) U ((0,0,1) + N3) und

I = {(0,0,0)}_J{(#,0,0),(0,4,0), (1,7 — 1,0)}.

=1

Nun betrachten wir die einzelnen Hilbert-Funktionen:

i HFy(4) H Frxp(1) (4) Har(an (9)
0 1 1 1
1 3 3 2
2 6 6 3
3 9 9 3
i >3 | HFy(i — 1)+ 3 | HFpun(i — 1) + 3 3

Nun zur Gelfand-Kirillov-Dimension:

1) Nach Definition ist

GKdim(M) = d(HFy;) = inf D(HF);)
=inf{laeR | Ing e N,C eR:VYn>ng: HFy(n) < Cn}.

Da HFy (i) = 3 - fiir ¢ > 3, ist inf(D(HFy)) = 1.
2) Mit Satz 4.48 und
V(Exp(I)) = {{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

gilt
GKdim(M) = dim(Exp(I)) =3 —min{|o| | 0 € V(Exp(]))} =3 -2 = 1.
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Fiir die Hilbert-Poincaré-Reihe und fiir die erste und zweite Hilbert-Reihe von M folgt somit

HPy(t) =1+2t+322 +3t>+Y 3t =3-> t1—t-2=3- —— —t-2

i=4 =0 (1-1)
C3—t+tP—242t +t+1  G()
B 1—t N
(Pt )1 =B -2 +t+1 Q)
I S N () C R (RO

Das Hilbert-Polynom ist folglich

Die Multiplizitat ist e(M) = G(1) = 3.
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5. Implementierungen in SINGULAR

In diesem Kapitel wird die Umsetzung der in dieser Arbeit behandelten Algorithmen in SIN-
GULAR vorgestellt. Die Algorithmen benutzen Prozeduren aus dem SINGULAR-Paket PLURAL,
welches die Arbeit mit G-Algebren ermdglicht und in [7] umfassend beschrieben ist. Die Be-
schreibung der Algorithmen erfolgt in englischer Sprache und im Format in Anlehnung an das
SINGULAR-Manual [1].

In diesem Abschnitt ist A stets eine G-Algebra und m € N so, dass A™/M ein endlich
priasentierter A-Modul ist.

5.1. mondim

This algorithm computes the dimension of a monoideal via (4.26).

Usage: mondim(B,i); B is list of elements of N,
Return: int
Purpose: computes the dimension of the monoideal generated by B

Keywords: monoideal, dimension

Example:
> LIB "nchilbert.lib";
> ring A = 0,(x,y,2),dp;
> list I =[1,0,1]1,[0,1,1]; // corresponds to the monomial ideal <xz,yz>
> mondim(I,3);
2
5.2. GKExp

This algorithm computes the Gelfand Kirillov dimension via (4.48).

Usage: GKExp(M); M is an ideal/module

Return:  int

Purpose: computes the Gelfand Kirillov dimension of A™ /M
Assume:  basering is a G-Algebra

Note: for the zero module, -1 is returned
See also:  GKdim, dim(Plural)

Example:

> LIB "ncalg.lib";

> LIB "nchilbert.lib";

> ring R=0, (e,f,h),dp;

> matrix D[3][3]=0;

> D[1,2]=-h;

> D[1,3]=2%*e;

> D[2,3]=-2%f;

> def A=nc_algebra(1,D); setring A;
> ideal I = e,h-1; I = std(I);

> print(matrix(I));

h-1,e

> GKExp(I); // computes GKdim(A/I)
1

> ideal J = I, £°2; J = std(J);
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> print(matrix(J));

h-1,e,f2

> GKExp(J);

0

> matrix M[2][4] =
e,h-1,0,0,
0,0,e,h+1;

> module G = std(M);

> print(G);

h-1,0, e,0,

0, h+1,0,e

> GKExp(G);

1

5.3. ncHilb

This algorithm computes the first and second Hilbert series by using the result (4.45) and the already imple-
mented methods for commutative computation.

Usage: ncHilb(M, 7); M is a module, j is an int
Return:  intvec
Assume: M is given via a Groebner basis, j must be 1 or 2
the weights of the ring variables must be positive
Note: computes the first (if 7 = 1) or second (if j = 2) Hilbert series of A™/M as an intvec
the procedure works analogously to the commutative procedure hilb.
If the returned vector has the form v = (v, v1, ..., v4,0),
then the Hilbert series is vgt? + v1£2 + ... + vgt?.
See also:  hilb

Example:

> LIB "ncalg.lib";

> LIB "nchilbert.lib";

> ring R=0, (e,f,h),dp;

> matrix D[3][3]=0;

> D[1,2]=-h;

> D[1,3]=2%e;

> D[2,3]=-2x%f;

> def A=nc_algebra(1,D); setring A;

> ideal I = e,h-1; I = std(I);

> ncHilb(I,1); // first Hilbert series of A/I
1,-2,1,0

> ncHilb(I,2); // second Hilbert series of A/I

1,0

> ideal J = I, £°2; J = std(J);

> ncHilb(J,2);

1,1,0

// now with weights 1,2,3

> ring r = 0,(e,f,h),wp(1,2,3);

> matrix D[3][3]; D[1,2]=-h; D[1,3]=2%e;D[2,3]=-2%f;
> def R = nc_algebra(1,D); setring R;

> ideal I = imap(A,I); I = std(I);

> ncHilb(I,1); // first weighted Hilbert series of R/I
1,-1,0,-1,1,0

> ncHilb(I,2); // second weighted Hilbert series of R/I
1,1,1,0

> matrix M[2] [5] =
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. e,h-1,f72, 0,0,

. 0,0,0, e,h+1;

> module G = std(M);

> print(G);

e,0,h-1,0, £f2,

0,e,0, h+1,0

> ncHilb(G,1); // first weighted Hilbert series of R"2/G
1,-1,0,-1,0,1,0,1,-1,0

> ncHilb(G,2); // second weighted Hilbert series of R"2/G
1,2,3,3,2,1,0

5.4. ncHilbertSeries

This algorithm returns the first and second Hilbert series computed via ncHilb as a polynom.

Usage: ncHilbertSeries(M, j); M is a module, j is an int
Return:  ring
Purpose:  computes the first (if j = 1) or second (if j = 2) Hilbert series of A™ /M
as a polynom
Assume: M is given via a Groebner basis
Note: 7 must be 1 or 2, the weights of the ring variables must be positive
the procedure returns an univariate ring and a polynomial called @codencHS in it

Example:

LIB "ncalg.lib";

LIB "nchilbert.lib";

ring R=0, (e,f,h),dp;

matrix D[3] [3]=0;

D[1,2]=-h;

D[1,3]=2xe;

D[2,3]=-2%f;

def A=nc_algebra(1,D); setring A;
ideal I = e,h-1; I = std(I);
ncHilb(I,1);

1,-2,1,0

> def r = ncHilbertSeries(I,1); setring r;
> ncHS; // first Hilbert series of A/I
t2-2t+1

> setring A;

> ncHilb(I,2);

1,0

> def s= ncHilbertSeries(I,2);setring s;
> ncHS; // second Hilbert series of A/I
1

// now with weights 1,2,3

> ring r = 0,(e,f,h),wp(1,2,3);

matrix D[3][3]; D[1,2]=-h; D[1,3]=2%e;D[2,3]=-2%f;
def R = nc_algebra(1,D); setring R;
matrix M[2] [5] =

. e,h-1,f72, 0,0,

0,0,0, e,h+1;

module G = std(M);

print (G ;

,0,h-1,0, f£2,

0,e,0, h+1,0

> ncHilb(G,1);

V VV V V V V V V.YV

VvV V V

® V V -
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1,-1,0,-1,0,1,0,1,-1,0

> def r= ncHilbertSeries(G,1); setring r;

> ncHS;// first weighted Hilbert series of R"2/G
-t8+t7+t5-t3-t+1

> setring R;

> ncHilb(G,2);

1,2,3,3,2,1,0

> def s=ncHilbertSeries(G,2); setring s;

> ncHS;// second weighted Hilbert series of R"2/G
t5+2t4+3t3+3t2+2t+1

5.5. ncHilbertPolynomial
This algorithm computes the Hilbert polynomial by using definition 4.65.

Usage: ncHilbertPolynomial(M); M is a module
Return:  ring
Purpose: computes the Hilbert polynomial of A™ /M
Assume: M is given via a Groebner basis
Note: the weights of the ring variables must be positive
the procedure returns an univariate ring and a polynomial called ncHP in it.
See also:  hilbPoly in poly.lib

Example:
> LIB "ncalg.lib"
> LIB "nchilbert.lib";
> ring R=0, (e,f,h),dp;
> matrix D[3][3]=0;
> D[1,2]=-h;
> D[1,3]=2%e;
> D[2,3]=-2xf;
> def A=nc_algebra(1,D); setring A;
> ideal I = h™4,exfxh~3,e " 2*xf " 2xh"2+2*%exf*xh~2; I = std(I);
> dim(I);
2
> def r = ncHilbertPolynomial(I); setring r;
> ncHP;
2t+7
kill r;

// now consider admissible weights 1,2,3
> ring r = 0,(e,f,h),wp(1,2,3);

> matrix D[3][3]; D[1,2]=-h; D[1,3]=2%e;D[2,3]=-2*f;
> def R = nc_algebra(1,D); setring R;

> ideal I = imap(A,I);

> I = std(I);

> dim(I);

2

> def r = ncHilbertPolynomial(I); setring r;

// *x redefining r *x
> ncHP;
6t+18

5.6. ncHilbertMultiplicity
This algorithm computes the multiplicity by using (4.71).
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Usage: ncHilbertMultiplicity(M); M is a module
Return:  int

Purpose: computes the (Hilbert) multiplicity of A™ /M
Assume: M is given via a Groebner basis

Note: the weights of the ring variables must be positive

Example:

LIB "ncalg.lib"

LIB "nchilbert.lib";

ring R=0, (e,f,h),dp;

matrix D[3] [3]=0;

D[1,2]=-h;

D[1,3]=2%e;

D[2,3]=-2%f;

def A=nc_algebra(1,D); setring A;

ideal I = e,h-1; I = std(I);
ncHilbertMultiplicity(I); // multiplicity of A/I

ideal J =1I, £°2; J = std(J);
ncHilbertMultiplicity(J);

NV V=YV VVVVVYVVVYV

// now with weights 1,2,3

ring r = 0,(e,f,h),wp(1,2,3);

matrix D[3][3]; D[1,2]=-h; D[1,3]=2%e;D[2,3]=-2%f;
def R = nc_algebra(1,D); setring R;

ideal I = imap(A,I); I = std(I);
ncHilbertMultiplicity(I);

V WV V V V VvV

matrix M[2][5] =

. e,h-1,f72, 0,0,

0,0,0, e,h+1;

module G = std(M);

> print (G);

. e,0,h-1,0, f£f2,

. 0,e,0, h+1,0

> ncHilbertMultiplicity(G);
12

VAR

5.7. Example

Consider the G-algebra A given by A = Q{e, f,h | fe=ef — h,he = eh + 2e,hf = fg — 2f) according to the
degree reverse lexicographical order <.
Let I := (e,h —1). Then a left Grobner basis is given by:

> std(I);
h-1,e

The Gelfand Kirillov dimension of A/I is 1:

> GKExp(I);
1

For the first Hilbert series Q(t) we get:
> def r = ncHilbertSeries(I,1); setring r;

> ncHS;
t72-2t+1
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The second Hilbert series G(t) is given by:

> def s = ncHilbertSeries(I,2); setring s;
> ncHS;
1

The Hilbert polynomial is:

> def r = ncHilbertPolynomial(I); setring r;
> ncHP;
1

Therefore the multiplicity is 1:

> ncHilbertMultiplicity(I);
1

From the computed information we conclude that

=241 1

HPyj(t) =

48
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