Vorlesung Gitter und Codes, WS 08/09

G. Nebe und M. Kirschmer

I Grundlagen

1 Gitter.

1.1 Einige grundlegende Definitionen.

Wir betrachten einen euklidischen Vektorraum E = (V(,)) meist F = (R'",(,)). Unsere
Vektoren sind Zeilenvektoren.

Definition 1.1 (i) Eine Teilmenge L C V heifit Gitter , falls es ein linear unabhdngiges
Tupel B = (by,...,by) € V™ gibt, mit

L=(b,....bm)z = {>_aibi | a; € Z}.
=1

B heifit dann auch eine Gitterbasis von L und m = dim(L) die Dimension von L. L heifit
volles Gitter in E, falls dim(L) = dim(V'), also B eine Basis von V ist.
(1t) Ist B € V™ eine Gitterbasis von L und G(B) = ((b;,b;)) € R™*™ die Grammatrix von
B, so heifst

det(L) := det(G(B))

die Determinante des Gitters L. G(B) nennt man auch eine Grammatriz von L.

Beispiele auf Folie: hexagonales und quadratisches Gitter, Gitterbasen und Grammatrizen.
Zugehorige Kugelpackung. Keplerpackung und kubisch flichenzentriertes Gitter.

Bemerkung 1.2 Sei L ein Gitter in V und B € V'™ eine Gitterbasis.

(a) L ist ein volles Gitter in dem von ihm erzeugten Vektorraum RL := (B)g.

(b) C € V™ ist Gitterbasis von L genau dann wenn (C)g = (B)gr und die Basiswechselmatriz
T = ¢idg € GL,(Z) ist. Dann gilt G(C) = TG(B)T". Insbesondere ist det(G(C)) =
det(G(B)) und die Determinante von L ist wohldefiniert.

(c) Ist L ein volles Gitter, so ist y/det(L) = vol(V/L) das Volumen des von einer Gitterbasis
B aufgespannten Parallelepipeds P(B) := {>_ a;b; | 0 < a; < 1}.

(d) Ist L ein volles Gitter, so ist P(B) ein Fundamentalbereich der Operation von L auf V,
d.h.



(i) Fir allev € V' gibt es ein ¢ € L mit { +v € P(B).

(i1) Sind v # w € P(B) so dass v —w € L liegt, dann liegen v und w auf dem Rand von
P(B).

(iii) P(B) ist abgeschlossen.

Bemerkung 1.3 Sei L ein volles Gitter in E = (V, (,)) mit Gitterbasis B. Dann ist
L*:={veV | (v,l) €Z fir allelc L}

ebenfalls ein volles Gitter in E, das zu L duale Gitter. Die Dualbasis B* = (b}, ...,b%) von
B ist eine Gitterbasis von L¥.

Es gilt G(B)G(B*) = I,,, det(L#)det(L) = 1.

Ist L C L*, so nennt man das Gitter L auch ganz. Dann ist die Faktorgruppe L7 /L
eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung det(L). Es gilt B*G(B) € L" und G(B) ist
eine Relationenmatriz von L# /L. Sind (di,...,d,) die Invariantenteiler von G(B), so ist
I#/|L2Z)dZ®...dZ/)d, L.

Beweis. Sei v € V. Dann ist
(C,v) € Z fir allel € L < a; := (bj,v) € Z fiir alle 1 gignﬁv:Zaibf € (b],...,b)z.

Also ist das duale Gitter L# genau das von der dualen Basis erzeugte Gitter. Weiter ist
p+1dp = G(B) die Basiswechselmatrix, d.h. B*G(B) = B. Damit ist G(B) die Relationen-
matrix von L# /L und det(G(B)) = |L#/L|. Die Elementarteiler von G(B) € Z"™" geben
uns die Struktur der endlichen abelschen Gruppe L# /L an. 0]

Definition 1.4 Seien L und L’ volle Gitter in E.
(a) L und L' heifien isometrisch, falls es ein g € O(E) gibt, mit Lg = L.
(b) Aut(L) :={g € O(E) | Lg = L} heifit die Automorphismengruppe von L.

Bemerkung 1.5 (a) Zwei Gitter L und L' sind isometrisch, genau dann wenn es Gitterba-
sen B und B' gibt, mit G(B) = G(B'). “Sie haben gleiche Grammatrizen”. Ein Gitter L ist
also bis auf Isometrie bestimmt durch jede seiner Grammatrizen. Umgekehrt bestimmt ein
Gitter L eine GL,(Z)-Bahn {gG(B)g" | g € GLn(Z)} von Grammatrizen.

(b) Ist B eine Gitterbasis von L, so ist g Aut(L)p = {g € GL,(Z) | ¢G(B)g"" = G(B)}.
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Die Bilder (b1g = aby + bby, bag = cby + dby) unter den Automorphismen g durchlaufen genau
die 12 Paare (cq, ¢2) von Gittervektoren, mit (cy,¢1) = 2, (¢1,¢2) = 1, (c2, ¢2) = 2.

Beispiel: Aut(Ay). Das hexagonale Gitter hat Grammatrix G((by, by)) = ( 21 )



Algorithmus 1.6 Das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren:

EINGABE: Eine Basis (by,...,b,) von V.

AUSGABE: Eine Orthogonalbasis B' := (b}, ..., b)) von E mit (by,... bj)r = (b}, ..., bi)g fir
alle 7.

ALGORITHMUS: Fiiri = 1,...,n berechne sukzessive die Projektion b}, von b; auf (by,... b 1)z =
(b),...,b._)&. Diese ergibt sich als

i—1
j=1

wo py; = it
; .
AN CAA

Bemerkung 1.7 b, ist die Projektion von b; auf (by, ..., b;i_1)*.
Die von B und B' erzeugten Gitter haben die gleiche Determinante, ndmlich [[5_, (b}, ).

2 Y
Da (b}, b}) < (b, b;) ist, ergibt sich die folgende Hadamard Ungleichung.

Folgerung 1.8 Die Hadamard Ungleichung:
Ist B := (by,...,by) eine Gitterbasis von L, so ist det(L) < [[7_,(b;, ;).

Beweis. Sei B’ die in Algorithmus 1.6 berechnete Orthogonalbasis und

1 0 0
M = M?l ! 0
fat oo a1

Dann ist det(M) =1 und M B’ = B. Also ist G(B) = MG(B')M" und daher

det(L) = det(G(B)) = det(G(B')) = f[ b, b)) < f[ bi, b;).

Ende am 14.10.08
Satz 1.9 L.s:={ve L|(v,v) <S} ist endlich.

Beweis. Sei B eine Gitterbasis von L und B’, y1;; wie in 1.6.
Ist v=">3"" a;b; € L,soist v=73"" a;b; mit a; € R,
Qp = Qp, Op—1 = Qp—1 — Upn—1Qn, - - -

Aus

-3y <



folgt insbesondere a2 (¥, b,) < S. Also hat man nur endlich viele Moglichkeiten fiir a,, € Z.

Allgemein gilt

a2(b;, b)) = Z 5,502 (U, ) < S — Z 2(bl, b1)
i=j41 i=j+1
woraus man sukzessiv nur endlich viele Moglichkeiten fiir a; € Z, j =n,n —1,...,1 erhélt.

U

Folgerung 1.10 Aut(L) ist eine endliche Gruppe.

Beweis. Sei B = (by,...,b,) eine Gitterbasis von L und S := max{(b;,b;) | 1 <i < n}. Ist
g € Aut(L), so ist g eindeutig bestimmt durch die Bilder der Basisvektoren (b1g,...,b,g) €
L%g. Also gilt | Aut(L)| < |L<s|™. O

1.2 Wurzelgitter

Definition 1.11 (i) Ein ganzes Gitter L heifft Wurzelgitter, falls L = ({¢ € L | ({,{) =
2})z.

(1) Lo = R(L) :={l € L| ({,0) =2} heifst die Menge der Wurzeln in L.

(i1i) Eine Teilmenge S C R(L) heifst Fundamentalsystem von Wurzeln, falls
(a) S ist Gitterbasis von L.
(b) Jede Wurzel 5 € R(L) ldss t sich schreiben als

= Z koo mit allen k, > 0 oder allen k., < 0.

a€esS

Bemerkung: Sind «, 8 Wurzeln in einem Wurzelgitter so ist nach der Cauchy-Schwartz Un-
gleichung
(z,y)* < (z,2)(y,y) fiir alle 2,y € E

(o, 5) = 0,+1, 42 und (o, ) = £2 genau dann wenn o = +/3.

Satz 1.12 (Witt) Ist L ein Wurzelgitter, so hat L eine Gitterbasis B = (by,...,b,) mit
(bi, b;) = 2 und (b;, b;) € {0, —1} fir 1 <i# j <n. Jedes Fundamentalsystem von Wurzeln
liefert eine solche Gitterbasis.

Beweis. Sei S ein Fundamentalsystem von Wurzeln und o, 5 € S, o # 3. Ist (a, ) > 0, so
ist (o, ) = 1 und v = a — f € R(L) eine Wurzel, deren Koeffizienten bzgl. S weder alle
nichtnegativ noch alle nichtpositiv sind.

Es geniigt also zu zeigen, dass ein Fundamentalsystem von Wurzeln existiert. Dies werden
wir jetzt konstruieren:

Sei t € E so dass (t,a) # 0 fiir alle « € R(L). Solch ein ¢ existiert, da die Menge

{t € E| esgibt ein a € R(L) mit ({,a) =0}
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als endliche Vereinigung von Hyperebenen nicht der gesamte Raum sein kann.
Sei R := {a € R(L) | (t,a) > 0}. Dann ist R(L) = R U —R;. Wir nennen ein Element
a € R/ zerlegbar, falls es 3,y € R/ gibt, mit a = 3 + 7 und unzerlegbar sonst. Sei

S; :={a € R | a ist unzerlegbar }

Behauptung: S; ist ein Fundamentalsystem von L. Dazu zeigen wir:

Lemma 1.13 Jedes Element von R} ist eine Linearkombination von Elementen von S; mit
nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten.

Beweis. Sonst gibt es ein @ € R;, das nicht diese Eigenschaft hat und (Ewihlen wir ein
solches o mit («,t) minimal. Dann ist « zerlegbar, da es sonst in S; liegt. Also gibt es
B,7 € Rf mit @ = B++. Dann ist (¢, ) = (¢, 3) + (¢,7) und sowohl (¢, 3) als auch (¢, ) sind
< (t,«). Also (wegen der Minimalitét) sind 5 und ~y nichtnegative Linearkombinationen von
Elementen aus R;", und damit auch o, ein Widerspruch. U

Lemma 1.14 Fir alle o # € Sy gilt (o, ) < 0.

Beweis. Sonst ist (a, ) = 1 und somit v := a — 3 € R} oder —y € R;. Im ersten Fall ist
a = v + 3 zerlegbar und im zweiten Fall ist § = o + (—7) zerlegbar. O

Lemma 1.15 Die Elemente von S; sind linear unabhdngig.

Beweis. Sei ) g @ = 0. Dann konnen wir diese Relation umschreiben als

)\::Zbgﬁ:chfy

mit bg, ¢y > 0 und alle § von allen v verschieden sind. Es ist

0<(AA) = bsey(B,7) <0
By

also (A, A) = 0 und somit A = 0. Dann ist aber auch

(tA) =D bs(t,0) = ) es(t.7) =0

also bg = ¢, = 0 fiir alle 3, . 0

Dies beschliefit den Beweis von Satz 1.12, denn nach Lemma 1.15 und Lemma 1.13 ist S; ein

Fundamentalsystem von Wurzeln und nach Lemma 1.14 auch eine Gitterbasis wie gefordert.
O



Beispiel 1.16 Die Grammatrix einer solchen Basis wird durch einen Graphen kodiert. Die
Knoten entsprechen dabei den Basisvektoren. Zwei Knoten b;, b; sind durch eine Kante

verbunden, genau dann wenn (b;,b;) = —1. Diese Graphen nennt man Dynkin-Diagram.
A, ° ° ° e ° °
Eg : ° ° ° ° °
[ ]
E, ° ° ) ° ° °
°
Eg ° ° ° ) ° ° °
°

/ .
D, : ° ) ° . °

\.

Die zugehérigen Grammatrizen ergeben sich als

-1 2 -1 0 0 0
bz -0 0 0 -1 2 -1 0 0
0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -1 0 0 -1 2 -1 -1
0 0O -1 0 2
5 1 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0
-1 2 =1 0 0 0 0
-1 2 =1 0 0 0
0 -1 2 -1 0 -1 0O -1 2 -1 0 0 -1
G(Eg) = 0 0 -1 2 -1 0 , G(E,) = 0 0 -1 2 -1 0 0
0o 0 0 -1 2 =1 0
0o 0 0 -1 2 0
0 0 -1 0 0 2 O 0 0 0 -1 2 0
0O 0 -1 0 0 0 2




2 -1 0 0 O 0 0 O
-1 2 -1 0 0 O 0 O
o -1 2 -1 0 0 0 -1
o 0 -1 2 -1 0 0 0
GEI=1 9 0 0 -1 2 -1 0 0
o o o0 o0 -1 2 =1 0
o o0 o0 o o0 -1 2 0
o 0 -1 0 0 0 0 2
Es gilt det(Eg) = 3, det(E;) = 2, det(Eg) = 1.
Ist (eq1,...,e,) eine Orthonormalbasis von E, so ist
Dn = <61 —€2,62 —€3,...,6p1 "~ €p,En_1 + €n>Z.

Insbesondere ist det(D,,) = 4. Weiter ist v := 1(e1 + ... + ¢,) € D¥ und e; € D¥. Es
gilt immer 2e; € D,,. Es ist 2v € D,, genau dann, wenn n gerade ist. Dann ist D¥ /D, =
227 ® L)2Z, ansonsten ist D¥ /D, = 7/AZ.

Fiir A, gilt: det(A,) =n+ 1 und A¥ /A, = Z/(n+ 1)Z.

A, ist ein Teilgitter (kein volles Teilgitter) von Z" ' Ist (ey,...,e,11) eine ON-Basis von
R s0 ist (e; — en,€0 — €3,...,€, — eny1) eine Gitterbasis von A,,. Das Gitter A, erhdlt
man als
n+1
A, = {Zaiei S R+ | a; € Z,Z(Zi = 0}
i=1
als (€1 + ... + eny1)t in Z"L. Der Vektor v := #1(%61 — ey — ... — enp1) € AT erfiillt
(n+1v e A,.
Gitter L | |R(L)| |det(L) L7 /L Dimension n
A, nn+1) | n+1 | Z/(n+1)Z >1
D, 2n(n — 1) 4 Z]AZ > 4, ungerade
D, 2n(n —1) 4 L2 ®7)27 | >4, gerade
o 72 3 7./3Z 6
E. 126 p 7.)2Z 7
Ey 240 1 1 8

Ende am 16.10.08

Definition 1.17 (i) Fiir zwei Gitter Ly, Ly in Vy bzw. Vy bezeichnet Ly L Lo die (dussere)
orthogonale Summe . Dies ist ein Gitter in Vi & Vo der Dimension dim(L,) + dim(Ls). Sind
B bzw. C Gitterbasen von Ly bzw. Lo, so ist ((b1,0),...,(bn,,0),(0,¢1),...,(0,¢n,)) eine
Gitterbasis von Ly L Ly mit Grammatriz

(70 ol )

0 g0
(i) Sind Ly, Ly Gitter in'V und (¢1,¢3) = 0 fir alle {; € L;, so heifit L :== Ly L Ly := (Ly, Lo)
die (innere) orthogonale Summe.
(#1i) Ein Gitter L heifst irreduzibel oder auch orthogonal unzerlegbar, falls L nicht orthogonale
Summe echter Teilgitter ist.



Ohne Beweis mochte ich angeben:

Satz 1.18 (vgl. Ebeling) Jedes Wurzelgitter ist orthogonale Summe von Wurzelgittern der
Form A, D,, (m >4), Eg, E;, Es.

Satz 1.19 (Kneser) Jedes Gitter lisst sich eindeutig schreiben als orthogonale Summe irre-
duzibler Gitter.

Beweis. Dazu zunéchst eine kleine Definition. Wir nennen einen Vektor x € L unzerlegbar,
falls es keine y, z € L — {0} gibt mit = y + z und (y, z) = 0.

Dann gilt: Jeder Vektor 0 # = € L ist Summe von unzerlegbaren Vektoren. Denn dies ist klar,
wenn x unzerlegbar ist. Ist aber x nicht unzerlegbar, so ist z = y + z mit 0 < (y,y) < (x, x)
und 0 < (z,z) < (x,z). Ist einer der Summanden y oder z nicht unzerlegbar, so kann man
ihn wiederum als Summe von Vektoren kleinerer Norm schreiben. Da L._,,) endlich ist,
terminiert dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten.

Insbesondere wird L von unzerlegbaren Vektoren erzeugt.

Wir nennen zwei unzerlegbare Vektoren y, z verbunden, falls es unzerleghare Vektoren xy =
Y, X1, ..., 0y = z in L gibt, mit (x;, z;11) # 0 fiir alle 7. Diese Aquivalenzrelation teilt die
Menge der unzerlegbaren Vektoren in endlich viele Klassen Ky, ..., K.

Sei L; := (K;)z.

Dann ist L = Ly L ... 1L L, eine Zerlegung in irreduzible Gitter und diese Zerlegung ist
eindeutig. 0

Mit dieser Definition liest sich also Satz 1.18 wie folgt: Jedes irreduzible Wurzelgitter ist von
der Form A, D,, (m > 4), Eg, E; oder Es.

Wir kommen zu einigen interessanten und niitzlichen Eigenschaften der Weyl-Gruppe W (L)
(siche Bemerkung 1.20) eines irreduziblen Wurzelgitters.

Bemerkung 1.20 Ist L ein ganzes Gitter und ¢ € L mit (¢,() = 2, so ist die Spiegelung o,
entlang ¢ definiert durch
(v, )

(¢, €)

fir alle v € V' eine orthogonale Abbildung die L festlisst, also o, € Aut(L).
Ist L ein Wurzelgitter, so heifst

vop i=v — 2 C=v—(v,0)¢

W(L):= (o, | ¢ € R(L)) < Aut(L)

die Weyl-Gruppe von L. Da Konjugierte von Spiegelungen wieder Spiegelungen sind (g~ *o,g =

0yg), ist die Weyl-Gruppe ein Normalteiler in Aut(L).

Satz 1.21 Sei L ein Wurzelgitter und W (L) seine Weyl-Gruppe. Dann ist L irreduzibel, ge-
nau dann weinn W (L) irreduzibel auf V' := RL operiert, d.h. jeder W (L)-invariante Teilraum
U <V ist entweder {0} oder V.



Beweis. =: Sei {0} # U <V mit Ug = U fiir alle g € W(L). Dann ist auch U+ ein W(L)-
invarianter Teilraum, da W (L) < O(V) und V = U @ U*. Sei o € R(L). Wir wollen zeigen,
dass entweder o € U oder o € U™ liegt. Das widerspricht dann der Irreduzibilitit von L.
Angenommen « ¢ U. Fiir u € U ist dann uo, = u— (u,a)a € U, da U invariant unter W (L)
ist. Also ist (u,a) = 0 fiir alle u € U (da o ¢ U) und somit a € U~.

<: Wir zeigen: Ist L = Ly L Ly, so ist U := RL; ein W (L)-invarianter Teilraum von V.
Denn dann ist R(L) = R(L1) U R(Ls). Fir w € U und a € R(Ly) ist uo, = u € U und fiir
a € R(Ly) ist uo, € U. O

Lemma 1.22 Sei L ein irreduzibles Wurzelgitter. Dann operiert W (L) transitiv auf R(L),
d.h. fir je zwei Wurzeln o, 5 € R(L) gibt es ein g € W (L) mit ag = 5.

Beweis. Seien «, f € R(L). Dann ist U := (ag | g € W(L))r ein W(L)-invarianter Teilraum
von RL = V und also nach Lemma 1.21 U = V. Die Bilder von « unter den Gruppen-
elementen erzeugen also den ganzen Raum. Daher gibt es ein g € W(L) mit (ag,5) # 0.
Indem wir o durch g ersetzen, kénnen wir annehmen, dass («, 3) # 0. Ersetzt man a durch

—a = a0y, so kann man weiter annehmen, dass (a, ) > 0 ist. Dann ist aber entweder o = 3
oder (o, ) =1 und v := a — € R(L). Im letzten Fall ist

ac, =a— (v,a)v=a—(a—pF)=p0.

Ende am 17.10.2008

1.3 Reine Teilgitter.

Definition 1.23 (i) Ein Gitter L heifit gerade, falls (¢,0) € 27 fiir alle ¢ € L.
(ii) Ein Gitter L heif$t unimodular, falls L = L¥.

Bemerkung 1.24 (i) Ein gerades Gitter ist ganz.
(ii) Fin ganzes Gitter ist gerade, genau dann wenn fir alle Basisvektoren b; in einer Gitter-
basis gilt, dass (b;,b;) € 27.

Folgerung 1.25 Wurzelgitter sind gerade Gitter.
Das Gitter Eg ist ein gerades unimodulares Gitter.

Definition 1.26 (i) Ist L < M ein Teilgitter, so heifst
LM =+ ={me M| ({,m)=0 fir allefc L}

das Orthogonalgitter von L in M.
(ii) Ein Teilgitter L < M heifst rein , falls

L={meM|me(L}=MnNRL.



Bemerkung 1.27 Sei L < M ein Teilgitter, B = (by,...,b,) eine Gitterbasis von M,
C = (ci,...,c) eine Gitterbasis von L und T = ¢idp € Z**" die Basiswechselmatriz.
Dann ist L rein in M < die Invariantenteiler von T sind alle gleich 1< M/ L ist torsionsfrei
< C kann zu einer Gitterbasis von M ergdnzt werden.

Beweis. Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen gibt es eine Gitterbasis
B = (b},...,0,) von M und Zahlen di,...,d; € Z (die Invariantenteiler von T') so da8
C" = (dybf,...,dgb,) eine Gitterbasis von L ist. Da RL N M aus der Menge aller ganzen
Linearkombinationen der (b, ...,b}) besteht, gilt RL N M = L genau dann, wenn alle d;
gleich 1 sind. 0

Satz 1.28 Sei V = U, & Us,, m; € End(V) die Projektionen auf U;. Sei L ein volles Gitter
in'V, so dass L; := LN U; ein volles Gitter in U; ist (i = 1,2). (dann ist U; = RL; und L;
ist reines Teilgitter in L.) Setze L, := Lm;. Dann ist L; < L, (i =1,2) und es gilt:

Ly)Ly 2 LY/ Ly = L)(L1 & Lo) 2 Ly & Ly/ L.

Beweis. Klar ist L} /L1 = L) @ Lo/ L1 ® Ly = Ly & L,/ Ly @ LY.
Wir betrachten zunéchst die Projektion m : L — L. Gefolgt vom natiirlichen Epimorphis-
mus L) — L) /L, liefert sie eine surjektive Abbildung 77 : L — L) /L;. Sei

Ky :=%ker(m) ={l € L|lm € L}.

Fir ¢ = x1 + x5 € L mit x; € U; ist {my = x; € L; = U; N L genau dann wenn x; € L und
somit x9 = (—x1 € LNUy = Ly liegt. Also ist K1 = L1 @® Ly und nach dem Homomorphiesatz
gilt

Ly/Ly = Bild(7) & L/ ker(71) = L/(L1 & Lo).
Ebenso erhélt man L /Ly = L/(L1 @ Ls). Fiir die letzte Isomorphie zeigen wir, dass L} + L =
L} & L),. Denn dann ist nach dem Noetherschen Isomorphiesatz

(L4 @ L) /L = (L, + L)/L = L4 /(L4 N L) = Ly/Ly.

Nach Definition ist L) + L = (L}, L). Es ist 1 € L) genau dann wenn z; € U; und es gibt ein
€ L, xy € Uy mit £ = x1 + 5 (dann notwendigerweise xo € L}). Also ist L} + L C L} & L.
Umgekehrt liegt natiirlich L} C L} + L und obige Rechnung zeigt auch L), C L} + L und
damit L} + L = L} & Lj,. O

Satz 1.29 Sei M ein unimodulares Gitter und L < M ein reines Teilgitter. Dann ist
det(L) = det(L1), sogar L# /L = (L*)#/L*.

Beweis. Wir wenden Satz 1.28 an auf U; := RL, Uy = U = RLY, Ly = L = Uy N M,
Ly = L+ = Uy N M und miissen nur noch zeigen, dass

L) =Mnm = L¥, L)y=Mm, = (L")*.
Ist nun £ € L und m € M, so ist (£, m) = (¢,mm,) € Z und daher M7, C L#. Sei (by, ..., by)
eine Gitterbasis von L und ergénze diese zu Basis B := (b, ..., bx, bxy1,...,b,) von M. Da

M = M# ist auch die duale Basis B* = (b,...,b},b,,,...,b;) eine Gitterbasis von M.
(Dabei ist (bj_4,...,b:) eine Gitterbasis von L*.) Und L# = (bimy,...,bjm) C Mm. O
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Bemerkung 1.30 Als Anwendung zeigen wir, dass A% /A, = 7Z/(n + 1)Z. Setzt man L =
(0 == e+ ... +epp1) < Z" = (e1,...,en41)z, S0 ist L ein reines Teilgitter in dem
Gitter M = Z" mit det(M) = 1. Weiter ist A,, = L*. G({) = (n+ 1) = (((, ) liefert
L#/L=Z/(n+1)Z, L* = (775(). Mit Satz 1.29 findet man also auch A% /A, = Z/(n+1)Z.

Als Ubung konstruieren Sie E; = (b7) und E¢ = (bg, by)* als Teilgitter von Eg und folgern
so aus det(Fg) = 1, dass det(E;) = 2 und det(Eg) = 3. Eg kann man z.B. als Teilgitter von
A¥ = (v, Ag) erhalten, Eg = (Ag, 3v).

2 Codes.

2.1 Lineare Codes.

Definition 2.1 (i) Ein linearer Code C dber F, der Ldnge n ist ein linearer Teilraum C <
F7.
q
(ii) Auf ¥y definieren wir die nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform x-y := Yoy T
Dann ist fir einen Code C' < Ty der duale Code definiert als der Orthogonalraum C+ von
c,
Cr={zeF,|z-c=0 fir aleceC}.

(iii) C heifit selbstdual , falls C' = C*+ und selbstorthogonal , falls C C C*+.

Bemerkung 2.2 Sei C' < F} ein Code der Dimension k und B = (b, ..., by) eine Basis von
C, H=(hy,...,hao_) eine Basis von C+. Dann hat C zwei verschiedene Beschreibungen.:
(i) Die Matriz G € IF’;X", deren Zeilen genau die Zeilenvektoren b; sind, nennt man eine
Erzeugermatrix von C. Interpretiert man G als Matrixz einer linearen Abbildung cod : IE"; —
Fy,z — xG, soist C genau das Bild von cod. Diese Beschreibung eignet sich sehr gut zum
Codieren der ¢* Informationsworte.

(ii) Die Matriz P € IFZX(n_k), deren Spalten genau die Zeilenvektoren h; sind, nennt man
eine Prifmatrix von C. Interpretiert man P als Matriz einer linearen Abbildung decod :
Fy — IFZ"“,:E — xP, so ist C' genau der Kern von decod. Diese Beschreibung eignet sich
sehr gut zum Testen, ob ein empfangenes Wort zum Code gehort.

(ii) Ist P eine Prifmatriz fir C und v € F} so nennt man xP € Fg_k das Syndrom von x
(unter H). Es ist x € C' genau dann wenn sein Syndrom gleich 0 ist.

Definition 2.3 (i) Auf F} definiert der Hamming-Abstand
d: By x By — Zod(w,y) = {i € {1,....n} | & # i}

eine Metrik, d.h. fir alle x,y,z € Fy gilt

d(z,y) >0 und d(z,y) =0 < x =y,

d(z,y) = d(y,z),

d(z,y) +d(y,z) > d(x, z).

(i1) Das Gewicht eines Wortes v € Iy} ist w(x) := d(x,0) = [{i € {1,...,n} | z; # 0}|.
(17i) Das Minimalgewicht d(C') eines Codes C' ist d(C) := min{w(c) | 0 # c € C}.
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Bemerkung.

(a) Es ist d(C) = min{d(z,y) | x #y € C}.

(b) Fiir z,y, 2 € Fy ist d(z + 2,y + 2) = d(z,y) (Translationsinvarianz der Metrik).

(¢) Ein Code C' < F der Dimension & und Minimalabstand d = d(C) heiit [n, k, d], Code.
Ein Ziel der Codierungstheorie ist es, gute Codes zu finden, das sind Codes mit grossem
Minimalabstand d, grosser Dimension k& und kleiner Lange n.

Bemerkung 2.4 Interpretiert man ein Codewort als lineare Abhdngigkeit der Zeilen der
Priifmatriz, so sieht man, dass das Minimalgewicht des Codes d(C) gleich der minmalen
Anzahl linear abhdngiger Zeilen einer jeden Prifmatriz von C' ist.

Definition 2.5 Sei C C Iy ein Code. Ein minimal distance decoder MDD ist eine Funktion
JFy — C mit
d(f(a),a) = min{d(c,a) | c € C} fir alle a € Fy.

Bemerkung 2.6 Sei C' C F} ein Code, d == d(C), f ein MDD fiir C'.

(i) Ist e < & und v € F2 so gibt es hichstens ein Codewort ¢ € C' mit d(v,c) < e. Fiir jeden
MDD f gilt also f(v) =c. (Der MDD kann e Ubertragungsfehler korrigieren.)

(ii) Ist e < d und v € F} fiir das es ein c € C' gibt mit d(v,c) = e, so istv & C. (Der MDD

erkennt, daf die Ubertragung fehlerhaft ist (decodiert aber nicht notwendig zum richtigen
Codewort).)

Bemerkung 2.7 Se: C < Fy ein linearer Code und P € IFZLX(n_k) eine Prifmatriz fir C
und S = {xP | r € Fp} = Bild(P) die Menge der Syndrome von P.

Dann gilt ¥} =Uses Vo mit Vo = ({s})P~' = {z € F} | 2P = s}.

Firse S hezj]t as € Vy = as + C' ein minimaler Vertreter, falls w(as) = min{w(z) | z € V,}.
Wihit man fir jedes s € S einen minimalen Vertreter as, so ist die Funktion f : Fy — C

definiert durch f(a) := a — as, falls aP = s ist, ein MDD fir C.

Beispiel: C' < F2 habe Erzeugermatrix

1 00 2 3

G=|101011

00141

Dann ist

-2 =3 T
-1 -1 i)
P .= -4 -1 = T3
1 0 Ty
0 1 T

eine Priifmatrix fiir C'. P enthélt keine Nullzeile, jedoch gilt x1 + 223 = 0, d.h. es gibt 2 l.a.
Zeilen in P. Daher ist (1,0,2,0,0) € C und d(C') = 2. Zum MDD: Die Menge der Syndrome
ist

S =13 ={(0,0)} U{as | s € {(1,0),(0,1),(1,1),(1,2),(1,3),(1,4)},a € F5}
Minimale Vertreter v,s = avs in V,, sind z.B. gegeben durch vy9 = (0,0,0,1,0),v91 =
(07 07 07 Oa 1)7 Ul,l - (Oa 47 07 07 0)7 U172 - (07 07 07 ]-a 2)a U1,3 = (Oa 07 0) 17 3)7 U1,4 - (07 07 17 07 0)
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Definition 2.8 Zwei Codes C,C" < Fy heifien dquivalent, falls es eine Umordnung o von
{1,...,n} gibt sowie a := (ay,...,a,) € (F;)", mit

C' = C(0,a) = {(a1¢o1), a2Co(2), - - -, AnCom)) | (c1,-..,cn) € CF.
Sie heiffen permutationsaquivalent falls
C'=Co := {(Cg(l), Co(2)s - - - ,Cg(n)) ‘ (Cl, .. ,Cn) S C}

fir ein o € S,. Aut(C) :={o € S, | Co = C} heifit die Automorphismengruppe von C'.

Beachten Sie: Permutationséquivalenz erhilt Orthogonalitéit, Aquivalenz jedoch i.a. nicht.
Es ist
C(o,a)*t = C*(o,a™).

2.2 Hamming Codes.

Definition 2.9 Sei n = ‘Z%ll fir e r € N. Sei P € F*" eine Matriz, in deren Zeilen
gerade alle Erzeuger x; aller eindimensionalen Teilrdume von Ky stehen:

Iy
p=|"
Tn
Jeder Code C mit Prijfmatriz P heifft Hamming Code der Ldnge n, C = H(F,,r).

Bemerkung 2.10 H(F,,r) ist bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt, also unabhdingig von
der Wahl der n Erzeuger der 1-dimensionalen Teilrdume von Fy und deren Reihenfolge.

d(H(Fg,7)) = 3.
Beweis. Je 2 Zeilen der Priifmatrix von H(F,,r) sind linear unabhéngig. O
Beispiel: g =r=2=n =3 und
01
P=110
11

Der Hamming-Code hat Dimension 1 und Erzeugermatrix G = (1,1, 1).
r=3=mn=7und

i)

Il
—_ = = O OO
—_—_ 0 O~ Pk O
— O R O RO



Der Hamming Code hat Dimension 4 = 7-3 und Erzeugermatrix

o= O O
_ o O O
—_ = O

1
0
1
1

O OO =
O O = O
—_ O = =

Definition 2.11 Ein Code C < Fy heifst perfekt, falls es eine Zahl e gibt, so daf$ zu jedem
a € Fy genau ein c € C existiert mit d(a,c) < e.

Beispiel: (i) C' = F} ist ein perfekter Code mit e = 0.
(ii) Ist A = Fy und n ungerade, so ist der Wiederholungscode C' = {(0,...,0),(1,...,1)} ein
perfekter Code mit e = ”T_l

(iii) Der Hamming Code H (Fo, 3) ist ein perfekter Code mit e = 1.

Satz 2.12 Hamming Codes sind perfekte Codes mit e = 1.

Beweis. Sei ¢' der Hamming Code der Lénge n = ¢" — 1 mit Priifmatrix P und a € Fy.
Dann gilt entweder PP = 0 oder aP = ax; = ae; P ist ein Vektor # 0 in F; und damit gleich
dem Vielfachen einer Zeile (der i-ten) von P. D.h. entweder a € C, oder a — ae; € C. Da
d(a — ae;,a) = w(ae;) = 1 ist, gibt es also zu jedem a € F} ein ¢ € C mit d(a,c) < 1. Die
Eindeutigkeit eines solchen ¢ folgt, da d(C') = 3 ist. O

Ende am 24.10.

2.3 Von Codes zu Gittern.

Definition 2.13 Sei p eine Primzahl und C' < F} ein Code. Sei (ey,. .., e,) eine Ortho-
gonalbasis von (R™(,)) mit (e;,e;) = % und M = (e1,...,en)z. Dann ist 1 : M —
2, e +— (0,...,0,1,0,...,0) ein Epimorphismus mit Kern ker(mw) = pM. Dann heift

Lc :=7"YC) < M das Codegitter zu C.

Bemerkung 2.14 (i) pM = M# < Lo < M.

(it) LY. = Loy Insbesondere ist Lo ganz genau dann wenn C' C C (also C' ein selbstortho-
gonaler Code ist) und Lo unimodular genau dann, wenn C = C* (ein selbstdualer Code).
(iii) L¢ ist gerade, genau dann wenn p = 2 und C' ein sogenannter doppelt-gerader Code

ist, d.h. w(c) € 4Z fir alle c € C.

Beweis. Nur (ii) bedarf eines Beweises. Es ist L¢/pM = C, insbesondere ist det(L¢) = p™ 2,
falls & = dim(C). Da dim(C*) = n — k ist, gilt det(Low) = p* 208 = p?=7 = det(LY). Es
geniigt also zu zeigen, dass Lo C Lﬁ. Klar ist pM = M# C L?}é. Seic= (c1,...,¢,) € Ct
und ¢ = >""  ae; € Le. Dann ist (a1 + pZ, . .., a, + pZ) € C und daher > a;¢; =, 0. Also
ist auch (> cie;, > ae;) = %Zaici cZ. O
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Bemerkung 2.15 Definiert man das Minimum eines Gitters L als
min(L) :=min{({,¢) | 0 # ¢ € L}

so gilt fiir einen Code C' < F
1
min(L¢c) > min{p, —-d(C)}
p
mit ‘=7, falls p =2 oder p = 3 ist. Es gilt immer pe; € Lo ein Vektor der Quadratlinge p.

Die Konstruktion des Codegitters Lo aus dem Code C' < Fg nennt man auch manchmal
Konstruktion A .

Beispiel 2.16 Der erweiterte Hamming-Code eg und Eg.

Fiir einen Code C < FZ definiert man den erweiterten Code C < IFZ“ als

C=A{(ct,....en,= Y i) c=(c1,....cn) €CY.
i=1

Dann ist dim(C) = dim(C). .
Ist C = H(F9,3) mit Erzeugermatriz G wie oben, so hat C =: es < F3 die Erzeugermatriz

10000111
g_|orooro11
“loot1ro1101
00011110

Es gilt C = C*. Also ist Lé ein unimodulares Gitter. Es gilt Ls = Eg.

Bitte beachten Sie: Jeder Code C' < ) definiert ein Codegitter Lo < R™. Umgekehrt liefert
aber nicht jedes Gitter einen Code und manche Gitter liefern auch mehrere Codes. Der
genaue Zusammenhang ist wie folgt.

Bemerkung 2.17 Sei L ein Gitter in R™ und B := (by,...,b,) ein p-frame von L, das ist
eine Orthogonalbasis mit b; € L und (b;,b;) = p fir alle i, so dass

1 1 1
X :={(b1,...;,b0)z < L<{(=by,...,~bp)z = -X.
p

Dann ist L X/X = F" und
P p

n

Z CLZ'bi S L}

L/X ={(a; (mod p),...,a, (mod p)) | % A

ein Code C < FZ mit Lo = L.
Die Codes C < Fy mit Lo = L stehen also in Bijektion zu den Aut(L)-Bahnen auf der
Menge der p-frames B in L. Insbesondere ist das Gitter L genau dann ein Codegitter fiir

einen Code C' < T}, wenn ein p-frame in L existiert.
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2.4 Waurzelgitter als Codegitter.

In diesem Abschnitt wollen wir sehen, welche Wurzelgitter von der Form L fiir einen Code
C < F, sind. Da Wurzelgitter gerade Gitter sind, ist notwendigerweise p = 2 und C' ein
doppelt gerader Code.

Satz 2.18 Sei L ein irreduzibles Wurzelgitter der Dimension n. Dann sind dquivalent:

(a) L = L¢ fiir einen Code C < F}.

(b) L = L¢ fiir einen doppelt geraden Code C' < FY.

(¢) L enthdlt n paarweise orthogonale Wurzeln, d.h. ein Teilgitter isometrisch zu A} := Ay L
LA

(d) —1 € W(L).

(e) 2L% C L.

(f) L= Ay, D, mit n >4 gerade, E; oder Eg.

a) < (b) haben wir in Bemerkung 2.17 gesehen.
) klar aus Konstruktion von L.
): Sind v, .. ., a,, die paarweise orthogonalen Wurzeln, so gilt fiir

Beweis. (
c

(b) = (
(c) = (d

g =04 ---0Oa,
dass ajg = —a; ist (1 < i < n). Da (aq,...,q,) eine R-Basis von RL ist folgt daraus
g=—-1€W(L).
(d) = (e): Sei x € L¥ und « € R(L). Dann ist (z,«) € Z und daher

10, = — (v, a)a €x+ L

d.h.  — zo, € L. Daher folgt fiir beliebiges g € W (L), dass z — zg € L. Insbesondere gilt
dies fiir g = —1 € W(L) und somit ist z — (—z) = 2x € L. Da x € L* beliebig war, folgt
daraus 2L7% C L.

(e) = (f): Folgt aus Satz 1.18.

(f) = (b): Durch explizite Angabe eines Codes C":

D, (n > 4), gerade: Setze

C'i={(cr, . Capa) | Y =0} < Ty
und

C:={(c1,c1,¢2,¢2, ..., Cny2,Cnp2) | (Cry.. . Cnp2) € C'}
Eine Basis mit Grammatrix wie in Abschnitt 1.2 erhilt man z.B. als Zeilen der Matrix

11 1 1 0 0 0 0
11 -1 -1 0 O O O
-2 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 1 -1 0 0O 0 O
o 0 -1 1 1 1 0 0
o o0 o0 0 -2 0 0 0
o o0 o o0 1 -1 1 1
o 0 0 0 0
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E7I C= H(F273)J'.
ES:C:eng(FQ,i%). ]

3 Zyklische Codes

3.1 Zyklische Codes.

Im gesamten Abschnitt bezeichnet ¢ := p/ eine Potenz einer Primzahl p und F, den Korper
mit g Elementen.

Definition 3.1 FEin linearer Code C' < ]Fév heifit zyklisch, falls

(Cl,...,CN) Goﬁ(CN,Cl,CQ,...,CN_l) eC

Satz 3.2 (i) Die Abbildung ¢ : FY — TFilz]/(zN — 1) definiert durch (ai,...,an) —

al[m]é\;ﬁ_l) + as ["E]ZEQ_U . Fan_1[x]ev_q) +ay definiert einen F - Vektorraum Isomorphis-
mus.

(ii) C < TFY ist ein zyklischer Code, genau dann wenn o(C) QAF [z]/(x™ — 1) ein Ideal ist.

Beweis. (i) Nachrechnen: Zu zeigen ist, daf die Abbildung [ -linear und bijektiv ist.

(ii) Es ist [2]~v_1)(an + an—1[z]@eyv_1) + ... + al[:c]g}lfl))

= ay[x]EN_1) + aN_l[x]%mN_l) +...+ al[m]é\;N_l)

= an[z]y 1y +anafz]ln gyt ta ]

= a1 + an(]Ev o1y + GN71[SL']?$N,1) +... 4 az[x]ggal).

©(C) ist immer ein F,-Teilvektorraum von Fy[z]/(z" — 1). Damit ¢(C) ein Ideal ist, muB

zusitzlich noch [z],~v_1yp(c) € ¢(C) sein fiir alle ¢ € C. Dies ist nach obiger Rechnung aber
genau die Bedingung dafiir, dafl C' ein zyklischer Code ist. O

Im folgenden werden wir stets voraussetzen, dafl N nicht durch p teilbar ist. Dann gilt:

d B B
geT(zV —1, %(ch —1)) = ggT(z" =1, Nz ") = ggT(a" - 1,2" ") =1

da z -2Vt — (2V — 1) = 1 ist. D.h. das Polynom 2% — 1 hat keine mehrfachen Nullstellen
und &8t sich eindeutig schreiben als Produkt

W 1= fi(a) o fia)
mit fi,..., fi € F,[x] normiert, irreduzibel und paarweise verschieden.

Beispiel
N =15 q¢=2:

P 1=+ +z+ D+ + D)@'+ 22 + D@t + 22 + 22 + 2+ 1) € Fyfz).
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2% —1=(x—1)3x+1)°cFsfx).

vt —1=(z—1)(z+1)(2*+1) € F3z].

Diese Faktorisierungen kann man z.B. mit MAPLE berechnen mit dem Befehl

Factor(z* — 1) mod 3

Die Ideale in F [z]/(z"¥ — 1) sind dann genau die Hauptideale (f;, ;.) wo fi, .. := [fi,(x) -
oo fio(@)] @y oy fir s < tund 1 <4y < iy <... <1, <t Der Ring hat also genau 2° Ideale.

Sei g := fi, -...- fi, und d := Grad(g). Dann ist ([g]) = {[a][g] | [a] € F,[z]/(z" —1)}. Jedes
Element [a][g] € (]g]) 18t sich schreiben als [b][g] mit Grad(b) < N —d—1. Dazusei h € F ]
mit gh = ¥ —1. Dann ist Grad(h) = N —d. Polynomdivision mit Rest liefert a = a;h+b mit
einem Rest b vom Grad < N —d —1. In F,[z]/(z" — 1) gilt dann [a][g] = [a1h +b][g] = [b][g],
da [h][g] = 0 ist. Also ist ([g], [][g],- .., [z]"~%![g]). eine Basis von ([g]) < F,[z]/(z" — 1)
und dim([g]) = N —d.

Beispiel
N=4 q=3:

4

=(x—1)(z+1)(2*+1) € F3x].

(0),
z]? — 1) hat Dimension 2 und F3-Basis (f12, [2]f12). Denn

Iy = (f12) = ([(z = D(z+1)))
es 1st

Ly = {(aotas [z]+as[z]* +as[z]*) ([2]*—1) | ag, a1, az, a3 € Fs} = {ao([z]*—1)+ai[z]([z]*~1)+
as[z]?([z)2—=1)+as[x]3([z]*—1) | ag, a1, as, a3 € F3}. Nunist [z)?([z]?—1) = [2]*—[z]? = 1—[z]?
und [z]3([z]? — 1) = —[z]([z]* — 1). Daher ist I12 = {(ao + a1[z])([z]> — 1) | ap, a1 € F3}.
Der I,5 entsprechende Code C}5 hat die Erzeugermatrix

10 -1 0
01 0 -1
Shiftet man die 2. Zeile dieser Matrix noch einmal nach rechts, so erhédlt man das negative

der ersten Zeile.

Die Ergebnisse fassen wir in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 3.3 Sei N nicht durch p teilbar, und z™ —1 = fi(x)-...- fi(x) mit paarweise verschie-
denen, normierten, irreduziblen Polynomen fi,..., fi € F,[z].

(i) Setzt man fi, i, = [fi,(x) ... - fi,(2)]@v_y) firs <tund 1 <idp <idp < ... <ig <t s0
sind die Hauptideale (fi, ;.) genau die Ideale von Fy|x]/(xN — 1). Der Ring hat also genau
2! Ideale. Ist d; :== Grad(f;) der Grad des irreduziblen Faktors f; (di+...+dy = N), so gilt

dim([fi,(z) . fi@)]) = N — (diy + ... +dy,).

(it) Das Polynom g = fi, - ... f;, heifit Erzeugerpolynom des zyklischen Codes C, :=
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o N (fi,.i)). Ist [g] = Z;V:_Ok gjlz)?, so st

gN—k IN-k-1 --- 9o 0 0 ... 0
L R P
0 0 gN—-kt 9GN—-Kk—-1 --- --- QGo

eine Erzeugermatriz von Cy und k = dim(Cy) = N — Grad(g).

(111) Ist g wie in (i1) ein Erzeugerpolynom des zyklischen Codes C,, so heifit das Polynom
h € F,[z] mit gh = 2V — 1 ein Priifpolynom von C,. Es gilt Grad(h) + Grad(g) = N. Weiter
liegt a € Fy[z]/(z — 1) genau dann in C,, falls a[h] = 0 ist.

() Sei h wie in (iii) ein Prifpolynom von C,. Ist [h] = Z?:o hilz), so ist die Matriz

he hy ... he 0 0 ... 0
0 hy ... huy e O ... 0

v= | T | eEy
0 ... 0 he hi ... ...k

eine Erzeugermatriz von Cy- und daher (G})'™ eine Priiffmatriz von Cy. Sei g = xN—6r2d@h(z71),
Dann ist Cf = Cj.

Beweis. (ii) Eine F,-Basis von C, ist [z]*~[g], [z]*2[g], . . ., [z][g], [g], diese Elemente entspre-
chen genau den Zeilen der Erzeugermatrix.

(ili) Klar ist Grad(h) + Grad(g) = Grad(hg) = N. AuBerdem gilt fiir a € F,[z]:

[a] v 1y [h] @y 1) = 0 < (2 — 1) teilt ah < gh teilt ah < g teilt a < [a] € ([g]) = C,

(iv) o =1 = gh = (SN ga) (kg hia®) = T o(5) o ghu)al. Dureh Koeffizien-
tenvergleich folgt fiir 0 < [ < N, daf Zé‘:o gihi—; = 0. Setzt man némlich g; = 0 falls
i ¢{0,...,N —k} und h; =0 falls i ¢ {0,...,k} so ist das Produkt der j-ten Zeile von G,
mit der i-ten Spalte von (G},)"" gleich

N
E IN—kti—thi—;
=1

also der Koeffizient von oV =**=7 in gh =2V — 1. Dal<i<kund 1 <j < N — k ist, ist
1< N—-k+i—j7 <N —1, also ist dieser Koeffizient gleich 0. Damit stehen die Zeilen von
G, senkrecht auf denen von GG,. Aus Dimensionsgriinden erzeugt also Gj, daher C'gl. 0

Beispiel 3.4 " —1 = (z+1)(2®* +x+1)(2* +2® 4+ 1) € Fo[z]. Sei g := 2®+x+ 1. Dann hat
der zyklische Code Cy = ([g]) < Fy[z]/(2" — 1) Linge 7, Dimension 4 und Erzeugermatriz

1011000
c._|01o0o1100
s~ (o0o10110

0001011



Dah=(z+1)(z*+2*+1)=a*+ 2>+ 2+ 1 findet man eine Erzeugermatriz von C'gL als

1110100
G,=10111010
0011101

Man kann zeigen, daff Cy = H(Fq,3) ein

Sw

amming Code ist.

3.2 Ein Codierer fiir zyklische Codes

Sei C < IF(]]V ein Code der Dimension k mit Erzeugermatrix G' := (Ij, Py_). Codierung
besteht dann darin, einem Informationswort v := (uq,...,uy) € F’; ein Codewort
(C1y-yen) = (U, ooy Ugy Chat, - - - Cn) = uG € C

zuzuordnen. Dabei sind die ersten & Komponenten des Codeworts die Informationssymbole,
die anderen (N — k)-Komponenten Kontrollsymbole.

Beispiel:
1 01 1

4 . .
C < F5 mit Erzeugermatrix < 010 1

ragen:

>. Mit C kann man 4 Informationsworte iibert-

ugo = (00) wird codiert zu (0000) € C
u1p = (10) wird codiert zu (1011) € C
up1 = (01) wird codiert zu (0101) € C
u1p = (11) wird codiert zu (1110) € C.

Bei zyklischen Codes kann man die Kontrollsymbole als Rest einer Polynomdivision berech-
nen:

Satz 3.5 Seig= YN " gia’ € F,[z] ein Teiler von N —1 und C := O, <IF,[z]/ (N —1) der

zyklische Code mit Erzeugerpolynom ¢g. Sei u = Zle wz" " ein Informationswort. Dann

gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom r = Zf\:lk rieN k=t e F [z] mit Grad(r) < N—k =
Grad(g), so daff

ur¥ P =gf +r

fiir ein f € F,[x]. Dann ist [gf] = [u][z]¥ % —[r] =

k N—k
Zuz’[w]N_i - Z Ti[x]N_k_i = (U1, U, -+ o, U1, Uy —T1, - -, —TN—k—1, —TN—k) € Cy
i=1 i=1

Beispiel g := 2* + & + 1 € Fafx] teilt 21 — 1 € Fa[z]. Betrachten C' = Cy < Fyfz]/(2 —
1). Dann ist C = H(F3,4) der Hamming Code der Linge 15 = 2* — 1 und Dimension
15 — 4 = 11. Der Codierer ordnet jedem 11-Tupel (uy,us,...,u;;) € Fil ein Codewort
(uy, g, ..., U1, 71, T, T3, 74) € F3° zu, wo

11 4
O wa'at = gh+ > rat
=1 =1
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ist. Ist z.B. v = (11010011010), so kann man die Division mit Rest mechanisch wie folgt
durchfiihren:

1101001101O00O00O0O00 : 10011
100 11
10010
1 0011
11101
1 0011
11100
10011
11110
1 0011
11010
10011
10010
1 0011
000O0T1O0
Also ist der Rest  und ¢ = (110100110100010) € C' das zu u gehérende Codewort.

3.3 Der Minimalabstand zyklischer Codes

Der Minimalabstand zyklischer Codes ist im allgemeinen schwer zu bestimmen, man hat
jedoch eine untere Schranke:

Eine Nullstelle o von 2% — 1 € F,[z] heiBt primitive N-te Einheitswurzel, falls N = min{n €
N | n > 1und a” = 1}. Man beachte, da « nicht notwendig in F, liegen mufl sondern
eventuell in einem groferen Korper.

Satz 3.6 Sei g ein Teiler von zV — 1 € F [x] und a eine primitive N-te Einheitswurzel.
Sind die r aufeinanderfolgenden Potenzen of, o®*', o2, ..., a**"=1 Nulistellen von g, so

gilt fiir den zyklischen Code C, := ([g],v_1) < Fylx]/(xV — 1) daf d(C,) > r + 1.

Beweis. Sei ¢ := vagol cilx]* € C, ein Codewort vom Gewicht s < 7 und seien ¢, ..., ¢, alle
von 0 verschiedenen Eintriige von ¢. Da ¢ € C, ein Vielfaches von g ist und o, ..., a1
Nullstellen von g sind gilt ¢(a’) = c(a’1) = ... = c¢(a®*"1) = 0. D.h. es gilt
cp, ottt + + ¢ abts =0
Ct1a(b+1)t1 _I_ _|_ Ctsa(b+1)ts — 0
et g qlbtrhs =
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Setzt man
bts

Q . Q
oo+t oDt
H =
a(b+;f1)t1 O[(bJrL;fl)ts
so gilt also insbesondere H(cy,, ..., ¢, )" = 0, d.h. ¢ ist im Kern von H. Die Determinante
von H ist aber
1 . 1
a’ als
det(H) = a"a’ ... .- a" det (@) ... (a)? =aMalt2. ol H(ati —al)
: : : i<j
(atl)sfl o (ats)sfl

nach einer Ubungsaufgabe in der Linearen Algebra. Da « eine primitive N-te Einheitswurzel
ist, ist o't # o' und det(H) # 0. Also ist ker(H) = {0} und ¢ = 0. O

Beispiel:

N=72"-1=(x+1)(23+2z+1)(2>+ 22+ 1) € Fy[z]. Sei g := 2> + x + 1. Dann ist jede
Nullstelle & von g ein primitives Element von Fy[z]/(2® +x + 1) = Fg also eine primitive 7-te
Einheitswurzel. Da g € Fy[z] gilt 0 = Frob(g(a)) = g(Frob(a)) = g(a?), fiir den Frobenius
Automorphismus Frob. Der Code C| aus Beispiel 3.4 von oben hat also Minimalabstand
>2+1=3.

Beispiel:

N =23, 2% — 1= (z+ 1)g192 € Fa[z] mit

=2+ 2"+ 2+ 2+ +1
go=a 40 b St a1
Sei a eine Nullstelle von g;. Dann ist o # 1 und o* = 1, d.h. « ist eine primitive 23-te

Einheitswurzel. Indem man den Frobenius Automorphismus mehrfach auf o anwendet findet
man die Nullstellen

04,052,054,048,Oé16,0632 — Oég,Oéls,Oé36 — a13,a3,a6,a12

von ¢;. Insbesondere hat ¢, die 4 aufeinanderfolgenden Nullstellen o, a?,a?, a?, also hat

C, < Fy[z]/(2* — 1) Minimalabstand > 5. Tatsdchlich ist C;, = Goz der Golay-Code der
Lange 23 und d(Cy) =T7.

Zyklische Codes, fiir die Satz 3.6 eine gute untere Abschétzung liefern sind die sogenannten
BCH-Codes. Das Erzeugerpolynom eines BCH-Codes, ist das Polynom g kleinsten Grades,
fiir das g(ab) = g(a®™) = ... = g(a®*"~1) = 0 fiir eine primitive N-te Einheitswurzel a:

Definition 3.7 FEin BCH-Code (Bose, Chandhuri, Hocquenghem) mit designiertem Minimal-
abstand § diber F, der Linge N ist ein zyklischer Code C, <F,[x]/(xN — 1) fiir den es eine
primitive N-te Einheitswurzel o und b € Z g¢ibt, so daf o, o, ..., a2 Nullstellen von
g € F [x] sind und g keinen irreduziblen Faktor h hat mit h(a®) # 0,h(a®*') #0,... und
h(ab+6—2> ?é 0.

Ist N =q™ —1 (also a ein primitives Element von Fym ), so heifit der BCH-Code primitiv.
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Aus Satz 3.6 folgt direkt:

Bemerkung 3.8 Ist C' ein BCH-Code mit designiertem Minimalabstand 0, so ist d(C') > 0.

3.4 Unvollstidndiges Decodieren von zyklischen Codes

Sei C' ein BCH-Code der Lénge N iiber F, mit designiertem Minimalabstand ¢ = 2¢ + 1.
Dann gibt es zu jedem a € Fév hochstens ein ¢ € C' mit d(a,c) < t, da C' t Fehler korrigieren
kann. Wir wollen ein Verfahren angeben, wie man zu einem a € Fév ein solches ¢ € C
bestimmt, falls es so ein ¢ gibt. Dieses Verfahren nennt man “unvollstdndige” Decodierung,
da der Decodierer im Fall dafl mehr als ¢ Fehler aufgetreten sind, unter Umstédnden keine
Antwort gibt.

Sei der Einfachheit halber C' = C, <F,[z]/(z™ —1) ein zyklischer Code der Liinge N, a € Fm

eine primitive N-te Einheitswurzel (dazu mufi N ein Teiler von ¢™ — 1 sein), so daf «, a?,

a3, ..., o Nullstellen von ¢ sind.

Sel

c=(cr,...,cn) =c(x) = g™ eV P4 Fen
ein gesendetes Codewort und
r=(ry,...,ry)=7r(x) =2V F N4 oy
das empfangene Wort. Dann ist der Fehler
f=r—c=(r—c,....tv—cn)=(f1,-- ., fn) =
flx)=r(z) —c(x) = fie" "+ oV 2 H L fy

Wir kennen r und wollen daraus ¢ (bzw. f) bestimmen, falls héchstens ¢ Komponenten f;
ungleich 0 sind. Wir definieren nun die unbekannten Grofien

M :={i| f; # 0}, e :=|M| = Anzahl der Fehler

o(z) = H(l—a z) Zfzoz z H (1—az)

i€ M ieM jeM—{i}
Dann ist Grad(o) = e und Grad(w) < e. Kennt man o(z) und w(z), so kennt man den Fehler
f, denn es ist f; # 0 < o(a’) = 0 und dann ist

—w(at)a™
o'(a’)

fi=

Es ist

(2) fia™z _Z >
Oy s S S = S ) = Sl
ieM €M =1 €M =1
Beachten Sie, dafl oV 7% = o~ gilt. Fiir 1 <1 < 2t gilt f(a!) = r(a}), da c(a!) = 0 ist fiir
diese [. Somit kennt man die ersten 2t + 1 Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von

w(z)
o(z)"
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Satz 3.9 FEs gibt hochstens ein Paar von Polynomen

¢ ¢
o(z) = Zajzj, w(z) = ijzj
=0 =0

mit o9 = 1, wy = 0 und Grad(w) < Grad(o)(= e) < t, so daf§ die Potenzreihenentwicklung

von 23 mit i, 2'r(al) beginnt.

Beweis. (als Ubung), explizites Ausmultiplizieren ergibt nach Koeffizientenvergleich ein li-
neares Gleichungssystem mit 2¢ Gleichungen und 2¢ Unbekannten (o4, ..., 04, wy, ..., w;). Die
Determinante dieses Gleichungssystems ist # 0, also hat das System genau eine Losung.

O

Die in Satz 3.9 beschriebene Losung existiert, wenn hochstens ¢ Fehler aufgetreten sind
und liefert dann den Fehlervektor f wie oben beschrieben. Als Test sollte man dann noch
iiberpriifen, ob r — f wirklich im Code liegt.

Beispiel:

Sei g := 2 +x+1 € Fylz] und C, <Fy[z]/(2” — 1) der Code aus Beispiel 3.4. Sei 3 € Fg eine
Nullstelle von g. Dann ist auch g(3?) = 0. Sei r = (0000011) = 1+ z ein empfangenes Wort.
Wir wollen das Codeswort ¢ € Cy bestimmen mit d(r, ¢) minimal, wobei wir annehmen, dafl
hochstens 1 Fehler aufgetreten ist. Es ist

r(B)=1+p8, r(p*)=1+p3.

Setzen w(z) := w1z + wo, 0(z) := 012 + 1. Dann ist

w(z)  wiz+w
o(z)  oz+1

= (14 B)z+ (1 + $*2* + hohere Terme

also
wiz 4wy = (14 )2+ (1 + 8 +o1(1 + B))2*

und damit

b =146, w=0, or=(1+F)/(1+8)=(1+p)8 =5

Die Nullstelle von o(2) = 3%z + 1 ist z = 4 = 373. Also ist nur f; # 0 (an der 4. Stelle ist
ein Fehler aufgetreten). Wegen o'(2) = (3% ist

. 4\ 23
f4=%:(1+ﬁ)54:ﬁ7:1.

Also ist das richtige Codewort ¢ = (0001011). Es ist ¢(c) = 2® + x4+ 1 = g also ¢ € C,,
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4 Schranken fiir Codes.

Definition 4.1 Ein [N, k,d] Code C iiber F, ist ein linearer Code C' < F) der Dimension
k mit Minimalabstand d. Sei K,(N,d) := max{k | es gibt einen [N, k,d] — Code iber F,}

Ziel dieses Abschnitts ist es, zwei einfache obere Schranken und eine untere Schranke fiir die
Dimension Ky(N,d) eines linearen Codes in F) mit Minimalabstand d anzugeben.

Satz 4.2 (Singleton Schranke) K, (N,d) < N —d+1

Beweis. Sei C' < F) ein [N, k,d]-Code. Sei m : F)Y — FY~%*! die Projektion auf die ersten
N—d+1 Komponenten, 7(ay, ...,ay) := (ay,...,ax_4+1). Dann ist 7 eine lineare Abbildung.
Weiter sind die Bilder unter 7 der ¢* verschiedenen Codeworte in C' alle verschieden, da C
Minimalabstand d hat. Also ist

|O| — qk S qN—d—H

und somit £ = dim(C) < N —d+ 1. O

Definition 4.3 Fiir a € IFéV seien

By(a) :={z € FY | d(w,a) <1}
Si(a) = {z € B | d(x,a) =1}

der Ball bzw. die Sphare um a mit Radius r bzgl. der Hamming-Metrik.

Satz 4.4 (a) |S,(a)| = (N)(q — 1)

r

(6) 1Br(a)] = 30 (7) (@ = 1) =: Vo(N,7)

Beweis. Da S,.(a) —a={x —a | x € S,(a)} = S5,(0) ist, geniigt es die Behauptung fiir a = 0
zu zeigen. Dann ist

Sr(0) ={(z1,...,2n) |F1 <1 <...<i, < Nsodassz; #0 < j € {ir,...,i}}

Fiir die Teilmengen {i1,...,4,} von {1,..., N} hat man genau () Méglichkeiten. Legt man
eine Teilmenge fest, so hat man fiir jedes x;; genau ¢—1 = [F,—{0}| Méglichkeiten, insgesamt

also |S,(a)| = (]:,7) (g—1).
(b) folgt aus (a), da B,.(a) die disjunkte Vereinigung der Sphéren S;(a) mit 0 < i < r ist.
0

Satz 4.5 (Hamming Schranke) Ist d = 2t + 1 ungerade, so ist

Ky(N,d) < N —log,(V4(N,1))
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Beweis. Ist d = 2t + 1 ungerade und C' < F)Y ein [N, k, d]-Code, so sind die Kugeln B;(c) mit
Radius t um die Codeworte ¢ € C' disjunkt. Also ist

¢V =|FY[ =) |Bilo)] = [CIVy(N, t) = ¢"Vy(N, 1).
ceC

Nimmt man den Logarithmus zur Basis ¢ so ergibt sich die Behauptung. (l

Beispiel: Ist ¢ = H(F,,m) der Hamming-Code der Lénge N = (¢™ — 1)/(q — 1), so ist
d(C) =3, dim(C) = N —m und |V,(N,1)| =1+ N(g—1) =1+ (¢™ — 1). Es ergibt sich
|C|-|Vy(N,1)| = ¢V ™+ ¢" — ¢V ™ = ¢". Die Dimension der Hamming-Codes erreicht also
genau die Hamming-Schranke. Allgemeiner gilt dies genau fiir alle perfekten Codes.

Die letzte Schranke gibt eine untere Schranke fiir den maximalen Minimalabstand eines
linearen Codes C' < Fév der Dimension k£ an. Der Satz sagt aus, dass gute Codes existieren
und gibt sogar eine Konstruktionsmoglichkeit an:

Satz 4.6 (Gilbert-Varshamouv-Schranke) Ist gV =" >V, (N,d—1), so gibt es einen [N, k,d]-
Codes iiber IFy.

Beweis. Per Induktion tiber £ = dim(C). Fir k£ = 0 (C := {0}) ist die Behauptung trivial.
Sei nun k > 0 und Cy_; ein [N,k — 1,d] Code tiber F,. Dann gilt
[Cra| - Va(N,d = 1) = ¢" V(N d — 1) < ¢"¢" " = ¢,

Also ist die Vereinigung der Bille mit Radius d — 1 um die Codeworte von C}_; nicht ganz
FY und es gibt daher ein

Setze
Cy = (Cy_1,a) ={c+sa|ce Cyq,s €F,}.

Dann ist d(Cy) > d, denn fiir ¢ € Cy_1 und s € F,, ist w(c + sa) = w(c) > d falls s = 0 ist.
Sonst ist w(c + sa) = w(—s"1c—a) = d(—s"1c,a) > d, da mit ¢ € Cj_; auch —s~tc € Cp_,
ist und @ von allen Codeworten Abstand > d hatte. O

Kombiniert man die Gilbert-Varshamov-Schranke mit der Hamming-Schranke so ergibt sich
fir die maximale Dimension K (N, d) eines linearen Codes C' < Fév mit Minimalabstand
d = 2t 4+ 1 die folgende Abschéitzung.

Folgerung 4.7 Ist d =2t + 1 so ist

N —log, (Vy(N, 1)) < K,(N,d) < N —log,(V,(N,d — 1))
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IT Gewichtszihler und Thetareihen

5 Gewichtszihler von Codes.

Definition 5.1 Sei C' <} ein linearer Code. Der vollstandige Gewichtszahler pc € Clz, |

a €l =Clzg,...,x41] ist
pol(z) = Z chr

ceC i=1
Der Hamming Gewichtszadhler he € Clx, y] ist

ho(w,y) ==Y a0y,

ceC

Bemerkung 5.2 Der Gewichtszihler eines Codes C < Iy ist ein homogenes Polynom vom
Grad n. Es ist ho(z,y) = po(z,y,...,y).

Beispiel: pyr, 3 = xg + 71330? + 7$393‘1L + ﬁ
Pes = TS + 1dxiat + 8.

Satz 5.3 (MacWilliams Identitit) Sei C < F) ein linearer Code, p eine Primzahl. Dann ist

1
Pct (:E07 s 7xp—1) - EPC(y()v cee ayp—l)

wo Y; = Z?;é C;jxj, G = exp(2mi/p) eine primitive p-te Einheitswurzel in C.

Beweis. Sei € : Fj — {0,1} die Indikatorfunktion von C*, d.h. e(v) = 1 falls v € C* und 0

sonst. Dann ist .
bcr = Z ¢(v) H%
i=1

vely

Wir wollen jetzt die Funktion e kompliziert schreiben. Fiir v, w € F}! sei ¢, (w) := [}, (" =
¢, Dann gilt fiir v € F

1
mZQ,(C) = e(v).
ceC
Denn ist v € C* so ist die linke Seite gleich 1. Ist v ¢ C*, so ist ¢, : C — Fp,c— c-v

eine nichttriviale, also surjektive lineare Abbildung und daher C' :Ui;(l) o1 ({a}) disjunkte
Vereinigung gleich grofler Mengen. Daher ist in dem Fall

p—1
ECEEE B
a=0

ceC
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Also ist

ch_<.1T0,.. xp 1) Zal —0- an io ((al,...,an>>xal~~.xan =
51 =0 om0 \CI Zcec Hz 1 6p Ty Ty =
|C| 2eec [Tima( pag) = |(J|pC(?J0a o Ype1)-

Folgerung 5.4 Fir den Hamming Gewichtszihler eines Codes C' < T} gilt:

1
her(z,y) = mhc(fﬂ + -1y, x—y).

Beweis. hoi(z,y) = por (T,y, ..., y) = ﬁpc(zo, ey Zpo1) Mit 2 =T+ Z?;} ¢y Ist i =0,
so erhilt man 29 = x + (p — 1)y. Fiir 7 € F; durchléduft mit j auch ij ganz Iy also ist fiir
ie{l,....p—1} Z?;C;f = ?;ig}{ = —1 und daher z; =z — 3. O

Bemerkung 5.5 Mit derselben Strategie erhilt man den Gewichtszihler von C* aus dem

von C' durch geeignete Variablensubstitution auch fiir allgemeinere Ringe (2.B. F,, q = p’,
aber auch Z/p™Z).

Beispiel 5.6 Fiir p = 2 liest sich die MacWilliams Identitdt als

1
pot(zo, 1) = WPC(JUO + 1,20 — 1)

und fiir p = 3 erhdlt man
por(xg, 1, T) = mpc(xo + 11 + 22, 79 + wry + Wrre, o + wiry + wrs)

wobei w = (3 = _1+T V=3

etne primitive dritte Einheitswurzel ist.
Bemerkung 5.7 Gewichtszihler selbstdualer Codes.
Ist C =0+ < Fy soist |C] = p™?2. Dann liest sich Folgerung 5.4 als

he(@,y) = he(2,y) = ho((z + (p = V)y) /b, (x = y)/V/P))-

Das Polynom he(x,y) ist also invariant unter der Variablensubstitution x — —=(x+(p—1)y),

VP
Y \/iﬁ(x —y), als Matriz \/Lﬁ ( 1 p_—ll ) Dies schrdnkt die Menge der mdglichen Ge-
wichtszdhler selbstdualer Codes ein, sie liegen alle in dem Teilraum der unter dieser Varia-
blensubstitution tnvarianten Polynome.
Ist p = 2, so kann man noch mehr sagen. Jeder selbstduale Code C = C+ < T3 erfiillt
natirlich c-c = 0, also ist die Anzahl der Einsen in ¢ € C immer gerade und somit w(c) € 27Z.

Also ist po(xo, x1) = po(xo, —x1) und po invariant unter der Gruppe von Variablensubstitu-

tionen .
1 1 1 0
<E<1 _1)a<0 _1>> G = Dys.
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Fiir doppelt gerade Codes gilt sogar w(c) € 4Z und somit pc(xo,x1) = po(xo,izy). Der
Gewichtszihler eines bindren selbstdualen doppelt geraden (oder auch Typ II) Codes ist also

movariant unter .
1 1 1 0
<E(1—1>’<O’l)> GI]

einer Gruppe der Ordnung 192.

Mit Hilfe der Invariantentheorie erhélt man den folgenden Satz, den ich nur zitieren mochte
(vgl. z.B. Sturmfels):

Satz 5.8 (1) Ist p(xg,x1) ein unter Gy invariantes Polynom so ist p ein Polynom in f :=
2+ 23 = pay) und g := pey = xf + 1dagz} + 2. oder alternativ in f und

1
0= Z(f4 —g) == 370171 - 2%131 + x%x? = xoxl(:vg — x%)2
(H) Ist p(ffo,fl) ein unter G wnvariantes Polynom so ist p ein Polynom in g := p., =

x5 + ldzpet + 28 und A = i (zf — 2L

Satz 5.9 (Gleason) Ist C = C+ < F3}, n = 8a+2b mit 0 < b < 3 so gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen k; € Z, i =0,...,a mit kg =1 so dafl

550,371 Zkf4a z+b52

Ist C' zusdtzlich doppelt gerade, so ist n = 24t + 8s durch 8 teilbar und es gibt eindeutig
bestimmte Zahlen ¢; € Z (i =0,...,t) mit o =1 so dafs

t
po(xo, 1) = Zfi93(t_i)+SAi~

=0

Folgerung 5.10 Ist C = C*+ < T} so ist d(C) < 2|2 +
Ist C' zusdtzlich doppel gerade so findet man sogar d(C') < 4L%J +4.

Beweis. Sei n = 8a+2b und C' = C*+ < F}. Die Bedingung d(C) > 2[ 2] 4 2 = 2a + 2 liefert
a+1 lineare Gleichungen an die Koeffizienten k; von p¢ in der Basis (f4@=9%§ : i =0, ..., a),
wodurch die k; eindeutig bestimmt sind. Sei

_ Z k,if4(a—i)+b57, ZE' + A2a+2$n 2a— 21.%14—2 +. ..

=0

das durch diese Koeffizienten bestimmte Polynom. Dann ist zu zeigen, das Ag,.o # 0 ist,
indem man diesen Koeffizienten als Linearkombination der k; ausdriickt. Dies ist etwas
miithsam, aber machbar.

Fiir doppelt gerade Codes verfahrt man analog. 0
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Definition 5.11 Ist C' = C* ein bindrer doppelt gerader Code mit d(C') = 4| & | + 4, so
heifst C' extremal.

Bemerkung 5.12 (a) eg ist ein extremaler Code.

(b) Der Gewichtszihler eines extremalen Codes ist eindeutig bestimmid.

(c) Man kennt bisher nur 2 extremale Codes, deren Linge ein Vielfaches von 24 ist, namlich
den bindren Golay Code der Léinge 24, den wir im ndchsten Abschnitt konstruieren und
den Quadratischen Restcode der Léinge 48. Dies sind auch die einzigen extremalen Codes in
Linge 24 und 48.

5.1 Der bindre Golay Code und das Leech Gitter.

Satz 5.13 FEs gibt einen extremalen doppeltgeraden selbstdualen bindren Code Goy der Linge
24. Dieser heifst der Golay Code der Linge 24.

Beweis. Wir geben J.H. Conway’s Konstruktion des Golay Codes aus dem Hexacode, hg < F§
mit Erzeugermatrix

1
0
0

i )
=N
£ & =
& — &
= & &

an. Es gilt hg = h_6L (Hermitesch selbstdual) wobei ~ der nichttriviale Galoisautomorphismus
von F, ist (z = 2?). Da 27 = 1 fir * € Fy,z # 0, sind die Hamming Gewichte aller
Codeworte in hg gerade. Insbesondere hat hg kein Wort von Gewicht 3 oder 5. Die Worte
¢ vom Gewicht 2 in hg sind Linearkombinationen von 2 Erzeugern. Aus Symmetriegriinden
kénnen wir annehmen, dass ¢ = by + aby ist mit a € {0,1,w,w?}. Diese Worte haben aber
alle Gewicht 4, also ist d(hg) = 4. Der Hamming Gewichtszédhler von hg ist

hine = 2 4 452%y* + 1845

(Die Worte vom Gewicht < 5 sind von der Form ab; + bb; mit 1 < i < j < 3 und (a,b) €
F3 — {0}. Davon gibt es 3- (16 — 1) — 9 = 36 Stiick. Von den Linearkombinationen von 3
Basisvektoren mit Koeffizienten # 0, also ab; + bby + cbsg mit a,b,¢ € Fy — {0} haben 18
Gewicht 6 und 9 Gewicht 4.)

Identifiziert man F2* mit F5*® in der offensichtlichen Weise so ist

4 6 . ‘
> = fir allej=1,...,6
- ) ¢ [Fax6 i=1 Lij k=1 L1k ye '
Goa = () € ™ | Ty + wrg + Wy € hg }

Wir zeigen dazu, dass der in der Menge beschriebene lineare Code Dimension 12 hat und
Minimalabstand > 8.

Die Fy-lineare Abbildung
F;’ — ]F4, T — T+ wry —f-wl'g

hat Kern {(1,1,1)) = {(0,0,0),(1,1,1)}. Also gibt es zu jedem ¢ € hg genau 2° Matrizen
(Xi;) € F3*% mit X +wX,+w?X3 = c. Die Urbilder werden genau durch die Spaltensummen
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€ FS unterschieden. Wihlt man sich also eine beliebige erste Zeile (z1y,...,715) € F§ und
ein beliebiges Wort ¢ € hg so enthélt Goy genau eine Matrix (z;;) mit dieser ersten Zeile und
so dass 19 + wrs + Wy = ¢. Also ist |Goy| = 20 - 43 = 212,

Zum Minimalgewicht: Sei X := (z;;) € Gay. Ist Z?Zl x1; gerade und ¢ # 0, so ist wt(c) > 4
und X hat mindestens 4 Spalten # 0, in denen dann 2 oder 4 Einsen stehen miissen. Daher
wt(X) > 2-4 = 8. Ist ¢ = 0 und die erste Zeile nicht 0, so enhélt diese mindestens 2
Einsen. Die zugehérigen Spalten sind dann aber (1,1,1,1)" also wt(X) > 8. Ist Z?Zl T1;
ungerade so steht in jeder Spalte mindestens eine 1, da die Spaltensummen alle ungerade
sein miissen. Also ist wt(X) > 6. Ist wt(X) = 6, so ist ¢ € hg ein Wort vom Gewicht 5, was
nicht existiert.

Da mir kein cleveres Argument einféllt, um schnell zu sehen, dass alle Gewichte in dem
konstruierten Code durch 4 teilbar sind, gebe ich einfach 12 linear unabhéngige Vektoren
in dem Code an. Dazu betrachte ich die Fo-Basis des Hexacodes, die aus den 3 Zeilen der
Erzeugermatrix und den 3 mit w multiplizierten Zeilen besteht und finde zu jedem dieser 6
Hexacodeworte ein Golaycodewort mit diesem Bild:

100111 100100 000011 000000 +  100lww
010111 010010 000101 000000 +  010wlw
001111 001001 000110 000000 +  00lwwl
100111 000000 100100 000011 +— wO0ww?w?
010111 000000 010010 000101 +— OwOw?ww?
001111 000000 001001 000110 +— 00ww?w?w

Dies sind sicherlich 6 linear unabhéngige Vektoren in Gsy4, da ihre Bilder in hg Fs-linear
unabhéngig sind. Daraus lésst sich also dann jedes Hexacodewort linear kombinieren. Es
genligt jetzt, weitere 6 linear unabhéngige Elemente aus dem Kern der Abbildung X +—
Ty + wrs + w?x, anzugeben.

110000 110000 110000 110000
101000 101000 101000 101000
100100 100100 100100 100100
100010 100010 100010 100010
100001 100001 100001 100001
111110 000001 000001 000001

Nun sieht man, dass alle Basisvektoren Gewicht 8 haben und paarweise Skalarprodukt 0.
O

Man kann zeigen, dass der Golay Code der einzige extremale Code der Lange 24 ist, fiir
einen Beweis verweise ich auf das Buch von Ebeling.

Definition 5.14 (Leech Gitter) Sei

24
M = ng4 = {Z a;T; | (al + QZ, e, Q2 + QZ) € 924}

=1

wobei (x1, ..., x24) eine OG-Basis ist mit (z;,x;) = 1/2 das Codegitter (vgl. Definition 2.13)
2t Gag. Dann ist min(M) = 2 und S(M) = {£2xy,...,+2x94}. Sei My == {m € M |
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(m, S22 2;) € 222} < M und My := {m € M | (m,> 72, z;) € 1+ 2Z} C M und setze

1=

Aoy heifst das Leech Gitter.
Satz 5.15 Ay ist ein gerades unimodulares Gitter mit min(Aqy) = 4.
Beweis. Es ist klar, dass M ein Teilgitter vom Index 2 in dem geraden unimodularen Gitter

M ist. Da S(M) ¢ My, ist min(My) > 4. Die Elemente y := %Zfil x; +m mit m € M,
erfiillen

(y,y) = 112 + (Zfil x;,m) + (m,m) € 2.

e y=)> a;x; mit allen a; € % + Z.
(y,y) > 3.

o Y+ Yo = Z?il x; +my +mg € My fir yi,y2 € %Z?il x; + My).

Also ist Ayy ein gerades Gitter und min(Agy) > 4. Da My ein Teilgitter von Index 2 in Agy
ist, ist Aoy unimodular. O

Vektoren der Quadratlinge 4 in Agy:

WO Typ Anzahl
My : £18016 75927 = 97152
+220% 43 = 1104

TS+ My (£1/2)2+£3/2 24-2'2= 98304
196560

5.2 Quadratische Rest Codes.

Dieser Abschnitt hitte ergédnzt das Kapitel zyklische Codes um ein wichtiges Beispiel, die
Quadratischen Rest Codes. Der Einfachheit halber betrachten wir nur bindre QR-Codes.

Lemma 5.16 Sei p eine Primzahl und Q == {a € {1,...,p— 1} | es gibt b € F,a =, b*}
die Menge aller Quadrate in F, und N :={1,...,p— 1} — @ die Menge der Nichtquadrate.
Sei ( € Fop—1 eine primitive p-te Einheitswurzel. Dann ist

(x7 1) = [I(X —¢) = (x — ) T[xX — ) T — ¢ = popaps.
i=0 ) iEN

Es gilt immer pg € F4[X] und ebenso pn € F4[X]. Es ist pq € Fo[X] genau dann wenn
2€Q, also wenn p =8m £ 1 fir ein m € N 1st.
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Beweis. Wir betrachten den Frobeniusautomorphismus

Fy € Autg, (Fgp1),a +— a*
und setzen F auf dem Polynomring fort, indem wir ihn auf die Koeffizienten der Polynome
anwenden. Dies liefert wieder einen F,-linearen Ringautomorphismus Fy € Auty, (Fop—1[X]).
Es ist f € F4[X], genau dann wenn Fy(f) = f ist. Nun ist

Fi(pg) = Fu(J (X = ¢)) = T](X = ¢*) = pe,

ieQ 1€Q

da 4 = 22 € Q ist. Ist sogar 2 € Q, so gilt eine analoge Uberlegung fiir F5 : a — a? und es
sind pg und py in Fo[X]. O

Wir miissen uns zunéchst iiber Quadrate in endlichen Primkorpern klar werden.

Bemerkung 5.17 Sei p eine ungerade Primzahl. Dann ist das eindeutige Element —1 der
Ordnung 2 in (F,)* ein Quadrat genau dann wenn |((F,)*)?| = B+ gerade ist genau dann
wenn p =1 (mod 4).

Schwieriger ist es bei der Zahl 2. Klar ist eine nicht durch p teilbare Zahl a ein Quadrat
modulo p genau dann wenn a®~9/2 = 1 (mod p) ist und kein Quadrat wenn a®~1V/2 = —1
(mod p) ist.

Satz 5.18 2 ist ein Quadrat modulo der ungeraden Primzahl p, genau dann wenn p? = 1
(mod 8).

Beweis. Sei K ein Erweiterungskorper von I, der eine primitive 8-te Einheitswurzel enthalt,
also ein Element o mit a* = —1. Definiert man 7 := a + a~! so ist

?=(a+a )Y =a*+a?+2=2

da a2 = —a? gilt. Also ist

QP=1)/21 — 1P — (P 4 4P = (_1)(1?2—1)/87-

also 20~ 1/2 = (—1)(P*=D/8 in F,. Um o” + a? = (=1)®*~1/37 zu schen machen wir Fallun-
terscheidung. Ist p = £1 (mod 8), so ist a? + a™? = a+ o~ ! = 7. Ist p = £3 (mod 8), so
1st

Pt+aP=a+a=-al-a=—7

da a* = —1 ist. 0

Definition 5.19 Se:i p eine Primzahl der Form p = 8m £ 1 fiir ein m € N. Dann heisst der
zyklische Code Q der Ldnge p mit Erzeugerpolynom pg € Fo[X] der Quadratische Restcode,
Q = QR(Fy, p). (Dieser hingt von der Wahl von ¢ ab, aber verschiedene C liefern dquivalente
Codes.)

33



Beispiel 5.20 Seip =7. Dann ist Fx = (3) und Q = {2,4,1}, N = {3,6,5} und QR(F2,7)

ein bindrer Code der Léinge 7 mit Minimalabestand 3.

Lemma 5.21 Sei p=—1 (mod 8) und C' := QR(Fq, p).
Sei 0 # a € C ein Wort vom Gewicht wt(a) = d.

(a) Ist d ungerade, so ist d*> —d+1>p und d =3 (mod 4)
(b) Ist d gerade, so ist d =0 (mod 4).

Beweis. Da p = —1 (mod 8) ist —1 kein Quadrat modulo p also N = p — Q. Sei a(z) =
Z?Zl 2% ein Codewort vom Gewicht d, wobei die k; € Z/pZ paarweise verschieden sind. Da
a(x) € Cpy ) gilt a(¢?) =0 fiir g € Q und a(¢™") =0 fiir n € N.

Sei zunéchst d = wt(a) ungerade. Dann ist a(1) # 0 und daher

P—1
a@m@ﬂy:%tT:wﬁﬂ+ﬂ4+,”+1empV@%_m

Hier ist a(z~') = 3¢ | 27~% Insbesondere ist a(z)a(z~!) ein Wort vom Gewicht p. Ausmul-
tiplizieren liefert d*> Terme von denen d (nidmlich die z* 2% ) {ibereinstimmen also ist

P —d+1>p.
Genauer ist p = d*> — d+ 1 — |A| wobei

A={[(,7), m)] [i # .1 #m, (i,7) # (I, m) und ki — kj =k — k. (mod p)}
Mit [(i, ), (1, m)] € A ist jedoch auch ((1,m), (i, /)], [(G, ), (m, )] und [(m, 1), (j,#)] in A, also
ist |A| durch 4 teilbar und daher
d?—d+1=p (mod4)<d=2—-p=3 (mod4).

Ist d gerade so ist auch a(1) = 0 und daher a(x)a(—2z) = 0inF,[x]/(2P—1). Wie eben erhalten
wir durch explizites Ausmultiplizieren d? — d — |A| = 0 (hier fehlt +1, da 3¢  zkiz—h =
d=0 €, ist) und also d*> —d = 0 (mod 4) und somit ist d durch 4 teilbar. O

Definition 5.22 Seip = £1 (mod 8). Der erweiterte Quadratische Restcode ist Q\ﬁ(Fg,p) =
{(e. X0 ei) [ ¢ € QR(Fy, p)} <FE™

Satz 5.23 Ist p=—1 (mod 8), so ist Q\P/{(Fg,p) ein selbstdualer doppelt gerader Code.

Beweis. Wegen dim(@f/{(Fz, p)) = ’%1 geniigt es zu zeigen, dass die Gewichte in Q\P/{(Fg, p)

alle durch 4 teilbar sind. Dies folgt aber aus Lemma 5.21. U
Beispiel:

Quadrate modulo 23:
{1,2,3,4,6,8,9,12,13, 16, 18}

Also d := d(QR(F,23)) > 5 und wegen Lemma 5.21 sogar d > 7 und somit d(@ﬁ(lﬁ‘g, 23)) >
8 und wegen Folgerung 5.10 d(QR/(F2, 23)) = 8. Es gilt QR(F2, 23) = Go4 ist der bindre Golay
Code der Lénge 24.
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Satz 5.24 Sei

p—1
c(x) == Zazq e Fylz]/(2? — 1) = chxz
q€eqQ =0
Dann ist
1 1 ... 1 1
C Cp—1 1
G = Cp—1 Co --- Cp—a 1 e FéPH)X(pH)

C1 Cy ... Co 1

eine Erzeugermatriz von /Q\ﬁ(IFQ,p) (vom Rang 2£4).

Beweis. Da 2 € @ ist gilt

@) = (34 £ 30 = cl) € aal/(a” — 1)

q€Q q€Q

wobei die Gleichheit x gilt, da sie fiir alle Elemente € Fop—1 gilt und damit insbesondere
fiir die p-ten Einheitswurzeln. ¢(z) ist also ein Idempotent in dem Ring

Fola] /(2" — 1) = Fofz]/(x — 1) @ Fo[2]/(pq) ® Fa[z]/pn-

Da —1 € N ist gilt ¢(z) + c(z™") = 3277} 27 also ist fiir jede primitive p-te Einheitswurzel 3
c(B)+c(87') = 1. AuBerdem ist fiir r € Q, ¢(3) = ¢(8"). Also ist ¢ konstant auf {¢? | ¢ € Q}
und auch konstant auf {¢" | n € N} und ¢(1) = |Q| (mod 2) = Z* (mod 2) = 1. Da
c(x)? = c(x) ist gilt ¢(a) € {0,1} fiir alle & und damit entweder ¢({?) = 0 fiir alle ¢ € Q
oder ¢(¢") = 0 fiir alle n € N. Indem wir ¢ durch (™! ersetzen kénnen wir annehmen, dass
c(¢?) = 0 fur alle ¢ € @ und damit ¢ € (pg) <F[z]/(2P —1). Nach dem chinesischen Restsatz
ist ¢ genau die Projektion auf das von pg erzeugte Ideal, insbesondere ist cpg = pg und ¢

ein weiterer Erzeuger von (pg). O

Wir wollen zum Abschluss eine Untergruppe der Automorphismengruppe der erweiterten
quadratischen Restcodes angeben. Dazu identifizieren wir die p + 1 Stellen des Codes mit
den p + 1 eindimensionalen Teilrdumen von Fi:

T = {{(0, 1)), (L, D). ((p — 1, 1)), ((1,0)}.

Die Gruppe PGLy(F,) operiert in natiirlicher Weise als Permutationsgruppe auf 7.

Satz 5.25 PSL,y(F,) < Aut(QR(F,p)).

Beweis. PSLy(F,) = <( 1 (1) ) =T, ( _01 (1) ) =: S) Das Element T operiert durch

zyklische Vertauschung auf den ersten p Stellen von Q\PJ{(FQ, p), lasst den Code also invariant.
Zur Operation von S: Identifiziert man 7" mit I, U oo durch ((a, b)) — ¢ (= oo, falls b = 0),
so operiert S durch z — —%. Wir nummerieren die Zeilen der Matrix G aus Satz 5.24 auch
mit den Elementen 00,0,1,...,p— 1 und setzen H := (h;;) mit hy; = g_1/;,—1/;. Wir miissen
zeigen, dass die Zeilen von H Linearkombinationen der Zeilen von G sind. Das ist elementares
Nachrechnen. Einen expliziten Beweis finden Sie z.B. in Ebeling’s Buch auf Seite 84. U
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Folgerung 5.26 d(QR(F2,p)) ist ungerade.

Beweis. Sei 0 # ¢ € @ﬁ(lﬁ‘g,p) ein Wort minimalem Gewichts 4m. Dann gibt es, da die
Gruppe PSLs(p) zweifach transitiv auf 7 operiert, also insbesondere transitiv, ein g €

Aut(QR(F3,p)) so dass cg an der letzten Stelle eine 1 stehen hat. Das zu cg gehérende Wort
in QR(Fz, p) hat dann Gewicht 4m — 1, also ungerades Gewicht. O

Sei d 4 1 = d(QR(F,p)), also d = d(QR(F2, p)). Dann ist
d=3 (mod4)und d*—d+1>p

und mit Folgerung 5.10 findet man:

Folgerung 5.27 Sei C' = Q\ﬁ(lﬁ‘g,p). Dann ist C' extremal, falls
p e {7,23,31,47}.

Man kann zeigen, dass d(@ﬁ(]Fg, 71) = 12.

Beweis. Fiir p = 47: d* —d+1 > 47 liefert d > 8. Dad = 3 (mod 4) findet man sogar d > 11
und somit d + 1 = d(QR(F5,47)) > 12. Gleichheit folgt aus Folgerung 5.10. O

6 Thetareihen von Gittern.

Definition 6.1 Sei L ein ganzes Gitter in (R",(,)). Die formale Potenzreihe

Or:=> ¢“=> an.q" € Cllql]
m=0

lel

mit a,, = |L_.,| heifit Theta-Reihe von L. Analog definiert man fiir jede (geeignete) Teilmenge
T C R" (2.B. T = v+ L, eine Restklasse nach einem Gitter L) die Theta-Reihe ©p =

ZteT gt

Beispiel 6.2 07 =) _, ¢ =14+232 ¢%.
Sind L, M Gitter, so gilt
Orivm =010y,

Ista €{0,....,p—1} s0 s€ibop =3 7 .- , ¢*’/P. Ist e € R™ ein Vektor mit (e,e) = 1/p so
15t 9a7p = @ae+<pe)z.

Satz 6.3 Sei C' < Fév ein Code und Lc < RY das zugehérige Codegitter. Dann ist

@LC = pc(eo,p, 91,p, .. 7911—1,17)'
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Beweis. Sei M := (z1,...,zx) mit (z;,2;) = 1/pd;;, pM C Lo C M genauer
Lo = {Z a;z; | (a1 +pZ,...,an + pZ) € C =U.ec Zcixi + pM.
Also ist

N
@Lc = Z ®Zci$i+pM = Z Heczwp'

ceC ceC i=1

Beispiel 6.4 Seip =2 und

A=0op=1+2> ¢* Bi=0,=) 2q* 2
a=0

a=1

Dann ist
Op, = O, = pes(A, B) = A® + 14A'B* 4 B®.

A=142¢24+2¢8+..., also A*=1+8¢> +4-6¢*+ ... und A3 =1+16¢> +4-28¢* +. ...
Weiter ist B = 2¢"/? +2¢°/% + ... und daher B* = 16¢> +4-16¢° + ... und B® = 28¢* + .. ..
Daher ist

Op, =1+ (16 + 14 - 16)¢* + (112 + 14 - 128 4 256)g" + ... = 1 + 240¢> + 2160¢" + . ...

Lemma 6.5 Sei L ein Gitter. Setzt man q = exp(miz) mit z € H:={z € C | ¥(z) > 0} so
ist die Reihe ©p : H — C absolut und uniform konvergent auf jedem Streifen I(z) > vy > 0
und somit eine holomorphe Funktion.

Beweis. Sei L = Z"M fiir ein M € GL,(R) und € := min,er—y MMz, Dann ist € > 0
und xM Mzt > exz!™ fiir alle z € R™. Daher erhilt man

oo

Z |exp(miz((,0))| = Z |exp(miz(zM,zM))| < Z exp(—mvpe(z, z)) = ( Z exp(—mvger?))" < oo.

leL TEL™ TEL™ r=—00

O

Bemerkung 6.6 Ist L ganz, so ist Op(z+2) = O (2) fir alle z € H und ist L sogar gerade,
so qilt ©p(z+1) = O(2).

Satz 6.7 (Poisson Summations Formel) Sei f : R™ — C eine Funktion, die die Bedingungen
(V1), (V2), (V3) erfillt. Dann ist fir jedes volle Gitter I' < R™

Y fl@)=det()™2 Y fly)

zel yel'#

wobes
fly) = @) exp(—2mizy")dz

die Fourier-Transformierte von f ist und die Bedingungen (V1), (V2), (V8) wie folgt sind:
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(V1) [on|f(x)|de < oo (damit f eistiert).

(V2) Die Reihe
F(u):=) f(zx+u)

zel
konvergiert absolut und uniform auf jedem Kompaktum (damit F(u) stetig ist).

(V8) Die Reihe ZyEF# f(y) konvergiert absolut.

Beweis. Wir beweisen den Satz zunéchst fiir I' = Z".
Die Funktion F(u) := 3 _,. f(x + u) ist nach Voraussetzung (V2) stetig und periodisch in
u, F(u+x) = F(u) fiir x € Z". Also hat F eine Fourier-Entwicklung

F(u) =) exp(2mi(u,y))a(y)
wobei a(y) = f[0,1]n F(t) exp(—2mi(t,y))dt. Wir zeigen, f(y) = a(y). Dann gilt némlich wegen
(V3), dass )

FO) =) fl@)=2_ W

x€Zn yezn
Es ist fiir y € 2"

w(9) = foun ez £+ 1) exp(~2mil, )
= wezn Joap f(@ +1) exp(=2mi((z + 1), y))dt
= ez Josjopn £ () exp(=2mi(t,y))dt = f(y).

Im allgemeinen Fall ist I' = Z"M mit M € GL,(R) und I'# = Z"M~'". Also ist

Do)=Y faM) =D fule) = fuly)

zel’ TELN TELN yeL™

wobel

fu(y) = [ f(EM)exp(—2mi(t,y))dt = !

_— — ) - — -1/2 ¢ —tr
R7 |det(M)| o f(t) eXp( 27TZ(tM l,y))dt = det(F) 1 2f(yM

U

Satz 6.8 (Theta Transformationsformel) Es gilt fir ein volles Gitter L < R™
Or(—1/2) = (2/)"? det(L) 20 14 (2).

Beweis. Beide Seiten sind holomorphe Funktionen auf H. Daher geniigt es die Identitét fiir
z = it mit ¢ > 0 nachzuweisen. Die Fouriertransformierte von f(z) = exp(=*(v,z)) ist

fly) = t"2 exp(—t(y,y)) (Ubung). Daher erhalten wir mithilfe von Poisson Summation:

OL(F) = Ypep exp(F(x,7)) =
det(L)~1/? > yer# t"2 exp(—nt(y,y)) = t™?det(L) 20 4 (it).
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Bemerkung 6.9 Die Gruppe

SLQ(Z)::<S=(§) Bl),T:(é 1)>

operiert auf der oberen Halbebene durch Mobiustransformationen:
a b az+b
z = 2z = .
7 c d cz+d

-1
Tz=2z+1und Sz = —.
z

Insbesondere ist

Definition 6.10 Sei k € 2Z~(. Eine holomorphe Funktion f : H — C heifit Modulform vom
Gewicht k falls

(i) f(%is) = (cz + d)k f(2) fiir alle v = ( CCL Z ) € SLy(Z) und

(ii) [ hat eine Potenzreihenentwicklung f(z) = >0 an exp(2winz).

n=0

Bemerkung 6.11 Eine holomorphe Funktion f : H — C st genau dann eine Modulform,
falls f(z) = f(z+1) und f(—1/z) = 2*f(2) und die wegen der ersten Bedingung existierende
Fourierentwicklung f(z) = Y>> a,exp(2minz) die Bedingung a,, =0 fir n <0 erfallt.

Satz 6.12 Ist L < R" ein gerades unimodulares Gitter, so ist n durch § teilbar.

Beweis. Sei L so ein Gitter. Angenommen n ist nicht durch 8 teilbar. Indem wir L durch
L1 Loder L L L I L1 L ersetzen konnen wir annehmen, dass n =g 4 ist. Dann ist

OL(—=1/z2) = (=1)"*2"20,(2) = —2"?0 ().

Also ist
OL((TS)z) = —2"20.(2).

Da (TS)z = (z — 1)/z und (T'S)*z = 1/(1 — z) ist, ergibt sich daraus

OL((TS)’z) = OL((TS)(TS)?2) = —(1/(1 - 2))**OL((TS)*2)
= 2720,((TS)z) = —O.(2)

ein Widerspruch da (7'9)3 = I,. O

Satz 6.13 Ist L < R"™ ein gerades unimodulares Gitter, so ist ©p eine Modulform vom
Gewicht n/2.

Beweis. Sei f := Op. Dann ist f(z) = f(z + 1), da L ein gerades Gitter ist und f hat eine
Fourierentwicklung wie in 6.10 (ii). Wegen der Theta Transformaionsformel ist f(—1/z) =
2"/2f(2) (da n durch 8 teilbar ist), also ist f eine Modulform vom Gewicht n/2. O
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Bemerkung 6.14 Bezeichne

SL2 @Mk

den Ring der Modulformen wobei My, den C-Vektorraum der Modulformen vom Gewicht k
bezeichnet. Fir f € My und g € M, ist fg € Mgy, also ist M(SLy(Z)) eine Z-graduierte
C-Algebra.

Satz 6.15 (ohne Beweis) M(SLy(Z)) = C[E,, Eg], wo

E4_9E8_1+240203 n)q’ eM4undE6_1—504Za5 n)¢* € Mg

n=1 n=1

die Eisensteinreihen bezeichnen. Dabei ist oi(n) = Zo<d\n d" die Summe der t-ten Potenzen
der Teiler von n.

Beweis. Ein Beweis findet man in Ebeling, Abschnitte 2.5 und 2.6. U

Folgerung 6.16 Sei

1 2 . 24
= s B - E) =] ] 0 € M.

=1

Ist L < R" ein gerades unimodulares Gitter mit n = 24a + 8b, so gibt es Zahlen ¢; € Q mit

@L = Z CiEZ/SigiAi.

=0

Definition 6.17 Eine Modulform f vom Gewicht k heifit Spitzenform | falls f = > >7  ¢*"
Bezeichnung: f € Sk.

Bemerkung 6.18 S := @, S, = AM(SLy(Z)) ist das von A erzeugte Hauptideal in
M(SLy(Z)).
6.1 Extremale gerade unimodulare Gitter

Bemerkung 6.19 Der Raum Miaaia (0 < b < 2) enthdlt genau eine extremale Modulform

Fraaiw = 1406 + ... +0¢™ + a3, ™2 + ... =1+ Z asiq”.
i=a+1

Beweis. f ist ein Polynom in By und A. f =30 ¢, E{*™ %Al Die a + 1 = dim(M 414

Bedingungen, dass die Koeffizienten von ¢* gleich 0 sind (1 < i < a) und der von ¢° gleich
1 sind linear unabhéngig und bestimmen daher die Koeffizienten ¢; eindeutig. 0
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Satz 6.20 (ohne Beweis) Man kann zeigen, dass der Koeffizient a3, , in der extremalen
Modulform von Null verschieden ist.

Beweis. C.L. Siegel, Berechnung von Zetafunktionen an ganzzahligen Stellen. Nachr. Akad.
Wiss. Gottingen, 87-102 (1969). O

Folgerung 6.21 Sei L < R?**8 ¢in gerades unimodulares Gitter mit 0 < b < 2. Dann ist
min(L) < 2+ 2a. Ist min(L) = 2a + 2, so heifft L extremal.

Die Thetareihe ©j eines extremalen Gitters L ist genau die extremale Modulform und
insbesondere eindeutig bestimmt. Man kann wieder beweisen, dass fiir grofles Gewicht k,
(k > 20500) der Koeflizient a3, , in der extremalen Modulform negativ wird (Mallows, Od-
lysko, Sloane: Upper bounds for modular forms, lattices and codes, J. Algebra 68-76 (1975)).
Also gibt es wieder nur endlich viele extremale gerade unimodulare Gitter. In durch 24 teil-
baren Dimensionen kennt man bisher 4 solcher Gitter, das Leech Gitter Aoy und 3 gerade
unimodulare Gitter in Dimension 48 mit Minimum 6, Pjs,, Pss, und Pjs,. Ebenso wie bei
Codes ist 72 die erste Dimension, in der man nicht weiss, ob ein extremales Gitter existiert.
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IIT1 Bewertungsringe, insbesondere p-adische Zahlen.

7 Diskrete Bewertungsringe, p-adische Zahlen.

7.1 Lokalisierung

Definition 7.1 FEin kommutativer Ring heifit lokal, falls er nur ein mazimales Ideal besitzt.
Bemerkung 7.2 Ein kommutativer Ring R ist genau dann lokal, falls R — R* ein Ideal ist.

Beweis. Angenommen R besitzt nur ein maximales Ideal m. Da jedes © € R — R* nach
Zorns Lemma in einem maximalen Ideal enthalten ist, folgt + € m. Also m = R — R*. Ist
umgekehrt [ := R — R* ein Ideal in R, so enthélt [ jedes andere Ideal von R. Also ist I das

einzige maximale Ideal von R.

Definition 7.3 Sei R ein Integrititsbereich und S C R eine multiplikative Teilmenge, d.h.
0¢S,1eS undaxye S firalez,y € S. Dann ist ST'R := {£ € Quot(R) | s € S} die
Lokalisierung von R an S. Via r— T betlet sich R in S7IR ein.

Ist S = R —p fiir ein Primideal p von R so schreiben wir auch Ry, (lies: die Lokalisierung
von R an p).

Bemerkung 7.4 Die Lokalisierung S~ R ist der kleinste Teilring von Quot(R) der R enthilt
und in dem alle Elemente aus S invertierbar sind. Weiter gibt es eine Bijektion

{p<R|pprimundpnS =0} «—— {I<SS'R|I prim}
P — P (SR ={{[seSrep}
INR — 1

Beweis. Dafl S7'R ein Teilring von Quot(R) ist, rechnet man leicht nach. Dann ist es per
Definition auch der kleinste Teilring von Quot(R) der RU {1 | s € S} umfaft.

Zeigen wir nun die Bijektion der Primideale. Sei ¢: R — S™'R,r — £ der kanonische
Monomorphismus. Dann ist ¢~!(I) = I N R fiir jedes Primideal I von S™'R ebenfalls ein
Primideal. Weiter ist S N ¢~'(I) = 0, denn andernfalls existiert ein s € S mit 2 € I. Aber
dann wiire I = S™!'R was nicht sein kann.

Sei umgekehrt p ein Primideal von R mit pNS = 0. Setze [ :==p-ST'R={%|s € S,r € p}.
Dies ist wohldefiniert, denn ist - = ’;—i mit s,s € 5, so gilt wegen s, s ¢ p:
/

r ’ rs'=r's ’ r
—EI<:>TEP<:>TSEP<:>TSEP<:>TEP<:>—,EI
S S
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Sicher ist I ein Ideal. Wir wollen nun zu zeigen, daf3 I ein Primideal ist. Sicher ist I # S™'R,
denn sonst gébe es ein s € S mit 1 = 2 € [ was der Wahl von I widerspricht. Seien nun
E,’;—: € ST'Rmit £ ¢ I aber ’;—78"; € I. Dannist r ¢ p aber 71’ € p, also " € p und damit 78"—; el
Weiter ist o= '(I) = I N R = p und fiir ein Primideal J von S™'R ist o= }(J) - S™'R = J.

Also sind die beiden Zuordnungen invers zueinander.

Folgerung 7.5 Ist p ein Primideal von R, so ist R, ein lokaler Ring mit mazimalem Ideal
pR, und es ist R/p = R,/pR,.

Beweis. Die Primideale von R, sind gegeben durch qR, wobei q ein Primideal von R ist
mit ¢ C p. Also ist pR, das einzige maximale Ideal von R,. Sei R — R, — R,/pR, die
Komposition der kanonischen Morphismen. Die Abbildung ist nicht 0 und damit surjektiv
da R,/pR, ein Korper ist. Weiter ist der Kern gerade R N pR, = p.

Beispiel 7.6 Sic p eine Primzahl. Dann ist Zyy = {% | r,s € Z,p 1 s} die Lokalisierung von
Z an (p) = pZ. Das mazimale Ideal ist pZy) und es ist L) /pZpy = Fy.

7.2 Diskrete Bewertungen

Definition 7.7 Sei K ein Kérper. Eine surjektive Abbildung v: K — ZU{occo} heifit diskrete
Bewertung von K, falls fiir alle x,y € K gilt

L.ov(r) =00 <= =0
2. v(zy) = v(x) + v(y)
3. v(r +y) = min{v(z), v(y)}

In diesem Fall ist R, :={z € K | v(z) > 0} = v 1(Z+o U {oo}) der Bewertungsring von v.

Ein Integrititsbereich R heifit diskreter Bewertungsring, falls es eine diskrete Bewertung w
des Quotientenkiorpers Quot(R) gibt mit R = R,,.

Bemerkung 7.8 Seiv: K — Z U {oo} eine diskrete Bewertung.

1. Es st R, ein lokaler Ring mit Einheitengruppe R’ := v='({0}) und mazimalem Ideal
m, = v (Zso U {o0}).

2. Sind x,y € K mit v(x) # v(y), so ist v(z + y) = min{v(z), v(y)}.
Beweis.
1. Sicher ist 0 € R,. Wegen v(1) = v(1) + v(1) ist v(1) = 0, also 1 € R,. Sind weiter
z,y € R, d.h. v(z),v(y) > 0 so ist auch v(zy) = v(z) + v(y) > 0 und v(z +y) >

min{v(z),v(y)} > 0. Also ist R, ein Teilring von K.
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2.

Weiter gilt fiir jedes z € K*: 0 = (1) = v(z-27') = v(z)+v(z™!) also v(z™!) = —v(x).
Damit folgt u € R} <= w,u!' € R < v(u),v(u™!) >0 < v(u) =0.

Also ist R} := v~1({0}) und damit ist m, = R, — R}. Genauso wie zu Beginn des
Beweises zeigt man, dafl m, ein Ideal von R, ist. Daher ist R, lokal.

Seien z,y € K mit v(z) < v(y). Dann folgt

v(z) = v((z+y) —y) = minfo(z +y),v(y) } = min{min{v(z),v(y)}, v(y)} = v(z) .

Also ist v(x) = min{v(z + y),v(y)} und somit v(z + y) = v(x).

Der Quotient k, := R,/m, ist also ein Korper, der sogenannte Restklassenkorper von wv.

Beispiel 7.9

1.

Sei p eine Primzahl. Dann ist jedes v € Q* von der Form x = p”P("”")g mit vy(x) € Z und
pir, pts. Setzen wir noch v,(0) = oo, so ist v, eine diskrete Bewertung auf Q (sog.
p-adische Bewertung) mit Bewertungsring Zy). Ferner sind alle diskreten Bewertungen

von Q von dieser Gestalt (Ubung).

Im allgemeinen wird nicht jede diskrete Bewertung von Primidealen induziert:
Sei K(X) der Korper der rationalen Funktionen tber einem Korper K. Dann ist

v: K(X) — Z U {0}, % — deg(f) — deg(g) eine diskrete Bewertung mit Bewertungs-

ring {§ | .9 € K[X],deg(g) < deg(f)} # K[X] fiir alle irreduziblen f € K[X].

Wir geben nun eine Charakterisierung von diskreten Bewertungsringen:

Satz 7.10 Es sei R ein Ring aber kein Korper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

1

2
3
4

R ist diskreter Bewertungsring.
R ist Hauptidealbereich mit genau einem Primideal.

R st ein lokaler Hauptidealbereich.

. R st ein noetherscher, lokaler Integrititsbereich und das maximale Ideal ist ein Haupt-

ideal.
R st lokaler Integritditsbereich mit maximalem Ideal m. Dieses ist ein Hauptideal und

erfiillt () m* = (0).
k=0

R ist Integrititsbereich und es existiert ein m € R so, daf$ jedes x € R — {0} eine
eindeutige Faktorisierung x = mFu mit k € Ny und v € R* besitzt.

R ist lokaler noetherscher Integrititsbereich mit maximalem Ideal m. Weiter bilden
m* (k € Ny) alle von (0) verschiedenen Ideale von R.
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Beweis. Es gilt 2. = 3. da maximale Ideale Primideale sind. Da Hauptidealbereiche noethersch
sind folgt 3. = 4.. Ebenso ist 6. = 7. klar.

1. = 2.: Wihle 7 € R mit v(r) = 1. Ist I # (0) ein Ideal von R, so setze k := min{v(r) |
r € I}. Dann gilt fiir alle r € I, da v(ra %) = v(r) — k > 0. Daher ist rm#=* € R und
somit [ C (7*). Umgekehrt gibt es ein r» € [ mit v(r) = k. Dann ist v(7*r~1) = 0 und
somit 78r~1 € R*. Damit ist 7% € (r) C I. Zusammen folgt I = (7%). Wir haben also
gezeigt, daB alle Ideale I # (0) von R gegeben sind durch {(7*) | k& € Ny}. Daher ist R ein
Hauptidealbereich und () sein einziges Primideal.

4. = 5.: Sei m = (7). Weiter sei x € mF fiir alle k¥ > 0. Dann existieren rj, € R mit x = 7",

Also ist rpm = rp 7 und somit (1) = (7rrg1) € (rrg1). Die Kette (1) C (r2) C ...
stabilisiert bei einem Index i. Dann ist (r;41) = (r;) = 7(ri41), was wegen m ¢ R* aber
(ri+1) = 0 impliziert. Damit ist = = 0.

5. = 6.: Sei m = (7) und 0 # z € R. Dann ist k := max{i > 0 | x € m’} endlich. Also ist
r = 7y mit u € R. Wegen z ¢ m*! ist u € R — m = R*. Angenommen es wire 7¢u = 7‘v
mit £ € Ny und v € R*. Ohne Einschriankung ist & > . Es folgt R = (7*~*) und damit k = ¢

was v = u impliziert.

7. = 6.: Das maximale Ideal m ist endlich erzeugt, sagen wir m = (ry,...,r;) mit ¢ minimal.
Ist t > 1, so wiire (r1,...,7:_1) = m* und (r;) = m¢ fiir k,¢ > 0. Aber dann ist m* C m*
oder aber m‘ C m*. Das widerspricht der Minimalitit von ¢t. Also ist ¢ = 1 und m = (7)
somit ein Hauptideal. Damit besitzt jedes Element in R eine geforderte Faktorisierung. Die
Eindeutigkeit dieser zeigt man wie zuvor,

6. = 1.: Jedes 0 # x € Quot(R) besitzt also eine eindeutige Darstellung der Form uzr®®
mit v € R* und v(x) € Z. Setzen wir noch v(0) = oo, so ist v eine diskrete Bewertung mit
R, =R.

Zusammenfassung Ist v eine diskrete Bewertung auf einem Koérper K und « € R, mit
v(m) = 1, so sind alle Ideale von R, ungleich (0) gegeben durch {7*R, | k € Ny}. Weiter
hat jedes # € K eine eindeutige Darstellung der Form x = 7%y mit u € R* und k € Z. Das
Element 7 ist dann ein Primelement von R,.

7.3 Vollstindige diskrete Bewertungen

Sei v eine diskrete Bewertung auf einem Korper K. Wir setzen |z|, := exp(—v(x)) fiir x € K.
Dann ist d: K — Rsg, (7,9) — |z — y|, eine Metrik auf K. (Die von (z,y) — a~*@~%) mit
a > 1 induzierte Topologie auf K ist unabhingig von a. Die Wahl a = exp(1) ist also
willkiirlich.)

Es ist also € K nah bei 0, falls v(x) gro8 ist.

Definition 7.11 Sei v eine diskrete Bewertung auf einem Kérper K.

1. FEine Folge (ay)nen in K heifst Cauchy-Folge, falls es zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt
mit |a, — aniile < € fiir allen > N und i € N.
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2. Fine diskrete Bewertung v auf einen Korper K heif§t vollstindig, falls die durch v in-
duzierte Topologie vollstindig ist, d.h. jede Cauchy-Folge in K besitzt einen Grenzwert
n K.

Bemerkung 7.12 Sei v eine diskrete Bewertung auf einem Korper K.

1. Die Abbildung | |,: K — Rsq ist ein Betrag, der die verschdrfte Dreiecksungleichung
erfillt. D.h. fir x,y € K gilt:

(a) |x|, =0 <= x=0.

(b) lzylo = |zlo - [ylo-
(c) |+ yl, < max{|z|,,|yl.} und es gilt Gleichheit, falls |z|, # |y|,-

2. Eine Folge (ap)nen in K ist genau dann eine Cauchy-Folge, falls |a, — ani1], — 0 fir
n — oo.

3. Ist (an)nen in K eine Cauchy-Folge, so ist (|an|s)nen €ine Cauchy-Folge in R.

Beweis.

1. Folgt aus Definition 7.7 und Bemerkung 7.8.

2. Ist € > 0 so existiert ein N > 0 mit |a, — agi1]|, < € fiir alle £ > N. Fiir n > N und
1 € N ist dann

lan = nyilo = [(an — any1) + (@ng1 — Any2) + -+ (Anpic1 — Angi)lo
<max{|ar — arp1lo | n<k<n+i—-1} <e.

Also ist (a,) eine Cauchy-Folge.

3. Sind z,y € K so ist |z|, < |z —yl|, + |y|» also |z], —|y|s < |2 —y|,. Durch Vertauschen
von x und y erhalten wir dann ||z|, — |y|.| < |z — Y.
Damit ist ||an|y — |ansilo| < |an — anyil < € fiir ¢ € N und n geniigend groB.

Satz 7.13 Seiv eine diskrete Bewertung auf K. Dann gibt einen Oberkdrper K von K und
eine vollstindige diskrete Bewertung w auf K mit w|xg = v so, daff K dicht in K liegt.
Man nennt K die Vervollstindigung (oder Komplettierung) von K. Weiter haben die beiden
Bewertungen v und w isomorphe Restklassenkdorper.

Beweis. Idee: Bezeichne X’ den Ring der Cauchy-Folgen in K und N das Ideal der Nullfolgen.
Wir behaupten, dal N ein maximales Ideal ist. Denn ist (a,) € X =N, so existiert ¢ > 0 und
ein N € N mit |a,|, > 0 fiir alle n > N (Ubung). Wir setzen b,, := a;,! fiir n > N und b, = 0
sonst. Dann ist (b,,) eine Cauchy-Folge, denn |b,, — b, 11|, = % <6 2apy1—anly — 0

fiir n — oo. Weiter ist dann (1) + N = (a,)(bn) + N d.h. das von N und (a,) erzeugte Ideal
ist X. Da (a,) beliebig war, ist A/ maximal, also K ein Korper.
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Die Menge {|z|, | z € K} = {0} U{exp(k) | k € Z} ist diskret und 0 ihr einziger Haufungs-
punkt. Ist (a,) € X — N, so konvergiert (|a,|,), in R, aber nicht gegen 0, da die Folge (ab
einem gewissen Index) nach unten beschrankt ist. Damit wir (|a,|,), konstant. Also existiert
w((an) +N) :=lim, o v(a,) (in Z!) und ist nach Bemerkung 7.7 unabhéngig von der Wahl
des Vertreters. Betten wir K via a — (a) := (a)pen +N in K ein, so ist w eine Fortsetzung
von v und man rechnet nach, da w eine diskrete Bewertung auf K ist.

Zeigen wir nun, daB K dicht liegt in K. Seien dazu  := (a,) + N € K und € > 0 beliebig.
Dann existiert ein N € N mit |a, — anily < € fiir alle ¢ € N und n > N. Dann ist
|z — v(an)|w = im0 |a; — anly, < € fur alle n > N. Also konvergiert (c(ay)), gegen die
Restklasse z.

Mit dieser Bemerkung zeigen wir nun, daf K vollsténdig ist. Sei dazu (z,), eine Cauchy-
Folge in K. Nach dem gerade Gezeigten existieren a,, € K mit |z, —t(an)|w < 1/n. Zu einem
e >0 gibt es dann N > 1/e > 0 mit |z, — Zp | < . Fir i € Nund n > N gilt dann

|an — aniilo < elan) = Tnlw + [0 — Tngilw + [T — angi)lw <1/n+e+1/(n+14) < 3e
Also ist (an), € X. Setzen wir a := (an), + N € K so ist

|z, — aly < |zn — tlan)|w + |t(a,) — aly — 0 fiir n — oo .

Sei nun 7 ein Primelement in R,. Dann ist dies auch ein Primelement von R, und es gilt
7R, = R, N TR,. Damit hat R, — R, — Ry /mR, den Kern 7R, und die Abbildung ist
nicht 0, da die Einselemente aufeinander abgebildet werden. Damit ist R, /7R, = R, /T R,,.

Hinweis: Man kann auch zeigen, da K im Wesentlichen eindeutig ist.

Beispiel 7.14 Sei Q versehen mit der p-adischen Bewertung. Die Vervollstindigung Q,
heifst der Korper der p-adischen Zahlen. Wir bezeichnen den zugehirigen Bewertungsring mit
Zy. Dann ist pZ, das mazimale Ideal von Z, und es ist Zy,/pZy = Ly /D) = L/pL = TF,.

Wir beschreiben nun die Elemente in Q, genauer. Sei zundchst x € Z,. Wegen Z,pZ, =
L] pZ existiert ein ag € {0,...,p— 1} mit x — ag € pZ, (wir fassen Q als Teilkorper von Q,
auf). Dann ist p~'(x—ag) € Z, und es existiert ein a; € {0,...,p—1} mit x —ag—pa; € pZ,
usw. Damit konvergiert die Folge (x,) mit x, == > ja;p" € Q in Q, gegen x. Also ist
r =Y 2qa;p’ mit 0 <a; <p stets. Sei nun x € Q,. Dann existiert ein k > 0 mit zp* € Z,.

Also ist jedes x € Q, von der Gestalt z =Y oo, a;p' mit 0 < a; < p und k € Z (sog. p-adische
Entwicklung). Weiter ist die p-adische Bewertung von x gerade min{i > k | a; # 0}.

Diese p-adische Entwicklung von x entspricht genau der Dezimalentwicklung von reellen
Zahlen. Mit dem wichtigen Unterschied, daf$ die Darstellung bei p-adischen Zahlen eindeutig
ist. Denn, definieren jy = Y i, a;p’ und xp,,, = Y i, ap' zwei verschiedene Folgen
von Partialsummen mit 0 < a;,a, < p — 1, so ist ohne Einschrinkung k = k'. Wdhle nun i
minimal mit a; # al. Ohne Einschrinkung ist dann 1 < a; —al, < p—1, also x, — z), ¢ p'Z,
fiir alle n > k 4 i. Somit konvergieren die beiden Folgen nicht gegen denselben Grenzwert.

Mit dieser Reihendarstellung kann man z.B. leicht —}L € Zy bestimmen. Denn es ist 7> —1 =
4-12, also

1 S ’ ) '
__:12‘1_2—1: 192 . 212 . =0 1.22.
; (1-72) Zoj 7 ;:0(5 0477
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Eine wichtige Eigenschaft von vollstdndigen Bewertungen ist die Tatsache, dafl man Null-
stellen liften kann.

Satz 7.15 (Hensels Lemma) Seiv eine vollstandige diskrete Bewertung mit Bewertungs-
ring R. Weiter sei f(x) € R[z] und ag € R mit

v(f(ao)) > 2v(f'(ao))-
Dann konvergiert die durch
U =1 — flan_1)/f (an_1) fiir allen € N
definierte Folge gegen ein a € R mit f(a) =
Beweis. Esist f(x) =", fiz' und f'(z) =" ifix" L.

)
Dann ist f(x + ao) = f(ao) + o + 2?g(x) mit ¢; € R und g(z) € R[z]. Der Koeffizient von
zin f(z+ao)ist Yorm, fi(Daht = f/(ao), also ist

)
f(z+ag) = flag) + f'(ag)r + 2%g(x) .
Sei b, = a, — an_1 = —f(an_1)/f (an_1). Dann ist

1
v(b1) = v(f(ao)) — v(f'(ao)) > v(f'(ap)) > 0 und v(by) > 50(f(a0)) 2 0.
Insbesondere gilt b € R und somit a; = ag + by € R. Weiter ist

() = (a0 + b)) = ol an) + 'y +Rg0)) > 20(00) > o).
Analog ist f'(x + ag) = f'(ap) + xh(z) mit h(z) € R[z]. Damit wird
v(f'(a1)) = v(f'(ao+b1)) = v(f'(ao) +b1h(b1)) = min{v(f'(ao)), v(br)+v(h(b1))} = v(f'(a0))

dav(by) > v(f'(ap)). Also erfiillt a; = ap+b; die Voraussetzung des Satzes und das Verfahren
konstruiert eine Folge von Zahlen ag, aq, ... mit

v(f(ao)) < wv(f(ar)) <...

d.h. f(a,) — 0 mit n — oc.

Wegen v(a,11 — an) = v(byy1) > sv(f(an)) — 0o mit n — oo ist (a,) nach Bemerkung 7.12
eine Cauchy-Folge in K. Also konvergiert sie gegen ein a € K. Wegen a,, € R ist |a,|, < 1
fiir alle n > 0 also auch |a|, < 1 und somit a € R.

In den Ubungen zeigen wir einige Abschiitzungen iiber die Giite der n-ten Niherung a,,.

Beispiel 7.16 Seip =1 mod 4 eine Primzahl. Wir wollen —1 € (Z;)* zeigen.

Es bezeichne v die p-adische Bewertung auf Q, und wir setzen f(x) = x®>+ 1. Dann existiert
ein ag € Z —pZ mit f(ag) =0 mod p wie wir bereits wissen. Nun ist v(f'(ag)) = v(2a9) =0
aber v(f(ag)) > 1. Also liftet diese Nullstelle ay zu einer Nullstelle a € Z,,.
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IV Quadratische Formen

8 Quadratische Formen.

8.1 Symmetrische Bilinearformen.

Sei A ein kommutativer Ring mit 1, also z.B. A ein Korper (Q, R, F,) oder ein Hauptideal-
bereich (Z, Zy) = {§ € Q | pfb} oder auch die Komplettierung Z,, der Ring der p-adischen
ganzen Zahlen.) und sei E ein endlich erzeugter A-Modul.

Definition 8.1 b: ' x E — A heifit symmetrische Bilinearform, falls fir alle x,y,z € E,a €
A gilt
b(z,y) = by, ) und blax +y, ) = ab(z, z) + b(y, 2).

Sind (E,b) und (E',b") bilineare A-Moduln, so heifit eine injektive A-lineare Abbildung ¢ :
E — FE’ eine Isometrie, falls ' (p(x), p(y)) = b(z,y) fir alle x,y € E.

(E,b) und (E', V') heiffen isometrisch, falls eine bijektive Isometrie ¢ : E — E' existiert.
O(E) :={p: E— E| ¢ ist bijektive Isometrie } heifit die orthogonale Gruppe von E.

Beispiele fiir bilineare Moduln sind:
Gitter: E=L,b=(,),A="7Z
Codes: E=F b= A=F,

Definition 8.2 Sei (F,b) ein bilinearer A-Modul.

(a) z,y € E heiffen orthogonal, falls b(z,y) = 0.

(b) Fiir F C E sei F+ = {x € E| b(z,y) =0 fiir alle y € F'} der orthogonale Untermodul.
(c) E heifit orthogonale Summe, E = E; L ... L E,, falls E = E, & ... ® E, eine direkte
Summe ist und b(x,y) =0 fir x € E;,y € Ej,i # j.

(d) E* := Homu(E, A) heifst der zu E duale Modul.

(e) Firx e E und F < E sei bp(x) : FF — A,y b(z,y) € F*.

Bemerkung 8.3 Sei FF < E. bp : E — F* x — bp(x) ist ein A-Modulhomomorphismus
mit ker(bp) = F*.

Lemma 8.4 Sei F' < E. Dann ist E = F 1L F* genau dann wenn bp(E) = bp(F) und
FnF+={0}.

Beweis. = ist klar. Fiir <= miissen wir zeigen, dass jedes x € E als Summe z = y + ' mit
y € F und ' € F'+ geschrieben werden kann. Aber die Bedingung byr(E) = br(F) sagt aus,
dass es ein y € F gibt mit bp(x) = bp(y), mit anderen Worten z — y € ker(bp) = F*. O
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Definition 8.5 (a) (E,b) heifit nicht ausgeartet, falls bp injektiv ist, also falls E+ = {0}
15t.

(b) (E,b) heifit regular, falls by bijektiv ist.

Bemerkung 8.6 (a) Ist A ein Korper und E endlich dimensional tiber K, so ist (E,b)
genau dann nicht ausgeartet, wenn (E,b) reguldr ist, genau dann wenn sein Radikal E+ :=
{e€ E|ble,z) =0 fir allex € E} gleich 0 ist.

(b) Jedes ganze Z-Gitter L < (R", (,)) im Euklidischen Raum nicht ausgeartet. L ist requldr,
genau dann wenn L = L#

Satz 8.7 Ist F < E so dass (F,bpxp) reguldr ist, dann ist E = F L F+

Beweis. F' ist reguldr genau dann wenn bgp : F' — F™* bijektiv ist. Also ist dann auch
br(E) = bp(F) und ker((bp)jr) = F N F*+ = {0} und damit £ = F L F* nach Lemma 8.4.
O

Beispiel: Ist L ein ganzes Gitter und M < L ein Teilgitter (nicht vollen Rangs) so dass
M < RM mit der Einschrinkung des Skalarprodukts von L ein unimodulares Gitter ist, so
ist L=M 1L M*.

Bemerkung 8.8 Der duale Modul der direkten Summe E = @) _| E; ist E* = @,_, Er.
Insbesondere ist E =11 E; nicht ausgeartet (bzw. regulir), genau dann wenn E; nicht
ausgeartet (bzw. reguldr) ist fir alle i.

Satz 8.9 Sei E ein freier A-Modul tiber einem lokalen Ring A mit maximalem Ideal I. Dann
ist E=F, L ... L E L FmitbF,F)CI,E; regulir dim(E;) = 1 oder 2. Ist 2 € A*,
so kénnen alle E; eindimensional gewdhlt werden. Es gilt: E st requldr genau dann wenn
F=0.

Beweis. Induktion iiber n := dim(E).

n = 0: Dann ist nichts zu zeigen.

Sein n > 0. (a) Ist b(E, E) C I, so setze F' := E und wir sind fertig.

(b) Ist b(E, E) ¢ I, so gibt es entweder ein e € F mit b(e, e) € A*. Dann ist aber (e) regulir
und damit £ = (e) L (e)* und dim(e)* = n — 1. Mit Induktion folgt dann die Behauptung.
(c) Bleibt der Fall wo b(e, e) € I liegt fiir alle e € E aber b(E, E) ¢ I. Dann gibt ese, f € E
mit b(e, f) € A* und es ist {e, f) =1 H < E ein reguliirer Teilmodul mit £ = H 1. H+. Da
dim(H*) = n — 2 folgt die Behauptung wieder mit Induktion.

Der Fall (¢) tritt fir char(A/I) # 2 nicht auf, da dann mit b(e, f) auch 2b(e, f) € A* ist
jedoch

2b(e, f) =ble+ foe+ f) —ble,e) = b(f, ) € 1
einen Widerspruch liefert. U
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8.2 Regulire Bilineare Riume iiber endlichen Koérpern.

Sei A=TF,, char(A) =p, ¢ =p’.

Lemma 8.10 Seien z,y € Fy. Dann ist {za® + yb* | a,b € F,} = F,. Insbesondere ist jedes
Element von F, eine Summe von zwei Quadraten:

Beweis. Dies ist klar, falls p = 2 ist, da dann schon F, = {a® | a € F}.
Sei also ¢ ungerade, ¢ € Fy, und betrachte die beiden Mengen

Q:={ra’|acF,} C:={c—yb>|beF,}

Esist |Q = 1 +1 = 2! = |C|. Da beides Teilmengen von F, sind und |Q|+|C| = g+1 > ¢
ist gilt C'NQ # 0, also gibt es a,b € F, mit za® + yb* = c. O

Folgerung 8.11 Sei p # 2 und sei (E,b) ein requlirer endlicher bilinearer Raum tiber F,.
Dann gibt es a € F;, sowie eine Basis B := (by,...,b,) von E mit

Gram(B) = diag(1,...,1,a).

Die Zahl a ist modulo Quadraten in K eindeutig bestimmt, die Determinante det(E,b) €
a/\Fq

Beweis. Nach Satz 8.9 hat (F,b) eine Orthogonalbasis C' = (cy,...,¢,) mit Gram(C) =
diag(ay,...,a,) € GL,(F,). Ist dim(E) > 2, so gibt es nach Lemma 8.10 Zahlen z,y € F,
mit a2 4 asy? = 1. Setze by := xc; + ycp, und mache weiter mit < b; >=. O

Klar ist die Determinante det(Gram(B)) =: det(b) € F}/(F})* eine Invariante der Isome-
trieklasse von (E,b). Also gilt

Folgerung 8.12 Sei g eine ungerade Primzahlpotenz. Zu jeder Dimension n gibt es bis
auf Isometrie genau zwei requlire bilineare Rdume diber F, die durch ihre Determinante

(€ F;/(F;)? = Cy) unterschieden werden.

Satz 8.13 Sei g eine Potenz von 2 und (E,b) ein requlirer endlicher bilinearer Raum tber
F,.

(a) Gibt es ein e € E mit b(e,e) # 0, so hat (E,b) eine Orthonormalbasis.

(b) Gilt b(e,e) = 0 fir alle e € E, so ist E eine orthogonale Summe von hyperbolischen
Ebenen, H = (e, f) mit b(e,e) = b(f, f) =0 und b(e, f) = 1.

Beweis. (a) Hier verfahren wir wie im Beweis von Satz 8.9 und spalten (e) als orthogonalen
Summanden ab, falls a := b(e,e) # 0 ist. Da ¢ gerade ist, gibt es immer ein a € F,
mit a? = a. Indem wir e durch a~'e ersetzen, erhalten wir b(e,e) = 1. Jetzt miissen wir
noch garantieren, dass ein f € (e)! existiert, mit b(f, f) # 0. Gibt es kein solches f, so
ist b(e + f,e + f) = 1 fiir alle f € el. Da E und somit auch el regulir ist, gibt es ein
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Paar f,f € et mit b(f, f') = 1. Ersetzt man e durch ¢ = e + f, so ist b(e/,e/) = 1,
b(e',e+f)=ble+ f,e)+ble, f)+b(f,f)=14+0+1=0und also e+ f" € {¢/)* ein Vektor
mit Norm 1.

(b) In dem Fall kann man nach Satz 8.9 den Raum FE als orthogonale Summe 2-dimensionaler

reguldrer Rdume schreiben. Wir kénnen also (E annehmen, dass E = (e, f) mit b(e,e) =
b(f, f) = 0. Dann muss a := b(e, f) # 0 sein und E = (¢, 1 f) = H. O

8.3 Quadratische Formen.

Definition 8.14 (a) Eine quadratische Form auf einem A-Modul E ist eine Abbildung q :
E — A mit

(i) q(ae) = aq(e) fiir allea € A e € E.

(i) by : E x E — A definiert durch b,(z,y) := q(x +y) — q(x) — q(y) ist eine Bilinearform.
(b) (E,q) heifit reguldr (bz.w nicht ausgeartet), falls (E,b,) reguldr (bzw. nicht ausgeartet)
15t.

(c) v:(E,q) — (E',¢) heifit Isometrie, falls ¢ ein injektiver A-Modulhomomorphismus ist
mit ¢'(p(e)) = q(e) fir alle e € E.

(d) (E,q) und (E',q") heiffen isometrisch, falls eine bijektive Isometrie ¢ : E — E' existiert.
O(E,q) :={¢: E — E| ¢ ist bijektive Isometrie } heifit die orthogonale Gruppe von E.

(f) (E,q) L (E',q) ist der quadratische Modul (E @& E',q L ¢') mit (¢ L ¢)(z,2") =
q(z) + ¢'(2') und heisst die orthogonale Summe.

Bemerkung 8.15 (a) Ist b: E x E — A eine symmetrische Bilinearform, so ist q, : E —
A, qp(z) := b(x, x) eine quadratische Form mit b, = 2b.

(b) Ist g : E — A eine quadratische Form, so gilt by(x, ) = 2q(z) fir alle v € E.

(c) Ist 2 eine Einheit in A, so sind die Begriffe “quadratische Form” und “symmetrische
Bilinearform” dquivalent.

Beispiel 8.16 Sei E = @) | Ae; ein freier A-Modul und q : E — A eine quadratische
Form. Dann gilt

q(z Tie;) = Z z2q(e;) + Z ziwibg(ei,e;) = (T1, ., 20)Q(T1, oo n)”
i=1 i=1

i<j

wo Q) die obere Dreiecksmatriz mit Diagonaleintrigen q(e;) = Qi und by(e;, e;) = Qi; fir
i < j. Wir schreiben auch abkiirzend (E,q) = [Q]. Ist 2 kein Nullteiler in A, so schreiben
wir auch (E,q) = [Q] = (B), wo B die Grammatriz von b, ist, also B;j = by(e;, e;).

(E.q) = (2) = 1] fiir E = Ae, q(e) = 1.

Die hyperbolische Ebene ist der 2-dimensionale freie quadratische A-Modul

H = o= | o] =(1 5 )

Satz 8.17 Sei E = @), Ae; ein freier quadratischer A-Modul mit ungeradem Rang. Ist
2¢ A*, soist (E,q) nicht requldr.
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Beweis. Sei B die Grammatrix von b,. Dann ist B € A™*" eine symmetrische Matrix, deren
Diagonaleintrige B;; = 2a; durch 2 teilbar sind.

Beh. Ist n ungerade, so gibt es ein Polynom P, € Z[z;,y;;] so dass fiir jedes gerade symme-
trische B, die Determinante det(B) = 2P,(a;, b;;), wobei b;; := b,(e;, e;) fir i < j.

Beweis. Mit der Leibniz Regel:

n

det(B) = Z sgn(m) HBi7Tf(i)‘

TESy i=1

Sei S:={reS,|r=rtudT ={rel,|r#r1}=XU{r"!|re X} Fir

me X ist
11 Birir = 1] B~ori = [ Bir3
i=1 i=1 j=1
und fiir 7 € S gibt es immer ein ¢ € {1,...,n} mit i = 7(i), da n ungerade ist. Insgesamt
gilt also
det(B) = Z Sgl’l(ﬂ') H Bz‘,w(i) + 2 Z Sgl’l(ﬂ') H Bi,ﬂ'(i) = 2Pn(ai, sz)
meS =1 TeX =1

Klar: P,(a;,b;;) hingt modulo (A*)? nicht von der gewihlten Basis ab.

Definition 8.18 Sei E = @), Ae; ein freier quadratischer A-Modul mit ungeradem Rang.
Dann setzen wir d'(E,q) = P,(q(e:), by(es,€;))(A*)?, die Halbdeterminante von (E,q) und
nennen (E,q) halbregular, falls d'(F,q) # 0.

Klar: Ist 2 € A* so sind halbregular und reguldr dquivalente Begriffe.
Ist £ = E; L E, frei, dim(F,) gerade, dim(Es;) ungerade, so ist d'(E) = det(E;)d'(E2).

Satz 8.19 Sei A ein Korper und (E,q) ein endlich dimensionaler quadratischer A-Vektorraum.
Dann gibt es By, ..., E. Fy,....Fs, G < E mit
odim(E;) =2, (E;, qip,) reguldr fir alle 1 <i <.
odim(F;) =1, (F}, qir,) halbreguldr fiir alle 1 < j <'s.
oq(G) = {0}
so dass
E=FE 1. 1E 1LF1l. . 1F1G.

Ist char(A) # 2, so kannr = 0 gewdhlt werden und E ist genau dann regulir, wenn G = {0}.
Ist char(A) = 2, so ist A% ein Teilkérper von A und es kann s < [A : A?] gewdihlt werden.
(Es ist A = A2, falls A endlich.) Dann ist E regulir genau dann wenn s = 0 und G = {0}
und halbregulir, wenn s = 1 und G = {0}.
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Beweis. Fiir Korper der Charakteristik # 2 folgt der Satz direkt aus Satz 8.9. Sei also
char(A) = 2. Dann ist A? := {a® | a € A} < A, da (a +b)* = a* + V?. Ist |A| < oo so ist
A = A% is aber z.B. A = Fy(x), so ist A? = Fy(2?) und [A : A?] = 2. Nach Satz 8.9 gilt
(E,b,) =FE; L ... L E 1 FmitFE, regulir und dim(E;) = 2 und b,(F, F) = 0. Es bleibt den
Raum F zu zerlegen. Fiir z,y € Fist by(x,y) = q¢(x+y) —q(z) —q(y) =0, alsoist ¢ : I — A
additiv und g(az) = a?q(z). Also ist G := {x € F | ¢(x) = 0} < F ein Teilraum von F
und ¢(F) ein A*-Teilraum von A. Also ist dim(F/G) < [A : A%]. Ergénzt man eine A-Basis
(91, ---,9¢) zu einer A-Basis (g1,-.., 9, f1,---, [s) von F, so sind die F; := (f;) halbregular.

U

Beispiel: Ist A = Fo(X), so ist [A : A%] = 2 und (1,z) ist eine A%-Basis von A. Ist F = A3
mit q(t1,te,t3) = 2 + x * t3 + 2% * 2, so ist d'(E) = 423 = 0 also E nicht halbregulir,
G = {(z,0,1)), e; := (1,0,0), e = (0,1,0), dann

E= <€1> L <€2> 1LG= [1,1’,0]

Definition 8.20 (a) Ein Teilmodul ' < (E,q) heifit scharf primitiv, falls F' ein freier A-
Modul ist und (by)p(E) = F*.
(b) Ist G ein freier A-Modul endlichen Rangs so sei

H(G) = (GG, q:x+x" — x*(x))

der durch G definierte hyperbolische Modul.

Bemerkung 8.21 Jeder requlire Teilmodul von (E,q) ist scharf primitiv.

H(G) ist ein requlirer quadratischer A-Modul.

G st ein scharf primitiver Teilmodul von H(G).

Ist F < (E,q) ein scharf primitiver Teilmodul mit q(F') = {0} (total isotrop), dann enthdlt
(E,q) einen Teilmodul isometrisch zu H(F).

Beweis. Nur die letzte Aussage bedarf eines Beweises. Sei (f1, ..., f,) eine A-Basis von F' und
e1,...,e, € Esodass f +— by(e;, f) die Dualbasis von F* ist. b,(e;+af;, e;) = by(es, €j)+a gilt
kénnen wir die Vektoren e; durch Addition von Vektoren in F so abéndern, dass b,(e;,e;) =0
ist fur alle 4, j. Setzt man dann f! :=e; —q(e;) fi, soist F' :=(f],..., f1) < Emit F& F' =
H(F). O

8.4 Die orthogonale Gruppe und der Satz von Witt.
Definition 8.22 Sei (FE,q) ein quadratischer A-Modul. Dann ist O(E, q) := {p € Auts(E) |

q(¢(x)) = q(x) fir alle x € E} die orthogonale Gruppe von E.
Fiir x € E mit q(x) € A* heifst

o, FE— FE o,(e) =e—
die Spiegelung entlang x.
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Bemerkung 8.23 Es ist 0, € O(E,q), 02 =1, 0,(x) = —x, 0,(e) = e falle e € x+.
Fir g € O(E,q) ist go,g~" = 04(z), also ist

S(E):=(o.|e€ E,qle) € A*) JO(E,q)

ein Normalteiler in O(E, q), der Spiegelungsnormalteiler.

Satz 8.24 (Witt) Sei A ein lokaler Ring mit 2 € A* und (E,q) ein freier quadratischer
A-Modul, FF < E ein requlirer Teilmodul und ¢ : F — E eine Isometrie. Dann gibt es

Beweis. Induktion nach dim(F'), so ist F' = Af mit q(f) € A*. Sei f' := p(f). Dann ist
q(f') = q(f) € A*. Weiter ist

a(f = 1) +a(f+ f) =2q(f) +2q(f') = 4q(f) € A™.

Also ist entweder ¢(f — f') oder q(f + f') € A*. Ist q(f — f') € A* , so ist ¢ = op_p eine
Fortsetzung von ¢, denn o;_p(f) = f.

Ist q(f + f') € A*, soist p = o 0 044 eine solche Fortsetzung.

Sei nun dim(F) =m > 1, F = Afy L ... L Af,,, mit q(f;) € A* fir alle i. Dann gibt
es nach Induktionsvoraussetzung ein g € O(E,q) mit g(f;) = ¢(f;) fir i = 1,...,m — 1.
Die Isometrie ¢! o ¢ ldsst also fi,..., f;—1 fest und iiberfiihrt den zu ihnen orthogonalen
Vektor f := f,, in ¢~ (¢(fm)) =: f'. Nach Induktionsanfang ist w(f) = f/, wobei w = o;_p
oder w = o ooy p. In beiden Fillen ist w die Identitédt auf (f, f/)* und lisst daher
fiyeoos fme1 € fEN () fest. O

Folgerung 8.25 (Wittscher Kiirzungssatz) Sei A ein lokaler Ring mit 2 € A* und F, Gy, G5
quadratische A-Moduln mit F' requldr so dass F' 1. G1 = F 1 Gy. Dann ist G; = Gs.

Beweis. Wir konnen (E annehmen dass F := F; 1 G; = F» 1 G5 mit F} = F; regulér. Die
[sometrie ¢ : F; — F3 konnen wir zu einer Isometrie ¢ von E fortsetzen. Diese bildet aber
den Orthogonalraum G = Fj- auf den Orthogonalraum des Bildes p(F;)* = F3- = G5 ab.

O

Satz 8.26 Sei (E,q) ein quadratischer Modul tber einem lokalen Ring A, F.G,H < E,
F, G seien frei von endlichem Rang und es gelte

br(H) = F*,bg(H) = G". (1)
Seit: F — G eine bijektive Isometrie mit
t(z) =x (mod H) fir allex € F. (2)
Dann gibt es t € O(E,q) mit t(xr) = = (mod H) fir allex € E und t(z) = x fiir alle

xe HL.
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Folgerung 8.27 (Satz von Witt fir beliebige lokale Ringe) Sind F,G scharf primitive freie
Teilmoduln des quadratischen A-Moduls (E, q) tiber dem lokalen Ring A und ist Seit : FF — G
eine bijektive Isometrie so gibt es t € O(E,q) mit t = {|p.

Beweis. Setze H = F in Satz 8.26. O

Folgerung 8.28 Der Wittsche Kiirzungssatz gilt fiir beliebige lokale Ringe.

Bemerkung 8.29 Ist (E,q) ein quadratischer A-Modul endlichem Rangs und sind Fy, Fy
zwei total isotrope (q(F;) = {0}) scharf primitive Teilmoduln gleicher Dimension, dann gibt
es ein g € O(FE,q) mit g(Fy) = Fy. Insbesondere ist die Dimension jedes mazimal total
isotropen scharf primitiven Teilmoduls immer gleich und heisst der Witt-Index ind(FE) von
(E,q)
Ist n :=ind(F), so ist

(E,q) 2 H(A™) L (F,qp)

mit ind(F) = 0. Ist (E,q) ein regulirer A-Vektorraum tber einem Kérper A, so ist der
Teilraum (F,qp) anisotrop (v € F, q(v) =0 = v = 0) und heifst der anisotrope Kern von
(E,q).

Beispiel 8.30 Der Witt’sche Kiirzungssatz gilt nicht fir Bilinearformen, denn sei A = s,
E = A% b(z,y) = xy1 + xay2 + x3y3. F1 = ((1,0,0)), Fy = ((1,1,1)). Dann ist F} = F,

aber Fj- = ( L 01 ) da b(z,z) =0 fiir alle v € Fy-.

0 (1) nicht isometrisch zu Fy- = 10
Beispiel 8.31 Auch die scharfe Primitivitit des Teilraums ist notwendig: Denn sei (F,q)
ein 3-dimensionaler quadratischer Raum mit OG-Basis (e, ea,€3), q(e1) = 1,q(es) = —1,q(e3) =
0 also (E,q) = [1,—1,0]. Sei Fy = (ey + es) und Fy = {(e3). Dann ist Fy = E+ = Fy, jedoch
gibt es keine Isometrie von E, die Fy auf Fy abbildet.

Beispiel 8.32 (quadratische Formen tiber endlichen Korpern) Sei A = T, ein endlicher
Korper, { = p’, p = char(A).

(1) Fiir Dimension 1 gibt es bis auf Isometrie genau |A*/(A*)?| verschiedene requlire bzw.
halbregqulire quadratische A-Vektorrdume, also 2, falls p > 2 und genau einen, falls p = 2
15t.

(2) Sei K = Fp die quadratische Erweiterung von A. Dann ist K ein 2-dimensionaler
A-Vektorraum und die Normform N : K — A,z — 2! ist eine quadratische Form mit
N(K)=A und ind(K,N) = 0.

(3) Ist (E,q) ein 2-dimensionaler requlirer A-Vektorraum, so ist entweder ind(E) = 1 und

(E,q) = 0 (1) } eine hyperbolische Ebene, oder aber ind(E) = 0 und (F,q) ist anisotrop.
In letzterem Fall ist (E,q) = (K, N). Denn: Sei (b1, by) eine Basis von E und q(xby +yby) =
a12% + aypxy+asy?. Dann ist a; = q(by) # 0 und das Polynom f(z) := x®>+ax+b mitb = 2
und a = 2 in Alx] irreduzibel, sein Zerfillungskorper also isomorph zu K = Fp. Also gibt
es ein o € K mat

q(zby 4+ yby) = ay(z — ay)(z — o'y) = a1 N(z — ay).
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Da N(K) = A ist, gibt es ein € K mit N(5) = a1 und die Abbildung
by + yby = fla — ay)

ist eine Isometrie zwischen (E,q) und (K, N).

Satz 8.33 (Klassifikation der requliren und halbreguldren endlichen quadratischen Vektorrdume)
Sei A ein endlicher Kérper und (E,q) ein reguldrer oder halbregulirer quadratischer A-
Vektorraum der Dimension n. Dann ist (E,q) isometrisch zu genau einem der folgenden
quadratischen Rdume:

(a) n =2m gerade und (E,q) = H™, mit Wittindex m und Determinante (—1)™.

(b) n = 2m gerade und (E,q) X H™ ' L (K,N) wo K der Erweiterungskorper von A vom
Grad 2 bezeichnet und N die Normform. Hier ist der Wittindex gleich m — 1 und die Deter-
minante (—1)™e.

(c) n = 2m + 1 ungerade und (FE,q) = H™ L [a] mit Wittindex m und Halbdeterminan-
te (—1)™a. Es gibt genau [A* : (A*)?] solche quadratische Riume, parametrisiert durch die
Vertreter a der Quadratklassen.

Beweis. als Ubung. Beachten Sie, dass (K, N) L [a] = H L [b] ist, da (K, N) L [a] den scharf
primitiven Teilraum ((«, 1)) enthélt, wo o € K, mit N(a) = —a. O
Beweis. (von Satz 8.26) (aus Kneser’s Buch) Sei A = A/I der Restklassenkorper von A und
G : E — A die zugehorige quadratische Form, etc.

Wir wollen die Fortsetzung ¢ als Produkt von Spiegelungen o), mit h € H konstruieren, die
dann automatisch (2) erfiillen und auf H-+ die Identitiit sind. Wir zeigen genauer:

t kann als Produkt von Spiegelungen oj, mit h € H gewihlt werden, falls eine der folgenden
beiden Bedingungen erfiillt ist:

A # Fy,q(H) # {0} (3)

oder
A=TF,,q(H") # {0} (4).

Wir zeigen zunédchst 8.26 unter der Voraussetzung, dass (3) oder (4) gilt durch Induktion
tiber r := dim(F') = dim(G).
Fir r =1sei F = Af und G = Ag mit g = t(f) = f + h. Dann ist

q9(h) = alg=1) = 9(9)+a(F)=b4(f, 9) = 24(f)=b(f, 9) = b(f, [)=b(f,9) = —0(f, h) = b(h, g).
Ist q(h) € A*, so ist also

-~ b(fih), _
Uh(f)—f—Th)h—f+h—g

und somit oy, die gewiinschte Fortsetzung.
Ansonsten haben wir
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und suchen e, d € H mit g = s.(f) + d, also

d="b(f,e)qle) e+ h, q(d) = b(f,e)b(g,e)qle) " + q(h).

Ist auBer ¢(e) auch noch ¢(d) inwertierbar, so ist o4(0.(f)) = g und t := o4 0 0, ist die
gewiinschte Fortsetzung.
Wegen (5) suchen wir also einen Vektor e € H mit

q(e) € 1,b(f,e) € 1,b(g,¢) & I.

Setze
H, :={z € H|bf,z)=0}, Hy:={x € H|bg,z)=0}.

Dann ist A € H; N Hy und wegen (1) ist dim(H,) = dim(H,) = dim(H) — 1. Da man
zu jedem € € H einen Vertreter e € H finden kann, haben wir zu zeigen, dass g auf dem
Komplement H — (H; U H,) nicht identisch verschwindet. Nehmen wir an, das sei doch der
Fall. Fiir beliebige

a 6271' Gﬁl ﬂﬁg,y Eﬁ— (ﬁl Uﬁg)

liegt dann ax + y nicht in H, U H, so dass

q(ax +y) = a®q(x) + ab(z,y) +q(y) =0

Hat A mindestens 3 Elemente, so folgt daraus, dass

q(z) = b(z,y) =qly) =0 (6)

Wegen (5) konnen wir speziell = h setzen und erhalten

b(h,H — (H, U H»)) = {0}

also, da (H — (H, UEQD = H auch B(E,E) = {0}. Wegen g = f + h folgt daraus F_l :_ﬁg
und jeder Vektor in H liegt entweder in Hy N Hy = H; oder in H — (HiUHy)=H — H;.

Dann ist aber g(H) = {0} ein Widerspruch zur Voraussetzung (3).

Ist A = Fy, so erhalten wir (6) fiir die z,y die zusitzlich noch in il liegen. Da aber
HnH =H,nH folgt wiederum aus (6) dass q(FL) = {0} ist, ein Widerspruch zur
Voraussetzung (4).

Induktionsschluss. Sei nun r > 1 und (f1,..., f;) eine Basis von F. Nach Voraussetzung
(1) gibt es Vektoren (hy, ..., h,) € H" mit b(f;, h;) = ;5. Sei D := F+NH Sei nun r > 1 und
(fi,..., fr) eine Basis von F. Nach Voraussetzung (1) gibt es Vektoren (hi,...,h,) € H"
mit b(f;, hj) = 0;;. Sei D := F*NH. Dann ist H = D& (hy, ..., h,). Sei F' := (f1,..., fr_1).
Dann erfiillt F’ die Bedingung (1) und die Einschréankung von t auf F’ die Bedingung (2),

also gibt es nach Induktionsvoraussetzung ein Produkt von Spiegelungen o := [] o} mit
geeigneten h € H, so dass t(f;) = o(f;) firi =1,...,r — 1. Indem wir ¢ durch o~ ersetzen,
konnen wir annehmen, dass ¢(f;) = f; firallei=1,...,r—1. Firz € Fundi=1,...,r—1

ist dann aber
b(te — z, f;) = b(tz, tf;) — bz, f;) =0
also ist
tr =x (mod Ah, & D).
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Wir wenden jetzt den Induktionsanfang an auf Af, anstelle von F' und Ah, & D anstelle von
H und erhalten so ein Produkt ¢’ von Spiegelungen oy, mit ' € Ah, & D, mit o’(f,) = t(f,).
Daop(fi)= fifiri=1,...,r—1und b’ € Ah,® D gilt, haben wir insgesamt die Abbildung
t als Produkt von Spiegelungen entlang Vektoren von H geschrieben.

Es bleibt noch nachzutragen, dass Af, und Ah, ® D die Bedingungen (1), (2), (3), (4) erfiillt.
Fir (1) und (2) haben wir dies gerade gesehen, wir zeigen nun, dass bei geeigneter Wahl
der Basis (fi,..., f,) von F auch die Bedingungen (3) bzw. (4) fiir Ah, & D gilt. Nach

Voraussetzung gibt es jedenfalls einen Vektor 7€ H baw. H  mit q(h) # 0. Wir wihlen
0 # h, € H—D, so dass dieser Vektor h € Ah, @D und ergénzen h, zu einer Basis (hl, e ,hT)
von H (mod D). Reprisentanten hy, ..., h, der h; bilden eine Basis von H (mod D) un die
duale Basis (fi,..., f-) von F' hat die gewiinschten Eigenschaften.

Zum Abschluss miissen wir noch zeigen, dass der Satz auch ohne die Bedingungen (3) und (4)
gilt. Dazu betrachten wir E' .= E 1 (Ae® Af), wobei q(xe+yf) = xy. Wegen g(e+ f) =1
konnen wir den schon bewiesenen Teil des Satzes auf E', [ := F 1 Ae, G' := G L Ae,
H =H 1 Ale + f) und t' := t L ids. anwenden. Wir erhalten eine Fortsetung v’ (als
Produkt von Spiegelungen entlang Vektoren von H') von t’ die ausser e wegen b(H',e—f) =0
auch e — f festlasst. Also ist ©' = u L ideqay und u ist die gewiinschte Fortsetzung von ¢.

O

9 Die Massformel fiir selbstduale Codes.

9.1 Massformeln.

Das Prinzip fiir Massformeln ist leicht beschrieben. Sei G eine Gruppe, die auf einer endlichen
Menge M operiert. Seien myq, ..., my ein Vertetersystem der Bahnen By,..., B, von G auf
M und S; = Stabg(m;). Dann ist

>

M =0, B;, also | M| = Z]B -

Also ergibt sich die sogenannte Massformel

"o
2T

wobei man in der Regel davon ausgeht, dass |M| und |G| bekannt sind.

Wollen wir also z.B. eine Massformel fiir selbstduale Codes, so ist
M = M(n, () := {C =C*+ <F}}

G = 5, (falls wir Permutationsiquivalenzklassen zéhlen wollen) oder G = C3 0.5, (fiir mono-
miale Aquivalenz, falls ¢ ungerade). Achtung, allgemeine monomiale Aquivalenz erhélt nicht
die Selbstdualitit, die Multiplikatoren miissen a? = 1 erfiillen, also 41 sein, falls ¢ ungerade
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und 1 falls ¢ gerade ist. Sind C4, ..., C), Vertreter der Aquivalenzklassen selbstdualer Codes
dann findet man mit der Massformel

1 |M(ng)
;Aut(ci)r‘ G]

wobei |G| = n! bzw. |G| = 2"nl.

Wir miissen also nur noch |M(n, ¢)| bestimmen, dazu benutzen wir den Satz von Witt: Jeder
selbstduale Code ist ein maximal isotroper Teilraum in dem bilinearen Raum (Fy,-). Die
orthogonale Gruppe O(Fy, -) operiert nach dem Satz von Witt transitiv auf M(n, ¢), also ist
|M(n,q)| der Index des Stabilisators eines maximal isotropen Teilraums in der orthogonalen
Gruppe.

9.2 Orthogonale Gruppen iiber endlichen Kérpern.

Sei (E, q) ein regulérer oder halbreguldrer Vektorraum der Dimension n iiber dem endlichen
Korper F,. Nach Satz 8.33 gibt es die folgenden orthogonalen Gruppen:

(a) Ist (E,q) X H™, n = 2m, so ist O(E,q) =: O5,.(Fy).

(b) (E,q) 2 H™ ! L (Fp, N), n=2m, so ist O(E,q) =: Os,,(F,).

(c) n = 2m + 1 ungerade, dann ist (F,q) = H™ L [a] mit a = (—=1)™det'(E,q). Ist € €
F; — (F})2, so ist (E,eq) = H™ L [ea) und O(E, q) = O(E, €q) =: Ogpm1(Fy).

Satz 9.1 B
() |05,,(Fo)| = 20D (e — 1) TT (¢# - ).
=1
—1
(5) |0 (Fe)| = 207D (7 4-1) H 1)
=1
m—1 1 p= 9
(¢) |Ozm1 (Fy)| = 2™ H(W —1) mit z = |0y(Fo)| = { 2 p22.

Beweis. (a) ((b) und (c) gehen dhnlich, Ubung). Schreibe (E,q) = H L V mit H = (hy, hy) =

0 :| . Sei U1 = Stabo(qu)(hl), U2 = St&bU1 (hg) Dann ist

|O(E, q)| = |O(E, q)h1||U\| = |O(E, q)ha||Uyhs||Us].

Nach dem Satz von Witt ist Uz = O(V) = OF,, , (F¢) und |Us| nach Induktion bekannt.
Die Lénge der Bahn von hy unter U ergibt sich wie folgt: Ist w € Uy, dann ist u(hy) = hy
und u(hy) = h mit b,(hy,h) = 1, g(h) = 0. Also ist h = hy + ah; +v mit a € Fy, v € V,
q(v) = —a, oder umgekehrt a = —¢q(v) durch v eindeutig bestimmt, also

Urhy = {hy — q(v)hy +v |v €V}
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und ‘U1h2| == |V‘ = £2m—2'
Die Lénge der Bahn von h; unter der vollen orthogonalen Gruppe ist nach dem Satz von
Witt gleich der Anzahl a,, isotroper (scharf primitiver) Vektoren in (E, q), wobei fiir n € N

an = s(H") = [{0 £ 2 € H" | q(x) = 0},

Ist 0 £ =y+2 € Emit gqiz) =0und y € V, 2 = z1hy + 22hy € H so ist q(z) =
q(y) + z129 = 0 genau dann wenn entweder
=0 und 2129 = 0, aber (21, 22) # (0,0) (2(¢ — 1) Moglichkeiten)
oder
y#0,q(y) =0, 2120 =0 (aym_1(2¢ — 1) Moglichkeiten)
oder
qy) #0, 21 = —q(y) /22 ((*"2 =1 — a,,_1)(¢ — 1) Moglichkeiten)
Also erhélt man
U =200 —=1) +apm 1(20—1)+ (*"2 =1 —a,_ 1)l —1)
= Ly + O = P24

also p — 2"+ 1 = (a1 — *™ 3 +1). Setzt man x,, := a,, —(*" 1 +1, so efiillt die Folge
(n)nen, die Rekursion z,, = lx,, 1 also x,, = {™xy. Da ag = 0 ist, findet man xo =1 — ¢!
und

U = 27— L = (= 1) 4 1),

Also ergibt sich

|03 (Fo)| = O, (Fo)an|V] = (€"=1) (" + 1) 2|04, (Fo)| = [ [(¢ 1) (@ 1) 2,

j=1

O

Satz 9.2 Sei A = Fy ein endlicher Korper und (E,q) = H(A™) = (c1,...,Cm, b1y ..., by)
mit ¢(> aic;) = q(_ ab;) = 0 und by(bi, c;) = 0i5. Sei C = {(c1, - .., ) €in mazimal isotroper
Teilraum von E. Dann ist

| Stabo(s,g)(C)] = | GL(C)| ™m0/ = gD T (¢ - 1)
j=1

Beweis. Sei S := Stabo(g,q)(C). Jedes Element aus GL(C) lésst sich nach dem Satz von Witt
zu einer orthogonalen Abbildung fortsetzen, d.h. die Abbildung S — GL(C), ¢ — ¢ ist
surjektiv. Thr Kern besteht aus den orthogonalen Abbildungen ¢ von E, mit ¢(c;) = ¢; fiir
alle 1 <7 < m. Dann ist p(b;) = b; + d; fiir gewisse

m

dj = Zajkck € C’L =C.

k=1

Damit ¢ eine [sometrie ist, muss gelten
q(b; + d;) = q(b;) + q(d;) + by(bj, d;) = 0+ 0+ a;; = 0
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sowie fiir i # j
bq(bZ + di, bj + d]) = bq(bi, dj) + dq(di, b]) = Qyj + Qj; = 0.
Damit kénnen wir also die Zahlen a;; mit 1 < i < j < m frei wihlen und |S| = | GL(C)|¢mm=1/2,
0

Folgerung 9.3 Die Anzahl der maximal isotropen Teilrdume des quadratischen Fy, Raums
H(F,)™ ist

[y

m

T (¢ +1).

J

Fiir ungerades ¢ konnen wir diese Formel direkt auf die selbstdualen Codes anwenden, da
jeder selbstduale Code C' = C* < (F%,-) auch bzgl. der zugehdrigen quadratischen Form
maximal total isotrop ist.

Folgerung 9.4 Sei { eine ungerade Primzahlpotenz. Ist ¢ = 1 (mod 4), so enthdlt (F},-)
einen selbstdualen Code, genau dann wenn n gerade ist. Ist ¢ = 3 (mod 4), so enthdalt (F},-)
einen selbstdualen Code, genau dann wenn n durch 4 teilbar ist. In den Fillen ist

n/2—1

(M (n,0)| = |{C =C* < (F;, )} = [ @+1).

=0

Beweis. Die Standardbasis ist eine ON-Basis von F}, also ist die Determinante von Fj gleich
1. Daher ist F} = H"? genau dann wenn n gerade ist und (—1)™?2 ein Quadrat. Also genau
dann wenn entweder n durch 4 teilbar oder £ =1 (mod 4) und n gerade. U

Wir betrachten nun die doppeltgeraden selbstdualen bindren Codes. Sei also ¢ = 2, 1 :=
(1,...,1) € F3, n durch 4 teilbar. Ist C C C* ein selbstdualer Code in F%, dann ist 1 € C*,
da ¢-1 = c- ¢ ist. Jeder selbstduale Code enthélt also 1 und ist daher ein Teilmodul des
n — 2-dimensionalen Fy-Vektorraums E,, := 1+ /(1). Auf E, ist die Bilinearform

b: E,x E, —Fy,b(c+ (1), + (1)) :=c-¢
wohldefiniert. Definieren
1
q: E, — Ty qlc+ (1)) := (5 wt(c)) + 2Z.

Dann gilt b = b, und (E,, ¢q) ist ein regulédrer quadratischer Fo-Vektorraum der Dimension
n—2. Die doppelt geraden selbstdualen Codes C' = C'+ < F% entsprechen genau den maximal
total isotropen Teilrdumen C'/(1) von (E,,q).

Satz 9.5 Sei M(n,II) := {C = C*+ < F% | wt(C) C 4Z} die Menge aller selbstdualen
doppeltgeraden Codes in F%5. Dann ist M(n,I11) # 0 genau dann wenn n € 8Z ist. In dem

Fall ist
n/2—2

|M(n, 11| = ] 2 +1).

J=0
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Fiir die einfachgeraden bindren Codes verfolgen wir eine einfachere Strategie:

Satz 9.6 Sei ¢ eine Potenz von 2 und n € N gerade. Sei weiter
M(n,Fy) :={C =C*+ <F}}
die Menge aller selbstdualen Codes in F}. Dann ist |M(n,F,)| = H?ﬁfl(ﬂi +1).

Beweis. Zunéchst eine Vorbemerkung: Da Quadrieren ein Kérperautomorphismus von Fy ist,
gilt fiir ¢ € [Fy:

c-c= Zcf = (Zci>2 = (c-1)?
i=1 i=1
insbesondere gilt fiir C' € M(n,F,) dass
1lceCc ) ={ceF}|c-c=0}=:E,.
Sei
S(n, k) :={1€C cC+<F}|dim(C) = k}.
Dann ist S(n,n/2) = M(n,F,). Jedem Code C' € S(n, k) entspricht ein Teilraum C/(1) <
Ey/(1) der Dimension (k — 1).
Behauptung. Fiir alle 1 <k <n/2 ist
k—1 gn—Zj -1

|S(n, k)| = =1

J=1

Denn |S(n,1)| = 1 ist klar.
Fiir den Induktionsschluss sei & < § und C' € S(n,k). Dann ist jeder Code (C,c) mit
ceCt—Cin S(n,k+1). Dadim(C+/C) = n — 2k ist, gibt es genau

gn—Zk -1
(-1
Codes in S(n,k + 1), die C enthalten. Umgekehrt enthélt jeder Code C' € S(n, k + 1) genau
k-1
(-1
Teilcodes D mit 1 € D. Also ist
gn—% -1 k gn—Qj -1
Stk Dl = st bl = = [T
Ist nun speziell k = n/2 so ergibt sich dieses Produkt als
n/2—1 . n/2—1
% -1 ,
S 2)| = . = 0 4+1).
st/ = [T =5 = [T @+

Daraus ergeben sich die folgenden Massformeln
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Satz 9.7 Sei (Cy,...,Cy) ein Vertretersystem der Permutationsiquivalenzklassen selbstdua-
ler Codes in IF};. Dann ist

" 1 H?ﬁ_l(@ +1) ‘ 2 ( ungerade
Z Aut(C = zZmit z =
— | Aut(C;)|

n! 1 ¢ gerade

Fiir doppeltgerade bindre Codes gilt

LI D
. Aut(C))] nl
=1

Die Mafiformel fiir die selbstdualen bindren Codes.

n h mass sum

2 1 1/2 1/2

4 1 1/8 1/8

6 1 1/48 1/48

8 2 3/896 38471 + 13447

10 2 17/26880 268871 4+ 38401

12 3 17/107520  107527! +23040~! + 46080~!

14 4 17/301056 6451271 + 46080~! + 564481 + 6451201
16 7 731/24084480 516096! + 184320~ + 1128961 + 73728~ !

+10321920~! + 3612672~ + 5160960~!

Daraus ergeben sich recht einfach die Klassifikationen der selbstdualen bindren Codes bis zur
Lénge 12. Sei ip := {(1,1)) < F3 der Wiederholungscode. Dann ist Aut(L™ iy) = C1S,, von
Ordnung 2™m! (= 2,8,48,384, 3840, 46080, 645120, 10321920 fiir m = 1,..,8). Von Léinge
8 gibt es mindestens einen weiteren selbstdualen Code, eg, der doppeltgerade ist und also
nicht isomorph zu 3. Es ist | Aut(eg)| = 1344. Codes der Lénge 10 sind iy L eg und 75 mit
Automorphismengruppenordnung 2 - 1344 und 3840. In Linge 12 erhilt man neben i3 | eg
und 7§ mit Automorphismengruppen der Ordnung 8 - 1344 = 10752 und 46080 noch einen
weiteren Code, d}5. Man erhélt ihn, indem man zum doppeltgeraden Teilcode dy5 von i5 noch
einen weiteren Vektor aus di; — i3* hinzufiigt. Es ist Aut(d},) = C3 : Sg von Ordnung 256! =
23040. Die Massformel zeigt in jedem Fall, dass die Liste der Permutationséquivalenzklassen
von Codes vollstandig ist.

9.3 Klassifikation selbstdualer Codes mit der Kneserschen Nach-
barschaftsmethode.

Wir wollen hier eine Methode kennenlernen, um algorithmisch ein Vertretersystem der Aqui-
valenzklassen selbstdualer Codes zu finden, dessen Vollstéindigkeit man dann mit Hilfe der
Massformeln verifiziert.

Definition 9.8 Auf M(n,q) := {C = C*+ < F}'} der Menge aller selbstdualen Codes der

Linge n iber dem Koérper F, definieren wir einen Graphen I' := I'(n,q) mit Eckenmenge
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M(n,q). Zwei Ecken C und D in T" sind durch eine Kante verbunden, falls dim(C' N D) =
n_q,
2

Bemerkung 9.9 Ist C € M(n,q) gegeben, so erhilt man alle zu C' in T' mit einer Kante

verbundenen Codes D, indem man alle qiﬁ;l Teilriume E der Dimension n/2 — 1 von
C' durchliuft und alle D € M(n,q) bestimmt mit D N C = E als Urbilder der isotropen

eindimensionalen Teilrdume von E+/E.

Satz 9.10 I' ist zusammenhdngend.

Beweis. Definieren einen Abstand d auf M(n,q) durch d(C,D) = n/2 — dim(C N D) €
{0,...,n/2}. Dann ist d eine Metrik und wir wollen zeigen, dass d(C, D) genau die Lénge
¢(C, D) eines kiirzesten Weges in I' von C' nach D ist. Dazu nutzen wir Induktion iiber
d(C,D). Ist d(C,D) = 1, so sind C' und D in I' durch eine Kante verbunden. Sei also
d(C,D) =k >1.Sei CND < X < D ein Teilraum von D mit dim(X/(C N D)) = 1. Dann
ist C+ X > C und FE := (C + X)* < C ein Teilraum von C der Codimension 1. Setze
C) = X + (C + X)*. Dann ist

(a) 01 = ClJ‘

Denn C; C Cf und dim(C}) = dim((C' + X)*) + 1.

(b) (C+ X))t =C,NC, also d(Cy,C) =1 und C; und C durch eine Kante in I verbunden.
(c) CiND =X, also d(Cy,D) =d— 1.

Nach Induktion ist also d(Cy, D) = ¢(Cy, D) = k—1 und da ¢ die Dreiecksungleichung erfiillt
ist auch ¢(C, D) < k.

Das zeigt schon, dass I' zusammenhéngend ist. ¢ = d zeigen Sie in der Ubung. 0

Ubungsaufgabe: Schrénkt man den Graphen I'(n, 2) auf die Eckenmenge der doppeltgeraden
bindren selbstdualen Codes ein, so ist der daraus resultierende Teilgraph wieder zusam-
menhéngend.

Um den Nachbarschaftsgraphen auszurechnen, geht man meist zur Menge M(n, q)/S, der
Aquivalenzklassen selbstdualer Codes in [y iiber. Die Gruppe S, operiert auf I' als Graph-
automorphismen, da d(C, D) = d(7(C), w(D)) ist fiir alle 7 € S,,. Also ist der Quotient I'/S,,
wieder ein zusammenhéngender Graph mit Eckenmenge {[C] | C' € M(n,q)}.

Ein MAGMA Programm zur Berechnung dieses Graphen ist auf der homepage erhéltlich.

Algorithmus.

Eingabe. n, g sowie einen Code C' € M (n, q).

Ausgabe. V := {C,. .., C}} ein Vertretersystem der Aquivalenzklassen von Codes in M (n, q).
Algorithmus. Setze V := {C}, akt :== 1, anz := 1.

Solange akt < anz wiederhole

C = V]akt]

fir alle maximalen Teilrdume £ < C

(ist ¢ = 2, so gentigen auch die Teilrdume F, die 1 enhalten.)

bestimme die Codes D € M(n,q) mit C N D = E als volle Urbilder der isotropen eindimen-
sionalen Teilriume von E+/E.

fiir jedes solche D vergleiche, ob es dquivalent zu einem Element von V ist.
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Ist D neu, so fiige D zu V hinzu und setze anz := anz + 1.
end solange.

Damit kann man die folgenden Klassifikationen erhalten:

N[ T [ II | IIT | IV
2 1 1(1) | = ST
4010 | = | 1) | 1(1)
6| 1(1) | - — | 201)
s | 21) | 11) | 1) | 3(1)
10| 2 - - | 5(2)
12 3(1) | — | 311) | 10
14| 41) | - — | 21(1)
16| 7 |22 | 7(1) | 55(4)
18] 9 - — | 244(1)
20| 16 | — | 24(6) | (2
22| 25(1) | — -

24| 55 | 9(1) |338(2)

2| 103 | — -

28| 261 | — |(6931)

30| 731 | — -

32| 3295 | 85(5)

34| 24147 | — -

N bezeichnet hier die Lénge der Codes, in Klammern ist die Anzahl der extremalen Co-
des angegeben. Die erste Spalte gibt die Anzahl der selbstdualen bindren Codes an, die 2.
Spalte nur die doppeltgeraden. Die 3. Spalte listet die Anzahl monomialer Aquivalenzklassen
selbstdualer terniirer Codes C' = C+ < FY auf und die letzte Spalte gibt die sogenannten

Typ IV Codes an, das sind hermitesch selbstduale Codes C' = c < FY bis auf monomiale
Aquivalenz.

10 Wittgruppen.

Definition 10.1 Sei A ein kommutativer Ring. Auf der Menge der Isometrieklassen re-
guldrer quadratischer A-Moduln definieren wir eine Addition durch die orthogonale Summe.
Zwei requlire quadratische A-Moduln (Ev,q1) und (Fa, q2) heiffen Witt dquivalent, falls es
hyperbolische Moduln Hy und Hy gibt, mit

Ey L HH=Ey, L Hy.

Die Wittgruppe WQ(A) von A ist die Menge der Aquivalenzklassen requlirer quadratischer
A-Moduln mit der Addition [E] + [F) := [E L F].. Das neutrale Element in WQ(A) ist die
Klasse der hyperbolischen Moduln und —[(E, q)] = [(F, —q)].

Bemerkung 10.2 (a) Ein Modul (E,q) heifit metabolisch, falls E = N ® P mit N = Nt
und q(N) = {0}. Wegen Bemerkung 8.21 sind metabolische Moduln gleich 0 in WQ(A).
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(b) Gilt der Wittsche Kirzungssatz fiir A, so hat jede Klasse in WQ(A) einen eindeutigen
anisotropen Vertreter.

Beispiel 10.3 Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so ist WQ(K) = Cy, falls
char(K) # 2 und WQ(K) = {0}, falls char(K) = 2 ist. Denn jede quadratische Form von
Dimension 2 ist isotrop: ist q(z,y) = ax?+bxy+cy? so hat das quadratische Polynom q(x,1)
eine Nullstelle in K, also gibt es einen Vektor 0 # v mit q(v) = 0. Dann aber spaltet der
Raum die hyperbolische Ebene ab, ist also gleich 0 in WQ(K).

Beispiel 10.4 WQ(R) = Z vermdge der Signatur.

Beispiel 10.5
CyxCy ¢g=1 (mod4)
WQ(F,) =< C4 g=-—1 (mod 4)
Cy g=0 (mod 2)

Dies ergibt sich aus der Klassifikation der quadratischen Rdume in Satz 8.33. Ist ndmlich
g = —1 (mod 4), so ist [1] L [1] = (Fp2, N) der eindeutig bestimmte anisotrope Raum der
Dimension 2 und [1] hat Ordnung 4 in WQ(F,). Ist g =1 (mod 4), so ist [1] L [1] = H und
WQ(F,) = ([1]) x ([e]) wobei € kein Quadrat in ¥} ist. Ist q gerade, so hat jeder reguldre
quadratische Raum gerade Dimension und WQ(F,) = ((F.2, N)) = Cb.

10.1 Die Wittgruppe endlicher abelscher Gruppen.

Definition 10.6 Sei A eine endliche abelsche Gruppe. Eine requldre symmetrische Biline-
arform b: A x A — Q/Z ist eine biadditive Abbildung mit b(x,y) = b(y,x) fir alle x,y € A
so dass by : A — A* := Hom(A,Q/Z),a — (x — b(a,x)) ein Isomorphismus ist.

FEine regulire quadratische Form q : A — Q/Z ist eine Abbildung mit q(na) = n*q(a) fiir alle
n € Z so dass by : (x,y) — q(x +y) — q(x) — q(y) eine regulire symmetrische Bilinearform
15t.

Identifiziert man den endlichen Primkorper [F), mit %Z/ 7, so ist jeder endlich dimensionale
regulére F,-Vektorraum auch eine reguldre endliche abelsche Gruppe.

Beispiel 10.7 (Diskriminantengruppe) Sei L ein ganzes Z-Gitter in einem reguliren Q-
Vektorraum (V,b), so induziert b eine requldre Bilinearform

b: L*)L x L* /L — Q/Z,b(x + L,y + L) := b(x,y) +7Z

auf der Diskriminantengruppe (L* /L,b). Ist L sogar gerade, so erhalten wir eine requlire
quadratische Form

1
q: L*/L — Q/Z,x+ L §b(m,x)+Z

mit zugehoriger symmetrischer Bilinearform b, = b.
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Lemma 10.8 Sei (A,b) eine regulire endliche bilineare Gruppe. Dann ist (A,b) =1, (Ap,b)
wobei A, die p-Sylowgruppe von A bezeichnet. Analoges gilt fiir quadratische Formen.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir verschiedene Primzahlen p und ¢ die Sylowgruppen A,
und A, senkrecht aufeinander stehen. Sei also z € A, und y € A, und wahle £,/ € N mit
pFr = ¢'y = 0, sowie ¢, d € Z mit cp* + dg* = 1. Dann ist

b(z,y) = cp*b(z,y) + dg'b(z,y) = cb(p*z,y) + db(z,q"'y) =0+ 0 = 0.

O

Definition 10.9 Sei (A,b) eine endliche abelsche Gruppe mit requlirer symmetrischer Bi-
linearform. Ist N < A eine Untergruppe von A, so auch

N+ :={a€ A|bla,n) =0 fiir allen € N}.

(A,b) heisst schwach metabolisch, falls es eine Untergruppe N < A gibt mit N = N+.

Fiir quadratische Formen fordert man zusdtzlich, dass q(N) = {0} ist.

Die Wittgruppe W' der symmetrischen Bilinearformen (bzw. WQ der quadratischen Formen)
auf endlichen abelschen Gruppen ist die Grothendieckgruppe der Menge aller Isometrieklassen
requldrer endlicher abelscher Gruppen, modulo der schwach metabolischen. Die Klasse von
(A, b) in W wird mit [A,b] bezeichnet.

Es ist (A,b) L (A, —b) schwach metabolisch, da die Diagonale N := {(a,a) | a € A} eine
selbstduale Untergruppe ist. Also ist —[A,b] = [A, —b].

Fiir eine Primzahl p bezeichne W (p) bzw. WQ(p) die Wittgruppe der endlichen abelschen
p-Gruppen mit reguldrer Bilinearform bzw. quadratischer Form.

Bemerkung 10.10 W = [[ W(p) und WQ = [, WQ(p).
Bemerkung 10.11 Ist (A,b) requlir und N < A, so ist (N+)t = N.

Beweis. Dies liegt daran, dass die Einschrankung ry : A* — N*, ¢ +— ¢y surjektiv ist. Jeder
Homomorphismus von N nach Q/Z lasst sich zu einem von A nach Q/Z fortsetzen, da Q/Z
divisibel ist.

Es ist klar, dass N C (N+)* gilt. Aber |A| = |N||[Nt|, da Nt der Kern der Komposition
von by mit ry ist. Ebenso gilt |A| = |[NL||[(N1)1], da (N1)t = ker(ryL o ba). O

Lemma 10.12 Sez N < (A,b) mit N C Nt. Dann induziert b eine requlire symmetrische
Bilinearform b auf N+ /N definiert durch
b(z + N,y + N) := b(x,y) fir alle z,y € N*

und (A,b) L (N+/N,—b) ist schwach metabolisch. Analoges gilt fiir quadratische Formen,
wenn man zusdtzlich fordert, dass q(N) = {0}. (Ubung, G ist wohldef. ...)
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Beweis. b ist wohldefiniert und reguliir, da (N+)* = N. Die Untergruppe U := {(1,7) | = €

N+}in (A,b) L (N+/N,—b) erfiillt sicherlich U C U*. Aber |U| = |[N*| = lW |U+| da
[Ax N*/N| = Al 37 = U2, O

Satz 10.13 Jedes Element von W (bzw. W Q) hat einen anisotropen Vertreter.

Beweis. Sei (A, b) ein Vetreter von [A, b] mit |A| minimal. Angenommen es gibt ein x € A
mit z # 0 aber b(x, ) = 0. Dann betrachten wir N := () < A. Es ist N C N* also nach
Lemma 10.12 [A,b] = [N*+/N, b] ein Widerspruch zur Minimalitéit von |A|. O

Bemerkung 10.14 Jeder anisotrope Vertreter (A,b) in W hat quadratfreien Exponenten.

Beweis. Sei € A, n € N, n > 1 mit n?z = 0. Dann ist b(nz, nx) = b(n?z,x) = b(0,z) =0
also nz = 0, da (A, b) anisotrop war. O

Folgerung 10.15 Es ist W(p) = WQ(p) = WQ(F,) falls p # 2. Es ist W(2) = Cs.

Beweis. Fiir p # 2 sind quadratische Formen und symmetrische Bilinearformen &quivalente
Konzepte.

WQ(F,) — WQ(p).(q:V —F,) (%q V- Q)

ist eine kanonische Abbildung, es geniigt also eine Inverse zu konstruieren. Sei (A, q) ein
anisotroper Vertreter in W (p). Dann ist nach Bemerkung 10.14 A ein [F,-Vektorraum und
q:A— %Z /Z, also (A, pq) € W(IF,). Dass dies einen wohldefinierten Gruppenisomorphismus

liefert zeigen Sie als Ubung. Fiir W (2) = C zeigen wir, dass jeder regulire bilinear Fo-
Vektorraum (V,b) der Dimension > 1 isotrop ist. Angenommen (V,b) anisotrop. Dann ist
firz £y eV —{0} b(z,z) =b(y,y) =1 und b(z + y,z + y) = 0 ein Widerspruch. O

Es gentiigt also jetzt noch WQ(2) zu bestimmen.
Satz 10.16 WQ(Q) = Cg X 02.
Dazu benotigen wir sogenannte Gauss-Summen auf endlichen quadratischen Gruppen.

Definition 10.17 Sei e(t) := exp(2mit). Dann ist e : Q/Z — C* ein Gruppenhomomorphis-
mus.
Fiir eine endliche quadratische Gruppe (A, q) sei

(A, q) == \/|7 > elg(a), 1(A q) == \/|A— Zpe(q(a))

acA
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Lemma 10.18 T'(4,q) = [[, (4, 9)-

(A1, 1) L (A2, 2)) = T(A1, q1) - (A2, ¢2)).
Ist (A, q) schwach metabolisch, so ist v,(A,q) =1 fir alle p.
Insbesondere definiert v, einen Gruppenhomomorphismus v, : WQ — C*.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind klar. Sei nun (A, q) schwach metabolisch. Dann
ist auch (4,,q) schwach metabolisch, da die p-Sylowgruppe N, von N = N+ < (A, q),
q(N) = {0} ebenson N, = N, < (Ap, ¢) und ¢(N,) = {0} erfullt Also (E A = A und N

eine selbstduale total isotrope Untergruppe. Sei A :Ui:1 a; + N mit a; = 0. Dann ist

Ze(q(a)) = Z Z e(q(a;+n)) Z Z q(a;) +by(ai,n Ze Z (by(a;,m)).

a€A i=1 neN i=1 neEN i=1 neN

Ist a; € N = Nt so ist n — b,(a;,n) ein nichttrivialer Gruppenhomomorphismus von N
nach Q/Z. Es gibt also ng € N mit b,(a;,ng) # 0. Dann ist aber

Z e(bq<ai>n)) = Z e(bq(ai,n +ng)) = e(bq(aia no)) Z e(bq(aivn))'

nenN neN neN

Also ist fiir i # 1 die Summe )\ e(by(a;,n)) = 0. Fiir i = 1 ist by(ay,n) = b,(0,n) = 0 fiir
allen € N, also Yy e(bg(a;,n)) = |N| = +/|A]. O

Definition 10.19 Firk=1,3 und ¢ =1,3,5,7 sei

o = (Z)2Z,q), mit q(1) = Z + Z, sowie vy := (Z/AZ,q), mit q(1) = g + Z.

Weiter sei

= (Z)22.® Z/2Z, q) = (]sz;N) ll/Q %3}

mit q(x) = 5 fiir alle x # 0.

Bemerkung 10.20 ¢, und ¢, sind requlire quadratische Gruppen. Es ist

1 (1+€(1)) 1+

Ya(¢1) = 7 1 73 = (s
Y2(th1) = ( +G G+ G) =G
100 = 3L+ (=1) + (1) + (-1)) = -1

Lemma 10.21 In WQ(2) gilt
(1) 8[¢1] = 0.
(2) 2[¢n] = 2[4].
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(3) k1] = [Yk (moa 8)] fiir ungerade k.
(4) Aln] = [x].
(5) [¢1] + [¢s] = 0.

Beweis. (1) Sei (ay, .. .,ag) eine Basis von 1® ¢; und
N :={a; + ay + a3 + a4, a3 + ag + a5 + ag, a5 + ag + a7 + ag, a; + az + as + ar).

Dann ist N < N+, ¢(N) = {0} und |N| = 2% also N = Nt und 18 ¢ ist (schwach)
metabolisch.

(2) Sei (a1, as) eine Basis von 1, L 9, und e := 2a; + 2ay. Dann ist g(e) = 0 und {(e)*+ =
(2a1,2as, a1 + as). Also bilden a; + as, a; + 3ay eine Basis von (e)*/{e) = ¢ L ¢;.
(3)-(5) Als Ubung. Es ist [¢)1] + [17] schwach metabolisch, also gleich 0, also [1/7] = —[t1]
7[11] nach (1) und (2). O

Beweis. (von Satz 10.16) Wir zeigen, dass

WQ(2) = ([¢1]) & ([p1] — [Un] = [01] + [v7]) = Cs x Ch.

Nach obigem Lemma und Bemerkung hat [¢;] Ordnung 8 und 4[¢1] # [¢1] + [¢7]. Da die
Ordnung der zugrundeliegenden abelschen Gruppe von [¢1] + [¢7], ndmlich Z/2Z & Z/AZ
kein Quadrat ist, ist [¢1] + [¢7] nicht schwach metabolisch und also hat nach dem Lemma
[61] + [17] die Ordnung 2. Es bleibt zu zeigen, dass

WQ<2) = <[¢k]7 [¢Z]> [X] | k= 17376 = 1737577) =: X.

Sei also (A, q) eine anisotrope quadratische 2-Gruppe. Wir zeigen, dass [A, g] € X ist durch
Induktion tiber |A|. Zunéchst ist der Exponent von A ein Teiler von 4. Enthélt A ndmlich
ein Element z € A der Ordnung 8, so ist

q(4z) = 16¢(z) = 8by(z,z) = b,(8z,2) =0

also 4x isotrop, ein Widerspruch dazu, dass A anisotrop ist.

Ist nun a € A ein Element der Ordnung 4, so ist ¢(a) = £+7Z fiir k € {1,3,5,7} da zum einen
by(4a,a) = 8¢(a) = 0 und zum anderen ¢(2a) = 4q(a) # 0 ist. Dann ist aber A = (a) L (a)*
und (a) = .

Also kénnen wir annehmen, dass der Exponent von A gleich 2 ist. Falls ein a € A existiert, mit
q(a) = % fiir ungerades k, so konnen wir die regulédre Form ¢, als orthogonalen Summanden
abspalten. Also bleibt der Fall, ¢(A — {0}) = {3 + Z} zu betrachten. Dann ist aber (4,2q
(mod 27Z)) ein anisotroper quadratischer Raum iiber Fy also isometrisch zu (Fy, N), also
A y. O

Folgerung 10.22 Da WQ Ezponenten 8 hat, ist fiir jede Primzahl p der Homomorphismus
Tt WQ — ((g) < C~.
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10.2 Die Wittgruppe von Q.
Satz 10.23 WQ(Q) = WQR)a W = Z & @, W (p).

Beweis. Da Q C R liefert die Signatur einen kanonischen Epimorphismus S : WQ(Q) —
WQ(R) = Z. Wir wollen jetzt einen kanonischen Epimorphismus F' : W(Q) — W konstru-
ieren. Dazu sei (V,b) ein bilinearer Q-Vektorraum und L ein volles ganzes Gitter in V. Dann
liefert b eine reguldre symmetrische Bilinearform

by L*/L x L* /L — Q/Z.

Wir méchten (V,b) auf (L#/L,by) € W abbilden. Dazu miissen wir zeigen, dass die Klasse
von (L#/L,by) in W nicht von der Wahl des ganzen Gitters L in V abhingt.

Ist ndmlich Ly < L ein Teilgitter, so ist L/Ly < L# /Lo eine Untergruppe mit dualer Gruppe
(L/Lo)* = L# /Ly und nach Lemma 10.12 ist [L{ /Lo, br,] = [L# /L, b].

Sind allgemeiner Ly, Ly zwei ganze Gitter in V| so ist auch Lo := L; N Ly ein ganzes Gitter

und nach obigem
[L#/Lla bL1] = [LO#/LO> bLo] = [L#/L% bL2]'

Um zu zeigen, dass WQ(Q) = WQ(R) & W betrachten wir die Untergruppe
Ur = ([a] | a € Z, alle Primfaktoren von a sind < k) < WQ(Q)

Klar ist die Signatur S ein Isomorphismus S : U; = Z = WQ(R) und U; < ker(F). Die
Untergruppe Us = ([1],[—1,2]) ist kanonisch isomorph zu WQ(R) x W (2) = Z x C5. Dazu
miissen wir nur einsehen, dass [—1,2] < ker(S) Ordnung 2 in WQ(Q) hat, denn [—1,2, —1, 2]
enthélt den selbstorthogonalen Teilraum ((1,1,1,0), (0,1,2,1)).

Per Induktion {iber k mochten wir zeigen, dass Uy = WQ(R) B, W(p).

Fiir £k = 1 und k = 2 haben wir dies bereits gesehen. Ausserdem ist klar, dass Uy = U_; ist,
falls k£ keine Primzahl ist. Ist nun k& = p eine Primzahl, so geniigt es zu zeigen dass

Lemma 10.24 Sei p eine ungerade Primzahl. Die Abbildung 6, : WQ(Q) — WQ(F,),
definiert fir a € Z,pfa durch 6,([a]) = 0 und d,([pa]) := [a] liefert einen Isomorphismus
Up/Up-1 = WQ(Fy).

Beweis. 6, ist klar surjektiv mit U,—; im Kern. Es bleibt zu zeigen, dass U,_1 = ker((6,)v, ).
Sind ay,...,a, € Zmit |a;| <p—1lunda €Z,0 < |a| <pmit a;---a, =, a, so ist
lap] = [ay -+ - a,p] (mod U,_y).

Wir beweisen das wieder mit Induktion iiber r. Fiir » = 1 ist nichts zu zeigen. Fiir r = 2 sei
ajas = a+kp mit k € Z. Ist k = 0, so ist wieder nichts zu zeigen. Ist k& # 0, soist 0 < |k| <p
und

la, kp| = [a + kp, (a + kp)akp] = [a1as, arazakp]

da [a, kp| die Zahl a + kp darstellt und beide Formen die gleiche Determinante haben. Mul-
tipliziert man diese Gleichheit mit p, so erhalten wir

[ap, k] = [a1a2p7 a1a2ak]
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also [ap] = [a1agp] (mod U,_;). Fiir beliebiges r liefert diese Uberlegung den Induktions-
schritt. Wir haben also gezeigt, dass U, = (U,_1, [ap] | 1 < |a| < p).

Um das Lemma zu beweisen geniigt es also zu zeigen, dass die Formen [ap] modulo U,_; die-
selben Relationen erfiillen wie die Formen [a] in W (F,). Ist @ = bc?, so ist [a] = [b] € W (F,),
aber auch [ap] = [bc?p] = [bp] modulo U, ;. Also geniigt es die Klassen [p] und [ep] zu
betrachten, wo e € Fy — (F;)Q. Ist —1 ein Quadrat, so gibt es ein z € {1,...,p — 1} mit
2> = (—1) 4+ kp =, —1. Dann ist aber der Vektor e; + zes in [p] L [p] von Norm kp?, also
[p] L [p] = [k] L[] € Up_1. Ebenso [ep] L [ep] € U,—.

Kann man ¢ = —1 wéhlen, so ist [p] + [—p] = 0 in W(Q), d.h. [ep] = —[p] und es geniigt zu
zeigen, dass [p] + [p] + [p] + [p] =0 (mod U,_1), bzw. [p] + [p] = [ep] L [ep] (mod U, ;). Es
gibt aber a,b € {1,...,p — 1} mit a® + b*> = € + kp. Der Vektor ae; + bey € [p] L [p] ist also
von Norm ep + kp?, also [p, p| = [ep, ep] (mod U,_). O O

Folgerung 10.25 Zwei rationale symmetrische bilineare Rdaume (Ey,by) und (Es,be) sind
isometrisch, genau dann wenn dim(E;) = dim(E,), sgn(by) = sgn(by) und §,(b1) = 0,(b2)
fiir alle Primzahlen p.

Beweis. Die Bedingungen liefern die Gleichheit von [Ey, b] und [Es, be] in WQ(Q), das heisst
es gibt hyberbolische Moduln H;, Hy mit

(El,bl) 1 Hl = (Eg,bg) 1 Hg.

Da dim(E;) = dim(F,) ist, folgt H; = Hy und da der Satz von Witt gilt damit auch
(E17bl) = (E2762)' O

10.3 Die Wittgruppe von Q,.

Definition 10.26 Sei A ein Integrititsbereich mit Quotientenkorper K. Sei (V,b) ein re-
guldrer bilinearer endlich dimensionaler K -Vektorraum. Fine Teilmenge L C V heifit volles
A-Gitter in V, falls eine K-Basis (b, ...,b,) von V existiert mit L = @, Ab;. Das duale
Gitter ist dann L¥ := {v € V | b(v, L) C A} wieder ein A-Gitter in V mit der Dualbasis als
Gitterbasis.

Zunéichst Liften von Isometrien:

Satz 10.27 Zwei reguldre quadratische Z,-Gitter (L;, q;) sind genau dann isometrisch wenn
sie modulo p isometrisch sind.

Beweis. Sei fiir & > 1 die Abbildung u : L; — Ly eine Isometrie modulo p*, d.h. v ist ein
Isomorphismus von L; nach Ly (Nakayama) und ¢o(uz) = ¢1(x) (mod p*). Wir wollen einen

Isomorphismus u’ : L; — Lo konstruieren mit v’z = ux (mod p*L,) und

@'z) = q(z) (mod p**).
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Dazu setzen wir u'(x) = u(x) + pFv(z) an fiir eine gesuchte Abbildung v : L1 — L.

(v () — (@) = ga2(u(z)) — @1(@) + p* @2(v()) + P ba(u(), v(2))

Schreibt man go(u(z)) — ¢1(x) =: p*Fa(z, z) fiir eine (nicht unbedingt symmetrische) Biline-
arform a : L1 x Ly — Z, und beriicktsichtigt man das 2k > k + 1 ist, so suchen wir eine
lineare Abbildung v : L1 — Lo mit

bo(u(y),v(x)) = a(y, ) (mod p*) fiir alle z,y € L,
In Matrizen bzgl. Gitterbasen von L; und Lo liest sich dies als
UB V" =A< V" =By'U A

Da U und Bs invertierbar sind, ist diese Gleichung in Z,, 16sbar. Wir erhalten so eine Cauchy-
Folge von Abbildungen, die modulo p* (k = 1,2,4,8,...) Isometrien sind. Da mit Z, auch
der Matrixring Z;*" vollstandig ist, konvergiert diese Folge gegen eine Isometrie. U

Folgerung 10.28 WQ(Z,) = WQ(F,).

Satz 10.29 Jedes Z,-Gitter L in einem reguldren Q,-Vektorraum (V,b) lafit sich schreiben
als orthogonale Summe

L= (Lg,p"ba) L (Lay1,p" ™ bay1) L ... L (L, p°be)

fiir eindeutige a < ¢ € Z, so dass (L;,b;) requldre Z, Gitter (eventuell =0, falls a < i < c).
(sogenannte Jordanzerlequng).

Ist p ungerade, so sind die Jordankomponenten (L;,b;) sind bis auf Isometrie eindeutig und
nach Satz 10.27 durch Dimension n; und Determinante d; eindeutig bestimmt. Sei ¢; € +1
mit €; := —1 < d; ist kein Quadrat. Dann erhalten wir ein p-adisches Symbol fiir L:

L — [(pa)eana7 (p[l+1)€a+1na+l7 el (pc)ecnc]'

Beweis. Die Existenz folgt durch sukzessives Anwenden von Satz 8.9. Da (V, b) ein regulérer
endlich dimensionaler Q,-Vektorraum ist, gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl a € Z so
dass mit O’ := p~b gilt: ¥'(L, L) C Z, und es gibt ein £ € L mit 0'(¢,{) € Z;. Nach Satz 8.9
(angewandt auf den bilinearen Z,-Modul (L, '), gibt es ein reguldres Z,-Gitter (L,,b") mit
(L,V) = (La,b') L (L',V) so dass V' (L', L') C pZ,. Mache weiter mit (L', p~'V') und erhalte
so die Jordanzerlegung. Zur Eindeutigkeit beachte man, dass £ := (L/pL, ') ein bilinearer
[F,-Vektorraum ist mit Radikal £ = L'/pL’. Die Determinante von (L,,b") ist modulo p
genau die des bilinearen Raums (E/E’,V/) und damit modulo (Z;)? eindeutig bestimmt.
Da Dimension und Determinante nach Satz 10.27 das reguldre Z,-Gitter (L,, V') eindeutig
festlegen folgt daraus die Eindeutigkeit der Jordankomponenten. 0

Satz 10.30 Seip # 2. Dann ist WQ(Q,) = WQ(F,) ® WQ(F,).
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Beweis. Wir definieren zwei Abbildungen d,, 6,: WQ(Q,) — W(p) = WQ(F,) wie folgt. Ist
(V,q) ein reguldrer Q,-Vektorraum, so wihle ein ganzes Z,-Gitter L mit pL# C L C L¥.

(jedes maximal ganze Gitter erfiillt diese Bedingung) Wie bei WQ(Q) definieren wir

6p([V.q)) = [L*/L,q1] € WQ(p)
und

5,([V.q)) = [L/pL*, q) € WQ(F,).
Es ist [V, ¢] € ker(d,) genau dann wenn jedes maximal ganze Gitter in (V, ¢) unimodular ist,
also ein reguléres bilineares (oder auch quadratisches, da p # 2) Z,-Gitter. Dann ist aber
[L,q] € WQ(Z,) schon durch [L/pL,q] = 6,([V,q]) € WQ(F,) bestimmt. Klar kann man
regulére quadratische Formen iiber [, zu reguldren quadratischen Formen iiber Z, liften,
also haben wir ¢, surjektiv und ker(d,) = WQ(Z,) = WQ(F,). Um die Direktheit zu zeigen,
brauchen wir eine Untergruppe U von WQ(Q,) mit 6,(U) = {0} und 6,(U) = W (p). Dazu
liften wir jede Form aus WQ(F,) (mit anisotropen Vertreter A der Dimension 1 bzw. 2) zu
einer reguldren Form (E,q) in WQ(Z,) der gleichen Dimension und betrachten den Raum
V = Q,® E mit der quadratischen Form pq. In diesem Raum ist (£, pg) ein maximal ganzes

Gitter mit E#/F =~ A. O
(1] | [e] | [p] | [ep]
0p | 0 | 0 |[1]] []
6, [ [1] ][] ] O] 0

Satz 10.31 WQ(@2) = Cg @ CQ @D 02

Beweis. Die Wittgruppe von Qy wird erzeugt von den eindimensionalen Formen [a] wo a
durch ein Vertretersystem der Quadratklassen a € {1,3,5,7,2,6,10, 14} 1auft. Da [a,b] =
l[a+b,ab(a+b)] und [1,7] ~ [3,5] ~ H ist finden wir die folgende Relationenmatrix

] B B (7 2 [6] [10] 14 [ [3] [5] [7] [2] [6] [10] [14]
10 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
o 1 1 0 0 O 0 0 0o 1 1 0 0 O 0 0
10 0 1 -1 O 0 -1 o o0 1 1 0 0 1 =3
1 -1 0 0 1 -1 0 07 0 0 0 2 0 0 0 -2
1 -1 0 0 0 O 1 -1 o 0 0 0 1 0 0 1
1 0o 0 -1 0 1 -1 0 o 0o 0 o0 0 1 -1 =2
2 0 0 0 -2 0 0 0 0o 0 0 0 0 O 2 2
o o0 2 0 0 0 =2 0 0O 0 0 0 0 O 0 8
Also ist WQ(Q2) ein epimorphes Bild von Cg x Cy x Cy. Wir zeigen noch, dass |[WQ(Q2)| > 32

ist. Die Abbildung
a: WQ(Qy) —» WQ(2) = Cs x Cy, [V, q) — [L¥/L,q]

ist ein Epimorphismus. Der Kern von a hat Ordnung > 2, da (Q2, ¢(z,y) := 2% + a2y + y?)
ein Element # 0 im Kern dieser Abbildung ist. U
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Bemerkung 10.32 Den Satz 10.51 hdatten wir auch wie folgt einsehen kénnen: Ist [V, q| ein
quadratischer Raum tiber Qy so wéhle ein mazimal gerades Zo-Gitter L in' V. Dann liefert die
quadratische Form eine reguldre quadratische Form G : x + L +— q(x) + Z auf der endlichen
abelschen Gruppe L# /L. Die Wittklasse von (L#/L,q) € WQ(2) ist unabhingig von der
Wahl von L und wir erhalten so eine Abbildung 9, : WQ(Qq) — WQ(2), die klar surjektiv
ist. Der Kern von 094 besteht aus den quadratischen Rdumen, die ein gerades unimodulares
Gitter enthalten, also ein Gitter L, so dass (L, q) ein regulirer quadratischer Zo-Modul ist.
Dann ist (L,q) aber schon durch (L/2L,q + 2Z5) € WQ(Fy) = Cy bestimmt, also erhalten
wir insgesamt WQ(Qq) = WQ(2) x WQ(Fs) = Cs x Cy x Cs.

10.4 Das lokal-global Prinzip fiir rationale quadratische Formen.
Die Abbildung 6, : WQ(Q) — W (p) faktorisiert tiber WQ(Q,),

WQ(Q) - WQ(Qy) — W(p),[Vid] = [Qy® V,q] = [L¥/L, by].

Also ergibt sich der folgende Satz von Hasse und Minkowski.

Folgerung 10.33 (Hasse-Minkowski, schwache Form) Eine rationale quadratische Form ist
hyperbolisch, genau dann wenn alle ihre Vervollstindigungen hyperbolisch sind.

Zwei regulire rationale quadratische Raume (Ey, q1) und (Es, q2) sind isometrisch genau dann
wenn (R®@ Ey,q1) = (R® Ey, q2) und (Q, ® B, q1) =2 (Q, ® Es, q2) fir alle Primzahlen p.

Es gilt sogar der folgende starke Satz von Hasse und Minkowski fiir dessen Beweis (der nicht
so schwierig ist) auf Kneser’s Buch oder auch auch auf Scharlau verweisen.

Satz 10.34 Sei (V,q) ein regulirer quadratischer Q- Vektorraum. Genau dann ist der Witt-
Indez ind(V, q) > 0 wenn ind(V &R, ¢) > 0 ist und ind(V ®Q,, q) > 0 ist fir alle Primzahlen

p.

Folgerung 10.35 (a) ind(V,¢) = min{ind(V ® Q,,q) | p} U {ind(V @ R,q)}

(b) Jede indefinite rationale quadratische Form der Dimension > 5 ist isotrop.

(c¢) Eine regulire rationale quadratische Form stellt eine Zahlt € Q* dar, genau dann wenn
sie tiber R und allen Q, die Zahlt darstellt.

10.5 Zusammenfassung: Quadratische Formen und orthogonale Grup-
pen.

Ein Teilmodul F' < (E, q) heifit scharf primitiv, falls F" ein freier A-Modul ist und (b,)p(E) =
.

Der Satz von Witt. Sind F,G scharf primitive freie Teilmoduln des quadratischen A-
Moduls (E, q) iiber dem lokalen Ring A und ist Sei ¢ : ' — G eine bijektive Isometrie so
gibt es € O(E, q) mit t = {|p.
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Zusatz: Die Abbildung ¢ kann als Produkt von Spiegelungen gewihlt werden, wenn 2 € A*
und ¢(F) nicht im maximalen Ideal von A liegt.

Als Folgerung ergibt sich der
Wittscher Kiirzungssatz Sei A ein lokaler Ring und F, Gy, G5 quadratische A-Moduln
mit F' reguldr so dass F' 1 Gy =2 F 1 G,. Dann ist G} = Gs.

Eine weitere wichtige Folgerung ist die Definition des Witt-Index, ind(E, ¢), als die Dimension
jedes maximal total isotropen scharf primitiven Teilmoduls von (E,q). Ist n := ind(E), so
ist

(E,q) = H(A") L (F,qr)

mit ind(F) = 0. Dabei ist der hyperbolische Modul H(A™) = (e1,...,en, f1,..., fn) mit
q(e;) = q(fi) = 0 fiir alle ¢ und b,(fi, e;) = d;;.

Eine weitere Folgerung der Witt’schen Theorie ist die Einfithrung von Wittgruppen. Die
Addition in der Wittgruppe ist die orthogonale Summe und wir setzen die hyperbolischen
Moduln gleich 0. Dann hat jede Klasse einen eindeutigen anisotropen Vertreter nach dem
Satz von Witt und es gilt —[(E,q)] = [(E, —¢)]. Wir haben die Wittgruppen von Q und
allen Q, bestimmt. Wesentlich hier war dass die Klasse (in der Wittgruppe der endlichen
quadratischen Gruppen, die wir etwas anders definieren mussten als fiir Korper) der Diskri-
minantengruppe eines ganzen Gitters in (F, ¢) unabhingig von der Wahl des Gitters war.

Insbesondere erhalten wir das lokal-global Prinzip fiir quadratische Formen, der schwache
Satz von Hasse und Minkowski.

Der Diagonalisierungssatz 8.9 sagt aus dass jeder freie A-Modul iiber einem lokalen Ring A
mit maximalem Ideal I von der Form

E=F1...1E 1LF

mit b(F, F) C I, E; regular dim(E;) = 1 oder 2 ist. Ist 2 € A*, so kénnen alle E; eindimen-
sional gewihlt werden. Es gilt: E ist reguldr genau dann wenn F' = 0.

Zusammen mit dem Satz von Witt lieferte dies uns eine Klassifikation der orthogonalen Grup-
pen iiber endlichen Kérpern, ein Verfahren zur rekursiven Berechnung der Gruppenordnung,
welche wir dann benutzt haben, um die Massformeln fiir selbstduale Codes herzuleiten.

Ziel ware nun ein analoges Ergebnis fiir Gitter. Dazu miissen wir zunéchst einmal eine Menge
von Gittern auszeichnen, auf denen eine Gruppe transitiv operiert und welche aus endlich
vielen Isometrieklassen besteht. Der richtige Begriff hier ist das Geschlecht, genauer noch
das Spinorgeschlecht. Zwei Gitter (L1, ¢q;) und (Ls, g2) gehoren zum gleichen Geschlecht, falls
fiir alle Primzahlen p gilt

(Zp @ L1, q1) = (Zy @ L2, g2)

und (R® Ly, q1) = (R® Ly, q2).

Ein Geschlecht von Gittern besteht nach Folgerung 11.7 aus endlich vielen Isometrieklassen.
Die Gruppe, die transitiv auf dem Geschlecht operiert ist die adelische orthogonale Gruppe.
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Der Adelering A wurde eingefiihrt um formal korrekt “lokal iiberall” zu sagen.
A = {(ac,a2,0a3,a;5,...) € R x HQP | a, € Z, fiir fast alle p}.
p

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist diagonal eingebettet in den Adelering. Ist (V, q) ein
quadratischer Q-Vektorraum, so wird A®gV durch Forsetzung quadratischen Form zu einem
A-Modul. Die orthogonale Gruppe O(A ® V, q) operiert auf der Menge aller Gitter in V' wie
folgt:

Jedes Z-Gitter L in V ist durch die Menge seiner Vervollstandigungen {Z, ® L | p € 4}
eindeutig bestimmt. Ist L < V ein Z-Gitter, und ¢ = (goo, 92, 93,5, - - -) € O(A® V, q) so sei
M := Lg das Gitter in V mit M ® Z, = (L ® Z,)g, fiir alle p. Man beachte hierbei, dass
(L®Zy)g, = L @ Z, fiir alle bis auf endlich viele p. Die Bahn von L unter der adelischen
orthogonalen Gruppe ist dann genau das Geschlecht von L.

Der Stabilisator von L ist

G = {(9o0) 92,93, 95, - - -) | gp € O(L @ Z,,) fiir alle p}

Zwei Gitter L, M < (V,q) sind isometrisch, wenn sie in derselben Bahn unter der orthogona-
len Gruppe O(V, q) liegen. Die Isometrieklassen von Gittern im Geschlecht von L entsprechen
also den Doppelnebenklassen [Lz;] — Gz;0(V, q)

O(A®V,q) ZUL Gz;0(V,q).

Ist L; := Lx; ein Vertreter der i-ten Isometrieklasse im Geschlecht von L, so ist Staboagv,g) (L) =
77 'GX; =: G; und die Automorphismengruppe von L; der Schnitt Aut(L;) = G; N O(V, q).

Darauf werden wir spater nochmal zuriickkommen und die Herleitung der Minkowski-Siegel
Massformel fiir

h
> [ Aut(Ly)| ™!
=1

skizzieren. Néheres finden Sie in dem Buch A. Weil, Adeles and algebraic groups. oder dem
Artikel von M. Kneser, Semi-simple algebraic groups.

11 Geschlechter von Gittern.

11.1 Die Endlichkeit der Klassenzahl.

Fiir Q gilt nach dem Satz von Hasse und Minkowski das sogenannte lokal-global-Prinzip,
rationale quadratische Rdume sind isometrisch, genau dann wenn alle ihre Komplettierungen
isometrisch sind. Dies gilt fiir Gitter im allgemeinen nicht.

Definition 11.1 Zwei Z-Gitter (L1, q1) und (Lo, q2) heifien rational dquivalent, falls die zu-
grundeliegenden quadratischen Q- Vektorrdume (Q® Ly, q1) und (Q® Lo, q2) isometrisch sind.
(L1,q1) und (Lo, q2) gehidren zum gleichen Geschlecht, falls fiir alle Primzahlen p gilt

(Zp & L17 Q1> = (Zp 0%y L27 QQ)
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und (R® Ly, q1) = (R® Lo, q2).

Bemerkung 11.2 Seien (L1, q1) und (Ls, q2) im gleichen Geschlecht.
Dann sind die beiden Gitter auch rational dquivalent und es gilt Lfé/Ll = Lf/LQ.

Beispiel. Die 2-dimensionalen Gitter mit Grammatrizen ( ? 112 ) und ( 111 (15 > gehoren

zum gleichen Geschlecht, sind aber nicht isometrisch.

Lemma 11.3 (Gleichheit von Gittern ist eine lokale Figenschaft.) Sei' V' ein endlich dimen-
sionaler Q-Vektorraum, L <V ein volles Z-Gitter in V. Die Abbildungen

M {Z,® M |peP}, {M,|peP}— VNI,

peP

sind zueinander inverse Bijektionen von der Menge L(V') der vollen Z-Gitter M in V und
der Menge F(L) aller Folgen {M, | p € P} von vollen Z,-Gittern M, in V @ Q,, , fir die
M, =L ® Z, gilt fiir alle bis auf endlich viele p.

Beweis. Ist M < V ein volles Z-Gitter, so ist die Basiswechselmatrix A zwischen einer Gitter-
basis von L und einer Gitterbasis von M in GL,(Q). Die Nenner ihrer Eintrége involvieren
nur endlich viele Primzahlen und ebenso der Zahler ihrer Determinante. Also ist A € GL,,(Z,)
fiir alle bis auf endlich viele Primzahlen p und fiir diese p ist dann M ® Z, = L ® Z,,. Ist
umgekehrt {M, | p € P} € F(L), so ist der Durchschnitt (,p(V N M,) ein volles Gitter in
V. Denn nach Voraussetzung ist M, = L ® Z, fiir fast alle p. Fiir die iibrigen Primzahlen p
gibt es Zahlen a, und b, € Z mit

P (L®Zy) C M, Cp"(LOLy).

Also ist

[IpLc VM) "L
p

peP p

zwischen zwei Gittern eingefangen und damit selbst ein Gitter.

Es bleibt zu zeigen, dass die Komposition der beiden Abbildungen die Identitét ergibt.

Fir M € L(V) ist M = (,cp(V N (M @ Zy)). Ist ndmlich (by,...,b,) eine Gitterbasis von
M, soist Y o a;b; € VN (M ®Z,) genau dann wenn a; € Q sind und die Nenner von a;
nicht durch p teilbar (a; € QN Z,). Es ist aber (,,(QNZ,) = Z.

Andersherum sei {M,, | p € P} € F(L). Es ist zu zeigen, dass fiir alle Primzahlen ¢ gilt
My = Zq @ ((,ep(V N My)). Klar ist My D Zg @ ((,ep(V N M,)). Umgekehrt sei M :=
Mpep(VNM,) € L(V) und B := (by, ..., b,) eine Gitterbasis von M. Da B eine Q-Basis von
V bildet und somit auch eine Q,-Basis von V ®Q,, lédsst sich jedes Element von M, schreiben
als Y1 a;b; mit a; € Q. Schreibe a; = a} + o} mit a; = qc—;'” ¢; € 7 fiir geeignetes m € 7Z,
al € Zg, so ist jedenfalls " | alb; € Z; ® M C M,. Damit ist aber auch ). alb; € M,.
Da a € Q ist, gilt sogar

ia;bl S quv

=1
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Die Nenner der a; sind alles Potenzen von g und daher ist auch fiir p # ¢

> dbie (M®Z,)NV C M,NV

i=1
also Y jabi € M +Z, @ M =Z,® M. O

Folgerung 11.4 Zwei Gitter L, L' <V sind genau dann gleich, wenn L @ Z,, = L' ® Z,, fir
alle Primzahlen p.

Lemma 11.5 Seir > 1, s > 0. Dann gibt es eine Konstante T := T'(r,s) > 0, so dass jedes
ganze Gitter L in einem rationalen bilinearen Raum (V,b) der Dimension n = r + s und
Signatur r — s einen Vektor a € L enhdlt mit

0 < b(a,a) < T|det(L)[*"
Man kann T™ = 35(4/3)""=1/2 wihlen.

Beweis. Sei d := | det(L)|. Induktion tiber n.

n =1 Klar.
n > 1: Sei ¢ := ¢, und m := min{qg(a) | a € L,q(a) > 0} und ay € L mit m = ¢(ay) =
b(ay,ay). Ergénze ay zu einer Gitterbasis (ay, as, ..., a,) von L. Dann ist

mq(z 73a;) = (May + 2909 + ...+ 2,70) + q’(z xia;)
i=1 =2

(quadratische Ergédnzung), in Matrizen:

m?  mz Mz, m 00 0
mzo 29 0

mB = A = (m7 22 7Zn) + B
mz, Zn 0

mit ng = A — zz; fir alle 2 <¢,5 <n. Also ist

m Mmzy ... M2, m 0 ... 0
<2 <2
det(mB) = mdet = mdet = m? det(B’).
A B’
Zn Zn

Es ist | det(mgq)| = m™d, also | det(q')| = m™"2d, dim(¢’) =n — 1.
1) Ist r > 1, so gilt unsere Voraussetzung auch fiir ¢’ und es gibt ein O’ € (as, ..., a,) mit

0 < q/(b/) < T/(mn_2d)1/(n_1).

Setze b:= wia; + b =Y x;a; mit |ma; + 2?12 ziwj| < %m Dann ist
1
m2 < mq(b) S Zlm2 + T/(mn72d)1/(n,1)
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also 3m? < T"(m™2d)" ™Y und somit (m?)"~* < (377)"~*dm"~2, oder auch
4
' < (5T

2) Ist 7 = 1, so ist ¢’ negativ definit, aber dann gilt unsere Induktionsvoraussetzung fiir —¢'.
D.h. es gibt ein ¥’ € (ay,...,a,)z mid 0 < —q(b') < T"(m"2d)"/"=V wobei T" = T(s,0)
ist. Nun wéhlen wir b = x1a1 +0 = > x;a; € L so dass %m < |mxy + 27;22 z;x;| < m. Dann
ist
1 - 1
q(b) = E]mxl + Zsza:jlg + qu(b/) <m
]:
also ¢(b) < 0 wegen der Wahl von m. Damit ist

1 1
0 S —q(b)m S _m2 + (_q/(b/)) S _m2 _'_T//(mn—Qd)l/(nfl)'

4 4
Also
m" S (4T”)n—2d.
Beachten Sie, der Fall 2) kommt genau dann einmal vor, wenn s > 0 ist. 0

Satz 11.6 Fliir gegebene Determinante d # 0 und Dimension n gibt es bis auf Isometrie nur
endlich viele ganze Z-Gitter.

Beweis. Zu gegebenen d,n gibt es nur endlich viele rationale Raume (V,b). Also (E (V,b)
fest, b nicht negativ definit (sonst —b betrachten) und L < (V,b) ein ganzes Gitter mit
det(L) = d. Dann gibt es nach Lemma 11.5 ein a € L mit

0<m=:qla) < T|d|r.

Fiir m € Z gibt es nur endlich viele Moglichkeiten. Sei (a = aq,aq, ... ,a,) eine Gitterbasis
von L und

mq(z 730;) = (may + 2909 + ...+ 2,70) + q/(z xia;)
i=1 i=2
Addiert man geeignete Vielfache von a zu den a; (2 < i < n) so kann man erreichen, dass
alle |z;] < m sind (2 < 7 < n). Also hat man nur endlich viele Méglichkeiten fur die z;. Da
det(q’) = m™2d ist, gibt es nur endlich viele Méglichkeiten fiir ¢’ bis auf Isometrie. O

Folgerung 11.7 Jedes Geschlecht von Gittern enthdlt nur endlich viele Isometrieklassen.

Beweis. Dimension und Determinante sind Geschlechtsinvarianten. ]

Beispiel: Positiv definite Gitter der Dimension 2 mit Determinante 23: 4 Isometrieklassen, 2

Geschlechter:
1 0 31 2 1 4 1
023 /)’\V1 8 )/)’\1 12 /)’\1 6 /)"

d=23n=25=0=m <223/V/3 ~ 5.5. Brauchen also alle Matrizen ( Tg [; ) € 72%2

mit m =1,2,3,4,5, 0 <b<m/2, m<c, mc—b*=23.
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11.2 Unimodulare Gitter.

Beispiel 11.8 Unimodulare Gitter kleiner Dimension. Ist L = L# ein positiv definites un-
imodulares Gitter der Dimension n < 5, so enthdlt L nach der Hermite Ungleichung einen
Vektor a # 0 mit b(a,a) < (4/3)"D/2 < 18 < 2. Also ist b(a,a) = 1 und L = (a) L M
mit M = M#, dim(M) = n — 1. Somit erhalten wir L = Z", es gibt also nur eine Klasse
unimodularer Gitter der Dimension n < 5.

Satz 11.9 Sind L, M gerade unimodulare Gitter gleicher Signatur (r,s), so liegen L und M
im gleichen Geschlecht.

Beweis. R® L 2 R®@ M, da beide Raume die gleiche Signatur haben. Auerdem gilt det(L) =
det(M) = (—1)°. Also sind die reguléren quadratischen Rdume L/pL und M /pM fiir alle
ungeraden Primzahlen p isometrisch. Nach Satz 10.27 gilt dies daher auch fiir die p-adischen
Gitter Z, ® L und Z, @ M.

Fiir p = 2 hilft uns die Determinante modulo 2 wenig. Jedoch sind Zo, ® L und Zo @ M
orthogonale Summe 2-dimensionaler regulérer quadratischer Z,-Moduln. Davon gibt es genau

2, namlich
0 1 11
H.—[ O]undN.—[ 1]

mit Determinante —1 bzw. 3 (in Zj/(Z3)?). Es ist N L N = H L H. Ein Vergleich der
Determinanten zeigt also, dass

Zo @ L7y M =H/?
ist. ]

Bemerkung. Insbesondere ergibt sich aus dem obigen Beweis, dass (—1)* = (—1)")/2 also
r—s=0 (mod 4) sein. Es gilt sogar r — s =0 (mod 8).

Lemma 11.10 Sind L, M unimodulare Gitter gleicher Signatur so qilt QL = QM und
2y, ®L=7,% M fir alle Primzahlen p # 2.

Beweis. QL = QM wegen Folgerung 10.25, denn beide Rdume haben die gleiche Signatur
und triviales 9, fiir alle Primzahlen p. Die p-adische Isometrie folgt wie in Satz 11.9, da
2 € Z; fiir ungerades p. 0

Lemma 11.11 Jedes ungerade unimodulare Z-Gitter L hat eine Orthogonalbasis (e1, . .., ey)
(vgl. Satz 8.13 (a)). Diese kann so gewdhlt werden, dass b(e;,e;) = £1 ist furi=1,...,n—1.
b(en, €,) ist dann durch die Determinante von L festgelegt.

Beweis. Zunéchst konstruieren wir die Orthogonalbasis analog zum Beweis von Satz 8.13 (a).
Sei e; € L mit b(ey, eq) € Z3. Dann ist L = (e;) L M mit einem unimodularen Gitter M. Ist
M ungerade, so kénnen wir mit M weitermachen. Sonst ist b(m, m) € 27, fiir alle m € M und
es gibt my, my € M mit b(my, ms) = 1. Ersetze nun e; durch €} := e; +m;. Dann ist b(e}, €})
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immer noch ungerade, und daher L = (¢}) L M’ mit einem unimodularen Gitter M'. Aber
jetzt ist M’ ungerade, was man wie im Beweis von 8.13 sieht, denn m’ := e; —b(ey, e1)mqo € M’
erfiillt b(m’,m’) = b(ey, 1) + b(er, €1)?b(ma, my) € Z3.

So erhélt man also rekursiv eine OG-Basis (e, ..., e,) von L. Sei a; := b(e;, ¢;). Ist a; = £1
(mod 8), so kann man e; durch te; ersetzen so dass t?a; = +£1 ist, da jedes Element in
1+ 8Zy = (Z3)2. Ist a; = +3 (mod 8) und i < n, so ersetze e; durch €}, = ¢; + 2e, mit
bel,el) =g a; +4 =g 1. O

1) 71

Bemerkung 11.12 Hat L aus Lemma 11.11 die Determinante =1, so hat L eine OG-Basis
(€1,...,en) mit b(e;, e;) = £1. Also ist L = Zs ® 1,5 mit I, s = (diag(1", (—1)%)).

Daraus ergibt sich direkt der folgende Satz.

Satz 11.13 Zu jedem Paar (r,s) € Ny x Ny gibt es genau ein Geschlecht ungerader uni-
modularer Gitter der Signatur (r,s). Dieses wird durch das Gitter I, s = (diag(1", (—1)%))
reprasentiert.

11.3 Darstellungen iiber Z.

Nach dem starken Satz von Hasse-Minkowski ist
teq(V)eteqVeQ,) firalle p e PU {oo}.

Uber Z gilt der folgende Satz:

Satz 11.14 Sei L ein Z-Gitter im reguliren quadratischen Q-Vektorraum (V,q), t € Q* mat
teqR®L) undt € q(Z,® L) fir alle p € P. Dann gibt es ein Gitter M im Geschlecht von
L mitt e q(M).

Beweis. Dat € ¢(L®Z,) C q¢(V®Q),) ist fiir alle p € PU{oo} folgt nach dem Satz von Hasse-
Minkowski (starke Form), dass es ein v € V = Q® L gibt mit ¢(v) = ¢. Dann ist v = > a;b;
fiir eine Gitterbasis (by,...,b,) von L und in den Nennern der a; treten nur endlich viele
Primteiler auf. Bezeichne S die Menge dieser Primzahlen. Dann ist .S endlich. Fiir p € S sei
zp, € L ® Z, mit q(x,) = t. Aus dem Satz von Witt folgt, dass es ein u, € O(V ® Q,) gibt
mit u,(z,) = v. Jetzt betrachten wir

M= (VN(L&Z) N[ (L &Z,)NV).
pgS peS

Dann ist M nach Lemma 11.3 ein Gitter in V und es gilt M ® Z, = L ® Z, fir p ¢ S und
M®Z,=u(L®Z,) = LRZL, fiir p e S. Also liegt M im Geschlecht von L und es ist
xr e M. 0

Folgerung 11.15 Besteht das Geschlecht von L nur aus der Klasse von L, so stellt auch L
die Zahl t dar.
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Da die Geschlechter von Z" fiir n = 1,2,3,4,5 nur aus einer Klasse bestehen ergeben sich
insbesondere die folgenden klassischen Resultate.

Folgerung 11.16 (Euler 1749) Eine Zahl t € 7Z — {0} ist genau dann Summe von 2 Qua-
draten in Z, wenn t > 0 und t keine Primzahl p =4 3 zu einer ungeraden Potenz enthdlt.

Folgerung 11.17 (Gauff 1801) Fine Zahl t € Z — {0} ist genau dann Summe von 3 Qua-
draten in Z, wenn t > 0 nicht von der Form t = 4*(8b+ 7) ist.

Folgerung 11.18 (Lagrange 1770) Jede positive ganze Zahl ist Summe von 4 Quadraten.

12 Clifford Algebren und die Spinornorm.

12.1 Die Clifford Algebra.

Sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und (£, ¢) ein regulérer quadratischer K-Vektorraum.
Dann ist die orthogonale Gruppe

O(FE,q) :={¢ € GL(E) | q(p(z)) = q(z) fir alle x € E}

nach dem Beweis vom Satz von Witt von Spiegelungen erzeugt. Jede orthogonale Abbildung
hat Determinante +1, jede Spiegelung hat Determinante -1, also ist

O(E,q) = S(E) > SO(E,q) = (004 | 2,y € E,q(x)q(y) # 0)

ein Normalteiler vom Index 2 in O(FE, q). Wir wollen neben der Determinante eine weitere
Abbildung O(E,q) — K*/(K*)? konstruieren, die sogenannte Spinornorm.

Definition 12.1 Fliir den Vektorraum E definieren wir die Tensoralgebra
T(E)=KOE®ER®RE®..=Pe'E
=0
Dies ist eine unendlich dimensionale Ng-graduierte Algebra mit Multiplikation definiert durch
die distributive Fortsetzung von
QE x @E — @TFE, (t,5) — t ® s.

Die Clifford Algebra von (E, q) ist die Faktoralgebra von T (E) modulo dem von {x®@x—q(z)1 |
x € E} erzeugten zweiseitigen Ideal

C(E,q) =T(E)/(z®@x—q(x)l |z € E).

Bemerkung 12.2 Da q(z + y) = q(x) + q(y) + by(z,y) ist, gilt fir alle x,y € E
vy + yr = by(x,y), 2* = ¢(z) € C(E, q).

Insbesondere antikommutieren orthogonale Vektoren und jedes x € E mit q(x) # 0 besitzt

ein Inverses ' = q(x) x.
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Vergleichen Sie das mit den Spiegelungen, die auch nur dann definiert sind, wenn ¢(z) eine
Einheit ist.

Satz 12.3 Die Abbildung v : V — C(V,q) hat folgende universelle Figenschaft:
Ist A eine K-Algebra und f:V — A eine K-lineare Abbildung mit f(x)? = q(z), so gibt es
genau einen K-Algebrenhomomorphismus g : C(V,q) — A mit f = go .

Beweis. Dies folgt aus der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra. Nach dieser gibt es
einen eindeutigen K-Algebrenhomomorphismus b : T(V) — A mit h(v) = f(v) fir alle
v € V. Da aber f(v)? = q(v) gilt liegt das Ideal I(g) im Kern von h, also faktorisiert A iiber
T(V)/1(q) =C(V,q). O

Beispiel 12.4 C([a]) = K[X]/(X? —a).

Bemerkung 12.5 Die Clifford-Algebra erbt von der Tensoralgebra eine natirliche Fo-Graduierung,
da 1(q) von Elementen geraden Grades erzeugt wird. Setzt man fir e = 0,1

T(V) = @&V, Llg) = 1(q) NT(V)
n=0
so ist 1(q) = Io(q) ® 11(q) und mit C(V,q) :=T./1. wird C(V,q) = Co(V,q) ® C1(V,q).
Definition 12.6 Das graduierte Tensorprodukt zweier Fo-graduierter K-Algebren A = Ag @
Ay, B = By @ B ist die graduierte K-Algebra C = AQB mit
COZA()@BQ@Al@Bl, Cl :A0®B1@A1®BQ.
Die Multiplikation ist auf den Erzeuger a; ® b; mit a; € A;, b; € B von C wie folgt definiert:
(a; @ b)(a; @ b)) = (—1)"asa; © bjby.

Insbesondere gilt -
(a;® DA @ b)) = (-1 (1 @), ® 1).

Wie das Tensorprodukt erfillt auch das graduierte Tensorprodukt eine universelle Figen-
schaft:

Ist D eine graduierte K-Algebraund f : A — D, g : B — D graduierte K-Algebrenhomomorphismen
mat

f(al)g(b]) = (—1)”g(bj)f(az) fUT alle a; € Ai,bj € Bj,i,j = O, 1.
Dann g¢ibt es einen eindeutig bestimmten K -Algebrenhomomorphismus h : AQB — D mit
fla) =h(a®1) und g(b) = h(1 ®b) fir allea € A, b € B.

Aus der universellen Eigenschaft der Clifford-Algebra und des graduierten Tensorprodukts
ergibt sich direkt das folgende Lemma.

Lemma 12.7 C((‘/b Q1) 1 (‘/27 QQ)) = C(‘/la q1)®6(‘/2, QZ>
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Satz 12.8 Ist (vq,...,v,) eine Basis von V, so bilden die Produkte

{Uil---vis SENo,’il <...<?:S}

eine Basis von C(V,q), insbesondere ist dim(C(V, q)) = 24m(V),

Beweis. Folgt aus Beispiel 12.4 und Lemma 12.7. U

12.2 Das Zentrum der Clifford Algebra.

Sei (v, . . ., v,) eine OG-Basis des reguldren quadratischen Raums (V) q). Fiir J = {iq,..., i} C

{1,...,n} mit i; < ... <4 bezeichne v; = v;, - - - v;,. Dann gilt
(vv5)( Z ayvg)(vi;) Tt = Z €ja vy
Jc{1,...,n} JcA{1,...,n}
mit €; = 1 genau dann wenn beide oder keines der {7,j} in J liegt und ¢; = —1 falls genau
eines der beiden zu J gehort. Da Cy(V, ¢) von den Produkten v;v; erzeugt wird, ist v; genau
dann mit allen Elementen aus Cy(V, ¢q) vertauschbar, wenn J = {1,...,n} =: n. Es ist

v v; L = (=1)" .

Also ergibt sich der folgende Satz.

Satz 12.9 Se;
C = Ce,g(Co(V,q)) :={ceC(V,q) | cx = zc fir alle v € Co(V, q)}

Dann ist C:= K @ K(vy---v,).
Weiter ist das Zentrum

n gerade

K
Z=Z(C(V,q) = { K& K(vy---v,) =C n ungerade

12.3 Die Spinornorm.

Definition 12.10 Sei 0 € O(V,q). Dann gilt q(o(v)) = q(v) fir alle v € V', also definiert
o einen eindeutig bestimmten K-Algebrenautomorphismus c(o) € Aut(C(V,q)). Dies liefert
einen Gruppenhomomorphismus

c: O(V.q) — Aut(C(V,q)), o — c(o).
Beispiel. Sei v := ¢(—id). Dann ist 7|, = id, ¢, = —id.
Die Gruppe

Lo :=To(V,q) := {s € Co(V,q) | s invertierbar ,sVs™' =V} < Cy(V, q)*

ist offensichtlich eine Untergruppe der Einheitengruppe der Clifford Algebra.
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Lemma 12.11 Sei o : Ty — Aut(V), s — (v — svs™'). Dann ist ker(a) = K*.

Beweis. Da V' die Clifford Algebra erzeugt, folgt aus svs™! = v fiir alle v € V, dass s €

Z(C(V.q)) NCo(V,q)* = K*. O

Definition 12.12 Wegen der universellen Eigenschaft von C(V,q) gibt es genau einen An-
tiautomorphismus T von C(V,q), der die Identitit auf V induziert und die Graduierung re-
spektiert. Es gilt fiir vy, ..., v, €V dass (vy---v;)" = vy -+ - vy ist. Definiert man

N :C(V,q) — Co(V,q),z +— x'x

so gilt N(v) = q(v) firveV.

Lemma 12.13 Ist s € Ty, so ist N(s) € K*. Die Norm definierte einen Gruppenhomomor-
phismus N : T'g — K*.

Beweis. sV = Vs liefert s'V = Vs' und somit auch st € I'y. Nach Lemma 12.11 geniigt es
zu zeigen, dass a(ss') = id. Fiir z € V ist

stes™ = (sTes ™ = 57 ws.

Definition 12.14 Spin(V,q) := {s € Iy | N(s) = 1} heifst die Spingruppe von (V, q).

Satz 12.15 Das Bild von « st genau die spezielle orthogonale Gruppe von V,

SO(V,q) :={¢ € GL(V) | q(p(v)) = q(v) fir alle v € V und det(p) = 1}

Beweis. Fiir s € I'g und x € V ist
q(s tws) = (s 'ws) (s 'aws) = s lassTas ™ = N(s)N(s) 'q(x) = q(x).

Also ist a(Ty) € O(V, q).

Die Gruppe SO(V, q) ist ein Normalteiler von O(V, ¢) vom Index 2. Da O(V, q) von Spieglun-
gen erzeugt wird und Spiegelungen Determinante —1 haben, wird SO(V, q) von Produkten
einer geraden Anzahl von Spiegelungen erzeugt.

Ist v € V mit g(v) # 0, so gilt fir x € V:

1

vzv ' = (by(v, ) —vv)v "t = —1 +

Insbesondere ist a(vw) = 0,0, und somit « surjektiv. OJ
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Definition 12.16 Die Spinornorm SN : SO(V,q) — K*/(K*)? ist definiert durch
SN(a(s)) = N(s)(K")*

fir alle s € Ty. O'(V, q) bezeichne den Kern der Spinornorm, also O'(V,q) = a(Spin(V, q))

{£1} — Spin(V,q) = O'(V,q) — 1.

Es gilt
SN(Oﬁ - 'Ume) = Q(fl) .- 'Q(f2m)(K*)2'

Beispiel 12.17 Die hyperbolische Ebene, H = (e, f) q(e) = q(f) =0, qgle+ f) = by(e+ f) =
1. Dann ist {x € H | q(x) = 0} = {ae,af | a € K} und die moglichen orthogonalen
Transformationen von H sind

torerae, fralf, 8¢ = Ocqf : e af, fr—ale
Somit ist SOH) ={t, |a € K*} =2 K* und t, = 0e_j0c_qs. Also ist SN(t,) = q(e — f)q(e —
af) = (=1)(-a) = a.
Es ist O'(H) = {t, | a € (K*)?} = {004 | ¢(v) = q(w)}.

Satz 12.18 Ist ind(V,q) > 0, so gilt
Spin(V) = {ef | e, f € Viq(e)q(f) = 1) = U.
Beweis. U C Spin(V) ist klar. Weiter ist U < Spin(V') ein Normalteiler, da fiir s € Iy
sefst = (ses ')(sfs ) =€ f
mit ¢ = a(s)(e) € V, f' = al(s)(f) € V, qle¢) = qle), q(f) = q(f).
Nach Voraussetzung spaltet V' eine hyperbolische Ebene ab, V =W L H.Ist s = f1 -+ fo,, €

Spin(V), so gibt es h; € H mit q(h;) = q(f;). Dann ist sU = hy - - - hy,, U und die Behauptung
folgt aus Beispiel 12.17. O

13 Spinorgeschlechter.

13.1 Der starke Approximationssatz.

Erinnerung: Zwei Z-Gitter L C (V,q) und M C (W, q’) gehoren zur gleichen Klasse, wenn
es eine Isometrie ¢ : V' — W gibt, mit ¢(L) = M.

Sie gehoren zum gleichen Geschlecht, wenn es fiir jedes p € P U {oo} eine Isometrie
0, Qe V — Q,®W gibt, mit ¢,(Z, ® L) = Z, ® M.
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Definition 13.1 L und M gehéren zum gleichen Spinorgeschlecht, wenn es eine Isometrie
w: V. — W und Automorphismen p, € O'(V ® Q,) gibt mit

Ly @ M = p(p,(L ® Zy)) fir alle p € PU{oco}.
Ohne Beweis zitiere ich den starken Approximationssatz fiir Spingruppen (den man z.B. in
Kneser’s Buch Abschnitt 23 und 24 findet). Dazu sei (V, q) ein reguldrer Q-Vektorraum,
O'(V.q) :={p € O(V,q) | det(p) = 1, SN(¢) = 1}

der Kern von Determinante und Spinornorm. Fiir eine endliche Menge 7' von Primzahlen
und ein Gitter L in V sei

OL,T)={pcOV)|p(L)®Z,=LRZ, fir alle p £ T'}
O'(L,T):=O(L, T)NnO'(V,q)
Spin(L,T') := {u € Spin(V,q) | v € Co(L ® Z,) fiir alle p € T'}

O(L,T) sind also die orthogonalen Abbildungen von V', deren Matrix beziiglich einer Git-
terbasis von L Nenner hat deren sémtliche Primteiler in 7" liegen.

Satz 13.2 (Starker Approximationssatz fiir Spingruppen) Sei (V, q) ein reguldrer Q- Vektorraum,
n:=dim(V) > 3, co € T C PU{oo} endlich, { € T mit ind(V ® Qy) > 0. Dann sind fiir
jedes Z-Gitter L in' 'V die Finbettungen

Spin(L,T) H Spin(V ®Q,), O'(L,T) — H O'(VeQ,)

peT—{¢} peT—{£}

dicht. Dabei ist { = oo zugelassen.

Satz 13.3 Sei (V,q) ein regulirer quadratischer Q-Vektorraum mit dim(V) > 3, ind(V ®
R) > 0. Dann enthilt jedes Spinorgeschlecht von Gittern in V' genau eine Klasse.

Beweis. Seien L und M Gitter in V', die zum gleichen Spinorgeschlecht gehéren und ¢ €
O(V,q), ¢, € O'(V ®Q,) mit

0 ' (M) ®Z, = p,(L ®Z,) fiir alle p € PU {c}.

Dann gibt es eine endliche Menge T C P mit o~ /(M)®Z, = LQZ, fir allep e P—T.Da V'
indefinit ist, kann man den starken Approximationssatz auf 7'U {oo} mit ¢ = co anwenden
und erhélt so ein ¢ € O'(L,T') mit

V(ILR®Z,) = p,(L®7Z,) = " (M)®Z, fir alle p € T.
Da die Nenner von v sémtliche Primteiler in 7" haben gilt weiterhin
VIL®RZ,)=L®Z, = (M)®Z, fir alle p g T.
Also ist ¢(¥(L)) ® Z,, = M ® Z, fiir alle p und damit M = ¢(¢(L)) und u := potp € O(V)

eine Isometrie zwischen L und M. O

Mit ganz analogem Beweis erhélt man
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Satz 13.4 Sei (V,q) ein requlirer quadratischer Q-Vektorraum mit dim(V') > 3, £ € P mit
ind(V ® Q) > 0. Dann enthdlt jede Klasse im Spinorgeschlecht eines Gitters L C V' ein
Gitter M CV mit M @ Z, = L ® Z,, fir allep € P, p # L.

Sehr oft stimmen Spinorgeschlechter und Geschlechter iiberein, es gilt z.B.

Satz 13.5 (ohne Beweis, s. Kneser (25.4))

Sei L ein ganzzahliges Gitter in einem reguliren Q- Vektorraum, so dass fiir jede Primzahl p
das Gitter L ® Z,, eine mindestens 2-dimensionale Jordankomponente hat. Dann besteht das
Geschlecht von L aus genau einem Spinorgeschlecht.

13.2 Der Knesersche Nachbarschaftsalgorithmus.

Basierend auf dem Approximationssatz liefert uns Satz 13.4 ein Verfahren um eine Vertre-
tersystem der Isometrieklassen von Gittern im Spinorgeschlecht von L zu bestimmen. Dabei
ist die Einschrédnkung dim(V) = n > 3 nicht wirklich gravierend, da fiir dim(V') = 2, ein
Vertretersystem der Klassen von Gittern gegebener Determinante leicht mit Hilfe der Re-
duktionstheorie (siehe Abschnitt 11.1) bestimmen kann. Ist dann L ein ganzes Gitter in V/
und 2 # p € P eine Primzahl, die nicht die Determinante von L teilt, so ist L ® IF,, regulér
und isotrop also auch L ® Z, und somit ind(V ® Q,) > 0. Nach Satz 13.4 enthélt jede Klasse
im Spinorgeschlecht von L ein Gitter M mit

[L:LNM]=[M:LnM]=p

fiir ein d € Ny.

Definition 13.6 (a) Sei

G,(L) := {M <V | M ist im Spinorgeschlecht von L,[L : LOM] = [M : LNM] = p* fiir ein d € Np}
Dann ist fir M, M'" € G,(L) der Index [M : M NM'] = [M' : M N M eine Potenz von p

und wir definieren den Abstand d(M, M') := log,([M : M N M']).

(b) Sei I',(L) der Graph mit Eckenmenge G,(L) und Kanten (M, M') fir d(M,M') = 1.
(¢) Zwei Gitter M, M' € G,(L) heiffen benachbart, falls d(M,M') =1 ist.

Satz 13.7 I',(L) ist zusammenhdngend. Genauer ist fir M, M’ € G,(L) der Abstand d(M, M)
genau die Linge eines kiirzesten Weges in I',(L) von M nach M'.

Zum Beweis benotigen wir ein Lemma.

Lemma 13.8 Sei L <V ein ganzes Gitter und p € P kein Teiler der Determinante von L.
Isty € L — pL mit b(y,y) € p*Z, so ist

L(y) := (L, %y) mit L, :={x € L | b(x,y) € pZ}
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in G,(L) ein Nachbar von L und jeder Nachbar von L in G,(L) ist von dieser Form.

Ist p =2 und L ein gerades Gitter, so muss man zusdtzlich fordern, dass b(y,y) € 8Z ist.
Ist p =2 und L ein ungerades Gitter, so muss man nur die L(y) betrachten, die auch wieder
ungerade sind.

Beweis. (der Einfachheit halber fiir p # 2). L(y) ist ein ganzes Gitter mit LN L(y) = L, und
[L:L)=p=[L(y): L, Klar ist L(y) ® Z, = LR Z, fiir r # p. L(y) @ Z, ist ein reguléres
Z,-Gitter gleicher Determinante wie L ® Z,, also ist L(y) im Geschlecht von L.

Sei umgekehrt M € G,(L) mit [L : M NL] = [M : M N L] = p. Wihle ein beliebiges
y € pM — pL. Dann ist

L,={¢teL|b{,y)epZ} CL

ein echtes Teilgitter von L und M NL C L,. Somit M N L = L,. Weiter ist % eM—-LNM,
also M = (Ly, 2) = L(y). O

Beweis. (von Satz 13.7) Analog zu Satz 9.10 konstruieren wir fir M, M’ € G,(L) mit Ab-
stand d = d(M, M') eine Folge (M = My, My, ..., My = M') von Gittern M; € G,(L) mit
d(M;—1,M;) =1fiiri =1,...,d. Daraus ergibt sich der Zusammenhang von I',(L) und dass
die Lénge eines kiirzesten Weges in I',(L) von M nach M’ kleiner oder gleich d(M, M) ist.
Die Gleichheit ist dann recht einfach zu sehen (Ubung).

Der Beweis ist eine Induktion iiber den Abstand d := d(M, M’).

Ist d = 1, so ist nichts zu zeigen.

Fiir d > 1 wihle ein Element 3§+ (M N M) der Ordnung p in M'/(M N M') mit zugehorigem
Vertreter g € M'. Setze y := pg € pM’. Dann ist y € M da § + (M N M’) Ordnung p
hat und y & pM. Weiter ist b(y,y) = p®0(7,y) durch p? teilbar (im Fall p = 2 und M, M’
gerade sogar durch 8) und wir kénnen den Nachbarn N := M (y) bilden. Dieser hat einen
echt kleineren Abstand zu M’, denn ist x € M N M’, dann ist b(g, ) € Z und daher x € M,,.
Also MNM' € NNM' Esist jedoch y € NN M — M N M, so dass der Abstand echt
kleiner wird. O

Bemerkung 13.9 (a) L(y) = L(y') falls y =y + pz mit z € L,,.

(b) Jede Isometrie u € O(L) induziert eine Isometrie zwischen den Nachbarn L(y) und
L(uy).

(c) Seip # 2 kein Teiler der Determinante von L. Jede Klasse x+pL mit b(x, x) € pZ enthdlt
einen Vektor y = x + pz mit b(y,y) € p°Z. Fiir dieses y gilt: Ist z € L und y' = y + pz so
dass b(y',y') € p*Z, so ist z € L,,.

(d) Ist p = 2 und L gerade, so muss b(y,y) € 4Z liegen, damit man y so abindern kann,
dass b(y + 2z,y + 2z) durch 8 teilbar wird fir ein z € L und so dann L(y + 2z) wieder ein
gerades Gitter wird.

(e) Die Nachbarn L(y) von L stehen also in Bijektion zu den isotropen Klassen y + pL von
L/pL wobei man fiir p =2 und L gerade den Raum L/2L als quadratischen Fy-Vektorraum
betrachten muss.

Beweis. Von (c): Es ist b(x + pz, x + pz) = b(z, z) + 2pb(x, 2) + p*b(z, z). Da x & pL ist, gibt
es also ein z € L mit b(z, z) € pZ. Durch Addition eines geeigneten Vielfachen von z erreicht
man, dass b(z +pz,x +pz) € p*Z. Ist b(x, z) € p*Z so ist b(x + pz, x + pz) € p*Z genau dann
wenn p | b(z, z) also genau dann wenn z € L, ist. O
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Satz 13.10 Die ganzzahligen 2-Nachbarn von I, sind bis auf Isometrie genau die Gitter
Dt L I, mitme4Z, 4 <m < n.

Beweis. Sei L = I,,(y) ein 2-Nachbar von I, mit y = > y;e;, y; € Z nicht alle durch 2
teilbar. Ist y; € 2Z, so ersetzt man y durch ¢y’ := y — y;e; und erhdlt I,(y) = L,(v/). Ist
y; = 4z; = 1 ungerade, so kann man durch Subtraktion von 4z;e; erreichen, dass y; € +1 ist.
Nun ist O(1,,) 2 C31S,,sodass wiry; =1 firi=1,... mund y; =0 firi=m+1,...,n

erreichen konnen. Dann ist y =: y(m) = > ", e; und b(y,y) = m. Also muss m durch 4
teilbar sein. Es ist L, = D,, L I,_,, und damit L(y) = D, L I, ,, mit D = I, und
Di = Ej. O

Satz 13.11 Die 2-Nachbarn von Eg sind Iy und Ey.

Beweis. Sei L := Eg. Dann ist L ein gerades unimodulares Gitter und also L/2L ein regulérer
quadratischer Raum mit Witt Index 4 (2-adische Determinanten vergleichen). Insbesondere
ist die orthogonale Gruppe O(L/2L) von Spiegelungen entlang anisotroper Vektoren erzeugt.
Die Anzahl solcher anisotroper Vektoren ist by = 28 — 1 — a4, wobei a4 die Anzahl isotroper
Vektoren bezeichnet, die wir im Beweis von Satz 9.1 ausgerechnet haben, also

ag =02 —-1)(2°+1)=2"4+2*-2% - 1.

Also ist by = 28 — 27 — 2% 4 23 = 120. Das Gitter Eg hat genau 240 Wurzeln. Sind v, w € Fg
Wurzeln mit v 4+ 2FEg = w + 2Eg, so ist v £ w = 2z € 2Fg. Nehmen wir an, dass (v, w) > 0
ist, dann ist (v —w,v —w) > 2+ 2 = 4 also z := (v — w)/2 ein Vektor der Norm < 1
in Fg, also z = 0 und somit v = w. Die Wurzeln in v + 2F5 sind also nur v und —v und
somit sind die 120 verschiedenen Klassen {v + 2Es | v € Eg,(v,v) = 2} genau die 120
anisotropen Vektoren von Fg/2Fs. Die Spiegelungen entlang dieser Vektoren erzeugen aber
W (Eg) und auch O(Eg/2Eg). Also ist die Reduktion modulo 2 von W (Eg) auf O(Es/2FEj)
surjektiv und W (Ey) transitiv auf den isotropen Vektoren in Eg/2Fg. Fg = Dg hat also nur
eine Isometrieklasse von geraden Nachbarn, und dieser ist wieder isometrisch zu Eg = Dy .

O

Folgerung 13.12 Fiir n < 8 ist I,, bis auf Isometrie das einzige ungerade positiv definite
unimodulare Gitter.

Es gibt genau ein gerades unimodulares Gitter der Dimension 8, ndamlich das Wurzelgitter
Es.

Satz 13.13 Firn =9,10,11 sind Eg L I,,_g und I,, die einzigen unimodularen Gitter.

Beweis. Als Ubung. Die Nachbarn von I,, haben wir schon alle bestimmt, es geniigt also die
Nachbarn von Fg | I,_g zu berechnen. ]

Satz 13.14 (Gitter mit Determinante 3). Die Geschlechter von As, Eg und Eg L Ay beste-
hen aus jeweils einer Klasse.
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Beweis. Fiir As folgt aus der Schranke in Lemma 11.5, dass A, das einzige gerade Gitter der
Dimension 2 und Determinante 3 ist. Fiir Fg und Egy 1 A, konnte man leicht die Nachbarn
ausrechnen um die Einklassigkeit zu erhalten. Jedoch kénnen wir auch die obigen Ergebnisse
iiber unimodulare Gitter benutzen.

Ist M ein Gitter im Geschlecht von Ejg, so ist M 1 As ein Teilgitter eines geraden unimodu-
laren Gitters, also M 1 A, < Eg und damit M = A" fiir ein zu A, isometrisches Teilgitter
von Eg. Nun ist W (Eg) transitiv auf den zu A, isometrischen Teilgittern von Eg und daher
M = Eg.

Fiir Dimension 10 benutzen wir die Klassifikation der 11-dimensionalen unimodularen Git-
ter, indem wir beobachten, dass Eg L Ay 1 (3) < Eg L I3 ein Teilgitter von Index 3 ist.
Also ist auch fiir jedes Gitter L im Geschlecht von Eg L A, die orthogonale Summe L 1 (3)
ein Teilgitter von Eg | I3 oder von I;;. Weiter ist L ein gerades Gitter und das orthogonale
Komplement eines Vektors der Lénge 3 in einem der beiden Gitter Eg L I3 oder [1;. In
I;; haben Vektoren der Lange 3 keine geraden orthogonalen Komplemente. Die Vektoren
v+w € Eg L I3 mit Lange 3 sind entweder 0 + w mit w € I3 der Lénge 3 oder (v,v) = 2
und (w,w) = 1. In letzterem Fall enthiilt (v 4+ w)t noch Vektoren der Liinge 1. Im ersten
Fall ist Fg < (w)* und damit L = Fg 1 A mit einem geraden Gitter A der Dimension 2 und
Determinante 3, also A = A,. 0

13.3 Gerade und ungerade Gitter.

Dies ist ein schoner und sehr niitzlicher Trick, welcher z.B. von Richard Borcherds benutzt
wurde, um die ungeraden unimodularen Gitter der Dimension 24 zu klassifizieren.

Sei L ein ungerades positiv definites unimodulares Gitter. Dann bestimmt L sein gerades
Teilgitter
Ly:={teL| ({0 ec2Z}

welches von Index 2 in L ist. Die Diskriminantengruppe L# /Lo hat also Ordnung 4.

Lemma 13.15 Sei L ein ungerades positiv definites unimodulares Gitter der Dimension n.
Dann qilt fir sein gerades Teilgitter Ly

# ~ ~ J C2xCy n gerade
Ly /Lo= D}/ Dy = { Cy n ungerade
Ist n gerade, so liegen zwischen L# und Lqg also 3 Gitter, L, My, M. Diese sind alle ganz und
damit unimodular, wenn n durch 4 teilbar ist, ansonsten ist M #— M,. Istn sogar durch 8
teilbar, so sind My und My gerade unimodulare Gitter.

Beweis. Die Eigenschaften im Lemma sind alles lokale Eigenschaften. Sie gelten fiir alle Gitter
im Geschlecht von L, wenn sie fiir ein Gitter im Geschlecht von L gelten. Also geniigt es,
diese fiir L = I,, zu iiberpriifen. Das gerade Teilgitter von [I,, ist D,, und die Gitter M, My
sind gerade die Gitter D;" und D, fiir gerade n. 0
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Lemma 13.16 Sein € 8Z und I'y(n) der 2-Nachbarschaftsgraph der geraden unimodularen
positiv definiten Gitter der Dimension n. Sind My, My Nachbarn in I's(n), X = M; N M,
so ist X ein gerades Gitter mit X# /X = Cy x Cy. Die Gitter zwischen X# und X sind
genau My, My und ein drittes Gitter L. Dieses ist unimodular und ungerade.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass L ungerade ist (L = L#, da auch L¥ ein Gitter zwischen
X# und X ist und weder gleich M; noch gleich M,). Es ist aber X# = LU M, UM,. Wire
L ein gerades Gitter, so bestiinde X# aus Vektoren gerader Norm. Damit wire aber dann
auch X7 ein ganzes Gitter, ein Widerspruch, da die Determinante von X# gleich 1/4 ist
und also nicht ganz. O

Satz 13.17 Die ungeraden positiv definiten unimodularen Gitter der Dimension 8m stehen
in Bijektion zu den Kanten in I'y(8m).

Beispiel. Dimension 8: Eg und Ig.

Dimension 16: 2 gerade unimodulare Gitter: Fg | Eg und Di. Die Kante (Es | Eg, By | Ej)
liefert das ungerade Gitter Ig 1 FEj.

Eine weitere Kante (Eg 1 FEg, Es L FEg) liefert Io L L4 fiir das unzerlegbare unimodulare
Gitter L4 der Dimension 14.

(Es L Eg, D) liefert liefert das unzerlegbare ungerade unimodulare Gitter L.

(D{s, Dyg) liefert das ungerade Gitter I1g.

Zwei weitere Kanten (D{y, Dig) liefern Iy 1 DY, und I; L Lys.

In Dimension 24 gibt es 24 gerade unimodulare Gitter und 273 ungerade unimodulare Gitter.
Die ungeraden unimodularen Gitter sind vollstdndig klassifiziert bis in Dimension 25. In
Dimension 26,27,28 kennt man alle ungeraden unimodularen Gitter mit Minimum > 3.

94



