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In dieser Vorlesung werden Grundlagen, schéne Beispiele und Ergebnisse der kombinato-
rischen und geometrischen Theorie von Gittern und einige Analoga fiir Codes vorgestellt.
Nicht behandelt werden arithmetische und algebraische Theorie quadratischer Formen, siehe
z.B. Scharlau oder Kneser.
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I Grundlagen

1 Gitter.

Wir betrachten einen euklidischen Vektorraum E = (V(,)) meist E = (R'™",(,)). Unsere
Vektoren sind Zeilenvektoren.

Definition 1.1 (i) Fine Teilmenge L C V heifst Gitter , falls es ein linear unabhdingiges
Tupel B = (by,...,by) € V™ gibt, mit

L=(b,....,bn)z= {Zaibi | a; € Z}.
=1

B heifit dann auch eine Gitterbasis von L und m = dim(L) die Dimension von L. L heifit
volles Gitter in E, falls dim(L) = dim(V'), also B eine Basis von V ist.
(11) Ist B € V™ eine Gitterbasis von L und G(B) = ((b;,b;)) € R™*™ die Grammatrix von
B, so heifst

det(L) := det(G(B))

die Determinante des Gitters L. G(B) nennt man auch eine Grammatriz von L.

Beispiele auf Folie: hexagonales und quadratisches Gitter, Gitterbasen und Grammatrizen.
Zugehorige Kugelpackung. Keplerpackung und kubisch flachenzentriertes Gitter.

Bemerkung 1.2 Sei L ein Gitter in V und B € V™ eine Gitterbasis.

(a) L ist ein volles Gitter in dem von ihm erzeugten Vektorraum RL := (B)g.

(b) C € V™ ist Gitterbasis von L genau dann wenn (C)g = (B)gr und die Basiswechselmatriz
T = ¢idg € GL,,(Z) ist. Dann gilt G(C) = TG(B)T". Insbesondere ist det(G(C)) =
det(G(B)) und die Determinante von L ist wohldefiniert.

(c) Ist L ein volles Gitter, so ist \/det(L) = vol(V/L) das Volumen des von einer Gitterbasis
B aufgespannten Parallelepipeds P(B) = {> a;b; | 0 <i < 1}.

(d) Ist L ein volles Gitter, so ist P(B) ein Fundamentalbereich der Operation von L aufV,
d.h.

(i) P(B) ist abgeschlossen.

(i1) Fir alle v € V gibt es ein £ € L mit { +v € P(B). (iii) Sind v # w € P(B) so dass
v—w € L liegt, dann liegen v und w auf dem Rand von P(B).

Bemerkung 1.3 Sei L ein volles Gitter in E = (V, (,)) mit Gitterbasis B. Dann ist
L* :={ve V| (v,l) €Z fir allel € L}

ebenfalls ein volles Gitter in E, das zu L duale Gitter. Die Dualbasis B* = (b}, ..., b%) von
B ist eine Gitterbasis von L¥.



Es gilt G(B)G(B*) = I,,, det(L#)det(L) = 1.

Ist L C L*, so nennt man das Gitter L auch ganz. Dann ist die Faktorgruppe L7 /L
eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung det(L). Es gilt B*G(B) € L" und G(B) ist
eine Relationenmatriz von L¥ /L. Sind (di,...,d,) die Invariantenteiler von G(B), so ist

L#/L2Z)dZ&...&Z/d,Z.

Beweis. Sei v € V. Dann ist
(6,v) € Z fiir alle { € L & a; = (b,v) € Zfiir alle 1 <i<n&v=>Y ab} € (b,....b})z.

Also ist das duale Gitter L# genau das von der dualen Basis erzeugte Gitter. Weiter ist
p+1dp = G(B) die Basiswechselmatrix, d.h. B*G(B) = B. Damit ist G(B) die Relationen-
matrix von L# /L und det(G(B)) = |L#/L|. Die Elementarteiler von G(B) € Z"™" geben
uns die Struktur der endlichen abelschen Gruppe L /L an. 0

Definition 1.4 Seien L und L' volle Gitter in E.
(a) L und L' heiffen isometrisch, falls es ein g € O(E) gibt, mit Lg = L.
(b) Aut(L) :={g € O(F) | Lg = L} heifit die Automorphismengruppe von L.

Bemerkung 1.5 (a) Zwei Gitter L und L' sind isometrisch, genau dann wenn es Gitterba-
sen B und B’ gibt, mit G(B) = G(B'). “Sie haben gleiche Grammatrizen”. Ein Gitter L ist
also bis auf Isometrie bestimme durch jede seiner Grammatrizen. Umgekehrt bestimmt ein
Gitter L eine GL,(Z)-Bahn {gG(B)g" | g € GLn(Z)} von Grammatrizen.

(b) Ist B eine Gitterbasis von L, so ist g Aut(L)p = {g € GL,(Z) | ¢G(B)g"" = G(B)}.

Beispiel: Aut(A,). Das hexagonale Gitter hat Grammatrix G((b1, b)) = < ? é )

a2 ) ez () (1) (2 ) - (2

Die Bilder (b1g = aby + bby, bag = cby + dby) unter den Automorphismen g durchlaufen genau
die 12 Paare (cq, ¢2) von Gittervektoren, mit (¢1,¢1) = 2, (c1,¢2) = 1, (c2,¢2) = 2.

Algorithmus 1.6 Das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren:

EINGABE: Eine Basis (by,...,b,) von V.

AUSGABE: Eine Orthogonalbasis B' := (b}, ..., b)) von E mit (by,... bj)r = (b},... bi)g fir
alle .

ALGORITHMUS: Firi=1,...,n berechne sukzessive

i—1
7j=1

_ (bi’b;)
wo Hij = @)



Bemerkung 1.7 b, ist die Projektion von b; auf (by, ..., b;i_1)*.
Die von B und B’ erzeugten Gitter haben die gleiche Determinante, ndmlich H L (05, 05).
Da (b5,0;) < (b;,b;) ist, ergibt sich die folgende Hadamard Ungleichung.
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Folgerung 1.8 Die Hadamard Ungleichung:
Ist B:= (by,...,by) eine Gitterbasis von L, so ist det(L) < []7_,(bj,b;)-
Beweis. Sei B’ die in Algorithmus 1.6 berechnete Orthogonalbasis und
1 0 oo 0
po1 1 ... 0
fot e et 1
Dann ist det(M) =1 und M B’ = B. Also ist G(B) = MG(B')M" und daher

det(L) = det(G(B)) = det(G(B')) = f[ b0 < f[ bi, by).

Satz 1.9 L.s:={ve L|(v,v) <S} ist endlich.

Beweis. Sei B eine Gitterbasis von L und B’, y1;; wie in 1.6.
Ist v=7>"" a;bj € L,soist v=7>"" a;b; mit a; € R,
Oy = Qp, Op—1 = Qp—-1 — HUpn—10n, - - -

Aus
SR

folgt insbesondere a?(b),,b!,) < S. Also hat man nur endlich viele Moglichkeiten fiir a,, € Z.
Allgemein gilt

a2(b, ;) = Z fi,ja;) 2 (b3, 05) < S — Z 2(b,0)
i=j+1 i=j+1
woraus man sukzessiv nur endlich viele Moglichkeiten fiir a; € Z, j =n,n —1,...,1 erhélt.

l

Folgerung 1.10 Aut(L) ist eine endliche Gruppe.

Beweis. Sei B = (by,...,b,) eine Gitterbasis von L und S := max{(b;,b;) | 1 <i < n}. Ist
g € Aut(L), so ist g eindeutig bestimmt durch die Bilder der Basisvektoren (byg,...,b,g) €
L%g. Also gilt | Aut(L)| < |L<s|™. O



1.1 Wurzelgitter

Definition 1.11 Fin ganzes Gitter L heifit Wurzelgitter, falls L = ({¢ € L | (¢,0) = 2}).
Lo=R(L):={¢e L|({0) =2} heifit die Menge der Wurzeln in L.

Bemerkung 1.12 Ist L ein ganzes Gitter und ¢ € L mit (¢,{) = 2, so ist die Spiegelung o,
entlang ¢ definiert durch
(v, )

(¢, €)

fir alle v € V' eine orthogonale Abbildung die L festlisst, also o, € Aut(L).
Ist L ein Wurzelgitter, so heifft

C=v—(v,0)

W(L):= (o, | ¢ € R(L)) < Aut(L)

die Weyl-Gruppe von L. Da Konjugierte von Spiegelungen wieder Spiegelungen sind (g~ o, =

0ug), ist die Weyl-Gruppe ein Normalteiler in Aut(L).

Satz 1.13 (Witt, fiir einen Beweis vgl. Ebeling) Ist L ein Wurzelgitter, so hat L eine Git-
terbasis B = (b, ...,b,) mit (b;,b;) =2 und (b;,b;) € {0, -1} firl <i#j<n.

Beispiel 1.14 Die Grammatrixz einer solchen Basis wird durch einen Graphen kodiert. Die
Knoten entsprechen dabei den Basisvektoren. Zwei Knoten b;, b; sind durch eine Kante

verbunden, genau dann wenn (b;,b;) = —1. Diese Graphen nennt man Dynkin-Diagram.
A, : ° ° ° . ° °
Eg : ° ° ° ° °
°
E; ° ° ) ° ° °
°
Esg ° ) ) ° ° ° °
°

°

D, : ° ° ° e o/
\.



Die zugehorigen Grammatrizen ergeben sich als

5 1 o . 2 -1 0 ... 0 0
-1 2 -1 0 0 O
-tz - 0 0o -1 2 -1 0 0
0 -1 2 -1 0
; 0 19 4 0 0 -1 2 -1 -1
X 0 1 s 0 0 -1 2 0
0 0 -1 0 2
5 10 0 o0 o 2 -1 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 -1 0 -1 o -1 2 -1 0 0 -1
G(Es) = JGEN=] 0 0 -1 2 -1 0 0
o 0 -1 2 -1 0
0 0 O -1 2 -1 0
O 0 0 -1 2 0
0 0 -1 0 o0 9 0 0 0 0 -1 2 0
0O 0 -1 0 0 0 2
2 -1 0 0 0 O 0 O
-1 2 -1 0 0O 0 0 0
o -1 2 -1 0 0 0 -1
0 o -1 2 -1 0 0 0
9E)=1 9 0 0 -1 2 -1 0 o
o 0 o0 0 -1 2 -1 0
0 0 0 O o -1 2 0
0 0O -1 0 O 0 O 2
FEs gilt det(Eg) = 3, det(E;) = 2, det(Esg) = 1.
Ist (e1,...,e,) eine Orthonormalbasis von E, so ist
Dn = <el —€2,62 —€3,...,€6p1 — €Epn,Ep1 + €n>Z-

Insbesondere ist det(D,,) = 4. Weiter ist v := 1(e1 + ... + ¢,) € D¥ und e; € DF. Es
gilt immer 2e; € D,. Es ist 2v € D, genau dann, wenn n gerade ist. Dann ist D#/Dn =
7.)27 & 7./27., ansonsten ist DI /D, = 7 /4.

Fiir A, gilt: det(A,) =n+ 1 und A¥ /A, 2 Z/(n+ 1)Z.

A, ist ein Teilgitter (kein volles Teilgitter) von Z" ' Ist (ey,...,e,11) eine ON-Basis von
R s0 ist (e; — en,€9 — €3,...,€, — €ny1) eine Gitterbasis von A,,. Das Gitter A, erhdlt
man als o

An = {Zaiei € Rn+1 ’ a; € Z,Zai = 0}
=1

als (€1 + ... + eny1)t in Z"L. Der Vektor v := n%q(nel — ey — ... — eny1) € AT erfiillt
(n+1)v € A,.




Gitter L | |R(L)| |det(L) L¥/L Dimension n

A, nn+1) | n+1 | Z/(n+1)Z > 1

D, 2n(n — 1) 4 Z7.]A7 > 4, ungerade
D, 2n(n —1) 4 Z]22 S 7)27 | >4, gerade
ol 72 3 7.)3Z 6

E; 126 2 727 7

Ey 9240 1 1 8

Ohne Beweis mochte ich angeben:

Satz 1.15 (vgl. Ebeling) Jedes Wurzelgitter ist orthogonale Summe von Wurzelgittern der
Form A,, D,, (m>4), Eg, E;, Es.

Definition 1.16 (i) Ein Gitter L heifit gerade, falls (¢,0) € 2Z fir alle ¢ € L.
(ii) Ein Gitter L heifit unimodular, falls L = L¥.

Bemerkung 1.17 (i) Ein gerades Gitter ist ganz.
(ii) Ein ganzes Gitter ist gerade, genau dann wenn fiir alle Basisvektoren b; in einer Gitter-
basis gilt, dass (b;,b;) € 27.

Folgerung 1.18 Wurzelgitter sind gerade Gitter.
Das Gitter Eg ist ein gerades unimodulares Gitter.

Definition 1.19 (i) Fir 2 Gitter Ly, Ly in Vy bzw. Vo bezeichnet Ly L Ly die orthogonale
Summe . Dies ist ein Gitter in Vi, @ Vi der Dimension dim(L;) + dim(Ls). Sind B bzw. C
Gitterbasen von Ly bzw. Lo, so ist ((b1,0),...,(by,,0),(0,¢1),...,(0,¢n,)) eine Gitterbasis
von Ly L Ly mit Grammatriz

1) Ist L < ein Teilgitter, so heifst
i) Ist L < M ein Teilg hes
LYY =L+ :={me M| ({,m)=0 fir alle{ € L}

das Orthogonalgitter von L in M.
(iii) Ein Teilgitter L < M heifst rein |, falls

L={meM|me(Lg}=MnNRL.

Bemerkung 1.20 Sei L < M ein Teilgitter, B = (by,...,b,) eine Gitterbasis von M,
C=(c,...,c) eine Gitterbasis von L und T'= ¢idg € ZF*" die Basiswechselmatriz.
Dann ist L rein in M < die Invariantenteiler von T sind alle gleich 1< M/ L ist torsionsfrei
& C kann zu einer Gitterbasis von M ergdnzt werden.



Ende am 10.4.2007

Beweis. Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen gibt es eine Gitterbasis
B’ = (by,...,Vt,) von M und Zahlen dy,...,d; € Z (die Invariantenteiler von T°) so da8
C" = (dyby, ... dgb,) eine Gitterbasis von L ist. Da RL N M aus der Menge aller ganzen
Linearkombinationen der (b, ...,0}) besteht, gilt RL N M = L genau dann, wenn alle d;
gleich 1 sind. ([l

Satz 1.21 Sei V =U; @ Us,, m; € End(V) die Projektionen auf U;. Sei L ein volles Gitter
in'V, so dass L; := LN U; ein volles Gitter in U; ist (i = 1,2). (dann ist U; = RL; und L;
ist reines Teilgitter in L.) Setze L, := Lm;. Dann ist L; < L, (i =1,2) und es gilt:

L)Ly = L)Ly 2 L)(Ly & Ly) 2 Lt & L)/ L.

Beweis. Klar ist Lll/Ll = Lll D Lg/Ll D L2 = Lll D L/2/L1 D L/Q
Wir betrachten zunéchst die Projektion mp : L — L. Gefolgt vom natiirlichen Epimorphis-
mus L} — L} /Ly liefert sie eine surjektive Abbildung 77 : L — L} /L;. Sei

Ky :=%ker(m) ={l € L|lm € L}

Fir ¢ = x4+ x5 € L mit x; € U; ist {my = x; € L; = U; N L genau dann wenn x; € L und
somit xo = (—x1 € LNUy = Ly liegt. Also ist K1 = L1 &® Ly und nach dem Homomorphiesatz
gilt

Ly/L; = Bild(7) = L/ ker(71) = L/ (L1 & Ls).
Ebenso erhélt man LY/ Ly = L/(Ly® Lo). Fiir die letzte Isomorphie zeigen wir, dass L)+ L =
L} & Lj. Denn dann ist nach dem Noetherschen Isomorphiesatz

(Ly & Ly)/L = (Ly + L)/L = Ly /(Ly N L) = Ly /Ly

Nach Definition ist L} +L = (L}, L). Es ist 1 € L genau dann wenn x; € U; und es gibt ein
€ L, xy € Uy mit £ = x1 + 5 (dann notwendigerweise x4 € L}). Also ist L} + L C L} & L.
Umgekehrt liegt natiirlich L} C L} + L und obige Rechnung zeigt auch L), C L} + L und
damit L} + L = L} & L. O

Satz 1.22 Sei M ein unimodulares Gitter und L < M ein reines Teilgitter. Dann st
det(L) = det(Lt), sogar L# /L = (L*Y)#/L*.

Beweis. Wir wenden Satz 1.21 an auf U; := RL, Uy = U = RLY, Ly = L = U, N M,
Ly = L+ = Uy N M und miissen nur noch zeigen, dass

L= Mm =L¥, L, = Mnr, = (LM)*.

Ist nun £ € L und m € M, so ist (£, m) = (¢,mm,) € Z und daher M7, C L#. Sei (b, ..., by)
eine Gitterbasis von L und ergénze diese zu Basis B := (b1, ..., bx, bxy1,...,b,) von M. Da
M = M%# ist auch die duale Basis B* = (b,...,b},b,,,...,b;) eine Gitterbasis von M.

(Dabei ist (bj_4,...,b:) eine Gitterbasis von L*.) Und L# = (bmy,...,bjm) C Mm. O



Bemerkung 1.23 Als Anwendung zeigen wir, dass A¥* /A, =2 Z/(n + 1)Z. Setzt man L =
(0 == e1+ ...+ epp1) < Z" = (ey,...,en1)z, S0 ist L ein reines Teilgitter in dem
Gitter M = Z"* mit det(M) = 1. Weiter ist A, = L+. G() = (n + 1) = ((¢,0)) liefert
L#/L=7/(n+1)Z, L# = (Z5(). Mit Satz 1.22 findet man also auch A% /A, = 7./(n+1)Z.

Als Ubung konstruieren Sie E; = (b7)* und E¢ = (bg, by)* als Teilgitter von Eg und folgern
so aus det(FEg) = 1, dass det(E7) = 2 und det(Eg) = 3. Eg kann man z.B. als Teilgitter von
A¥ = (v, Ag) erhalten, Eg = (Ag, 3v).

2 Codes.

Definition 2.1 (i) Ein linearer Code C dber F, der Ldnge n ist ein linearer Teilraum C <
F7.
q
(i) Auf ¥y definieren wir die nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform x-y := Yo T
Dann ist fiir einen Code C < Ty der duale Code definiert als der Orthogonalraum C+ von
c,
Cr={z€F,|z-c=0 fir alleceC}.

(iii) C heifit selbstdual , falls C = C*+ und selbstorthogonal , falls C C C*+.

Bemerkung 2.2 Sei C < F} ein Code der Dimension k und B = (b1, ..., by) eine Basis von
C, H=(hy,...,hao_) eine Basis von C+. Dann hat C zwei verschiedene Beschreibungen.:
(i) Die Matriz G € F’;X”, deren Zeilen genau die Zeilenvektoren b; sind, nennt man eine
Erzeugermatrix von C'. Interpretiert man G als Matrixz einer linearen Abbildung cod : IF’q“ —
Fy,z — xG, soist C genau das Bild von cod. Diese Beschreibung eignet sich sehr gut zum
Codieren der q* Informationsworte.

(i) Die Matriz P € IFZX(n_k), deren Spalten genau die Zeilenvektoren h; sind, nennt man
eine Prifmatrix von C. Interpretiert man P als Matrixz einer linearen Abbildung decod :
Fy — Fg_k,x — xP, so ist C' genau der Kern von decod. Diese Beschreibung eignet sich
sehr gut zum Testen, ob ein empfangenes Wort zum Code gehort.

(ii) Ist P eine Prifmatriz fir C und v € F} so nennt man xP € F;‘_k das Syndrom von x
(unter H). Es ist x € C' genau dann wenn sein Syndrom gleich 0 ist.

Definition 2.3 (i) Auf F} definiert der Hamming-Abstand

eine Metrik, d.h. fir alle x,y,z € Fy gilt

d(z,y) >0 und d(z,y) =0 & z =1y,

d(z,y) = d(y, z),

d(z,y) +d(y,z) > d(x, z).

(i1) Das Gewicht eines Wortes v € I}l ist w(x) := d(x,0) = [{i € {1,...,n} | z; # 0}|.
(11i) Das Minimalgewicht d(C') eines Codes C' ist d(C) :=min{d(c) | 0 # c € C}.

10



Bemerkung 2.4 Interpretiert man ein Codewort als lineare Abhdngigkeit der Zeilen der
Priifmatriz, so sieht man, dass das Minimalgewicht des Codes d(C) gleich der minmalen
Anzahl linear abhdngiger Zeilen einer jeden Prifmatriz von C' ist.

Definition 2.5 Sei C C Fy ein Code. Ein minimal distance decoder MDD ist eine Funktion
JFy — C mit
d(f(a),a) = min{d(c,a) | c € C} fir alle a € FY.

Bemerkung 2.6 Sei C C F} ein Code, d := d(C), f ein MDD fiir C.

(i) Ist e < g und v € Fy so gibt es hichstens ein Codewort ¢ € C mit d(v,c) < e. Fiir jeden
MDD f gilt also f(v) = c. (Der MDD kann e Ubertragungsfehler korrigieren.)

(i4) Ist e < d und v € F} fiir das es ein c € C' gibt mit d(v,c) = e, so istv & C. (Der MDD
erkennt, daf$ die Ubertragung fehlerhaft ist (decodiert aber nicht notwendig zum richtigen
Codewort).)

Bemerkung 2.7 Sei C < F} ein linearer Code und P € Fox (k)

und S = {xP | v € F}'} = Bild(P) die Menge der Syndrome von P.

Dann gilt Ty =Uses ({s}) decod =U,eg V.

Fiir s € S heifit as € Vs = as + C ein minimaler Vertreter, falls w(as) = min{w(z) | z € Vi}.
Wihlt man fir jedes s € S einen minimalen Vertreter as, so ist die Funktion f : Fy — C
definiert durch f(a) :== a — as, falls aP = s ist, ein MDD fiir C.

eine Prifmatrix fir C

Beispiel: C' < Fg habe Erzeugermatrix

1 00 2 3

G=|01011

0 0141

Dann ist

-2 =3 T
-1 -1 )
P=1 -4 -1 | =1 23
1 0 Ty
0 1 Ty

eine Priifmatrix fiir C'. P enthélt keine Nullzeile, jedoch gilt x1 + 223 = 0, d.h. es gibt 2 l.a.
Zeilen in P. Daher ist (1,0,2,0,0) € C und d(C) = 2. Zum MDD: Die Menge der Syndrome

1st
S =F?={(0,0)} U{as | s € {(1,0),(0,1),(1,1),(1,2),(1,3),(1,4)},a € F:}

Minimale Vertreter v,s = avs in Vs sind z.B. gegeben durch vig = (0,0,0,1,0),v91 =
(07 07 Oa Oa ]-)7 vl,l = (Oa 47 07 07 0)7 ’U1,2 = (07 07 07 1a 2)a Ul,3 = (Oa 07 07 17 3)7 U1,4 = (07 07 17 Oa O)

Ende am 13.4.2007
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Definition 2.8 Zwei Codes C,C" < Ty heifien dquivalent, falls es eine Umordnung o von
{1,...,n} gibt sowie a = (ay,...,a,) € (F;)", mit

C' = C(0,a) = {(a1co1), a2Co(2), - - -, AnCom)) | (c1,-..,cn) € C}.
Sie heiffen permutationsiquivalent falls
C'=Co:= {(00(1), Co(2)s - - - ,Cg(n)) | (Cl, ce ,Cn) S C}

fiir ein o € S,. Aut(C) :={o € S, | Co = C} heifit die Automorphismengruppe von C.

Beachten Sie: Permutationsiquivalenz erhilt Orthogonalitit, Aquivalenz jedoch i.a. nicht.
Es ist
C(o,a)" = C*(o,a™).

2.1 Hamming Codes.

Definition 2.9 Sein = qqu—ll fir em r € N. Sei P € F*" eine Matriz, in deren Zeilen
gerade alle Erzeuger x; aller eindimensionalen Teilrdume von ¥} stehen:

Ty
T2
P =

In

Jeder Code C' mit Priifmatriz P heif$t Hamming Code der Ldnge n, C' = H(F,,r).

Bemerkung 2.10 H(F,,r) ist bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt, also unabhdingig von
der Wahl der n Erzeuger der 1-dimensionalen Teilrdume von ¥y und deren Reihenfolge.

d(H (Fg,7)) = 3.
Beweis. Je 2 Zeilen der Priifmatrix von H(F,,r) sind linear unabhéngig. 0
Beispiel: r =2 = n =3 und
01
P=110
11

Der Hamming-Code hat Dimension 1 und Erzeugermatrix G = (1,1, 1).
r=3=n=7und

i)

I
— = =0 OO
—__ 0 O =) Kk O
— O R O~ O



Der Hamming Code hat Dimension 4 = 7-3 und Erzeugermatrix

O = O O
_ o O O
T )

1
0
1
1

o OO
o O = O
—_ O = =

Definition 2.11 Ein Code C < Fy heifst perfekt, falls es eine Zahl e gibt, so dafs zu jedem
a € Fy genau ein c € C existiert mit d(a,c) < e.

Beispiel: (i) C' = Fy ist ein perfekter Code mit e = 0.

(ii) Ist A = F5 und n ungerade, so ist der Wiederholungscode C' = {(0,...,0),(1,...,1)} ein
n—1

perfekter Code mit e = 7.
(iii) Der Hamming Code H (F, 3) ist ein perfekter Code mit e = 1.

Satz 2.12 Hamming Codes sind perfekte Codes mit e = 1.

Beweis. Sei ¢' der Hamming Code der Lénge n = ¢" — 1 mit Priifmatrix P und a € Fy.
Dann gilt entweder aP = 0 oder aP = ax; = ae; P ist ein Vektor # 0 in F und damit gleich
dem Vielfachen einer Zeile (der i-ten) von P. D.h. entweder a € C, oder a — ae; € C. Da
d(a — ae;,a) = w(ae;) = 1 ist, gibt es also zu jedem a € Fy ein ¢ € C mit d(a,c) < 1. Die
Eindeutigkeit eines solchen ¢ folgt, da d(C) = 3 ist. O

2.2 Von Codes zu Gittern.

Definition 2.13 Sei p eine Primzahl und C' < F ein Code. Sei (é1,...,e,) eine Ortho-
gonalbasis von (R™,(,)) mit (e;,e;) = % und M = (e1,...,en)z. Dann ist 1 : M —
Fr,ei — (0,...,0,1,0,...,0) ein Epimorphismus mit Kern ker(mw) = pM. Dann heifit
Lc :=7"YC) < M das Codegitter zu C.

Bemerkung 2.14 (i) pM = M# < Lo < M.

(ii) L = Lo . Insbesondere ist Lo ganz genau dann wenn C' C C (also C' ein selbstortho-
gonaler Code ist) und L¢ unimodular genau dann, wenn C = C* (ein selbstdualer Code).
(iii) L¢ ist gerade, genau dann wenn p = 2 und C' ein sogenannter doppelt-gerader Code

ist, d.h. w(c) € 4Z fir alle c € C.

Beweis. Nur (ii) bedarf eines Beweises. Es ist Lo/pM = C, insbesondere ist det(L¢) = p™ 2,

falls k = dim(C). Da dim(C) = n — k ist, gilt det(Loy) = p 2"k = p2h—" — det(LY). Es
geniigt also zu zeigen, dass Lo C Lﬁ. Klar ist pM = M7# C Lﬁ. Sei ¢ = (c1,...,¢,) € C
und ¢ = 3"  ae; € Le. Dann ist (ay + pZ, ..., a, + pZ) € C und daher ) a;¢; =, 0. Also
ist auch (> cies, > ae;) = %Zaici e 7. O
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Bemerkung 2.15 Definiert man das Minimum eines Gitters L als
min(L) := min{(¢,¢) |0 # ¢ € L}

so gilt fiir einen Code C < F}
. . 1
min(L¢) > min{p, —d(C)}
p
mit “=7, falls p =2 oder p = 3 ist. Fs gilt immer pe; € Lo ein Vektor der Quadratlinge p.

Die Konstruktion des Codegitters Lo aus dem Code C' < IF; nennt man auch manchmal
Konstruktion A .

Beispiel 2.16 Der erweiterte Hamming-Code es und Eg.
Fiir einen Code C < IE‘Z’ definiert man den erweiterten Code C < Iﬁ‘g“ als

n

C=A{(ct,....en,= Y i) c=(c1,....cn) €CY.
=1

Dann ist dim(C) = dim(C). .
Ist C = H(F4,3) mit Erzeugermatriz G wie oben, so hat C =: es < F3 die Erzeugermatriz

10000111
a_lorooro1n
“loo1o01101
000111710

Es gilt C = C*. Also ist Lé ein unimodulares Gitter. Es gilt Ls = Eg.

Ende am 17.4.07

2.3 Waurzelgitter als Codegitter.

In diesem Abschnitt wollen wir sehen, welche Wurzelgitter von der Form L fiir einen Code
C < F, sind. Da Wurzelgitter gerade Gitter sind, ist notwendigerweise p = 2 und C' ein
doppelt gerader Code.

Wir beginnen mit einigen interessanten und niitzlichen Eigenschaften der Weyl-Gruppe
W (L) (siehe Bemerkung 1.12) eines irreduziblen Wurzelgitters.

Definition 2.17 FEin Gitter L heif$t irreduzibel oder auch orthogonal unzerlegbar, falls L
nicht orthogonale Summe echter Teilgitter ist.

Mit dieser Definition liest sich also Satz 1.15 wie folgt: Jedes irreduzible Wurzelgitter ist von
der Form A, D,, (m > 4), Eg, E; oder Es.
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Satz 2.18 Sei L ein Wurzelgitter und W (L) seine Weyl-Gruppe. Dann ist L irreduzibel, ge-
nau dann weinn W (L) irreduzibel auf V' := RL operiert, d.h. jeder W (L)-invariante Teilraum
U <V ist entweder {0} oder V.

Beweis. =: Sei {0} # U <V mit Ug = U fiir alle g € W(L). Dann ist auch U+ ein W (L)-
invarianter Teilraum, da W (L) < O(V) und V =U @ U*. Sei o € R(L). Wir wollen zeigen,
dass entweder a € U oder o € U™ liegt. Das widerspricht dann der Irreduzibilitit von L.
Angenommen o ¢ U. Fiir v € U ist dann uo, = u— (u,a)a € U, da U invariant unter W (L)
ist. Also ist (u,a) = 0 fiir alle u € U (da o ¢ U) und somit o € U~.

<: Wir zeigen: Ist L = Ly L Ly, so ist U := RL; ein W(L)-invarianter Teilraum von V.
Denn dann ist R(L) = R(Ly) U R(Ls). Fir w € U und a € R(Ly) ist uo, = u € U und fiir
a € R(Ly) ist uo, € U. O

Lemma 2.19 Sei L ein irreduzibles Wurzelgitter. Dann operiert W (L) transitiv auf R(L),
d.h. fiir je zwei Wurzeln o, 3 € R(L) gibt es ein g € W (L) mit ag = f3.

Beweis. Seien «, f € R(L). Dann ist U := (ag | g € W(L))g ein W (L)-invarianter Teilraum
von RL = V und also nach Lemma 2.18 U = V. Die Bilder von « unter den Gruppen-
elementen erzeugen also den ganzen Raum. Daher gibt es ein ¢ € W(L) mit (ag,3) # 0.
Indem wir o durch g ersetzen, kénnen wir annehmen, dass («, 3) # 0. Ersetzt man a durch

—a = a0, so kann man weiter annehmen, dass (a, ) > 0 ist. Dann ist aber entweder a = 3
oder (o, f) =1 und v := a — € R(L). Im letzten Fall ist

ac, =a— (v,a)v=a— (a—fF) =0.

Satz 2.20 Sei L ein irreduzibles Wurzelgitter der Dimension n. Dann sind dquivalent:

(a) L = L¢ fiir einen Code C < F}.

(b) L = L¢ fir einen doppelt geraden Code C' < F.

(¢) L enthilt n paarweise orthogonale Wurzeln, d.h. ein Teilgitter isometrisch zu A} := A; L
(d) =1 € W(L).

(e) 2L# C L.

(f) L = Ay, D, mit n >4 gerade, E; oder Es.

a) < (b) haben wir oben schon gesehen.
) klar aus Konstruktion von L.
): Sind v, .. ., a;, die paarweise orthogonalen Wurzeln, so gilt fiir

Beweis. (
c

(b) = (
(c) = (d

g =04, ...0q,

dass ajg = —a; ist (1 < i < n). Da (aq,...,q,) eine R-Basis von RL ist folgt daraus
g=—-1€W(L).
(d) = (e): Sei x € L¥ und « € R(L). Dann ist (z,«) € Z und daher

r0, =2 — (x,0)a € x + L

15



d.h.  — zo, € L. Daher folgt fiir beliebiges g € W(L), dass z — zg € L. Insbesondere gilt
dies fiir g = —1 € W(L) und somit ist z — (—z) = 2x € L. Da x € L* beliebig war, folgt
daraus 2L7 C L.

(e) = (f): Folgt aus Satz 1.15.

(f) = (b): Durch explizite Angabe eines Codes C":

D, (n > 4), gerade: Setze

C"=A{(c1,...,cnp2) | Zcz:o} < Fy*

und
C = {(61761,02,62,. .. ,Cn/Q,Cn/g) | (Cl, c. ,Cn/g) S Cl}

Eine Basis mit Grammatrix wie in Abschnitt 1.1 erhalt man z.B. als Zeilen der Matrix

11 1 1 0 0 0 0
1 1 -1 -1 0 0O 0 O
-2 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 1 -1 0 0 0 O
o o0 -1 1 1 1 0 0
o o0 o0 0 -2 0 0 0
o o0 o o 1 -1 1 1
o 0 0 0 0 -2 0
E7Z C= H(F273)J‘.
Egiczeng(FQ,B). ]

Satz 2.21 (Kneser) Jedes Gitter lisst sich eindeutig schreiben als orthogonale Summe irre-
duzibler Gitter.

Beweis. Dazu zuniéchst eine kleine Definition. Wir nennen einen Vektor x € L unzerlegbar,
falls es keine y, z € L — {0} gibt mit = y + z und (y, z) = 0.

Dann gilt: Jeder Vektor 0 # = € L ist Summe von unzerlegbaren Vektoren. Denn dies ist klar,
wenn x unzerlegbar ist. Ist aber x nicht unzerlegbar, so ist z = y + z mit 0 < (y,y) < (x, x)
und 0 < (z,2) < (z,z). Ist einer der Summanden y oder z nicht unzerlegbar, so kann man
ihn wiederum als Summe von Vektoren kleinerer Norm schreiben. Da L._,,) endlich ist,
terminiert dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten.

Insbesondere wird L von unzerlegbaren Vektoren erzeugt.

Wir nennen zwei unzerlegbare Vektoren y, z verbunden, falls es unzerlegbare Vektoren zy =
Y,x1,...,x, = z in L gibt, mit (z;,z;11) # 0 fiir alle i. Diese Aquivalenzrelation teilt die
Menge der unzerlegbaren Vektoren in endlich viele Klassen K, ..., K.

Sei L; := (K;)z.

Dann ist L = Ly L ... L Ly eine Zerlegung in irreduzible Gitter und diese Zerlegung ist
eindeutig. 0
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3 Der LLL-Algorithmus und Anwendungen.

Viele ganz allgemeine Probleme kann man auf das Bestimmen kurzer Vektoren in Gittern
zuriickfiihren. Exemplarisch mochte ich hier ein solches Problem (mit Variationen) vorstellen.

Algorithmus 3.1 Finden Z-linearer Abhdngigkeiten komplexer Zahlen.

EINGABE: 21, ..., 2, € C (bzw. gute Approximationen).

AUSGABE: ay,...,a, € Z mit Y a;z; = 0.

IDEE: Formuliere das Problem so um, dass (ay,...,a,) ein kurzer Vektor in einem Gitter
15¢.

Wihle N € R<q grofS und definiere
(= =) R X R" = R, (2,9) = Y _ayy; + N zw) (D Zs).
j=1 i=1 i=1

Dann ist (—,=) positiv definit. Sei L = Z™. Ist a = (aq,...,a,) € L, mit (a,a) klein, so gilt,
falls N grof$ genug ist, dass Y ;. a;z; sehr nahe bei 0 ist.

Beispiel 3.2 Setzt man y = 1 + 2'/3 so ergibt sich y = zo ~ 2.260, y?> = 23 ~ 5.117,
Y3 = 24 ~ 11.542. Wir wollen eine Z-lineare Abhingigkeit zwischen z; == 1,y,vy% y> finden.
Dazu konstruieren wir zuerst die Grammatriz G = I, + 101°Z - Z" mit Z = (1,y,y*,v°).
Dann st

10000000001.000 22599210498.949 51072431517.580 115419663055.89
22599210498.949 51072431518.580 115419663055.89 260839326111.79
51072431517.580 115419663055.89 260839326112.79 589476283720.41
115419663055.89 260839326111.79 589476283720.41 1332169861994.6

gN

Der Vektor v := (—3,3,-3,1) erfillt v-G-v'" ~ 19 und ist ein kurzer Vektor in dem Gitter
mit Grammatriz G. Tatsdichlich gilt y> — 3y*> + 3y — 3 = 0.

Algorithmus 3.1 kann man auch benutzen um Z-lineare Abhéngigkeiten von Vektoren 24, ..., 2z, €
C* zu bestimmen.

Eine Anwendung von Algorithmus 3.1 ist das Faktorisieren von Polynomin in Z[z].

Algorithmus 3.3 EINGABE: f € Z[z]| Polynom und numerische Approzimation einer kom-
plexen Nullstelle z € C mit f(z) = 0.

AUSGABE: h, g € Z[x] mit f = hg.

IDEE: In der obigen Faktorisierung gilt entweder h(z) = 0 oder g(z) = 0, d.h. die Koeffizien-
ten von h oder g liefern eine Z-lineare Abhdngigkeit der Potenzen von z. Solche Koeffizienten
lassen sich also mit Algorithmus 3.1 bestimmen.

Das Bestimmen kurzer Vektoren in einem Gitter ist ein schwieriges Problem, die vorhandenen
Algorithmen kénnen auf heutigen Rechnern die kiirzesten Vektoren in Gittern in etwa bis
zur Dimension 60 bestimmen. Daher benotigt man einen schnellen Algorithmus, um kurze
Vektoren in Gittern zu finden. Dies ist der berithmte LLL-Algorithmus.

Ende am 20.4.2007
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Satz 3.4 (Hermite Ungleichung): Sei L C (V, (,)) ein Gitter. Dann gibt es eine Gitterbasis
B = (by,...,b,) von L so dass

n 4n(n—1)/2
[ 0) < 5 det(L).
=1

Beweisidee: Zeige zunéchst

Lemma 3.5 Sei v € L mit (v,v) = min{((,¢) | 0 # ¢ € L} = min(L) und 7 : V — v+
die Orthogonalprojektion auf vt. Ist x € w(L), so gibt es ein x1 € L mit m(x) = x und
(x1,21) <4/3(x,x).

Beweis. Sei 1 € L so, dass © = 7(z1) und z; — x = sv mit |s| < 1/2. Dann ist

(v,0) + (z,z) < 4/3(x, x)

o] =

(x17x1> = (SU +,sv —f-l’) = 82(U7U) + (ZE,Z‘) <

denn es ist (v,v) < (z1,21) < (v,v) + (z,2) und damit 3(v,v) < (z,z), also 1(v,v)

<
5(z, z). Dieses z erfiillt also die Behauptung. O

Beweis. (von Satz 3.4) Induktion iiber n: n =1 ist trivial.
(n — 1) = n: Wihle by € L mit (by,by) = min(L). Sei 7 : V — b wie in 3.5 und
L' := w(L). Nach Induktion gibt es eine Gitterbasis (b},..., b)) von L' mit [] (b}, b)) <

r¥n 1) 7

§<" D022 Get(L)). Fiir i = 2,...,n sei b € L mit w(b;) = b, und (b, b;) < 4/3(b, b).
Dann ist (by,...,b,) eine Gitterbasis von L:
(Denn sei Ly := (by,...,b,) < L. Dann ist 7(Lq) 7(L). Also gibt es zu jedem ¢ € L

p—g L p—g
ein {4 € Ly mit £ — ¢, € ker(m). Aber ker(m) = (b1) C Ly, also ist £ — ¢; € Ly und somit

LcClL.)
Wie im Gram-Schmidt Verfahren sicht man det(L’)(by,b1) = det(L). Also erfiillt die Basis
(b1,...,b,) die Behauptung. O

Definition 3.6 (vgl. Lenstra, Lenstra, Lovasz: Math. Annalen 261, 515-534 (1982))
Eine Gitterbasis B := (b1, ...,b,) eines Gitters L heifit LLL-reduziert (zum Parameter 2),
falls fiir die p;; und b, aus dem Gram-Schmidt-Verfahren 1.6 gilt:

(a) |pij| <1/2 fir allel <j<i<n
(b) (b, b;) + M?,i—l(b;—la bi_y) > %(b;—la bi_y) firallei=2,...,n
(Die Bedingung (b) sagt aus, dass die Projektion von b; auf (b1, ...,b;_o)* nicht wesentlich

kiirzer ist als die Projektion von b;—; auf denselben Raum.) Den Parameter 3/4 in (b) kann
man durch eine beliebige reelle Zahl o € (1/4,1) ersetzen.

Satz 3.7 Sei B = (by,...,b,) eine LLL-reduzierte Basis des Gitters L und (b}, ..., b)) wie
wm 1.6. Dann gilt:
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(i) (bj,b;) <2710, b)) fiir alle1 <j<i<n.

1) 7

(ii) det(L) = [Tr, (b, 05) < TTr (bi, b;) < 2nn=D/2 det(L).

(2

(i) (by,by) < 20=D/2det(L)/™.

Ersetzt man den Parameter 3/4 in 3.6 (b) durch ein o mit 1/4 < oo < 1, so gelten analoge
Aussagen zu 3.7 (i), (ii), (iii) in denen man 2 durch 4/(4a — 1) ersetzt.

Beweis. (i)
(b5 b7) = 1/2(b; 1, by 1)

1) 71

fiir alle 2 < ¢ < n nach Definition 3.6 (a) und (b). Also folgt durch Induktion:

(¥,,8) < 27981, 8)

fiir alle 1 < j <4 < n. Daraus ergibt sich

i—1

(b;, b;) = (b/iab;) + Zﬂfj(b;wb;‘) <

j=1
i—1

(B, 0) (1174 S 2777) = (b, b)) (14 1/4 - (21 = 2)) < 271 (8), 1)).
j=1

Also (bj,b;) < 277H(b), b)) < 2'71(b, b) fiir alle 1 < j <4 <n.

1)

(i) Die linke Ungleichung ist die Hadamard Schranke 1.8. Die rechte ergibt sich aus (i):

n

n 1 o n
det(L) = []®;. ) >[I 51 by ;) =2 el | (UANE
j=1

J=1 Jj=1

(iii) Folgt direkt aus (i), da

(2

(b1, by)" < [T 277" (0. 0)) = 2"/ det(L).
=1

Folgerung 3.8 Ist (by,...,b,) eine LLL-reduzierte Basis des Gitters L, so ist
(b1,b1) < 27 H(z,2)

fiir alle 0 # z € L.

Beweis. Sei © = Y . a;b; = Y 0 a;b; mit a; € Z,oy; € R (1 < ¢ < n). Ist i maximal mit
a; # 0, so ist a; = a; und (z,z) > a?(V}, b)) > (b;,0)) > 1/2071(by, by) > 1/2"71(by, by). O

1) 71 1) 71

Satz 3.9 Jedes Gitter L hat eine LLL-reduzierte Basis.
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Zum Beweis geben wir einen Algorithmus zur Berechnung einer LLL-reduzierten Basis an:

Algorithmus 3.10 (LLL-Reduktion)
EINGABE: Gitterbasis (by, ..., by) von L.
AUSGABE: LLL-reduzierte Gitterbasis (by,...,b,) von L und Transformationsmatriz T =
(tij) € GL,(Z) mit b; = Z?Zl tijb;.
IDEE: [teration dber k: Im Schritt k gilt, dass (by,...,bx_1) eine LLL-reduzierte Basis ist.
Man startet mit k = 2. Ist k =n + 1, so ist man fertig.
T bezeichne die k-te Zeile von T.
ALGORITHMUS: T := I,,; by :=b; (1 <i<mn); k:=2;
while (k <n) do
if (k=2) then prp—1 = (b, b_1)/(Vh_y, bj_1);
if (pp—1] > 1/2) then r := round(pg g—1); b = by — rby_1;
Tk = Tk — T’Tk_l, end Zf
forj=1,.... k=2 do py; := (b, )/ (U}, V}); end for;
b, == by, — Z]—1 ,Ukjb/ ]
Teste Bedingung 3.6 (b) fiiri = k.
Fall 1: nicht erfillt
vertausche by, und by_1 und T}, und Tj_1; k:=k —1;
end Fall 1;
Fall 2: erfiullt
forj=k—2,...,1 dor:=round(u;);
by :=0bp —rbj; Ty =Ty — rT}; prj = fi; — 7
forl=1,...,7=1do pp; = pu; — rp,;; end for;
end for;
k:=k+1;
end Fall 2;
else k:=k+1;
end if;
end while;

Bemerkung 3.11 (1) Algorithmus 3.10 lafit sich so umformulieren, dass er nur mit Gram-
matrizen arbeitet.
(2) Die Koeffizienten von kurzen Gittervektoren bzgl. einer LLL-reduzierten Basis sind klein.
Also liuft der Algorithmus zum Berechnen von L<g in Satz 1.9 schneller mit einer LLL-
reduzierten Basis.

Satz 3.12 Algorithmus 3.10 terminiert.

Beweis. Sei dj, := det((b;, b;)1<ij<k) Setzt man Ly = (by,...,b)z so ist dy = det(Ly) =
H L (05,0). Es gilt dg = 1, d,, = det(L), dy, € Rs. Ist m := min(L), so ist nach der Hermite
Unglelchung (3.8) d > %k(kfl)/ ’mk durch eine positive Zahl nach unten beschréinkt. Sei
D= Hk y .

Dann éndert sich D nur dann, wenn sich ein (b7, 0}) éndert, also nur im Fall 1.
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Dann wird aber dj_; mit einem Faktor < 3/4 multipliziert.

d; bleibt gleich fiir j # k—1 da die Menge {by, ..., b;} und damit auch L; gleich bleibt. Also

wird im Fall 1 die Zahl D mit einem Faktor < 3/4 multipliziert. D ist durch eine positive

nach unten beschrénkt, also tritt Fall 1 nur endlich oft auf und der Algorithmus terminiert.
O

Algorithmus 3.13 MLLL-Algorithmus (=modifizierter LLL-Algorithmus (M. Pohst))
Algorithmus 3.10 kann so abgedndert werden, dass er mit linear abhdngigen Vektoren arbeitet.
EINGABE: Teilmenge (b, ..., bw) von V.

AUSGABE: LLL-reduzierte Menge (by,...,by) mit L := (51, . 7Bm>Z = (b1,...,bm)z und
eine Transformationsmatriz T = (ti;) € G Ly (Z) mit by = Y7, tiib;.

IDEE: Verfahre wie in 3.10 mit dem folgenden Unterschied: Ist (b, b)) = 0 (also b}, =0, d.h.
by ist R-linear abhdngig von by, ..., bx_1), so ist bj im Gram-Schmidt-Verfahren tberflissig.
Setze also py, =0 fir allel =k+1,...,m.

Bemerkung 3.14 Der MLLL-Algorithmus terminiert.

Beweis. Analog zum Beweis von 3.12. Sei g; := (b}, b;) und

dy = H gi, D := H dy, H ok,

1<k,g;#0 k<m,gr#0  k<m,gp=0

D wird nur im Fall 1 veréndert.

Ist gx # 0, so wird D mit einem Faktor < 3/4 multipliziert, wie in 3.12.

Ist g, = 0, so werden by und b;,_; vertauscht. d,_; wird auf d,_o gesetzt, d;. bleibt gleich und
D wird insgesamt mit einem Faktor 2¥~1/2% = 1/2 < 1 multipliziert.

Wie in 3.12 ist D durch eine positive Zahl (min(L)dm(L)2m=dim(L)) nach unten beschriinkt.
Also tritt Fall 1 nur endlich oft ein und Algorithmus 3.13 terminiert. U

Bemerkung 3.15 Sei n = dim((by,...,bn)r). Dann gilt fir die in 3.13 berechneten Vek-
toren (by,...,bm): b1 = ... =bp_n =0 und (by—ni1,--.,bm) ist eine LLL-reduzierte Gitter-
basis von L.
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II Extreme Gitter.

4 Dichte Kugelpackungen.

Definition 4.1 Sei L € (R™,(,)) ein Gitter. Dann ist
min(L) := min{(¢,¢) |0 # ¢ € L}
das Minimum von L und
S(Ly:={¢eL| (¢ =min(L)}

die Menge der kiirzesten Vektoren von L. Nach Satz 1.9 ist S(L) = {1, ..., lx} eine endliche
Menge. k = |S(L)| heifst auch die KuBzahl oder auch kissing number von L.

/min(L) ist der Radius der Kugeln in der zu L gehorenden Kugelpackung. Die KuBzahl

1
2
ist die Anzahl der Kugeln in der Gitterkugelpackung, die eine feste weitere Kugel beriihren.

Definition 4.2 Bezeichne L,, die Menge aller n-dimensionalen Gitter. Die Hermite-Funktion
v : L, — Ryg ist definiert durch

_ min(L)
)= Geryii

Yo :=sup{y(L) | L € L,} heifst die Hermite-Konstante.

Bemerkung 4.3 Die Dichte der zu L gehorenden gitterformigen Kugelpackung ist
A(L) = 27"(L)"?V,

wobei V,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet. Insbesondere ist A(L)
maximal, genau dann wenn (L) maximal ist.

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, einen Algorithmus anzugeben, der die lokalen Maxima von
v auf dem Raum der Ahnlichkeitsklassen von n-dimensionalen Gittern bestimmt.

Dazu miissen wir zundchst auf L,, eine Topologie definieren.

Hermite Funktion auf Wurzelgittern.
L AQ Ag A4 ]D)4 ]D)5 ]D)G EG ]E7 Eg
~v(L) | 1.155 | 1.260 | 1.337 | 1.414 | 1.516 | 1.587 | 1.665 | 1.811 | 2

Bemerkung 4.4 (a) Die Hermite-Funktion v : L, — Ry ist konstant auf den Isometrie-
klassen von Gittern, d.h. (L) = ~v(L') falls L = L'. Sie dndert sich auch nicht bei Skalieren
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v(sL) = ~(L) fir alle s € Rsq. Also ist v eine Funktion auf der Menge der Ahnlichkeitsklas-
sen von n-dimensionalen Gittern, v : L, /(R*O,(R)) — Rs, [L] — v(L).
(b)

Gram : £,,/(R*O,(R)) — R-o\R}" "/ GL,(Z) =: Quad,,, [L] — [G(B)]

sym,

wo B eine Gitterbasis von L ist, ist eine Bijektion.

(c) Auf Sym,(R) := Ry*" = {A € R™" | A = A"} definiert (A, B) := Spur(AB) ein

Skalarprodukt und macht Sym,,(R) zu einem Euklidischen Vektorraum (Sym,,(R), Spur) (der
Dimension n(n + 1)/2). Diese Skalarprodukt definiert auch eine Topologie auf Sym,,(R).

Definition 4.5 Sei F' € Sym,,(R) positiv definit.
(1) min(F) := min{lF{" | 0 # ¢ € Z"} heifst das Minimum von F.
(i1) S(F) :={l € Z" | (F0" = min(F)} die Menge aller kiirzesten Vektoren von F.

(i11) v(F) := d:tlzn 7 die Hermite-Funktion be: F.

Bemerkung 4.6 v(aF') = y(F) fir alle a € Ry.
Y(TFT™) =~(F) fiir alle T € GL,(Z).

V(L) = ~([L]) = ~(Gram(L)).
Definition 4.7 Ein Gitter L € L,, heifit extrem , falls [L] ein lokales Mazimum der Hermite

Funktion ~ : L,,/(R*O,(R)) — R ist, also falls es eine Umgebung U von F := Gram(L) in
Sym,, (R) gibt, so dass vy sein Mazimum in F' annimmd.

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist die Voronoi’sche Charakterisierung extremer Gitter
Satz 4.19 (unten).

Definition 4.8 Eine positive definite Matriz F' € Sym, (R) heifit perfekt , falls

(x"z | x € S(F))r = Sym,, (R).

Beachten Sie, dass diese Definition koordinatenunabhéngig ist. Ist 7' € GL,(R) so sind die
beiden Vektorrdume (1) (2T) | z € S(F))r und (z""z | x € S(F))g isomorph.

Bemerkung 4.9 Ist T € GL,(Z), s € Ry so ist ' perfekt < sTFT' perfekt. Perfektion
st also eine Eigenschaft der Klasse von F' in Quad,,. Fin Gitter L € L, heifst perfekt, falls
Gram(L) € Quad,, perfekt ist.

Ende am 27.4.07

Satz 4.10 (Korkine, Zolotareff) F' € Sym,, .o(R) ist perfekt, genau dann wenn
{F} ={A € Sym,(R) | zAx" = min(F) fiir alle xz € S(F)}.

Die Matriz F' ist durch thre kiirzesten Vektoren eindeutig bestimmit.
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Beweis. Sei A € Sym, (R) eine weitere Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems
rAz"™ = min(F) fiir alle x € S(F). Dann ist fiir alle x € S(F')

(A — F)2'" = Spur(x(A — F)2'") = Spur(z"z(A - F)) =0

also ist A— F € (z'"x | x € S(F))g. Dieser Raum ist gleich 0, genau dann wenn F perfekt
ist. UJ

Bemerkung 4.11 Ist F perfekt, so ist 5|S(F)| > dim Sym,,(R) = n(n+1)/2, also |S(F)| >
n(n+1).

Bemerkung 4.12 Ist F' perfekt, so ist (S(F))r = R™.

Beweis. Ansonsten gibt es ein 0 # y € R” mit (y,x)? = 0 fiir alle z € S(F). Dann ist

0= (y,2)" = (yz")* = ya"zy" = Spur(ya"xy") = Spur((y”y)(z"z))
fiir alle x € S(F). Also ist die symmetrische Matrix y*"y aus (z'"z | z € S(F))z. O

Folgerung 4.13 Ist F' perfekt, so gibt es ein a € Ry mit aF' € Z™*".

Beweis. Ersetze F' durch ﬁ(F)F . Dann gilt min(F) = 1 und F ist die einzige Losung des

inhomogenen linearen Gleichungssystems xFz'" =1 fiir alle z € S(F) C Z™ mit ganzzahli-
gen Koeffizienten. Diese ist rational (Cramer) und daher ist F' € Q"*". Nach Multiplikation
mit dem Hauptnenner ist F' ganzzahlig. U

Satz 4.14 (Voronoi) Bis auf Ahnlichkeit gibt es nur endlich viele perfekte Gitter in L,.
Perf,, := {[L] € Roo\L,/O,(R) | L ist perfekt } ist endlich.

Beweis. Sei F' = Gram(L) perfekt. (E sei min(F) = 1. Wahle n linear unabhéngige Vektoren
x1,...,%, € S(L). Dann ist nach Folgerung 1.8

det(L) < det{xy,...,z, H (i, 2;) <

Sei C,, := (4/3)"»=1/2 und (by,...,b,) eine nach Satz 3.4 existierende Gitterbasis von L mit

n

[ b)) < Cdet(L) < C,..

=1

Dann ist auch (b;,b;) < 2~ < C,. Ist 2 = Sor L aibi € L, so ist

124 (b5,05)
a? _ det(<b17'"7bi—17$7bi+17”'7bn>2) S Cnnjyéng]7b])(m7x) :Cn (./L',I') S Cn((L"]})
det(L) 1= (b5, 05) (bi, bi)

Also gilt fiir x € S(L), dass |a;| < V.
Also gibt es eine Matrix TFT™ € [F] mit T € GL,(Z) so dass S(F) C {(ai,...,a,) €
Z" | |a;| < VO, = (4/3)""=D/4} Diese Menge ist aber endlich, hat also auch nur endlich

viele Tellmengen Da F' nach Satz 4.10 durch S(F") eindeutig bestimmt ist, gibt es auch nur
endlich viele Moglichkeiten fiir F'. OJ
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Beispiel 4.15 A, ist einziges 2-dimensionales perfektes Gitter.

Beweis. A, ist perfekt (leicht nachzurechnen, oder siehe Beispiel 4.18). Ist F' € R?*2 perfekt,
so ist |S(F)| > 2 -3 = 6. Weiter gibt es nach obigem Beweis eine zu F' dquivalente Form F”
so dass

S(F') € {(ar,az) € Z2 | |ay| < (4/3)" < 2}

Insbesondere enthélt S(F') eine Basis von 72 . Beziiglich einer solchen Basis ist F' = ( Z 2 )

mit b = +a/2 also F' dhnlich zu A,. O

Im néchsten Abschnitt werden wir einen Algorithmus kennenlernen, der es erméglicht, alle
perfekten Gitter aufzulisten. Mit dem Hauptsatz 4.19 liefert dies einen Algorithmus zur
Bestimmung aller extremen Gitter und damit auch zur Berechnung der Hermite-Konstante

Yn-

Definition 4.16 Fine positiv definite Matriz F' € Sym,, (R) heifit eutaktisch, falls es Zahlen
px > 0 fir alle x € S(F) gibt mit

= > paz.

z€S(F)

Bemerkung 4.17 FEutaktisch zu sein ist eine Eigenschaft von [F] € Quad,,. Daher nennen
wir ein Gitter L eutaktisch, genau dann wenn Gram(L) eutaktisch ist.

Beweis. Fiir T € GL,(Z) ist S(TFT™) = S(F)T~! und es gilt

(TFTtT)—IZT—trF—lT—l tr Z pwx l‘ _ Z pw({ET_l)tr{ET_l.

zeS(F zeS(F)

Beispiel 4.18 1, ist eutaktisch aber nicht perfekt.

A, ist eutaktisch und perfekt. Eine mogliche Grammatriz von A, ist A, = I, + J, mit
1 ... 1

Jo= |+ i | € {1} (In der Beschreibung A, = {3"" a;z; € Z" | Y a; = 0}
1 ... 1

wo (21, ..., 2n41) eine ON-Basis von Z" ist, ist (z1 — 29, ..., 21 — 2ny1) €ine Gitterbasis von
A, mit Gmmmatmz A,.) Dann gilt S(A,) = {iez, e;—e; | 0<i#j<n}und

1
Ailzln_ n
n nt 1 2n+1 Z .

zeS(A

A, ist minimal perfekt, d.h. S(A,) = n(n + 1). Es ist (e; — e;)"(e; — e;) die Matriz die
an den Stellen (i,i) und (j,j) eine 1 und bei (i,7) und (j,i) eine —1 stehen hat, und e'"e
die Diagonalmatriz mit einer 1 an Stelle (i,1). Daraus erkennt man, dass die (z'"z | x €
{ei;,e; —e; | 0 <i<j<n} eine Basis von Sym,(R) bilden.
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Ziel dieses Abschnittes ist es, den folgenden Satz von Voronoi zu beweisen:

Hauptsatz 4.19 (Voronoi) Ein Gitter L ist extrem genau dann wenn es perfekt und eutak-
tisch ist.

Daraus erhélt man dann z.B. dass das Gitter A,, eine lokal dichteste Kugelpackung liefert.

Folgerung 4.20 (aus dem Hauptsatz) Extr,, := {[L] € Roo\L,/O,(R) | L ist extrem } ist
endlich.

Anzahl Ahnlichkeitsklassen perfekter Gitter.

n 112|3[4]|5|6] 7 8 9
|Perf, | [1]1]1|2]3]7|33|10916 | > 524289
|Extr, || 1]11]2]3|6|30]| 2408 | > 12814

4.1 Der Beweis der Voronoischen Charakterisierung extremer Git-
ter.

Eine kleine Vorbemerkung zu Linearformen und Matrizen, die dem gesamten Beweis zugrun-
deliegt und einen basisfreien Zugang zu den Begriffen perfekt und eutaktisch liefert.

Bemerkung 4.21 Sei Endy(E) der Raum aller selbstadjungierten Endomorphismen von
E=([R"(,)).
End,(E) = {f € End(R") | 5[5 € Sym,(R)}.

Die Spurbilinearform macht Endg(E) zu einem Euklidischen Vektorraum, Spur(f,g) :=
Spur(fg) fir f,g € Ends(E). Also liefert uns die Spurbilinearform einen Isomorphismus

Spur® : Endy(E) — Endg(E)* : f — (g — Spur(gf)).

Jedes 0 # x € E definiert einen selbstadjungierten Endomorphismus, die Orthogonalprojek-
tion p, auf (x)r definiert durch

(v, z)

(z,2)

Die Matriz von p, beziiglich einer Orthonormalbasis ist =z x. Es ist (z,r) Spur*(p,) =: ¢,

: (w,z)
mat

pm:’Ul—>

va(f) = (2f, ).
(Achtung, Normierung ! )

Beweis. Zur Berechnung von ¢, (f) sei (ba, . .., b,) eine Basis von 21, Dann ist B := (z, bs, . .., b,)
eine Basis von F und g(p,)p = diag(1,0,...,0). Sei f € End,(£) und (f;;) die Matrix von
f beziiglich B. Dann ist Spur(fp,) = fi; und xf = fi;z+ 2 mit 2 € 2+, Also ist fi; = (z.2/)

(z,z)
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Bemerkung 4.22 Die Bedingung dass F' € Sym,, (R) perfekt ist, bedeutet dass die {¢, |
x € S(F)} den Dualraum Ends(E)* erzeugen. Die Eutaziebedingung

*x F71= Z 02
zeS(F)

mit positiven p, liest sich in der Sprache der Linearformen wie folgt: Ist B eine Basis mit
Grammatriz F, so ist F~1 = p.idp. Ist © die Koordinatenzeile beziiglich der Basis B, so
ist 2" x = (x,2) g+ (pr) . Also liest sich x als

id = min(F) Z PuDa
zeS(F)
was unter der Identifikation mit dem Dualraum tibergeht zu
Spur = Z PzPx
zeS(F)

als Gleichung fir Linearformen auf Endg(E).

Dies zeigt unter anderem, dass die Eigenschaft eines Gitters perfekt, bzw. eutaktisch zu sein
nur von der Geometrie der Menge der kiirzesten Vektoren abhéngt.

Definition 4.23 Sei M C E eine endliche Menge von Vektoren im Euklidischen Raum.
(i) M heifit perfekt , falls
(p | x € M) =Ends(E)".

(i) M heifit eutaktisch , falls Zahlen p, > 0 (fir alle x € M) existieren mit

Spur = Z PzPz-

zeM

Ein Gitter, oder auch eine symmetrische positiv definite Matrix, ist also eutaktisch bzw.
perfekt, genau dann, wenn seine Menge von kiirzesten Vektoren eutaktisch bzw. perfekt ist.

Der Rest des Abschnitts ist einem Beweis des Hauptsatzes 4.19 gewidmet. Dazu zunéchst
ein Satz von allgemeinem Interesse:

Satz 4.24 (Stiemke, 1915) Sei V' ein R-Vektorraum, o1, ..., ¢ € V*. Aquivalent sind:
(1) {x €V ]pj(x) >0 fir allel <j<t}= ﬂi:l ker(p;).
(ii) Es gibt aq,...,a; € Ry mit a;o1 + ... + appy = 0.

Beweis. (ii) = (i) Ist klar. Ist ndmlich € V mit ¢;(z) > 0 fiir alle 1 < j <t, so ist auch
0= Z§'=1 a;jp;(z) eine Summe von nichtnegativen Zahlen. Also ist ¢;(x) = 0 fiir alle j und
damit = € N'_, ker(;).

(i) = (ii): Wir gehen zu V/._, ker(y;) iiber und nehmen an, dass (,_, ker(y;) = {0}, also
V* = (p1,...,¢:). Betrachte

x:={M C{e1,...,p} | Fx € V.op(x) > 0 fur alle yp € M, ¢(z) >0 fir ein p € M}
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Sei M € x eine Menge mit maximaler Kardinalitdt |M| =:m. B M = {¢1,...,¢n}. Dann
gilt (M) = V*, denn sonst gibt es ein y € V mit ¢;(y) = 0 fir alle 1 < i < m. Da
(P1,...,0) = V* gibt es ein pg mit p,(y) # 0. Wahlt man A € R so dafl ¢4(z + A\y) > 0
mit x wie in *, so sieht man, dass M U {ps} € * ein Widerspruch zur Maximalitdt von M.

Fall 1: Es ist t > m+ 1: Dann ist ¢t —1 > m und Induktion iiber ¢ liefert af,...,a;_; > 0 mit
Zf 1 alp; = 0. Da (p1,...,¢m) = V* gibt es by, ..., b, mit ¢, = Z;n:l bje;. Wéhle a; > 0
mit a; 1= a, —a;b; > 0 fiir i = 1,...,m und setze a; := a fir i =m +1,...,t — 1. Dann ist
22:1 a;p; = 0.

Fall 2: Es ist ¢ = m + 1. Sei W := ker(¢;) und wende Induktion an auf ¢y, ..., ou—1)w-.
Danach gibt es ay,...,a;_1 > 0 mit (Zf: aipi)w = 0. Nach Definition von m gibt es x € V/
mit @;(z) >0 fur alle 1 <i <m =1t —1und p;(z) > 0 fiir ein 7. Da m maximal war folgt

dann ¢,(z) < 0. Setze a; := —80%(35) Zf;i a;pi(z). Dann ist a; > 0 und Zﬁzl a;p;(x) = 0. Da
(>0, aipi)w = 0ist und V = (W, z) folgt S'_, a;0; = 0. O
Satz 4.25 Sei 0 # a € End(F) und J := [—¢,¢€| ein Intervall, so dass a; := ta + id fir

t € J nur positive Eigenwerte hat. Dann ist die Funktion
f:J =R t— det(ay)

strikt logarithmisch konkav (d.h. g := log(f) ist strikt konkav) und 1/f : J — Rt —
det(ay) ™! ist strikt konvez.

Beweis. Sind ay,...,a, € R die Eigenwerte von «, so ist det(oy) = [ (1 + A\it). Sei
2
= log(f). Dann ist ¢/ = >, Hg’A und ¢" = =Y, (1:;/\ s < 0. Also ist ¢ streng

monoton fallend und damit g = log( f) strikt konkav.
Sei f = % =1, g; mit g;(t) = 1+M Dann ist f/ = > =195 iz, 9i und

= Zg [oi+> da I] o

J=1 i#j J#k i#5,k

Nun ist ¢; = (1+A Trapz und g’ m also

s A2 \j Ak
?_22(1+uj> +;1+ﬂj1+mk>o

da 23" a7+ 37, wix; positiv definit ist. Da aber f > 0 auf J ist, ist somit auch f” > 0 und
damit f strikt konvex. O

Lemma 4.26 (i) Es gibt eine Umgebung U von 0 in Ends(E) so dass fir jedes h € U mit
Spur(h) < 0 und jedes g € End(FE) mit g¢"" = id+h gilt: g € O(E) (also h = 0) oder
| det(g)| < 1.

(i1) Sei K ein abgeschlossener Kegel in Ends(E) mit Spur(h) > 0 fir alle 0 # h € K. Dann
gibt es o > 0 so dass fiir alle h € K mit 0 < Spur(h?) < « gilt det(id +h) > 1.
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Beweis. (i) Seien Ay, ..., A, die Eigenwerte von h. Dann sind 1+, ..., 1+ A, die Eigenwerte
von id +h. Bei geeigneter Wahl von ¢/ kann man erreichen dass die 1 + \; alle positiv sind
fiir alle h € U. Betrachte

f=1n:00,1] = Rt — det(id+th) = [J(1 +t\)

i=1

und setze fi :=log(f). Dann ist fi(t) => 1, H’\A und insbesondere f;(0) = Spur(h) <0
Ist h =0, soist g € O(FE).
Ist h # 0, so ist so ist nach Satz 4.25 die Funktion f; strikt konkav, also f] streng monoton
fallend und f{(t) <0 fur ¢ € [0, 1]. Damit ist aber fi(1) < f1(0) =1 also

det(id +h) = exp(f1(1)) < exp(f1(0)) = 1.

(ii) Sei M := {h € End,(E) | Spur(h?) = 1} und wihle h € K N M und sei f, : t —
det(id +th), g5 = log(fr) wie eben. Dann ist g;(0) = Spur(h) > 0 und g¢;(0) = 0. Also gibt
es ein t, > 0 mit g, (¢,) > 0. Die Abbildung

G KNM =R — gy(ty) =log(J[(1+ta\)
i=1
ist stetig und positive bei h. Also gibt es eine Umgebung Uy, von h in K N M mit g(h') > 0
fir alle b’ € Uy. Nun ist K N M kompakt (da K abgeschlossen und M kompakt), d.h. es gibt
endlich viele h; 1 < ¢ < ¢ mit

Setze a := min{t; |1 < i < a}. Ist nun h € K mit 0 < Spur(h?) < «a so ist h' :=
L__ € MNK und es gibt ein h; mit ' € Uy,. Dann ist g/ (t) > 0 auf [0,/a] C [0, 4,]

v/ Spur(h?)
und daher auch fiir ¢ := /Spur(h?), d.h. det(id +h) > 1. O

Erinnerung an die Polarzerlegung

Lemma 4.27 Sei L € L,,. Dann gibt es eine Umgebung U von id € End(FE), so dass
S(Lg) C S(L)g fir alle g €U.

Beweis. Sei my := min(L) und my := min{(z,z) | x € L,(xz,2) > my}. Wir benutzen die
Polarzerlegung von g € GL(FE) als g = g,gs mit g, € O(E) und gs € Endy(E). Wahle U so
klein, dass fiir alle g € U alle Eigenwerte des symmetrischen Anteils g, positiv sind und fiir
den kleinsten und goss ten Eigenwert A, bzw. A von g, gilt, dass

>\max 2 mo
( < —.
/\min ma

Dann ist fiir x € L mit (x,2) > my (d.h. (z,2) > my) und y € L mit (y,y) = my

(9,99) = (Y95, Y9s) < Norax (U, ¥) = Aoma
(zg,79) = (2gs, Tgs) > Mo (x, ) > Ayma > (y9,y9)
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Lemma 4.28 FEs gibt eine Umgebung U von id € End(F), so dass fir alle g € U gilt
min(Lg) = min(L) genau dann wenn min{y,(h,) | * € S(L)} = 0 wobei h, = g> —id €
Ends(FE).

Beweis. Sei U so klein, dass S(Lg) C S(L)g fiir alle g € U (existiert nach Lemma 4.27). Es
ist fiir € S(L):

(zg,zg) = (vg;, ) = (2(id +hy), 2) = @, (id) + pu(hy) = (z,2) + @u(hy).

Also ist
min(Lg) = min(L) + min{p,(hy) | z € S(L)}.

O

Satz 4.29 (Korkine, Zolotareff, 1877) Sei L € L,,. Dann gilt: L ist extrem genau dann wenn
fir alle h € Endg(F) mit Spur(h) < 0 und min{y,(h) |z € S(L)} =0 gilt h = 0.

Beweis. L ist nach Definition extrem, wenn eine Umgebung U von id € End(FE) existiert so
dass fir g € U gilt

v(Lg) > (L) = g € R*O(F) und dann natiirlich auch v(Lg) = v(L).

Durch Skalieren mit R* kénnen wir uns auf solche g € U beschrénken, mit min(Lg) = min(L).
Dann ist h, := g2 — id € Ends(F) mit min{p,(h,) | = € S(L)} = 0. Jedes solche h, liegt
dann also in

K :={h € Ends(F) | p(h) >0 fiir alle x € S(L)}.

Dies ist ein abgeschlossener Kegel in End (FE).

=: Sei L extrem und h = h, € K mit Spur(h) < 0. Dann ist nach Lemma 4.26 entweder ¢
orthogonal (und damit L = Lg) oder |det(g)| < 1 und damit det(Lg) < det(L). In diesem
Fall ist aber wegen min(L) = min(Lg) die Hermite Funktion (L) > ~v(Lg).

<: Angenommen L ist nicht extrem. Dann gibt es fiir jede Umgebung ¢ von id in End(FE)
ein g € Y mit min(L) = min(Lg) (also h, = g> —id € K) und v(Lg) > (L) aber g & O(E).
Dann ist |det(g)| <1 und also

det(g?) = det(h, +id) < 1.

Wihlt man g nahe genug bei id, so kann man h, beliebig klein machen. Nach Lemma 4.26
(ii) kann dann aber nicht Spur(h,) > 0 gelten fiir alle g € U. Also gibt es ein 0 # h, € K
mit Spur(h,) < 0, ein Widerspruch zur Voraussetzung. O

Beweis. (von Hauptsatz 4.19) Dazu benutzen wir die Charakterisierung von Extremheit in
Satz 4.29.

<: Sei L eutaktisch und perfekt und betrachte h € Endg(E) mit min{p,(h) | x € S(L)} =0
und Spur(h) < 0. Da L eutaktisch ist, gibt es a, € R.o mit

Spur(h) = > avpu(h)

zeS(L)
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Das Spur(h) < 0 ist und ¢, (h) > 0 fiir alle z € S(L) folgt p.(h) = 0 fir alle x € S(L). Da
jetzt L perfekt ist folgt daraus dann h = 0, da die ¢, mit x € S(L) den Raum End,(E)*
erzeugen. Also ist L extrem mit Satz 4.29.
=-: Sei nun L extrem. Zeigen L ist perfekt und eutaktisch.
L ist perfekt: Sei h € Endg(F) mit ¢,(h) = 0 fiir alle z € S(L). (E sei Spur(h) < 0, sonst
ersetzen wir h durch —h. Da L extrem ist folgt nach Satz 4.29, dass h = 0 ist. Damit ist aber
(py | z € S(L))* =0 und also (p, | z € S(L)) = End,(F) was bedeutet, dass L perfekt ist.
L ist eutaktisch: Wende Satz 4.24 an auf ¢, (z € S(L)) und — Spur. Dazu geniigt es aus den
Ungleichungen

@.(h) >0, Spur(h) <0 fir h € End,(E)
zu folgern, dass h = 0 ist. Fiir r € R setze h' := h — rid. Dann ist Spur(h’) = Spur(h) — nr
und ¢, (h') = ¢, (h) —rmin(L). Wahle r > 0 so dass min{y,(h’) | z € S(L)} = 0. Dann gilt
immer noch Spur(h’) < 0. Also nach Satz 4.29 ist A’ = 0. Damit ist aber h = rid fir ein
r > 0. Wegen Spur(h) < 0 folgt » = 0 und somit h = 0. O

5 Der Voronoi Algorithmus zur Bestimmung aller per-
fekter Gitter.

Um Trivialitdten zu vermeiden setzen wir im ganzen Abschnitt voraus, dass die Dimension
n > 2 ist.

Bemerkung 5.1 Sym="(R) =: K bezeichne den Kegel aller positiv semidefiniten symme-
trischen Matrizen. Dies ist ein konvexer abgeschlossener Kegel in Sym,, (R), der den Raum
aller symmetrischen Matrizen Sym,,(R) erzeugt.

Auf Sym,, (R) definiert (A, B) — Spur(AB) ein euklidisches Skalarprodukt wodurch Sym,, (R)
mit seinem Dualraum Sym,, (R)* identifiziert wird.

Definition 5.2 Sei F' € Sym, (R) positiv definit. Dann bezeichnet V(F') den Voronoi Bereich
von F, das ist der Kegel in Sym,(R), der von den symmetrischen positiv semidefiniten
Matrizen 2"z mit x € S(F) erzeugt wird.

V(F):={ > Aa'z |\ >0}

z€S(F)

Fiir ein Gitter L setzen wir

V(L) :={ > Aa'z |\ >0}

zeS(L)
Bemerkung 5.3 V(F) C Sym-’(R).

F ist perfekt, genau dann wenn V(F') nicht leeres Inneres hat, genau dann, wenn V(F) in
keiner Hyperebene von Sym, (R) enthalten ist.
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Das Hauptergebnis dieses Abschnitts wird sein, dass die Voronoi-Bereiche der perfekten For-
men eine face-to-face Pflasterung von KC bilden, d.h. die Vereinigung aller Voronoi-Bereiche
perfekter Formen ist ganz C und der Schnitt zweier benachbarter Voronoibereiche ist eine
ganze Seite von jedem der beiden Voronoibereiche.

Lemma 5.4 Sei F' € Sym,(R) positiv definit. Dann sind die Kanten von V(F') genau die
Strahlen {Rsox"x | x € S(F)}. Insbesondere ist S(F') durch V(F) eindeutig bestimmt.

Beweis. Den Beweis fithren wir in der Sprache der Gitter. Sei also L ein Gitter mit Gram-
matrix F. (E sei min(L) = 1. Wir betrachten Koordinatenzeilen beziiglich einer ON-Basis
von R"™.

Sei H := {X € Sym="(R) | Spur(X) = 1}. Dann ist P := H N V(L) die konvexe Hiille der
Rang 1 Matrizen in X := {2z | x € S(L)}. Insbesondere sind die Ecken von P alle in X.
Sei umgekehrt X = 2"z € X keine Ecke von P. Dann gibt es V; = ¢y, € X mit V; # X
fiir alle 7 und positive Zahlen A; > 0 mit Z;l A =1 und

t

tr . tr

"r = g NiV; Yi-
i=1

Sei z := max{(z,y;)? | 1 < i < t}. Dann ist z < 1, da z # +y; fiir alle ¢ (nach Cauchy-
Schwarz). Es ist aber

1= (v,2)* =2z 22" Z)\ zyl") <Z)\z—z<1

ein Widerspruch. O

Bemerkung zum relativen Inneren.

Sei M eine Teilmenge eines Euklidischen Raums F und E = (M) der von M erzeugte
Teilraum.

Das relative Innere von M ist die Menge aller z € E, fiir die eine Umgebung von z in E
existiert, die ganz in M liegt. Da Innere von M ist die Menge aller z € FE, fiir die eine
Umgebung von z in E existiert, die ganz in M liegt. Insbesondere ist das Innere von M
gleich leer, falls E # k.

Nach Lemma 5.4 ist das relative Innere von V(F) gleich

{ ) Naz | A, > 0fiir alle x € S(F)}.

z€S(F)

Denn sei z = 3 ¢y Ao @ im relativen Inneren von V(F). Dann sind die A, in der Regel
nicht eindeutig und auch nicht notwendigerweise > 0. Sei U eine Umgebung von z, die ganz
in V(F) liegt. Dann gibt es € > 0 mit z — €3> g "z € U. Also gibt es a, > 0 mit
P EerS(F) 2ty — erS(F) a,r"z und daher ist z = erS(F)(ax + €)zz eine positive
Linearkombination der z'"z.

Folgerung 5.5 F ist cutaktisch, genau dann, wenn F~' im relativen Inneren von V(F)
liegt.
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Bemerkung 5.6 Sei F' € Sym,,(R) positiv definit, so dass (S(F)) = R™. (Man nennt dann
F auch well-rounded .) Sei G im relativen Inneren von V(F'). Dann ist G auch positiv definit.

Beweis. Ist G im relativen Inneren von V(F), so gibt es A, > 0 mit G = > g/ A"
Dann ist aber fiir beliebiges 0 £ v € R™:
VGV = Z Ao (v o™ Z Ao (20"
2€S(F) z€S(F)
da v ¢ S(F)* = 0 (beziiglich des Standardskalarprodukts). O

Definition 5.7 Sei F' perfekt und S eine Seite des Voronoi-Bereichs V(F). Ein Seitenvektor
(facet vector, vecteur de face) von F zur Seite S ist eine Matriz 0 # R € Sym,, (R) mit
Spur(RS) =0 fir alle S € S und Spur(RT) > 0 fir alle T € V(F).

Bemerkung 5.8 Ist F' perfekt und S eine Seite von V(F'), so ist R € Sym,,(R) genau dann
ein Seitenvektor zu S, wenn

(i) Fir alle x € S(F) mit 2"z € S ist Spur(z""zR) = xRz = 0 und

(ii) Fiir alle x € S(F) mit 2"z ¢ S ist Spur(z'"xR) = xRz > 0.

Der Seitenvektor R erzeugt also die Losungsmenge des rationalen homogenen linearen GLS
zRx™ =0 fiir alle x € S(F) mit 2”2 € S und kann daher rational gewihlt werden.

Satz 5.9 Sein > 2. Sei F perfekt und S eine Seite von V(F') mit Seitenvektor R € Sym,,(R).
Dann ist R indefinit und es gibt ein x € Z"™ mit xRa'™ < 0.

Beweis. Erinnerung: Ist R € Sym,(R) positiv semidefinit, so gibt es T € GL,(R) m
TRT"™ = diag(1,...,1,0,...,0). Insbesondere ist das Radikal von R rad(R) := {v €
R™ | vR = 0} < R"™ genau die Menge aller isotroper Vektoren von R, iso(R) := {v €
R"™ | vRv'™ = 0}. Diese bilden also einen Teilraum von R" der Dimension d < n. Also ist
(v'"v | Spur(v"vR) = 0) ein Teilraum von Sym,, (R) der Dimension

< d(d+1) - (n—1)n - n(n+1)
- 2 - 2 2

n(n+1)
2

— 1 =dim(Sym,,(R)) — 1.

Die Seite S hat aber Dimension —1 und wird von gewissen v""v mit v € iso( R) erzeugt.

Also ist R indefinit.

Dann gibt es aber auch ein x € Z™ mit xRz < 0. Denn es gibt ein solches z € R™ mit
xRx'" < —e < 0. Die Abbildung z — xRz ist stetig (als Polynom in n Unbestimmten) und
Q" liegt dicht in R™. Also kann man ein y € Q" finden mit yRy"" < 0. Ist N der Hauptnenner
der Koordinaten y;, so ist z := Ny € Z" und zRz"" = N?(yRy'") < 0. O

Satz 5.10 Seien Fy, Fy symmetrische positiv definite Matrizen,

(a) Sei T € V(Fy) im relativen Inneren von V(Fy). Dann gilt V(F1) C V(F).

(b) Keine Matriz im Inneren des Voronoi-Bereichs einer perfekten Form liegt in irgendeinem
anderen Voronoi-Bereich.
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Beweis. (a) (E sei min(F}) = min(Fy) =: m. Sei T' € V(F) N V(F3). Dann gibt es A, > 0 mit

Dann ist

und
Spur(TF,) = Z Ao (2Foa™) > m Z A = Spur(T'Fy).

z€S(F1) x€S(F1)

Ebenso findet man Spur(7T'Fy) > Spur(T'F;,) also Spur(7TFy) = Spur(T'Fy). Ist T im relativen
Inneren von V(F}), so sind alle A, > 0 und Spur(7'F;) = Spur(7'F) ist dann gleichbedeutend
mit zFyz™ = m fiir alle x € S(Fy) also S(Fy) C S(Fy) und damit gilt dies auch fiir die von
diesen Mengen aufgespannten Kegel, V(F;) C V(F3).

(b) Ist Fy in (a) zusitzlich perfekt, so ist Fy durch die Gleichungen zFiz" = m fiir alle
x € S(Fy) eindeutig bestimmt. Da F» diese Gleichungen nach dem Beweis von (a) auch
erfiillt, gilt damit F} = F5. O

Satz 5.11 Sei F' perfekt, m := min(F), R ein Seitenvektor zur Seite S von V(F) und
S:={zx e S(F)|z"z € S}. FirteR setzen wir

F,:= F +tR € Sym,(R).

(a) Es gibt ein eindeutig bestimmtes p > 0 so dafs fir 0 < t < p die Form Fy nicht perfekt
ist und min(Fy) = m und fir t > p die Form F; entweder nicht positiv definit ist, oder
min(Fy) < m ist.

(b) Fir0<t<pist S(F;)=S5.

(c) Firt <0 ist F; entweder nicht positiv definit, oder min(F;) < m.

(d) Die Form F, ist perfekt mit min(F,) = m. S = V(F) NV(F,) und F und F, sind die
einzigen perfekten Formen, deren Voronoi-Bereich S enthdlt.

Wir haben also

t < 0: F; nicht positiv definit oder min(F;) < m.
t=0: F,=F.
0<t<p: min(F;)=m, S(F;) =S und F; nicht perfekt.
t =p: min(F,) =m, S(F,)NS(F) =95, F, perfekt und V(F)NV(F,) = S.

t > p: F; nicht positiv definit oder min(F;) < m.
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Ende am 15.5.07

Beweis. (¢) Ist y € S(F) — S, dann ist yRy" > 0 und somit yFyy"" = m + t(yRy'") < m fiir
t <O0.

Nach Satz 5.9 gibt es ein y € Z" mit yRy" < 0. Also ist fiir grofles ¢ die Form F} indefinit.
Sei T' := {t > 0 | min(F;) < m oder F; nicht positiv definit }. und p := inf(7T") die grofite
untere Schranke von 7.

Dann ist p > 0.

Zu (a) und (b): Sei 0 < t < p. Nach Definition ist dann min(F;) = m. Es ist sicherlich
S C S(F;) da yRy"™ = 0 fiir y € S und S(F;) N S(F) = S. Sei y € S(F;) — S. Dann ist
yFy™ > m und daher yRy"™ = 1(yFy'" — yFy") = m/t — yFy' /t < 0. Ist nun € > 0 so ist
yFiy"™ < m und daher t 4+ € € T'. Dies ist ein Widerspruch zu ¢t < p = inf (7).

Zu (d): Da min(F;) < min(F) ist fiir alle ¢ > p gibt es ein y € S(F,) mit yRy" < 0. Da
Projektionen entlang den Vektoren in S C S(F),) die Hyperebene (S) in Sym,,(R) erzeugen,
die senkrecht zu R steht, gilt somit (p, | v € {y} US) = Sym,,(R) und daher ist F), perfekt.
Ist F' eine dritte perfekte Form, mit S C S(F’). Da V(F,) und V(F') sich genau in der
gemeinsamen Seite S schneiden und V(F’) O S eine echte Obermenge von S ist, gibt es

einen gemeinsamen inneren Punkt von V(F’) und einem der beiden Vornoi-Bereiche V(F)
oder V(F,). Mit Satz 5.10 folgt dann F’' = F oder F' = F),. O

Definition 5.12 Die Form F, aus Satz 5.11 heifit direkter perfekter Nachbar von F' zur Seite
S.

Bemerkung 5.13 Ist m := min(F) € Q, so ist die perfekte Form F rational. Wahlt man
auch noch den Seitenvektor R € Q" ", so ist p aus Satz 5.11 eine rationale Zahl.

2 -1
1 o und S(Ay)/{£1} =

{(1,0),(0,1),(1,1)}. Da |S(As)/{£1}| = dim(Sym,(R)) = 3 ist, ist V(Az) N H ein Simplex,
also hier ein Dreieck, wobei H = {X € Sym,(R) | Spur(X) = 1} bezeichne. Die Ecken des

Dreiecks sind £ = L0 , 00 . b1 die Seitenvektoren sind
0 0 01 211

01 2 -1 0 -1

2 1 6 -3
12);A2+2R2_<_3 9 )7

Beispiel 5.14 Der Voronoi-Bereich von Ay. Es ist Ay :=

Die zugehirigen direkten Nachbarn sind As + 2Ry = <

2

A2+2R3: ( _3

—3 ) und alle isometrisch zu As.
Ubung: Bestimmen Sie die direkten Nachbarn von Aj.
Ebenso wie den Hauptsatz 5.11 sieht man

Bemerkung 5.15 Sei F' eine nicht-perfekte positiv definite symmetrische Matriz mit m :=
min(F) und sei R € V(F)*. Setzt man Fy .= F +tR, so gibt es genau ein p > 0 so daf F,
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Minimum m hat fir 0 <t < p und nicht positiv definit oder von kleinerem Minimum ist fir
t > p. Weiter ist dim(V(F),)) > dim(V(F)).

Beweis. Als Ubung. d
Beispiel: Sie F' = I5. Dann ist V(F) = {diag(A1, A2) | Ay > 0} mit Ecken diag(1,0) und

diag(0,1) und V(F)* = (R := ( (1] (1)

Diese Bemerkung erlaubt es, zu einer gegebenen Form eine perfekte Form zu finden. Mit
Satz 5.11 kann man dann alle direkten Nachbarn dieser perfekten Form bestimmen.

)) Dann ist F' + R perfekt.

Ubung: Wenden Sie diesen Algorithmus auf F' = I5 an.

[?eﬁnition 5.16 Der Voronoi Graph ist ein Graph, dessen Ecken genau die endlich vielen
Ahnlichkeitsklassen perfekter Formen der Dimension n sind. Zwei Ecken sind durch eine
Kante verbunden, genau dann, wenn geeignete Vertreter direkte Nachbarn sind.

Satz 5.17 Der Voronoi-Graph ist ein endlicher zusammenhdngender Graph.

Beweis. Die Endlichkeit haben wir schon in Satz 4.14 gesehen. Es geniigt daher zu zeigen,
dass es fiir je zwei perfekte Formen F' und F’ mit gleichem Minimum m eine Kette F' =
Fy, Fy,...,F, = I’ perfekter Formen mit Minimum m gibt, so dass F;_; und F; direkte
Nachbarn sind (1 < ¢ < s). Dazu wihlen wir uns einen inneren Punkt Q' € V(F’). Ist
Q' € V(F) so ist F' = F’ nach Satz 5.10. Ansonsten gibt es einen Seitenvektor R von F, so
daB Spur(RQ’) < 0. Sei F} := F' + pR die zu F iiber den Seitenvektor R direkt benachbarte
Form. Dann ist Spur(F1Q’) < Spur(FQ’). Ist Q" € V(Fy), so ist F; = F’ nach Satz 5.10.
Ansonsten kénnen wir Spur(F;Q)') immer weiter verkleinern. Dies ist ein endlicher Prozess
nach dem folgenden Satz. U

Satz 5.18 Sei Q' eine positiv definite Form und seien K,m > 0. Dann ist
{F € Sym.°(R) | min(F) = m, F ist perfekt und Spur(FQ') < K}
endlich.
Beweis. Zum Beweis benutzen wir das folgende leichte Lemma
Lemma 5.19 Seien Q, Q' zwei positiv definite symmetrische Matrizen.

po:=min{zQx" | x € R" za' = 1}.
Sind A1, ..., \, die Eigenwerte von ', so ist

" 1
0<A<D> A< , Spur(QQ)
i=1
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Beweis. Sei (by,...,b,) eine ON-Basis aus Eigenvektoren von @’. Ist M die Matrix von @
beziiglich dieser Basis, so ist

Spur(QQ') = Spur(diag(Ar, ..., A)M) = > " NiMy > p Y A
=1 i=1

Ende am 18.5.2007

Bezeichne nun p das Minimum von )" auf der Einheitssphére und sei F' wie in Satz 5.18 mit
Eigenwerten Ay, ..., A, und m = min(F). Nach der Hermite Ungleichung gilt dann

[TA = det(r) > 2
i=1 T
Wegen Lemma 5.19 gilt auflerdem

K

0< )\ < —fir allel <i<n.
1
Also gibt es ein @ > 0 (z.B. a = ?—:I"(Zill) mit \; > a fiir alle 7. In einer ON-Basis B :=

(b1, ...,b,) aus Eigenvektoren von F' gilt dann fiir einen Vektor z = > | y;b; € S(F'), daB

=gF2" = Z:)\lyZ > aZyl

Dies beschréinkt die Betrége der Komponenten von x € Z™ in der festen Basis B. Also ist x
in der endlichen Menge

{x €Z" | zpat < %}

Diese Menge hat nur endlich viele Teilmengen, also gibt es nur endlich viele Méglichkeiten
fir S(F') und damit fiir die perfekte Form F nach Satz 4.10. O

Bemerkung 5.20 Sei F' perfekt, R ein Seitenvektor von V(F') zur Seite S und g € Aut(F).
Dann ist auch gRg"" ein Seitenvektor von V(F). Ist Fy = F + pR ein direkter perfekter
Nachbar zur Seite S, so ist auch Fy := gFg"" = F + pgRg"" ein direkter perfekter Nachbar
von F. Fy und Fy sind isometrisch also gentigt es bei der Bestimmung des Voronoi-Graphen
Vertreter der Bahnen von Aut(F') auf den Seiten von V(F) zu betrachten.

Satz 5.21 Die direkten perfekten Nachbarn von A, sind alle isometrisch zu A, falls n < 3
st und zu D, falls n > 4 ist.

Beweis. Nach Lemma 2.19 operiert die Weyl Gryppe W(A,,) < Aut(A,,) transitiv auf der
Menge der Wurzeln S(A,,). Schneidet man den Voronoi-Bereich V(A,,) mit der Hyperebene
H :={X € Sym,(R) | Spur(X) = 1}, so erhélt man einen konvexen Polyeder der Dimension
n(n+1)/2—1 mit genau |S(A,)|/2 = n(n+1)/2 Ecken. Dieser ist daher ein Simplex, dessen
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Seiten genau n(n+1)/2 —1 Ecken enthalten. (V(A,,) ist ein sogennanter simplizialer Kegel.)
Insbesondere operiert W (A,,) auch transitiv auf den Seiten von V(A,). Nach Bemerkung
5.20 sind daher alle direkten Nachbarn von A, isometrisch. Es geniigt also einen direkten
Nachbarn von A,, zu bestimmen. Dazu rechnen wir wieder mit der Grammatrix A4, := I,,+.J,
von A, aus Beispiel 4.18. In dieser Basis ist S(A,) = {£e;, £(e; —ex) [ 1 <i<n,1<j<
k <n}. Sei T; := el"e; = diag(0,...,0,1,0,...,0) und T} := (e; — ex)" (e; — ex). Dann ist
(Tjk)ay = 0 falls {z,y} & {5, k}, (Tir)j; = (Tig)ee = 1 und (Tir)je = (Tir)r; = —1. Sei S die
Seite die alle Ecken von V(A,,) bis auf T} enthélt. Dann ist

0 -1 0 ... 0
-1 0 O 0
R = 0 0
0O ... ... ... 0

ein Seitenvektor zu dieser Seite und A, + R =: D,, ist eine Grammatrix des perfekten Gitters
D, = (€1 + e2,61 —eg,61 —€3,...,€61 — €p)

(falls n > 4) bzw. von Aj fiir n = 3. Also ist dies der direkte Nachbar von A,, zur Seite S.
Ist n = 2, so ist A,, + R nicht perfekt, hat aber noch Minimum 2. Der direkte Nachbar fiir

n =2 ist dann A,, + 2R = ( _21 _21 ) und isometrisch zu A,. 0

Folgerung 5.22 Perfy = {[As]} und Perf; = {[A;]}.
Beispiel Die Voronoi-Graphen in Dimension 2,3,4,5.

Satz 5.23 Aut(Dy) hat 2 Bahnen auf den Seitenvektoren von V(D). Die entsprechenden
direkten perfekten Nachbarn sind isometrisch zu Dy bzw. A4.

Beweis. Wir rechnen beziiglich einer Basis von Z* und benutzen die Beschreibung

D4 = {(ZL‘1,$2,$3,1‘4) == inei I~ Z4 ‘ le - QZ}

Dann ist S(Dy) = {£e;xe; | 1 <i < j <4} und [S(Dy)|/2 = 12. Weiter ist dim(Sym,(R)) =
10. In jeder Seite von V(D) liegen also mindestens 9 Ecken. Wir bestimmen also die Bahnen
von Aut(D,) auf den 1, 2, und 3-elementigen Teilmengen von S(D4)/£1. Aut(Dy) ist transitiv
auf S(D4). Der Stabilisator von {£(e; + e3)} hat 3 Bahnen auf S(D,)/ + 1 geméss der 3
moglichen Skalarprodukte 0, +£1, +2. Durch explizites Nachrechnen sieht man die folgenden
3 Behauptungen.

Behauptungl: Vertreter dieser Bahnen sind {£(e; —e2)}, {£(e; +e3)}, {£(e1 +e2)}
Behauptung2: (272 | v € S(Dy) — {£(e1 +e3), £(e1 + e2)}) = Sym,(R).

Behauptung3: H := (" | © € S(Dy) — {£(e1 — e2),=(e1 + e2)}) ist eine Hyperebene in
Sym,(R), welche jedoch keine Seite von V(IDy) ist.
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0100
. . . . N 1000

Dass H eine Hyperebene ist, rechnet man wieder leicht nach. H—~ = (R := 0000 ).
0 00O

Die beiden Skalarprodukte Spur(R(e; —e3)™(e1 — e2)) und Spur(R(e; +e2)™ (€1 + e3)) haben

unterschiedliches Vorzeichen, also ist H keine Seite von V(Dy).

Also gibt es keine 10 Ecken von V(D) die in einer Seite von V(ID4) liegen und somit enthélt
jede Seite S von V(D) genau 9 Ecken. Die drei Paare +x; € S(Dy) mit 2"z; ¢ S erfiillen
nach Behauptung 3 ausserdem (x;,z;) # 0. Es bleibt also mit Behauptung 1 die Fille
Ty = e+ ey o = e+ ez und z3 € {ex — e3,e9 + €3,61 + €4,e1 — e4} zu betrachten. Die
Matrix diag(1,1,1,—1) € Aut(D,) fixiert z; und x5 und bildet e; + e; auf e; — e4 ab. Die
Spiegelung o, entlang des Vektors v = %(61 — eg — €3+ e4) ist ein Automorphismus von Dy,
da 20 € Dy, (v,v) = 1 und v € D¥. Es ist 0,(21) = 21 und oy (23) = 3, da 2; € v* und
o.(es + e3) = e; + e4. Also geniigt es, die beiden Félle x3 = e5 — e3 und 3 = ey + e3 zu
betrachten. Da die Gitter (zq,x9, x3) = Ay bzw. Aj unterschiedlich sind, haben wir gezeigt,
dass die Automorphismengruppe Aut(D;) genau 2 Bahnen auf den Seiten von V(D) hat.
Die entsprechenden Seitenvektoren ergeben sich als

1 1 1 0 111 0
I T S I , 111 0
R=11 411 o |PWE=]17171 ¢
00 0 -1 000 —1

mit zugehorigen perfekten Nachbarn £’ = T(I4+%R)T“" >~ D, bzw. F' = T([4+%R/)T“" ~ A,
1100

wo T = O

o O O

1
0
0

o -

0
1
2

Folgerung 5.24 Perf, = {[A4], [D4]}.
Ubung: Bestimmen Sie die perfekten direkten Nachbarn von Ds.

Bemerkung 5.25 Der Voronoi-Bereich V(Eg) hat 2507556693758 Seiten die in 83092
Bahnen unter Aut(Eg) fallen. Alle bis auf 2 perfekte Formen in Dimension 8 sind direk-
te Nachbarn von Eg.
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6 Stark perfekte Gitter und sphérische Designs.

In diesem Abschnitt mochte ich in die Theorie von Boris Venkov einfiihren, die es erlaubt
sphérische Designs zu benutzen, um extreme Gitter in hohen Dimensionen zu konstruieren.
Venkov nennt ein Gitter L stark perfekt, falls S(L) ein sphérisches 4-Design (siche Definiti-
on 6.20) bilden. Wir werden sehen, dass stark perfekte Gitter perfekt und eutaktisch und
daher extrem sind. Die stark perfekten Gitter sind bis zur Dimension 12 alle mit Hilfe von
kombinatorischen Methoden klassifiziert.

6.1 Harmonische Polynome und die orthogonale Gruppe.

Definition 6.1 R[X] :=R[X},..., X,] bezeichne den Polynomring in n Unbestimmten. Fiir
einen Multiindex i = (iy,...,1,) definieren wir das Monom X' := X{'... X' vom Grad
i :=>_7_, i sowie den Multinomialkoeffizient

i il
i) Ay,

Weiter bezeichne Fy m := Fu den Raum aller Polynome in R[Xy, ..., X,] vom Grad m. Ist
T = {i = (i1,...,1,) | [i| = m} so bilden die Monome X' mit i € T, eine R-Basis von
Fuom- Fir f =3 p a; X" und g == > et b X" in Fom definieren wir das Skalarprodukt

INED ('2‘)_1@-@.

i€Tm
Dies definiert ein euklidisches Skalarprodukt auf F,, ., fir die die Monome X* eine OG-Basis
bilden mit [X7, X7 = ()",
Bemerkung 6.2 Es gilt dim(F,,,) = ("I ").

n—1

Beweis. Jeder Multiindex ¢ € T,, ldsst sich als Folge von m Punkten und n — 1 Strichen
kodieren. i = (iy,...,1,) entspricht dabei die Folge

21 12 in—1 in

n+m—1)

Solche Folgen sind eindeutig durch die Positionen der Striche bestimmt, wobei man ( o

Moglichkeiten hat.

Beispiel 6.3 Sei w 1= 7" | X7 € Fop. Fir a = (o,...,a,) € R" setzen wir p, =
Sl ;X € Fuy. Dann sind w™? und pll' in Fp,

Bemerkung 6.4 Die orthogonale Gruppe
On(R) := {oc € R | g0 = 1}

, operiert durch Ringautomorphismen auf F, ,, vermige (o, f) — of = f(Xo). Dann ist
OPa = Pac Und ow = w fir alle o € O,(R).
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Beweis. Sei ¢ := (0;;) € O,(R). Dann ist

(00a)(X) = pa(Xo Z%Z%X Z Z%% i = Pac(X).

=1 j=1
Weiter ist
X)=>"0 oyXi)? = 010k Xi Xy = ZX2 = w(X)
j=1 i=1 j=1 k=1 i=1 i=1
da Zk 1 Z?:1 0ij0kj ( )z k= Oik [l

Lemma 6.5 Fir f € F,,, und o € R" gilt

S5 pa] = fl).

Beweis. p = (a1 X1 + ... + anXp)™ = Y icq, (Madt - aln X Soier, (ol X Ist f =
ZieTm b; X", so ist [fa P?] = ZieTm biat = f( ) L]

Folgerung 6.6 F,,,, = (p' | a € R")

Beweis. Sei U := (p™ | « € R"). Dann ist U < F,,,,, und es geniigt zu zeigen, dass U+ = {0}
ist. Ist aber f € Ut C F,m, so gilt fiir alle a € R", dass 0 = [f, p7'] = f(«). Also ist f = 0.
U

Bemerkung 6.7 Sei V := (%Xl, e 8X ). Es gilt dann fir f,g € F, . dass
ml[f,g] = f(V)g.

Beweis. Die Abbildung (a,b) — a(V)b ist bilinear auf F,, ,,, X F, , also geniigt es die Gleich-
heit fiir Monome nachzurechnen. Sind 4, j € T}, so ist X*(V)X? = 0 falls i # j und ansonsten
ergibt sich #!---4,!. O

Definition 6.8 Der Operator
A:=w(V)= Z e

i=1

heifit der Laplace-Operator . Dies ist eine Abbildung von F, , nach Fp pm—s.
Harm,, ,, :== ker(A) :={f € Fm | A(f) =0}

heifst der Raum der harmonischen Polynome vom Grad m in n Variablen.
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Beispiel 6.9 A(p™) = m(m — 1)(a, a)p™ 2
A(w?) = 2020 +n — 2)w*t
A(Wpk) = 20020 + 2k +n — 2)w'1pF + k(k — 1) (a, a)wtpi—?

Beispiel 6.10 Fiir o € R" sind

' o w € Harm,, o

PO .= p? (o, @)
n

und

6(a, ) , 3(a, a)?

PW.— 4 _
@ (n+2)(n+4)

2
w* € Harm,, 4 .
Pa n+4 A

Bemerkung 6.11 Der Laplace-Operator ist ein O, (R)-invarianter Differentialoperator. D.h.
es gilt fir f € F,m und g € O,(R), dass

A(gf) = g(Af).

Beweis. Ubung. U

Bemerkung 6.12 Jedes durch w teilbare harmonische Polynom ist gleich 0.

Beweis. Sei f € Harm,, ,, und g € F,, ;,—2 mit f = wg. Dann ist

1f, f] = [gw, f] = 9(V)w(V) f = g(V)Af =0

da f harmonisch ist. Also ist f = 0, da das Skalarprodukt positiv definit ist. O

Satz 6.13 A : F,,,, — Funm—2 ist surjektiv.

Beweis. Sei g € F,, -2 im orthogonalen Komplement von Bild(A). Dann ist wg € F,,,, und
tir f € F.m gilt

mllwg, f] = (gw)(V)f = g(V)w(V)f = g(V)A(f) = (m = 2)![g, Af] = 0.

Also ist wg € F,,,, = {0} und damit g = 0. O

Satz 6.14
Fom = Harm,, ,,, L wHarm,, ,,,_o L w? Harmy, -4 L ... L wlm/2] Harmy, ;;,—2m /2

ist eine Zerlegung von F, ., in irreduzible O(n)-invariante Teilmoduln.
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Beweis. Da A : F,,, — F,m—2 surjektiv ist, ist F, ,, = Harm,,, L wF, 2, da jedes
durch w teilbare Polynom in F, ,, senkrecht auf allen harmonischen Polynomen steht (siche
oben) oder auch wegen O, (R)-Invarianz des Skalarprodukts [—, =], die Sie in den Ubungen
zeigen. Die Zerlegung in O(n)-invariante Teilmoduln erhélt man nun durch Induktion. Die
Irreduzibilitat von Harm,, ,, beweisen wir im Rest dieses Abschnitts. Daraus ergibt sich, dass
die O,-Teilmoduln V; := w’ Harm,, ,,_2; < Fp fiir j = 0,...,[m/2]| paarweise senkrecht
aufeinander stehen. Denn ist f € V; mit [f, g] # 0 fiir ein g € Vj, so ist die Abbildung o :
h — [f, h] eine Abbildung # 0 in V;* = Homg(V};, R) und die Abbildung o : V; — V¥, g — «y
ist ein O,-Homomorphismus # 0. Da sowohl V; als auch V}* irreduzible O,-Moduln sind, ist
a also ein Isomorphismus, was aus Dimensionsgriinden unmoglich ist. 0

Bemerkung: Die Orthogonalitdt der Zerlegung 143t sich auch elementar nachrechnen. Sind
f € Harm,, o, g € Harm,,, o, harmonisch so ist

{wkfu wlg] - C(Sk,l [fa g]

fiir eine von n, k und m abhéngige Konstante c. Es gilt namlich

A(wkf) :wA(wk_lf)—{—A( ) (w k— lf)+zz 138; awalef
= WAWFTF) + (20 + 2(m — 2) )Wk f
= WAW2f) + (2n +2(m —2) +2(m — 4)) k=1
:ka(f)—i—fonvL?( m—2)+2(m—4)+.. )k Lf
= const.wk™1

da A(f) = 0. Induktiv ergibt sich damit A*(w*f) = c¢(n, m, k) f und daher fiir [ > k:

W, f] = g(V)ATH AR £)) = e(n,m, B! g, /] :{ S(n’m o f e

Ende am 25.5.

Bemerkung 6.15 Sei M := {f : S"7! — R | f stetig } der Raum aller stetigen reellen
FPunktionen auf der Sphire. Da S™~' kompakt ist, ist jedes f € M integrierbar und

(f,9) = f(x)g(z)dx

Sn—l

definiert ein O, (R)-invariantes Skalarprodukt auf M. Sei V' ein O, (R)-invarianter Teilraum
von M endlicher Dimension N = dim(V') und (f1,..., fn) eine ON-Basis von V. Definieren

ay : ST x ST R ay (2, 19) 1= g filz1)f,

Dann hingt oy nicht von der Wahl der ON-Basis ab und oy (xq,x2) hdngt nur von dem
inneren Produkt (x1,x5) ab, d.h. ay(x1, 1) = av(y1,y2) falls (x1,22) = (y1,y2)-

Beweis. Fiir 0 € O,(R) und f,g € M ist

(oho) = [ (lan)is = der(o) [ (fa)(ayde = (f.0).

n—1q4
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Sei (g1,...,9n) eine weitere ON-Basis von V und ¢g; = Zjvzl a;;jf;. Da beides ON-Basen
sind, ist die Basiswechselmatrix («;;) orthogonal, d.h. le\il ajiou; = 5. Also gilt

N N
Zglegzwz D> Zazkf]wlfk$2 Zflefzxz

i=1 j=1 k=1

Seien jetzt x1, T2, y1,y2 € S mit (21, 22) = (y1,y2). Dann gibt es o € O,(R) so dafiz;0 =
y1 und x90 = yp. Also ist

ay(yi,y2) = ay(r10,720) = Zfi(l"lg)fi(l"zg) == Z(Ufi)(l"l)(afi)(l"z)-

Nun ist mit (f1,..., fn) auch (o f1,...,0fn) eine ON-Basis von V' und daher ay (y1,92) =
av(fL'l,ZEQ). |:|

Definition 6.16 Sei e € S™ ! fest gewdhlit. Eine zonale sphirische Funktion ist eine reelle
Funktion f:S" ' — R mit f(x) = f(y) fiir alle z,y € S fiir die (x,¢e) = (y,e) gilt.

Bemerkung 6.17 Jeder endlich dimensionale O, (R)-invariante Teilraum 0 # V < M
enthdlt eine zonale Funktion f # 0.

Beweis. Sei oy wie eben und definieren v : S*~' — R als a(z) := ay(z,e) = Son | fi(e) fi(z).
Dann ist a € V eine zonale Funktion. Diese ist # 0, denn sonst ist 0 = a(e) = Zf\il fi(e)?
also f;(e) = 0 fiir alle 7. Da (fi,..., fy) eine Basis von V war gilt dann auch f(e) = 0
fir alle f € V. Fiir z € S"! gibt es jedoch ein o € O,(R) mit ec = z. Damit ist auch
f(x) = (af)(e) = 0 fiir beliebiges f € V und z € S, also V = 0. O

Folgerung 6.18 Ist V' ein endlich dimensionaler O, (R)-invarianter Teilraum von M, so
dass die zonalen Funktionen in V' einen eindimensionalen Teilraum bilden, dann ist V irre-
duzibel, d.h. jeder O, (R) invariante Teilmodul W <V ist entweder 0 oder V.

Beweis. Sei 0 # W # V ein O, (R)-invarianter Teilmodul von V' =W L W+. Dann ist auch
W+ O,-invariant und die beiden zonalen Funktionen x +— ay (z,¢e) und z — ayyL(z,e) sind
linear unabhéngig. 0

Satz 6.19 Harm,,,, ist ein irreduzibler O,,(R)-Modul.
Beweis. Seien f, g € Harm,, ,, zonale Funktionen ungleich 0. Da harmonische Polynome nicht
durch w teilbar sind, kénnen wir nach Multiplikation mit einer reellen Zahl annehmen dass

f(x) = (z,e)™ + aw(z)(z,e)" 2 + ...
o(z) = (.0 + Bro(a)(z, e/ + ...

Die Differenz f — g ist dann ein harmonisches Polynom, das durch w teilbar ist, also f —g = 0
und daher f = g. O
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6.2 Sphirische Designs und stark perfekte Gitter

Sein > 2.

Definition 6.20 Sei t € N. Eine endliche nicht leere Teilmenge X C S" ' = {x € R" |
(x,x) = 1} heifit spharisches t-Design, falls fir alle m <t und f € F, ., gilt

1
* flz)de = T > fla).

-1
S zeX

Bemerkung 6.21 Fir o € O,(R) und f € F,,, gilt

f(zo)dx = f(x)| det(o)|dx = f(z)dx.
Sn—l Sn—l Sn—l

Die symmetrische Bilinearform

(f,9) — f(z)g(z)dx

Sn—l

ist ein O (R) invariantes Skalarprodukt auf F, .

Satz 6.22 Aquivalent sind fir eine endliche nicht-leere Teilmenge X C S™':
(a) X ist ein spharisches t-design.
(b) Fir alle m <t und alle Polynome f € F, ., ist

Zf(a:) = Z(Jf)(x) fir alle o € O,(R).

zeX rzeX

(c) Fiir jedes 1 < m <t und jedes harmonische Polynom f € Harm,,,, ist Y . f(x) =0.
(d) Sei{g,u} = {t,t — 1} und u ungerade, g gerade. Dann gibt es eine Konstante c, mit

Z(m, a)? = c,(a,@)?* und Z(m, a)® =0 fir alle a € R".

reX zeX

Beweis. (a) = (b): aus der O,(R)-Invarianz von [, , f(z)dz

(b) = (c): Die Abbildung f + > .. f(z),Harm,, — R ist eine O,(R)-invariante Ab-
bildung. Also ist ihr Kern K := {f € Harm,,, | >, f(z) = 0} ein O,(R)-invarianter
Teilraum von Harm,, ,,. Wegen der Irreduzibilitit von Harm,, ,, ist also K = 0 oder K =
Harm,, ,. Im ersten Fall ist Harm,, ,,, = R eindimensional, also m = 0. Im zweiten Fall gilt
(c).

Ende am 4.6.07

(¢) = (d): Induktion iiber ¢:

Ist u = 1, so ist p, harmonisch und nach Beispiel 6.10 ist p2 —
harmonisch. Also gilt die Behauptung fiir t = 1 und ¢ = 2.

(a,@)

w € Harm, o ebenfalls
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t—2=t:Esist p,=h+ Zj;t’jzﬂ. d;(c, ) =9/2p1 (=3)/2 fiir ein harmonisches Polynom h

und d; € R (s. Beispiel 6.9, z.B. ist d;_o = i(i — 1)/(2(i + n — 2))). Also ist

Zﬂla(l') = i dj(&)a)(i*j)/2 Zpé(x) _ { 0 ¢ ungerade

L const.(a, @)% i gerade
xeX 7=0,7=21 xeX

nach Induktionsvoraussetzung.

(d) = (a): Da die p* den Raum F,,, erzeugen, geniigt es die Gleichung * fiir p7' mit
0 <m <tund a € R” beliebig nachzurechnen. Nach Bemerkung 6.23 ist die Konstante aus
(d) eindeutig festgelegt. Wendet man auf die Gleichungen in (d) den Laplace-Operator an,
so erhélt man analoge Gleichungen

m 0 m ungerade
AR { &

cm(a, @)™?  m gerade.
reX

Es geniigt also zu zeigen, dass fiir alle m <t

0 m ungerade
m dr = mdr = - -
/Snl pot(x)dx /Snl(a:,a) x { @ (a,q) /2 m gerade.

Da der Laplace-Operator mit der Integration vertauscht, erhélt man wieder die spezielle
Gestalt der Konstanten auf der rechten Seite durch Anwenden des Laplace-Operators. Es
geniigt also zu zeigen, dass das Integral auf der linken Seite nur von der Lénge von o abhéngt,
also unabhingig von der Wahl von o € S™~! ist. Dies ist aber klar, da die Gruppe O, (R)
transitiv auf der Sphire S™~! operiert. O

Bemerkung 6.23 Die Konstante c, in Satz 6.22 (d) ist gegeben durch

. 1-3-5---(g—1) X
o +2)(n+4)---(n+g—2)" "

Beweis. Wende den Laplace-Operator beziiglich a auf beide Seiten der Gleichung in 6.22 (d)
g/2 mal an. O

Bemerkung 6.24 Hdiufig wird X symmetrisch sein (z.B. X = S(L)), das heisst mit x € X
ist auch —x € X. Dann ist die 2. Gleichung in Satz 6.22 (d) trivialerweise immer erfillt.

Ein Nachteil der Charakterisierung von Designs in Satz 6.22 (d) ist es, dass man diese
Gleichheit fiir alle « € R™ nachrechnen muss. Zum Testen, ob eine gegebene Menge ein Design
ist, gibt es folgendes einfachere Kriterium, was man direkt aus der positiven Definitheit des
Skalarprodukts [—, =] erhélt.

Satz 6.25 Sei X = —X C S" Ya) := {x € R" | (x,2) = a}. Dann gilt

9 1-3-5---(20-1) 9 9
Z(Ly)ezn(n+2)(n+4)---(n+2€—2)a£|X|

z,yeX

fir alle ¢ € N mit Gleichheit, genau dann wenn X ein sphdrisches (20 + 1)-design ist.
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Beweis. Wie immer beweisen wir den Satz fiir a = 1, der allgemeine Fall folgt durch Reska-
lieren. Setze ¢ := L35 (2071) |X'| und betrachte das Polynom

n(n+2)(n+4)---(n+20—2)
p=) 0=

reX

Genau dann ist X ein (2¢ + 1)-design, wenn p = 0 ist, also genau dann wenn [p,p| = 0 fiir
das Skalarprodukt aus 6.1. Im allgemeinen ist [p,p] > 0, was die behauptete Ungleichung
ergeben wird. Es ist ndmlich

[p p] [ZzeX p;v - Cwea er)( Zié ; Cwe]2 .
nye)([px 7py ] - 2CZ:EEX[pa: y W ] +c [w y W ]
= Zm,yEX(x y)% —2c ZxGX($7 x)e + 02 [wé7 wé]

Der letzte Term ergibt sich aus der Gleichheit [w* wf] = (21£ AY(w?) rekursiv, da A(wf) =
20(20 +n — 2)w 1 ist, als

ad(W) = 2020 —2) 220 +n—2)(20+n—4) - n=
14 n(n ..(n —
Ehn(n +2) .. (n+20 - 2) = "P=GHEED = o]

Also ergibt sich insgesamt

0<[ppl= ) (&,y)* —clX|.

z,yeX

Beispiel: S(Ay) ist ein 4-Design aber kein 6-Design.

Definition 6.26 FEin Gitter L heifst stark eutaktisch, falls L eutaktisch ist und alle Futaxie-
koeffizienten A\, mit x € S(L) gleich gewdhlt werden konnen.

Beispiel 6.27 Ist G = Aut(L) absolut irreduzibel, so ist L stark eutaktisch.

Beweis. G = Aut(L) = {g € O,(R) | Lg = L}. Da S(L) eine Vereinigung von G-Bahnen ist,
erfilllt F':= 3" )@z die Gleichung g Fig = F fiir alle g € G. Da G absolut irreduzibel
ist, folgt daraus F' = A, fiir ein A € R. Als Summe von positiv semidefiniten Matrizen ist
F 7é 0 positiv semidefinit, also ist A > 0 und daher I,, = A7' 3~ __ S(1) . O

Beispiel 6.28 Irreduzible Wurzelgitter sind stark eutaktisch.

Satz 6.29 Fin Gitter L ist stark eutaktisch, genau dann wenn S(L) ein sphdrisches 2-Design
15¢.
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Beweis. L ist stark eutaktisch, genau dann wenn es ein A > 0 gibt, so dass
L, =\ Z .
xeS(L)

Dann ist aber fiir « € R®

al,a” = (a,a) = \ Z ar"ra'" = \ Z (o, 7)?

zeS(L) z€S(L)
und die 1. Gleichung in Satz 6.22 (d) mit ¢ = 2 und ¢ = % ist erfiillt. Da die 2. Gleichung
in Satz 6.22 (d) mit u = 1 nach Bemerkung 6.24 trivialerweise erfiillt ist, ist somit S(L) ein

2-Design (sogar ein 3-Design wegen Bemerkung 6.24). O

Definition 6.30 Ein Gitter L heif$t stark perfekt, falls S(L) ein sphdrisches 4-Design ist.

Hauptsatz 6.31 Stark perfekte Gitter sind perfekt und eutaktisch und daher lokale Maxima
der Dichtefunktion.

Beweis. Sei L ein stark perfektes Gitter. (E sei min(L) = 1. Dann ist L eutaktisch nach
Satz 6.29. Es geniigt also zu zeigen, dass L auch perfekt ist, d.h. dass (z'"z | z € S(L)) =
Sym,,(R). Sei dazu A € Sym,,(R) mit Spur(Az"z) = 0 fiir alle x € S(L). Es ist

Spur(Az'"z) = zAz" = pa(z) = [pa, p3]

mit pa(Xy,...,X,) = Z” Ai;X;X; € F,2. Dann ist p% € F, 4. Da S(L) ein 4-design ist,
gilt

2 _ 1 T 2 __
/S(nl) pA(x)dl‘ - |S<L)| xz pA( ) =0.

Da p4 als Polynom aber stetig ist und p% nichtnegativ, folgt daraus ps = 0 also auch A =0
was zU zeigen war. O

Ende am 8.6.07

Folgerung 6.32 Die stark perfekten Gitter der Dimension < 8 sind vertreten durch Z, A,
Dy, Eg, EY, E;, E und Es.

Beweis. Teste die Bedingung 6.25 fiir alle perfekten Gitter dieser Dimension. U

Bemerkung 6.33 Ein Gitter L von Minimum m ist stark perfekt, genau dann wenn fir

alle a € R™ gilt
(*) EzceS(L) (.CL’, a)Q = ‘S(nL)Im(au Oé)
3|S(L
(**) erS(L) (ZL’, Oé)4 = n‘(n(_l,_Q))l mQ(av 04)2

Setzt man o = & aq +Exa in die 2. Gleichung ein, so ergibt sich durch Koeffizientenvergleich

(bei &1&2)
(*%)1 Z (7, 01)* (7, 00)* =

xeS(L)

m?|S(L)|

n(n + 2) (2<Oé1, 042)2 + (041, 041)(042, 042)).
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Bemerkung 6.34 Einen zweiten Beweis des Hauptsatzes 6.31 werden Sie in der Ubung
kennenlernen. Dort wird gezeigt, dass die Grammatriz

G = (102 P)eeswy = (2,9))sges(w) = (Spur(a” 2y y)s yes(r) € RIS

Rang n(n + 1)/2 hat. Dazu wird gezeigt, dass

[S(L)]

G? =24G +aJ mita = ————
n(n + 2)

und GJ = JG = ¢J mit ¢ = |S(L)|/n ist. Daraus ergibt sich, dass die Figenwerte von G
genau ¢ (mit Vielfachheit 1), 0 und a sind. Aus Spur(G) = |S(L)| = ¢+ (Rang(G) — 1)a =
|S(L)| ergibt sich dann Rang(G) =n(n+1)/2.

Satz 6.35 Sei L ein stark perfektes Gitter der Dimension n. Dann ist min(L) min(L#) >
nt2
=

Beweis. Sei m := min(L), m' := min(L#) und o € S(L#). Dann gilt (z,a) € Z fiir alle
x € S(L) und

erS(L) (z, 04)2 _ |S(nL)|mm/
3|S(L
ZxES(L) (l‘7 04)4 = n‘(n(—&—Q))| (mm/)2

Die Differenz dieser beiden Gleichung ergibt

]S(L)\mm’<3mm’ B
n n+ 2

> (z,a)((z,0)* = 1) = 1).

zeS(L)

Dies ist > 0, da (z, @)? entweder 0, 1 oder > 4 ist. Also ist im—g—l > 0 und damit mm’ > "T”
U

Definition 6.36 Fin stark perfektes Gitter, bei dem Gleichheit gilt in Satz 6.35 heif$t vom
minimalem Typ.

Bemerkung 6.37 FEin stark perfektes Gitter L ist vom minimalen Typ, genau dann wenn
fiir alle « € S(L*) und alle x € S(L) gilt, dass (x,a) € {0,£1}.

Bemerkung Stark perfekte Wurzelgitter # Eg sind vom minimalen Typ.

Beweis. Sei L ein stark perfektes Wurzelgitter, o € S(L*) und x € S(L). Dann ist (o, z) € Z.
Ist (,z) > 2, 80 ist (¢ — 2z, — ) < (e, ) also (da L C L* und « € S(L*) kiirzester
Vektor) o = x. Dann ist aber L* auch ein Wurzelgitter (da Aut(L) = Aut(L*) transitiv
auf den Wurzeln operiert) und daher L = L* = Eg. Sonst ist |(«, z)| < 1 und damit L von
minimalem Typ. U
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6.3 Designs und Wurzelgitter.

Definition 6.38 Sei L ein irreduzibles Wurzelgitter der Dimension n und s := |R(L)| =
|S(L)|. Dann heifit h := s/n die Coxeter-Zahl von L.
Fiir r € R(L) bezeichne ng := |[{x € R(L) | (z,7) =0} und ny := |[{z € R(L) | (z,7) = 1}|.

Bemerkung 6.39 Die Cozeter-Zahlen der irreduziblen Wurzelgitter sind h(A,) = n + 1,
h(D,) =2(n—1), h(Es) = 12, h(E;) = 18 und h(Eg) = 30.

h s ng ny t — Design
A 2 2 0 0 t < oo
A 3 6 0 2 t<5
A,n>3)| n+1 | nn+1) [ (n—1)(n—-2)|2(n—-1) t<3
Dy 6 24 6 8 t<5
D,(n>5)[2(n—1)[2n(n—1) |2(n* =5n+7) |4n—-2)| t<3
Eg 12 72 30 20 t<5
E; 18 126 60 32 t<5
Es 30 240 126 26 t<7

Satz 6.40 Mit den Bezeichungen aus Definition 6.38 gilt:
(a) ng und ny sind unabhdingig von der Wahl von r € R(L).
(b) L ist stark eutaktisch.
(c¢) Fir jedes a € R™ ist

Z (z,a)* = 2h(a, ).

z€R(L)

(d) no+2ny = s — 2.
(e) ng = 2h — 4.
(f)no=s—2—2n=hn—2—-4h+8=h(n—4)+6.

Beweis. (a) folgt aus der Transitivitdt der Weyl-Gruppe auf R(L).

(b) folgt aus der Irreduzibilitiat der Weyl-Gruppe.

(c) Direkt aus der expliziten Form der Konstante ¢y in Satz 6.22.

(d) ist klar da die Skalarprodukte unter den Wurzeln 0, £1, 42 sind und (z,y) = £2 genau
dann wenn x = +y fiir x,y € R(L).

(e) ergibt sich durch Einsetzen von o = r in (c).

(f) folgt aus (e) und (d). d

Satz 6.41 Sei L ein stark perfektes Wurzelgitter. Dann ist L isometrisch zu Ay, Ag, Dy,
Eﬁ, E7, oder Eg.

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass stark perfekte Gitter orthogonal unzerlegbar sind. Ist L
stark perfekt und L = L; L Lo, so wihlen wir oy € L; und as € L, und erhalten mit
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Bemerkung 6.33 (%%*);:

0= 3 (m,01)(r,0)? = m“;((?ﬁg”’ (2(0n, )% + (a1, 1) (a3, a3)) > 0
zeS(L)

ein Widerspruch.
Insbesondere sind stark perfekte Wurzelgitter irreduzibel.
Sei nun a € R(L) eine Wurzel, ny := {x € R(L) | (z,«) = 1}. Dann ist

Y ecry(®)? =2n+8 =4h
Y e (@)t =2n; +32 =48h/(n+2)

woraus sich als Differenz
24 =4h(12/(n+2) — 1) © 6(n+2) = h(10 — n)

ergibt. Insbesondere ist n < 9. Fiir n = 3 und n = 5 gilt auch dass 10 —n nicht 6(n+2) teilt,
also sind auch diese Félle unmoglich und es bleiben die Dimensionen n = 1,2,4,6,7,8,9
iibrig. Jetzt benutzen wir die Klassifikation aller irreduziblen Wurzelgitter.

Fiir n = 9 muss h = 66 gelten, ein Widerspruch zu h(Agy) < h(Dgy) = 16.

Fiir n = 8 folgt h = 30, |S(L)| = 240 und daher L = Eg.

Fiir n = 7 ergibt sich h = 18 und daher L = E;.

Ebenso findet man alle anderen Moglichkeiten. 0

6.4 Klassifikation stark perfekter Gitter.

Eine kombinatorische Methode der Klassifikation aller stark perfekten Gitter in einer gege-
benen Dimension n begriindet sich auf die beiden Gleichungen

(D2) Y (r,0) = %(a,a) — A,

zeX

und
2

(D1) 3 (@, 0)t = n?’sm

———(a,a)® =: B,
= (n+2)

wo X U —X = S(L) die Menge aller kiirzesten Vektoren in einem stark perfekten Gitter
L < R™ mit min(L) = m und s := | X| die halbe Kusszahl von L bezeichnen.

Setzt man « := {1y + &ap in (D2) so erhdlt man durch Koeffizientenvergleich

(D11)(ay, o) = Z(m,al)(x,ag) = ﬁ(041,a2) fiir alle ay,ap € R”
n

rzeX

und aus der Gleichung (D4) findet man

(D13)(ar,a2) = Y (2, 00) (2, a2) = %(al,ag)(%ag)
(D22)(ay, ag) = Z(x,al)Q(x,a2)2 = %(2(0@0@)2 + (aq, 1) (g, )

zeX

o1



Bemerkung 6.42 Fiir o € L7 sind A,, B, und Cy == 1—12(Ba —Ay) EZ

Beweis. Fiir o € L# liegt j := (x, ) € Z fiir jedes # € L. Weiter ist j* — 52 = j2(j —1)(j + 1)
immer durch 12 teilbar und daher

Ca= Y ((@,0) = (2,0)2) =

=12 = Dot 72y @ @) Bm(e,a) = (n+2) € Zxo.

Ende am 12.6.

Ebenso zeigt man:

Bemerkung 6.43 Fiir aj,ay € L# sind (D11)(a, as), (D13)(ay, as), (D22)(aq, as) ganz.
Weiter ist fir j € Z die Zahl j(j —1)(j + 1) immer durch 6 teilbar und somit

sm

m(al,@2)(3m(a2,a2)—(n+2)) € Z>o.

<%w,:é«DBXm¢m—unnmh®»:

6.4.1 Die stark perfekten Gitter in Dimension 7

Sei nun L ein stark perfektes Gitter der Dimension n = 7 mit min(L) =: m, S(L) = X U —X,
|S(L)| = 2s und min(L#) = r. Dann ergibt sich mit Satz 6.35:

T+2
-

Ist also a € S(L*) und = € S(L), so ist

3 <mr< (g)6 < 5,62.

(o, z)? < mr, also (a,z) € {0, £1, £2}.
Sei o € S(L#) fest gewihlt, s := |S(L)|, mr := min(L#) min(L) € Q und
n; = {x € S(L) | (z,a) =4} furi =0,1,2.
Da S(L) ein 4-design ist findet man

(*)01 no/2+n1+n2 =S

(%)2 1 ny + 4ng = 2t )
(%)4: ny+ 16n; = s(?;) )

Dieses Gleichungssystem ist eindeutig nach ng = 2(s — n; — ng), n; und ny auflésbar und es
ergibt sich
(mr — 3)mrs

2= T 0507

Fact: Mit Hilfe von Linearer Programmierung erhéalt man eine obere Schranke an die Kus-

szahl s eines n-dimensionalen Gitters. Fiir n = 7 liefern diese Methoden s < 70. Es gibt auch
eine bessere Schranke fiir die Hermite Konstante von Kumar und Elkies, v; < 1,866, die wir
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auch benutzen méchten. Also gilt min(L) min(L#) < 1,866% < 3,5. Damit folgt aber ny = 0
da fiir « € S(L#) und x € S(L) gilt

(r,0)* < (z,2)(a,a) < 3,5 < 4.

Also ist L von minimalem Typ:

Satz 6.44 Sei L ein stark perfektes Gitter in Dimension 7. Dann ist L von minimalem Typ
d.h. min(L) min(L#) = 3.

Satz 6.45 Sei L ein stark perfektes Gitter in Dimension 7. Dann ist L dhnlich zu E; oder

#
]E7 .
Beweis. Sei L ein solches stark perfektes Gitter. Dann ist n; = 3—7‘9 also s = 7t mit t €
(3,4,...,10}.

Fall 1: ¢ ist gerade.
Dann ist ¢ durch kein ungerades Quadrat teilbar und nicht gleich 16. Wir skalieren L so,
dass m := min(L) = 3/2. Dann ist r = min(L#) = 2 und fiir beliebiges o € L# ist

t

Co= Y 25 ((w,0)* — (2,0) = (0, 0)(a,0) ~ 2) € T

Also ist fiir jedes a € L# der Wert (o, @)((ar, ) —2) € Zx. Also ist L# ein gerades Gitter.
Insbesondere gilt L# C L. Wegen
2/(det(L*)Y/T) = min(L#)/(det(L#)V/7) < 1,866
3/2(det(L#)Y7) = min(L)(det(L#*)V7) < 1,866
findet man
1,66 < det(L¥) < 4,6.

Also ist det(L#) € {2,3,4}. AuBerdem ist det(L#) durch 2 teilbar, da fiir jedes x € S(L)
die Restklasse  + L# in L/L# durch 2 teilbare Ordnung hat.

Durch systematisches Auflisten aller solcher Gitter findet man, dass L* = E; also L = Ef
ist.

Fall 2: t ist ungerade.
Dann skalieren wir L so dass m = min(L) = 1 und erhalten
t
a — 22—32<Od,05)<(05,05) - 3) € Zzo.
Daraus erhalten wir ¢ = 9 und (o, o) € Z fiir jedes o € L*.

(D22)(c, B) = 2(a, 3)* + (v, )(B,3) € Z. liefert wieder, dass (a, ) nicht halbganz sein
konnen fiir beliebiges a, 3 € L# und daher ist L ein ganzes Gitter.

Sei I' das gerade Teilgitter von L#. Dann ist (o, ) sogar durch 4 teilbar fiir alle o € I’ und
"= %F ist ein gerades Gitter. Insbesondere ist det(I") durch 27 teilbar. Es gilt wie eben

113 < 4(3/77)" < det(T') = 4det(L¥) < 447 < 308, 1
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also det(I") = 128 oder det(I') = 256. D.h. I ist ein gerades Gitter der Determinante 1 oder
2, woraus man wieder IV 2 E; also I' = v/2E; findet. Das Gitter L ist also ein Teilgitter vom
Index 2 in %Ef mit Minimum 1. Alle diese 127 Teilgitter kann man aber leicht mit dem

Rechner durchsuchen und findet L = %Eq in diesem Fall. O

6.4.2 Die stark perfekten Gitter in Dimension 8

Satz 6.46 Eg ist das einzige stark perfekte Gitter in Dimension 8.

Beweis. (Skizze) Wir benutzen dass Eg das einzige dichteste 8-dimensionale Gitter ist (al-
so insbesondere 75 = 2) und auch die maximale Kusszahl besitzt und jedes andere 8-
dimensionale Gitter L Kusszahl S(L) < 150 hat.

Jedes andere solche stark perfekte Gitter L R® wire von minimalem Typ da dann

<
|S(L)| < 75 so gilt dann also

min(L) min(L#) = mr < 4 ist. Bezeichne s = 1
o mr=1%.
_ s _ 5s
® N1 = ;mr = 13-

e s = 12¢ ist durch 12 teilbar mit 1 < ¢ < 6.

Wir reskalieren nun L so dass min(L) = 1. Dann ist min(L#) = 4. Sei nun 0 # a € L#

beliebig, (o, a) = w =: £ mit teilerfremden p, g. Dann sind

Unterscheiden nun 2 Fille:

1) t # 5. Dann ist p = 5p; durch 5 teilbar fiir alle a € L# und die Gleichung C, =
%@1{2") € Z> liefert, da t < 6 nicht durch 16 teilbar ist, dass p; = 2p, gerade ist. Daher
ist ¢ ungerade und ¢? teil 3%, was nur ¢ = 1 oder g = 3 zulésst. Also ist fiir jedes o € L#

die Norm (o, a) = 2z fiir eine gerade Zahl z und somit

\/§L# =T
5

ein gerades Gitter mit Minimum 2 und I'# hat Minimum g Fiir die Determinante d :=

det(I") € Z gilt dann
)

P)/(F#) = §d1/8 < 27
also d < (2)8 < 5. Da fiir jedes z € S(I'#) die Klasse z+I" € I'# /T’ durch 3 teilbare Ordnung
hat, gilt 3 | d und daher d = 3. Aus der Theorie der quadratischen Formen kann man jedoch

die Existenz eines geraden positiv definiten Gitters der Dimension 8 mit Determinante 3
ausschliessen.

o4



2) t = 5. Dann ist s = 60. Mit den obigen Ganzheitsargumenten findet man, dass die Normen
der Vektoren # 0 in L# von der Form

10 16 34 40
== —, =, 14,16,...
373767873737 ?67

sind. Insbesondere sind die Normen in I" := \/gL# ganz und I'* stark perfekt von Minimum
2. Fiir o, § € R® ist dann

1
Z (ZL’,O&)Q(.I’,ﬂ)Q - g(Q(Oé,ﬁ)Q—F(Oé?Oé)(ﬁ,ﬁ))
zeS(T#)/+1
Insbesondere ist (a, 3) € Z fiir a, f € T und damit I' ein ganzes Gitter. Setze nun
I'y:={ael|(na) e€3Z} CT.

Aus der obigen Kongruenz ergibt sich, dass I'y sogar ein Teilgitter von I" ist (nicht nur eine
Teilmenge). Sind namlich «, 5 € T, so ist

1

5(2(%@2 +(a,a)(8,8) = Z(a, 8)*  (mod Z)

GV )

und daher auch («, 3) durch 3 teilbar. Also ist I'y ein Teilgitter. Weiter ist der Index [I" :
['o) <3 (also =3). Denn sind a, 5 € ' =Ty so ist a« £ 3 € 'y da

(0% B,a+0) = (a,0) + (8,8) £ 2o, ) € 3

fiir ein geeignetes Vorzeichen. (Hier brauchen wir keine Perfektion o.ae., das geht ganz all-
gemein.) Sei nun d := det(I'). Dann ist v(I'#) = 2d"/% < 75 = 2 und daher d < 3%. Also ist
det(Ty) = 9d < 3'. Da min(Ty) > 9 findet man

9

ein Widerspruch zu g = 2. O

Bemerkung. Die stark perfekten Gitter sind bis zur Dimension 12 alle klassifiziert. In Dimen-

sion 10 gibt es bis auf Ahnlichkeit zwei stark perfekte Gitter K/, und K 1#, in Dimension 11
kein und in Dimension 12 bis auf Ahnlichkeit genau ein stark perfektes Gitter, das Coxeter-
Todd Gitter K5, das dhnlich zu seinem dualen Gitter K f; ist. Weitere stark perfekte Gitter
sind bekannt, jedoch keine vollstédndige Klassifikation.

Ubung: Zeigen Sie, unter Benutzung der Tatsache dass vo < 2,142 und die halbe Kusszahl
eines 9-dimensionalen Gitters s < 136 ist, dass es keine stark perfekten Gitter der Dimension
9 gibt.
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III Gewichtszidhler und Thetareihen.

7 Extremale selbstduale Codes und Blockdesigns.

7.1 Gewichtszidhler von Codes

Definition 7.1 Sei C' < IF(]IV ein linearer Code. Der vollstandige Gewichtszéhler po € Clz, |

a €l =Clzg,...,x.1] ist
po(x) == Z chl..

ceC i=1

Der Hamming Gewichtszahler he € Clz, y] ist

ho(a,y) ==Y a7y,
ceC

Bemerkung 7.2 Der Gewichtszihler eines Codes C' < IF{IV st ein homogenes Polynom vom
Grad N. Es ist ho(z,y) = po(z,y, ..., y).

Beispiel: py, 3 = «f + 7ot + Teda} + o]
Des = x5 + 1dxiz] + 28,

Satz 7.3 (MacWilliams Identitit) Sei C' < IF]],V ein linearer Code, p eine Primzahl. Dann

18t
1

Pct (3707 cee 7xp—1) = WPC(ym cee ayp—l)

wo y; = Z?;é C;j:cj, G = exp(2mi/p) eine primitive p-te Einheitswurzel in C.

Beweis. Sei € : F' — {0,1} die Indikatorfunktion von C*, d.h. e(v) = 1 falls v € C* und 0

sonst. Dann ist v
PoL = Z e(v) Hxvi.
i=1

veF)Y

Wir wollen jetzt die Funktion € kompliziert schreiben. Fiir v, w € IF;V sei (p(w) = Hfil Gt =
¢v. Dann gilt fiir v € FY

ﬁszz) — (v).

ceC
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Denn ist v € CF so ist die linke Seite gleich 1. Ist v € C*, so ist gpv C —-F,c—c-v

eine nichttriviale, also surjektive lineare Abbildung und daher C' Ua 0 ¢ ({a}) disjunkte
Vereinigung gleich groffler Mengen. Daher ist in dem Fall

> Gule) = 'C‘an—o

ceC
Also ist .
P typa) = Sy Ll )iy =
—1
Z1=0 ce aN 0 ‘C| ZCEC Hz— Calgxal o Tay =

|_é’\ ZCEC HZ=1< j=0 CiCZ:CJ) - |C‘pc(y07 s 7yp*1>'

Folgerung 7.4 Fiir den Hamming Gewichtszihler eines Codes C' < IF;V qgilt:

1
hCL(Ivy) = th(‘x + (p - 1)y,$ - y)

Beweis. ho(z,y) = por(T,y, ..., y) = |C|pc(z0, ey Zpe1) Mit 2z =2+ Z?;i ¢y Ist i = 0,
so erhdlt man 2o = x + (p — 1)y. Fiir 7 € F; durchléduft mit j auch ij ganz IF; also ist fiir
ie€{l,...,p— 1} die Summe Z?;i G = ?;i ¢J = —1 und daher z; = z — y. O

Bemerkung 7.5 Mit derselben Strategie erhilt man den Gewichtszihler von C* aus dem

von C durch geeignete Variablensubstitution auch fir allgemeinere Ringe (2.B. F,, ¢ = p/,
aber auch Z/p"Z).

Beispiel 7.6 Fiir p = 2 liest sich die MacWilliams Identitdt als
1
por (o, 11) = mpo(l“o + 21,20 — 71)
und fiir p = 3 erhdlt man
poL(To, T1, 7o) = |—O‘pc(x0 + 21 + To, To + WL + WTo, Ty + WAT + W)

— —1+v-=3
o 2

wobei w = (3 eine primitive dritte Einheitswurzel ist.

Bemerkung 7.7 Gewichtszihler selbstdualer Codes.
Ist C = C*+ < FY soist |C| = p"/2. Dann liest sich Folgerung 7.4 als

he(w,y) = he(2,y) = ho((z + (p = V)y) /v/p, (x = y)/V/P)).
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Das Polynom h¢(x,y) ist also invariant unter der Variablensubstitution x +— \/Lﬁ(:vjt(p—l)y),
Y — \/Lﬁ(x —y), als Matriz ﬁ ( 1 p_—ll
wichtszihler selbstdualer Codes ein, sie liegen alle in dem Teilraum der unter dieser Varia-
blensubstitution invarianten Polynome.

Ist p = 2, so kann man noch mehr sagen. Jedes Codewort c eines selbstdualen Code C' =
C+ < FY erfillt natiirlich ¢ - ¢ = 0, also ist die Anzahl der Einsen in ¢ € C immer gerade
und somit w(c) € 27Z. Also ist pc(xo, x1) = po(xo, —x1) und pe invariant unter der Gruppe
von Variablensubstitutionen

<%<1 _11><(1) _01>>::GI%D16.

Fiir doppelt gerade Codes gilt sogar w(c) € 47 und somit pc(zo,x1) = po(xo,izxy). Der
Gewichtszihler eines bindren selbstdualen doppelt geraden (oder auch Typ 1) Codes ist also

mvariant unter |
1 1 1 0
e (2 Y (10 )=

einer Gruppe der Ordnung 192.

). Dies schrinkt die Menge der moglichen Ge-

Folgerung 7.8 Ist C = C*+ < FY doppelt gerade, so ist N durch 8 teilbar.

Beweis. Es ist (hd)® = (gl € Gyr. Jedes unter Gj; invariante homogene Polynom p vom
Grad N erfiillt also

p(ﬁo, 901) = P(C8$07 C8331) = Cévp(ﬂﬁo, 901)-
Daher ist sein Grad N durch 8 teilbar. O

Mit Hilfe der Invariantentheorie erhélt man den folgenden Satz, den ich nur zitieren mochte
(vgl. z.B. Sturmfels):

Satz 7.9 (1) Ist p(xo,x1) ein unter Gy invariantes Polynom so ist p ein Polynom in f :=
zi+ 2 = pay und g = pey = xf + 1dagz} + 2. oder alternativ in f und

1
b= (" — g) ==t — 2l + dat = w3ad(ad — )2
St p\xo,T1) etn unier 11 tnvariantes olynom So 15t p €wn oynom 1N G ‘= Peg —
1I) Ist ' ter Gy i antes Pol st p ein Pol ' .

8 4.4 | 8 oA A4 44
xy + ldxgr] + xF und 07 = xjai(xs — 7)™

Folgerung 7.10 (Gleason) Ist C = C+ < FY, N = 8a + 2b mit 0 < b < 3 so gibt es
eindeutig bestimmte Zahlen k; € Z, 1 =0,...,a mit kg = 1 so dafs

pe(wo, 1) = Z ki f1O70T0G)
i=0

Ist C' zusdtzlich doppelt gerade, so ist N = 24a + 8b mit 0 < b < 2 durch 8 teilbar und es
gibt eindeutig bestimmte Zahlen l; € Z (i =0,...,a) mit ly =1 so daff

P (g;O, 1;1) — Z lig3(a_i)+b(53[.
=0
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Definition 7.11 Ein bindrer doppelt gerader selbstdualer Code C = C+ < FY mit N =
24a + 8b heif§t extremal, falls

d(C) = min{wt(c) |0 # c € C} > 4a + 4.

Bemerkung 7.12 Ist C' ein extremaler Code, so ist
po(l,z) =1+ AZa+4x4“+4 +...+ Aza+4xN_4a_4 + 2N

eindeutig bestimmit.

Beweis. po(1, 7) ist Linearkombination von ¢3(@=9+%% (1, 2) = 2%(1+...) i = 0,...,a). Also
bestimmen die a + 1 Gleichungen Aqg = 1 und Ay = 0 fiir d = 4,8, ..., 4a die Koeffizienten
l; in Gleason’s Satz eindeutig. Damit ist po eindeutig bestimmt. Weiter gilt Ay = Ay_q4, da
die Abbildung ¢ +— ¢+ 1 eine Bijektion zwischen den Mengen der Codeworte von Gewicht d
und N — d herstellt. O

Folgerung 7.13 Ist C = C+ < FY doppelt gerade so ist d(C) < 4L%J +4.

Zum Beweis miissen wir zeigen, dass die Anzahl Ay, 4 von Codeworten von Gewicht 4a + 4
in einem extremalen Code nicht 0 ist. Das geht entweder durch explizite Berechnung von
A}, 4 mit Hilfe der Formel von Biirmann und Lagrange,

* N\ (5a—2 4a+4

dat+4 = (5)(a—1)/( 5+) ' falls N = 24a
Ajs = IN(N —1)(N —2)(N — 4)% falls N = 24a + 8
Afara = SN(N —2) 802 falls N = 24a + 16

oder mit Hilfe von endlichen Blockdesigns, wie wir es im néchsten Abschnitt sehen werden.

7.2 Bindre Codes und Blockdesigns.

Definition 7.14 Fine Menge D = By, ..., B, von k-elementigen Teilmengen B; C {1,..., N}
(den Blocken ) heifit ein t-(N, k, \) Blockdesign, falls jede t-elementige Teilmenge von {1,..., N}
in genau A Blocken enthalten ist.

Fin Steiner-System der Stdrke t ist ein t — (N, k, 1)-Design.

Satz 7.15 Ist D ein t-(N,k,\) Design, so gilt

o))

Beweis. Bezeichnet ©, := {T'C {1,..., N} | [T| =t} so ist || = () und daher

t

A(]Z):Z|{BeD|TcB}|:Z|{Te@t|TcB}|:|D|(’;).

TeQy BeD
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Folgerung 7.16 Ist D ein t-(N, k,\;) Design und eint — 1-(N, k, \;_1), so gilt

Definition 7.17 (Bezeichnungen) Sei C < FY ein Code, dim(C) = k, und C* der duale
Code. Sei d := d(C) und d' = d(C*). Bezeichne weiter C; == {c € C | wt(c) = i} und
Ay = |Cyl. sowie 0 < 7 < ... < 7, < N die Gewichte der Vektoren # 0 in C bzw. C*, so
dass

S
po(ly) =1+ Ayy"

i=1
Da FY nur ein Wort vom Gewicht N enthdlt (nimlich 1), gilt Ay = 0 oder Ay = 1. Wir
setzen

s=[{1<i<N-—1|A #0}

Wir Identifizieren FY mit Pot({1,..., N}) indem wir jeden Vektor mit seinem Triger iden-
tifizieren. Dann ist

Cr, :={ce C|wt(c) =7}
eine Teilmenge von €2, der Menge der 7;-elementigen Teilmengen von {1,..., N}.

Fiir 0 <t < d sei u € FY vom Gewicht wt(u) = t beliebig. Wir setzen
Ar,(u) == {c e Cy, | uCc}.
Dann gilt

Lemma 7.18 Die Zahlen \.,(u) erfillen die folgenden d' —t Gleichungen:

5

> ( - t) A () = (257077 — Ay) (Nj_ t) fir0<j<d—1-t.

=1 J

Beweis. Fiir 0 < j <d — 1 —t sei
M; = {(v,c) €FY x C | wt(v) =t +j,u Cv Cec,c#1}.

Wir benutzen Bemerkung 2.4, um die Kardinalitét von M; zu bestimmen. Dat+j < d' —1
ist namlich d(C*) > t+j. Also ist die Projektion auf je t+j Spalten von C' der gesamte F5™.
Insbesondere gibt es genau 2¥~t~7 Codeworte, die an beliebigen t + j vorgegebenen Stellen
eine 1 haben. Also ist |M;| = (2877 — AN)(NJ._t). Andererseits ist

M= | J{(v.c) eF) x Cr, | wt(v) =t +j,u Cv Cc}.

=1

und daher

14y = gmu) (")
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Lemma 7.19 Sind0< 7 < ... <7, <N und

so ist T ist invertierbar mit T—' = (fi;) wo

flw) =TT 2= =) fij(a“f)

=1,

wobei (j) =z(x—1)---(z—7+1)/().

Beweis.
s—1
Tn
Zflj( ) = fz(Tn) = Oin.-
Jj=0 J

U

Satz 7.20 Seil <t <d —35 und7; >t fir alle i und AS’? = A\, (11,071, Dann ist C,, ein
t-(N, 1, A@)-Blookdesign.

Beweis. Ay = 0 oder 1 héngt nur von dem gegebenen Code C' ab. Lemma 7.18 liefert also
ein lineares Gleichungssystem an die A, (u) mit Matrix 7" = ((“J_t))w € 734 ~1=t Nach
Lemma 7.19 hat diese Matrix Rang s da die 7; := 7; — ¢ die Voraussetzungen von Lemma
7.19 erfiillen. Also sind die A, (u) eindeutig bestimmt und unabhéngig von u € €, und damit

ist C;, ein t-(N, 7, /\(T?)—Blockdesign. O

Um die A\, := )\g) zu bestimmen, 16sen wir das lineare GLS

, _ L N —t —d N—t
Ao AT = (2570 — Ay, (25 1_AN)( 1 )""’Qk dH_AN)(d’—t—l))

mit Hilfe von Lemma 7.19 indem wir nur die ersten s Gleichungen betrachten. Wir finden

Ovms o ) = (257 — A, (261 — Ay (N N t) L EFE A (ng __f) yi-!

mit 7 = ((77));; € Z%° und T = fi; wobei

J

j=Lj# 7 =0 =0
Also
5-1 N _¢ 5-1 N _¢
)\Tl — (2k—t—j _ AN)( ) )f” _ 2k—N Z(2N—t—j 2N—kA )( . )fz]
J=0 J j=0 J



Nun ist

n=0 n=j
und daher N . .
N —t\ «— ; «— : [N —t
L E OB )-
m=0 =0 =0
N—t
_ N —1t\
S (V) o - v 1) =
m=0
N
- N —
2 Y (V) b = Avs
r=t
Setzt man

Six) = [ (7 —2) = S)/(r — x)
jig=1
so ergibt sich f.,(z) = S;(z)/S;(7;) und daher

A, Si(1) = —ANSi(N) + 28~ NZ(T_t) ’

Also haben wir gesehen:

Lemma 7.21 Unter den Voraussetzungen von Satz 7.20 gilt
N

A0S =~ ans (V) + 2 Y (VT s

r=t

Zusammen mit Folgerung 7.16 ergibt sich daraus folgende Identitét:

Folgerung 7.22 FEs gelten wieder die Voraussetzungen von Satz 7.20. Dann ist fiir 2 <t <

d—73
ANS(N) =28~ §j (T_H_l)S(r)

r=t—1

Beweis. C, ist dann ein t-design und ein (¢ — 1)-design. Nach Folgerung 7.16 ergibt sich
daraus die Gleichheit
ANN —t4+1) = A0 (r — £+ 1),

(N —t+1)ANS(N)/(N = 7)) + (N —t + D)2 NS (N0 S(r) /(7 — 1)
= (1 —t+ DANS(N)/(N = 7)) + (7 =t + 125N 20 (NN S(r) /(i = )
Also
ANS(N) = (i —t+1)2E NS (VNS /(i — 1) = (N —t+ 129N 558 (N1 S(r) /(i — )
= ok () S ()

O
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7.3 Extremale Codes und Blockdesigns

Satz 7.23 Sei C = C+ < FY ein doppelt gerader Code der Linge N = 24a + 8b mit
d(C) > 4a + 4. Dann ist d(C) = 4a + 4 und fir die Anzahl A}, , von Codeworten von
Gewicht 4a + 4 gilt

Alara = /) falls N = 24a
Ajfpra = IN(N = D)(N =2)(N —4) %5 falls N = 24a +8
Algya = %N(N - Q)G(,?Z:fi;! falls N = 24a + 16

Weiter ist Cyqrq ein 5 — 2b-Design.

Beweis. Es ist d = d’ = 4a + 4 und
s<|{4a+4,4a+8,...,N — (da+4) =20a — 4+ 8b}| =4a—1+2b
. Also ist C, ein Design der Stérke
d—35=4a+4— (da—1+2b)=5—-2b(=5,3,1).

Die Formel beweisen wir nur in dem Fall, dass N = 24a. Lemma 7.21 liefert

ADSi(1) = —AnSi(N) + 27~ NZ <r—t) i

Hier ist Ay = 1 und fiir 7; = 4a + 4 ist

Si(da+4)= 4-8---(20a —4 — (da+4)) = 41972 (4q — 2)!
Si(N) = (—1)*2(da+4) - (da+8)---(20a — 8) = 422!
also ergibt sich fiir t =4 und 7, = 4a + 4

ba — 2)! 9 (240 — 4\  S(r)
)\( ) 44a 2 4 - 2 | — _44a72< 27120, .
tard (40— 2) a ; r—4 Jda+4—r

mit S(r) = [[}%] (4a + 4i — 7). Es gilt

° S(r—4)—5(r) _ S(r)
16a—4 da+4—r
24a a— 24a a—
° > - (24 4) (r—4)=->.2 (2?744)5(“
o LS (M) 5(r) = S(24a) = — 4o (B!

63



Denn: S(r —4) = S(r) s = S(r) + (20‘1_2151_0?4_T)S(7’) woraus sich die erste Gleichung
ergibt.

Fiir die 2. Gleichung bemerkt man zunéchst

S(r) = (—=1)**1S(24a —r) = —S(24a — 1)

und daher
24a 24a 24a—4
24a — 4 240 — 4 24aq — 4
S (2 s =35 (2 st 5 (2 s

=4 =4 r=0

Die letzte Gleichung ist Folgerung 7.22, da Cy,.4 sowohl ein 4-design als auch ein 5-design
ist.

Also ist
24a 24a
512 Z 24aq — 4 S(r) _ 512 Z 24a — 4\ S(r —4) — S(r)
— r—4 Jda+4—r — r—4 16a — 4
24a
_ 1 24a — 4 S(24a) 4 (ba —1)!
=97~ S(r) = — — gha—1 WG )"
8a—22_:<7’—4) ) =52 al(8a — 2)
und daher - o1 - o
)\Z(é)+444a—2(4a —92)l = _44a—2( a; )! 4 gla1 a(! (Za__ )2>
bzw.

o _ (Ba—1)(5a—2)!

otd T gl (4a — 1))

Daraus ergibt sich dann

5) 4a + 4 24a\ @ (24a 24a\ (4a+ 4 da+4\  4da @ _ (5a—2
)\4a+4_|ID|( 5 )/( 5 _)\4a+4 4 / 5 5 / 4 - 24@_4)‘4a+4_ a_]_

und die Anzahl von Worten von Gewicht 4a + 4 ist dann

24a\ |, (da+ 4
i GV

wie angegeben. O

Mit denselben Methoden lédsst sich Af berechnen fiir r = 4a + 8, .... Insbesondere findet
man:

Satz 7.24 Sei C = C+ <FY, N = 24a, d(C) = 4a + 4. Dann bildet C,, ein t-(N, Ti,ASt.))-
design fir 1 <t <5 und der Parameter )\ﬁ)Jr8 st gegeben als

= ) (M () e () - ()

Insbesondere ist Ay, ¢ < 0 fir gentigend grosses a. (a > 154 tuts, d.h. wenn ein solcher
Code existiert, dann ist seine Linge < 24 - 153 = 3672. Man kennt bisher aber nur zwe:
extremale selbstduale Codes in durch 24 teilbarer Ldinge, den Golay Code in Léinge 24 und
den erweiterten quadratischen Rest Code in Linge 48. Es ist bewiesen, dass diese die einzigen
solchen Codes in Linge 24 bzw. 48 sind.)
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Beweis. Ubung 0J

Dieser Satz zeigt dass es nur endlich viele extremale Codes gibt, in Dimensionen die Vielfache
von 24 sind. Analoge Resultate kann man auch fiir N = 24a + 8 und N = 24a + 16 erhalten
und sieht so:

Satz 7.25 Es gibt nur endlich viele extremale Codes.

7.4 Der bindre Golay Code und das Leech Gitter.

Satz 7.26 Sei C < F2! dim(C) = 12, d(C) < 8. Dann ist C' ein extremaler doppelt gerader
selbstdualer Code. Weiter gibt es bis auf Aquivalenz hiochstens einen solchen Code C.

Beweis. Sei C” der Code der Léange 23, der aus C' entsteht, indem man eine Spalte weglafit.
Dann ist || = 22, da sich verschiedene Codeworte von C' an mehr als nur einer Stelle
unterscheiden und der Minimalabstand von C” ist gleich 7. Insbesondere sind die Kugeln mit
Radius 3 um die Codeworte von C” disjunkt. Da

oy (213) ., (223> . <233)) o

ist der Code C” ein perfekter Code. Daraus ergeben sich die Anzahlen

Ay = Az = 123 7
Az = A= (4)/(4) = 253
Ay = Al 1288

Ay = Al = ((253) - A7(;))/(§) = 506.

Dies ist unabhingig davon, welche Stelle von {1,...,24} man wegléss t. Also sind die Ge-
wichte von C” immer =4 —1,0 und daher wt(C') C 4Z und

po(l,y) = 1+ 759y° + 257642 + 759y + 3.

Also ist C' doppelt gerade und insbesondere C' C C*. Aus Dimensionsgriinden gilt die
Gleichheit. Sei u € C' vom Gewicht 12. Sei ', der Code der Lange 12, der aus C' entsteht,
indem alle Spalten weggelassen werden, wo u; = 1. C,, = Bild(n,). Dann ist ker(w,) = {u,0}
also ist (', gerade, hat Linge 12 und Dimension 11. Damit ist C, der gerade Teilcode von
F1? und nach geeigneter Umordnung der Spalten hat C' eine Erzeugermatrix der Form

g._(lll 1 ’ 0 ‘011)
T\ 4 ‘011‘111‘]11

mit A € F5'*™ die folgenden beiden Eigenschaften hat:

e Jede Zeile in A hat Gewicht > 6.

e Je zwel Zeilen von A haben Abstand > 6.
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Da jede Zeile von G Abstand > 8 von u (der 1. Zeile von G) hat, hat jede Zeile von A Gewicht
6. Darau sieht man auch, dass je 2 Zeilen von A genau Abstand 6 haben.

Ende am 25.6.

Jedes Paar von Zeilen hat also genau 2 Nullen gemeinsam. Gibt man umgekehrt 2 beliebige
Positionen aus den (121) moglichen vor, so hat eines der (121) Paare von Zeilen genau dort die
gemeinsamen Nullen. Denn wenn diese Paar von Nullen in 3 Zeilen von A so hat A (EZeilen

der Form

11 111100¢0¢O0O0
11100011100
00011111100

wobei sich die letzte Zeile aus der Voraussetzung ergibt, dass die letzten beiden Positionen 0
sind und der Abstand von den anderen beiden Zeilen gleich 6. Dann liefert aber die Summe
der entsprechenden Zeilen in G ein Wort vom Gewicht 4. Also ist (J — A) die Inzidenzmatrix
eines 2 — (11,5, 2)-Designs, welches nach Ubungsaufgabe eindeutig bestimmt ist. U

Satz 7.27 Es gibt einen extremalen doppeltgeraden selbstdualen bindren Code Goy der Linge
2/. Dieser heifit der Golay Code der Linge 24.

Beweis. Wir geben J.H. Conway’s Konstruktion des Golay Codes aus dem Hexacode, hg < F§
mit Erzeugermatrix

100
010
0 01

€ &
£ — &
— & &

an. Es gilt hg = h_GL (Hermitesch selbstdual) wobei ~ der nichttriviale Galoisautomorphismus
von Fy ist (T = 2?). Da 27 = 1 fir x € Fy,x # 0, sind die Hamming Gewichte aller
Codeworte in hg gerade. Insbesondere hat hg kein Wort von Gewicht 3 oder 5. Die Worte
¢ vom Gewicht 2 in hg sind Linearkombinationen von 2 Erzeugern. Aus Symmetriegriinden
kénnen wir annehmen, dass ¢ = by + aby ist mit a € {0,1,w,w?}. Diese Worte haben aber
alle Gewicht 4, also ist d(hg) = 4. Der Hamming Gewichtszéahler von hg ist

hine = 2 4 452%y* + 1845

(Die Worte vom Gewicht < 5 sind von der Form ab; + bb; mit 1 < i < j < 3 und (a,b) €
F% — {0}. Davon gibt es 3- (16 — 1) — 9 = 36 Stiick. Von den Linearkombinationen von 3
Basisvektoren mit Koeffizienten # 0, also ab; + bby + cbg mit a,b,¢ € Fy — {0} haben 18
Gewicht 6 und 9 Gewicht 4.)

Identifiziert man F2* mit F5*® in der offensichtlichen Weise so ist

4 6 . .
Xy =) ._,xy; fir allej=1,...,6

= {(z;;) € F*6 D i1 Tij = Dlj1 T AR Y

Gou = {(v55) € T2 | To +wxs +wWxy € hg '

Wir zeigen dazu, dass der in der Menge beschriebene lineare Code Dimension 12 hat und
Minimalabstand > 8.
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Die Fy-lineare Abbildung
Fg —>]F4, T = T+ Wy + Wrs

hat Kern ((1,1,1)) = {(0,0,0),(1,1,1)}. Also gibt es zu jedem ¢ € hg genau 25 Matrizen
(Xi;) € F3*° mit X; +wX,+w?X3 = c. Die Urbilder werden genau durch die Spaltensummen
€ FS§ unterschieden. Wihlt man sich also eine beliebige erste Zeile (11, ...,716) € FS und
ein beliebiges Wort ¢ € hg so enthélt Goy genau eine Matrix (z;;) mit dieser ersten Zeile und
so dass 9 + wrs + Wy = c. Also ist |Gay| = 20+ 43 = 212,
Zum Minimalgewicht: Sei X := (z;;) € Gay. Ist Z?:l x1; gerade und ¢ # 0, so ist wt(c) > 4
und X hat mindestens 4 Spalten # 0, in denen dann 2 oder 4 Einsen stehen miissen. Daher
wt(X) > 2.4 =38. Ist ¢ = 0 und die erste Zeile nicht 0, so enhélt diese mindestens 2 Einsen.
Die zugehorigen Spalten sind dann aber (1,1,1,1)" also wt(X) > 8. Ist 25:1 xq; ungerade
so steht in jeder Spalte mindestens eine 1, da die Spaltensummen alle ungerade sein miissen.
Also ist wt(X) > 6. Ist wt(X) = 6, so ist ¢ € hg ein Wort vom Gewicht 5, was nicht existiert.
O

Definition 7.28 (Leech Gitter) Sei

24

M = Lg24 = {Z a;T; | (a1 + 2Z7 ce., Q24 + 2Z) € g24i}

i=1
wobei (x1, ..., x24) eine OG-Basis ist mit (z;,x;) = 1/2 das Codegitter (vgl. Definition 2.13)

2t Gag. Dann ist min(M) = 2 und S(M) = {£2xy,...,+2x04}. Sei My :== {m € M |
(m, 2 ;) €22} < M und My := {m € M | (m, Y12, ;) € 1 +2Z} C M und setze

24
1
A24 = MO U (§ Zlﬂfl + Ml)
Moy heifst das Leech Gitter.

Satz 7.29 Ay, ist ein gerades unimodulares Gitter mit min(Aqy) = 4.

Beweis. Es ist klar, dass M ein Teilgitter vom Index 2 in dem geraden unimodularen Gitter
M ist. Da S(M) ¢ M, ist min(M,) > 4. Die Elemente y := %Zfil x; +m mit m € M,
erfiillen

o (y,y) =2+ (XCE wm) + (m,m) € 2Z.
e y=)> a;r; mit allen a; € % + Z.

e (y,y) > 3.
o Y+ Yo = Z?il x; +my +mg € My fir yi,y2 € %Z?il x; + My).
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Also ist Ayy ein gerades Gitter und min(Agy) > 4. Da My ein Teilgitter von Index 2 in Agy
ist, ist Aoy unimodular. O

Vektoren der Quadratlange 4 in Agy:

WO Typ Anzahl
M - +18016 75927 = 97152
+220% 43) = 1104

LS a4 My s (£1/2)%+3/2 24-212= 98304
196560

8 Thetareihen von Gittern.

Definition 8.1 Sei L ein ganzes Gitter in (R",(,)). Die formale Potenzreihe
Or:=> ¢“=> " a.q" € Clq]
lel m=0

mit a,, = |L_,,| heifit Theta-Reihe von L. Analog definiert man fiir jede (geeignete) Teilmenge
T C R" (2B. T = v+ L, eine Restklasse nach einem Gitter L) die Theta-Reihe Op =

>ier aY.

Beispiel 8.2 6, =" ., ¢ =14+232 ¢%.
Sind L, M Gitter, so gilt
Orivm =010y,

Ista €{0,....,p—1} s0 s€ibap =3 7 .- , /P Ist e € R ein Vektor mit (e,e) = 1/p so
15t (9%0 = @ae+<pe>z.

Satz 8.3 Sei C' < IF;?V ein Code und Lo < RYN das zugehirige Codegitter. Dann ist
@Lc = pC(QO,]M 917pa s 79p—1,p)-
Beweis. Sei M := (z1,...,zx) mit (z;,2;) = 1/pd;;, pM C Lo C M genauer

LC’ = {Z(hxz | (Cll +pZ,...,aN —l—pZ) € C:UceC ZCiIi—l—pM.

Also ist

N
OL, = Z Oy ciaitpM = Z chi»p‘

ceC ceC i=1
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Beispiel 8.4 Seip =2 und
A=0y =142 @ Bi=thy=) 2>V
a=1 a=0

Dann ist
Op, = OL,, = pes(A, B) = A® + 14A'B* 4 B®.

A=142¢4+2¢8+..., also A*=1+8¢> +4-6¢*+ ... und A3 =1+16¢> +4-28¢* + .. ..
Weiter ist B = 2¢"/? +2¢%% + ... und daher B* = 16¢> +4-16¢° + ... und B = 28¢* + .. ..
Daher st

Op, = 1+ (16 + 14 - 16)¢* + (112 + 14 - 128 + 256)¢* + ... = 1 + 240¢* + 2160¢* + . . ..
Ende am 29.6.

Lemma 8.5 Sei L ein Gitter. Setzt man q = exp(miz) mit z € H:= {z € C| J(z) > 0} so
ist die Reihe O : H — C absolut und uniform konvergent auf jedem Streifen J(z) > vy > 0
und somit eine holomorphe Funktion.

Beweis. Sei L = Z"M fiir ein M € GL,(R) und € := min, ¢&r—y M Mz, Dann ist € > 0
und e M M2t > exa!™ fiir alle z € R™. Daher erhélt man

[e.o]

Z |exp(miz(,0))] = Z |exp(miz(xM,xzM))| < Z exp(—muge(x, z)) = ( Z exp(—mvger?))" < oo.

el HISYAL TEL™ r=—00

l

Bemerkung 8.6 Ist L ganz, so ist Op(z+2) = O (2) fir alle z € H und ist L sogar gerade,
so gilt O(z +1) = OL(2).

Satz 8.7 (Poisson Summations Formel) Sei f : R™ — C eine Funktion, die die Bedingungen
(V1), (V2), (V3) erfillt. Dann ist fir jedes volle Gitter I' < R™

Y fla)=det(D)72 Y fly)

zel yelr#

wobei

fly) = ] (z) exp(—2mizy™)dx

die Fourier-Transformierte von f ist und die Bedingungen (V1), (V2), (V3) wie folgt sind:
(V1) Jou|f(z)|de < oo (damit f eistiert).

(V2) Die Reihe
F(u) := Zf(x—i—u)

zel

konvergiert absolut und uniform auf jedem Kompaktum (damit F(u) stetig ist).
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(V3) Die Reihe ), 14 f(y) konvergiert absolut.

Beweis. Wir beweisen den Satz zunéchst fiir I' = Z".
Die Funktion F(u) := )" _,. f(2 + u) ist nach Voraussetzung (V2) stetig und periodisch in
u, F(u+x) = F(u) fiir x € Z". Also hat F' eine Fourier-Entwicklung

F(u) =) exp(2mi(u,y))a(y)

yeL"

wobei a(y) = f[O,l}" F(t) exp(—=2mi(t,y))dt. Wir zeigen, f(y) = a(y). Dann gilt nimlich wegen

(V3), dass )
FO) =) f@)=2>_ W

rEL™ yeL™

Es ist fiir y € Z"

w(9) = foup Saesn £+ 1) exp(—2mi(t, )
= e f[O,l]” f(x +t)exp(=2mi((x + 1), y))dt
o o F(E) exp(—2ilt )it = ()

Im allgemeinen Fall ist I' = Z"M mit M € GL,(R) und I'# = Z"M~'". Also ist

Yo f@) =D faM)=>" fulz) =Y fuly)

zel TEL™ TEL™ yeL™

wobel

fuly) = [ (M) exp(=2mi(t,y))dt = 1 F(t) exp(=2mi(tM ™, y))dt = det(T) ™2 f(yM "

R™ | det(M)] Jin
O

Satz 8.8 (Theta Transformationsformel) Es gilt fiir ein volles Gitter L < R™

On(—1/2) = (2/i)"? det(L) V20 L4 (2).

Beweis. Beide Seiten sind holomorphe Funktionen auf H. Daher geniigt es die Identitét fiir
z = it mit ¢ > 0 nachzuweisen. Die Fouriertransformierte von f(z) = exp(=*(z,z)) ist

f(y) = t"? exp(—nt(y,y)) (Ubung). Daher erhalten wir mithilfe von Poisson Summation:

OL(7) = Yper xp(F (2, 7)) =
det(L)™1/2 32 e st exp(—t(y, y)) =t/ det(L)~1/20 4 (it).
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Bemerkung 8.9 Die Gruppe

SLZ(Z)::(S:((I) _01),T:=((1) 1)>

operiert auf der oberen Halbebene durch Mdobiustransformationen:
a b az+b
z = zi=—.
i c d cz+d

-1
Tz=2z+1und Sz = —.
z

Insbesondere ist

Definition 8.10 Sei k € 2Z>(. Eine holomorphe Funktion f : H — C heifst Modulform vom
Gewicht £ falls

(i) f(%) = (cz + d)* f(2) fiir alle v = ( CCL Z ) € SLy(Z) und

(ii) f hat eine Potenzreihenentwicklung f(z) =Y~ a, exp(2minz).

Bemerkung 8.11 FEine holomorphe Funktion f : H — C ist genau dann eine Modulform,
falls f(2) = f(z+1) und f(—1/z) = 2*f(2) und die wegen der ersten Bedingung existierende
Fourierentwicklung f(z) = Y>> a,exp(2minz) die Bedingung a, =0 firn <0 erfillt.

Satz 8.12 Ist L < R" ein gerades unimodulares Gitter, so ist n durch 8 teilbar.

Beweis. Sei L so ein Gitter. Angenommen n ist nicht durch 8 teilbar. Indem wir L durch
L1 Loder L I L 1 L1 L ersetzen kénnen wir annehmen, dass n =g 4 ist. Dann ist

OL(—1/z) = (=1)"*220,(2) = —2"20.(2).

Also ist
0,(TS)z) = —2"20.(2).

Da (T'S)z = (2 —1)/z und (T'S)?2 = 1/(1 — z) ist, ergibt sich daraus

OL((TS)’2) = OL((TS)(TS)*2) = —(1/(1 - 2))**OL((TS)*2)
= 220.((TS)z) = —OL(2)

ein Widerspruch da (7'S)3 = I,. O

Satz 8.13 Ist L < R" ein gerades unimodulares Gitter, so ist ©p eine Modulform vom
Gewicht n/2.

Beweis. Sei f := Op. Dann ist f(z) = f(z + 1), da L ein gerades Gitter ist und f hat eine
Fourierentwicklung wie in 8.10 (ii). Wegen der Theta Transformaionsformel ist f(—1/z) =
2"/2f(2) (da n durch 8 teilbar ist), also ist f eine Modulform vom Gewicht n/2. O
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Bemerkung 8.14 Bezeichne

M(SLy(Z @Mk

den Ring der Modulformen wobei My, den C-Vektorraum der Modulformen vom Gewicht k
bezeichnet. Fir f € My und g € M, ist fg € My, also ist M(SLa(Z)) eine Z-graduierte
C-Algebra.

Satz 8.15 (ohne Beweis) M(SLy(Z)) = C[E4, Eg], wo

E4_9E8_1+24OZ<73 n)q’ €M4undE6—1—504Za5 n)q™" € Mg

n=1 n=1

die Eisensteinreihen bezeichnen. Dabei ist oy(n) = Zo<d\n d' die Summe der t-ten Potenzen
der Teiler von n.

Beweis. Ein Beweis findet man in Ebeling, Abschnitte 2.5 und 2.6. OJ

Folgerung 8.16 Sei

1 o0
A = E}-E)=q¢]]0- .
1728( 1 =q H ') € My,

Ist L < R"™ ein gerades unimodulares Gitter mit n = 24a + 8b, so gibt es Zahlen c¢; € Q mit

@L = Z CiEZ/g_giAi.

1=0

Definition 8.17 FEine Modulform f vom Gewicht k heif$t Spitzenform , falls f = Zf;l "
Bezeichnung: f € Sg.

Bemerkung 8.18 S := @, S, = AM(SLy(Z)) ist das von A erzeugte Hauptideal in
M(SLy(Z)).
8.1 Extremale gerade unimodulare Gitter

Bemerkung 8.19 Der Raum Misaia (0 < b < 2) enthdilt genau eine extremale Modulform

J12a 4b — =1 Oq OqQ a;a 2(]2 2 =1 a* 21'
+ +
i=a+1

Beweis. f ist ein Polynom in E; und A. f =>"7 G E3TT3IN Diea + 1 = dim(M2q14p)

Bedingungen, dass die Koeffizienten von ¢* gleich 0 sind (1 <4 < a) und der von ¢° gleich
1 sind linear unabhéngig und bestimmen daher die Koeffizienten ¢; eindeutig. 0
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Satz 8.20 (ohne Beweis) Man kann zeigen, dass der Koeffizient a3, o in der estremalen
Modulform von Null verschieden ist.

Beweis. C.L. Siegel, Berechnung von Zetafunktionen an ganzzahligen Stellen. Nachr. Akad.
Wiss. Gottingen, 87-102 (1969). O

Folgerung 8.21 Sei L < R?**8 ¢in gerades unimodulares Gitter mit 0 < b < 2. Dann ist
min(L) <2+ 2a. Ist min(L) = 2a + 2, so heifst L extremal.

Die Thetareihe ©p eines extremalen Gitters L ist genau die extremale Modulform und
insbesondere eindeutig bestimmt. Man kann wieder beweisen, dass fiir groles Gewicht £k,
(k > 20500) der Koeffizient a3,,, in der extremalen Modulform negativ wird (Mallows,
Odlysko, Sloane: Upper bounds for modulare forms, lattices and codes, J. Algebra 68-76
(1975)). Also gibt es wieder nur endlich viele extremale gerade unimodulare Gitter. In durch
24 teilbaren Dimensionen kennt man bisher 4 solcher Gitter, das Leech Gitter Ay und 3
gerade unimodulare Gitter in Dimension 48 mit Minimum 6, Pug,, Pigy und Pig,,. Ebenso
wie bei Codes ist 72 die erste Dimension, in der man nicht weiss, ob ein extremales Gitter
existiert.

Ende am 3.7.07

8.2 Theta Reihen mit harmonischen Koeffizienten und Designs.

Definition 8.22 Sei L ein ganzes Gitter, p € C® Harmy ein harmonisches Polynom. Dann
15t

OLp =Y _p)d™ => (> p(x))q"

die Theta-Reihe von L zum Polynom p. Hier ist
L_,={teL| () =n}.

Bemerkung 8.23 Die Formeln in Abschnitt 6.1 haben nicht wesentlich benutzt, dass die
Polynome reelle Koeffizienten haben. So gilt z.B. auch fir o € C"

Apg) = m(m — 1)(e, @) p ™

wobei po(x) =Y ax; wie Gblich. Lafst man o € C™ zu, so gibt es fiir n > 2 (was wir auch
im folgenden stets annehmen) unendlich viele isotrope Vektoren a € C" (d.h. (a,a) = 0).
Fiir diese ist dann p)} € C @ Harm,,.

Satz 8.24 C @ Harm,, 4 = (p? | « € C", (o, ) = 0).

Beweis. O ist klar. Um die Umkehrung beweisen wir analog zu Folgerung 6.6. Dazu setzen
wir das Skalarprodukt
0N —1
1
[f, 9] = Z <‘2|) aib;
€Ty
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auf F, 4 zu einem Hermiteschen Skalarprodukt auf C ® F,, 4 = C[X}, ..., X,]q fort, durch
N
[fvg]:::jgz i aibi
€Ty

fir f,g € C[X,...,X,]q- Wie in Lemma 6.5 zeigt man, dass fir f € C® F,, 4 und o € C”
gilt

[f, 03] = f(@).
Da mit « auch @ isotrop ist, geniigt es also zu zeigen, dass jedes harmonische Polynom f
mit f(a) = 0 fiir alle isotropen a@ € C" das Nullpolynom ist. Es ist dann aber f(«a) = 0

wennimmer w(a) = 0 ist. Also ist f durch w teilbar. Nach Bemerkung 6.12 ist dann aber
f=0. O

Satz 8.25 (Theta-Transformationsformel) Sei p € C ® Harmgy, L < R™. Dann ist
-1 z

@L,p(_) = (

- Z)n/2+2d(_1)ddet<L)_1/2@L#,p'

Beweis. Es ist O p,41p, = Orp, + Orp,. Also geniigt es die Gleichung fiir Erzeuger von
C ® Harmyy nachzurechnen, d.h. fiir p = p?? mit o € C" isotrop. Fiir

(&) = () expli ()

ist die Fourier Transformierte

F) = (0 (= 1) )/ exp(miz(y.v).

(Ubung). Nach der Poisson Summations Formel folgt dann

S (0 explri (1)) = det(L) 2 3 () (1)) exp(riz(y, )

€L yeL#

woraus sich die Behauptung ergibt. U

Satz 8.26 p € Harmyy, L < R" gerade unimodular. Dann ist

@Lm < Mn/2+2d<SL2 (Z))

Beweis. Klar ist ©p ,(z+1) = 0O, ,(2) fir jedes gerade Gitter L. Da n durch 8 teilbar ist, ist
an/2R2d(_1yd — pn/242d plso O ,(—1/2) = 2?1240, (2). O

1

Satz 8.27 Sei L < R*%+8 ¢in extremales gerades unimodulares Gitter mit 0 < b < 2. Dann
bilden alle nichtleeren Schichten

L_,:={teL| (! =uv}

spharische 11 — 4b-Designs. Ist b= 0 oder b = 1, so ist L stark perfekt.
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Beweis. Sei p ein harmonisches Polynom homogen vom Grad 10 — 4b. Dann ist
Orp =0+0¢>+ ... +0¢" + > + ... € Migarapt10-4 = Mizas10

durch AT teilbar. AT hat aber Gewicht 12a + 12. Also ist O, = 0 und damit gilt
(Koeffizientenvergleich bei ¢¥) fiir jedes v € N

> o) =o.

leL—,

O

Folgerung 8.28 Sei L < R?4+8 ¢in extremales gerades unimodulares Gitter mit b = 0 oder
b= 1. Dann ist L stark perfekt und insbesondere extrem.

8.3 Die Klassifikation der 24-dimensionalen geraden unimodula-
ren Gitter

Satz 8.29 Sei L < R" ein gerades unimodulares Gitter, n = 8,16,24 und Ly := {{ € L |
(0,0) = 2} sein Wurzelsystem. Dann gilt entweder Ly = () oder Lo enthdlt eine Basis von

R™. Weiter haben die irreduziblen Komponenten des von Lo erzeugten Wurzelgitters alle die
gleiche Cozeter Zahl h = %

Beweis. Sei p := P = P2 — @w € Harmy mit 0 # o € R" beliebig. Dann ist

@Lm < Sn/2+2 = {0}

da n/2+ 2 = 6,10, 14 ist. Insbesondere gilt

Z(I a)Q _ 2|L2|(a7a)

n
x€Lg

und L, ist ein sphiirisches 2-Design. Daher ist entweder L, = () oder Ly = {0}. Ausserdem
gilt fiir jede irreduzible Komponente R von Ly und a € (R)g, dass

2@7@)2 = Z(I,&)Q = 2h(a, ) = M

n
x€Lo TER

wobei h die Coxeter Zahl von R ist (vgl. Satz 6.40 (c)). O

Folgerung 8.30 Sei L ein gerades unimodulares Gitter der Dimension n und R = (Ls)z
sein Wurzelteilgitter.

n =38 Dann ist L = R = Eg.
n =16 Dann ist entweder L = R =~ Eg | Eg oder R = Dy und L = Dy,
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n =24 Dann ist R entweder gleich 0 oder eines der folgenden 23 Wurzelsysteme:

24A17 12A27 8A37 6A47 4A67 3A87 2A127 A247 6D47 4]D)67 3D87 2D127 D24a 4]E6a 3]E87

4A5 4 Dy, 2A7 + 2D5, 2Ag + Dg, Ay5 + Dy, Eg + D6, 2E7 + Do, E7 + Ay7, Eg + D7 + Ayy

Beweis. Fiir n = 8 und n = 16 sind die Gitter L extremal. Insbesondere ist |Lo| = 240 bzw.
480 eindeutig bestimmt. Eg bze. 2Eg und D¢ sind die einzigen Wurzelgitter der Dimension 8
bzw. 16 mit dieser Anzahl von Wurzeln. Die Gitter Eg und Eg | Eg sind schon unimodular.
Ist L gerade, unimodular mit Lo = Dyg, so ist D1g < L < ]D)fé. Da ]ng/]Dw = (5 x (Y ist,
findet man genau 3 Obergitter. Diese sind alle unimodular, eines davon ist Z! (also nicht

gerade), die anderen beiden sind beide isometrisch zu D{.

Fiir n = 24 ist die im Satz angegebene Liste die Liste aller moglichen Wurzelsysteme vom

Rang 24, deren irreduzible Komponenten alle die gleiche Coxeterzahl haben.

irreduzible Wurzelgitter

Gitter L | |R(L)| h(L) |det(L) L* /L Dimension n
A, nn+1) | n+1 | n+1 | Z/(n+1)Z >1
D, 2n(n—1) | 2(n—1) 4 Z7]AZ > 4, ungerade
D, 2n(n—1) | 2(n—1) 4 |Z2ZLSZLJ2Z | > 4, gerade
o 72 12 3 7,/37. 6
E, 126 18 2 7./27 7
Eg 240 30 1 1 8

mogliche Wurzelsysteme R eines 24-dimensionalen geraden unimodularen

Gitters

R h(R) R R WR) IR

0 0 24A, 2 48

12A, 3 72 8A3 4 96

6A, 5 120 4A¢ 7 168

3Ag 9 216 2A15 13 312

Asy 25 600 61D, 6 144

4Dg 10 240 3Dy 14 336
2D 22 528 Dy, 46 1106

4E¢ 12 288 3Es 30 720

4A5 + Dy 6 144 2A7 4 2Dy 8 192
20g +Dg 10 240 Ais+Dy 16 384
Es+ Dy 30 720 2E; + Dy 18 432
E;,+A; 18 432 | Eg+D; +A;; 12 288

Satz 8.31 Zu jedem der 23 in Folgerung 8.30 angegebene Wurzelgitter R vom Rang 24 gibt

es bis auf Isometrie genau ein gerades unimodulares Gitter L mit (Ls)z = R.

76




Der Beweis basiert auf der folgenden Beobachtung: Ist R < L = L# < R#, L gerade, so ist
L/R < R* /R eine isotrope Untergruppe der Diskriminantengruppe.

Definition 8.32 Sei R ein gerades Gitter. Dann induziert das Skalarprodukt eine symme-
trische Bilinearform

br: R*/Rx R*/R — Q/Z,(x + R,y + R) — (z,y) + Z
sowre eine quadratische Form
qr: R*/R — Q/2Z,x + R+ (x,2) + 27.

Die endliche abelsche Gruppe (R¥/R,br,qr) zusammen mit diesen Formen nennen wir
Diskriminantengruppe. Eine Untergruppe U < R# /R heifit isotrop, falls qr(U) = {0} und
br(u,u') =0 fiir alle u,u’ € U. Die Orthogonalgruppe einer Untergruppe U < R* /R ist

Ut :={ve R*/R|bg(v,u) =0 fir alleuc U}.

Bemerkung 8.33 Nach dem Homomorphiesatz entsprechen sich Untergruppen U < R¥ /R
und Zwischengitter R < L < R¥. Dabei ist L gerade, genau dann wenn L/R isotrop und
(L/R)* = L#/R. Insbesondere entsprechen den geraden unimodularen Obergittern L von R
genau die isotropen selbstorthogonalen Untergruppen U = U+ von R¥/R.

Da R¥ /R immer endlich ist, ist der Beweis von Satz 8.31 ein algorithmisch sehr leicht 16sbares
Problem. Man bestimmt alle isotropen U = U+ < R# /R und deren Urbilder L = L#, gerade
und priift dann, welche L genau R als Wurzelgitter haben.

Beispiel 8.34 Sei R = Ayy. Dann st A;’Z/A% > Oy zyklisch, hat also genau eine isotrope
Untergruppe U = U+. Sei L das entsprechende gerade unimodulare Gitter. Dann erzeugt Lo
ein irreduzibles Wurzelgitter, das Aoy enthdlt, also entweder = Aoy ist oder = L. Letzter Fall
st ausgeschlossen, da es kein irreduzibles unimodulares Wurzelgitter der Dimension 24 gibt.

Beispiel 8.35 Sei R = 24A,. Dann ist R* /R = C2* und jedes gerade unimodulare Ober-
gitter L von R entspricht einem doppelt geraden, selbstdualen Code L/R =: C < F2*. Damit
das Wurzelteilgitter von L gleich R ist, darf C' keine Worte vom Gewicht 4 enthalten. Also
ist d(C') = 8 und wegen Satz 7.26 und 7.27 ist also C' der Golay Code und daher L bis auf

Isometrie eindeutig bestimmit.

Beispiel 8.36 Sei R = 2Dyy. Dann ist Dyy < Z'? = (ey, ..., e12) mit ON-Basis (eq, ..., €12)
und Df;/]Dlg = (e1 + Dy =: 1:1,%2121 e + Rig = xo). FEs ist b(xy,z5) = % und q(z1) =
q(z2) = 1 = q(z1 + x2). Setzt man x3 = x1 + 2, und bezeichnen z) die entsprechenden
Vektoren in der 2. Komponente, so sind die isotropen Vektoren in R* /R gleich x; + x; mat
1 <i,5 <3. Es gibt einen Automorphismus von D1, der die Klassen xo und x3 vertauscht.
Da DE/DH keine isotropen Vektor # 0 enhdlt ist L/R ein volles subdirektes Produkt (die
Projektion auf jede Komponente ist surjektiv). Also konnen wir (E annehmen, dass 1 + 2,

und x3+ ), in L/R liegen. Da b(xy + 2, 29+ x}) = 5+ b2y, x},) ist, muss also b(2';, ) = 5
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sein, was einfach nur bedeutet, dass j # k. Man findet bis auf Operation von Aut(D1y L Dys),
(also Vertauschen der beiden Komponenten und unabhdngigem Vertauschen von xq,x3 und
xh, %) dass

L/R = (x1 + 2}, xa + xh) oder (z1 + x4, 29 + ).
Im ersten Fall liegt ey + €} € Ly und daher wird das Wurzelsystem von L grifier (gleich Doy ).
Das andere Gitter L ist gerade, unimodular mit Wurzelsystem 2D15.

Ubung: R = ]D)24 liefert L = D;_4 = <]D)247 % Z 62')7 R = Eg + Dlﬁ liefert L = ]Eg + Di‘% Wie
sehen die geraden unimodularen Obergitter von R = 2A 5, 40 und 2E; + Dy aus?

Folgerung 8.37 Sei C = C+ < F2* doppelt gerade. Dann ist das Codegitter L¢ eines der 9
unimodularen geraden Gitter mit Wurzelteilgitter

2444, 6Dy, 4D, 3Dg, 2D, Doy, 3Es, Eg + Dy, 2E7 + Dyg.
Beweis. Das Wurzelteilgitter R von Lo muss das Wurzelsystem 24A; enthalten. Insbeson-
dere sind alle irreduziblen Komponenten von R nach Satz 2.20 von der Form A;, D, mit
n > 4 gerade, E; oder Eg. Geht man durch die Liste der moglichen Wurzelsysteme gerader

unimodularer Gitter in Dimension 24 in Satz 8.31, so findet man genau die 9 angegebenen
Wurzelsysteme. O

Bemerkung 8.38 FEs gibt genau 9 selbstduale doppelt gerade Codes der Linge 24 und diese
liefern genau die 9 verschiedenen Codegitter von Folgerung 8.37. Jedoch folgt im allgemeinen
nicht aus Lo = Ler, dass C = C'.

8.4 Eindeutigkeit des Leech Gitters.

Satz 8.39 Sei L < R?** ein extremales gerades unimodulares Gitter. Dann ist L = Aoy.

Definition 8.40 (M. Kneser) Seien L, M < R™ wolle Gitter. Dann heissen L und M be-
nachbart, falls
[L:LNM|=[M:LnM]=2.

Lemma 8.41 Sei L ein gerades unimodulares Gitter und M ein gerader Nachbar von L.
Dann gibt es uw € L mit (u,u) € 8Z und

M:L“:LUU(g+Lu)

wobei L, = {¢ € L | (u,l) € 2Z}. Umgekehrt ist jedes solche L" ein gerader unimodularer
Nachbar von L.
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Beweis. Sei M so ein gerader Nachbar. Dann ist M ganz und det(M) = det(L) = 1, also M
unimodular. Das Teilgitter L; := MNL ist der Kern eines Epimorphismus von ¢ : L — Z/27.
Da L frei abelsche Gruppe ist, gibt es ¢ € Hom(L,Z) mit p(¢) = @(¢) + 27Z fiir alle £ € L.
Also gibt es ein v € L# = L so dass ¢({) = (v,{) +2Z, also L, = L,,. Klar ist L, = L,, genau
dann wenn v + w € 2L. Die unimodularen Gitter zwischen Lf& und L, sind gerade von der
Form M = L; U x + L, fiir ein x € Li@'E C %L. Also ist z = 5 fir ein u € L —2L. Da M
gerade ist, ist %(u, u) € 27 also (u,u) € 8Z. Da M ganz ist, ist £(u,y) € Z fiir alle y € L;.
Alsoist Ly = L, und M = L". O

Beweis. (von Satz 8.39) Sei L < R?* ein extremales gerades unimodulares Gitter. Dann
ist © = O,,,, insbesondere gibt es ein u € L mit (u,u) = 8. Wir betrachten das Gitter
M := L*. Dann ist M ein gerades unimodulares Gitter mit min(M) = 2, da § € M_,.

Behauptung: Das Wurzelsystem von M ist 24A;. Denn sonst gibt es =,y € M_y, mit
(x,y) = 1. Da z und y nicht in L,, liegen gilt z —y € L, ein Widerspruch da (z —y,z —y) =
2 < min(Ly,).

Also ist M = Lg,, das Codegitter zum Golay Code.

Wir wissen also, dass L ein Nachbar von M := Lg,, ist. Es gibt also ein v € M mit
L=M"=MU(5+ M) wo M ={xecM|(z,u) €2Z}. Dann ist u = S wge fiir die
Orthogonalbasis (e, ..., ea) mit (e;,e;) = 1/2. Da min(M;) > min(L) = 4 ist, sind alle u;
ungerade (da 2e; € M;). Die Spiegelung o; entlang 2e; ist ein Automorphismus von M und
bildet e; auf (—1)%ie; ab. Also konnen wir (E annehmen dass u; = 1 (mod 4) fiir alle i. Da
4e; + 4e; € 2M; und insbesondere 8e; € 2M; konnen wir weiter annehmen dass w; = 1 fiir
alle 2 <4 < 24 und uy € {1,5}. Ist u = Y% ¢;, 50 ist (u/2,u/2) = 3 ein Widerspruch dazu,
dass L gerade ist. Also ist u = 5e; + Z?; e; und dass Gitter L = M" genau das in 7.28
konstruierte Gitter. U
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8.5 Ungerade unimodulare Gitter.

Bemerkung 8.42 Ist L ein ganzes Gitter, so ist die quadratische Form L — Z/27,v
(v,v) + 27Z eine lineare Abbildung. Insbesondere gibt es fiir unimodulare Gitter L = L¥ ein
c e L mit (v,v) =2 (c,v) fiir alle v € L. Der Vektor ¢ ist modulo 2L eindeutig bestimmd.

Definition 8.43 Sei L = L¥ ein unimodulares Gitter. Dann heifit jeder Vektor ¢ € L mit
(c,v) =2 (v,v) fir alle v € L ein charakteristischer Vektor von L und die Klasse ¢ + 2L die
kanonische Klasse von L.

Bemerkung 8.44 Sind ¢ und ¢’ = c+ 2v zwei charakteristische Vektoren des unimodularen
Gitters L, so ist
(¢, ) = (c,c) + 4(c,v) +4(v,v) =s (¢, ¢).

Die Normen von charakteristischen Vektoren sind also kongruent modulo 8.

Beispiel: L = Z™ hat charakteristischen Vektor ¢ = > e; mit Norm (¢,¢) = n. Also

i=1
haben alle charakteristischen Vektoren von Z" Norm =g n.

Bemerkung 8.45 (a) Fin unimodulares Gitter L ist gerade, genau dann wenn 0 ein cha-
rakteristischer Vektor ist.

(b) Sei M = M# ein ungerades unimodulares Gitter und My := {m € M | (m,m) € 27} sein
gerades Teilgitter. Ist c € M ein charakteristischer Vektor, so ist § € M = MU (5+M).

Die Menge aller halben charakteristischen Vektoren ist also genau M# — M. Diese Menge
nennt man auch den Schatten von M .

Satz 8.46 Sei M = M#* < R™ und ¢ ein charakteristischer Vektor von M. Dann ist die
Theta Reihe des Schattens von M gleich

1
M= Oy = Oy — Oy = (z/1) 72 0n(1 — ;)

Weiter gilt
Oy (z + 1) = exp(min/4)0'),(2).
Beweis. Es ist
1
@MO(Z) = 5(@]\/[(2’) + @M<1 + Z))
und daher nach der Theta-Transformationsformel

0, (2) = det(Mo)"2(=/i) /2 S(O1,(—) + Our(1 = 2)) = Ou(2) + (/i) 2O (1~ )

woraus die erste Behauptung folgt. Es gilt also

Ou((TS(2))) = (2/1)"6)(2)
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und daher (da TST = ST~1S)

<ZT+~1>”/2@;M<Z +1) = Ou(TS(z + 1)) = Ou(TST(2)) = On(ST'S(2))
- (2 Bhyrizg (r15(2)) — (#)"”@M@sw = (@)”%/é)“%(z)
also
Ol (= +1) = i"?0),(2).
O

Folgerung 8.47 Ist c ein charakteristischer Vektor eines n-dimensionalen Gitters M, so ist
(¢,c) =g n.

Beweis. Es ist

Oyz+1) = Z exp(mi/4(c, ) (z + 1)) = exp(7wi/4(c, )0, (2) = exp(mi/4)" O, (2).

C/ c
FE€3+Mo

Also ist (¢, ¢) =5 n. O

Folgerung 8.48 Sei M ein ungerades unimodulares Gitter der Dimension n und M, sein
gerades Teilgitter. Dann gilt:

(a) Ist n ungerade, so ist M /My = Cy und ist n gerade, so ist M /My =2 Cy x C.

(b) Ist n durch 4 teilbar so sind die 3 Gitter zwischen Mgf und My alle unimodular.

(c) Ist n sogar durch 8 teilbar, so sind die beiden Gitter # M zwischen Mf und My gerade
und unimodular.

Beweis. Sei ¢ ein charakteristischer Vektor. Dann ist MO# = MU 5 + M. Ist n ungerade, so
ist (c,c) auch ungerade und daher hat § + M Ordnung 4 in M /M.

Sei nun n gerade und v € M — M. Dann sind M, X := (5, Mo), Y := (u + 5, M) die 3
Gitter zwischen My und M. Insbesondere ist M /My = Cy x C,.

Auflerdem ist

c c 1 1
(u +5u+ _) = _(Cv C) + (U,C) + (U’7 u) = _(C7 C) <m0d QZ)
2 2 4 4
Also sind die Gitter X, Y ganz, genau dann wenn i(c, c) ganz ist, also n durch 4 teilbar und
gerade, genau dann wenn n durch 8 teilbar ist. U

Beispiel:

Sei M =7" = (e; | 1 <i<n), My =D,. Dann hat I,, genau dann 2 weitere unimodulare

Obergitter

1 1

§Zek |11<i,j<n)und D, := (ei+ej,§Zek—el 11 <14,j <n)
k=1 k=1

D} = (e; + e,

n

wenn n durch 4 teilbar ist. Die Spiegelung entlang e bildet D} auf D, ab. Die beiden Gitter
sind gerade, genau dann wenn n durch 8 teilbar ist. Es ist Dy = Eg.
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Folgerung 8.49 Ist n durch 8 teilbar, so stehen die Paare (L, Ly) benachbarter gerader
unimodularer Gitter in Bijektion zu den ungeraden unimodularen Gittern.

Beispiel. Die ungeraden unimodularen Gitter in Dimension 8 sind alle isometrisch zu Z8.

Beweis. Das einzige gerade unimodulare Gitter in Dimension 8 ist Eg. Wir miissen jetzt alle
Nachbarn von Eg finden. Aut(Eg) = 2.04 (2) operiert transitiv auf den Klassen v + 2Eg in
Eg/2Es mit 4 | (v,v). Also hat Eg genau einen Nachbarn, das zugehorige ungerade Gitter
muss dann das bekannte unimodulare Gitter Z® sein. 0J

Beispiel Es gibt 6 ungerade unimodulare Gitter in Dimension 16. Lig (mit Minimum 2),
Z 1 Lis, 7% 1 Ly, Z* 1 DY, Z® 1 Eg und Z*.

Beweis. Aut(Eg) hat ein Bahn auf den isotropen Klassen v 4+ 2Eg mit (v,v) € 4Z und eine
Bahn auf den anisotropen Klassen w + 2Eg mit (w,w) =4 2. Die isotropen Klassen von
Eg L Eg/2(Es L Eg) (modulo der Operation der Automorphismengruppe) werden vertreten
durch (v,0), (v,v) und (w,w), liefern Nachbarn Eg | Eg, Eg 1| Eg, Dfs, und ungerade
Nachbarn Z® 1 Eg, Z%? 1 Ly, bzw. L. Das Gitter ]DI“G hat 4 Nachbarn (modulo der
Operation der Automorphismengruppe), einer davon ist Eg | Eg und liefert das ungerade
Gitter Ly, die anderen 3 sind isometrisch zu Dy und liefern die 3 Gitter Z L L5, Z* 1 D7,
sowie Z16. O

Bemerkung 8.50 Dieselbe Strategie hat R. Borcherds benutzt, um die ungeraden unimo-
dularen Gitter in Dimension 24 zu klassifizieren. Es gibt insgesamt 297 unimodulare Gitter
in Dimension 24, 24 davon sind gerade, 273 sind ungerade. Enthdlt ein unimodulares Gitter
M einen Vektor v mit (v,v) = 1, so ist M = (v) L M' = 7Z 1 M’ fir ein unimodulares
Gitter M'. Zihlt man nur die ungeraden unimodularen Gitter, die keinen Vektor der Norm
1 enthalten, so findet man 273 — 117 = 156 ungerade unimodulare Gitter in Dimension 24
mit Minimum 2 oder Minimum 3. Nur eines dieser Gitter hat Minimum 3, das sogenannte
ungerade Leech-Gitter Oyy dessen gerade Nachbarn beide isometrisch zum Leech-Gitter Aoy
sind.

In Dimension 25 gibt es 665 unimodulare Gitter. In gréosseren Dimensionen sind diese noch
nicht klassifiziert.
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Blockdesign, 59

charakteristischer Vektor, 80
Code, 10

Code, doppelt-gerader, 13
Code, Golay, 66
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Code, selbstdual, 10
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Determinante, 3

Dimension eines Gitters, 3
Diskriminantengruppe, 77

Dn, Wurzelgitter D,,, 6

doppelt gerader Code, 13

dualer Code, 10

duales Gitter, 3

Eisensteinreihen, 72

En, Wurzelgitter E, n =6,7,8, 6
erweitereter Code, 14
Erzeugermatrix, 10

eutaktisch, 25

eutaktische Menge, 27

extremale Modulform, 72
extremaler doppelt gerader Code, 59
extremales Gitter, 73

extremes Gitter, 23

Fourier-Transformierte, 69
Fundamentalbereich, 3

ganzes Gitter, 4

33

gerades Gitter, 8
gerades Teilgitter, 80
Gewicht, 10
Gewichtszahler, 56
Gitter, 3

Gitter, duales, 3
Gitter, extremal, 73
Gitter, ganz, 4
Gitter, gerade, 8
Gitter, Leech, 67
Gitter, unimodular, 8
Gitter, voll, 3
Gitterbasis, 3

Golay Code, 66

Grammatrix, 3

Hadamard Ungleichung, 5
Hamming Code, 12
Hamming Gewichtszéhler, 56
Hamming-Abstand, 10
harmonische Polynome, 41
Hermite Funktion, v, 22
Hexacode, 66

irreduzible Wurzelgitter, 14
irreduzibles Gitter, 14
isometrisch, 4

kanonische Klasse, 80
Konstruktion A, 14
Kufizahl, 22

Laplace-Operator, 41
Leech Gitter, 67
LLL-reduzierte Gitterbasis, 18

MDD, minimal distance decoder, 11

minimaler Vertreter, 11
Minimalgewicht, 10

Minimum eines Gitters, 14, 18, 22

Modulform, 71
Multinomialkoeffizient, 40

orthogonal unzerlegbares Gitter, 14

orthogonale Summe, 8



Orthogonalgitter, 8

perfekte Menge, 27

perfekter Code, 13

perfekter Nachbar, 35

perfektes Gitter, 23
permutationséiquivalente Codes, 12
Poisson Summation, 69
Polynomring, 40

Priifmatrix, 10

reines Teilgitter, 8
Relationenmatrix, 4
relatives Inneres, 32

Ring der Modulformen, 72

S(L), 22

Schatten, 80

Seitenvektor, 33

selbstdualer Code, 10

selbstorthogonaler Code, 10

sphéarisches Design, 45

Spiegelung, 6

Spitzenform, 72

stark eutaktisches Gitter, 47

stark perfekte Gitter vom minimalen Typ,
49

stark perfektes Gitter, 48

subdirektes Produkt von Gittern, 9

Syndrom eines Wortes, 10

Theta Transformationsformel, 70
Theta-Reihe eines Gitters, 68

unimodulares Gitter, 8

volles Gitter, 3
vollstandiger Gewichtszéhler, 56

Voronoi Bereich, 31
Voronoi Graph, 36

well-rounded, 33
Weyl-Gruppe, 6
Wurzelgitter, 6

zonale Funktion, 44
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