Die Algebra der Modulformen
Vortrag zum Seminar Gitter und Codes, 05.11.2019

Leonie Scheeren

Im letzten Vortrag wurden unter Anderem Modulformen allgemein eingefiihrt und
Theta-Reihen als Modulformen ndher betrachtet. In dieser Ausarbeitung werden mit
den Eisensteinreihen zundchst weitere Beispiele von Modulformen betrachtet, deren
Potenzreihenentwicklung in e?™ sich explizit angeben lésst. Dariiber hinaus wird
eine weitere Eigenschaft von Modulformen beziiglich der Ordnung einzelner Punkte
in ihrem Definitionsbereich herausgearbeitet. Mit den daraus gewonnenen Erkennt-
nissen und einigen Ergebnissen aus vorherigen Vortragen wird dann die Struktur
der durch die Modulformen vom Gewicht k gegebenen C-VR bestimmt und daraus
unter Anderem gefolgert, dass alle geraden unimodularen Gitter in R® isomorph
zum Eg-Gitter sind.

Ich orientiere mich dabei an Wolfgang Ebelings "Lattices and Codes" (3. Auflage)
und dem Vorlesungsskript "Funktionentheorie I" von Aloys Krieg, Sebastian Wal-
cher und Olaf Wittich aus dem Jahr 2018.

Im Folgenden verwendete Definitionen:

e H:={z € C|Im(z) >0}
G :=SLy(Z)/{Ip,-I,}
D:={zeH]||z| > 1A |Re(z)| < 1}

s=(1 )
=)

zupceH:[pl:={zeH|3geG:glp)=z}

e zup € H:e,:= |Gyl :=[{g € G| g(p)=p}|
27Tiz

cezuzeH:q:=e

W = e27‘[i/3
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e zu einem Weg v : [a,b] — C:
v~ :[a,b] = C,t — y(a+b—t), der entgegengesetzte Weg
und fiir eine auf der Spur des Weges stetige Funktion

b
7ff(Z)dZ = aff(’r(f)) -y (t)dt

Verwendete Resultate aus der Funktionentheorie:

(0.1) Bemerkung
 Uber Potenzreihen definierte Funktionen sind holomorph (auf ihrem Konver-
genzkreis)

¢ Die durch die Operation der Elemente in G induzierten Funktionen sind holo-
morph auf H

¢ Linearkombinationen, Produkte, (wohldefinierte) Quotienten und Ableitungen
holomorpher Funktionen sind wieder holomorph

* Das Weierstrasssche Majoratenkriterium ist mit angepasster Norm auch im
Komplexen anwendbar (wobei als Majorante weiterhin eine reele Reihe dient).

* Wegintegrale sind invariant unter Umparametrisierung des Weges o

(0.2) Satz (Satz von Weierstrass)
Seien:

e U C C offen

¢ f,: U — C (n € N) eine Folge holomorpher Funktionen, die (lokal) gleichméfig
gegen eine Funktion f: U — C konvergiert

Dann ist f ebenfalls holomorph >

(0.3) Satz

Seien U C C offen, f': U — C eine stetige Funktion, die eine Stammfunktion f besitzt

und -y ein Weg in U mit Anfangspunkt zp und Endpunkt z;.

Dann gilt: [ f'(z)dz = {(z1) - £(20). o
v

(0.4) Korollar
Seien: G C C ein konvexes Gebiet und f eine auf G holomorphe Funktion. Dann
besitzt f eine Stammfunktion. o
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(0.5) Lemma
Seien: U C C offen, zp € U, n€ INg und f: U — C holomorph. Dann sind dquivalent:

¢ f hat eine Nullstelle der Ordnung n bzw. keine Nullstelle, falls n = 0.

* Die Potenzreihenentwicklung von f in zy hat die Form:

f@) =Y alz— =),
k=n

mit a,, # 0.

e Es gibt ein r > 0 und eine holomorphe Funktion g: K,(zg) — C mit
f(z) = (z - )" g(z) fur alle z € K,(zp)NU und g(zp) # 0. o

(0.6) Satz (Identititssatz)
Seien: U C C ein Gebiet, f: U — C holomorph, dann sind dquivalent

e f=0

¢ fhatin U eine Nullstelle der Ordnung co

¢ Die Nullstellenmenge von f hat einen Haufungspunkt in U o
(0.7) Lemma
Sei f: H — C holomorph mit Periode 1, dann existiert eine auf Kg 1(0) holomorphe
Funktion F mit f(z) = F(e?™), z € H. o

(0.8) Satz (Spezialfall des Satzes vom Argumentprinzip)
Seien:

e U € C offen

f: U — C holomorph und nicht konstant

A die Menge der Nullstellen von f in U

zu a € A: ,(f) die Ordnung der Nullstelle a

¢ ein Zyklus in U, der keine der Nullstellen trifft und keine Punkte in C \ U
umlauft

zu a € A: ng(a) die Umlaufzahl des Zyklus ¢ um a
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Dann gilt:

§1 Eisensteinreihen

In diesem Abschnitt werde ich die Eisensteinreihen und einige ihrer im Verlauf die-
ser Ausarbeitung benétigten Eigenschaften vorstellen, wobei ich grofitenteils auf die
Angabe von Beweisen verzichte und diesbeziiglich auf Wolfgang Ebelings "Lattices
und Codes" verweise.

(1.1) Definition
Sei k € Z-, gerade, dann def. fiir z € H

1
(mz + n)k

Gi(z) = Y

(mn)ez2\{(0,0)}
die Eisensteinreihe vom Index k. o

(1.2) Behauptung
Fiir k € Z-; gerade ist die Eisensteinreihe Gy eine Modulform vom Gewicht k. ¢

dazu:
Unter der Annahme, dass Gy wohldefiniert ist, zundchst zur Gewichtsbedingung:
Aus dem vorherigen Vortrag geht hervor, dass es geniigt, diese fiir S und T, welche
G erzeugen, zu zeigen.
zu T:
Anwenden von T auf z sorgt mit (m(Tz)+n) = (mz+(m+n)) lediglich fiir eine Umsor-
tierung der Summanden. Also: Gx(Tz) = Gi(z).
zu S: )

— 1y _ 1 _ z — Sk
Gi(Sz) = Gi( z) (m,n)EZZZ:\{(O,O)} (m(—1)+n)k (m,n)eZZZ:\{(O,O)} (nz—m)k 7"Gy

Somit ist die Gewichtsbedingung der Modulformdefinition erfiillt.
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noch zu zeigen bleibt:

(1) Gx: H — C ist wohldefiniert und holomorph.
(2) Gy ist holomorph in ico beziehungsweise Gy verfiigt tiber eine Potenzreihenent-
wicklung (um 0) in q.

zu (1):

(1.3) Lemma

Seien L ein Gitter in C,r >2und R:= Y L, dann konvergiert R. o
reiroy

Damit kann die Wohldefiniertheit und Holomorphie von G, auf H gezeigt werden,

denn auf D ist durch ), —L__ eine nach diesem Lemma konvergente
|mW+n|
(m,n)€Z2\{(0,0)}
Majorante gegeben. Mit dem Weiherstrassschen Majorantenkriterium und Satz und

der Holomorphie der Partialsummen folgt daraus die Holomorphie auf D. Unter
Ausnutzung der bereits gezeigten Gewichtsbedingung und der Tatsache, dass D ein
Fundamentalgebiet der Operation von G ist, zeigt die Betrachtung von Gk(g_lz) die
Holomorphie auf H

zu (2):

(1.4) Definition
Die Riemannsche {-Funktion ist definiert durch

[ {s€C|Res) >1} 5C (5= ¥ L o
m=1

(1.5) Bemerkung
{(s) konvergiert fiir alle s aus dem Definitionsbereich, denn es gilt mit

; N S 1 _ 1 _ 1 _ 1
S:X+IY(X,YEIR). |%|—|W|—|W|—m—wl}ax>l,

(e°]
konvergiert die Reihe } % und ist somit eine konvergente Majorante.
m=1

Mit (0.2) und der aus dem Majorantenkriterium folgenden gleichméfsigen Konver-
genz ist die Riemannsche -Funktion damit insbesondere holomorph.

(1.6) Definition

o)=Y d,reN o
deN,d|r
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Mit diesen Definitionen ldsst sich eine explizite Darstellung der Potenzreihenent-

wicklung in q angeben.

(1.7) Lemma
Seien: k € Z-; gerade, z € H, dann gilt:

Nk OO
Gu(z) = 25(0) + 3755 X o (1)’

Insgesamt folgt, dass Gy eine Modulform vom Gewicht k ist.

Anhand der gegebenen Darstellung der Potenzreihenentwicklung kann der konstan-

te Term 2((k) abgelesen werden. Definiere daher:

(1.8) Definition
1

Zu k € Z~, gerade, z € H, definiere Ei(z) := 5777Gk(z) die normierte Eisenstein-

27 (k)
reihe.

Eine Vereinfachte Darstellung ihrer Potenzreihenentwicklung erhélt man unter Ver-

wendung der Bernoulli-Zahlen.

(1.9) Definition
Die Bernoulli-Zahlen By, k > 0 sind definiert tiber:

V4 b Zk
71 = L Brr
k=0

(1.10) Proposition .
Sei k € Z~, gerade, dann: {(k) = —%Bk.

Damit ergibt die folgende Darstellung;:

(1.11) Lemma -
Ep(z) =1 21 0k-1(r) g’
r=

Es werden nun Beispiele betrachtet, die im folgenden Anwendung finden:
k=4
Ey(z)=1- 2% Y o3(r) q" =1+ 240q + 200-9¢° + ...
k=6 30 r=1
Eo(z) =1- 2 §1 o5(r) q" = 1 - 504q - 504-33g> + ...
—

2 r=
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(1.12) Definition
1
A = 755(E3 - E?) o

Es gilt: A = 55(0 + 1728q + 1728:(-24)q° + ...) und A ist eine Modulform vom Ge-
wicht 12 mit konstantem Term O.

§2 Zur Ordnung

Nachdem im letzten Abschnitt mit E4 und Eg weitere Beispiele von Modulformen
ndher bestimmt wurden, wird in diesem Abschnitt eine allgemeine Eigenschaft von
Modulformen hergeleitet, die es im dritten Abschnitt ermoglichen wird, zu zeigen,
dass sich alle Modulformen als Linearkombinationen der Monome in E; und Egq
schreiben lassen.

(2.1) Definition (Ordnung einer holomorphen Funktion in einem Punkt)
Seien:

* 0 # f eine holomorphe Funktion auf H
* peH

e f(z) = E cr(z—p)", z € H die Potenzreihenentwicklung von f in p
r=0

Dann definiere v, (f) := min{r € Ny | ¢;#0} die Ordnung von f in p.
Ist f(z) = ) a,q" die Potenzreihenentwicklung von f in q, dann definiere des Weite-

r=0
ren: Vi (f) := min{r € Ny | a, # 0}

(2.2) Beispiele
Anhand der Darstellungen der Potenreihenentwicklungen im ersten Abschnitt kann
abgeslesen werden:

* Vieo(E4) = 0 = vjeo(Ee)
* Uin(A) =1 o
(2.3) Bemerkung

Ist f eine Modulform vom Gewicht k, so gilt:
\ gcG peH: Z)g(p)(f) = Ug(p)(f) <o
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Dazu:
a b

c d) € G, dann gilt

Seien f eine Modulform vom Gewicht k, p,z € Hund g := (

f(z) = (cz+d)~* f(g(z)), nach Definition
Nach (0.5) gilt des Weiteren fiir die Potenzreihenentwicklung um g(p):

D= Y az-sp)

1=0g(p) (f)

mit avg(p) (f) 7é 0.

Mit (ad - bc) = 1 folgt insgesamt fiir die Potenzreihenentwicklung um z:

f2) = (cz+d) Ff(g@) = (cz+d)* L a(g(z)—g(p))' = (cz+d) Ef)m(%

=0 I=v

g(p) (f) g(p)

= L alez—d) Mg G- p)
=ou (f) (cz+d)(cp+d)
Da die hinzugekommenen Faktoren ungleich 0 sind, folgt aus (0.5) nun die zu zei-

gende Gleichheit.

(2.4) Bemerkung
Aus dem letzten Vortrag ist bekannt, dass fiir p € D gilt:

{1,8} p=i
1,ST,(ST)?} ,p=W
Gy, ={geG|glp=p}= %1, TS, ETngi ,Z =_-W °
{1} ,sonst

Des Weiteren gelten:
© WI=[-W] (TW)=-W)

o fir g € G, p,f € Hmit p = g(p): g 'Gpg = Gp. Insbesondere haben sie die
gleiche Ordnung. o

Somit ist die Ordnung der Stabilisatoren auf H gegeben durch:
2 ,pel

1 ,sonst

Nun zu dem Satz, der im Folgenden als eines der Hauptwerkzeuge dienen wird.
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(2.5) Satz
Sei: 0 # f eine Modulform vom Gewicht k,
dann gilt:
1 1 (a) 1 b) k
Vieo(f) + 50i(f) + zow(f) + ). op(f) Svie+ ), —0p(f) = 55
peH/G,p#[i],[W] peH/G ~P o
Beweis

Im Folgenden werden S und T auch als Bezeichnung der durch ihr Operieren indu-
zierten holomorphen Abbildungen verwendet.

zu (a):

Folgt direkt mit der letzten Bemerkung.

zu (b):

Voriiberlegung;:

H und K;(0) sind konvexe Gebiete in C

f #£0 = v,(f) < 00 Vp € H nach dem Identitétssatz

¢ fholomorh auf H und periodisch mit Periode 1 W3E, Ko,1(0) — C holomorph
mit f(z) = F(e*™*)V z € H

e f£Z0=F#0

e fholomorph in icc = F holomorph (fortsetzbar) in 0 = 3 h > 0: F(z) # 0
V0 < |z| < h, mit dem Identitétssatz, da sonst die Nullstellenmenge von F
einen Haufungspunkt bei 0 (€ K;(0)) hitte und somit F = 0 (Widerspruch).
Ebenfalls aus dem Identitétssatz folgt: vo(F) < oo und somit vje(f) < o0
—27Im(z)

27miz | — | @27iRe(z) —2mIm(z)

e |e | le | =e wird mit steigendem Imaginarteil
kleiner = 3 Cj, € Ry, so dass |1€*™?| < hV z € C mit Im(z) > C,,

* Definiere D, := { z € D | Im(z) < Cj,}

* Da D ein Fundamentalbereich der Operation von G auf H ist, enthilt D, somit
Vertreter aller Nullstellenklassen von f in H/G

* D;, kompakt = in Dj sind nur endlich viele Nullstellen von f enthalten (da
sonst die Nullstellenmenge von f einen Haufungspunkt in H hétte und somit
nach dem Identitédtssatz f = 0 ware)
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Insgesamt ist also die Anzahl der Nullstellen von f in H/G endlich, sodass nur
fiir endlich viele p € H/G v,(f) > 0 gilt. Mit dem zweiten und fiinften Punkt der
Voriiberlegung folgt somit die Endlichkeit der beiden Summen auf der linken Seite
der Gleichungskette.

Nun zum Beweis von (b):
1. Fall: es liegen keine Nullstellen von f auf dDj,
Sei ¢ ein Randzyklus von Dy, der gegen den Uhrzeigersinn verlduft, dann betrachte:

/
L. / f) dz.
2mi ) f(z)
¢
Da f als nicht triviale Modulform nicht konstant ist, in diesem Fall von jeder Null-
stellenklasse genau ein Vertreter im Inneren von Dy, liegt, v,(f) =0V p € IH/G mit

0 ,aeéDh
1 ,aEf)h’

f(p) # 0 und fiir alle Nullstellen a von f gilt: ny(a) = { folgt mit dem

inzip: L (L3 g, —
Argumentprinzip: 2m$ i6) dz = peIIZ{:/va(f).

10



Die Algebra der Modulformen §2 Zur Ordnung

Auf der anderen Seite gilt mit der im folgenden Diagramm dargestellten Aufteilung
des Integrationsweges ¢ = ¢1 + ¢2 + 3 + P4 + Ps5:

¢5

° E 0 (f) — L( f,(z)dz+ f/(z)dz+ f/(z)dz_|_ f/(z)dz+ f/(z)dz)

pell/G P 2 45{ f(z) 4){ f(z) 4£ f(z) 43{ f(z) 47{ f(z)

e Ist V: H — C holomorph und 7: [a,b] — H ein Weg, so dass Vovy keine
Nullstellen von f trifft, dann gilt fiir das Wegintegral tiber Vo+y:

/ b, b (foV)'(x(1)) !
. Voy)(t _ 1(v(1)) —
%;%gﬁ“‘{%%ﬁ%%ﬂ“wyﬁﬂt—{ gaviey Y (1) 7 (Bt =

fwwmw

)t
) V) ¥

_ ey
(Bt = | vy 2

[ ) TO(Pl — ¢4_
e {(Tz) = {(z), z € H (f Modulform vom Gewicht k)

* So¢p = ¢; (S wirkt auf dem Einheitskreis als Spiegelung an der Imaginéren
Achse)

11
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e f(Sz) = Z"(z), z € H (f Modulform vom Gewicht k) und somit (fo8)(z) _

)1 () 72) 1
F P _ 1, £E)
=y e A ()

2

L1 iettdt = k f idt = 27Tz12

elt

o [Yaz =k [laz =k 4,;1@) S (Hdt = k
$2 $2 3

(Beachte: Der Wert des Integrals ist unabhédngig von der gewéahlten Parametri-
sierung des Weges)

N[N e WIN
3

RE WIN
N

e Die holomorphe Abbildung J: H — C,z — e?™"Z bildet ¢ : [0,1] — H,
t+— B+t(A—B) = (0,5—t) +iCy mit J(¢5(t)) = —e~2"Che=27* quf einen Kreis
um die Null (orientiert im Uhrzeigersinn) ab, fiir dessen Radius nach Wahl von
Cy, gilt: e727Ch < b,
Nach der Wahl von h ist also 0 die einzig mogliche Nullstelle von F im Inneren
des Kreises und es liegen keine Nullstellen von F auf der Spur des Weges Jo¢s.

e Mit f(z) = (Fo])(z) ‘v’ Z cH gilt
1@ g, — o (EoD(
/ 7oy 92 = G f ez =@
Mit dem Vorherlgen Punkt und Njogs(0) = -1 folgt nach dem Argumentprinzip:
® = —27ivg(F) = —27Ti0;0(f)

Insgesamt gilt:

peg/cvp(f) = %((Pf f( dZ-l-ff dz+ff dz—l—ff j)dz—kf?((zz))dz) =
1 5
7] et ] oz - f2f f G d”f T ) =
_ ) @ : P
=z [ =+ [z [k Lt f}(z) i [ 53 d” | FEdz) =
1 ¢2 $2 $1 Jogs

= ([ ka2t [ BEaz) = L anifs + (-2mivis(f))) = 4 — vi())

o5 Jogs
= L 0p(f) +vie(f) = 15
peH/G

2. Fall: es liegen Nullstellen von f auf oDy,

In diesem Fall passe den Zyklus an, so dass der neu Zyklus ¢ die Nullstellen auf
Teilkreisbogen umlduft und lasse die Radien r der zugehorigen Kreise gegen 0 lau-
fen. (Beachte: ¢5 aus dem 1. Fall trifft nach Wahl von Cj, keine Nullstellen von f.)

12
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A A g,
¢5
L ¢
- +1
w
-0,5 0 0,5 1

Der Weg ¢ ist dabei so gewdhlt, dass abgesehen von den Klassen [W] und [i] wei-
terhin aus jeder Nullstellenklasse genau ein Vertreter umlaufen wird, wiahrend kein
Vertreter aus den Klassen [W] und [i] umlaufen wird.

Das Argumentprinzip liefert in diesem Fall: 5= | J}l((zz)) dz = v vp(f)
¢ peH/G\{[W],[i]}

Wie im vorherigen Fall kann auch hier der Wert des Integrals iiber eine Zerlegung
des Weges bestimmt werden. Dazu:

* Wie zuvor giltqi f}((zz)) dz = —27i0;e (f)-

e Da T(¢2) = ¢4, heben sich auch in diesem Fall die Integrale iiber die linke und
die rechte Seiten weg.

* Wird das Vorgehen aus dem ersten Fall jeweils auf Paare der Teilstiicke von
¢2 und ¢3 angewandt, so liefern diese fiir r — 0 insgesamt wieder den Wert
2mi K

12

13



Die Algebra der Modulformen §2 Zur Ordnung

* Da So¢,, = ¢s,, und -k [ % — 0 (mit der Holomorphie von % auf H und
(PZZ
(0.3),(0.4)), liefern auch die Integrale tiber die Teilkreise um die Nullstellen auf

dem Einheitskreis den Wert 0.

Noch zu betrachten sind die Integrale tiber ¢, ¢_ und ¢;.

Dazu betrachte zu x € {W, —W, i} (am Beweis des Argumentprinzips orientiert) die
nach (0.5) fiir f in einer Umgebung von x existente Darstellung f(z) = (z - x)“* (f) g(z),
wo g eine in dieser Umgebung holomorphe Funktion mit g(x) # 0 ist. Mit dieser
Darstellung gilt:

z z—x  g(z)

'z [ox(f) , &(2)
(Zf()dz—dl + S——=dz

Da g (und damit auch g') holomorph ist und mit dem Identitédtssatz (und g(x) # 0)
g auf einer Umgebung der 0 den Wert 0 nicht annimmt, ist £2) uf einer Umgebung

8(2)
der 0 holomorph. Daher gilt mit (0.3) und (0.4):

/
/g (Z)dz =90,
Ox

g(z)

Mit dem in Abhéngigkeit von r aufgespannten Winkel a,(r) und passend gewédhltem

B gilt:
Btax(r) Btax(r)

[5dz = [ m —ie~dt = —i [ 1dt = —iay(r), so dass sich die
Px B p
gesuchten Integrale bestimmen lassen zu:
'(z r—0 7T 27t
/J}<(Z>)dz = —izowl) = —owlf)
Pw

¢ [ B =t o () = 2o i)

f/(Z) r—0 . o '
z o i) = =)

Da vy (f) = v_w(f) folgt schlielich:
1 . k 27ti 2711
)3 op(f) = ﬁ(—zmviw(f)%—ZmE—2-?vw(f)_Tvi(f))

peH/G\{[W][i]}

14
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1 1 k
0 + Vioo + -0 + =0; = —.
= peH/G%[W]/[i]} p(f) (f) + 30w (f) + 50ilf) = 35 .

(2.6) Bemerkung
Auff) =E4 € My und f; = Eg € Mg angewandt liefert die gerade gezeigte Gleichung;:

velf) g0l Fsow(f)+ L oplf) =g

pEH/G,p#[il,[W]

und

velf) Hyuilf) 3w+ Y olf) =,

peH/G,p#[i],[W]

also ist W die einzige Nullstelle von E4 in D und i die einzige Nullstelle von E¢ in
D. o

Die in den letzten 2 Abschnitten dargestellten Resultate werden im Folgenden als
Werkzeuge fiir die Betrachtung der Struktur der Algebra der Modulformen und der
"Eindeutigkeit" des Eg-Gitters dienen.

§3 Die Algebra der Modulformen

(3.1) Definition

Zu k € Z sei My definiert als die Menge aller Modulformen vom Gewicht k.

Ist f € My und gilt zusitzlich f(ico) = 0, dann wird f als eine Spitzenform vom
Gewicht k bezeichnet.

Definiere MY als die Menge aller Spitzenformen vom Grad k. o

(3.2) Bemerkung

Im Unterschied zur Definition der Modulformen aus dem letzten Vortrag sind in
dieser Definition nicht nur Gewichte aus 2IN, sondern aus ganz Z zugelassen. Im
Folgenden wird u.A. gezeigt, dass dieser Unterschied insofern nicht weiter ins Ge-
wicht fillt, als dass die einzige Modulform der zusétzlich betrachteten Gewichte
(abgesehen von der 0) jeweils die konstante 0 Abbildung ist (bzw. im Fall k = 0 die
Modulformen vom Gewicht k gerade die konstanten Abbildungen sind). o

15
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(3.3) Bemerkung

Die My sind jeweils C-VR.

(Betrachte: (0.1) angewandt auf die Modulformen selbst fiir die Holomorphie und
angewandt auf die im Fall der Modulformen holomorph in die 0 fortsetzbaren Funk-
tionen aus (0.7) fiir die Holomorphie in ico. Die Gewichtsbedingung folgt direkt
durch Nachrechnen.) o

Zur Struktur der VR M;:

(3.4) Bemerkung

Betrachte die lineare Abbildung @o: My — C, f — f(ic0).

Es gilt nach Definition: Kern(¢e) = Mg (also insb. Mg <Mj) und Bild(¢) < C. Mit
dem Homomorphiesatz folgt: dim(My/ Mg) <1

Fiir k > 4 und gerade gilt wie im ersten Abschnitt gesehen, dass E; € Mj mit
Ey(ic0) = 1 # 0, also E; € M \MY.

Insgesamt gilt somit fiir gerade k € Z>4: My = MY®OCE. ©

(3.5) Satz

(Firke{meZ | m<0VvVm=2V2{m} gilt: My = {0}.

(ii) Mp = C, MY = {0} und fiir k € {4,6,8,10} gilt: M? = {0} und M = CE;.

(iii) My_1p = Mg vermoge der durch Multiplikation mit A induzierten Abbildung. ¢

Beweis

zu (i):

Seike {meZ|m<0Vm=2V2{m}.

Angenommenk € {me€Z | m <0V m=2V2{m} und My # {0},
dann ex. 0 # f € My und nach (2.5) gilt:

velf) + o) 43l L o) =15

peH/ G p#[i], [w]

womit k > 0, da alle Summanden auf der linken Seite nach Definition nicht negativ
sind. (Beachte: Der Beweis von (2.5) setzt nicht voraus, dass k € 2IN ist.)

Da Multiplikation mit 6 auf der linken Seite der Gleichung eine ganze Zahl und auf
der rechten Seite § ergibt, muss 2|k gelten.

Wire k = 2, so miissten nj, ny, n3, ng € Ny existieren,

so dass 6ny + 3ny + 2n3 + 6ny = 1. Da dies nicht der Fall ist, folgt insgesamt:
k¢{meZ|m<0Vm=2V2{m}, was einen Widerspruch darstellt.

zu (iii):
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zur Injektivitét:

Mit v;0o(A) =1, A € My, 3 =1 und (2.5) gilt fiir alle p € H/G: v,(A) =0,
also A(z) # 0 fiir alle z € H und somit ist die Multiplikation mit A injektiv.
zur Surjektivitat:

Sei f € MY. Definiere X := % (Beachte A(z) # 0 Vz € H), dann gelten:

>

a b d)k _
remgn (1 1) € g - S - g

¢ X ist als (wohldefinierter) Quotient holomorpher Funktionen holomorph.

o _ o _ Up(f) P F# i

o) = () = &) = { 00, BT
Da f € MY, gilt vieo(f) > 1 und somit vj,(X) > 0. D.h. X ist ebenfalls holo-
morph in ico.

Insgesamt gilt: X € My_1, und XA = f. Dies zeigt die Surjektivitat.
zu (ii):
(iii) :
Seik € {4,6,8,10}, dann gilt k - 12 < 0 und somit M= M;_1, 2 {0}.
Nach der vorherigen Bemerkung gilt damit dim(My) < 1 und (ii) folgt, da 0 # E; €
M;. O

(3.6) Bemerkung

M:=)_ M
k=0
ist eine direkte Summe, da nicht triviale Modulformen tiiber ein eindeutiges Gewicht
verftigen. (Beachte: Da nicht triviale Modulformen mit dem Identitdtssatz in unend-
lich vielen Punkten nicht den Wert 0 annehmen, muss dass Polynom
(cz +d)¥1 - (cz + d)*2 unendlich viele Nullstellen haben.)

Des Weiteren definiert, wie schon zuvor genutzt, die Multiplikation eine Funktion
My x M; — Mk—|—l/ durch die

zu einer graduierten Algebra wird.
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(3.7) Satz
M = C[E4,E6] <

Beweis
Dazu wird zundchst gezeigt:

Beh.: V ke Z gilt: M wird erzeugt von einer Teilmenge von { Ei‘Eg | &, B € No}.

Voriiberlegungen:
e Fiir k < 6 oder k ¢ 2IN folgt dies direkt aus (3.5) (i) und (ii).

EJE)  k=4r
E,j7'EL k=4r+2 7
Es gilt: F € My mit F(ioo) # 0 (also vje(F) = 0). Somit existiert A € C, so dass
f-A-Fe Mg.

Ist k < 10, so gilt mit (3.5) (ii), dass f - A- F = 0. Also ist f = A- F in den in der
Beh. angegebenen Monomen darstellbar.

Ist k > 10, so existiert nach (3.5) (iii) ¢ € My_1p, sodassf-A-F=A - ¢.

¢ Ist k € IN>g gerade und f € My, dann definiere F := {

Die Behauptung folgt nun per Induktion tiber k.

I4)

Nach der Voriiberlegung gilt die Behauptung fiir alle k < 12 und fiir alle ungeraden
k.

av)

Es gelte die Behauptung V k" in { ..., -1, 0, 1, ... k} fiir ein k € IN>q

1)

Fiir ein beliebiges f € My gilt mit den Definitionen aus der Voriiberlegung, dass
f-A-F=A-¢, wobei sich ¢ nach (IV) und sowohl A als auch A- F nach Definition
als Linearkombination der gegebenen Monome darstellen lassen. Dasselbe gilt dann
auch fiir f.

Fiir die Isomorphie bleibt z.z., dass E4 und Eg algebraisch unabhingig sind, also
dass kein P in C[X, Y] \ {0} existiert, fiir das gilt: P(E4,E¢) = 0.

Dazu:

Angenommen, es existiert ein P € C[X, Y]\ {0} mit P(E4,E¢) = 0. Dann ist jedes Mo-
nom eine Modulform. Da es sich bei M um eine direkte Summe handelt (und die
Darstellung der 0 in M somit eindeutig ist), miissen die Monome gleichen Gewich-
tes zusammen schon 0 ergeben und es kann daher OE angenommen werden, dass
alle in P vorkommenden Monome das gleiche Gewicht k haben, welches dann dem
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gewichteten Grad von P entspricht.
Des Weiteren muss E4 jedes vorkommende Monom teilen. Sonst miisste gelten:

P(E4,E6) = C'Eg+E4'p(E4,E6),

mitc € C\ {0}, a € N, P € C[X,Y]

(da unter der Annahme eines festen Gewichts der einzelnen Monome in allen Mo-
nomen, die E4 nicht teilt, Eg zu einer festen Potenz vorkommen muss).

Da aber E4(W) = 0 und E¢(W) # 0, ist dies nicht moglich und es muss gelten: ¢ = 0,
also P(E4, E¢) = E4 - P(Ey, Eg) mit P(Ey, Eg) = 0 von gewichtetem Grad k-4.

Wird dies nun sukzessiv auf P angewandt, so verringert sich die Potenz, zu der Ey4
in den einzelnen Monomen vorkommt in jedem Schritt. Nach endlich vielen Schrit-
ten landen wir bei einem Px, welches midestens ein Monom enthilt, dass nicht von
E, geteilt wird und damit nach obiger Uberlegung trivial sein muss. Damit ist P =

Ef - Px fiir ein B € IN aber ebenfalls trivial. O

Bevor eine weitere Anwendung des Satzes (3.5) betrachtet wird, zundchst eine

Erinnerung;:
Die irreduziblen Wurzelgitter sind:

Gitter | Dimension | Anzahl der Wurzeln
A, n(>1) n(n+1)
D, n (> 4) 2n(n-1)
Eq 6 72
E, 7 126
Eg 8 240

(3.8) Behauptung
Sei L ein gerades, unimodulares Gitter in R8, dann ist L isomorph zum Eg-Gitter. ¢

Beweis
Sei 91, die Theta-Reihe von L. Im letzten Vortrag haben wir gesehen:

e ¥ ist eine Modulform vom Gewicht 4

¢ der Koeffizient von q gibt die Anzahl der Wurzeln in L an
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Nach Satz (3.5) ex. ¢ € C, so dass U1, = ¢ -Eg4.

Da der konstante Term der Potenzreihenentwicklung in q sowohl bei E4 als auch bei
0, 1ist, gilt somit: 9 = E4 =1 + 240q + ... Die Anzahl der Wurzeln in L ist also 240
und diese Wurzeln erzeugen ein Wurzelteilgitter Ly; der Dimension < 8.

Nun gelten:

Das Eg-Gitter ist (bis auf Isomorphie) das einzige Wurzelgitter mit
Dimension < 8 und 240 Wurzel (vgl. Tabelle oben)

Das Eg-Gitter ist unimodular

Im Fall unimodularer Gitter ist die Determinate = 1
\/det(Lu) = \/det(L) - |IL/Ly]|

Insgesamt gilt also:
LgEg,daLugEgund|L/Lu|=1. L]
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