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Diese Ausarbeitung basiert auf Kapitel 3 von Wolfang Ebelings Lattices and Codes. Das Ziel ist die
Klassifikation von geraden unimodularen Gittern in Dimension 24 und die Beschreibung der Codes, die
diesen Gittern entsprechen.

3.1 Theta Funktionen mit harmonischen Koeffizienten

Definition 3.0. Se: D C C" eine offene Menge. Eine Funktion f : D — C heifit harmonisch genau dann,
wenn f € C*(D,C) und
Ve e D: Af(x) =", L f(x) =0

- k=1 &zi

Satz 3.1. Ein Polynom P € Clzy,...,x,] vom Grad r > 1 ist harmomisch genau dann, wenn es eine
lineare Kombination von (& - ) mit € = 0 ist.

Beweis. Sei F,,, die Menge aller homogenen Polynome aus C[z, ..., z,] vom Grad r. Bezeichnen wir den
Multiindex (i1, ..., 4,) als ¢ und i = > _, if. Sei auerdem

dann gilt fiir beliebiges Polynom f € F,,
fl@) =32, cli)a(i)x’.
Definieren wir ein Skalarprodukt [-, -] : . X Fp, — C s0
VF,9 € Frp £(@) = Spes clidali)at, gl) = S, bl : [f, 9] i= X, c(i)a(ib(d).

[-,-] ist Hermitesch und positiv definit, auflerdem bilden die Monomen eine orthogonale Basis von F, .
Bezeichnen wir p} := (§ - )", dann

Pg = Zm:r c(i)€'x’.
Man kann merken, dass (fiir f(z) = >, c(i)a(i)z’)
el = Tjier cli)alE' = F(E).

Daraus folgt insbesondere, dass F,,, = <pg ‘ € € C”>.
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3.1 Theta Funktionen mit harmonischen Koeffizienten

Betrachten wir die Operation A : F,, — F,,—2. Sie

n 0 2]

len, wo w € Fro,w(x) = > 027, und V = (6—11,...,%
Harm,,, = Ker(A). Merken wir, dass

rllf,g] = 322, c(@a(i)b(i) = 32, o

weil fiir Multiindexe 4, j gilt Via? = %L:j. Daraus folgt,

ist surjektiv und ldsst sich als w(V) darstel-

). Die Menge der harmonischen Polynome ist

i)2a(i) V(i)' = f(V)g(x),

dass

For=Harmy, L wF,,_o = Ker(A) L wBild(A).

Um das zu beweisen, betrachten wir wg € wF, ,—2 und f € Harm,,,, dann

rlfwg, f] = (wg)(V)f = (gw)(V)f

Sei R = <p2’£ eC ¢ = O> und g € Harm,,, N R*, d

g(V

Jw(V)f =g(V)(Af) =0.

ann

VEECm:g(€) =g,pE] =0 = wlg,

also existiert h € F,, ,_o mit g = wh, aber

g, 9] = rllwh, g] = (V)(Ag) =0 = ¢ =0,

folglich Harm,,, = R.

Lemma 3.1. Man hat folgende Fourier-Transformationen

Beweis. Hier wird Lemma 2.1 benutzt
fRne_MQe_Q”my dx

Alle Gleichungen folgen daraus mithilfe der Eigenschaften
Definition 3.1. Sei z € R" und P € Clzy, ...
Vzir,p(T) =

Behauptung 3.1. Es gilt

ZmEerF p(w)eme :

f(x) = exp(wi(}l):ﬁ), f(y) = (\/?)nexp(m'TyQ), TeH, -5 <arg \/§ <%
flx) = exp(m’( 1) T + z)2), fly) = ( %)nexp(ﬂi7y2) exp(2miz - y), TeH, zeR"
f(@) = P(x)e ™", T) = PG ot )e ™, P € Clay, ...,
flz)= (€ ) Flu) = (1) e EcC.@=0 V(=1
(@) = (6 (@ + 2) T I fi(y) = (7) (G2 ey

— e_ﬂyQ

der Fourier-Transformation.

, Tn] harmonisch vom Grad r, dann setze

2

192+F:P(_%) - (ﬁ)nﬁri_rm ZyGF# P(y)‘f%iy'z@mTyQ-
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3.1 Theta Funktionen mit harmonischen Koeffizienten

Beweis. Das folgt aus Poissonscher Summenformel (Satz 2.3) und oberen Formeln fiir Fourier Transfor-
mationen. ]

Es wird weiter angenommen, dass I" ein ganzes gerades Gitter ist, n ist gerade, P ist harmonisch vom Grad
rk=%5+r.
Merken wir, dass I' C I'#, und fiir solche y,,y, € I'#, dass y; = y, (modT), gilt
Ve el :y, - x=y, x(modZ), vy?=1y3(mod2Z).
Fiir z € I'* folgt daraus

19z+F,P( ) TFZZQﬁz—l—F,P(T),

Dair,p(—2) ﬁl(p) (T)ki_T PR e*™%, . p p(T).

Die Gruppe SLs(Z) operiert auf Funktionen f : H — C durch

FT) D (F1RA) () = f(AT)(cr +d)*

Behauptung 3.2. Die Menge aller Funktionen {192+F’P ‘ z € F#}, ist invariant unter SLo(Z). Genauer,
. a b .
fiir A = (c d) qgilt

_ 1 —mib(do?+2 i 222
ﬁz+F’P|kA " covol(T)cn/2ik+r Z e ™ (do™+202) Z eme 190+F,P7 & 7é 07
c€# /T \eI# /cl,
A=z+do(modT)
_ 1 iabz? _
79z+F,P‘kA — qn/2 eravE ﬁaz+F,P7 c=0.

Beweis. Fiir ¢ = 0 gilt a®> = 1, deswegen al’ = I" und

(Vzsr.plpA)(T) = d ¥ 41, p(a T+ab) =d* D eyt P(m)e”i(a27+ab) x?
_ emabz d- k ZzEaz—i-F P(w)emq—m =d- n/2 miabz? 9 z—i—F,P(T)

Merken wir, dass

Vzir,p = Z Uxter,p
\eT# /e, A=z (modT)
Es gilt
Y1, Yy € T7 y, = yy (mod ') = yi = y3 (mod 2¢Z),
deswegen
19)\+CF,P (;ﬁiﬁ) = ?9)\+CF P <2 - m) =e" 19)\+0F P <c(c7—+d)>
— —covol(CF) T (CT -+ d) Z e (c)\2+20)\) 790+CF,P<C2T + Cd)
o€ (cl)# [cl
— —mol(cm (et +d)F > eﬂi(%)\2+20)\+cd02)190-+CF’P(027_)
o€ (cl)# [cl



3.1 Theta Funktionen mit harmonischen Koeffizienten

Weil (cI')# = LT'# und covol(cl') = c"covol (T'), gilt

T ¢

r (a2 A d. 2

Acl.Plk T) = oooMen 25T e e ¢ e 24, P\CT

Orser b)) = i & O b plei)
oel'# [c?T

. 1 mi( 2224202 + 452
" covol(I)cn/2ik+r Z € (c © e >19‘7+02F7P<T>
o€l# /2T

Sei G(o) der Koeffizient bei 9, 2r p(7) in Darstellung von ¥, p|pA, dann

(a4 2Xo  d_ 2
G(O‘) = —covol(l“)lcn/2ik+7' Z em<c+ o teo )
AeT# /el A=z (modT)

Merken wir, dass
@4 Doy dy2 = 2() 4 do)? — 2bAo + dbo®

deswegen
_ 1 —mib(do?+20z i2(A+do)?
G(O’) = COUOZ(F)C"/Qik+r€ mib(do?+20z) Z e (Atdo)
Ael# /el \ A=z (modT)
— 1 e—wib(d02+20z) ewi%)\Q

covol (T')cn/2jk+r
AeT# /eI, A=2z+do (modT)

insbesondere ist G(o) nur von Restklasse [¢] € I'# /T abhiingig, folglich

(Daar,pkA)(T) = 2 crs jeor G(0)Voier,p(T) = 3, cps jp G(0)or,p(T)

Betrachten wir die Summe e
S = Z emz)\
AeT# /el A=z+do (modT)

Wenn man A durch X + cu, u € I'#, ¢ € T ersetzt, soll S unverdindert bleiben, also

S = 3 e (A ep)?
XeT# /el \A=2z+do (modT)

_ eﬂ'iach em'(%)xz-i—&z)\,u)

XeT# /el \A=2z+do (modT)
_ eﬂ'i(acuz—l—?a(z—l—do)u) S

deswegen kann S nur dann ungleich 0 sein, wenn fiir alle i € I'#, cu € T gilt eri(acn*+2a(z+dolu) _ 1

Definition 3.2. Die natiirliche Zahl N = min{z € N |Vu € I'#* : zp® € 2Z} heifit das Level von T
Lemma 3.2. NI'# C '

Beweis. Die Basiswechselmatrix von I' nach NT'# ist NG(I'#), wo G(I'#) die Grammatrix der Basis von
['# ist. Berechnen wir

(NG(T#))y = N(ef - ef) = AN ((ef + e = () = (F)?) e 2,

J (2

weil N das Level von I' ist. Daraus folgt die Behauptung. O

4



3.1 Theta Funktionen mit harmonischen Koeffizienten

Bemerkung 3.1. Sei D = (—1)"2disc(T") und N das Level von T, dann DG(I')~ und NG(T')~! = NG(T'#)
sind ganzzahlige Matrizen mit geraden Zahlen auf der Diagonale. Auferdem N|D und D|N™.

Beweis. Merken wir, dass A = {x € Z"v’,u el# axu? e ZZ} = NZ, ansonsten existiert a € A\NZ

und N > ggt(a, N) € A. AuBlerdem D € A, weil D(e}'%)2 € 27 fir alle e , deswegen N|D. AuBerdem
det(NG(T')™') = N"disc(T')~! € Z, deswegen D|N™ O

Gelte N|c, dann kann S nur dann ungleich 0 sein, wenn Vu € I'# : a(z + do)u € Z, also
a(z +do) e T## =T.

Es ist schon bekannt, dass bco € I', deswegen soll az 4+ o € I' gelten.

a b

Korollar 3.1. Sei I' ein gerades ganzes Gitter vom Level N, z € I'#, A = ( e d ) € SLy(Z) und Nlc,

dann o
Ozirplpd = €(A) et 19az+r P

T e et
E(A) _ covol (T) (ic)n/2 AETer

d_”/Q, c=0.

Beweis. Aus Behauptung 3.2 sind allgemeine Formeln schon bekannt, und fiir ¢ = 0 ist sie unveréndert.
Fiir ¢ # 0 gilt

_ r 1 _ 1 _ 1
'19az+1",P o (_1) ﬁfaernP - covol (T')cn/24k+r 190+F7P " covol(T)cn/2ik+r ﬁfaerF’P " covol(T")cn/24n/2 ﬁaz+l",P-

AuBerdem merken wir, dass z + do =r z — adz =r z — (1 — bc)z =r 0, deswegen

o€l'# /T AET# /cT, o€l # T, Ael/cl
A=z+do(modT") o=—az(modT")

Z e—ﬂ'ib(dO'Q—i-O'z) Z eﬂ_i%)\Q _ Z e—ﬂib(do-2+0z) Z 671'7;‘;A2>

—mib(da?z?—az?) Z em‘%)ﬁ:emasz(lfbc) Z em'%AQ :eﬂ'iabz2 Z ewi%)\Q
Ael’/el Ael’ /el Ael’ /el

=€

Definieren wir die folgende Untergruppen von SLy(Z), wobei immer A = ( CCL Z > sei

Po={A € SL,y(Z) | N
I ={A € SLy(Z) |

2
d=1(modN), N|c},
d=1(modN), N|e, N|b} < SLa(Z),

O

*

Die letzte Folgerung impliziert, dass € : I'g(NV) — C
Lo(N)).

ein Gruppenhomomorphismus ist (ein Charakter von

Korollar 3.2. Sei A € I'y(N) mit dc # 0, dann
e(A)=d™/? Z/\GF/dF emiiN,
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3.1 Theta Funktionen mit harmonischen Koeffizienten

0 1

Beweis. Sei C = ( > und B = AC™! = ( b —a

-1 0 d —c

Behauptung 3.2 folgt

), dann Vp p|pA = (Urp|kB)|kC, und aus

_ 1 mia(—co?+20z) i A2 (=pn/? —2miooy
ﬁrvP‘kA " covol(I)dn/2ik+T %‘;/F € z#:/ e covol (T)ik+r 21‘;#/1‘ e l(}01+F7P
S Ael'# /dr, o1€
A=z—co(modT)

= -y mi G2 2mio(az—o1)

T covol(T)2dn/2(=1)k+r Z e d Z € ﬁo’ﬁ-F,P'
AeT# /dT, o,01€T# /T
A=z(modT")

Merken wir, dass

vlu c T# - Z eQm‘U(az—al) — Z eQmL(cf—i—u)(az—al) — eQm’,u(az—cn) Z e27rio(az—al)
o€l# /T o€l# /T o€l# /T

Y

folglich az — 0y € T' (ansonsten ist die Summe gleich 0), d.h. o1 = az (modT"). Aulerdem

Z eﬂi%)\Q — Z em‘%()\+z)2 — Z eﬂi%(/\+(ad7bc)z)2 — Z eﬁi%()\2+2ad)\z+a2d2z2>
\ET# /dT, Ael'/dl Ael’/dl A€l /dl
A=z(modT)

— 67rz'112bdz Z eﬂi%)\z — 6m’ab(l—bc)z Z eﬂ'i%)\z — 6m’abz Z eﬂ'i%)\z
AET/dl Aer/dl AED/dl

Also

_ 1 Tiabz mi2 A2
T9F,P|kA— covol(T)2dn /2 € >, erd > VaziT,P
Ael'/dr ocel# /T

I'# /T i b2
[T7 /T emabz Z emd>‘ 79az+F,P —

1 iab b A2
eﬂzaz Z 67”4 ﬁaz+F,P~

- covol(T")2dn/2 dn/2
XeT'/dl Aer/dl

O

Lemma 3.3. Sei < i Z ) € I'g(N) und l € Z, dann

a b\ a b+la
Ned) e dvic)
Beweis. Folgt aus dem vorigen Korollar. [
Sei G(b,d) = 3 ema¥,
XeT'/dl

Lemma 3.4. Sei < i b ) € I'o(N) und be # 0, dann G(b,d) € Q und G(b,d) = G(1,d).

d

, d
Beweis. T' ist gerade, deswegen <e’”§’\2> = 1 und G(b,d) € Q(&;). AuBerdem folgt aus vorigen zwei
Aussagen

btlay2

Wl e Z:G(b,d) = d"?e(A) = > (d+ 1) ™ ¥ cr s € 0 € QEasie)-
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3.2 Wurzelgitter von geraden unimodularen Gittern

Weil ggt(d, c) = 1, existiert so ein ly € Z, dass ggt(d,d + lyc) = 1. Dann

G(b,d) € Q(&a) N Q(Easioe) = Q.

G(b,d) ist unter beliebigem Automorphismus von Q(&;) invariant (G(b, d) € Q), folglich G(b,d) = G(1,d).
[l

sa(i Z):AerdNyW@mug:dn@ﬂa@:dnmXL@:gu%@t

VB € To(N), By, = d : £(B) = £(A).

Insbesondere kann man B mit By; = N wahlen, woraus ldsst sich sehen, dass e(d + N) = e(d), deswegen
héngt e(A) nur von der Restklasse [d] € Z/NZ. Aus Korollar 3.2 kann man berechnen, dass ¢(A) = 1 fiir
A €T (N), deswegen gilt im Fall N =1

Voir.plkA = Vsyir p.

Im allgemeinen Fall hat man den folgenden Satz.

Satz 3.2. Es gilt
Voir plkA = Vir p, AeT(N),

—1)"/2disc
Irpld = (SO gy p — (B)irp, A€ To(N),

wobei (%) das Legendre-Symbol ist.

3.2 Waurzelgitter von geraden unimodularen Gittern

Sei I' € R™ gerade und unimodular, dann ist das Level N = 1.

Korollar 3.3. Sei P harmonisch in n Variablen und Grad(P) = r, dann Or p ist eine Modulform vom
Gewicht 5 + 1 und Spitzenform falls r > 0.

Beweis. Erste Behauptung folgt aus dem vorigen Satz. Merken wir dazu, dass fiir ¢ = ™7

Or p(T) = D220 64
Cs = Z$EF,CIZ‘2:25 P(‘T)7

gilt

deswegen ¢y = P(0) = 0, wenn r > 0.

SeiTy = {z €T |2? =2} und f(z) = (z-y)* — # Es wurde schon gezeigt, dass f harmonisch ist,
deswegen ist Jp; eine Spitzenform vom Gewicht 7 + 2. Fiir n = 8,16, 24 ist das Gewicht entsprechend
6,10, 14, woraus folgt, dass Jr 5 = 0.

Behauptung 3.3. Sei I' € R" ein gerades unimodulares Gitter und n € {8,16,24}. Firy € R™ gilt

2

ZxEF,x2:2r (ZE ’ y)2 - (ZxEF,xQZQT xz) % = 0’

insbesondere gilt firr =1
Caer (@ - y)? = 220
xela n
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3.2 Wurzelgitter von geraden unimodularen Gittern

Korollar 3.4. Entweder I'y = () oder (I'y)p = R™.
Beweis. Falls (I'z), # R™, existiert y, das zu allen Wurzeln orthogonal ist, woraus folgt, dass |[I's| = 0. O
Korollar 3.5. Alle irreduziblen Komponenten von (I'), haben dieselbe Coxeter-Zahl.

Beweis. Wihlen wir y in irreduzibler Komponente und nutzen die vorige Behauptung erst fiir das ganze
Gitter, und dann fiir die Komponente. n

Betrachten wir die geraden unimodularen Gittern fiir n = 8,16,24. Fiir n = 8 gilt (I'y), = Eg. Fur
n = 16 ist Jr eine modulare Forme mit Gewicht 8, deswegen Jr = E}, |T's| = 480 und i = 30. Dann ist
entweder (I's), = Eg + Eg oder (I';), = Ds¢. Fiir n = 24 hat man folgendes

Behauptung 3.4. Sei ' € R* gerade und unimodular, dann

(T9), € {0} U{aAsz|ap =24} U{aDs|af =24} U{aEs|af = 24}
U{4As + Ds, 2A7 + 2Ds, 2A9 + Dg, Ai5 + Dy, Es + Dig, 2E7 + Do, E7 4+ Aiq, Eg + D7 + Ay}

Beweis. Betrachten wir die folgende Tabelle

AR 2 det(T) | T#/T dim (1)

A, [nn+1) [n+1 n+1 |Z/(n+1)Z n>1

D, | 2n(n—1)|2(n—1) |4 {Z/4Z 2l 5y
(Z)22)% 2n

By |72 12 3 7]37. 6

B, [126 18 2 Z2Z 7

B | 240 30 1 I 8

Man kann daraus leicht alle Wurzelgittern finden, dafiir gilt (I's), = R?* und die gleiche Coxeter-Zahl
haben. O]

Dieselben Argumente kann man auch fiir n > 24 anwenden, aber in diesem Fall gilt nicht, dass Jr y = 0.
Zum Beispiel, sei f wie in Behauptung 3.3 und n = 32, dann

Q9F7f = &AEﬁ.

Daraus folgt insbesondere, dass

—598 (err,ﬂ:? f(x)) = —528¢c; = ¢y = (err’xgﬂ f(:]c))

Das kann man nutzen, zum Beispiel, um die Anzahl der Elementen ¢ € C' C F3? mit e; = 1 zu finden.
Dafiir betrachten wir I' = I'c und 3 = (/2,0, ...,0), dann ist

VwEF:x~y:1m1:\/§_1,

deswegen
—528( ‘ {ver,

T = \/5_1} — %‘F2|> = ‘{l’ € F4

Falls |I'y| = 0 gilt Hx € F4‘$1 = \/571}‘ = i|F4|
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3.3  Obergitter und Codes

3.3 Obergitter und Codes

Sei I' € R" ein gerades Gitter, I' < I'* und Gr = I'# /T. Gy ist eine endliche abelsche Gruppe mit
|Gr| = disc(T"). Definieren wir aufierdem die Abbildungen

br : Gr x Gr —» Q/Z,br(z+ T,y + 1) =2 -y+7Z
qr : Gr = Q/2Z, gr(x +T) = 2? 4 2Z.

br ist eine endliche symmetrische bilineare Form, qr ist eine endliche quadratische Form, d.h.

VreZ,xeG:qr(rr) =riq(v),
ar(z +y) — qr(@) — qr(y) = 2br(z,y) + 2Z.

gr heiit Diskriminantenform von I'.

Sei A ein gerades Gitter in R™. Die Einbettung in ein gerades Gitter A — I' heifit gerades Obergitter
von A. Betrachten wir Hr = I'/A, das eine endliche (|Hr| = [[" : A]) abelsche Gruppe ist. Wir haben eine
Kette der Einbettungen

AT — I'# — A#,

deswegen Hr C A% /A = Gy, Hr ist isotrop, d.h. gs|g. = 0 (weil T’ gerade ist).

Behauptung 3.5. Die Abbildung I' — Hr ist eine Bijektion zwischen geraden Obergittern von A und
isotropen Untergruppen von Gy. Unimodularen Gittern entsprechen den Untergruppen H mit |H|* = |Gy|.

Beweis. Der erste Teil ist einfach, weil das Gitter zur Vereinigung der Restklassen gleich sein soll, und die
Abbildung ist auf diese Weise eindeutig bestimmt. Es ldsst sich merken, dass [[ : A] = [A¥ : T'#] = |Hp|,
woraus man die zweite Behauptung herleiten kann. O

Zwei Gitter I IV sind isomorph, wenn ein orthogonaler Automorphismus v € O(n,R) mit u(I') = I
existiert. Analog kann man Automorphismus des Gitters und Isomorphismus der Obergittern definieren.
Merken wir auflerdem, dass Isomorphismus der Gittern ein Isomorphismus der dualen Gittern und ihren
quadratischen Formen induziert. Insbesondere existiert ein Homomorphismus Aut(A) — Aut(G,).

Behauptung 3.6. Zwei gerade Obergittern A — T',I" sind isomorph genau dann, wenn Hy, H|. isotrop
und unter einem Automorphismus aus Bild vom Homomorphismus Aut(A) — Aut(Gy) konjugiert sind.

Sei A = (Ay). Wir wollen einen Obergitter finden, der keine neuen Wurzeln beinhaltet. Betrachten wir
die Abbildung
Ipn: Gpn — Q, ZA(f) = min{x2]:c € )\,$+A:£+A},

folglich beinhaltet ['\A genau dann keine Wurzeln, wenn V¢ € Hy : [ (§) # 2.

Korollar 3.6. Sel A = (Ay),. Es gibt eine natiirliche Bijektion zwischen Isomorphieklassen von geraden
Obergittern A — I' mit I'y = Ay und Bahnen von isotropen Untergruppen H C Gy, die der Bedingung
V¢ € H : I5(§) # 2 geniigen, unter Bild vom Homomorphismus O(A) — O(G,).

Beweis. Aus der vorigen Behauptung folgt, das die Abbildung wohldefiniert ist. Die Abbildung I' — Hp
ist bijektiv, folglich ist die Abbildung zwischen Isomorphieklassen auch bijektiv. O]



3.4 Klassifikation von geraden unimodularen Gittern in Dimension 24

Ahnliche Ergebnisse kann man fiir doppelt-gerade Codes bekommen. Sei C' so ein Code, definieren wir

das tetradsche System
Cy={ce C|w(c) =4}

Code C, den sein tetradsches System erzeugt, ist tetradscher Code genannt. Es ist schon bewiesen, dass
solche Codes in irreduzible tetradsche Codes zerfallen, d.h. in die Summe von day, ez = H* und eg = H.
Definieren wir analog G¢ = C*/C und Gewichtsfunktion

we : Go = Z, we(n) = min{w(y) [y + C =n+ C}.
Zwei Codes C, C" sind dquivalent, falls Jo € S, : 0(C') = C’, woraus folgt
Aut(C) ={o € S, |o(C) = C}.
Automorphismus von C' induziert ein Automorphismus von C* und G¢, deswegen existiert ein kanonisches

Homomorphismus Aut(C) — Aut(G¢).

Behauptung 3.7. Sei C ein tetradscher Code in F%, dann existiert eine natiirliche Bijektion zwischen
Equivalenzklassen von doppelt-geraden Codes C' € F4y mit C), = Cy und Bahnen von H < G¢ mit
minge g w(€) > 4 unter dem Bild von Aut(C'). C" ist genau dann selbstdual, wenn |H|? = Ge.

Beweis. Analog zum Fall der Gitter ist die Abbildung C" — H¢» bijektiv und
|Heo| = [C7: O] = [C+: C™).

Es ist dann zu zeigen, dass dem Code ' mit C} = Cj eine Gruppe Her mit mingeq,, w(§) > 4 entspricht,
was leicht zu sehen ist. O]

Erinnert wir uns, das dem Code C' ein Gitter I'c entspricht, mit I'c = \%p‘l(C’). Merken wir, dass
V2e, €T o, wo {e;}; die Standardbasis von R" ist. Diese Wurzeln orthogonal sind, deswegen nA; C I'c.

Satz 3.3. Abbildung C — T¢ induziert eine Bijektion zwischen Aquivalenzklassen von doppelt-geraden
Codes und Isomorphieklassen von geraden Gittern, die nA; beinhalten. Unimodulare Gitter entsprechen
den selbstdualen Codes.

Beweis. Der zweite Teil des Satzes ist schon bewiesen. Klar, dass die Bilder von zwei isomorphen Codes
isomorph sind, weil Permutation der Koordinaten in O(n,R) liegt. Umgekehrt, jede Isomorphieklasse der
Gitter hat ein Gitter, darin nA; = <\/§ei> liegt, und es ist bis auf Permutation der Koordinaten definiert.
Es kann in die entsprechende Isomorphieklasse der Codes abgebildet werden, und es ldsst sich sehen, das
diese zwei Abbildungen Inversen voneinander sind. O]

3.4 Klassifikation von geraden unimodularen Gittern in Dimension 24

Satz 3.4. (Niemeier)Bis auf Isomorphismus gibt es genau 24 geraden unimodularen Gitter in R*', die
durch ihre Wurzelgitter eindeutig bestimmt sind (sehe Behauptung 3.4).

Der Beweis des Satzes kann man in “On the classification of integral even unimodular 24-dimensional
quadratic forms” von B.B. Venkov finden. Darin werden alle Wurzelgitter betrachtet und fiir jedes wird es
bewiesen, dass die Gruppe H < Gy, mit |H|* = |G,,| bis zum Isomorphismus aus entsprechender Menge
eindeutig definiert ist.
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3.4 Klassifikation von geraden unimodularen Gittern in Dimension 24

Korollar 3.7. Es gibt bis auf Isomorphismus 9 Gitter, die dem doppelt-geraden selbstdualen Codes ent-
sprechen. Ihre Wurzelgitter sind

24A,,6D4,4Dg, 3Ds,2D19, Doy, 3Eg, 2E7 4+ Do, Es + D1.

Beweis. Behauptung 1.5 lasst uns sagen, dass die einzigen Wurzelgitter, die nA; beinhalten, als eine Summe
von Ay, B,,, F; und Ey dargestellt werden kénnen, und das entsprechende unimodulare Gitter ist in jedem
Fall eindeutig definiert. O]

Tetradsche Systeme der Codes, die im Korollar 3.7 betrachtet werden, sind
0,6dy,4ds, 3dg, 2d12, day, 3es, 2e7 + dg, es + die.

Zu jedem System existiert genau ein doppelt gerader selbstdualer Code.

Beispiel. Sei (Ty), = 24A,, dann Gr, = (Z/27)*" und Bild von O((T'y),,) ist B = Sy;. Man kann I als Teil-
gitter von v/2Z" betrachten, dann lisst sich merken, dass die Abbildungen zwischen I' und entsprechendem
Code und zwischen A# (wo Ay = I'y) und G, gleich sind, deswegen ist es genug, den Code C' € Gr, mit
notigen Eigenschaften zu finden. Es gilt

Ya = (ai,...,as) € Gr, : 1(a) = 1 357 a; = $|al],

deswegen gilt fiir C
Vee el €42, |{ee C el =4} =0,

folglich ist C' ein extremaler doppelt-gerader linearer Code in F3%, also ist er der erweiterte binire

Golay-Code.
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