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Grundlagen aus der Algebra
Prof. Dr. Gabriele Nebe

1 Primkorper, Korpererweiterungen und Gradsatz

Definition 1.1. Sei K ein kommutativer Ring mit 1. K heifit genau dann Korper, wenn
(K \ {0},) eine Gruppe ist.

Definition 1.2. Seien K, E Korper.

(i) Das Paar (F/K) heifst Kérpererweiterung, falls K C E und -k, +x durch Fin-
schrinkung von -g, +g entstehen. K heiffit dann Teilkorper von E, und E Er-
weiterungskorper von K.

(i) Die Korpererweiterung (E/K) heifit endlich, falls [E : K| := dimgFE < co. [E : K]
heifst der Grad von E tber K.

Beispiel. Sei K ein Kérper und f € KJz] ein irreduzibles Polynom. Dann ist E :=
Klz]/(f) ein Kérper und K < E, a + al eine Einbettung beziiglich der wir E als Koérpererweiterung
von K ansehen. Es ist [E : K] =Grad(f).

Satz 1.3. (Gradsatz) Seien Ey, Ey, E3 Kérper mit Ey C Ey C Es. Dann gilt: [Es : By =
[Eg : EQ] . [EQ : El]

BEWEIS: Seien [F3 : Es] = n < 00,[Fy @ Ej] = m < oo . Sei weiter (eq,...,e,) eine
E>-Basis von E5 und (fi, ..., f) eine E1-Basis von Fj
Beh.: Dann ist B := (e1f1,e1f2, ..., enfm) eine E1-Basis von Fy
Bew.:

(i) B ist Erzeugendensystem: Sei x € F3. Dann existieren o; € Fs, so dass x = Z €.
i=1

m n m
Also existieren «;; € E, so dass o = Z a;j f;. Daraus folgt oz = Z Z a;je; fj.
j=1

i=1 j=1

(ii) B ist linear unabhéngig:

Sei Qjj € El, so dass Zaijeifj = 0. Dann gllt Z(Z aijfj>ei =0.

Da aber nun die e; iiber F5 linear unabhangig sind, muss fiir alle ¢ gelten:

Z Qijfj = O
j=1

Da auch die f; linear unabhéngig sind (iiber E), folgt a;; = 0 fiir alle 4, j.
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Ist nun [E3 : Es) oder [Es : Ey] unendlich so folgt sofort, dass [E5 : Ey] = oo. O

BEISPIELE 1.
a) [K(x): K] =00

b) [K(2) : K(a)] =2

Bemerkung 1.4. Sei R ein Integritatsbereich. 1 : 7 — R definiert durch n +— n-1. Dann
ist Bild(vy) < R ein Integrititsbereich, also ker(v) ein Primideal in Z. Also ker(¢) = (0)
oder ker(y) = (p) fir eine Primzahl p.

p heifst die Charakteristik von R, p = Char(R). Ist ¢ injektiv, so setzen wir Char(R) = 0.

Bemerkung: Man sieht auch leicht “zu Fuf8”, dass ker(¢)) entweder 0 oder ein Primideal
ist. Denn sei ¢ nicht injektiv und n € N minimal mit n - 1 = 0. Ist n keine Primzahl, dann
gibt es ny,ny € Noj mit n = nyny. Dann ist aber 0 =n-1 = (ny-1)(ny-1). Da R nullteilerfrei
ist, gilt (ny - 1) = 0 oder (ng - 1) = 0, was ein Widerspruch zur Minimalitét von n ist.

Satz 1.5. Set K ein Korper. Sei
Ko :=n{L| L ist Teilkérper von K}

der Primkorper von K. Ist Char(K) = 0, so ist Ky = Q isomorph zum Kérper der
rationalen Zahlen. Ist Char(K) = p > 0 eine Primzahl, so ist Ko = F, := Z/pZ.

BeEwers: Klar ist K ein Korper und 1 € Ky. Dann ist aber auch 1 +1 = 2 -1 in K,
und also mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 1.4 ¥(Z) C K,. Ist Char(K) = p > 0,
so ist ker(v) = (p) 9 Z ein maximales Ideal in Z und ¥ (Z) = Z/pZ ein Korper. Also ist
Ky = ¢(Z). Ist Char(K) = 0, dann ist ¢ injektiv und Z — K. Da Ky ein Korper ist, hat
¢ eine eindeutig bestimmte Fortsetzung ¢ : Q = Quot(Z) — Ky. Also ist Ky = Q in diesem
Fall. a

Definition 1.6. Sei (E/K) eine Korpererweiterung.

(i) Fiir beliebige ay,...,a, € E bezeichnet K(ay,...,a,) den kleinsten Teilkérper von F,
der K,ay,...,a, enthdlt, und R := Klay,...,a,] den kleinsten Teilring von E, der
K ay,...,a, enthalt,

(i1) (E/K) heifit einfache Korpererweiterung, falls ein a € E existiert mit E = K(a).

Bemerkung:
K(a,...,a,) = Quot(Klay, ..., a,]).

Insbesondere ist K (z) = { % | p,q € K[z],q # 0} der Kérper der rationalen Funktionen.

Bemerkung 1.7. Sei E = K(a) einfache Kérpererweiterung tiber K. Dann gilt entweder
E = Kla] oder E = K(x). Im 1.Fall heifit a algebraisch dber K. Im 2.Fall heifit a
transzendent uber K.
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BEWEIS: Sei ¢ : K[z] = K(a) der K-Algebrenhomomorphismus definiert durch = +— a.
Da K (a) nullteilerfrei ist, ist auch Bild(p) ein Integritatsring. Also ist ker(y) ein Primideal
in dem Hauptidealbereich K'[z].

(i). ker(y) # 0. Dann ist ker(¢) = (m(z)) fir ein irreduzibles Polynom m(z) € Klz]. (Es
gilt m(a) = 0 in E und der normierte Erzeuger p, x(x) von ker(y) heit das Minimal-
polynom von a (iiber K).) Also ist ker(¢) ein maximales Ideal und daher Bild(p) =
K{a] ein Korper, d.h. Kla] = K(a) = E.

(ii). ¢ : K[x] — E ist injektiv. Also ist Bild(y) = K[z] kein Kérper, aber Bild(y) = K|a
und E = Quot(K|a]) =2 K(x).

O

Ubung: Sei L/K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K. Dann ist K[a]

ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und m, : Kla] — KJa],z — az eine K-linerare

Abbildung. Es gilt tex = fm, = Xma., d.h. das Minimalpolynom von a iiber K stimmt mit

dem Minimalpolynom dieser linearen Abbildung iiberein. Es ist (1,a,...,a%"!) eine K-Basis
von Kla], d = Grad(pa k).

2 Zerfallungskorper.

Definition 2.1. (i) Seien Ey und Ey Kérper. Ein Ringhomomorphismus ¢ : By — Fy
heifst auch Korperhomomorphismus.
Ein Koérperisomorphismus ¢ : E — E heif$t Korperautomorphismus.

(i1) Seien (E1/K),(FEy/K) Kdrpererweiterungen. Ein K -Algebrenhomomorphismus ¢ : Fy —
E5 heiffit Korperhomomorphismus iiber K.

(i1i) FE1% Es, falls K-Algebrenisomorphismus zwischen Ey und Eo existiert.
(v) Aut(E) :={plp : E — E ist Korperautomorphismus}
Autg (E) = Aut(E/K) = {¢|¢ : E — E ist Korperautomorphismus iber K }

Beachte: Korperhomomorphismen sind immer injektiv. Denn der Kern ist ein Ideal, also
= 0 oder = F4. Aber 1 wird unter Korperhomomorphismen auf 1 abgebildet, also ist 1 nicht
im Kern, also Kern = 0.

Bemerkung 2.2. Sei ¢ : K — K’ ein Korperhomomorphismus. Dann gibt es genau einen
Ringhomomorphismus ¢ : K|x| — K'[x] der fortsetzt, mit (z) = x. Es gilt (>, a;x") =
> i ¥(ai)a’.

Definition 2.3. Sei K ein Kérper und f(t) € K|[t].

(i) E heifit ein Wurzelkorper von f(t), falls (E/K) eine Korpererweiterung ist und ein
¢ € E existiert mit f(§) =0 .
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(i) Der Erweiterungskorper E von K heifst ein Zerfallungskorper von f(t), falls f(t) dber
E in Linearfaktoren zerfillt und E minimal ist, d.h. f(t) zerfdllt nicht in Linearfaktoren
in Flt] fir K CFCE, F+E.

(Dann ezistieren & € E, so dass f(t) = [[(t — &) in Et].)
Beachte: f(t) hat dann keine weiteren Wurzeln in E.

Satz 2.4. Sei f(t) = > ,ait' € K[t], a, # 0 ein Polynom vom Grad n > 1.
(i) Ein Wurzelkdrper von f(t) existiert .
(ii) Jeder minimale Wurzelkérper L von f ist von der Form L = K[a] mit f(a) = 0.

(iii) Sei f(t) irreduzibel in K[t], v : K — K ein Korperisomorphismus, und v wie in Be-
merkung 2.2. Sei fi(t) = 3.y w(a)tt = (f(t)) € Ki[t]. Ist L = K[a] ein minimaler
Wurzelkérper von f und Ly = Ki[ay] ein minmaler Wurzelkérper von fi, dann definiert
Y1 L— Ly, Y a3 b(a;) o einen Korperisomorphismus (der 1 fortsetzt).

(iv) Insbesondere folgt aus (iii): Ist f(t) irreduzibel in Klt|, so sind je zwei minimale
Wurzelkorper isomorph tiber K.

BEWEIS:

(i) Sei ffz = K[t]/(f(t)) "Wurzelring” mit f(t) =0 (f =t + (f(t))). Jedes maximale Ideal
I < E liefert einen (sogar minimalen) Wurzelkorper E = E/I.
Alternativ sei f; ein irreduzibler Teiler von f in K[t] und setze E := K[t]/(f1).

(ii) Ist L ein minimaler Wurzelkérper von f, so enthélt L ein a mit f(«) = 0. Da K(a) < L

ein Wurzelteilkérper von L ist, folgt L = K(«). Weiter ist a algebraisch iiber K, also
L = Kla].

(i) Da f(t) € K[t] irreduzibel ist, ist auch sein Bild f; = ¢(f) € K;|t] irreduzibel. Daher
ist L2 K[1)/(/(1) = Kt/ (1) = L.

O

Beispiel Das irreduzible Polynom t* — 2 € Q[z] hat Q[v/2] und Q[iv/2] als minimale

Wurzelkorper. Der Wurzelkorper ist also nicht physikalisch eindeutig, sondern nur bis auf
Isomorphie.

Satz 2.5. Sei f(t) € K[t] \ K.
(i) Es gibt einen Erweiterungskorper von K, iber welchem f(t) in Linearfaktoren zerfdllt.
(i1) Je zwei Zerfillungskorper von f sind isomorph tiber K.
BEWEIS:

(i) folgt aus 2.4 durch Iteration.
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(ii) Sei L ein Zerfallungskérper von f iiber K. Durch Induktion iiber m := [L : K| zeigen
wir: Ist ¢ : K — K’ ein Korperisomorphismus und L' ein Zerfallungskorper von 1;( f)e
K'[t] iiber K, so lasst sich ¢ zu einem Korperisomorphismus ¢’ : L — L' fortsetzen.
Ist m = 1, dann zerfallt f in K[t] in Linearfaktoren und L' = K’ 2 K = L.

Sei also m > 1 und ¢(t) € K|[t] ein irreduzibler Faktor von f vom Grad d > 1. Sei
g1 = (g). Sei @ € L mit g(a) = 0 und o/ € L' mit g;(o/) = 0. Dann sind die
Teilkorper Ly = K[a] < L und Ly = K'[a/] < L’ beides minimale Wurzelkdrper von g
(bzw. ¢1) und nach Satz 2.4 (iii) ldsst sich ¢ zu einem Isomorphismus v, : L; — Lo

fortsetzen. Weiter ist [L : L] = dimyg, (L) = (fii;n;f((L[;)) = dimg(m < [L: K]und L

(bzw. L') ist ein Zerfallungskorper von f(t) € Lq[t] (bzw. 4r1(f(t)) € Lsft]). Nach
Induktionsvoraussetzung ldsst sich v¢; zu einem Korperisomorphismus von L nach L'/
fortsetzen, der dann natiirlich auch 1 fortsetzt.

3 Der algebraische Abschluss.

Bemerkung 3.1. Sei L/K eine Kérpererweiterung. Dann ist
Algi(L) :== K := {a € L | a ist algebraisch iber K}

ein Teilkorper von L. K heifit der algebraische Abschluss von K in L. K ist der grofite
Teilkorper von L, der algebraisch uber K ist.

Definition 3.2. Ein Kirper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes f € K|[t] eine
Nullstelle in K hat.

Bemerkung 3.3. Aquivalent sind:
(i) K is algebraisch abgeschlossen.
(11) Jedes irreduzible Polynom in KIt] hat Grad 1.
(i11) Ist (L/K) eine algebraische Erweiterung, so gilt L = K.

Definition 3.4. Sei K ein Korper. Fin Erweiterungskorper E von K heifit ein algebrais-
cher Abschluss von K, falls

(i) E ist algebraisch abgeschlossen.
(1) (E/K) ist algebraisch.
Es gilt (ohne Beweis):

Satz 3.5. (a) Jeder Korper K hat einen algebraischen Abschluss.
(b) Je zwei algebraische Abschlisse K und K' von K sind tiber K isomorph.

Der Beweis von (b) folgt aus
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Lemma 3.6. Sei K ein algebraischer Abschluss von K. Ist K C L C F' eine algebraische
Erweiterung und ¢ : L — K ein Ringhomomorphismus mit ¢ x = id, dann gibt es einen
Ringhomomorphismus ¢ : F' — K mit ¢, = .

Der Beweis von Lemma 3.6 ist nicht konstruktiv, er benotigt das Lemma von Zorn, kann
jedoch fiir endliche Erweiterungen konstruktiv gemachtwerden.

4 Endliche Korper.

Satz 4.1. Sei K ein Korper und U < K* endlich. Dann ist U zyklisch, d.h. es gibt ein z € K
mit U =< z >.

Beweis. K* ist eine abelsche Gruppe, also ist auch U eine endliche abelsche Gruppe. Angenom-
men U ist nicht zyklisch. Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen gibt es dann
eine Primzahl p und eine Untergruppe X := C, x C}, = (a,b) < U. Die p* Elemente von X
erfiillen aber alle 2 = 1, sind also Nullstellen des Polynoms t* — 1 € K]Jt]. Dieses hat aber
(da K|t] faktoriell ist) hochstens p Nullstellen in K, ein Widerspruch. a

Lemma 4.2. Sie K ein Korper und f : K — K ein Korperendomorphismus. Dann ist
F:=Fix(f) ={ke K| f(k) =k}
ein Teilkorper von K.

Beweis. Mit a,b € F liegen auch a + b und a - b in F. Weiter gilt 0,1 € F und fir 0 £ a € F
auch a™! € F. O

Lemma 4.3. Ist K ein Korper der Charakteristik p, dann ist die Abbildung ®, : K —
K,a — aP ein Korperendomorphismus von K, der sogenannte Frobeniusendomorphismus.
Ist K endlich, so ist ®, bijektiv also ein Automorphismus von K, der Frobeniusautomor-
phismus.

BEWEIS: @, ist ein Ringhomomorphismus, denn ®,(ab) = ®,(a)®,(b) und

P
Q,(a+b) = (a+b)P = Z (Z)akbpk =aP 4+ P fir alle a,b € K.
k=0

Der Kern eines Ringhomomorphismus ist ein Ideal, also ist ®, injektiv und damit auch sur-
jektiv, wenn K endlich ist. O

Satz 4.4. Sei K ein endlicher Kérper. Dann ist Char(K) = p eine Primzahl und |K| = p™
eine Potenz dieser Primzahl. Umgekehrt gibt es zu jeder Primzahlpotenz p™ genau einen
Korper mit p" Elementen. Dieser wird mit Fpn bezeichnet.
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Beweis. Der Primkorper von K ist auch endlich und daher = [, fiir eine Primzahl p. Also ist
K ein endlich dimensionaler [F,-Vektorraum und daher |K| = p" mit n = [K : K.

Sei umgekehrt n € N und p eine Primzahl.

Existenz: Sei K der Zerfillungskorper des Polynoms f(t) = " —t € F,[tf]. Dann gilt
) =TT, (t — a;) € K[t] mit Z == {ay,...,ap,m} C K. Da ggT(f, f') =1 gilt | Z| = p*, die
Nullstellen von f sind also paarweise verschieden. Weiter gilt: f(1) = f(0) =0 und a € K
ist Nullstelle von f genau dann wenn @7 (a) = a. Da die n-te Potenz des Frobeniusautomor-
phismus von K wieder ein Automorphismus von K ist, bilden die Nullstellen von f in K also
einen Teilring von K, und damit K = Z.

Eindeutigkeit. Sei L ein Korper mit p™ Elementen. Dann ist der Primkérper Ly = F, = Z/pZ.
Weiter ist L* = L\ {0} eine Gruppe mit p" — 1 Elementen, also gilt a*"~! = 1 fiir alle
0 # a € L. Also enhélt L die p" verschiedenen Nullstellen von t?" — ¢ € F,[t] und damit ist
L der Zerfallungskorper dieses Polynoms. O

Bemerkung 4.5. Jeder Erzeuger a € Fpn mit (a) = Fy. heifit Primitivwurzel von F ..
Jede Primitivwurzel erzeugt den Kérper Fpn = F,[a).
Die Teilkorper von Fyn sind genau die Korper Fya fir die Teiler d von n.
Fiir d | n ist
Fpa:={a € Fpn | a =a} = Fiz(®9).

Bemerkung 4.6. Sei F = F,» ein endlicher Korper und o € F* eine Primitivwurzel. Sei m
ein Teiler von n und Fym = K <F. Dann ist (Ng (o)) = K*.

BEWEIS: Sei n = md. Gal(F/K) wird erzeugt von F™. Also ist

m 2m dm m 2m (d—1)m P
aN]F/K =af +p="+..+p a1+p +p*™M+..+p — T

Da o ein Element der Ordnung p"™ — 1 ist, ist alNg/x € K* ein Element der Ordnung p™ — 1,
also eine Primitivwurzel. O

5 Separable Erweiterungen

Definition 5.1. (i) Ein Polynom f(t) € K|t] heifit separabel, falls die Wurzeln von f(t)
in einem Zerfallungskorper von f paarweise verschieden sind.

(ii) Sei (E/K) algebraische Korpererweiterung. a € E heifft separabel, falls das Mini-
malpolynom tber K wvon a separabel ist. (E/K) heifst separabel, falls jedes a € FE
separabel ist. (Beachte: Das Minimalpolynom ist irreduzibel iber K .)

(i1i) Die Abbildung ': K[t] — K][t]: f(t) — f(t) heifit Ableitung von f.

I I

n
E (litz E iaitl_l
=0 =1

Lemma 5.2. Seien f,g € K[z| und (E/K) eine Kérpererweiterung. Sei weiter h = ggT(f, g)
in K[z]. Dann gilt: h = ggT(f,g) in Elx].
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BEWEIS: *: h = af + g mit geeigneter Wahl von «, € K[z]. Sei nun s € E[x] mit
s|f und s|g. Dann folgt mit *: s|h (in E[z]). Da h|f und h|g in K|x], also auch in E[z] folgt
h=ggT(f,g) in Elz]. O
Satz 5.3. Sei f € K[t] vom Grad > 1. f ist genau dann inseparabel, wenn ggT(f, f') # 1 in
K[t].

BEWEILs: Wegen 5.2 sei O.B.d.A. K Zerfallungskorper von f.

7= f ist genau dann inseparabel, wenn ein a € K existiert mit (¢t — a)?|f(¢). Das im-
pliziert f(t) = (t —a)* - g(t) mit g(t) € K[t|; f' = 2(t — a) - g(t) + (t — a)?d(1) =
(t=a)29(t) + (t — a)g ()] Also (t —a)lggT'(f, [')-

ek

"<=" (t —a)lggT(f, f') impliziert f(t) = (t — a)h(t) und f'(t) = h(t) + (t — a)h'(t), daraus
folgt (t — a)|h(t), also f(t) = (t — a)?h(t).

BEISPIELE 2.

a) Jedes irreduzible Polynom tiber Q ist separabel.

b) t? — x € Fy(x)[t] ist irreduzibel aber inseparabel, denn es gilt: (? — )’ = pt?~! = 0
(mod p). Dann gilt g¢7'(0,t? — z) = t" — x.

Definition 5.4. K heifit perfekt (vollkommen), falls jede endliche Erweiterung von K sep-
arabel ist. (d.h. jedes irreduzible Polynom in K|t| ist separabel)

Satz 5.5. (i) Falls Char(K) =0, so ist K perfekt.
(11) Falls |K| < oo, so ist K perfekt.
BEWEIS:

(i) Sei f(t) € K[t] irreduzibel und grad(f) > 1. Dann ist f'(t) # 0 und grad(f’) < grad(f).
Also gilt ggT'(f, f') =

(ii) Sei f € K[t] irreduzibel. Es sind nun 2 Fille zu unterscheiden :

(i). f' #0, dann gilt ggT(f, f') = 1 (wie oben).

(ii). f/ = 0. Sei f(t) = ant™ + an—1t"' + ... 4+ ao. Dann ist f'(t) = na,t" ' + (n —
Da, 1t" 2+ ...+a; =0. ia; =0 fir alle i = 1...n, falls a; # 0, dann p|s.
Beh.: f = g” fiir ein g € Kt].
Da a +— a? eine bijektive Abbildung von K ist, gibt es b; € K mit 0¥ = q;
(0<i<n). Seig:= Zbiti/p.

Dann gilt gF = Z Wt = f.

i
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O
Erinnerung: Eine Korpererweiterung L/K heifit einfach, falls ein # € L existiert mit
L = K(z). In dem Fall nennt man « auch ein primitives Element von L/K.

Satz 5.6. (Satz vom primitiven Element) Sei L = K (y, z) eine endliche Kdrpererweiterung
von K so dass z separabel iber K ist. Dann gibt es ein x € L mit L = K(x).

Beweis. Fiir endliche Kérper ist dies aus dem Struktursatz ersichtlich. Sei also (E K unendlich.
Seien y1,, und g, die Minimalpolynome von y bzw. z iiber K und £ ein Zerfallungskorper von
fypt, iber L. Dann ist

n m

= L1 = v, =[] - 2) € El]

i=1 i=1
mit z; # z; fiir alle ¢ # 5. Sei (B 2 = 2,y = y1. Da K unendlich ist, gibt es ein a € K mit
yit+az; F#y+azfirallel <i<n,2<j<m.

Setze x :=y + az.

Behauptung. K(z) = L:

Weil p,(z — az) = p,(y) = 0 gilt, ist z Nullstelle von h := p,(x — at) € K(x)[t]. Also ist z
auch Nullstelle von f := ggT(h, i) in K(z)[t]. Ist j # 1, so gilt h(z;) = p,(y+az —az;) # 0
nach Konstruktion von a. Also ist (¢ — z) der einzige gemeinsame Teiler von h und g, und
somit f =t — z € K(x)[t], woraus sich z € K(x) ergibt. O

Y

Folgerung 5.7. Jede endliche separable Kérpererweiterung ist einfach. Sei E = Kla| =
K[X]/(pa(X)) endlich und separabel und n := [L : K] der Grad von pio. Uber einem algebrais-
chen Abschluss K von K zerfillt j1,(X) = [[1—,(X — a;) in ein Produkt von n paarweise ver-
schiedenen Linearfaktoren. Es gibt genau n verschiedene K -lineare Korperhomomorphismen
0;: E — K. Diese sind gegeben durch oi(a) = a;, i=1,...,n.

6 Normale Erweiterungen

Definition 6.1. Sei K ein Korper und K sein algebraischer Abschluss. Eine algebraische
Erweiterung K C E' C K heist normal dber K, falls fir jeden K-Algebrenhomomorphismus
p: E— K gilt o(E) =FE.

Beispiel. F := @[\4/5] ist nicht normal {iber Q, da z.B. der durch Vv/2 5 iv/2 definierte Q-
Algebrenhomomorphismus von E in Algg(C) = Q den Korper E nicht in sich selbst abbildet.

Satz 6.2. Aquivalent sind:
(i) (E/K) normal.

(i1) Jedes irreduzible Polynom in Klt|, das eine Nullstelle in E hat, zerfdllt in E[t] in Lin-
earfaktoren.
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(i1i) Das Minimalpolynom jedes Elements von E dber K zerfdllt in E[t] in Linearfaktoren.
(iv) Das Minimalpolynom jedes Erzeugers von E tber K zerfillt in Et] in Linearfaktoren.

BEWEIS: (i) = (ii) Sei f € K[t] irreduzibel, a € E eine Nullstelle von f. Sei 3 € K eine
weitere Nullstelle von f. Zu zeigen: § € E. Es gilt K[a] = K[f]. Dieser Isomorphismus lésst
sich nach Lemma 3.6 zu einem Korperhomomorphismus ¢ : £ — K fortsetzen. Da E normal
ist, gilt () = E. Also gilt § € E.

(ii) = (iii) = (iv) Klar.

(iv) = (i) Sei ¢ : E — K ein Korperhomomorphismus mit ¢|x = id. Sei a ein Erzeuger von
E iber K, f = p(«a) € Bild(p) und sei f(t) € K[t] das Minimalpolynom von . Dann ist
f(t) auch das Minimalpolynom von « € E. Nach Voraussetzung zerféllt f in Linearfaktoren
in E[t], d.h. E enthilt alle Nullstellen von f in K und damit auch . O

Beispiel Die Eigenschaft, normal zu sein, ist nicht transitiv. Sei L = Q[ﬂ] und F =
Q[v2]. Dann sind (L/Q) und (E/L) normale Erweiterungen, als Erweiterungen vom Grad
2, aber (F/Q) ist nicht normal.

Satz 6.3. Eine endliche Erweiterung (E/K) ist normal, genau dann wenn E der Zerfillungskdrper
eines Polynoms in K[t] ist.

BEwEIs: = Sei (F/K) normal. Da E endlich ist, gibt es ay,...,a, € F mit £ =
Klay,...,a,). Ist p; das Minimalpolynom von a; iiber K, so ist E der Zerfallungskorper von
[[=: pi-
<: Sei E der Zerfallungskorper eines Polynoms p in K[t]. Dann ist £ von den Nullstellen
ai,...,a, von p iber K erzeugt und das Minimalpolynom jedes dieser a; iiber K teilt p und
zerfallt daher in E[t] in Linearfaktoren. Also ist £ normal iiber K. O

Satz 6.4. Sei FE/K eine algebraische Kdrpererweiterung. Dann gibt es eine eindeutig bes-
timmte minimale normale Korpererweiterung E/K, mit ECE. E heifit die normale Hiille
von E uber K.

Ist E/K endlich, so auch E/K.

BEWEIS: Setze E gleich dem Zerfallungskérper aller Minimalpolynome (iiber K') von

Elementen von E. Dann ist E/K normal und E minimal. Ist £ = Kla,,...,a,] endlich
iiber K, so ist F der Zerfallungskorper des Produkts der Minimalpolynome der a; und damit
endlich tiber K. a

7 Galoiserweiterungen

Wiederholung: Eine algebraische Korpererweiterung £ /K heift normal, falls fiir jeden K-
Algebrenhomomorphismus ¢ : £ — E = K in einen algebraischen Abschluss von E gilt, dass
¢(E) = E ist. Da man K-Automorphismen von E zu K-Automorphismen von K fortsetzen
kann (Lemma 3.6) liefert also die Einschréankung einen Gruppenepimorphismus

AutK(F) — AutK(E), Q= PIE-
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Der Kern dieses Epimorphismus ist Autp(E) ein Normalteiler in Autyx (K) und es gilt

Eine Erweiterung E/K ist genau dann normal, wenn jedes Minimalpolynom eines Ele-
ments von F in E[t] in Linearfaktoren zerféllt.

Eine algebraische Korpererweiterung F/K heifit separabel, falls das Minimalpolynom
eines jeden Elements von F in K[t] in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfillt. Fiir
jedes a € F gilt also ggT (i, 1) = 1.

Eine endliche Erweiterung E/K ist genau dann separabel, wenn

[E: K] =|[E: K], = | Homg (B, K)|.

Folgerung 7.1. Eine endliche Kdrpererweiterung E /K ist genau dann normal und separabel
wenn | Autg (E)| = [E : K].

Definition 7.2. Sei M ein Monoid und K ein Korper. Fin Homomorphismus \ : M — K*
heifst Charakter (von M dber K ).

Satz 7.3. (Artin) Sei M ein Monoid und K ein Korper. Je n verschiedene Charaktere iber
K sind linear unabhdngig (als Elemente von KM ).

BeEwEIS: Induktion tiber n: n =1 : klar
n —1 — n: Seien oy,...,0, Charaktere. Ann.: oy,...,0, sind linear abhangig. Dann
existieren a; € K mit nicht alle a; = 0, so dass gilt:

x: aroy(m) + ...+ ayo,(m) = 0 fiir alle m € M.

Mit der Induktionsannahme folgt a; # 0 fiir alle 4 . Sei nun my € M. Setzt man nun mgm
fiir m in * ein und bildet zum anderen oy (mg)*, so erhélt man nach Bildung der Differenz:

| aroi(mo)or(m)+ e +a,0,(mg)o, (m)=0
a101 (m0)01 (m)+a201 (mo)ag(m)) +...+a,01 (mo)an(m) =0
alr(mo) = 71 (mo))or(mt.. - - Agu(onlrmo) = G1(mo)} onlm)=0 g pije 1y € 11
=0 neueKoeff.
Nun sind o9, ..., 0, linear unabhéngig (nach Ind.Ann). Damit gilt: a;(co;(mo) — o1(my)) =
0 fiir alle i = 1,...,n. Dadie a; alle ungleich 0 sind, folgt o;(mg) = o1(my) fur alle i =1,...,n.
mgy € M war beliebig gewahlt, also gilt: o; = 07. Dies ist ein Widerspruch. O

Folgerung 7.4. Sei L/K eine separable Korpererweiterung vom Grad n und Homg (L, K) =
{o1,...,0n} Fiir (vi,...,v,) € L" gilt:

(v1,...,0y,) ist K-Basis von L < det((o;(v;))._1) # 0.

,j=1

Beweis. als Ubung. O

Hauptsatz 7.5. Sei E ein Korper und G < Aut(F).
Sei K = Fixzg(F) :={k € E|gk =k fir alle g € G} der Fizkorper von G.
Dann gilt: [E : K] = |G]|.
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BEWEIS: Seir:=[E: K| und n = |G|.
Sei zunéchst r < co. Dannist £ = Klay, . .., a4 fir gewisse a; € E. Jeder K-Automorphismus
von E ist durch die Bilder der a; eindeutig bestimmt. Ist m; der Grad des Minimalpoly-
noms von a; uber K, so gibt es hochstens m; mogliche Bilder von a; in E. Also gilt
n=|G| <|Autg(E)| <my-...-mg < 0.
(i) Zeige r > n.
Annahme: r < n. Dann ist n < oo. Nun fasst man g € G als Charakter auf ¢ : £* —

E*, x> gx. Sei (ay,...,a,) eine K-Basis von E. Dann ist
ng(gai) =0firi=1,...,r (7.1)
geG

ein lineares homogenes Gleichungssystem in z, iiber £ mit r Gleichungen und n = |G| > r
Unbekannten. Damit existiert eine nichttriviale Losung (z,),eq. Da alle Elemente in E K-
Linearkombinationen der a; sind und G aus K-linearen Abbildungen besteht, gilt > geG L9 =
0 (als lineare Abbildung von F nach E). Also ist G linear abhéngig, was einen Widerspruch
zu Satz 7.3 impliziert.

(ii) Zeige n > r. Sei nun 0.B.d.A. n endlich (d.h., |G| < c0).

S:E—K:a— Zga ist eine K-lineare Abbildung. Nach 7.3 ist S # 0.
geG

Zeige nun: Sind aq,...,a,41 € E, so sind (aq,...,a,41) linear abhéngig tiber K.
n+1

Bew.:x : in(g_lai) =0 mit g € G ist ein homogenes lineares Gleichungssystem in x;
i=1

tiber F mit |G| = n Gleichungen und n + 1 Unbekannten. Also existiert eine nichtriviale

Losung von * :(xy,...,Tn41). O.B.d.A. sei S(z1) # 0 (durch eine Permutation der Indizes

wird erreicht, dass x; # 0 und durch Multiplikation mit einem geeigneten Element aus E wird

erreicht, dass S(z1) # 0) Nun bildet man g *und summiert anschlieend iiber alle g € G.

Man erhalt:

n+1 n+1
S5 (@) =S @ S(a) = 0 mit S(z1) #0
geG i=1 i1 \E;('/
Also sind (ay, ..., a,41) linear abéngig iiber K . O

Folgerung 7.6. Seien die Voraussetzungen wie bei 7.5 mit |G| < co. Dann gilt:
G!:%AutK(ED.

BEwEIs: Falls G < Autg(E) , so wendet man 7.5 auf G = Autg(E) an. Sei nun K der
G—Fixkérper: |G| = [E : K] KEK [E : K] 2 |G| > |G|. Dies ist ein Widerspruch, also gilt:
G=0G. O
Folgerung 7.7. Sei E/K eine endliche Kérpererweiterung und G = Autg(E), so gilt:

(i) |G| < [E: K]

(i) |G| = [E : K] genau dann, wenn K = Fizg(FE).
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BEWEIS: K := Fizg(E) D K, also gilt [E: K| > [E : K] 2 |G|. O

Definition 7.8. Eine endliche Korpererweiterung (E/K) heifit galoissch, falls | Autk (E)| =
[E : K|. Dann heifit G = Gal(E/K) := Autg(F) die Galoisgruppe von E iber K.

Satz 7.9. Fir eine endliche Korpererweiterung E /K sind dquivalent:
(1) E/K ist Galoiserweiterung.
(2) E/K ist normal und separabel, also Zerfillungskorper eines separablen Polynoms.
(3) K = Fixg(FE) fir eine endliche Untergruppe G von Aut(E).

BEWEIS: (1) < (2) ist Folgerung 7.1.
(3) = (2): Sei a € E. Betrachte die Bahn von a unter G.

Ga={a=ay,...,a,}.

Das Polynom p,(z) := [[}_,(z — a;) € E[x] ist invariant unter der Operation von G auf E|[z]
vermoge g(> birt) := > g(b;)x! liegt also im Fixring K[z] (da Fixg(E) = K). Insbesondere
zerfallt das Minimalpolynom von a tiber K (welches ja p, teilt) in paarweise verschiedene
Linearfaktoren in E[z|. Damit ist F normal und separabel.

(1) = (3): Folgt aus Folgerung 7.7 O

Folgerung 7.10. Sei E/K galoissch mit Galoisgruppe G. Ist a € E, so operiert G transitiv

auf den Nullstellen des Minimalpolynoms von a tiber K. Der Stabilisator ist die Galoisgruppe
von E tber Klal,
Stabg(a) = Gal(E/K]a])

Hauptsatz 7.11. Fundamentalsatz der Galois-Theorie: Sei (E/K) Galoiserweiterung
und G = Autg(E). Dann gilt:

(i) 1G] = [E: K]
(i) ©:UG)={U|U <G} — Z(K,E)={F|F ist ein Korper und K < F < E}

ist eine inklusionsumkehrende Ahnlichkeit, wobei G auf U durch Konjugation und auf
Z(K, E) durch Anwenden operiert.

BEWEIS:
(i) Dies ist sofort klar.

(i) Zeige: @ ist injektiv.
Sei U; < G mit &(U;) = ®(Us,). Ersetzt man Uy durch (Uy, Us) (beachte ®((Uy, Us)) =
®(Us)), so kann man 0.B.d.A. annehmen, dass U; < Us. Auflerdem gilt: |Uy| = [E :
O(Uy)] = [E : ®(Us)] = |Us|. Also gilt: Uy = Us.
Zeige: P ist surjektiv.
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Ist F' € Z,soist E//F galoissch, denn E ist Zerfallungskorper eines separablen Polynoms
f(t) € K[t] C F[t]. Setze U := Autp(F) < Autg(E). Dann ist F' = ®(U).

Dass & G-vertréglich ist, folgt wegen Fix,y,-1(E) = g(Fixy(E)).

Die inklusionsionsumkehrende Eigenschaft folgt sofort.

Folgerung 7.12. Mit den Bezeichnungen aus 7.11 gilt:

U < G genau dann ein Normalteiler von G, wenn (®(U)/K) galoissch ist. Dann ist Galg (P(U)) =
G /U wvermdge Einschrinken.

(E/F) ist galoissch fir alle F' € Z(K, E).

Folgerung 7.13. (Satz vom primitiven Element) Sei (E/K) endlich und separabel. Dann
existiert ein a € E mit E = Klal. (a heifit ein primitives Element.)

BeweEls: st |K| < oo, so folgt dies aus dem Struktursatz fiir endliche Korper (jeder
Erzeuger von K* ist ein solches primitives Element). Sei also |K| = co. Zwischen E und K
liegen nur endlich viele Zwischenkorper, also wird die Behauptung fiir jedes a € E\{endlich
viele Zwischenkorper} erfiillt. a
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