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Vorwort

Ein Code im klassischen Sinne ist ein Untervektorraum von F~, wobei F ein endli-
cher Korper ist. Da Codes zur Nachrichteniibertragung benutzt werden, sind Codes
mit guten fehlerkorrigierenden Eigenschaften von besonderem Interesse. Dies sind hau-
tig die selbstdualen Codes. Aus Eigenschaften von Codes wiederum, wie zum Beispiel
der Selbstdualitét, ergeben sich Invarianzeigenschaften der zugehdrigen Gewichtszéhler.
Dies sind Polynome, die als Information die Haufigkeiten der verschiedenen Gewichts-
verteilungen in C enthalten und damit auch Informationen tiber seine fehlerkorrigie-
renden Eigenschaften. Ein beriihmtes Ergebnis der Codierungstheorie ist der Satz von
Gleason aus dem Jahr 1970. Dieser Satz besagt, dass Gewichtszédhler doppelt gerader bi-
nérer selbstdualer Codes in dem Polynomring liegen, der von den Gewichtszidhlern pe,
des Hamming-Codes der Lange 8 sowie pg,, des Golay-Codes der Lange 24 erzeugt wird.

In dem Buch [5] entwickeln G. Nebe, E.M. Rains und N.J.A. Sloane das Konzept des
Typs eines Codes tiber Form-Ringe und ihre Darstellungen. Einerseits ermoglichen diese
Strukturen die Modellierung von Codes mit bestimmten Eigenschaften; die selbstdualen
doppelt geraden bindren Codes etwa sind in dieser Sprache die Typ 2%, Codes. Auch die
sehr allgemeine Klasse der IF,-linearen Codes iiber dem endlichen Korper I, findet ihre
Entsprechung - dies sind genau die Codes vom Typ ¢'". Auf der anderen Seite liefert
eine Darstellung p einer Form-Struktur eine komplexe Matrixgruppe C(p), die Clifford-
Weil-Gruppe, unter der die Gewichtszidhler von Codes des Typs p invariant sind. Die
Darstellung p stellt also einen Zusammenhang her zwischen Eigenschaften von Codes
des Typs p einerseits und Invarianzeigenschaften der zugehorigen Gewichtszahler ande-
rerseits. Im Fall der doppelt geraden selbstdualen binidren Codes, also der Typ 2,-Codes
etwa ergibt sich eine komplexe Matrixgruppe, deren Invariantenring erzeugt wird von
Pes und pg,,. Resultate wie der Satz von Gleason lassen sich also auf immer die gleiche
Weise mit Hilfe dieser Theorie beweisen.

Gleichzeitig liefert die Kenntnis des Invariantenrings von C(p) einen Uberblick iiber
mogliche Gewichtszdhler von Codes des Typs p. Mit Hilfe der Invariantentheorie lassen
sich daher etwa obere Schranken an das Minimalgewicht von Codes herleiten, welches
sich aus dem Gewichtszdhler ablesen ldsst und gleichzeitig ein Mafistab fiir die fehler-
korrigierenden Eigenschaften ist.

Gewisse Typen p von Codes erlauben die Definition eines Schattens. Ist C' < FN, soist
dies ein Teilraum von FV, dessen Gewichtszihler durch Variablensubstitution aus dem
Gewichtszdhler von C' hervorgeht. Diese Substitution geht aus der Darstellung p hervor.
Man kann also durch Anwenden der Schattentransformation priifen, ob ein Element des
Invariantenrings von C(p) der Gewichtszahler eines Codes vom Typ p ist. Das entstehen-
de Polynom muss als Gewichtszihler eines Teilraums von FV in Frage kommen; zum
Beispiel diirfen keine negativen Koeffizienten auftauchen. Diese Vorgehensweise wird
im letzten Teil dazu benutzt, bessere obere Schranken an das Minimalgewicht zu finden.

Nun zum Inhalt: Nach einer Einfiihrung in die Codierungstheorie und die Invarian-
tentheorie fiihrt das dritte Kapitel die Sprache der Form-Ringe ein, deren Darstellungen
den Typ eines Codes definieren. Darauf aufbauend wird im vierten Kapitel die eingangs
erwdhnte endliche komplexe Matrixgruppe C(p), die Clifford-Weil-Gruppe, konstruiert.
Im sechsten Kapitel wird die Struktur dieser Gruppe untersucht und im siebten Kapi-
tel wird der Hauptsatz von [5] bewiesen, der besagt, dass der Invariantenring von C(p)
von den Gewichtszdhlern von Codes vom Typ p erzeugt wird. Hierbei konzentrieren wir
uns auf den wichtigen Fall, dass der zugrundeliegende Ring ein Matrixring iiber einem



endlichen Korper ist. Dies vereinfacht viele Beweise und ermdglicht einen vollstandi-
gen Beweis des Hautsatzes in diesem Fall. Im achten Kapitel wird der Hauptsatz am
Beispiel von Codes tiber F4 & Fu illustriert; dort finden wir auch Codes, die den entspre-
chenden Invariantenring erzeugen. Im letzten Kapitel erhalten wir durch gleichzeitiges
Betrachten der Gewichtszidhler des Codes und seines Schattens (der im fiinften Kapitel
eingefiihrt wird) neue bessere Schranken an den Minimalabstand Euklidisch selbstdualer
Codes tiber Fy4.

Fiir die verallgemeinert doppelt geraden Codes iiber FF, geben wir bis zur Lange 32
alle extremalen Gewichtszdhler an. Fiir die Rechnungen wurden die Computeralgebra-
systeme MAGMA ([2]) und MAPLE ([3]) benutzt.



1 Codes und ihre Gewichtszahler

In diesem Kapitel mochte ich einige Grundbegriffe einfithren und motivieren.

Definition 1.1. Ist A eine endliche Menge, so nennt man eine Teilmenge C' C AN einen Code.
Man nennt A das Alphabet des Codes C.

In dieser Definition wird von dem Code C' noch recht wenig Struktur verlangt. Als
klassische Codes sind Untervektorraume des K-Vektorraums KV bekannt, wobei K ein
endlicher Korper ist. Das Alphabet K besitzt in diesem Fall eine Gruppenstruktur.

Codes werden zur Nachrichteniibertragung gebraucht. Nach ihrer Ubermittlung
miissen die Codeworte decodiert werden; zuvor jedoch miissen eventuelle Ubertra-
gungsfehler korrigiert werden. Dies geschieht durch Ermittlung des Codeworts, welches
in einem im Folgenden prézisierten Sinne den geringsten Abstand zum tibermittelten
Codewort aufweist.

Definition 1.2. Seien A eine endliche Menge und C' C AN ein Code. Fiir ¢, € C seien
d(c,d):={ie{l,...,n}|c #c}|
der Hamming-Abstand von c und ¢ sowie
d(C) := min{d(c,d) | ¢, € C,c # '}
der Minimalabstand von C.

Bemerkung 1.3. Der Minimalabstand von C bestimmt die fehlerkorrigierenden Eigenschaften
von C: Es gelten

(i) d(C) — 1ist die Anzahl der Fehler, die C' erkennt.
(i) {%-‘ ist die Anzahl der Fehler, die C korrigiert.

Hat ein Code C gute fehlerkorrigierende Eigenschaften, so wird er schlicht als gut
bezeichnet.

Ist das Alphabet A von C eine endliche abelsche Gruppe und C < A%, so lassen
sich die fehlerkorrigierenden Eigenschaften mit Hilfe des Begriffs des Minimalgewichts
erfassen.

Definition und Bemerkung 1.4. (Minimalgewicht eines Codes.) Es seien A eine abelsche
Gruppe und C < AN eine Untergruppe.

(i) Esseic = (c1,...,cn) € C. Dann heifst
wt(c) :={i e {l,...,n} | ¢ #0}
das Gewicht von c.
(ii) Man nennt wt(C) := min{wt(c) | ¢ € C, ¢ # 0} das Minimalgewicht von C.
(iii) Wegen d(c, ) = wt(c — ) fiir ¢, € C gilt

d(C) = wt(C).



Im Folgenden seien stets A eine endliche abelsche Gruppe und C < AN,
Das Minimalgewicht von C lésst sich aus seinem vollstindigen Gewichtszéhler ablesen.

Definition 1.5. Fiir c € C und a € Aseing(c) :=|{i € {1,...,n} | ¢; = a}|. Dann heifst
cwe(C) := Z H 2" e Clzy | a € A
ceCacA

der vollstindige Gewichtszihler von C.

Der vollstindige Gewichtszdhler eines Codes C < A" ist ein homogenes Polynom
vom Grad N.

Definition 1.6. Es seien R ein Ringund p € R[z1,. .., xy). Gilt fiir zwei Monome z{* - .. .- x&»
und 2% - ... - xbr mit nicht verschwindenden Koeffizienten in p, dass 31", a; = S0 by == N
ist, so nennt man p homogen vom Grad N. Mit R[x1,...,xy| N bezeichnen wir die Menge aller
homogenen Polynome in Rz, ..., xy,]) vom Grad N.

Im Folgenden wird der volle Gewichtszahler eines Codes C' eingefiihrt, der als eine
direkte Kopie von C' angesehen werden kann. Dazu benétigen wir noch eine Definition.

Definition 1.7 (Gruppenring). Seien R ein Ring und G eine endliche Gruppe. Es bezeichne
RG den freien R-Modul auf (by | g € G). Mit der Multiplikation byby, := bgy, fiir alle g, h € G
wird RG zu einer R-Algebra, dem sogenannten Gruppenring von G iiber R.

Definition 1.8. Der volle Gewichtszihler von C'ist definiert durch

fwe(C) := Y b, € CAV.
ceC

Der vollstindige Gewichtszdhler cwe(C') geht aus fwe(C) gewissermaflen durch Ver-
gessen der Anordnung der Koordinaten hervor. Dies wir im Folgenden prézisiert.

Definition und Bemerkung 1.9. Definieren wir eine Abbildung
N
Sym : C[AN] — Clz, | a € 4], bar,...an) ™ Hmai,
i=1

so ist Sym ein C-Vektorraumhomomorphismus, welcher fwe(C) auf cwe(C') abbildet.

Die Eigenschaften eines Codes spiegeln sich in Invarianzeigenschaften seines Ge-
wichtszdhlers unter gewissen linearen Transformationen wieder. Sei etwa K ein end-
licher Korper und C' < K N ein K-Teilraum, der mit seinem Orthogonalraum beziiglich
des Euklidischen Skalarprodukts

N
<x,y >= Z:Uiyi, x = (1‘1,.. . ,.Z‘N), Yy = (yl,. ..,yN)
i=1
tibereinstimmt. Dann ist N = 2dim(C) gerade (siehe dazu Bemerkung 3.20) und als
homogenes Polynom vom Grad N ist cwe(C) € Clzy, | k € K] dann invariant unter der
Transformation
xp — —xp, k € K.

Lineare Transformationen werden beschrieben durch die Operation gewisser komplexer
Matrizen. Die Operation einer komplexen Matrixgruppe auf C[z, | a € A] wird im
Folgenden definiert.



Definition und Bemerkung 1.10. Ist G < GL,(C), so induziert jedes g € G einen C-
Algebrenautomorphismus von Clzy, . .., xy] durch

b 'g(ajl’ .- "‘Tn) :p(g(ﬂfl), cee 79(56?1))7
fiir p € Clzq, . .., zy), wobei

n
(x;) = Zgij$i, je{l,...,n}
i=1

Diese linearen Transformationen auf C[z, | a € A] sind Ringhomorphismen, wel-
che in gewisser Weise mit speziellen Automorphismen von CAY korrespondieren. Dies
beschreibt das folgende Lemma.

Lemma 1.11. Essei T : Clz, | a € A] — Clz, | a € A] ein Ringhomomorphismus. Wir
definieren Funktionen f, fiir a € A durch

T(za) =Y falv)z

vEA

Ist T : CAN — CAN ein C-Vektorraumhomomorphismus mit

T(ba) = D far(v1) .- fay(on) by

DeAN
fiira=(ai,...,an), 0 = (v1,...,vy) € AN, s0ist Sym oT = T o Sym.
Beweis. Essei @ = (ay,...,ay) € AV. Dann gilt

Sym(T(b&)) = Sym( Z fa1 (Ul faN UN Z Hfal Uy xvz

GEAN vEAN i=1
N N

= Hzf‘“ (v)xy = H (a;) Hlﬁal = T'(Sym(ba)).
i=1veA i=1

O

In den folgenden Kapiteln werden aus den Eigenschaften eines Codes C' haufig

zundchst Invarianzeigenschaften seiner direkten Kopie fwe(C') hergeleitet - die entspre-

chenden Automorphismen von CV haben dabei immer die in Lemma 1.11 beschriebene

Gestalt. Lemma 1.11 liefert in diesen Féllen ein allgemeines Prinzip, um die Invarianzei-
genschaften von fwe(C) auf cwe(C') zu tibertragen.

Mehr Informationen tiber den Code erhilt man, indem man hohere Gewichtszihler
betrachtet.

Definition 1.12. Es sei C < AN ein Code und m € N. Sind ¢V, ... ™ e C sowie v =
(M. .. 0™ € A™, so definieren wir

ap(cM, MYy = [{ie{1,...,N}| c,gl) =M. ,c(m) = oM.
Dann heifSt
CWGm(C) = Z H ay (¢ ... c(m)) c (C[.Z'v ‘ vE Am]

c(l) c(m)EC vEA™

der Geschlecht-m-Gewichtszihler von C.



In cwe,,,(C) gehen also die Spalten der Matrizen A™* ein, deren Zeilen Codeworte
sind.

Beispiel 1.13. Es sei ia < IF% der Code mit Erzeugermatrix A := (1 1); das heifit, die
Zeilen von A erzeugen iy als Fo-Vektorraum. Dann ist io = {(0,0),(1,1)}, fwe(iz) =

bo,0) + b(1,1), cwe(iz) = z32? und

ewes (iz) = xg + a1y + 2y + ).
In Beispiel 1.13 l4sst sich bereits die folgende allgemeine Tatsache beobachten.

Bemerkung 1.14. Es sei C < FY ein Code und auch ein F,-Vektorraum. Die Dimension von
C als F4-Vektorraum sei m. Dann ist C durch cwe,, (C') eindeutig bestimmt bis auf Permutation
der Koordinaten.

Beweis. Es seien c1,...,¢, € C mit ¢; = (cgl)7 e ,cl(N)) firi = 1,...,N. Dann
bildet (c1, ..., ¢;,) genau dann eine Basis von C, wenn die Matrix (CEJ ) )ij den Rang m hat.
Wegen dim(C) = m existiert ein Monom Hf\il Ty, Mitv; = (vl(l), e ,vl(m)) furi=1,...,N

mit nicht verschwindendem Koeffizienten in cwe,,(C'), so dass die Matrix A := (vi(j ))ij

den Rang m hat. Dann bilden die Spalten von A eine Basis von C. O

2 Invariantenringe

Im vorigen Kapitel haben wir beispielhaft gesehen, dass Gewichtszidhler von Codes in-
variant sind unter gewissen linearen Transformationen, die von den Eigenschaften der
Codes abhidngen. Spéter werden wir diesen Zusammenhang mit Hilfe des Begriffs der
Darstellung eines Form-Rings spezifizieren, indem wir feststellen, dass die Gewichts-
zdhler im Invariantenring der komplexen Matrixgruppe C(p) liegen, der Clifford-Weil-
Gruppe, welche wiederum durch die Eigenschaften der Codes bestimmt wird. In diesem
Kapitel beschaftigen wir uns mit der Struktur solcher Invariantenringe. Die Kenntnis die-
ser Struktur verschafft einen Uberblick {iber mogliche Gewichtszdhler von Codes, was
besonders im Hinblick auf das maximal mogliche Minimalgewicht interessant ist. Die
Sétze in diesem Kapitel finden sich in [10].

Definition 2.1 (Invariantenring einer Matrixgruppe). Ist G < GL,(C), so heifst
Inv(G) :={p € Clz1,...,z,] | p- g =pfiiralle g € G}
der Invariantenring von G.

Gemadfs 1.10 ist Inv(G) tatsdchlich ein Ring. Weiter erhilt die Operation von G auf
Clz1,...,zy] die Eigenschaft der Homogenitit in dem Sinne, dass fiir p € C[z1, ..., zy], p
homogen vom Grad N die Transformation p - g fiir ¢ € G ebenfalls homogen vom Grad
N ist. Daher gilt

Inv(G) = BOF—o Inv(G) N,

wobei

Inv(G)n = Clzy,...,z)n NInv(G) = {p € Inv(G) ‘p homogen vom Grad N



2.1 Die Cohen-Macaulay-Eigenschaft

Definition 2.2. Sei R eine graduierte C-Algebra mit Krull-Dimension n. Die Menge
{01,...,0,} C H(Ry) heifit homogenes Parametersystem fiir R, falls R endlich erzeugt ist
als C[01, ..., 0,]-Modul. Insbesondere sind dann 0, . . ., 0, algebraisch unabhingig.

Das Noethersche Normalisierungslemma besagt, dass ein solches homogenes Para-
metersystem fiir jede graduierte C-Algebra R existiert.

Satz 2.3. Es seien R eine graduierte C-Algebra und 6., . .., 0, ein homogenes Parametersystem
fiir R. Dann sind die folgenden beiden Bedingungen idquivalent.

(i) Rist ein freier C[f1,...,0,]-Modul, das heifit, es existieren ny, ..., € R mit

R= a0 Cloy, ..., 0.

(ii) Ist ¢1,. .., ¢p ein homogenes Parametersystem fiir R, so ist R frei als Cl¢, . .., ¢p]-Modul.
Bemerkung 2.4. In Satz 2.3 konnen wir annehmen, dass 11, . . ., n; homogen sind.

Man sagt, dass eine graduierte C-Algebra R die Cohen-Macaulay-Eigenschaft besitzt,
falls sie einer und damit beiden Bedingungen aus Satz 2.3 gentigt.

Eine Darstellung von R wie in Satz 2.3 (i) heifit dann Hironaka-Zerlegung von R. Aus
einer Hironaka-Zerlegung von R lafit sich die Hilbert-Reihe von R, welche im néchsten
Abschnitt definiert wird, unmittelbar ablesen.

Definition und Bemerkung 2.5. Ist G < GL,,(C) eine endliche komplexe Matrixgruppe, so
hat Inv(G) die Cohen-Macaulay-Eigenschaft. Mit den Bezeichnungen von Satz 2.3 heifen dann
01, ...,0, die primiren Invarianten und ny, . . ., ny, die sekundiren Invarianten von Inv(G).

2.2 Die Hilbertreihe eines Invariantenrings

Definition 2.6. Es sei R = Ry ® R1 ® Ra @ ... eine graduierte C-Algebra. Fiir i € N sei
n; = dimg(R;). Dann heifit die formale Potenzreihe

H(R,z):= i n;z'
i=0

die Hilbertreihe von R.

Die Hilbertreihe des Invariantenrings einer endlichen komplexen Matrixgruppe ldsst
sich auch direkter durch die Gruppe selbst beschreiben.

Definition 2.7. Es sei G eine endliche komplexe Matrixgruppe. Die formale Potenzreihe

1 1
M l = det(id — »a)
olien(G, z) Iel g%;; det(id — zg)

heif$t die Molienreihe von G.

Satz 2.8 (Molien). Es sei G eine endliche komplexe Matrixgruppe und R der Invariantenring
von G. Dann gilt
Molien(G,z) = H(R, z).



Satz 2.9. Es sei R eine graduierte Cohen-Macaulay-Algebra mit einer Hironaka-Zerlegung wie
in Satz 2.3. Dann ist die Hilbertreihe von R gegeben durch

pdeg(m) oo 4 pdeg(ne)
(1 — zdes(61)) . . (1 — zdeg(9n))’

H(R,z) =

Existieren Codes C?,...,Ch,C5, ..., c; vom Typ p mit
Inveyg, | vev](C(rho)) = cwe(CF)[ewe(CY), . .., ewe(Ch)|4+. . .+cwe(Cy)[cwe(CY), . . ., cwe(Ch)],

s0 schreiben wir auch s O
IHV(C Ty | VEV (C(p)) = M
[wv | vEV] cr...,Ch

Folgender Zusammenhang besteht zwischen der Ordnung einer Gruppe und ihren
Invarianten.

Satz 2.10. Es sei G eine endliche Gruppe. In einer Hironaka-Zerlegung wie in Satz 2.3 seien
di,...,dy die Grade der primien Invarianten. Ist t die Anzahl der sekundiren Invarianten, so
qilt
‘ dids .. .dy

|Gl
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3 Der Typ eines Codes

In diesem Kapitel wird der in dem Buch [5] entwickelte theoretische Rahmen vorgestellt,
der es ermoglicht, die vielgestaltigen Eigenschaften linearer Codes durch die Begriffe
der Isotropie und der Selbstdualitdt zu erfassen. Diese Begriffe werden immer beztiglich
einer Darstellung gebildet; dies ist eine Datenstruktur, welche geeignet ist, die Eigen-
schaften linearer Codes zu modellieren. Eigenschaften von Codes werden also indirekt
durch algebraische Objekte beschrieben, denen eine gewisse Struktur gemeinsam ist.

Darstellungen wiederum sind Konkretisierungen allgemeinerer Objekte, der Form-
Ringe. Zu einem Form-Ring gibt es verschiedene Darstellungen, die Codes verschiede-
ner Langen oder auch, wie in Abschnitt 3.3, Codes mit unterschiedlichen Eigenschaften
modellieren konnen.

Die abstraktere Betrachtungsweise durch Form-Ringe ermoglicht die Definition der
Witt-Gruppe (siehe [5]) sowie der hyperbolischen counitdren Gruppe U(R, ®) in Kapitel
6. Die Betrachtung von U(R, @) erleichtert die Bestimmung des Isomorphietyps der in
der Einleitung erwahnten Gruppe C(p), da diese eine projektive Darstellung von U/(R, @)
ist. Mit Hilfe der Darstellungen wiederum ldsst sich C(p) allgemein beschreiben; dies
geschieht in Kapitel 4.

3.1 Form-Ringe

Definition 3.1. Ein Quadrupel (R, M, ), ®) heifst Form Ring, falls die folgenden sechs Bedin-
gungen erfiillt sind.

a) Rist ein Ring.

b) M ist ein R ® R-Rechtsmodul mit Automorphismus v : M — M, so dass T(m)(r @ s) =
T(m(s®7)) fiiralle m € M,r,s € Rund 7% = idy,.

¢) ¥ : Rg — Migg ist ein R-Modulisomorphismus, so dass € := =1 (7((1))) € R*.

d) ® ist ein R-gModul, d.h. ® ist eine abelsche Gruppe und es gibt eine Abbildung [ | : R —
Endz(fb) mit

(i) [1] =id
(it) [r][s] = [r-s]
(iii) [r+s+tj+[r]+[s]+[t]=[r+s]+[t+s]+[r+1]

fiiralle r,s,t € R.
e) Es existieren Abbildungen \ : & — M, { } : M — ® mit
{r(m)} = {m}, 7(M¢)) = A@) und A({m})=m+7(m)
fiir allem € M und ¢ € .
f) Esgilt p[r + s] = ¢[r] + ¢[s] + {\(@)(r @ s) } fiiralle p € P undr,s € R.

Ein Morphismus von Form-Ringen besteht aus einem Tripel von Abbildungen, das
mit diesen Strukturen vertraglich ist. Speziell fiir Isomorphismen ergibt sich
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Definition 3.2 (Isomorphismen von Form-Ringen). Es seien R = (R1, My, 11, 1) sowie
Ro = (Rg, Ma, 1), ®o) zwei Form-Ringe; weiter seien ;, \; und { '}, fiir i = 1,2 wie in Defi-
nition 3.1. Die Form-Ringe Ry und Ro heiflen isomorph, falls ein Tripel (fr, fur, fo) existiert,
welches den folgenden neun Bedingungen gentigt:

(i) fr: Ri1 — Ry istein Ringisomorphismus.
(i) far: My — My ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen.
(iii) fo: ©y — Oy ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen.
(iv) Esgilt far(m(r @ s)) = far(m)(fr(r) @ fr(s)) fiirallem € My und r, s € Ry.
(v) Es gilt fo(¢[r])) = fo(9)[fr(r)] fiir alle g € @y undr € Ry.
(0i) Es gilt far(11(m)) = 72(far(m)) fiir alle m € My und r,s € R.
(vii) Es gilt far(1h1(r)) = vo(fr(r)) fiiralle r € Ry.
(viii) Es gilt far(M(6)) = Aol fo(@)) fiir alle ¢ € ®1.
(ix) Esgilt fo({m},) = { fa(m)}, fiir alle m € M.

Beispiel 3.3 (Reskalieren von Form-Ringen). Es seiecn R = (R, M, ), ®) ein Form-Ring
und a € R*. Wir definieren einen 1 @ R-Modulhomomorphismus

Y* R — M, s— 1(as).

Dann ist R* := (R, M, ¢®, ®) ebenfalls ein Form-Ring, welcher isomorph ist zu R. Man nennt
R die Reskalierung von R beziiglich a.

J

Fiir jeden Form-Ring R = (R, M, 1, ®) lasst sich ein Antiautomorphismus  von R

folgendermafien konstruieren:
Definition und Bemerkung 3.4. Die Abbildung

TP R= R T (@(1)(r@1)
ist ein Antiautomorphismus von R.

Dass / tatsdchlich ein Antiautommorphismus ist, wird im Folgenden zusammen mit
weiteren Rechenregeln in Form-Ringen bewiesen.

J

Bemerkung 3.5. [Einige Rechenregeln in Form-Ringen] Fiir den Antiautomorphismus * von R

gelten
(i) P(r)(s@t) = w(srt) fiiraller,s,t € R,
(ii) (rs)? = s’r” fiiraller,s € R,

(iii) T(¥(r)) = »(r’e) fiiraller € R,

(iv) e/r’*e =r fiiraller € R,
(v) ele=1,

(i) B(r~7v,v') = B(v,rv) fiiraller € R, v,v' € V.

12



Beweis.

zu(i): Y(r)(s@t) =v(r)(s@D)(1et) =9p(1)(s® 1) (1@ rt) =p(s’)(1@1rt) = p(s/rt)
zu (ii): Wir zeigen ((rs)”) = ¢ (s”r”); da ¢ ein Isomorphismus ist, folgt dann (rs)’ =
s/r/ firaller, s € R. Es ist

b((rs)”) = 1/}(1/71(1/1(1)(7“'8 ®1)) =v1)(rs®1) =¢1)(rel)(s®1)

2 ) se1) s,

JA®r))=(r(¥(1)(r®l) =) (rel)

2u (iv): Esisto(r) = 7(r(&() @ 17 e)) @ (7 e)7e) & (e’ ¢). Die Behaup-
tung folgt nun, da 1) ein Isomorphismus ist.

=
~

3.5(i)

¥(re)

N
—~
<
—~
=
Nt
I
o)
=
—

zu (iii):

zu (v): Nach (iv) ist e/17°¢ = 1. Aus 17” = 1 folgt €/¢ = 1.

zu (vi): Bsist B(r=7v,v") = pp((1)(r=7 @ 1)) (v,v') = par (¥(7)) (v, ') = B(v, rv").
O

Bemerkung 3.6. Mit den Bezeichnungen von Definition 3.1 besagt Teil (v) von Bemerkung 3.5,
dass € stets ein Linksinverses in R besitzt. Ist R endlich, so ergibt sich daraus e € R*, das heifst,
diese Forderung ist dann in Definition 3.1(c) entbehrlich.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung m. : R — R. Nach Bemerkung 3.5(v) ist m.
injektiv, denn fiir 2,y € R folgt aus ex = ey, dass ¢/ ex = €’ ey, also z = y. Wegen |R| < oo
ist m. auch surjektiv. O

Beispiel 3.7. Ist R = (R, M, v, ®) ein Form-Ring mit 7 wie in Definition und Bemerkung 3.4
und R® die Reskalierung von R beziiglich a € R*, so ist der Antiautomorphismus ’* von R®
gegeben durch

fiir r € R. Denn es ist
r7 = @)@ M e ) =T (@) (r@l) =a YT (1)@ 1)a.
In Kapitel 4 werden wir besonders die folgenden speziellen Idempotente betrachten.

Definition 3.8. Seien R ein Ring und 7 ein Antiautomorphismus von R. Ein Idempotent e € R
heif$t symmetrisch beziiglich 7 genau dann, wenn gilt

eR=e/R
als R-Rechtsmoduln. Ein Idempotent, welches nicht Summe anderer nichttrivialer Idempotente
ist, heif$t primitiv.
Beispiel 3.9. Es sei speziell R ein Matrixring iiber einem endlichen Korper K, also R = K™*",
und es sei 7/ ein (Anti-) Automorphismus von K. Durch
(n)
TR — R, (rij) — (r})

erhalten wir einen Antiautomorphismus von R. Dann sind alle primitiven symmetrischen Idem-
potente beziiglich ’ ™ konjugiert zu ey := diag(1,0,...,0). Denn bekanntlich sind Idempotente
diagonalisierbar mit Eigenwerten O und 1; mit der Definition von Primitivitit folgt die Behaup-
tung.
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Bemerkung 3.10. Sei R ein Ring. Ein Idempotent e € R ist genau dann symmetrisch beziiglich

des Antiautomorphismus’ J von R, wenn Elemente u, € eRe’ v, € e’ Re existieren mit u.v. =

e und veu, = e”’.

Beweis. Ist i) : eR — e¢’R ein R-Rechtsmodulisomorphismus, so definieren wir
ve := () sowie ue := 11 (e’). Diese Elemente haben die gewiinschten Eigenschaften:

vee = Ph(e)e = (e?) = p(e) = ve
uce’ =9 (el)e’ =y (e"el) = v (e’) = ue
Vette = Y(€)ue = Y(eue) = Y(ue) = e’
ueve =~ (e )ve = ¥ (eve) = ¥ (ve) = .

Umgekehrt wird durch ¢ : eR — ¢’ R, e — v, ein [somorphismus von R-Rechtsmoduln
definiert, da v¥(eu.r) = e’r,7 € R. O

Die folgende Bemerkung motiviert den Begriff der Darstellung eines Form-Rings. In
einem Form-Ring R = (R, M, ¢, ®) haben M und ® eine dhnliche Struktur wie die im
Folgenden beschriebenen Bilinearformen bzw. quadratische Abbildungen - diese Abbil-
dungen eigenen sich dazu, die Eigenschaften der Selbstdualitdt bzw. der Isotropie von
Codes zu beschreiben (siehe Definition 3.16). Eine Darstellung von R besteht dement-
sprechend aus Morphismen von R, welche R so konkretisieren, dass Eigenschaften von
Codes modelliert werden konnen.

Bemerkung 3.11. Seien R ein Ring, V' ein R-Linksmodul und A eine abelsche Gruppe.

a) Die Gruppe
Bil(V,A) :=={p:V x V — A|Bist Z — bilinear}

ist ein R ®z R-Rechtsmodul durch
B(r & s)(v,w) = B(rv,sw) fiiralle § € Bil(V, A), v,w e V.
Die Abbildung T : Bil(V, A) — Bil(V, A), definiert durch
7(B(v,w)) := B(w,v) fiiralle g € Bil(V, A), v,w eV
ist ein Automorphismus von Bil(V, A) mit 7% = idgii(v,A)-

b) Die Gruppe Quad(V, A) der quadratischen Abbildungen von V nach A, welche genau die
Abbildungen ¢ : V' — A enthilt mit

d(v+w~+u)+ ¢(v) + o(w) + d(u) = p(v+u) + p(w+u) + p(v+w) fiiralle u,v,w €V
ist ein R-qModul durch
o[r](v) == ¢(rv) fiiralle ¢ € Quady(V,A), re R, ve V.

Aus der definierenden Eigenschaft der Gruppe Quad(V, A) ergibt sich fiir ¢ € Quady(V, A),
dass ¢(0) = 0.
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c) Die Abbildungen A\ : Quady(V,A) — Bil(V,A) und { } : Bil(V,A) — Quady(V, A),
definiert durch

A@)(v,w) = p(v+w) — ¢(v) — p(w) fiiralle ¢ € Quady(V,A), v,w eV,
{8} (v) = pB(v,v) fiiralle g € Bil(V,A), v eV,
haben die Eigenschaften, dass
{r(m)} = {m}, 7(A¢)) = A9)
sowie
A{m}) =m+7(m),  olr +s] = olr] = ¢ls] = {AM@)(r@s)}
fiir allee m € Bil(V,A4), ¢ € Quady(V,A) und r,s € R. Man nennt

(Bil(V, A), Quady(V, A)) mit 7, { } und \ wegen obiger Eigenschaften ein quadratisches
Paar iiber R.

3.2 Darstellungen von Form-Ringen

Definition 3.12. Sei R = (R, M,v, ®) ein Form-Ring. Ein Quadrupel p = (V, pur, pas, )
heifit Darstellung von R, falls

a) V ist ein R-Linksmodul,

b) ppy + M — Bil(V, A) (A eine abelsche Gruppe) ist R @ R-Modulhomomorphismus mit
pr (T(m)) (v, w) = pyr(m)(w,v) fiirallem € M,v,w eV,

c) po: ® — Quady(V, A) ist R-gModulhomomorphismus,

d) {pa(m)} = ps({m}) fiir alle m € M und par(A(#)) = Aps(9)) fiir alle ¢ € @,

e) 0 := pn(¢(1)) ist nichtsingulir, das heifit, v — [((v,-), V — Hom(V, A) ist ein Isomorphis-
mus.

Die Darstellung p heifit endlich, falls |V | < oo und A = Q/Z.

Im Folgenden bezeichne stets R = (R,M,vy,®) einen Form-Ring sowie p =
(V. par, pa, B) eine Darstellung von R.
Wir kommen zu einer der grundlegendsten Definitionen:

Definition 3.13. Ein Code C' in p ist ein R-Untermodul von V.

Zu einem Code C' in p lasst sich sein dualer Code definieren.
Definition 3.14. Ist C ein Code, so bezeichnet

Ct={veV|pBw,c)=0firallecc C}
den dualen Code von C.
Bemerkung 3.15. st C ein Code, so ist
Ct={veV|pu(m)(v,c)=0firallece C, me M}.

Denn fiir vi,vy € V gilt
par(m)(v1,v2) = par(Y (™ (m))) (v1,v2) = par (P(1) (1Y~ (m))) (01, v2) = Blor, b~ (m)v2).
Ist nun vy € C, so ist auch v=*(m) € C, da C ein R-Teilmodul von V ist. Daraus folgt
B(v1, "t (m)vg) = 0.
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Die eingangs erwdhnten Eigenschaften der Selbstdualitdt und der Isotropie eines Co-
des lassen sich nun durch p folgendermafsen beschreiben:

Definition 3.16. Es sei C < V ein Code.
(i) C heifit selbstorthogonal, falls C C C+.
(ii) C heift selbstdual, falls C = C*+.
(iii) C heifit isotrop, falls C selbstorthogonal ist und pg(¢p)(c) = 0 ist fiir alle c € C, ¢ € .

Auch auf der abstrakten Ebene der Form-Ringe ist in gewisser Weise erkennbar, wie
Eigenschaften von Codes in den zugehorigen Darstellungen modelliert werden konnen.

Bemerkung 3.17. Es seien R = (R,M,¢,®) mit { } und X ein Form-Ring und p =
(V, pm, pa, B) eine Darstellung von R.

(i) Ist { } surjektiv, so ist ein selbstorthogonaler Code in p auch isotrop in p.
(ii) Ist X surjektiv, so ist ein isotroper Code in p auch selbstorthogonal in p.
Beweis.

zu (i): Esseienc € Cund ¢ = {m} € ®,m € M. Dann gilt
pa({m})(c) = {prr(m)}(c) = prr(m)(c, c) = {B}[m](c).
zu (ii): wie (i).

O
Aus einer Darstellung kann man weitere Darstellungen desselben Form-Rings kon-
struieren.

Definition 3.18. a) Durch p := (V,—pn, —pae, —3) erhilt man wieder eine Darstellung von
R; p heifst die zu p konjugierte Darstellung.

b) Fiir N € Nist Np := (VN, o, p¥, BN) eine Darstellung von R; hierbei sind p}; und p
definiert durch

N N
par(m)(v,w) =Y par(m)(vi, i), pg (8)(v) = Y pa(d)(vi)
i=1 =1

fiirv,w € VN v = (v1,...,un), w = (wi,...,wN).

In unserem Kontext ist die Darstellung Np von besonderer Bedeutung, da sie es er-
laubt, Codes mit unterschiedlicher Lange, aber dhnlichen Eigenschaften durch Variation
der Darstellung zu modellieren. Auf diese Weise konnen wir nun den Typ eines Codes
definieren:

Definition 3.19. Ein Code der Linge N vom Typ p ist ein selbstdualer isotroper Code in N p.
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3.3 Beispiele von Typen von Codes

Zunichst eine Bemerkung, mit deren Hilfe sich in gewissen Féllen die Selbstdualitét eines
Codes nachweisen ldsst.

Bemerkung 3.20. Es seien K ein endlicher Korper und V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum sowie 3 : 'V x V — Q/Z eine nichtsinguliire Bilinearform. Dann gilt

dimg (CHP) = dimg (V) — dimg (C).

Denn da (8 nichtsingulir ist, ist V. = Hom(V,Q/Z) via v +— [(v,-). Insbesondere ist die
Abbildung ¢ : 'V — Hom(C,Q/Z), v — [(v, ')‘c ein Epimorphismus. Wegen Kern(v) =
C4P folgt die Behauptung aus dem Homomorphiesatz fiir Gruppen.

331 ¢i»

Wir wollen allgemeine lineare Codes iiber dem endlichen Korper F, in der Sprache der
Form-Ringe und ihrer Darstellungen modellieren.
Sei dazu
R(¢™) = (Fq ® Fq,Fq ®©Fg,id, {F, @ F}),

wobei {F, ¢ F,} = F,und g = p/ eine Primzahl ist. Eine Darstellung von R mit den
gewiinschten Eigenschaften ist gegeben durch p(¢'™) := (V, ppr, pa, B), wobei V :=F, @
Fq, pr(a, b) := mgyp mit

1
Map((1,91), (T2,92)) = = Tr_ | (z1ay2 + y1b22).
D Fq\FP

Hierbei bezeichne Tr_ | die Spur von F, in seinen Primkorper F,, den wir mit Z/pZ

q‘ P
identifizieren. Ist C ein Code der Lange N in p(¢'™), so hat C als F, ® F,-Untermodul
von (F, ® F,) die Form C' = C; @ Oy, wobei C; = (1,0)C < (1,0)(F, ® F,)"¥ und
Cy = (0,1)C < (0,1)(F, ® F,)". Wir schreiben ¢ = (c,c2) fiir c € C mit ¢ = ¢1 + ¢z,
c1 € 01,02 S CQ. Dann ist

N
par(map) (1, c2), (), b)) = (criach; + caibely).

=1

Es bezeichne (-, -) das Euklidische Skalarprodukt auf F, x F,, das heifst, (a,b) = ab fiir
a,b e F,. Ist (¢,d) = 0fiiralle c € C; und ¢ € Oy, so ergibt sich aus obiger Gleichung die
Selbstorthogonalitit von C. Ebenso gilt, dass C selbstdual ist, falls C; = C3- und damit
auch Ci{- = Cy. Durch geeignete Wahl der a, b erhilt man auch die Umkehrungen dieser

Aussagen, da
N

prr(mio)((crse2), (ch,ch)) =) erich;.
i=1

Im Folgenden werden die beiden Typen von Codes eingfiihrt, mit denen wir uns in

Kapitel 9 beschiftigen werden. Auch in Kapitel 5 werden diese Codes wieder aufgegrif-
fen und beziiglich des dort eingefiihrten Begriffs des Schattens untersucht.
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Euklidisch selbstduale Codes iiber F,, ¢ = 27:

Diese Codes lassen sich modellieren durch den Form-Ring R(¢¥) = (F,,F,,id,F,)
mit {} = 7 = idp, und A = 0. Die zugehdrige Darstellung p(qF) = (Fq, par, po, B) ist
definiert durch

pas(m) ) = B m) ) = Blar,my) 1= 5 Tr, | (may)

tur alle m,z,y € F,. Die Abbildung pg ist damit gemdfS Bemerkung 3.17 wegen der
Surjektivitiat von { } bereits bestimmt, das heifit, es ist ps(®) =< {8} >=< ps(1) > als
F,-qModul.

Codes vom Typ ¢¥ enthalten den Einsvektor 1. Denn das Quadrieren ist ein Galois-
Automorphismus von Iy, und daher gilt

8(60) = 5 Ty 15, () = 5 Try 1, (€) = B(L,0

firallec e C.

Die selbstdualen (und damit auch isotropen) Codes in N p(¢¥) sind tatsichlich genau
die euklidisch selbstdualen Codes in ;. Denn bezeichnen wir mit (-,-) : F; x F, — F,
das Euklidische Skalarprodukt auf F,, so gilt fiir einen Code C' < F} offensichtlich

Cc+H) € ¢HP. Da sowohl (,-) als auch 8 nichtsingulir sind, folgt aus Dimensions-
griinden C-() = ¢4,
333 ¢F

Euklidisch selbstduale verallgemeinert doppelt-gerade Codes iiber F,, ¢ = 2/

Diese Codes sind zum Beispiel von Quebbemann in [8] und in [6] betrachtet worden.
Fiir die Einfiihrung dieses Typs bendtigen wir die folgenden wohlbekannten Lemmata
aus der Zahlentheorie.

Lemma 3.21. Seien n € N und K ein Korper mit char(K) t n. Es bezeichne ¢y, (z) € Zx] fiir
m € N das m-te Kreisteilungspolynom. Genau dann ist { € K eine primitive n-te Einheitswur-
zel, wenn ¢, (¢) = 0 ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n und benutzen, dass

" —1
A | E)
dlm
d#m

"=":Ist ( € K eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist { eine Nullstelle von 2™ — 1, aber
nach Induktionsvoraussetzung keine Nullstelle von ¢4(x) fiir d|n,d # n - man beachte,
dass char(K) 1 d. Daher ist ¢ Nullstelle von ¢,, ().

"<": Sei ( € K mit ¢,({) = 0. Wegen (;Sn(x)‘a:" — 1 ist ¢ eine n-te Einheitswurzel.
Angenommen, ( ist nicht primitiv. Dann existiert nach Induktionsvoraussetzung ein d
Nmit d|n, d # n, so dass ¢q(¢) = 0. Wegen 2" — 1 =[], ¢a(z) ist ¢ doppelte Nullstelle
von z" — 1, also auch Nullstelle von (2" — 1)’ = na""!. Dies fiihrt aber auf ( = 0, im
Widerspruch zu der Tatsache, dass ¢ eine n-te Einheitswurzel ist. O

Das folgende Lemma findet sich in [7] auf Seite 135. Im Folgenden bezeichne Z,, den
Ring der ganzen p-adischen Zahlen und Q, dessen Quotientenkorper.
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Lemma 3.22 (Henselsches Lemma). Es sei f(x) € Zp[x] mit f(x) # 0 mod p. Besitzt f(x)
modulo p ein Zerlegung

f(@) =g(x)h(z) €TFyla]
[

in teilerfremde Polynome g, h € F[z], so besitzt f(x) eine Zerlegung
f(x) = g(@)h(z) € Zyplx]
mit deg(g) = deg(g) sowie
g(x) =g(x) mod pund h(x) = h(z) mod p.

Lemma 3.23. Essei ¢ = 2/, f € N, und es sei {;_1 € Qg eine primitive (¢ — 1)-te Einheits-
wurzel. Weiter sei Iy der Korper mit q Elementen. Dann ist

Fy & Zo[Cq-1]/2Z2[Cq—1].

Beweis. Es bezeichne p(z) € Zy[z] das Minimalpolynom von ¢,_;, und es sei fi(z) €
[F5[z] die Reduktion von p modulo 2. Wir zeigen, dass ein wy € [, mit Minimalpolynom
fi(x) existiert, welches die multiplikative Gruppe von F, erzeugt. Wie in Lemma 3.21
bezeichne ¢,,(z) fir m € N das m-te Kreisteilungspolynom. Wegen Lemma 3.21 gilt
dann p(z) | ®4-1(z) in Q2[z] und also auch in Zy[z].

Nun sei h(z) := 297! — 1 € Zs[z]. Wir betrachten gemaf8 3.21 die Reduktion

@) =d1@) [ Bala),

welche tiber F; vollstindig in Linearfaktoren zerféllt. Aus dem Henselschen Lemma
ergibt sich, dass 7i(x) € Fa[z] irreduzibel ist, woraus die Existenz von wy folgt - man
beachte, dass wp nach Lemma 3.21 eine primitive (¢ — 1)-te Einheitswurzel ist.

Nun ist

Fy = Falwo] = Faz]/ (u(x)) = Zolz]/ (2, () = Za[(g-1]/2Z2[Cq-1]

g
Wir wollen Codes mit den folgenden Eigenschaften modellieren.

Definition 3.24. Ein Code C < FY heifit doppelt-gerade, falls fiir alle ¢ = (c1, . .., cn) € C die
Bedingungen

(4) =0 und (i) ) cic;=0

i=1 1<J
erfiillt sind.

Um die Eigenschaften euklidisch selbstdualer doppelt-gerader Codes tiber I, in der
Sprache der Form-Ringe und ihrer Darstellungen zu erfassen, betrachten wir den Form-
Ring

R(Q?I) = (Fy,Fy,1d, 0/40),
wobei O = Zs[(y5_1]. Gemdfs Lemma 3.23 ist F, = O0/20. Ist wy wie im Beweis von
Lemma 3.23, so wird wy unter der dort angegebenen Isomorphismenkette auf ¢, + 20
abgebildet. Quadrate von Elementen aus [, kann man also als Elemente von ® = 0/40
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auffassen vermoge der wohldefinierten Abbildung = + 20 — 2% + 40. Durch ¢[wo] :=
( 3_1 +40)¢ fur ¢ € O/40 wird O/40 zu einem F,-qModul.
Die zugehorige Darstellung ist gegeben durch

p(qIEI) = (FQ7PM7pr76)7

wobei p)s wie beim Typ ¢F definiert ist durch

1
pyv(m)(z,y) = 3 Trg, /r, (Mzy)

firm,z,y € Fy.

Nun ist O/40 eine freier Z/47Z-Modul (siehe Bemerkung 4.9) und offensichtlich auch
7/4Z-Algebra, weshalb die Linksmultiplikation mit x ist fiir jedes + € O/40 einen
Z/4Z-Modulhomomorphismus von O/40 darstellt. Dessen Spur wird im Folgenden mit

Tr,, 10|z 4Z(x) bezeichnet. Nun konnen wir die quadratischen Abbildungen definieren
durch )
po(@@) = § Ty of15(05°)

fira € O/40 und z € I,
Die Abbildungen { } und A sind gegeben durch

{}: F, — 0/40, m — 2m? X: OJ40 —TF,, ¢ — ¢+ 20/40.

Da ) surjektiv ist, impliziert die Isotropie eines Codes in Np(¢%) gemafl Bemerkung
3.17 seine Selbstorthogonalitat.

Um zu zeigen, dass es sich hier tatsdchlich um die selbstdualen verallgemeinert dop-
pelt geraden Codes handelt, betrachten wir zundchst einmal genauer die quadratischen
Formen dieses Typs, welche, wie wir eben gesehen haben, die mafigeblichen Eigenschaf-
ten solcher Codes modellieren. Lemma 3.25 stellt zwischen den quadratischen Formen
des Typs p(¢F) einerseits und p(¢¥) andererseits einen hilfreichen Zusammenhang her.

Lemma 3.25. Fiir die quadratischen Abbildungen pg q}a)(l) bzw. pg .z )(1) der Darstellungen
plaf) bzw. p(qfy) gilt
2pg(qE) (1) = pg(gr)(1).

Beweis. Als Z/4Z-Modul ist O/40 frei auf den Erzeugern (1 + 40,(;—1 +
40,... ,ngll + 40) - siehe dazu auch Bemerkung 4.9. Gemédfs Lemma 3.23 ist

0/40/20/40 = 0 /20 = F,.
Daher ergibt sich, dass

Tr mod 2 = Tr v?) € 7.)27,

0/40‘2/42(1)2) Fq‘FQ( )

tiir alle v € IF,. Daraus folgt aber

1 o1
) Tr0/4o\2/4z(v )= g Ir

(v*) € Q/Z,

Fy |F2

woraus die Behauptung folgt. O
Daraus folgt nun
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Satz 3.26. Die Codes vom Typ p(q¥;) sind genau die selbstdualen verallgemeinert doppelt geraden
Codes.

Beweis. Wegen Bemerkung 3.20 geniigt es, sich im Beweis auf den Nachweis der
Eigenschaften (i) und (ii) aus Beispiel 3.3.3 bzw. der Isotropie von C' zu beschranken.

Sei C < V¥ ein Code vom Typ p(¢¥). Da JFg = IF, ist und Quadrate von Elementen
von [, als Elemente von O /40 aufgefasst werden konnen, konnen wir die Gleichung

Z Zc +22010J 1
i=1

1<j

tiber O/40 betrachten. Aus der Isotropie von C ergibt sich, dass

1
N 2N
Py (a”)(c) = 0/40\2/42 ZC

tir alle c € C'und a € F,. Mit Lemma 3.25 erhalten wir daraus, dass

N N
1
0= ‘111 1)(a? g ) = )(1)(02 E i) = iﬁ(az, E ;)
=1 =1 i=1

tir alle c € C'und a € F,. Da 3 nichtsingular ist und char(F,) = 2, folgt

ZC _O_Z ) Flp

=1

also auch Zf\i 1 ¢ = 0 € Fy, womit wir die Eigenschaft (i) aus Beispiel 3.3.3 nachgewiesen
haben. Die Gleichung (1) ergibt dann

QZCiCj =0¢€ 0/40
i<j
Da O ein Integritdtsbereich ist, folgt, dass
D cicj=0€0/20 =F,.
i<j

Dies entspricht Eigenschaft (ii) aus Beispiel 3.3.3.
Ist umgekehrt C' < FY ein verallgemeinert doppelt gerader Code, so lautet wegen
der Eigenschaften (i) und (ii) von C die Gleichung 1

N
Y =0 €0/40.
=1
Daraus ergibt sich
N N 1 N
A (0)e) = pal@)(e) = 3§ TH(6ed) = { Te(D 6e?) =0
=1 =1 =1

fiir alle ¢ € O/40. Als isotroper Code ist C in Np(¢F) auch selbstorthogonal und damit
wegen Bemerkung 3.20 sogar selbstdual, also vom Typ p(¢%). O
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4 Invarianzeigenschaften und die Clifford-Weil-Gruppe

Gewichtszdhler von Codes eines Typs p sind invariant unter gewissen linearen Transfor-
mationen, die sich aus den Eigenschaften dieser Codes ergeben. Mafigeblich sind hier
die Eigenschaft R-Modul zu sein sowie die Isotropie und die Selbstdualitdt von C.

Diese Eigenschaften entsprechen je einer Klasse von Automorphismen von CV und
somit je einer Klasse von Erzeugern der zugehdrigen komplexen Matrixgruppe, der
Clifford-Weil-Gruppe. Die den ersten beiden Eigenschaften entsprechenden Transfor-
mationen sind relativ offensichtlich. Um die der Selbstdualitdt von C entsprechende
Transformation zu finden, benutzen wir eine partielle MacWilliams-Identitédt (Satz 4.4),
zu deren Beweis Hilfsmittel aus der Darstellungstheorie benotigt werden.

4.1 Invarianzeigenschaften von Gewichtszihlern

Definition 4.1. Ist G eine endliche abelsche Gruppe, so heifst
G={x:G— Cx(a+b) = x(a)x(b) fiirallea,be G}
die Charaktergruppe von G.

Definition 4.2. Es bezeichne C% = {f : G — C} den C-Vektorraum der komplexwertigen

Funktionen auf G. Dann erhalten wir ein Hermitesches positiv definites Skalarprodukt < >¢ auf
C% x CY durch

< f,h>g=

al Z f(g)@'

1
Gl =2

Den folgenden Satz werden wir 6fter verwenden, um die Invarianz von fwe(C') unter
bestimmten linearen Transformationen herzuleiten. Er beinhaltet in vereinfachter Form
die wohlbekannten Orthogonalitédtsrelationen.

Satz 4.3. Esist
a) |G| = |G| und

b) @ bildet eine Orthonormalbasis des C-Vektorraums C¢ = {f : G — C} beziiglich des Ska-
larprodukts < , >q.

Beweis. Im Folgenden seien n := |G| und G = {gi, ..., i }-
zu a): Betrachtet man die Darstellung
G=<g1 >X<g>X... X< gm>, g1,...9m €G

von G als direktes Produkt zyklischer Untergruppen, so ist g € G eindeutig be-
stimmt durch (§(g1),...,9(gm)). Istd; == | < ¢g; > |,i = 1,...,m, so sind als
Wahlen der g(g;) genau die d;-ten Einheitswurzeln moglich, falls i € {1,...,m}.
Alsoist |G| =dy ...dy = |G].

zub): Es gentigt zu zeigen, dass G ein Orthonormalsystem beziiglich <>¢ ist, da zum

einen dimc(CY) = |G| ist und sich zum anderen fiir jede lineare Abhingigkeit
(AM,...,An) € C"von G aus der Orthonormalitdtseigenschaft
0 = <Ma+---+ g, Mg1+ -+ A\nGn >

M2+ A
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ergibt. Bezeichnet1 : G — C, g — 1 fiiralle g € G den trivialen Charakter von
G, so geniigt es wegen

i

~

Gh=1=g=h g hecCG

>

zu zeigen, dass

L g=

/\1 — .. ~~ A.
<g,1>¢g {O const furalle ge G

Sei dazu § € G,§ # 1; dann existiert ein j € {1,...,m} mit g(g;) # 1. Definiert

man
Gji=<g1>X...<gj1>X<gjy1 > %X...xX < gm >< G,
so ist
d;j—1
G/G] =L g; > und G = U gé +Gj.
i=0
Daraus ergibt sich
dj—1
—~ 1 ~ NG —~
<G.1>6= 5 > G(g)" Y alg) =0.
1=0 geGj

=0
0

Satz 4.4 (Partielle MacWilliams-Identitit). Es seien R = (R, M, v, ®) ein Form-Ring, p =
(V. par, pa, B) eine endliche Darstellung von R und C' < V ein R-Teilmodul. Seien weiter e
ein symmetrisches Idempotent beziiglich der durch T auf M induzierten Involution 7 auf R und
Ue, Ve wie in 3.10. Dann gilt

fwe(Ct) = ﬁ Z Z Z exp(2miB(w, ve€) )by t(1—e)o-

ve(l—e)C+ weeV ceeC
Beweis. Wir zerlegen C- mit Hilfe der orthogonalen Idempotente e und 1 — e in

Ct=(1-e)Ct@eCt =(1-e)Cta@(eC)HPe

fwe(CH) = ) > buby.

ve(l—e)CL we(eC)L:Pe

und erhalten

Den zweiten Summanden wollen wir mit Hilfe der Orthogonalitdt der Charaktere um-
schreiben; betrachten wir dazu den Charakter

Xw: €C — C*, ¢ exp(27mife(w, ¢)).
Es gilt x,, = 1 genau dann, wenn w € (eC )P, und damit gilt

eC|, w € (eC)LPe
0, sonst

Z exp(2mifB(w, vec)) = Z exp(2mife(w, ¢)) = |eC| < Xw, 1 >=

ceeC ceeC

Daraus ergibt sich

S b= ﬁ S S exp(2miB(w, vec) bu,

we(eC)L:Pe weeV ceeC

womit die Behauptung bewiesen ist. O
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Folgerung 4.5. In der Situation von Satz 4.4 betrachten wir den Fall, dass C selbstdual ist.
Dazu beobachten wir zunichst fiir ¢ € eC und v € (1 —e)C, dass (1 —e)(c+v) = (1 —e)v
sowie ve(c + v) = vec, wegen ve € e’ Re.

Satz 4.4 besagt dann, dass

1 )
fwe(C) = e Z Z exp(2mi 3 (w, ve€)) byt (1—-e)e-
ceCweeV
Das heifst, bezeichnet H den C-Vektorraumautomorphismus von CV, welcher definiert ist durch

by — Z exp(2mif3(w, vev)) byt (1—e)yvs

wee

so ist H (fwe(C')) = fwe(C).

4.2 Die Clifford-Weil-Gruppe einer Darstellung

Definition 4.6 (Clifford-Weil-Gruppe). Seien R = (R, M,, ®) ein Form-Ring und p
(V. pm, pa, B) eine endliche Darstellung von R. Die zugehdrige Clifford-Weil-Gruppe C(p)
GLyy|(C) ist definiert durch

VAN

C(p) =< my,dg, heue .|t € R*, ¢ € ®,e € Rsymm. Idempotent, e = ueve, e’ = veue >,
wobei my, dy, he y. v, € Aut(CV') definiert sind durch

Mo (b) = bry  dy(by) = exp(2rips(9)(v))b,
sowie

1 ,
hegewe(bo) = =75 > exp(2miB(w, vev))buy(1-epo-
|6V’ / weeV
Satz 4.7. Ist C ein selbstdualer isotroper Code vom Typ p, so gilt g(fwe(C)) = fwe(C) fiir alle

g €C(p).

Beweis. Es gentigt, dies fiir die Erzeuger von C(p) zu zeigen. Fir r € R* operiert m,
auf CV durch Permutation der Basisvektoren. Da C < V ein R-Untermodul von V ist,
ist fwe(C) invariant unter m,..

Die dg4, ¢ € ®, operieren diagonal auf CV' und lassen genau die isotropen Vektoren
v € V invariant.

Die Invarianz von fwe(C') unter he 4, ,, schliefSlich ergibt sich aus Folgerung 4.5 [

Fiir den vollstindigen Gewichtszédhler erhalten wir

Folgerung 4.8. Ist C ein selbstdualer isotroper Code in Np, so ist cwe(C) €
InV(C[zU | veV] (C(p))

Beweis. Wir zeigen die Invarianz von cwe(C) unter den Erzeugern von C(p) mit Hilfe
von Lemma 1.11. Im Fall der m, konnen wir das Lemma mit

1, v=ra

fa(v) = { 0. sonst fira,v eV

verwenden, da r(v1,...,vn) = (rv1,...,roy) firr € Rund v = (v1,...,vn) € VY. Fiir
die d, liefert das Lemma mit

fira,veV

falv) = { exp(2mips(9)(v)), v=a

] 0, sonst
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die gewiinschte Aussage, da p (¢)(v) = SN | pa(¢)(v;) fiir alle v = (vy,...,vy) € VN
sowie ¢ € ®. Bei den h. . », schliefllich betrachten wir die Funktionen

fa(v) = |eV|_% exp(2mif(v,vea)) flura,v € V;

der Vorfaktor |eV| "2 ergibt sich hierbei aus [eVV| = |(eV)N| = |eV|V, da cwe(C) homo-
gen vom Grad N ist. O

4.3 Beispiele fiir Clifford-Weil-Gruppen: Typ p(4%) und Typ p(4%))

Nun wollen wir zu den in Kapitel 3.3 eingefiihrten Darstellungen p(¢¥) und p(¢%) fiir
q = 4 explizit Erzeuger der zugehorigen Clifford-Weil-Gruppen bestimmen. In beiden
Fallen lasst sich die Clifford-Weil-Gruppe von drei Elementen erzeugen. Dies liegt un-
ter anderem an der einfachen Erzeugtheit der jeweiligen ¢-Moduln, die hier fiir p(¢%)
nachgewiesen wird:

Bemerkung 4.9. [Die Struktur von O /40]
Es ist O /40 =< 1 > als Fg-qModul. Denn bezeichnet p(x) € Zy[x] das Minimalpolynom
von (y—1 und fi(x) dessen Reduktion modulo 4, so gilt

Z5[Cq—1]/4Z5[Cq—1] = Z./4Z[x] | (i(x))

via
-1 d—1 '
> aiCy 1 +4Zal¢u] = D (ai + 2a7)a’ + (a(x)),
i=0 i=0
wobei a; = Z;’il)al(j)?*l € Zy, a?) € {0,1} fiiri = 1,...,n. Daher erhalten wir aus der

Tatsache, dass
Z/AZ[z] ) (A(z)) =< 1+ (A(z)), z + (A(x)), . ..,2/ " + (A(x)) >
als Z-Modul, dass
O/40 =< 1+40, (-1 +40,..., ¢/} +40 >

als abelsche Gruppe. Ist nun wq der im Beweis von Lemma 3.23 definierte Erzeuger von F}, so
gilt gemdf$ Beispiel 3.3.3, dass

plwo] = (C2_, +40)¢ fiir ¢ € ©/40.
Daraus ergibt sich, dass
{1+40,(-1+40,..., /71 +40} € < 1 >5,_oModul,
womit die Behauptung bewiesen ist.

Die einfache Erzeugtheit der ¢-Moduln wird nun auf die Elemente der Clifford-Weil-
Gruppe tibertragen.

Bemerkung 4.10. Mit den Bezeichnungen von 4.6 gilt
d¢1+¢2 = d¢1 d¢2 und d¢m = mrfldqur

fiir alle r € R sowie ¢1, ¢2 € P.
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Beispiel 4.11. Wir bestimmen Erzeuger der Clifford-Weil-Gruppe fiir die Darstellung p(q¥) des
Form-Rings R(q¥). Wegen Bemerkung 4.10 wird C(p(qF)) erzeugt von m,, dy und hy 1 1, wobei
w € Fy eine primitive (¢ — 1)te Einheitswurzel bezeichne. Im Fall ¢ = 4 sind diese Matrizen
explizit

1 00 0 10 0 0
o001 ] _fo1 0 o0
MTo=109 100" 100 -1 0
0010 00 0 -1
sowie
1 1 1 1
1 1 -1 -1
=141 4 1 4
1 -1 1 -1

Als Isomorphietyp von C(p(4F)) erhalten wir die Gruppe
C(p(47)) = (DsY Ds).S3

der Ordnung 2° - 3.
Die Molien-Reihe von C(p(4F)) (siche Kapitel 2) ist gegeben durch

1+ ¢
(1—-)1—t4)(1 —16)(1 —8)

Beispiel 4.12. Auch hier gibt es gemiifS Bemerkung 4.10 drei Erzeuger. Wir verwenden Lemma
3.25, um diese im Fall ¢ = 4 explizit zu berechnen. Sind my, und hy 1 1 wie in Beispiel 4.11, so ist

Clpafr)) =< muw, hi11,dg >,

wobei
1 0 00
0O -1 0 O
=109 0 i o0
0O 0 0 =
Es gilt

C(p(471)) = (Z4Y DY Ds). As,
wie man mit [2] nachrechnet. Es gilt |C(p)| = 28 - 3 - 5. Die Molienreihe dieser Gruppe ist

1 +t40
(1 —t4)(1—¢®)(1 —12)(1 —¢20)°

4.4 Hohere Clifford-Weil-Gruppen

Bisher haben wir von der Clifford-Weil-Gruppe C(p) einer Darstellung p gesprochen; tat-
sdchlich konnen wir fiir jede nattirliche Zahl n € N eine Geschlecht-n-Clifford-Weil-Gruppe
Cn(p) zu p definieren. Die bisher behandelte Gruppe C(p) ordnet sich hier mit n = 1 ein.
Auch im Folgenden schreiben wir stets C(p) fiir C1(p).

Um C,(p) definieren zu konnen, variieren wir zunichst den zugrunde liegenden
Form-Ring.
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Definition und Bemerkung 4.13. Seien R = (R, M,,®) ein Form-Ring und n € N.
Dann ist das Quadrupel Mat, (R, M, 1, ®) := (R™*™ M™¥" <" &) mit den Abbildun-

gen A { 3" sowie 7(") wieder ein Form-Ring, wobei
¢1 miz ... M

o) — : i € ®,mij € Myi,j=1,....n
' Mp—1n

Pn
Die Involution (™) : M™™ — M™™ ist hierbei definiert durch
70 ((mig)ig=1..n) = (T(m52)) im0,
und die Strukturabbildungen \(™) : &™) — M™™ bz, { 3} M ) sind gegeben

durch
)\(¢1) mi2 ce. min

Ay = | T2

. Mnp—1,n
T(mln) . T(mn—l,n) )‘((an)
bzw.
{mi1} mig+7(mar) ... Min + 7(Mn1)

{((mij)ij=1..n) }™

Mp—1,n + T(mn,nf 1 )

{mnn }

Auf M™*™ erhalten wir eine R™*" @ R"*"-Modulstruktur, indem wir X (A ® B) fiir A, B €
R™"™ und X € M™™ als Interpretation des formalen Matrixprodukts A’ “XB auslegen - man
interpretiert das Produkt a”zb als z(a ® b) fiir v € M und a,b € R. Motiviert wird das durch
Bemerkung 3.5.

Konkret heifSt das

(X(A® B)), Z X1 (Agi ® Byj).
L1

Auf ®") liefert ebenfalls die Imitation von Matrixmultiplikation eine R™<"-gModul-
Struktur. Man erhiilt

kiléf)k:k[Akz‘]ﬂL Y. Atu(Ar® Au)}, i=j

1<k<i<n

DN Ork) Ak @ Akj) + Y. Ori(An @ Agj) + 7(du) (A @ Agz), 1< j
k=1 1<k<I<n

Im Fall n = 2, mit dem wir uns in Abschnitt 6.1 noch beschiiftigen werden, lautet diese Vorschrift

explizit
$1 m a b\ _ (¢ m
(o)l )= %),
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wobei

Y

®y = ¢1lal + p2lc] + {m(a @)
¢y = ¢1[b] + ¢old] + {m(b@d)}

==

und
m' = AN¢)(a®@b) +m(a®d)+ A¢2)(c@d) +7(m)(c@b).

Die Antiautomorphismen auf K"*" fiir den endlichen Korper K lassen sich relativ
leicht beschreiben.

Satz 4.14. Es seien K ein endlicher Korper und 7 ein Antiautomorphismus von K™ ". Fiir
X € K™ sei Xt die Transponierte von X. Dann gibt es einen Isomorphismus ~— : K — K
sowie A € GL,,(K) mit

X7 =AX'A7!
fiir alle X € K™*".

Beweis. Ist A € K% zentral, so ist auch A7 € Z(K™ ™), denn fir X € K™*" gilt
ATX = (XTA) = (Ax~ ) = Xx A7,

Wegen Z(K™*") = {al, | « € K} konnen wir dann einen Isomorphismus = : K — K
definieren durch al,, := (al,)’ fira € K.

Dann ist 7 : K™ — K™ X s X' ein Antiautomorphismus auf K"*". Daraus
folgt, dass

¢ =707 € Autg (K™™).

Nach dem Satz von Skolem-Noether (siehe [9], Cor. 7.23(i)) existiert ein A € GL,,(K) mit
#(X) = AXA™! fiir alle X € K™*" - damit haben ~ und A die gewiinschten Eigenschaf-
ten. O

Nun wollen wir uns mit den Darstellungen des Form-Rings Mat,,(R) beschéftigen,
falls R = K ein endlicher Korper ist. Die folgenden Resultate sind in [5] in Abschnitt 4.5
bereits allgemeiner mit Hilfe der Morita-Theorie fiir Form-Ringe bewiesen worden.

Satz 4.15. Seien R = (K, M, ), ®) ein Form-Ring iiber dem Korper K und n € N. Dann ist
jede endliche Darstellung p von Mat,,(R) von der Form

p= Knxl QK 00

fiir eine endliche Darstellung po = (Vo, par, pa, 5) von R.
Das heifst, es gilt
P = (Vv()na PMrxn, Pep(n), ﬁ(n))a

wobei die Abbildungen ppmxn, pgn) und (3 () definiert sind durch

pagmen (mig)) (@, y) = > par(mig) (@i, ;)

ij=1
P1 myj n
P ( )(@) =Y dilwi) + Y maj(wi, ;)
¢n i=1 1<J
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sowie .
B (x,y) = Bl vi)
i=1

fiiralle x = (z1,...,x,) und y = (y1,...,yn) € V§" sowie (m;;) € M™™,

Beweis. Es sei p = (V,ppnxn, ppm), ") eine endliche Darstellung von Mat,(R).
Dann ist V' isomorph zu K™*"™ als K"*"-Linksmodul, was eine Zerlegung von V in n
Kopien von K Ixm (3]s Teilraume) induziert. Setzen wir Vj := K1*™, so ist also Vi ein
K"™*"-Modul durch tibliche Matrixmultiplikation und als solcher isomorph zu V.

Um nachzuweisen, dass pynx» und pg ) von der gewiinschten Form sind, werden
wir Objekte von R in Mat, (R) einbetten. Es sei etwa

(i )y = {

fur k,l € {1,...,n} sowie m € M. Entsprechend seien v(k) und ¢(k, k) definiert fiir
ke {l,...,n}und v € V), ¢ € ®. Elemente von M konnen auf diese Weise auch in Q)
eingebettet werden; wir schreiben m® (k, ) fir k,1 € {1,...,n},k <.

Es seien ey, ..., e, wie in Beispiel 3.9. Dann gilt nach Bemerkung 3.5

(m(k, D) jmi (e @er) = Y@~ ((m(k,1)i21)) (er ® er)
= Ylext ((m(k, 1)} j=1)er)
= (m(k, l))Zj:l

m, 1=k, j=1

6 MTL Xn
0, sonst

fir m € M und somit

prpnn (mig) P (@y) = > papmen (mpr(k, 1)) (2, y)
ki=1

= Z pMan((mkl(kal))(ek®el>)(xay)

k=1

= > pamen ((ma(k, 1)) (ex, ery)
k=1
furz = (z1,...,zp) und y = (y1,...,yn) € V5"
so konnen wir einen K ® K-Rechtsmodulhomomorphismus pys : M — Bil(Vp, Q/Z)
definieren durch

pr(m)(z,y) := parnxn((m(1,1)))(2(1), y(1)),
Wir zeigen, dass dann fiir k,1 € {1,...,n} gilt, dass

py (m)(x,y) = papoen (MUK, 1)) (er(k), ey (1))-

Seien dazu Py, Py € K™*™ die Permutationsmatrizen, welche durch Vertauschung der
ersten mit der k-ten bzw. mit der I-ten Zeile aus der Einheitsmatrix des K"™*" hervorge-
hen.

Dann gilt
pu(m)(@,y) = pyxn(m(l,1))(z(1),y(1))
parnxn (m(l k) (P @ Pry))(z(1), y(1))
= panxn(m(l, k) (Pux(1), Pry(1))
= punxn(m(l, k))(2(1), y(k))



Somit ist py;nxn von der gewiinschten Form.
Fiir pg ) gehen wir dhnlich vor; es ist

o1 mij n
P ( ) =D paw (9i() + Y paim (m (i, 4))-
=1

on i<
Wir beobachten, dass {m(i, ) }" = m®(i, j) fiir m € M und i < j. Daraus ergibt sich

paon ({m (i, )} ) (@) = Loagmen(m(i, 5) } (@) = pagnxn(m(i, 5)) (2, )
= purn(m(i; 7)) (€, ejx) = paprxn (m(i, ) (2(2), 2(7))

Fiir ¢ € ® und z € V; definieren wir

pa(¢)(x) = pgm (¢(1,1))(2(1)).
Gemif3 Definition 4.13 ist ¢(i,4)[P1;] = ¢(1,1), und damit gilt

pa(¢)(x) = pew (¢(1, ) [Pri])(x(1)) = pew (¢(i, ) (Priz(1)) = pgm (¢(i,4))(x(i))-

Damit ergibt sich aus (4.4), dass

®1 mij n
P ( )= paldi) + > par(mi).
i=1

én i<

O
Wir erhalten Strukturaussagen tiber alle Form-Ringe {iber Matrix-Ringen endlicher
Korper.

Satz 4.16. Essei R = (R, M, 1, ®) ein Form-Ring, wobei R = K"*™ ein Matrix-Ring iiber dem
endlichen Korper K sei. Dann existiert ein Form-Ring Ro = (Ro, Mo, 10, ®o), so dass Ry = K
und

R = Matn(Rg).

Beweis. Es sei R = (K"*", M, 1), ®) mit der Involution 7, dem Antiautomorphismus
7 sowie den Abbildungen { } und ) eine Form-Struktur auf K™*". Nach Satz 4.14 exis-
tieren ein A € GL,(K) und ein Antiautomorphismus : K — K mit X/ = AX" A~}
tir alle X € K™*™. Nach Reskalierung von R mit A (siehe Beispiel 3.3) konnen wir also
annehmen, dass 7 = !; insbesondere kénne wir annehmen, dass die primitiven Idme-
potente e; = diag(1,0,...,0),...,e, = diag(0,...,0,1) (sieche Beispiel 3.9) invariant sind
unter 7.

Nun definieren wir einen Form-Ring R = (Ro, Mo, ¢o, ®o) durch

Ry = eKnxne, Pp 1= w‘Rov My = T;Z)O(RO) und ¢ := @[6]

Insbesondere gehe der Antiautomorphismus ﬁo von Ry durch Einschrankung von 7 auf
Ry hervor. Wir zeigen, dass R = Mat,(Ry) ist. Seien dazu die Bezeichnungen wie in

Definition 3.2.
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Da Ry = eK"*"e = K ist, wahlen wir fr als den offensichtliche Isomorphismus von
K™ ™ nach Mat,, (Rp), das heift,

frRiE™" S R X =Y eXejo Y (PrieiXejPyj)(i, ).
ij=1 ij=1
Wegen Bedingung (vii) aus Definition 3.2 ist dann fj; eindeutig bestimmt als
far s M — Mg, moes g " (fr(0™ (m)).

Ist e; = diag(0,...,0,1,0,...,0) wie in Beispiel 3.9 fiiri = 1,...,n, so gilt fiir ¢ € ®
nach Definition 3.1 (vi) wegene; + ...+ ¢, =1

¢ = Z¢€z +Z{)‘ (e;®@ej)}.
1<J

Dies bestimmt fg teilweise, da

fa({M(@)(ei @ €5) }) = {fm(A(P)(ei @ ¢5)) }

furi,j € {1,...,n} miti < j. Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 4.15 definieren wir

Jo(dlei]) == olei][Puille1](4,1) € <I>(()”).

Nun wollen wir noch nachpriifen, dass das Tripel (fr, fur, fo) den Bedingungen aus De-
finition 3.2 gentigt. Dazu beobachten wir zunéchst, dass

n n

[T = > (Pueir’e;Puy)(i ) = > (Pueire; Pry)” (4, 1)
1,7=1 1,7=1
n n ']Rgxn
= Z (Plieirejplj)JRo (], l) = Z (PueirejPlj)(i,j)
i,j=1 6j=1
J nxXn
= fr(r) %o .

Damit erhalten wir

fu(m(r@s)) = fu@@= ' (m)(res) = ful(rzs)
v (RO YT (m)s)) = vg " (fr(r)? fR(WT (M) fr(s))
v " (frR@TH M) (fr(r) @ fr()) = far(m)(fr(r) @ fr(s))-

g

Bemerkung 4.17. Es seien R = (R, M, ), ®) ein Form-Ring und p = (V, pa, pa, 5) eine
endliche Darstellung von R. Weiter sei C < V¥ ein Code vom Typ p. Mit C(n) < V>
bezeichnen wir die abelsche Gruppe von Matrizen, deren Zeilen Elemente von C' sind. Durch
Matrixmultiplikation wird C(n) zu einem R™*"-Teilmodul von V"*™.

Dann ist C(n) ein Code vom Typ K"*' @ p; es gilt sogar, dass alle Codes vom Typ K™ @
p von dieser Form sind.
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Nun koénnen wir hohere Gewichtszédhler als gewohnliche Gewichtszédhler aus-
driicken.

Bemerkung 4.18. Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 4.17 gilt
cwey, (C) = cwe(C(n)).

Definieren wir nun die hoheren Clifford-Weil-Gruppen, ergibt sich daraus sofort Be-
merkung 4.20.

Definition 4.19. Ist p eine Darstellung eines Form-Rings iiber dem Korper K, so heifst
Cn(p) = C(K™! @ p)
die Geschlecht-n-Clifford-Weil-Gruppe von p.

Bemerkung 4.20. Mit den Bezeichnungen von Bemerkung 4.17 gilt

cwe, (C) € Inv(Cr(p)).
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5 Der Schatten eines Codes

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass sich aus den zu der Darstellung p gehorigen
quadratischen Formen pg(¢), ¢ € @, gewisse Invarianzeigenschaften der Gewichtszah-
ler von Codes vom Typ p ergeben.

Betrachten wir nun zwei Form-Ringe R; = (R, M,vy, ®;) und R = (R, M, ¢, ®r1),
wobei ®; C ®;;; es seien pr und prr endliche Darstellungen von R bzw. Ry, wobei pr
aus prr hervorgehe durch Einschrankung auf R;. Da durch p;; mehr quadratische For-
men definiert werden, hat C(p;;) den kleineren Invariantenring; insbesondere ergeben
sich aus der Invariantentheorie fiir Codes vom Typ prr bessere obere Schranken an das
Minimalgewicht.

Man nennt (py, prr) ein Schattenpaar, denn fiir einen selbstorthogonalen Code C' in
Npy lassen sich mit Hilfe von ®;; Schatten von C definieren. Dies sind Restklasse nach
C+, deren Gewichtszihler durch Variablensubstitution aus dem Gewichtszihler von C'
hervorgehen. Die offensichtliche Bedingung, dass die Koeffizienten im Gewichtszahler
eines Schattens nicht-negative ganze Zahlen sind, liefert eine Verscharfung der oberen
Schranken an das Minimalgewicht von Codes vom Typ p;.

5.1 Einfiihrung des Schattens

Definition und Bemerkung 5.1. [Schatten eines selbstorthogonalen Codes] Sei p =
(V, par, pa, 3) eine Darstellung eines Form-Rings und C < VN ein selbstorthogonaler Code
in Np. Dann gelten

(i) Die Abbildung p% (¢) : C — Q/Zist fiir ¢ € ® ein Homomorphismus abelscher Gruppen.

(ii) Es sei
S6(C) = {v e VN | 8% (v,¢) = pg (¢)(c) fiir alle c € C}

der ¢-Schatten von C, fiir ¢ € ®. Dann ist Sy(C) fiir ¢ € ® eine Restklasse nach dem
dualen Code C*, die nur von der Restklasse ¢ + { M} € ® + { M} abhiingt.

Beweis.
zu (i): Fur e, d € C gilt

P (9)(c+¢) = p5 (8)(c) — p3 (6)(<') = A(pg (#))(c, ') = pRr(A(¢)) (e, ¢') = 0.

zu (ii): Wir zeigen zunidchst, dass S,(C) # () ist: Nach (i) ist p} (¢) linear auf C. Als
solcher lasst pY (¢) sich zu einem Homomorphismus ¢ : V — Q/Z auf V
fortsetzen. Da [ nichtsinguldr ist, existiert ein v € V mit 8(v,-) = ¢ fiir alle
v € V. Insbesondere gilt v € Sy(C).
Istv € Sy(C)undist ¢ € CL, soistv + ¢ € S4(C), da

/BN(U + C/, C) = ﬁN(U7C) + ﬁN(C/,C> - ﬁN<v7 C) = pg(gb)(C)

firallec e C.
Umgekehrt ergibt sich fiir v,v" € S4(C), dassv — v € C+, denn fiir ¢ € C ist

B (v ' e) = Y (v,¢) = BV (v, ¢) = p (¢) — pg () = 0.
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Es bleibt zu zeigen, dass S,(C') nur von der Restklasse ¢ + {M} € &+ {M }
abhingt, das heifst, dass S4(C) = ot {m} (C) tur m € M. Seien dazu m € M

und ¢ € C. Dann ist

Py ({m})(e) = {pr(m) }(e) = par(m)(c, ) = Be,me) =0,
wobei die letzte Gleichheit aus der Selbstorthogonalitidt von C folgt.
Da
py + @ — Quady(V, A)
ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt p (¢ + {M})(c) = p}(¢)(c) fiir alle
c € C. Aus der Definition von S, (C) folgt nun die Behauptung.
O

Bemerkung 5.2. Ist C ein isotroper Code in Np, ¢ € ®, so0 ist Sy(C) = C+. Ist C zusitzlich
selbstdual, so ist Sy(C) = C.

5.2 Das Schattenpaar (p(¢¥), p(¢5))

Die in Kapitel 3 eingefiihrten Darstellungen p(¢¥) und p(¢%) von R(¢¥) bzw. R(¢F)
bilden ein Schattenpaar.

Ein selbstdualer isotroper Code C in Np(g¥) ist auch selbstdual als Code in Np(qF),
ist in dieser Darstellung aber nicht notwendig isotrop. Daher kann man die Darstellung
p(q¥;) benutzen, um nicht-triviale Schatten von C zu konstruieren (vgl. 5.2):

Fasst man C' als Code in Np(¢F) auf, so ist S4(C) # 0 fiir ¢ € ®; dies folgt mit dem
Argument aus 5.1 (ii) wegen (3, =) = B3,(,r)-

In Kapitel 4 haben wir gesehen, dass die einfache Struktur der g-Moduln sich in ge-
wisser Weise auf die Clifford-Weil-Gruppe tibertragt. Ahnliches gilt auch fiir die Schat-
ten. Das folgende Lemma zeigt, dass sich im Fall der einfachen Erzeugtheit des g-Moduls
alle Schatten S, (C) fiir ¢ € ® aus einem einzigen Schatten berechnen lassen.

Lemma 5.3. Es sei C' ein selbstorthogonaler Code in p. Weiter seien ¢, ¢1 und ¢, € & sowie
r € R*. Dann gelten

) S4(C) = (1) 15(C),
(i1) S¢1+¢2 (C) = S¢1 (C) + voﬁirjedes Vg € S¢2 (C)
Beweis.

zu (i): Da die Abbildung p, ein R-qModulhomomorphismus ist, gilt

Syr(C) = {v eV |B(v,c) = pa(d[r])(c) fiir alle c € C}
= {veV|B(vc)=ps(p)(re) fir alle c € C}.

Mit Hilfe von 3.5 (v) erhalten wir

Sy (C) = {veV| Blv, 77 e) = pa(¢)(c) fur alle ¢ € C}
= {veV|B(7v,c)=ps(p)(c) fiiralle c € C}
= (r7)=15,4(C).

34



zu (ii): Da C selbstorthogonal ist, ist ps(¢2) linear auf C; daher existiert ein vy € V' mit
pa(p2)(c) = B(vo, c) fiir alle ¢ € C. Nach dieser Wahl gilt auch vg € S4,(C), und
es ist

So1+6:(C) = {v eV |B(v,c) = pa(d1)(c) + pa(d2)(c) furalle c € C}
{veV|p—uvy,c)=pa(p1)(c) furalle c € C}
S¢2(C) +U0.

g

Euklidisch selbstduale Codes C' < ]Fév , ¢ = 27, lassen sich mit Hilfe einer inver-

tierbaren Abbildung A : FY — FY in euklidisch selbstduale binire Codes (Typ p(2F))
transformieren. Diese Transformation vertauscht mit der Bildung gewisser Schatten, so
dass der Schatten eines Codes C vom Typ p(¢¥) durch Transformation eines Schattens
von A(C) < FY berechnet werden kann. Die Schatten eines binéren selbstdualen Codes
(eines Typ p(2F)-Codes) wiederum lassen sich relativ leicht beschreiben.

Lemma 54. Seiq = 2/, f € N, und sei C < FY vom Typ p(qf). Sei weiter (by,...,by)
eine Fo-Orthonormalbasis von ¥y beziiglich der Spurbilinearform, das heifit, Trg |r,(bib;) =
i; B(gF). Es sei im Folgenden abkiirzend Tr := Trg,p,- Wir definieren einen Fo-
Vektorraumisomorphismus

A F(]IV—JF%CN, (vl,...,vN)|—>(vgl),...,vgf),...jv%)j...,v%)),

falls v; = oMby + .+ 0Py fiiri € {1,... N},

)

Dann gelten
(i) Blaf) (A (v), A7 () = BEF)(v, ) fiirallew € 3", ¢ € A(C),
(i) Py (A1) = pagar (1)(e) filralle ¢ € A(C).

Aus (i) folgt insbesondere, dass A(C) ein biniirer selbstdualer Code der Linge fN ist, falls C <
2} ein Euklidisch selbstdualer Code ist.

Beweis.

zu (i): Da (by,...,by) als F2-Orthonormalbasis von F, beztiglich Tr gewahlt war, ergibt
sich

Blaf) (A (v), A7H(e) = § 305, Tr((AH ()i, (A7(e))s)
= % Zi\il Tr(Uf(i,1)+1Cf(i,1)+1b% + ...+ UfZszb?c)
= % 25\21 Vf(i—1)+1Cf(i—1)+1 T -+ - T VfiCri = % Zfi\g vici = B(25;) (v, ).

zu (ii): Esist



g

Beispiel 5.5 (Berechnung von Schatten beim Typ 2F). Es sei C ein selbstorthogonaler Code
in Np(2%), also ein biniirer Code, welcher selbstorthogonal ist beziiglich des Euklidischen Skalar-
produkts.

Den zu dem Form-Ring R(2%,). gehorigen Fo-gModul 7./A7 wollen wir im Folgenden mit
@7 bezeichnen.

Um fiir ¢r1 € @y den Schatten Sy, (C') zu berechnen, iiberlegen wir uns zuniichst, wie die
Restklassengruppe ®r1/{F2 } aussieht (vgl. 5.1(ii)); es ist

®r1/{F2} = Z/AZ/2Z/AZ,

und daher ist
S()(C) :SQ(C) MTldSl(C) :Sg(C)
Berechnen wir also So(C) und S;(C): Gemdifs 3.11(b) ist ng(O)(c) = 0 fiir alle ¢ € C; daher
ist
So(C) ={v e VN | BN (v,¢c) =0 fiirallec € C} = C*.

Der Schatten S1(C) lisst sich auch anders beschreiben. Betrachten wir den maximalen iso-
tropen Untercode von C, welcher zuniichst fiir allgemeine Form-Ringe und Codes C definiert sei
durch

Co:={ceC|p(d)(c)=0firalle p € }.
Als Schnitt der Kerne der Gruppenhomomorphismen p} (¢), ¢ € ®, ist Cy tatsiichlich eine
Untergruppe von C. Cy ist auch ein R-Modul, da p% (¢)(rc) = pY (¢[r])(c) fiirr € R, ¢ € C,

und die Isotropie von Cy ergibt sich sofort aus seiner Deﬁmtzon
Sei nun wieder C ein selbstorthogonaler Code in N p(2%;). In diesem Fall ist

Co={ceC| wt(c) =0 mod 4},

und dies ist eine Untergruppe vom Index 2 in C, denn fiir ¢, € C' — C gilt

wt(c+ ') = wt(e) + wt(d —22ch =0 mod 4,
i=1
also ¢+ ¢ € O.

Mit diesem Wissen konnen wir nun zeigen, dass S1(C) = Cg — Cy ist. Die Inklusion
S1(C) C Cf — C* ergibt sich sofort aus der Definition von S1(C). Ist umgekehrt v € Cy- —C+,
so ist zu zeigen, dass v fiir alle ¢ € C der Gleichung 3~ (v,c) = ng (1)(c) geniigt.

Fiir ¢ € Cy ist dies klar. Sind ¢, ¢ € C — Cy, so ist, wie wir oben gesehen haben, ¢ + ¢ € Cy,
und aus v € Cy folgt dann B(v,c) = B(v,c). Weiter existiert wegen v ¢ C~ ein ¢ € C mit
Bv,c) =3 = ng(l)(c), und diese letzte Gleichung gilt dann fiir alle ¢ € C — C.

Beispiel 5.6. Es sei C < [F} der selbstduale Code mit Erzeugermatrix

1111
00 11)°

Die Erzeugermatrix von A(C) < F§ ergibt sich zu

oo o=
O O =
o O O =
— ==
o = O
— o= =
O = O =

1
1
0
0
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Es gilt

v € S1(A(C)) & (v, ¢) = p§(1)(c) fiir alle c € A(c).
Da p§ (1) linear ist auf A(C) und die Zeilen der Erzeugermatrix von A(C) diesen als abelsche
Gruppe erzeugen, miissen wir diese Bedingung nur fiir die Erzeuger iiberpriifen, was auf ein

Kongruenzgleichungssystem fiihrt: Es ist v = (vy, ..., vg) € S1(A(C)) genau dann, wenn
vi+v2ot+vs+uvs+vs+uvg+vr+uvg =0 mod 2
vi+v3+uvs+ovr=0 mod 2
vs +vg+vr+vg =0 mod 2
vs+vr =1 mod 2.

Dies wird beispielsweise von (1,1,0,0,1,0,0, 1) € FS erfiillt, daher ist
S1 (A(C)) = (17 1,0,0,1,0,0, 1) =+ A(C>
Die Riicktransformation ergibt

S1(C) = (1,0, w,w?) + C.

5.3 Der Gewichtszihler des Schattens

Der vollstandige Gewichtszdhler des Schattens ergibt sich durch Variablensubstitution
aus dem Gewichtszdhler des Codes. Um das zu zeigen, betrachten wir zunéchst eine
lineare Transformation des vollen Gewichtszdhlers.

Satz 5.7. Ist C < VN ein selbstorthogonaler Code in N p, so gilt
1 )
fwe(S54(C)) = il > exp(2mi(BY (w,¢) — pg (6)(c)))bw.
ceC weV N

Beweis. Da C selbstorthogonal ist, ist gemafi Definition und Bemerkung 5.1 (i) p%
linear auf C; daher wird durch

Xow: C — C, e exp(2mi(BY (w,c) — pi (9)(c)))

ein Charakter von C definiert. Dies ist genau dann der triviale Charakter 1o, wenn w €
S4(C) ist, und deshalb ist

1, we S¢(C>

1
<o e 0=y T exp(ami3 (w0 oY@ = { & 1€
ceC ’ '

Satz 5.8. Definieren wir auf Clx, | v € V|y einen C-Algebrenhomomorphismus Ty, durch

Ty(x) = Y exp(2mi(B(v,w) — pa($)(v)))w,

weV
so gilt
1
cwe(S4(C)) = WTd)(cwe(C)).
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Beweis. Dies ergibt sich wegen Satz 5.7 aus Lemma 1.11 mit 7" = T sowie
fo(w) = exp(2mi(B(v,w) — pa(9)(v), T= )  exp(2mi(5Y(w,c) — pi (6)(c))).
weV N

g

Bemerkung 5.9. Es sei C ein Code vom Typ p(q¥). Nach Lemma 5.3 ist S,>(C) = rSy(C) fiir
¢ € ®undr € F;. Es seim, € Fy*? die Matrix, welche die Linksmultiplikation mit r beschreibt.
Dann gilt

cwe(S,2(C)) = cwe(S1(C))m,.,

das heif$t, cwe(S,2(C)) geht durch Permutation der Variablen aus cwe(S1(C')) hervor.
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6 Die Struktur der Clifford-Weil-Gruppe

Im Folgenden bezeichne R = (R, M, v, ®) einen Form-Ring; es sei dabei stets R ein Ma-
trixring tiber einem endlichen Korper K. Diese Annahme vereinfacht die in diesem Kapi-
tel behandelten Aussagen und Beweise; alle Sdtze und Lemmata lassen sich jedoch auch
tiber allgemeinen Ringen R beweisen.
6.1 Die hyperbolische counitire Gruppe U(R, ?)
Definition 6.1. Sei R = (R, M, 1, ®) ein Form-Ring. Dann heifst

P(R,®):=R"x & ={(r,¢)|r € R",¢ € ®}

mit der Multiplikation
(11, ¢1)(r2, @2) = (1172, $1[r1] + P2)
die parabolische Gruppe von (R, ®).

Definition 6.2. Sei R = (R, M, ), ®) ein Form-Ring und sei f € R. Dann heifst
U(f, (R, ®)) = {(r,¢) € P(R,®)|r’ fr — [ =" (\(9))} < P(R, ®)

00

die counitire Gruppe von R. Ist speziell f = ( 1 o

) € R**2 50 heifst

U(Rv (I)) = U(fa Mat2(R7 (I)))
die hyperbolische counitiire Gruppe von R.

Bemel‘kung oJe ( 9 ) h“ ' << C > ’ ( qm) ))

(i )=o)

Definition 6.4. Wir definieren einen Gruppenhomomorphismus m : U (R, ®) — GLa(R) durch

((a) (" a)p-(0a)

Der Kern und das Bild von 7 haben oft eine sehr schone Struktur.

Bemerkung 6.5. Es sei R = (R, M,,®) mit X ein Form-Struktur. Dann gilt Kern(m) =
AD A

Beweis. Es gilt

o= {((3 1)-( 1) cumo}

Gemafs Bemerkung 3.5 ist die definierende Bedingung dieser Menge dquivalent damit,
dass A(¢1) = A(¢p2) = m = 0 ist. O
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Beispiel 6.6 (Bild(r) beim Typ ¢¥;, ¢ = 27). Es seien p eine ungerade Primzahl. Es sei dann
R = (R, M,9,®) := Mat,(Ro), wobei Rq der Form-Ring des Typs qF; sei (siehe Abschnitt
3.33. Dannist ® = {M} = {m +m' | m € F}*"} =: Sym, (F,) die Menge der symmetri-

schen Matrizen in Fy*". Nun enthalt Bild(m) genau die Matrizen ( CCL Z > € GLg,(FFy), fiir

die die Matrix
X at b 0 0 a b\ (00
T\t I, O c d I, O

symmetrisch ist. Diese Bedingung ist dquivalent mit X — X' = 0, das heifdt
at b 0 -I, a b\ 0 -I,
c d I, O cd/) \I, 0 '
Daraus folgt Bild(7) = Spy,, (Fy).

Die folgende Tabelle gibt das Bild von 7 fiir verschiedene Form-Ringe an. Hierbei ist
Evp(K)={A € Sym, |2|4y, i=1,...,n}.

R J € Bild(7)
Foxn @ Fpxn (r,s)) = (st,rt) | 1 | GLau(Fy)
IFZQX” r = (rd)t 1 Uap(F,2)

F<" q=p™, p>2 r =t 1 Spay, (Fy)
Fy " q=p™, p>2 r =t -1 | OF (F,)
Fm q=p", p=2| ¢ (A(®)) = Sym,(Fy) | Spa,(Fy)
Fo*™, q=p™, p=2| Y (A(®)) = Ev,(F,) 03, (Fy)

Satz 6.7. Die Abbildung

d: P(R,®)— U(R,®), <r,q>>H<<r5J r—%*(x(qﬁ))),(o o))

ist ein Gruppenmonomorphismus.

Bemerkung 6.8. Ist e € R ein symmetrisches Idempotent und sind u.,v. € R wie in Bemerkung

3.10, so ist
1—¢’ Ve 0 —ee
Heﬂieﬂ}e = (( —e_lu‘] 1—e > ) < TIZ)( 0 ) >) € U(R7 q))

Der folgende Satz wird in [5], Abschnitt 5.2.1, fiir allgemeinere Ringe R gezeigt.
Satz 6.9. Es sei R = (R, M, 1, ®) ein Form-Ring. Dann gilt

U(R,®) =< d(P(R,®), Hep,v.) | € € R symmetrisches Idempotent > .

Der Satz 6.13 stellt eine Verschiarfung dieses Satzes dar, falls speziell R = K™*™ ist
mit dem endlichen Korper K. Dieser Satz ist das Ziel der folgenden drei Bemerkungen.
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Bemerkung 6.10. Es seien e € R ein symmetrisches Idempotent beziiglich 7 sowie u. und v,
wie in Bemerkung 3.10; weiter sei r € R*. Setzen wir d := rer—1 sowie ug = ru.r’ und
vg = r~ver™1, so ist das Idempotent d ebenfalls symmetrisch beziiglich 7 und ug, vy haben

beziiglich d die in Bemerkung 3.10 geforderten Eigenschaften. Weiter gilt
d((r,0)) Heu, wod((r™,0)) = Hagugv,-

Beweis. Zuerst weisen wir die in Bemerkung 3.10 geforderten Eigenschaften bei u,
und v, nach; diese ergeben sich aus den entsprechenden Eigenschaften von . und v,, da

1 J J J _Je‘]r‘] J

dug = rer " Yruer’ = ruer’ =ug, ugd’ = ruer’r = ru.r’ = ug,
dvg=r"Telr!r v = r v = vg, vgd = r T ver rer™! = rur = vy,
ugvg = ruer’r " ver™ = rer~t =d, wqug = rver ruer’ = r=Je’r’ = d’.

Nun berechnen wir das Produkt d((r,0))He 4, +.d((r~*,0)) mit Hilfe der Rechenregeln in
Definition 6.1
Konjugation von m(He y, v, ) mit w(d(r, 0)) ergibt

r= 0 1—¢e’ Ve rl 0 - 1—d’ r=Jver—1 — (H )
0 r —tud 1—e 0 »= 1 )\ —retulr’ 1—d = M\Hdugva)-

Unter der Konjugation ergibt sich geméafS Definition und Bemerkung 4.13

(I 23 )

Nach Bemerkung 3.5 ist

w(—rﬂeer_l) = Lb(—?“‘](z)eer_l) = tp(erer™1) = ¢ (ed),

woraus die Behauptung folgt. O

Es gentigt also, sich auf Vetreter der Konjugiertenklassen symmetrischer Idempotente
zu beschrdnken, um U (R, ®) zu erzeugen; diese kann man so wahlen, dass sie die Form
diag(dy,...,d,) haben mit d; € {0,1} fir i = 1,...,n. Insbesondere kann man wegen
Bemerkung 4.16 annehmen, dass diese Idempotente invariant sind unter J woraus sich
erneut eine Vereinfachung ergibt:

Bemerkung 6.11. Es e € R ein Idempotent, welches invariant ist unter I weiter seien u, und
ve wie in Bemerkung 3.10. Dann existiert ein T € U(R, ®) mit THe y, 1, = He c e

Beweis. Es ist

_ 1—e/ —v’e
Ao =7l ) = (07 750
e

Setzen wir T := m(He,e,e)T(He _ 1y, —yJc), S0 ist
[ 1—e+u, 0
Tl - < 0 6_1Ug€ +1—c¢ ) € W(d(P(R, (I)))))

da(cv/e+1—e) = (v/e+1—¢e)"' = (ve+1—¢€)! =1 — e+ u.. Nach Kon-
struktion von T gilt Tyw(He 4, v.) = 7(Hee). Daher besitzt T' := (T3,0) € d(P(R, ®))
die gewiinschte Eigenschaft. O

Die folgende Bemerkung zeigt, dass unter diesen Vertretern sogar nur die primitiven
Idempotente benotigt werden.
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Bemerkung 6.12. Sind e, es € R orthogonale Idempotente, welche invariant sind unter 7 s0
qilt

H€1,61,€1 He2,€2,e2 — Heites,ertez,ertes-

Beweis. Wir erhalten wegen der Orthogonalitdt von e; und e

1—(e1 +e2) e1 + e
7T<He1,61,e1)7T(H62,627e2) < _6—1((61 tTey) 1—(eg+e2) = 71'(1111[61-&-62,e1+62,61-&-62)

Fiir die zweite Komponente ergibt sich

( 0 w(—oeeﬁ > [( _16_—16622 1 i262 )]

( {v((1—e)(e2e1))} (—(1 — er)eze = 7(Y(e1€%€2e1)) >
{(—eree2) }

_ ( 0 ¢(—O€2€) >,

woraus sich die Behauptung ergibt. O
Da die primitiven Idempotente gemafs 3.9 konjugiert zueinander sind, erhalten wir
mit den Bemerkungen 6.10 und 6.11 den folgenden Satz.

Satz 6.13. Es seien R = K™*" und R = (R, M, ), ®) ein Form-Ring. Dann ist
UR,®) =<d(P(R,®)),Hecc >,
wobei e = diag(1,0,...,0).

Zum Beweis benotigen wir

o a ¢ -
Lemma 6.14. a) Ist z := << v 8 >,< o >> e U(R, D), so gilt

(i) Yo =aley, 678 =B, v/ =0aed — ¢, ey =6"a —1,
(i) aB’ = Bela’, v67 = 6e’y7, ad? =1+ pely!, 6/’ =€/ +757.

b) Ist x € U(R, ®) von der Form

x:<((g ?),(0 7;)) mit o, 3,0 € R, me M, ¢ € P,

soistx € d(P(R,®)).

Beweis.

J J
a) (i) Fury:= ( 5J71§1 ng > gilt wegen z € U(R, ®)

. x2\—1 X o %
y= () o0 1)
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Da ¢?*2(y) € Bild(\?*?), folgt

v (y) = TBE(y)
( T(Y(v ) T(¢(7Jﬁ)))
T(W(67a =1)) T((675))
o’ J? ¢ J J2€
= w2><2(< aJ(SJZE—E ngJ2€ ))

x aley  Bley
v’ 2<< a’ed —e Bl >)

Da 1)?*2 ein Isomorphismus ist, folgt die Behauptung.

(ii) Im Folgenden sei g := < : g > Wegen = € U(R, ®) gilt nach Definition
(00 00\ _ /oxay—1 yaxe [ ¢1 4
92<10>g—<10)—(¢ ) (& (< ¢2>))

:?]TJI =:M>

Wenn man auf beide Seiten dieser Gleichung den Antiautomorphismus J> an-
wendet und anschlieffend von rechts mit e, multipliziert, erhdlt man einerseits

Jo o Jo 0 0 J2 . 0 0
Mite: = 9(10)&.«2 (10 ©
Jo
=€2g€y
0 € 0 €
— )2 _
- (05 )(00)
Andererseits ist Mj2e; = (¢2X2)71 (T (2*2(My))); wegen »2*2(My) €

Bild(A2%2) ist 72 (2*2(My)) = ¢**2(My), das heifit, es ist M 2ey = M.
Insgesamt erhalten wir die Gleichung

0 € 0 € 0 0 0 0
J2 _ — J2 —
0 —e\_ 5, (0 —¢
0 1 0 1
<~ g < -1 0 > gJ2 = < -1 0 > g

(aﬁ‘]—ﬁe‘]a‘] ad‘]—ﬁej’y‘])_< 0 1>

< 37 —sela? 87 —oely) ) T\ =€l 0

Aus der letzten Ungleichung ldsst sich die Behauptung ablesen.

b) Aus der Definition von U(R, ®) ergibt sich unmittelbar 07 - 8 = 1~1(m), also ist m =
0. Nachzuweisen sind nun noch die Gleichungen §/ = « sowie a1 (A(¢)) = ;
beachte, dass a, § € R* wegen 7(z) € R?*2". Nun gilt nach (a)(i) 6’a — 1 = 0, woraus
6~7 = a folgt. Nach Definition von U(R, ®) gilt weiter /"1 (\(¢)) = 6/3; wegen
§7 = aist dies dquivalent zu ap ~L(A(¢)) = .
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g
Beweis. [von Satz 6.13] Sei G :=< d(P(R, ®)), He e > mit e = diag(1,0,...,0). Aus
den beiden vorangegangenen Sétzen folgt G < U(R, ®). Sei nun

(2 ) ) v

Wir nehmen zunéchst an, dass § € R*. Nach Lemma 6.14 ist dann

(5 20 )<
(5 )

Es ist

und

Setzen wir nun H := Hy ;) = << 071 1 >,< 0 ¥(=e) >> € G <U(R,®), soist

Hg'2H~! von der Form

Hg lzH' = (( (’; : >< 0 : >> € U(R, ).

Nach Lemma 6.14 gilt dann sogar Hg 'zH ! € d(P(R,®)) < G. Dies bedeutet aber
x € G, das heifdt, G enthilt alle Elemente x € U(R, ®) mit § € R*.

Seinun 0 € R beliebig.
Wir konnen annehmen, dass ¢ ein symmetrisches Idempotent beztiglich J ist, sogar, dass
87 = § ist, denn nach dem Elementarteilersatz existieren u;, us € R*, so dass

U15U2 = diag(l, ceey 1,0,. . .,0),

und es ist

d(uy,0) z d(us,0) = (( ulqu : )( " )) € U(R, D).

Das Idempotent e := 1 — § erfiillt ebenfalls e/ = e, ist also insbesondere symmetrisch
beztiglich J. Weiter haben o := —e/y7eund B, := fe die Eigenschaften

e = —(1=0)e!y7(1 = 6) = ey + e’y +e/776 — 67476
sty =87 _6J,YJ +75J + EJ,YJ(S _ ,y(;J(; — _GJ,YJ(l —6) = a.,
e’ e = (1-0)B(1—6)=p—08—B6+ 650

YO B ples — 36+ Bed = B(1 — ) = e
woraus sich weiter ergibt, dass

Qe fe _EJ'YJﬂe = _GJ'VJ/g + €J7JB6

T _adeb+1+ (lateb—1)5=1-0=¢

v/ B =

(BNl
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und
ﬁeae = ﬁae = _ﬁleVJ(l - 6)
= (@’ —1)(1-6)=1-6=¢’.

Somit ist H, o, 5. € G, und Rechtsmultiplikation mit w(H_ ! , ) liefert

€,Qe,fe

a 0 § —Ble %
v 0 ae 0 S \x d )’
wobei d = —yBJe + 6 = —y37 + 7637 + §. Im Folgenden werden wir zeigen, dass d € R*

ist.
Dazu beobachten wir zunéichst, dass

do = _’7ﬁJ5 + ’75ﬁ‘]5 +6 = —7(5J5)J + ’75(5Jﬁ)‘] +45
—y(B7e8)” +~5(B7e) +6 =16

(1=0)(—B7 + 4687 +6) = =87 + 7087 + 0 + 6737 — 67637 — 46
—sela’ + €/ +4687 + 6/’ — se’ — 57537
V8 =8ty (5€J’y‘]ﬁ‘]—56‘]’y‘]ﬁ‘]+6‘]*56‘]:(1*5)6‘].

V87 = el o — &7

Nun kénnen wir zeigen, dass € — §(de — 1) = d~!, denn es ist

dle —0(de — 1)) = de—dd(de —1) =de—d(de — 1)
= de—6de+ 0= (1—-6)de+0
= 1-6+6=0.

Es ist also d € R*; da wir diesen Fall anfangs schon behandelt haben, ist der Beweis des
Satzes erbracht. O

6.2 C(p) als projektive Darstellung von U (R, ?)

Satz 6.15. Es sei p = (V,pum,ps, ) eine endliche Darstellung von R und es sei e =
diag(1,0,...,0) € R. Dann ist

p: U(R, (I)) — C(p)/C*I‘V‘, d((?", (Z))) — de¢ : C*I|V|, He,e,e — he,e,e . C*Iﬂ/‘

ein Gruppenhomomorphismus, der eine projektive Darstellung p, : U(R,®) — C(p) von
U(R, @) liefert.

Beweis. Wir miissen nachweisen, dass p wohldefiniert ist; es muss also oBdA fiir a, b
sowie a’, b € U(R, ®) mit ab = a'b gezeigt werden, dass p(a)p(b)p(¥')~'p(a’) " € C* Ly

Dazu konstruiert man eine Gruppe £(V) < GL,(C) mit der Eigenschaft
Car,(c)(E(V)) = C*Iy Die komplexe Matrixgruppe C(p) operiert auf £(V') durch Konju-
gation. Wir miissen also zeigen, dass die Elemente p(a)p(b)p(d') ~p(a’) ! trivial auf £(V)
operieren, oder, anders ausgedriickt, dass p(a)p(b) operiert wie p(b')p(a’). Die Operation
von U(R, ®) auf £(V), die auf den Erzeugern von U (R, ®) definiert ist durch

z(v) := p(z) top(z), = € d(P(R, ®)) U {Hepee},

muss also wohldefiniert sein. Dazu zeigen wir, dass diese Operation mit einer weiteren,
nicht nur auf Erzeugern definierten Operation von U (R, ®) auf £(V) tibereinstimmt.
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Man erhilt die Gruppe £(V') als Spezialfall der (nichtabelschen) Gruppe E(f,V), f €
R, die definiert ist durch

E(f,V)=V xQ/Z,(x1,q1) + (%2, q2) = (x1 + z2,q1 + q2 + B(f w2, 21)).

Es operiert U(f, (R, ®)) auf E(f,V) durch

(#,9)[(u, )] = (uz,q + pa(¢)(z)), u€ R*, g€ @, x €V, g € Q/Z.

Setzt man nun speziell

8(V)::E(<(1) 8),V><V):(V><V)><Q/Z

mit
((217 ‘rl)a ql) + (('227 %2), q2) = ((2’1 + 22,21 + 332), Q1 +q2+ ﬂ((l)g, 2’1)),
so operiert U(R, ®) entsprechend auf £(V'). Um eine Operation von C(p) auf £(V') defi-

nieren zu konnen, betrachten wir die Darstellung £(V') — GLy/(C), die durch folgende
(lineare) Operation von £(V') auf CV induziert wird:

((z,2),q)b, = exp(2mi(q + (v, 2)))byta-

Man beachte, dass diese Darstellung treu ist, da 3 nichtsingulér ist.

Nun operiert C(p) durch Konjugation auf £(V).

Die folgenden Rechnungen zeigen, dass die beiden auf £(V') definierten Operationen
tibereinstimmen:

Es gilt (1, dy) (2, 2). 4) (m,dy) " (b,)

711}))b7“*1v
‘?(QZ))(T_IU)))bT—ler:p

', 2) = pa(9)(r710)))botra
( (¢)(x) + B(r~ + PM(A(éf)))(T_anJU)))bwm
= exp(2mi(q + pa(d) (@) + B(v,r™72) + B(r~ v, ¥~ (M(¢))2)))busra
= eXp(Qm(q +pa(d) (@) + Blv, ™z + 1P~ H (N (@))2))) bt ra
= ((r™T 2+ @)z, 72), 4 + pa (o) (x)) (by)
= ((z,2),9)[d(r,9)](by)-

Sei nun ¢ := ((z, %), q)[He |- Dann ist

= Gaal(( 1702 ) (0P ))
- (1 ) (D) a0 P

= (((1 —e)z + ex, —elez + (1—-e)x),q— Pz, eex)) ; )

= (mrdy)((2, ), q) exp(—2mipe(¢)(r
— (medg) exp(@milg + B0, 2) — p
= exp(2ri(pe(¢)(r—tv +2) + g+ Blr
= exp(2mi(q + po Ly z)

in der oben definierten Darstellung von £(V') entspricht dies

Yo 1= by exp(2mi(q — BV (2, cex) + BV (v,2) — BV (v, €2) + B (v, €2))) bytaenc ez
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DaV = VON ist, werden wir alle anderen Fille auf den Fall N = 1 zurtickfiihren.
Ist N =1und e =1, so lautet (2)
y% = bv — exp(2m'(q - ﬁ(% E.I) + B(’Ua I))) bvfe—lz'

Nun ist
h111((2,2),q) by (by)

= i ((z,2), @IV Y exp(—2mif(v,w')) by

w'eV
= h17171|V|7% Z exp(2mi(q + B(w', 2) — B(v,w'))) by 4

w' eV
= V17N exp(2ri(q + B(w, x)))
weV
S exp(@ri(B(u', 2) — Ao, ') + Aw,w))) by
w' eV
Y VLS exp(2ri(q — Ble 2 w) + Blw, 7))
weV
Z exp(2mi(B(w’, 2) + B(w — v,w') + B(—e Lz, w'))) by_ 1,
w' eV
T= VIS exp(2rila — Bz ex) + Blw, 1))
weV
Z eXp(QTFi(ﬂ(’UJ -0, w/) ﬁ(wlv Z) - ﬁ(% Ew/))) bwfeflz
w eV =0nach (x)
= V|t Z exp(2mi(q — B(z, ex) + B(w, x))) Z exp(2mif(w — v, W) by_e-1,
weV w' eV
= { \3’\, b

= exp(2m’(q—ﬁ(z,ex) +ﬁ(U,$>)) by_e-1,
= y(bv)

B(z, ew’)
= pu(¥ (1)1 ®e))(z,w')
= pu((17€))(z,w") (day(r)(s®@t) = (s rt) fur aller, s, t € R)
= pMET(w)(l)))(z,w') (da 7(¢(r)) = ¥(re) fur alle r, s,t € R)
= pu :

Sei nun e = diag(1,0,...,0).
Wir definieren einen C-Vektorraumhomomorphismus

Ext:CVo =V, by byp,...0)
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Mit Hilfe von Ext kénnen wir dann ¥ durch y} ausdriicken, da

yév(bv) = eXp(27Ti(q - ﬁN(Zv 661’) + 6N(va (1 - 6)2) + ﬁN(U7 ea:))) bv-l—x—ez—e*lez
= exp(2mi(q — B(z1, ex1) + B(v1, 1)) exp(2mifY (1 — e)v, (1 — €)2))
EXt(bvl—eflm)b(l—e)vb(l—e)x 3)

Mit ¢ := eXp(Qﬂiﬂ((O, V2, ... ,?)N), (0, 22y ... 7ZN)))b(O,vg,...,vN)b(O,a:g,...,xN) ergibt sich

v = ¢ Bxt(yi (by,)).

Dann gilt fiir v = (v1,...,vy) € V, dass
heee(by) = \eV]_% Z exp(27miB(w, €v))b(1—e)p4w
weeV
_1 )
= Vol 72 > exp(2mif(w,v1))buo....0)0(0,02,...00)
weVp
= EXt(hLl,l(bv1))b(0,v2,...,v1\r) (4)

mit 71111 : CVp — CVp. Ebenso gilt bl (by) = Ext(h 11 (bu,))b(0,0s,....0n)-

e,e.e
Wir miissen also herausfinden, was unter der Operation von £(V') mit Produkten von
Elementen von CV passiert. Wir stellen fest, dass

((z,2),0)(bobw) = ((2,2), @) (bvrw) = exp(2mi(q+ B(v+ w, 2)))botwta
= exp(2mi(q + B(v, 2)))byta exp(2miB(w, 2) ) by
= ((2,2),9)(by) exp(2miB(w, 2))bw ®)

firv,w e V.
Weiter beobachten wir, dass

((Za l‘), Q) (EXt(bvl)) = exp(27ri(q + ﬁN((vl, 0,..., 0)3 Z)))b(vl+:v1,:v2,...,:vN)
= exp(ZTri(q + ﬂ(vla Zl))) EXt(bU1+xl)b(O,CEQ,...,CEN)
= EXt(((Zlv551)7Q)(bvl))b(o,mz,.‘.,xN) (6)

Aus den Gleichungen (5) und (6) erhalten wir
((z:2), Dheees) = ¢ ((z2),q)(Ext(hy (b))
= c'EXt(((zlvx1)7q)(h1_i1(bv1)))' )

Als nédchstes stellt sich also die Frage, wie h . Produkte b,b,, € CV abbildet, wobei
veeVundw € (1 —e)V. Dazu ergibt sich

he,e,e(bvbw) = he,e,e(varw)
1 .
— ’%’_5 Z exp(27rzﬁ(w’, 6('1} =+ w)))b(l_e)(v+w)+w/

w'€eV
_1 .
= |V0’ 2 Z eXp(Qﬂ-Zﬁ(wlvev))b(l—e)(v-i-w’)b(l—e)w
w'eeV
= h€767€(b’u)b(1—e)w' (8)
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Auflerdem hat die Verkniipfung h. . . o Ext wegen (4) die niitzliche Eigenschaft
he,e.e(Ext(by,)) = Ext(h1,1,1(bu, ).
Indem wir (7), (8) und (6.2) benutzen, erhalten wir
heee((2,2), hete(by) = ¢ heee(Ext(((21,21),9)(h1 1 (bey))))
= ¢ Ext(hi,11((z1,21),9)h7 1 1 (bey))

und insgesamt
heee((2,2), )heie(b ) = ¢ Ext(y(by,)).

Wegen Gleichung (6.2) ist damit nachgewiesen, dass die beiden Operationen {iiberein-
stimmen. O
6.3 Eine hinreichende Bedingung fiir die Endlichkeit von C(p)

Folgerung 6.16. Es sei p = (V, pu, pa, 3) eine endliche Darstellung von R. Ist N € N und
existiert ein selbstdualer isotroper Code C < V' vom Typ p, so gilt

Clp)| | N -[U(R, ®)];
insbesondere ist dann C(p) endlich.

Beweis. Es sei p die im vorigen Satz definierte Abbildung. Bezeichnen wir mit
S(p) == C* - Iy N C(p) die Skalarmatrizen von C(p), so ist p : U(R,®) — C(p)/S(p)
ein Epimorphismus; es gilt also C (p)HU(R, ®)| - |S(p)|. Ist p der Gewichtszdhler eines
selbstdualen isotropen Codes der Lange N vom Typ p, so ist p homogen vom Grad N
und invariant unter C(p); insbesondere gilt fiir S := s - Z)y/| € S(p)

p(z) = p[S)(X) = p(sX) = s"p(X).

Damit gilt S(p) < (n - I\VI' wobei ( eine primitive N-te Einheitswurzel ist. Es folgt
p)||N und daher |C(p)| | N - [U(R, ®)|. O
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7 Die Invarianten der Clifford-Weil-Gruppe

Wie im vorigen Kapitel bezeichne stets R = (R, M, 1), ®) einen Form-Ring, wobei R ein
Matrixring sei tiber dem endlichen Korper K. Weiter sei p = (V, par, pa, 3) eine endliche
Darstellung von R. Wir nehmen weiterhin an, dass ein isotroper selbstdualer Code in p
existiert.

In Abschnitt 7.1 wird gezeigt, dass die Gewichtszdhler isotroper Codes in Np den
C-Vektorraum der Invarianten von P(p) < C(p) erzeugen.

Darauf aufbauend wird in Abschnitt 7.2 gezeigt, dass wir ein Erzeugendensystem des
C-Vektorraums der Invarianten von C(p) erhalten, wenn wir von den isotropen Codes
zusitzlich die Selbstdualitdt verlangen. Dies ist die Aussage des Hauptsatzes in dem
Buch [5] fiir den Spezialfall R = K™*".

Per Definition wird C(p) erzeugt von den Elementen von P(p) sowie den hc 4, 1, (siehe
Bemerkung 3.10), wobei e die symmetrischen Idempotente von R beziiglich J durchlauft.
In Abschnitt 4 haben wir bereits gesehen, dass die Matrizen h, ,, ,. in Bezug auf Invari-
anzeigenschaften von pc mit der Selbstdualitdt von C korrespondieren. Entsprechendes
konnen wir auch in diesem Kapitel beobachten.

Aus dem Beweis des Hauptsatzes in 7.2 konnen wir im Korperfall aufierdem folgern,
dass ein einziges der he y, 1., ndmlich h. . mit e = diag(1,0,...,0), gentigt, um C(p) zu
erzeugen.

7.1 Die Invarianten der Untergruppe P(p) < C(p)

Abkiirzend schreiben wir pc := fwe(C) = > - b,. Weiter seien
D:=<dg|pe®> M:=<m,|reR ><C(p).

Dannist P(p) =< D, M >.

Definition 7.1. Sei C' <V ein Code. Wir definieren pc := Z{vewmzc} by.

Man beachte, dass pc = 0 ist, falls C' nicht von einem einzigen Element von V' er-
zeugt wird. Zwei Vektoren v,w # 0 € K™*! kénnen durch eine Element aus GL,,(K)
ineinander iiberfiihrt werden. Wird also C' von einem einzigen Element von V' erzeugt
und ist C' # 0, so folgt

Bemerkung 7.2. Existiert einv € V mit C = Rv, soist ic = Y, c p« bro.
Mit Hilfe von Bemerkung 7.2 kénnen wir nun den folgenden Satz beweisen.

Satz 7.3. Die Familie A := (uc|C < V,C = Kvfiireinv € V mit pg(¢)(v) = 0 fiir alle ¢ €
®) bildet eine Basis von Invcy (P(p)).

Beweis. Sei zundchst b = >, ; B;b,; € Invey (P(p)) mit einer geeigneten endlichen
Indexmenge J. Da insbesondere b € Fixcy (D), gilt

Z ﬁjb'l)]’ - Z /Bj eXp(?ﬂin((ﬁ)(Uj))bvj,

jEJ jed
also pa(¢)(v;) = 0 furalle j € J mit3; # 0. Ebenso folgt wegen b € Fixcy (M), dass
Bj = By ist, falls v; = kv fiir ein k € K*. Also ergibt sich b als Linearkombinati-
on von Summen von K-Bahnen auf isotropen Vektoren, womit gezeigt ist, dass A ein
Erzeugendensystem von CV'(?) bildet. Die lineare Unabhingigkeit ergibt sich aus der
Disjunktheit verschiedener solcher Bahnen. O
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Folgerung 7.4. Es ist Invey (P(p)) =< pc|C < V isotroper Code in p >.
Beweis.

7 C” Istuc € A, soist uo = pe.
Weiter ist dann C' isotrop, daps (¢)(rc) = pa(¢[r])(c) =0 furalle r € R.

727 IstC < Visotrop, soist pc =30, o p_ky fiir ein vev HD-

O
Mit Hilfe des allgemeinen Prinzips der Symmetrisierung erhalten wir aus diesem Er-
gebnis auch Erzeuger des C-Vektorraums

v py (CV]) = {f € Clay Jv € V] | flg) = f(x) fiiralle g € P(p)}.

Satz 7.5 (Prinzip der Symmetrisierung). Seien G, H endliche Gruppen. Seien weiter W ein
C(G x H)-Modul sowie Mq, My einfache CG- bzw. CH-Moduln. Bezeichnet man fiir einen
Ring R und einen R-Modul M sowie einen einfachen R-Modul E mit

ME)= > U

U<SpM:U=RpE
die E-homogenen Komponenten von M, so gilt
(W(Mg))(Mp) = (W (Mp))(Mg)-

Beweis. Da die Ringe C(G x H) und CG ®c CH isomorph sind, kann man auf I eine
CG-Modulstruktur definieren vermoge

zw = (x ®c lcy)w fur alle x € CG,w € W.

Nach dem Struktursatz von Wedderburn ist CG = @F C"*"™ mit k € N,n; € N fiiri =
1,...,k. Als einfacher CG-Linksmodul ist Mg isomorph zu C"*! fiireini € {1,...,k};
weiter ist W =cq @jesM;”, wobei J C {1,...,k},n; € Nfiir j € J und die Mj,j € J,
einfache CG-Moduln sind.

Definiert man nun e; := (Ocnlxnl,...,O(Cn,b-_lxni_l,Eni,O(Cni+1><n2-+1,.--,Ocnkxnk) , SO ist
offenbar
ng
e;W = M,".
Weiter ist
W)= > eU= >  U=W(kM),
U <cg W U<cg W
U =~ce M; U=cg M

weshalb in der Inklusionskette
W(M;) = e,W(M;) C e,W = M" C W (M)
tiberall die Gleichheit gilt. Insgesamt ergibt sich
W(Mg) = e;W.

Man beachte, dass das Idempotent e; nicht von der Wahl des CG-Moduls W abhéngt.
Nun vertauschen die oben definierten Operationen von G bzw. H auf W; jedes h € H
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induziert also einen Isomorphismus von CG-Moduln. Daher ist W (M) ein CH-Modul.
Seinun e; € CH ein Idempotent mit W (Mg )(Mpy) = eje;W < CH. Dann ist

W(Mg)(Myg) = ejeiW = (1cg ®c ej)(ei @ leg)W = (e; ® 1cn)(1cq ®c ej)W
= eiejW = W(MH)(Mg)

Folgerung 7.6. Es ist
Invey (P(p)) =< cwe(C) { c<v¥ isotroper Code in Np >c_vyrR .

Beweis. Die symmetrische Gruppe Sy =: H operiert trivial auf C =: My und auf
CVY = W durch

T(boy,...on)) = b(vﬁ_1(1)7---7v,,—1(N)) firallev = (vy,...,o5) € VYN und 7 € Sy;

durch lineare Fortsetzung dieser Operationen wird CVN zu einem CSy-Modul und C zu
einem einfachen CSy-Modul. Die Gruppe P(Np) operiert ebenfalls auf W durch

N
mr(b(vl,...,vN)) = b(rvl,...,r'UN)a dd)(b(m,...,v]v)) = Hexp(2ﬂ-ip¢’(¢)(Uj))b(v1,...,vN)
j=1

fir (vq,...,vy) € VV. Diese diagonale Operation von P(Np) auf W vertauscht mit der
Operation von Sy auf W, so dass W auch eine C(P(Np) x Sn)- Struktur erhalt.

Ist O ein Vertretersystem der Bahnen von Sy auf V¥, soist (3, . gy T(bo) | v € O) eine
Basis des C-Vektorraums W (My). Denn ist U <cg, CV¥ mit U ¢, C, so existiert
wegen C =< 1 > als CSy-Modul ein z € CVY mit U = {cz | ¢ € C}; da die Operation
von Sy auf C trivial definiert war, gilt 7(x) = z. Daher sind alle Elemente von U und
damit auch von W im Erzeugnis von » ¢ (b, | v € O) enthalten. O

7.2 Der Hauptsatz

Lemma 7.7. Es seien e := diag(1,0,...,0) € Rund h := he,. € CV; nach den Bemerkun-
gen 4.16 und 4.15 konnen wir annehmen, dass V- = V' fiir einen K-Vektorraum V. Weiter
sei Xp := m > ger(p) 9 € End(Invey (C(p))). Nach Bemerkung 4.17 erhalten wir jeden
isotropen Code C <V durch C = Cy(m) mit Cy < V. Ist C' < Vj isotrop, so gilt

(Xph)(pC(m)) = Z ne'Pe!(m)»
C'<CL,C'=<C x> Ry, fiir ein x€Vy

wobei n¢ = 1 genau dann gilt, wenn C' = C+.
Beweis. Es ist

h(pC(m)) = ‘BC(m” Z Z buw-+c |C’ Z Z butc
1-e)C

1 - 1
|€Vv|2 ce( (m) weeC(m)L:Pe H/O|2 ceC(m—1) weCt

_1
= ‘CL/C| 2Pctac(m-1)-
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Damit erhalten wir

(Xp 1) (powm) = 1CH/CIEIPE)ITE Y N exp(@ripa, (61)(c1))ew(er,om)s

u€GLm(K), c1eCt
PeED c2,...,cm €C

o1 My
dennist ¢ = €d= CIJ[()m), so folgt wegen der Isotropie von C
Pm
pa(@) (i, rem) =Y pag(di)(ci) + Y paao (mig) (cir ) = pay (61)(c1)
i=1 i<j
Nun ist 3 oxp(2mipa, (1)(c1)) = (2h 5, o xD(2Tipay(é1)(c1).  Da weiter

|P(p)| = | GL,y (K)||®|, erhalten wir mit a := [C-/C|~2| GLy ()|~ @]~

(Xp W) (pewm) =a Y > ( > eXp(QTFiP@o(%)(Cl))) Cuur(enem)t

uEGLm (K) c¢reCct $1€%0
C2,...,CmE

Definieren wir nun fiir v € V{ den Charakter x, : &9 — C*, ¢ — exp(2mipa,(¢)(v)), so
gilt x, = 1 genau dann, wenn v isotrop ist. Mit den Orthogonalitdtsrelationen ergibt sich

(XP h) (pC(m)) ’CL/C|__‘ GLp, Z Z Z Cu-(c1,eeeom)tr-
c1eCt c2,..,cm€C ueGLy, (K)
ciisotrop

Sei nun O ein Vertretersystem von C-/C und O’ C O bestehe aus den isotropen Rest-
klassen. Wir beobachten, dass

: eu Cl, - C tT - : : : :eu 017 IR t" eu (x C€2;...,C m)t‘r'.

creCt c1€0’ zeC
ciisotrop

In obiger Summation tiber GL,, (K) konnen wir bei Cur(
mit u verzichten, so dass sich (Xp h)(pc(m)) zu

‘CL/Clié‘ GLm(K”il Z Z Z Cu-(c1,0,...,0)t €(z,ca,....cm ) tT

c1€0’ z,c2,....,cm €C ueGL,, (K)

1 _
= |CH/CI2|GLn ()T Y D euer0,00PCm)

c1€0’ ueGLm (K)

em)tr auf die Multiplikation

TyC2 ey

ergibt.
Nun wollen wir die Koeffizienten no € C berechnen. Es ist
| GLy,
(Xp h)(pom)) = ]CL/CP/Q Z Z €u~(01,0,...,0)“"p0(m)

c1€0’ ueGLy,

1 | GLn (
- Ti2Ho n 1/2 Z H<(0,0,.0,0)8"> s | PC(m)
C+/C [¢=/Cl 0£0cO

=V
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Wir wollen nun iiber D := {D <V | D =< (v,0,...,0)!" > fiir ein isotropes v € Vy,v #
0} summieren und erhalten

Vv =

|G )!’1
|CL/C‘1/2 Mo+ ZW{060,| <(C,0,...,0)>:D},LLD.
—_—————

—n/ )
—-TLO —.nD

Wegen 110 = po und pp — pp = pp fir D <V, D # {0} erhalten wir

vo= (CJ_/C|1/2 an>po+ZnDpD

DeD DeD
=n¢c
DaYpep n'y = “GCLL’”W (|0'| = 1), konnen wir n¢ berechnen als
1 (1 0] -1 >
no = B
c ’CL/CP/2 | GLin(K)[ /)
das heifit, _1<:>1_’O”—_1_|CL/C|1/2 e C=Ct
c= | GLy(K))| _ﬁf—’ o
— !
<1 )

O

Lemma 7.8. Es seien W ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und (P, <) eine endliche par-
tiell geordnete Menge, so dass durch E := (w,, | p € P) ein Erzeugendensystem von W gegeben
ist. Weiter sei A ein Endomorphismus von W mit der Eigenschaft, dass fiir p,q € P Elemente
cpq € C gewithlt werden konnen mit

(wp) = Z CpqWq (%)

p<gq

Gilt mit dieser Wahl nun ¢, = 1 genau fiir die maximalen Elemente p in (P, <), so ist
Fizw(A) ={w e W | A(w) =w} =< wy € E | pmaximal in (P, <) >c_vg .

Beweis. Wir konnen oBdA annehmen, dass E linear unabhéngig ist, denn andern-
falls gilt die Aussage des Lemmas fiir eine linear unabhéngige Teilfamilie von E: Sei
zundchst <’ eine lineare Fortsetzung von < zu einer Totalordnung auf P, so dass fiir je-
des maximale Element p und jedes nicht maximale Element ¢ von (P, <) gilt, dass ¢ <’ p.
Ist dann 3 payw, = O mita, € C, p € P, so existiert wegen der Endlichkeit von P
ein beziiglich <" minimales Element py € P mit der Eigenschaft, dass a,, # 0. Es ist
<wp | pe€P\{p} >=< wp, | p € P >. Ist pp maximal beziiglich <, so ist py nach
Konstruktion von <’ Linearkombination anderer maximaler Elemente von P beziiglich
<, das heifdt, es ist

< wp | pmaximal in (P, <) >=< w,, | p # po,p maximal in € (P, <) >

Streichen wir auf diese Weise weitere Elemente von F, so erhalten wir nach endlich vielen
Schritten eine linear unabhéngige Teilfamilie < w, | p € P’ >, P’ C P, so dass A(w,) =
> p<q CrgWq flirallep € PN P
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Wegen (x) sind die maximalen Elemente von (P, <) fix unter A. Fur das charakte-
ristische Polynom p14 von A gilt wegen (x): pa(t) = [[,cp(t — ¢pp), das heifit, in der
Ungleichungskette

#H{p € P|cp =1} =dim < wy, | pmaximal in (P, <) > < dim(E(A)) = Fizw (A)

steht auf der linken Seite die algebraische Vielfachheit v,;4(1) und auf der rechten Seite
die geometrische Vielfachheit v4.,(1) des Eigenwerts 1 von A. Wegen vgeo(1) < v44(1)
gilt dort tiberall die Gleichheit, womit die Behauptung bewiesen ist. O

Lemma 7.9. Es sei e = diag(1,0,...,0). Dann ist
Fixcyn (< R* X @, heee >) =< fwe(C) | C = C* isotroper Code in Np >c_vg -
Beweis. Wir benutzen Lemma 7.8 mit W = CV und
P ={C < V¥ | Cisotroper Code in Np};

nach Folgerung 7.6 ist (w, | p € P) ein Erzeugendensystem von W. Die Inklusion defi-

niert eine Halbordnung auf P. Die maximalen Elemente beziiglich dieser Halbordnung

sind genau die isotropen selbstdualen Codes in Np, da der Witt-Index als Dimension

eines maximalen isotropen Teilraums von VN wohldefiniert ist - vergleiche [4]. O
Daraus erhalten wir sofort als Folgerung

Folgerung 7.10. Es gilt
Fixcy (C(p)) =< fwe(C) | C = C~ isotroper Code in p >c_vp .
Durch Symmetrisieren erhalten wir den Hauptsatz.
Satz 7.11 (Hauptsatz). Es gilt
Inv(C(p)) =< cwe(C) | C = C* isotroper Code in p >c_vr -

Aus Lemma 7.9 und dem Hauptsatz ergeben sich Konsequenzen fiir die Erzeuger von
C(p); es gilt namlich

Folgerung 7.12. Es seien R = K™*" mit einem endlichen Korper K, R ein Form-Ring iiber R
und p eine Darstellung von R. Weiter sei e := diag(1,0,...,0) € K"*". Dann gilt

C(p) =< m?”7d¢a he,e,e | T e R*,¢ cd>.

Beweis. Essei G :=< R* X ®,hee. >< C(p). Aus Lemma 7.9 und dem Hauptsatz
erhalten wir durch Symmetrisieren, dass

Inv(G) = Inv(C(p)).

Nach Satz 2.10 ist daher |G| = |C(p)|, also G = C(p). O
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8 Ein Beispiel: Codes iiber F; & F,u

Wir betrachten Codes iiber dem nichtkommutativen Ring R := F4 ® F4u, wobei u? =0
und ua = a?u fiir alle a € Fy, das heifit, es gilt

(a/ + Vu)(a+bu) = da+ (a'b+Vad*)u

fur alle a,b,d’,b’ € Fy. Solche Codes wurden zum Beispiel in [1] im Zusammenhang mit
Quaternionengittern betrachtet. Auf R ist eine Involution gegeben durch a + bu = a—bu,
und man erhdlt ein Skalarprodukt (, ) auf R x R durch

((a +bu), (a+bu)) = da+ (Va* — ab)u.

Die beziiglich ( , ) selbstdualen Codes in R" wollen wir nun in der Sprache der Form-
Ringe und ihrer Darstellungen ausdriicken.

Dabei gehen wir von der konkreteren Sichtweise der Darstellungen aus.

Wir definieren einen Form-Ring R = (R, M, ¢, ®) wie folgt. Esseimg : RxR — 1Z/Z
die Bilinearform mit

1
mo(a + bu,a’ + b'u) := 3 Tr ab’ — a'b).

Fy ‘IFQ(
Dann erhalten wir einen R ® R-Rechtsmodul M durch M := my(1 ® R) < Bil(R,Q/Z)
mit der Modulstruktur

mo(r1 @ r2)(x,y) == mo(riz, ray).

Eine Involution 7 : M — M ist dann gegeben durch 7(m)(z,y) := m(y,z). Durch
v : Rp — Mggr, 1 — mg wird ein R-Modulisomorphismus definiert. Weiter ist
¢ = {M} < Quady(R,Q/Z) ein R-qModul, wobei {m } (z) := m(x,z). Dadurch ist
A1 ® — M eindeutig bestimmt als A\({m }) = m + 7(m).

Die Identitét ist dann eine Darstellung von R.

Es sei m,, < GL16(C) die Matrix der Rechtsmultiplikation mit w auf R. Dann ope-
riert S :=< m,, > auf CR durch Permutation der Basisvektoren mit sechs Bahnen; ein
Vertretersystem dieser Operation ist gegeben durch Rep := {0,1,u, 1 + u,w + u,w? + u}.
Da die Operationen von S und C(p) miteinander vertauschen, erhalten wir durch Ein-
schrankung eine Operation von C(p) auf Fixcis(S). Dies induziert eine Darstellung
A : C(p) — GLg(C) von C(p). Definieren wir nun auf natiirliche Weise eine Abbildung

Symgey, : Clz, | 7 € R] — Clz, [ r € Rep],
so folgt aus Satz 7.5, dass
Inv(A(C(p))) = Sympe, (Inv(C(p)))-
Setzen wir C%(p) := A(C(p)), so ergibt sich die Molienreihe von C%(p) zu

L+1° 415 12
(1= 1)(1— 2)2(1— t5)2(1 — 15)°

Es gibt eine Hironaka-Zerlegung von Invc,, | rerep) durch Gewichtszéhler von Codes
des Typs p. Die Gewichtszdhler wurden mit Hilfe von MAGMA ([2]) ermittelt. Addition
und Multiplikation in F; @ F4u konnen als Abbildungen von Fy @ Fyu x Fy @ F4u in sich
selbst aufgefasst und so in MAGMA implementiert werden; auf diese Weise lasst sich der
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Gewichtszdhler aus einer vollstindigen Liste der Codeworte ermitteln. Die Hironaka-
Zerlegung ist nun

1,C5,Cg,C5 ® C
6 y &5, w8, U5 8
II’IV(C[xT|rERep](C (p)) = C1,Vo,Co, Vi, Cy, Vs~

Hierbei sei fiir N € 2N
Vy :=<1,(0,u,0,...,0,u),(0,0,u,0,...,0,u),...,(0,...,0,u,u) >,
und weiter C; =< (u) >, Cy =< 1+ uw+u) > C; =< (LLw,w+ u,w +

wu), (0,u,0,u), (0,0,u,u) > sowie Cs :=< (1,1,1,1,0), (0,1,w,w?, 1), (u,u,0,0,u) >. Der
Code Cjy hat die Erzeugermatrix (14| A), wobei

wu 1 wHwu  w?

wu l+u w’4+wu wHu
A=

wu 1+ wu 1 1

1+ wu wu 0 0

57



9 Extremale Codes vom Typ 4F und 4%

9.1 Bestimmung extremaler Gewichtszdhler

Ziel ist die Bestimmung des maximal moglichen Minimalgewichts d(N) von Codes der
Lange N vom Typ p(4F) bzw. p(4F;). Die Gewichtszahler solcher Codes sind Invarianten
von C(p) mit p = p(4¥) bzw. p = p(4F,), die einigen zusitzlichen Bedingungen geniigen.
Ein Teil dieser Bedingungen ist derart, dass die Invarianten, welche diesen Bedingungen
geniigen, einen Z-Teilmodul von Invc(,, | ver,)(C(p)) bilden. Dass diese Bedingungen
erfiillt sind, lasst sich a priori sicherstellen.

Eine weitere Bedingung an die Gewichtszéhler, die Nichtnegativitit der Koeffizien-
ten, lasst sich mit Hilfe linearer Programmierung priifen. Gewichtszdhler werden hier
mit ganzzahligen Punkten in Polyedern identifiziert.

Schliefllich liefert die Dimension des Fs-rationalen Untercodes eine weitere Bedin-
gung an die so ermittelten moglichen Gewichtszahler.

9.1.1 Einige Bedingungen a priori

Ist C < FY ein Euklidisch selbstdualer Code mit Minimalabstand d(C) > d, so gilt
x| ecwe(C)(1,z,x,2) — 1. Wir bestimmen also eine Basis des Q-Vektorraums

TN,p(d) = {p € IHV(C[:L’U | UEIF4](C(p)) ‘ :Ed | p(l,m,:ﬁ,x) - 1} < InV(C[a:U | vEF4] (C(P))N,

der alle vollstandigen Gewichtszdhler selbstdualer isotroper Codes C' in Np mit Mini-
malgewicht d(C') > d enthalt.
Es gilt also

cwe(C) (20, T1, Tw, T2) € Llxg, T1, Tw, T2] N TN p(d).

Ist p = p(4F), so erhalten wir durch den Gewichtszahler cwe(S(C)) des Schattens S
eines moglichen Codes C in N p mit Minimalgewicht d(C') > d weitere Bedingungen. Ge-
mafl Abschnitt 5.3 existiert ein Ringhomomorphismus T : Clz, | v € F4y] — Clz, | v €
[F4], welcher cwe(C) auf cwe(S(C)) abbildet. Daraus erhalten wir

Ts(cwe(C)) € Zlxo, 21, Tw, 2] N Ts(In p(d)).

Man beachte, dass wir uns auf die Bedingungen beschrianken kénnen, welche durch
51(C) gegeben sind. Denn gemédff Bemerkung 5.9 ist Ts , = m, o Tg,, falls r € F} ist
und m, € F3** die Linksmultiplikation mit r beschreibt. Die zu T, gehorige Matrix ist
gegeben durch

1 -1 —i —

1 -1 T4

MTso=11 1 i

1 1 — 1
Es sei (t1,...,t;) mit t; € Z[zg, z1, 20, x.2]Nn, @ = 1,...,k eine Q-Basis von Ty ,(d).
Da Ts, ein Ringhomomorphismus ist, ist dann (7%, (¢1),...,Ts, (t;)) eine Basis von

Ts, (Inp(d)). Um die jeweiligen Koeffizienten unterscheiden zu konnen, schreiben wir
das Tupel (t;,Ts, (t;)) als t;(X) + Ts, (t:)(Y) € Qlzo, .-, T2, Y0, - - - Yoo firi = 1,... k.
Entsprechend sei

TSN p(d) =< p(x) + Ts,(p)(y) | p € TN, p(d) > .
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Ist C' ein Code der Lange N mit Minimalgewicht d(C) > d, so gilt also
(cwe(C)(X),cwe(S1(C))(Y)) € TSN p(d) N Zzo, . .., Ty2, Yo, - - -5 Yu2]-

Wir wollen eine Ganzheitsbasis von 7y, ,(d) bzw. von 7 Sy ,(d) bestimmen, um die ganz-
zahligen Polynome in 7y ,(d) leichter ermitteln zu konnen. Dazu benétigen wir

Lemma 9.1. Es sei V der Q-Vektorraum, welcher erzeugt wird von den Spalten von A €
QW* k < n. Ist c € Nmit cA € Z™F, so existieren nach dem Elementarteileralgorithmus eine
Permutationsmatrix P, eine Matrix

d 0 0
0 dy
: 0
D=| 190 ... 0 a4 |2
0 ... 0
0 .. 0

sowie Q € GL(Z) mit cA = PDQ. Wir definieren eine Matrix D := diag(dy, ..., dy) durch

=0, d=o.

Eine Ganzheitsbasis von V ist dann gegeben durch die Spalten von I(A) := cAQ™'D.

Beweis. Es seien \y,..., A\, € Q,sodass A (\1,..., ;)" € ZF. Dann ist (\1,..., \g)?
eine Z-Linearkombination der Spalten von ¢Q~'D. O

Zur Bestimmung einer Ganzheitsbasis wenden wir Lemma 9.1 auf die Koeffizienten-
matrix A € Q¥ k < n, einer Q-Basis von Ty, ,(d) bzw. von 7 Sy ,(d) an.

Ist C' ein Code vom Typ p(4¥) oder p(4%), so sind die Monomkoeffizienten von

cwe(C') bei Monomen der Form x%xl{xﬁ,ng,a € Nyp,b € N, durch drei teilbar, da C ein

F4-Vektorraum ist. Es sei T; N,p(d) der Z-Untermodul von 7y ,(d), welcher die Polynome
enthilt, die dieser Bedingung gentigen. Weiter seien mit iy, .. ., %, die Indizes der Zeilen
von A bezeichnet, welche fiir Monome der Form xga:l{ xf)xgz stehen. Wir definieren eine

Matrix B := diag(b, ..., b,) durch
h ::{ 5, i€ {in,. .. inl,

0, sonst.

Ist dann A := BA, so bilden nach Lemma 9.1 die Spalten von I (ﬁ) eine Ganzheitsbasis
von 7y ,(d).

9.1.2 Nichtnegativitit der Koeffizienten

Ist C < FY ein Euklidisch selbstdualer Code, so haben cwe(C) und cwe(S,(C)) natiirlich
nichtnegative Koeffizienten. Weiter ist in cwe(C) der Koeffizient bei den Monomen z
sowie 2V gleich 1. Aus einer Ganzheitsbasis von 7y ,(d) bzw. von 7 Sy ,(d) ergibt sich
daher ein lineares Ungleichungssystem, also ein Problem der Form A(z1, ..., zy)" > bmit
A € Q¥ b € ZF. Wir sind an den ganzzahligen Losungen dieses Systems interessiert.

Mit Hilfe von [3] lassen sich diese durch Minimieren und Maximieren der Zielfunk-
tionen z;, i € {1,...,n} sukzessive ermitteln. Da im Vorhinein unklar ist, wie oft dies
geschehen muss, ist hierfiir ein rekursiver Funktionsaufbau notwendig.
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9.1.3 Der Fy-rationale Untercode

Ist C < F} ein Euklidisch selbstdualer Code, so gilt

, N
cwe(C)(1,1,0,0) = 2* fireini € {1,..., 5}

Dies folgt mit

Definition 9.2. Fiir einen Code C' < F} heift
C = {(Cl,...,CN) EC|C¢ GFQﬁZT”iZl,...,n} SFéV
der Fo-rationale Untercode von C.

Offenbar ist C’ selbstorthogonal; daher ist dimp, (C') < 4. Nunist cwe(C)(1,1,0,0) =
|C7].

9.2 Kurze Darstellung extremaler Gewichtszdhler

Die folgenden Uberlegungen dienen einer iibersichtlichen lesbaren Darstellung von Ele-
menten von Invc(p(q;))(((: [y | v € Fy])n.

Wir werden feststellen, dass mogliche extremale Gewichtszidhler Euklidisch selbst-
dualer Codes in vielen Fillen invariant sind unter Permutation der Variablen {z, | v €
Fyq}.

Diese Eigenschaft entspricht der Invarianz unter der komplexen Matrixgruppe S <
GL4(C), wobei S das Bild der durch die Operation von Sy auf {1,...,4} induzierten
Darstellung pg, von Sy bezeichne. Ist p € Invs(C[z, | v € F4])n, so besitzen alle Monome
in C[z, | v € F4],, welche durch Permutation der Variablen z, , v € Fy4, auseinander
hervorgehen, den gleichen Koeffizienten in p. Um p zu beschreiben, geniigt dann die
Angabe eines Koeffizienten pro Bahn von S auf der Menge der Monome in Clz,, | v € F4],
und die Bahnen entsprechen den Partitionierungen von N in vier nichtnegative ganze
Zahlen. Die Summe ) o, (z3xbax?, )m wird dargestellt durch [a, b, ¢, d], wobeia > b >
¢ > d und wir Nullen in den Quadrupeln weglassen.

Beispiel 9.3. Sei C < FY der Euklidisch selbstduale Code mit Erzeugermatrix

10000111
01001011
00101101
00011110

Der vollstindige Gewichtszihler p von C'ist gegeben durch
p(T0, 21, Ty, Ty2) = xp+ ldajzt + ldagrl + 14xia’, + 16823210222,

28 + 14ziz? + 14$%.’Ei2 + 28 + 14:1:3):6:402 + xig.

Wegen p(xo, x1, Ty, T2) = p(x0, T1, X2, Ty lisst p sich darstellen als

1[8] + 168[2,2,2, 2] + 14[4, 4].
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Bemerkung 9.4. [st C' < IE‘fLV ein Euklidisch selbstdualer Code, so ist cwe(C') invariant unter
der Operation der komplexen Matrixgruppe

P =< M, T >
auf Clz, | v € Fy|, wobei die Erzeugermatrizen gegeben sind durch M = pg,((2 3 4)) und
ps,((12)(34)). Esgilt P = Ay.

Beweis. Gemaf3 Beispiel 4.11 ist M € C(p(4F)), woraus sich nach Satz 4.7 die Invari-
anz von cwe(C') unter M ergibt.
In Beispiel 3.3.2 wurde gezeigt, dass C' den Einsvektor 1 enthalt; daher ist

Y:C—-C, c—1+c

eine bijektive Abbildung. Beziiglich des C-Vektorraumhomomorphismus’ Sym : CVY —
Clzy | v € Fy4] (siehe Definition 1.9) hat ¢ die Eigenschaft

Sym(¢(c)) = Sym(c)T.
Wegen fwe(C') = fwe(1(C)) erhalten wir

cwe(C) = Sym(fwe(C)) = Sym(fwe(¥(C))) = > Sym(¢(c)) = > _ Sym(c)T = cwe(C)T.
ceC ceC

0

Folgerung 9.5. Ist p € Inv(C(p(4F))), so ist p invariant unter der in Bemerkung 9.4 definierten
Matrixgruppe P.

Beweis. Nach dem Hauptsatz 7.11 wird Invg, 4}3))(C [z, | v € Fy]) als C-Vektorraum
erzeugt von den vollstindigen Gewichtszdhlern Euklidisch selbstdualer Codes der Lan-
ge N tiber Fy. Diese sind gemédfs Bemerkung 9.4 invariant unter 7. Da P auf
C[xy | v € Fy4] durch C-Algebrenautomorphismen operiert, ergibt sich daraus die Inva-
rianz von p unter P. O

Bemerkung 9.6. Es gilt M = pg,((123)) und T' = pg,((1 2)(3 4)). Definieren wir
1 0 00
Q=1 o ¢ o | |ecu©,
0010
soist Q = ps,((34)). Wegen Sy =< (123),(12)(34),(34) > folgt

S=<MT,Q > .

Ist also fir p € Invs(C[z, | v € Fy4])n die Invarianz unter @ gegeben, so ist p we-
gen Folgerung 9.5 invariant unter S und kann wie eingangs beschrieben mit Hilfe der
Partitionierungen von N dargestellt werden.

Bemerkung 9.7. Die Permutationsmatrix Q ist durch den Galois-Automorphismus x — z? €
Galg, (F4) induziert. Ist also der Code C' invariant unter der Galois-Gruppe von F, so ist auch
cwe(C) € Inv(S).

Als Folgerung erhalten wir die folgende Bemerkung, die es uns fiir kleine Langen
erspart, die Invarianz unter S zu tiberpriifen.

Bemerkung 9.8. Ist p € Inv(C(p(4%)))) mit deg(p) < 16, so ist p invariant unter S, da in einer
Hironaka-Zerlequng alle primiren und sekundiren Invarianten dieses Grades invariant unter Q)
sind.
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9.3 Eigenschaften der Invarianten von C(p(47))

Satz 9.9. Es sei p(xo,x1, Ty, T,2) € Invc(p(4}3))(((: [y | v € Fa])n. Ist 23xbala?, ein Monom

in Clz, | v € F4], dessen Koeffizient in p nicht verschwindet, so gilt ¢ + d € 2N.

Beweis. Sei zunichst p = cwe(C) fiir einen Euklidisch selbstdualen Code C' < F¥,
und sei ¢ € C. Weiter sei die Funktion n,, a € Fy, wie in Definition 1.5; dannistc + d =
nw(c) + ny2(c).

Angenommen, es gilt n,,(c) + n,2(c) ¢ 2N. Dann folgt wegen w + w? = 1

<ce>=wi+. Ftwt. . Fwtrlt. o +Hle{wF1,wr+1},

ne—mal n 2—mal n1—mal

im Widerspruch zur Selbstdualitdt von C.
Fiir beliebiges p € Invs(Clz, | v € F4]) v folgt die Aussage des Satzes aus dem Haupt-
satz 7.11. O

9.4 Maximales Minimalgewicht von Codes vom Typ p(4%) und Typ p(4%)

Die folgende Tabelle listet die mit dieser Methode erhaltenen Schranken an das maximale
Minimalgewicht von Codes des Typs 4¥ bzw. 4%} fiir die verschiedenen Langen N sol-
cher Codes auf. Bei N = 24 tritt der erste offene Fall auf; man kann nachweisen, dass es
tiir diese Lange keinen Code C gibt mit d(C) > 10, kennt aber andererseits keinen Code
der Lange 24 mit Minimalgewicht 9. Es existiert jedoch ein Typ 4%-Code mit Minimal-
gewicht 8. Die Eintrdge in den Zeilen, welche fiir groflere Langen stehen, sind ebenso zu
verstehen.

[ Typ 47 | Typ 477 |

Lange d d extremale Gewichtszihler

2 2

4 3 3 1

6 3

8 4 4 1

10 4

12 6 6 1

14 6

16 6 6 2

18 7

20 8 8 4

22 8

24 8-9 8-9 2

26 8-9

28 9-10 9-10 1030

30 10-12

32 10-12 | 10-12 41
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9.5 Klassifizierung extremaler Gewichtszihler
9.5.1 Quadratische Restcodes

Quadratische Restcodes sind spezielle zyklische Codes. Hier machen wir noch einmal
von dem klassischen Begriff eines Codes als Untervektorraum von Fflv Gebrauch, falls F,
ein endlicher Korper ist (siehe Vorwort).

Definition 9.10. Es sei C' < Fév ein Code. Gilt fiir ¢ = (c1,...,cn) € C, dass auch
(en,c1y...,en—1) € C, s0 heifst C zyklisch.

Die zyklischen Codes entsprechen den Idealen von F,[z]/(z" — 1), also Teilern des
Polynoms z¥ — 1.

Bemerkung 9.11. (i) Wir definieren einen F,-Vektorraumisomorphismus ¢ : FY —
Fylz]/(z™ — 1) durch

o((aty...,an)) = a1 +asx + ... +apzN T+ (J:N —1).
Ein Code C' < FY ist genau dann zyklisch, wenn ¢(C) < Fqla]/(zN — 1) ein Ideal ist.

(i) Es sei I < F,[x]/(xN — 1) ein Ideal. Dann existiert ein Polynom g € F,[x], so dass
g(@)|(@N =1) und I = (g) + (& —1). Ist deg(g) = d und g(z) = agz®+ ...+ a1z + ao,
so konnen wir einen zyklischen Code C' definieren durch die Erzeugermatrix

aqg Qg—1 ... ap 0o ... 0
0 a Ad—1 - a 0 ... 0 -

d d—1 0 61?(]]\/ d><N.
0 0 aqg ag—1 ... ag

Dann ist (C) = 1.

Definition 9.12. Sind das Polynom g und der zyklische Code C' wie in Bemerkung 9.11(ii), so
heift g das Erzeugerpolynom von C.

Nun kénnen wir die quadratischen Restcodes einfiihren.

Definition und Bemerkung 9.13. Es seien p eine ungerade Primzahl und ¢ eine primitive p-te
Einheitswurzel in einer Korpererweiterung IF von Fo. Wir betrachten das Polynom

g:= ][] (@-¢*) €Flal
ac(Fy)?

Dann liegt g in F4[z], und es gilt g(x)|(z? — 1). Mit QR(F,p) < F? bezeichnen wir den

zyklischen Code in FP mit Erzeugerpolynom g, den quadratischen Restcode zur Primzahl p.

Ist F ein endlicher Korper und C' < FY ein Code (im klassischen Sinne), so erhalten
wir mit Hilfe folgender Konstruktion aus C' einen Code C' der Lange N + 1 mit dim(C) =
dim(C).

Definition und Bemerkung 9.14. Es sei F ein endlicher Korper und C < FY ein Code. Indem
wir ¢ = (c1,...,cn) € Cersetzen durch (cq,...,cn, Zfil ¢i), erhalten wir einen Code C' <
FN*L welcher selbstdual ist beziiglich des in Kapitel 1 eingefiihrten Euklidischen Skalarprodukts.
Es gilt dim(C) = dim(C). Wir nennen C den Erweiterungscode von C.

63



Bemerkung 9.15. Mit den Bezeichnungen von Definition und Bemerkung 9.13 sei C' :=
QR(F, p) ein quadratischer Restcode.

(i) Der Code C enthiilt den Einsvektor 1.

(ii) Die Bezeichnungen seien wie in Definition und Bemerkung 9.13, und es seip =3 mod 4.
Dann ist h(z) := (1 — x)g(x) ein Erzeugerpolynom von C+.

(iii) Es sei wieder p=3 mod 4. Dann ist der Erweiterungscode C von C selbstdual.

Beweis.

zu (i):

zu (ii):

Esist (1) = 1+x+...+2P~L. Fiir das Erzeugerpolynom g(z) von C gilt geméf
Definition und Bemerkung 9.13, dass g(z)|(z* — 1) sowie (z — 1) { g(z). Daher
gilt (1) = ‘”p_ll € (g(x)),also 1 € C.

Fiir ein Polynom q( ) = ZZ o @iz’ € F[z] bezeichnen wir mit rev(q)(z) =
2P lg(x7t) = ZZ o a;zN " das Polynom, bei dem die Koeffizienten von ¢ in um-
N1

gekehrter Reihenfolge auftreten. Nun sei r(z) = = (z—1)11, ¢(F3)? (x—C%).

Zunichst zeigen wir, dass rev(r)(z) ein Erzeugerpolynom von C+ ist. Dazu sei-
enc=(cy...,¢p) € Cund ¢ = (c},...,c,) € FP. Nun gilt

p—1 p—1 p—1

de)rev(p(c)) = O cia”) O aP )+ (aP 1) = > ecfaPt I 4 (2P - 1),

i=0 j=0 4,j=0

Nun gilt Zf:_ol cic; = 0 genau dann, wenn der Koeffizient in gf)(c)gg(\c-’/) bei
2P~1 verschwindet. Dies ist der Fall fiir rev(¢(c')) € (r(z)), da g(z)r(z) = 0
mod (2P — 1). Da offenbar rev( ) eine Bijektion von F[z]/(zP — 1) ist mit

revorev = id, erhalten wir (rev(r(z))) C ¢(C*). Betrachten wir nun die
Dimension der Ideale (g(z)) und (re ( (x))) als F4-Vektorraume. Ist d :=
dim((g(z))), so ist dim((rev(r(z)))) = N — (N —d) — 1 = d — 1. Wir erhalten

dim((g(z))) + dim((rev(r(z)))) = N. Daraus folgt (rev(r(z))) = ¢(CL).

Nun zeigen wir, dass (rev(r(z))) = ((z — 1)g(z)), also dass h(x) ebenfalls ein
Erzeugerpolynom von C ist. Durch elementares Nachrechnen stellen wir fest,
dass rev ein Isomorphismus von F[z] ist. Daher ist

rev(r(z)) =rev((z — 1) H (x—¢Y))=(1-ux) H (—C%z +1).
ag (F3)? ag(Fy)?

Wegen p = 3( mod 4) gilt z € (F};)? genau dann, wenn —z ¢ (F7)?. Wir erhalten

rev(r(z)) = (xz—1) H (x—C")
ag(Fy)?

= (z—-1) H ¢ H (x —(¢%).

a¢(F5)?  a€(F;)?2

Dem entnehmen wir, dass h(z) durch Multiplikation mit einem invertierbaren
Element von IF aus rev(r(x)) hervorgeht; daher ist (rev(r(z))) = (h(x)).
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zu (iii): Aus (ii) erhalten wir, dass
P
Ct={c=(c1,...,¢,) €C| ZQ’ZO}-
i=1

Bezeichnen wir mit £,,; < [F? den von 1 erzeugten F-Vektorraum, so folgt dar-
aus o
C == CJ‘ S, Ep+1.

Daher ist C selbstorthogonal. Weiter gilt wegen dim(C) = 1 + dim(C~)
dim(C*) = p+1—dim(C) = p+1—dim(C) = p—dim(C*) = dim(C) = dim(C),
und daher ist C sogar selbstdual.

0

Satz 9.16. Es seien F = F,,q = 2/, eine Korper und p eine Primzahl mit p = 3 ( mod 4).
Dann ist der erweiterte quadratische Restcode C := QR(F, p) ein Code vom Typ p(q%;).

Beweis. Die Selbstdualitit von C wurde in Bemerkung 9.15 gezeigt. Nun wollen wir
die Bedingungen aus Definition 3.24 nachweisen. Ist C := QR(F,p), so schreiben wir
wie im Beweis von Bemerkung 9.15(iii)

6 = C’L EB Ep+1.

Da p+ 1 = 0( mod 4) und, wie im Beweis von Bemerkung 9.15 gezeigt wurde, C+ =
{ec = (c1,-..,¢) € C | P | ¢; = 0} ist, ist Bedingung (i) offensichtlich erfiillt. Zum

Nachweis von Bedingung (ii) berechnen wir fiir ¢ = (cy,...,¢,) € C+
P P
SeaYe+ X an=Yd=0
=1 j=1 1<i<j<p i=1
O
Die folgenden Listen enthalten Koeffizienten (¢, ..., ¢y), sodass ¢ = c1p1 +. ..+ cupn

ein moglicher Gewichtszéhler eines Codes C' < F} vom Typ 4%, mit Minimalgewicht d
ist. Es existiert kein Code der Lange N dieses Typs mit groflerem Minimalgewicht als d.
Im Folgenden bezeichnen wir mit w € [F4 einen Erzeuger von F7.

9.5.2 Typ 4%, Linge4,d =3
Der einzige Gewichtszdhler ist gegeben durch
p1 o= 1[4] +12[1,1,1,1]

wird durch den Code mit Erzeugermatrix A realisiert, wobei

1 1 1 1
A':(O 1 w w2>'

65



9.5.3 Typ 4%, Linge 16, d = 6
Die moglichen Gewichtszéhler sind
cwe(Pr(Q20)) = q1 = p1 + 113ps, g2 := p1 + 125p2,

wobei der Code Pr(Q20) die Erzeugermatrix Is, A hat mit

0 0 w? 0 w 1 w? 0
w20 1 1 1 1 w W?
1 0 1 w 1 1 0 w
w 1 1 w 0 1 w w
0 «w?» 1 w 0 1 1 1
w ow w1l w0 0 0
0 0 0 1 w w w w?
w2 w w 0 1 0 w? 0

Es ist cwe(Pr(Q20))(1,1,0,0) = 22 und ¢(1,1,0,0) = 2*

Gewichtsverteilung | p; D2

[16] |0

[10,2,2, 2] -284 4

9,5,1,1] 564 -4

[7,3,3,3] 5608 | -8

[6,6,2,2] 1108 | 12

[5,5,5,1] 4380 | -12

[4444] 13990 | 10

8,4, 4] -2 2

8, 8] -111 1

9.6 Typ 4%, Linge 20, d = 8
Es gibt vier mogliche Gewichtszédhler. Diese lassen sich parametrisieren durch

i—1
Gi=p1+(—345+48) 47V)py, i=0,...,3.
7=0

Es gilt '
¢i(1,1,0,0) =27"% i =0,...,3.

Esist g3 = CWG(QQ()).
Die Polynome p; und p; sind hierbei wie folgt.
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Gewichtsverteilung | p; D2
20] 1 0
[11,3,3, 3] 48 -16
(10,6, 2, 2] 6804 12
[9,9,1,1] 1508 4
9,5,5,1] 72 -24
8,4,4,4] 96291 | 108
[7,7,3,3] 18480 | -80
6, 6,6, 2] 79500 | 100
[5,5,5,5] 115560 | -216
[12 4, 4] 849 2
8,8, 4] 1701 3
[12 ] -282 -1

9.6.1 Typ 4%, Linge24,d =9

Hier gibt es zwei Kandidaten fiir Gewichtszéhler, welche durch die untenstehende Ta-
belle beschrieben werden. Es ist p1(1,1,0,0) = 2* und po(1,1,0,0) = 22.

]
]
8,8,4,4] 633642 | 632742
]
]

Gewichtsverteilung | p; Do

[24] 1 1
[15,3,3, 3] 2280 2376
(14,6, 2, 2] 2652 2508
[13,9,1,1] 192 264
[13,5,5,1] 6456 6600
(12,4, 4, 4] 88602 | 88242
[11,7,3, 3] 80472 81048
[10, 10, 2, 2] 11184 10824
[10,6,6 2] 158604 | 157740
9,9,5,1 37392 37752
[9,5,5,5 944232 | 945384
[

[

[

[

[

[

7,7,7,3 768912 | 770352
6,6,6,6 2196096 | 2193840
12,8, 4] 1422 1386
8,8, 8] 8157 8085
12,12] 14 2
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9.6.2 Typ 4%, Linge 28, d = 10

Parameter Dimension des Fy-rationalen Untercodes

p1 — 63p2 7

pL— 15ps Lips, i =0,....288 | 5

p1—3pa +ip3, 1=0,...,360 |3

pL+ips, i =0,...,378 1
Gewichtsverteilung | p; Do 3
[28] 1 0 0
[18,6,2,2] 1638 4 2
[17,9,1,1] 0 0 1
[17,5,5,1] 3276 -16 6
16,4, 4, 4] 62244 |26 |6
[15,7,3, 3] 78624 -16 -12
14,10, 2, 2] 13104 10 |6
(14,6, 6, 2] 201474 96 -10
[13,13,1,1] 756 2 | -2
[13,9,5,1] 65520 -44 8
[13,5,5,5] 1677312 | -344 | 6
[12,8,4, 4] 1630629 | 241 46
[11,11,3, 3] 321048 -56 -32
[11,7,7,3] 3000816 | -448 | -12
[10, 10, 6, 2] 958230 258 -20
[10,6,6, 6] 13433238 | 1356 | -114
9,9,9,1] 371280 -120 | 15
[9,9,5,5] 9562644 | -924 | 6
8,8,8,4] 11548719 | 881 66
[7,7,7,7] 28167984 | -1904 | 96
[16, 8, 4] 819 5 2
(12,12, 4] 4095 1 0
(12,8, 8] 24570 12 -2
16, 12] 0 -1 0
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9.6.3 Typ 4%, Linge 32, d = 12

Parameter Dimension des Fy-rationalen Untercodes

p1+ 2p3 2

p1 + 3ipe + (62 — 6i)p3, i =0,...,10 6

p1 + (48 + 3i)pa + (158 — 6i)ps, i =0,...,20 | 8

p1 + (240 + 3i)ps + (542 — 6i)ps, i =0,...,7 | 10
Gewichtsverteilung | p; D2 D3
[32] 1 0 0
20,4, 4, 4] 41416 38 |16
[19,7,3, 3] 47616 80 -32
[18,10,2, 2] 7440 74 |24
[18,6,6 2] 134912 -92 48
[17,13,1,1] 496 16 -8
[17,9,5,1] 66960 64 -24
[17,5,5,5] 1548512 48 -112
[16,8,4, 4] 2018968 -213 172
[15,11, 3, 3] 518816 432 -144
[15,7,7,3] 4977856 208 -320
[14,14,2, 2] 38192 -180 | 56
14,10, 6, 2] 2156112 | -360 | 216
(14,6, 6, 6] 30224256 | 1252 | 576
[13,13,5,1] 205840 176 -56
[13,9,9, 1] 1174528 80 -96
[13,9,5,5] 30035280 | -1216 | -504
[12,12,4, 4] 7418424 -388 | 340
[12,8,8,4] 52332960 | 2217 | 768
[11,11,7,3] 20394528 | -192 | -624
[11,7,7,7] 191801216 | -7728 | -1504
[10, 10, 10, 2] 10256784 | 26 408
[10, 10, 6, 6] 143811728 | 6092 | 1160
[9,9,9,5] 171038160 | -7840 | -1080
8,8,8,8] 370384156 | 14712 | 1786
[20, 8, 4] 1488 -1 0
[16, 12, 4] 3224 -17 4
[16, 8, 8] 24180 -6 6
(12,12, 8] 115320 -17 12
[20, 12] 0 1 0
(16, 16] 0 0 1
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