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Kapitel 1

EinfUhrung

1.1 Einleitung

Der Begriff ,,Gitter* wurde erst 1831 von Gauss in die Mathematik eingef thrt, beim
Beweis ‘Uber die dichteste gitterf’ormige Kugelpackung im 3-dimensionalen Raum.
Implizit ‘uber zahlentheoretische Begriffe wurde er von anderen bereits fr'her verwendet,
wie z. B. von Lagrange im Jahr 1770 bei der Bestimmung der dichtesten gitterf’érmigen
Packungen von Kreisen. Seit dem Ende des 19. Jahrhunderts sind Gitter ein Gegenstand

mathematischer Forschung, sogar der zentrale Gegenstand in der Minkowskischen

Geometrie der Zahlen. Die Pionierarbeiten dazu sind jedoch in der Schreibweise der

quadratischen Formen verfalit, die von uns verwendete geometrische Notation wurde erst

vor ein paar Jahrzehnten eingef thrt. Diese ist zum einen geometrisch anschaulicher, zum
anderen zum Algorithmisieren geeigneter, sodal? die meisten Fragestellungen mit Hilfe

des Computers gel 0st werden k’6nnen.

Ein Gitter ist, grob beschrieben, eine unendliche Punktmenge im Raum mit einer
regelm-assigen Anordnung der Punkte. Formal besteht ein Gitter in einem euklidischen
Vektorraum aus allen ganzzahligen Linearkombinationen einer Basis des Vektorraumes.
Das einfachste Beispiel eines Gitters in RY ist das Standardgitter Z9.

Gitter treten in verschiedenen mathematischen Gebieten auf: In der Kristallographie als
Menge von Translationsvektoren in einer sogenannten kristallographischen Gruppe, in der
Struktur— und Darstellungstheorie von Lie—Gruppen und Lie—Algebren als Wurzelgitter
und Gewichtsgitter, in der Zahlentheorie bei L 6sungen ganzzahliger quadratischer For-
men. AuRerdem an v'0llig anderer Stelle — in der Informationstheorie — im Zusammen-



hang mit Signal ‘Gbertragung und auch in der diskreten Geometrie bei der klassischen, von
Kepler initiierten, Frage nach den dichtesten gitterf 6rmigen Kugelpackungen.

Last but not least: In der Codierungstheorie beim Problem optimaler fehlerkorrigieren-
der Codes, wobei viele neue Codes mittels Gitter und auch umgekehrt konstruiert wurden.

Die Gittertheorie h angt eng zusammen mit der Theorie der Modulformen, die beim Stu-
dium von Eigenschaften eines Gitters an seiner Theta—Reihe zum Tragen kommt (siehe
dazu den Ubersichtsartikel [14]). Dar tber hinaus k'énnen wir z. B. durch,Bildung der
Siegelschen Theta—Reihen* einige Operationen auf dem Vektorraum der Gitterklassen
auf Operationen auf einem bestimmten Vektorraum von Modulformen “tbertragen.

Die Ausgangsbasis dieser Arbeit war die wissenschaftliche Ver 6ffentlichung,,On Siegel
modular forms of weight 12 von G. Nebe und B. Venkov (s. [16]). *

Darin  wurde der endlich dimensionale Vektorraum 7 der formalen C-
Linearkombinationen der Isometrieklassen der unimodularen geraden Gitter der
Dimension 24 (sogenannte Niemeier—Gitter) betrachtet und einige Hecke—Operatoren
darauf explizit (d.h. in einer Matrixdarstellung) berechnet. Diese 24 Isometrieklassen
bilden das Geschlecht des Leech-Gitters, das eins der bemerkenswertesten Gitter unter
allen bisher bekannten ist.

Auf dem Vektorraum 7 ist durch die Siegelschen Theta—Reihen der Gitter bis zum Grad
12, die alle Siegelsche Modulformen vom Gewicht 12 sind, eine Filtrierung gegeben.
Ein Hecke—Operator, den R. Borcherds zum Zweck der Klassifizierung der ungeraden
unimodularen Gitter der Dimension 24 entdeckte, ist aus der Kneserschen Nachbarme-
thode naheliegend. Er erhalt die Filtrierung und hat als ein selbstadjungierter Operator
bez uglich einer nat'arlichen hermiteschen Form auf ¥ zudem ein einfaches Spektrum.
Seine 24 Eigenvektoren sind die Eigenformen der Hecke—Algebra sowie Spitzenformen
vom Gewicht 12 und von unterschiedlichen Ordnungen, die zu bestimmen im allgemeinen
schwierig ist. In diesen f'0r das Geschlecht des Leech-Gitters auftretenden F allen wurden
alle diese Ordnungen, bis auf eine (f'ur die aber eine gute obere und untere Schranke ge-
funden wurde), bestimmt.

LFur eine genauere Erl auterung der nachfolgenden Fachbegriffe siehe den Abschnitt Grundlagen”.
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Die daf ur eingesetzte Methode war die Einf'Ghrung einer hermiteschen Form (die ein al-
gebraisches Analogon zum Peterssonschen Skalarprodukt f'ar Siegelsche Spitzenformen
ist) und einer Multiplikation auf #". Die daraus resultierenden Relationen erm’oglichten
die genaue Platzierung der meisten Eigenformen in der Filtrierung. Um die Ordnungen
der Eigenformen f°Ur die restlichen Falle zu bestimmen, wurden zwei Spitzenformen vom
Gewicht 12 konstruiert.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Ausdehnung der Untersuchungen durch eine
entsprechend abge anderte Methode auf weitere Geschlechter, n"amlich die Geschlechter
der zehn leechartigen, extremalen, stark modularen, geraden Gitter. ,,Leechartig” bedeu-
tet hierbei, dal3 das Gitter im wesentlichen die gleichen Struktureigenschaften wie das
Leech-Gitter besitzt.

Genaugenommen betrachten wir die stark N—modularen geraden Gitter mit N aus der
Menge ./ :=1{1,2,3,5,6,7,11, 14, 15, 23} und der zugeh6rigen Dimension d(N), die
mit der Formel d(N) := 2400(N)/01(N) berechnet wird (wobei o1(N) die Summe der
positiven Teiler von N und og(N) die Anzahl dieser Teiler bezeichnet). Das 1-modulare
Gitter hierbei ist das Leech-Gitter.

Solche Gitter werden zum einen ausgew ahlt, weil ihre Theta—Reihen zu einem “ubersicht-
lichen Ring der Modulformen gehéren, und zum anderen verbindet alle diese Gitter die
Eigenschaft ,Extremalit at”, die, grob beschrieben, bedeutet, daR die minimale L ange der
von Null verschiedenen Gittervektoren so grof3 ist, wie es die Theorie der Modulformen
erlaubt. In [19] wird gezeigt, dall zu jedem N € .4 genau ein solches Gitter &y der
Dimension d(N) existiert. Es wird konstruiert als das Fixgitter eines Elementes der Ord-
nung N in der Mathieu—Gruppe M»s, einer Untergruppe der Automorphismengruppe des
Leech—Gitters, angeregt durch die Tatsache, dal? .#" auch die Menge der quadratfreien
Ordnungen der Elemente von Mog ist.

In der nachfolgenden Tabelle sind alle diese Gitter aufgelistet.? Ihre Geschlechter werden
in [24] vorgestellt. Sie sind stark modular, mit Ausnahme der F'alle N =2 und N = 6.

2Eine allgemeine Ubersicht ‘uber modulare Gitter, sowohl gerade als auch ungerade, bis zur Dimension
64, bietet die Datenbank , Katalog der Gitter* (s. [15]).



N | Dimension d(N) Gitter &N
1 24 Leech—Gitter Aoa
2 16 Barnes—Wall-Gitter BW1g
3 12 Coxeter—Todd—Gitter K12
5 8 Gitter Qg(1) (auch Ha genannt)
) . [2Gram(D Gram(D
6 8 A2 ® Dg mit der Gram—Matrix (D) (D)
Gram(D4) 2Gram(Da)
4 -1 -2 1 1 =2
-1 4 -1 -2 1 1
oy . . l-2 -1 4 -1 -2 1
7 6 As@ mit der Gram—Matrix
1 -2 -1 4 -1 2
1 1 -2 -1 4 -1
-2 1 1 -2 -1 4
4 1 0 -2
. 1 42 0 . :
11 4 zur Gram—Matrix gehorendes Gitter
0 24 1
-2 01 4
4 10 -1
. 1 41 0 . :
14 4 zur Gram—Matrix geh"orendes Gitter
0 14 1
-1 01 4
4 2 21
12 41 2 . .
15 4 zur Gram—Matrix geh“orendes Gitter
2 16 3
1 2 36
23 2

4
zur Gram—Matrix (1

1
6) gehorendes Gitter




1.2 Grundlagen

Ziel dieses Kapitels ist es, alle zum weiteren Verst andnis der Arbeit notwendigen Begriffe
und S"atze aus verschiedenen Gebieten zusammenzutragen.

1.2.1 Gitter in euklidischen Raumen

Definition 1.1 Im euklidischen Vektorraum RY mit einem Skalarprodukt (-, -) heiBt eine
Teilmenge A ein Gitter, falls eine Basis {b1,...,bg} von RY existiert, so daR A aus allen
ganzzahligen Linearkombinationen der Vektoren by, ..., by besteht, d.h.

N=(b1,...,bq)z = {-iaibi | O EZ}.

Die Menge {bs,...,bq} wird eine Basis von A genannt.

Bemerkung 1.2 Strenggenommen ist A in der obigen Definition ein volldimensionales
Z—Gitter.

Beispiel 1.3 Das Gitter Z9 := (eq,...,eq)z , erzeugt von den iiblichen Einheitsvektoren
e1,...,eq, in RY mit dem kanonischen euklidischen Skalarprodukt, wird das Standardgit-
ter genannt.

Wir heben hervor, dal3 f'ar die Struktur eines Gitters A die abelsche Gruppe A zusam-
men mit dem auf RY vorgegebenen Skalarprodukt (+,-) bestimmend ist, und daf die
Einschr'ankung des Skalarproduktes auf A x A die wichtigste Information “uber A liefert.
Denn rein als abelsche Gruppen betrachtet, sind je zwei Gitter derselben Dimension d
isomorph, n"amlich isomorph zu 7. So ist das Gitter A stets als das Paar (A, (-,-)) zu
betrachten.

Allgemeiner kann ein Gitter als ein endlich erzeugter freier Z—Modul von einem endli-
chen Rang mit einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform beschrieben werden.

Far eine Einf'0hrung in die Grundlagen der Gittertheorie verweisen wir auf [7].



Definition 1.4 Das Parallelepiped

d
F(B) ::{thibi|0§ti<1fUraIIei:1,...,d}
i=

heifl3t die Grundmasche (oder auch der Fundamentalbereich) des Gitters A beztglich der
Basis B = {b1,...,bg}.

Folgende Zeichnung zeigt einen Ausschnitt aus einem Gitter der Dimension 2:

3by +2by

Durch Identifizierung der durch A aufeinander bezogenen Teile des Randes der Grund-
masche von A entsteht ein d—dimensionaler Torus, der kompakte Quotientenraum RY /A,
wie die folgende Skizze f"ar ein 2—-dimensionales Gitter veranschaulicht:

o &S

Eine andere Definition f'ur ein Gitter ergibt sich mittels des Satzes von Bieberbach:

Eine Teilmenge A des euklidischen Raumes RY ist genau dann ein Gitter, wenn sie eine
diskrete additive Untergruppe des RY mit dem kompakten Quotientenraum RY /A ist.

Die aus den Skalarprodukten der Basisvektoren untereinander gebildete Matrix
((bi,bj)); j—1...q istoffenbar symmetrisch und positiv definit (insbesondere invertierbar).

Definition 1.5 Die Matrix Gram(B) := ((b;,bj)); j—1...q heiRt die Gram-Matrix (nach
J. P. Gram) von A beziglich der Basis B = {b1,...,bq}.

d
Bemerkung 1.6 Schreiben wir einen Gittervektor A als A = 3 aib; eine eindeutige ganz-

i=1
zahlige Linearkombination der Basis B = {b1,...,bq}, so gilt offenbar:

(A, A) = (ay,...,0q) Gram(B) (ay, ..., 0q¢)" .



Beispiel 1.7 Das Standardgitter Z¢ hat als die Gram-Matrix beziiglich der Einheitsvek-
toren ey, ...,eq die d x d Einheitsmatrix Ey.

Durch die Angabe der Gram-Matrix bez'uglich der Einheitsvektoren ist ein Gitter
eindeutig spezifiziert. Umgekehrt 1"t sich f'ar jede positiv definite symmetrische Matrix
P € RY*¢ gin Skalarprodukt auf RY definieren gem'aR (x,yp := x"Py fir x,y € ® und
damit das Gitter (Zd, (,-)p), dessen Gram-Matrix bez Uglich der Einheitsvektoren gleich
P ist.

Lemma 1.8 Die Determinante einer Gram—Matrix andert sich nicht bei einem Basis-
wechsel.

Beweis. Sei B = {bs,...,b,} eine Basis des Gitters A. Ist B = {b/,... b/} eine weitere

Basis von A, so existiert eine sogenannte Basiswechselmatrix U = (U j), j—1,..q Mit bi =

d
Y Ukibg farallei=1,...,d. Daraus folgt zun“achst, da U ganzzahlige Koeffizienten hat.
k=1

Die Matrix U~ dr'tickt umgekehrt die Vektoren ki durch die Basisvektoren b! aus, hat
also ebenfalls ganzzahlige Koeffizienten. Daher istU € GL4(Z).

Die Gruppe GLq(Z) aller ganzzahligen d x d Matrizen mit einer ganzzahligen Inversen ist
aber offenbar die Menge aller unimodularen d x d Matrizen (d.h. ganzzahligen Matrizen
mit der Determinante gleich +1).

Damit folgt far die Gram—Matrix bez uglich B Gram(B’) = U'Gram(B)U und wegen
detU = +1 schlieRlich detGram(B’) = detGram(B). d

Die folgende Definition ist daher sinnvoll (da unabh angig von der Wahl der Gitterbasis):

Definition 1.9 Die Determinante der Gram—Matrix beziiglich einer beliebigen Gitterba-
sis wird die Determinante (manchmal auch die Diskriminante) des Gitters A genannt. Die
Bezeichnung dafiir ist: detA.

Definition 1.10 Fir ein d-dimensionales Gitter A mit der Basis B sei das d-
dimensionale Volumen des Fundamentalbereiches F (B) erklart durch

volF (B) := /detGram(B).

Hiermit ergibt sich sofort:



Proposition 1.11 Die Determinante des Gitters A ist das Quadrat des d—dimensionalen
Volumens von RY /A,

Dies, zusammen mit der Tatsache, daf vol (R?/A") = vol (RY/A') - [A 1 N] far KC A,
beweist die sogenannte Determinanten—Index—Formel, die im folgenden Satz angegeben
wird. Sie besagt, daR beim Ubergang zu einem Teilgitter die Determinante mit dem Qua-
drat des (Gruppen-) Indexes des Teilgitters im Obergitter (als abelsche Gruppe) multipli-
ziert werden muR.

Satz 1.12 Fur N C A gilt: det/A’ = detA-[A: N)2.

Wenn ein Gitter aus einem anderen Gitter durch lineare Isometrien des RY wie Drehung
oder Spiegelung erhalten werden kann, dann sind diese Gitter ,,im Wesentlichen gleich®.

Definition 1.13 Eine lineare Abbildung f : RY — RY heiRt orthogonal (auch isometrisch)
beziiglich des Skalarproduktes (-,-) , falls sie dieses Skalarprodukt erhélt, d.h. falls

(f(x), f(y)) = (x,y) fir alle x,y € RY.

Jede orthogonale Abbildung ist injektiv und wegen der Endlich-Dimensionalit at sogar
bijektiv, also ein Automorphismus des euklidischen Vektorraumes. Ferner ist die Verket-
tung von zwei orthogonalen Abbildungen wieder orthogonal, ebenso die Inverse einer
orthogonalen Abbildung.

Daher bilden alle orthogonalen Abbildungen des euklidischen Vektorraumes RY mit dem
Skalarprodukt (-, -) bei Verkettung eine Gruppe:

Definition 1.14 Die Gruppe O(RY,(-,-)) aller orthogonalen Abbildungen heiRt die or-
thogonale Gruppe des euklidischen Vektorraumes RY mit dem Skalarprodukt (-, ).

Definition 1.15 Zwei Gitter A und A’ der gleichen Dimension d heiRen isomorph, in
Zeichen A = /', falls sie durch eine orthogonale Abbildung ineinander tiberfiihrt werden
kénnen, d.h. falls ein f € O(RY, (-,-)) existiert mit f(A) = A,

Die Gitter—Isomorphie ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Gitter
gleicher Dimension.

Definition 1.16 Die Aquivalenzklassen der Gitter—Isomorphie werden aus Tradition Iso-
metrieklassen genannt und mit [A] fur den Représentanten A bezeichnet.
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Also besteht die Isometrieklasse eines Gitters A aus allen Gittern, die zu A isomorph sind,
dh. [A]={N |N ZA}

In [10, Satz 20.2] wird unter Benutzung der klassischen Reduktionstheorie die folgende
wohlbekannte Tatsache gezeigt:

Satz 1.17 Fir feste Dimension und Determinante existieren nur endlich viele Isometrie-
klassen ganzer Gitter.

Die Isomorphie zwischen zwei Gittern kann anhand ihrer Gram—Matrizen “Gberpr Gft wer-
den, n"amlich durch:

Bemerkung 1.18 Zwei Gitter sind genau dann zueinander isomorph, wenn ihre Gram—
Matrizen beziiglich beliebiger Basen zueinander isometrisch sind, d.h. wenn eine Matrix
U € GLg4(Z) mit G’ = U GU existiert, wobei G und G’ Gram-Matrizen von A, bzw. /’,
sind.

Definition 1.19 Die Automorphismengruppe des Gitters A in R ist

AUt(A) == {f c ORY, (-, )| F(A) = /\} .

Bemerkung 1.20 Schreiben wir fur ein ganzes Gitter A die Operation von Aut(A) auf
(RY,(-,-)) beziiglich einer Basis B von A, d.h. identifizieren wir fiir ein ganzes Gitter A
die Elemente von Aut(A) mit ihrer Matrixdarstellung beziiglich einer Basis B von A, so
wird Aut(A) zu einer Untergruppe von GLq4(Z). Diese Untergruppe ist endlich, da das
Skalarprodukt (-, -) positiv definit ist. Also ist

Aut(A\) = {C € GL¢(Z) | C''Gram(B)C = Gram(B)}.

Definition 1.21 Ein Gitter A heit ganz, falls die Bilinearform auf A nur ganze Werte
annimmt, also falls flir je zwei Gittervektoren A1 und A gilt: (A1,A2) € Z.
Ein Gitter A hei3t gerade, falls fir alle A € A gilt: (A,A) € 2Z.

Bemerkung 1.22 Jedes gerade Gitter ist ganz, wegen der Identitat
1 1 1
(%,y) = 5 (X+Y.X+y) = 5 (x.%) =5 (%,Y).

Offensichtlich ist ein Gitter genau dann ganz, wenn seine Gram—Matrix bez uglich einer
beliebigen Basis ganzzahlig ist, und genau dann gerade, wenn zus-atzlich die Diagonal-
eintr'age der Gram—Matrix gerade Zahlen sind (d.h. wenn seine Gram—Matrix gerade ist).

9



Definition 1.23 Fur einen Gittervektor A wird die Grolke (A,A) die Quadratlange oder
einfach die Lange von A genannt.

Die folgende topologische Eigenschaft, die durch Betrachtung der Dimension 2 v’éllig
einsichtig erscheint, beruht auf der Diskretheit von Gittern:

Lemma 1.24 Fr jede reelle Zahl r gibt es nur endlich viele Gittervektoren mit der Lange
kleiner oder gleich r.

Bemerkung 1.25 Dies sind die Gittervektoren im Inneren und auf der Mantelfléache des
Ellipsoids {v e RY | (v,v) =r}.

d
Beweis. Fassen wir einen Gittervektor A mit (A,A) <r als die Linearkombination 3 aibj

i=1
einer Basis {bj,...,by} des Gitters auf, so existiert eine Konstante C (da bekantlich
je zwei Normen auf RY “aquivalent sind), sodaB |qg| < _r?axd laij] < C+/r gilt. Daher
i=1...,

existieren h'ochstens (2C,/r + 1)9 solcher Gittervektoren A. O

Der n“4chste Satz ist eine direkte Konsequenz aus dem vorangehenden Lemma:

Satz 1.26 Jedes Gitter A hat kiirzeste, von Null verschiedene Vektoren, also existiert das
Minimum der von Null verschiedenen Gittervektoren.

Wir k'énnen daher folgende Definition geben:

Definition 1.27 Die Zahl

minA = min (A,\)
O0ANEN

wird das Minimum des Gitters /A genannt.
Die Anzahl seiner kiirzesten, von Null verschiedenen Vektoren

#x(N) == {AeN| (A, N) =minA}|
heil3t die Kufzahl dieses Gitters.
Bemerkung 1.28 Die Kuf3zahl ist die maximale Anzahl der sich nichtiiberlappenden Ku-

geln, deren Mittelpunkte die Gitterpunkte sind und die eine ebensogroRRe Kugel um den
Nullpunkt berihren.
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Der Name f ur diesen Begriff kommt aus dem Problem der dichtesten Kugelpackungen,
das sp-ater besprochen wird (s. auch [6]).

Beispiel 1.29 Das Leech-Gitter hat keine Vektoren der Lange 2, es ist sogar das einzi-
ge unimodulare gerade Gitter der Dimension 24 mit dem Minimum 4 und der Kuf3zahl

196560, die die groRtmogliche fiir diese Dimension ist.

Im n"achsten Satz geben wir zusammenfassend wesentliche Eigenschaften von Isometrie-
klassen an, die sich unmittelbar aus den Definitionen herleiten lassen.

Satz 1.30 Das Minimum, die Kuf3zahl (oder allgemeiner die Anzahl von Vektoren be-
stimmter Lange), die Determinante sowie die Ordnung der Automorphismengruppe sind

Invarianten der Isometrieklasse eines Gitters.

In der Regel bestimmen die Invarianten die Isometrieklasse nicht eindeutig.
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1.2.2 Modulare Gitter

Schon lange gibt es in der Gittertheorie den Begriff ,unimodulares Gitter*, in Analogie
zur Matrixtheorie ist ein solches Gitter ganz und hat die Determinante 1. Unimodulare
Gitter spielen eine groRe Rolle in der klassischen Theorie der quadratischen Formen.

Ein anderer Zugang zur Charakterisierung eines unimodularen Gitters erfolgt “Uber sein
duales Gitter:

Definition 1.31 Das duale Gitter A zum Gitter A in RY ist definiert als
A= {v eRY| (V,\) e Zfuralle A e /\}.

Wie der Name schon sagt, ist A¥ auch ein Gitter in RY. Dies wird im folgenden Satz
erl"autert.

Satz 1.32 Ist {by,...,bg} eine Basis von A, so bildet ihre Dualbasis {b%,...,b%}, die
durch (bf,bj) = &;j charakterisiert ist, eine Basis des dualen Gitters A* zu A.
Hierbei ist & das Kronecker—Symbol.

Weiter ist jedes v € A* eine eindeutige ganzzahlige Linearkombination z (v, bj) b,
i=1

Beweis. Die Dualbasis B* = {b%, ... ,b%} von B = {by,...,bq } wird folgendermaRen kon-
struiert:

d
bf = Aijbj,
=1

wobei A := (Ajj); ; eld = = Gram(B) 1 die Inverse der Gram—Matrix von A bez tglich B
ist. Beachte dabei, daf} A symmetrisch ist, da Gram(B) offenbar symmetrisch ist.
Es ist klar, daR B¥ eine Basis von A¥ ist. AuRerdem gilt Gram(B#) = A-Gram(B)-A=A.

# — ( (b¥* p#
Aber Gram(B*) = ((bI ’b1)>i 4 und daher

) IARAS]

o

b

(b, b7)bj.
1

Wegen A~ = Gram(B) = ((b;, bj)), o1 Qilt weiter

d
Z bh

Das beweist den zweiten Teil der Behauptung, n“amlich daR jedes v € A eine eindeutige

—

d
ganzzahlige Linearkombination S (v, b;)bf ist. O
i=1

12



Bemerkung 1.33 Aus dem obigen Beweis folgt ebenfalls:

d
Jedes v € A* ist eine (eindeutige) Linearkombination S (v, b¥)b;.
i=1

Korollar 1.34 Aus A* = (b%, ... bff)7 folgt:

(N* = (0%, (61" = (by,...,bg)z = A.

Korollar 1.35 Fiir das duale Gitter A* zum Gitter A mit der Basis B = {by,...,by} ist
die Gram-Matrix beztiglich B* = {bf,...,b%} die Inverse der Gram-Matrix Gram(B) von
A, d.h. Gram(B*) = (Gram(B)) .

Insbesondere ist die Determinante von A* der reziproke Wert der Determinante von A,

namlich detA* = —— .
detA\

Proposition 1.36 Ist A’ C A, so ist A* C ()%,

Beweis. Fur jedes v € /X gilt aus der Definition: (v,A) € Z f'r alle A € A und somit gilt
wegen A" CA: (v,A') e Z faralle X e N. O

Offenbar ist A genau dann ganz, wenn A C A gilt.

Definition 1.37 Im Falle A C A¥ wird A# /A (als abelsche Gruppe) die Diskriminanten-
gruppe von A genannt.

Bemerkung 1.38 Ist A C A#, was fiir ein ganzes Gitter A der Fall ist, so ist der Index
[A#: ] offenbar endlich und nach der Determinanten—Index—Formel (vgl. Satz 1.12) gilt
fir die Diskriminante von A:

detA detA
#. _ _ _ _ —
A ”det/\# =4/ GetA) 1~ \/ (detA\)? = |detA| = detA.

Definition 1.39 Ein ganzes Gitter A heiRt unimodular (auch selbstdual), falls A = A¥.

Aus der vorangehenden Bemerkung ergibt sich nun sofort
Folgerung 1.40 Ein unimodulares Gitter hat die Determinante 1.

Beispiel 1.41 Das ungerade Standardgitter Z9 ist in jeder Dimension d unimodular.
AulRerdem ist das Leech—Gitter, das gerade ist und die Dimension 24 hat, unimodular.

13



Fur die Dimension eines unimodularen geraden Gitters gibt es eine Einschr'ankung, die
mithilfe der Theorie der Modulformen gezeigt werden kann (zum Beweis dieses klassi-
schen Resultates siehe z. B. [7, Theorem 2.1]):

Satz 1.42 Ein gerades unimodulares Gitter existiert nur in den durch 8 teilbaren Dimen-
sionen.

Definition 1.43 Zu einem Gitter A und zu einer reellen Zahl r bezeichnen wir mit
DA = TA.

ein reskaliertes Gitter.

Der Begriff ,,unimodulares Gitter“wurde von H.—G. Quebbemann in [17] verallgemeinert
auf ,,modulares Gitter*:

Definition 1.44 Ein ganzes Gitter A heilt N-modular (oder modular der Stufe N) fir
eine nattrliche Zahl N, falls es isomorph zu seinem reskalierten dualen Gitter

(N) \#
ist, d.h. falls eine Abbildung f € O(RY, (-,-)) existiert mit f(A) = (NA¥,
Ein 1-modulares Gitter heiRt auch unimodular.

Beispiel 1.45 Einfachstes Beispiel eines p—modularen Gitters fiir eine Primzahl p ist das
Gitter (g1, /pe2)z in R? mit dem kanonischen euklidischen Skalarprodukt.

Proposition 1.46 In der Dimension 2 ist jedes ganze Gitter A modular der Stufe detA.

Beweis. Ist (2 2) eine Gram—-Matrix von A, so ist die Matrix 53x (_db ‘ab) nach Korollar
1.35 eine Gram—Matrix von A¥. Daher ist ( % °) eine Gram-Matrix des Gitters (©N A,
Die Isomorphie zwischen A und (%) A# ist damit gegeben durch die unimodulare Matrix

(96" (vgl. Bemerkung 1.18). -

Beispiel 1.47 Ein wohlbekanntes Beispiel hierfiir ist das 2-modulare Barnes—Wall-
Gitter BW;g sowie das 3—modulare Coxeter-Todd-Gitter K1o.

Lemma 1.48 Die Determinante eines N-modularen Gitters /A der Dimension d ist gleich
N9/2_ Inshesondere ist dann d gerade, es sei denn, N ist ein Quadrat.
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Beweis. Diese Aussage beruht auf der Bemerkung 1.38, und zwar detA = [A# 1 A] =
[N :(N) A#] = (/N4 = N9/2, O

Unter einer schwacheren Bedingung anN) A wird jetzt der Begriff ,,Stufe“ eines geraden
Gitters vorgestellt. Zunachst zeigen wir das folgende Lemma:

Lemma 1.49 Fir ein gerades Gitter A gilt: (“N)A¥ jst ein gerades Gitter.

Beweis. Bezeichne B = {b1,...,by} eine Basis von A. Dann ist seine Dualbasis

B*:= {bf,...,bfi} eine Basis des dualen Gitters A*, wie im Satz 1.32 gezeigt wurde. Nach
dem Korollar 1.35 gilt dann Gram(B*) = (Gram(B))~* und daher (detA)(Gram(B)) 1 =
(detA\)Gram(B*) = ((\/det/\b"i#, \/det/\bj*))

ij=1,..d

Also ist (detA)(Gram(B))~ eine Gram-Matrix des reskalierten dualen Gitters (V) A#,
Aber per definitionem ist (detA)(Gram(B))~! = (det(Gram(B))(Gram(B))~! eine
Adjungierte der geraden Matrix Gram(B) und daher auch eine gerade Matrix. O

Somit k’6nnen wir definieren:

Definition 1.50 Fir ein gerades Gitter A wird die kleinste natiirliche Zahl N, fur die
(N)A¥ wieder ein gerades Gitter ist, die Stufe von A genannt.

Offensichtlich ist die Stufe eines geraden N—modularen Gitters eben N.

Proposition 1.51 Fir ein gerades d—dimensionales Gitter A der Stufe N gilt: NA* C A
und ferner (detA)(det WA#) = N4,

Beweis. Sei B = {by, ..., by} eine Basis von A und B* := {b¥,... b/} seine Dualbasis.
Wie im Beweis des vorangehenden Lemmas IaRt sich zeigen: N(Gram(B))! =
NGram(B*) = ((\/Nb#, mbﬁf))_ L

I?J: AR
Also ist N(Gram(B))~! eine Gram—Matrix des reskalierten dualen Gitters (N A#, Damit
gilt:

1 Nd Nd

~ det(Gram(B)) L det(N(Gram(B)) 1)  det NA#’

det\ = detGram(B)

wobei d die Dimension von A ist. Somit ist (detA)(det NA#) = N9,

15



SchlieRlich gilt nach der Bemerkung 1.33
d
Nbf = 5 (VNbY, VND])b;.
=1

Daher ist Nb¥ € A furallei € {1,...,d} und folglich NAX C A. O

Eine weitere Verallgemeinerung des Modularit atsbegriffes unter st arkeren Voraussetzun-
gen wurde von H.—G. Quebbemann in [18] eingef thrt, die wir im folgenden darstellen.

Definition 1.52 Zu einem Gitter A und zu einer reellen Zahl r filhren wir die Bezeichnung

1
NG /\#ﬂF/\

ein.

Ist N =t-t’ ein Produkt von zwei teilerfremden Zahlen t und t’, so gibt es zwischen dem
N-modularen Gitter A und seinem dualen Gitter A* zwei Gitter A"t und A*t'.

Die folgende Skizze veranschaulicht diese Situation f'ur die Dimension 2m. Hierbei
erhalten wir die Indizes: [A* : A1) = [N 1 A] =t sowie [A* : AU = [ARL A = (1),

Wegen der Identitat (rA¥ = IA* fr alle r € R, die sich aus dem Satz 1.32 m'uhelos
herleiten 1"aR3t, k’onnen wir festhalten:

Lemma 1.53 Fr ein Gitter A und r € R gilt:

(NAHT \/F</\#ﬂ%/\> — (VAN <%/\) _ ((r)/\#> A ((r)/\#>#.
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Dies hat zur Folge:

Satz 1.54 Ist A ein N—modulares Gitter, wobei N =t -t’ ein Produkt von zwei teilerfrem-
den Zahlent und t’ ist, so ist

t
ein ganzes Gitter in RY, welches das t—partielle duale Gitter zu A genannt wird.

Korollar 1.55 Ist A ein gerades N-modulares Gitter, wobei N =t -t ein Produkt von
zwei teilerfremden Zahlen t und t’ ist, so ist

(t)/\#,t

auch ein gerades Gitter in RY.

Beweis. Offensichtlich gilt: /t (VIA*!) C A sowie vt/ <(t)/\#vt> = vNA* N \/ttj/\ C
VNA# = NA# = A\ Da A ein gerades Gitter ist, folgt daraus: t - (x,x) = (v/Ix, vIx) € 2Z
sowie t'- (x,x) = (Vt'x,vt'x) € 2Z fur alle x € UA*, Die Zahlen t und t’ sind aber
teilerfremd. Also ist (x,x) € 27Z f'r alle x € UA#L, O

In [18, Proposition 1] werden weitere Eigenschaften der t—partiellen dualen Gitter gezeigt:

Proposition 1.56 Das t—partielle duale Gitter VA%t zum N—-modularen Gitter A, das im
vorangehenden Satz eingefiihrt wurde, wobei N =t -t’ ein Produkt von zwei teilerfremden
Zahlen t und t’ ist, besitzt folgende Eigenschaft:

VN ((t)/\#,t># _ W)pRY

Korollar 1.57 Die Stufe des Gitters A*! zu einem geraden N-modularen Gitter A ist
N. Insbesondere ist det DA%t = detA.

Definition 1.58 Ein N—modulares Gitter A heif3t stark N—modular, falls es isomorph zu
jedem t—partiellen dualen Gitter VA fiir einen exakten positiven Teiler t von N ist.

Hierbei ist mit einem exakten Teiler t von N ein solcher gemeint, fir den ggT(t, N/t) =1
gilt. Die Bezeichnung dafiir istt || N.

Ist N prim, so ist ein N-modulares Gitter sofort stark N—-modular.
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Beispiel 1.59 Fur N € Z sei {t1,...,t;} die Menge aller (verschiedenen) exakten posi-
tiven Teiler von N. Dann ist das Gitter (\/t1€1,...,v/tc€c)z in RS mit dem kanonischen
euklidischen Skalarprodukt stark N—modular.

Bemerkung 1.60 Modularitét ist sozusagen eine Invariante der Isometrieklassen von
Gittern, d.h. ist ein Gitter N—modular, so sind alle Gitter in seiner Isometrieklasse auch
N-modular, da Isomorphie der Gitter offenbar Isomorphie der zugehdrigen dualen Gitter
impliziert.
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1.2.3 Geschlecht von Gittern

Im ersten Abschnitt lernten wir die Partition der Menge aller ganzen Gitter der gleichen
Dimension in Isometrieklassen kennen. In diesem Abschnitt behandeln wir die Komplet-
tierungen von Gittern und f'0hren, gest'utzt auf [10], den Begriff eines Geschlechtes ein,
wodurch sie noch gr-éber unterteilt werden.

Sei f0r eine Primzahl p die Menge der p-adischen Zahlen mit (3 und darin die Menge
der ganzen p-adischen Zahlen mit Zp bezeichnet.

Definition 1.61 Fir ein ganzes Gitter A im Vektorraum Q¢ sei
Np =ZpRy N\

seine p—Komplettierung fur eine Primzahl p.

Ist {by,...,bq} eine Basis von A und damit auch von Q, dann ist {1®bs,...,1®bg}
offenbar eine Basis von Qp ®, QY. Aber durch die Identifizierung von 1 ® x mit x (fr
x € Q%) wird Ay zum Zp-Gitter Zp/ im Vektorraum Q, d.h. Ap = (b,...,bg)z,.

Definition 1.62 Zwei ganze Gitter A und A’ zahlen zum selben Geschlecht, falls Ap = Aj,
fur alle Primzahlen p gilt.

Bemerkung 1.63 Da im Rahmen dieser Arbeit nur Gitter im euklidischen Raum be-
trachtet werden, kann bei der obigen Definition auf die zusatzliche Bedingung R @, A =
R, A\ verzichtet werden.

In der obigen Definition gen’ugt es, die Lokalisierungen anstelle der Komplettierungen zu
betrachten, d.h. Z ) ®, A, wobei Z ;) = {3 € Q| ptb}.

Bevor wir eine wesentliche Eigenschaft eines Geschlechtes angeben, formulieren wir
einen Hilfssatz, der auch von eigenst andigem Interesse ist und sich aus der Isomorphie der
Diskriminantengruppen (als abelsche Gruppen) von je zwei Gittern in einem Geschlecht
ergibt:

Lemma 1.64 Alle Gitter eines Geschlechtes haben die gleiche Determinante. Insbeson-
dere haben ihre Gram—Matrizen (beziiglich beliebiger Basen) die gleichen Elementartei-
ler.
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Satz 1.65 Jedes Geschlecht g besteht aus vollen Isometrieklassen, d.h. liegt ein Gitter A
in einem Geschlecht g, soist A’ € g fur alle A’ € [A].

Jedes Geschlecht besteht sogar aus nur endlich vielen Isometrieklassen, deren Anzahl die
Klassenzahl eines Geschlechtes genannt wird.

Beweis. Der erste Teil der Aussage ergibt sich leicht aus der Tatsache, dal} Z in kanoni-
scher Weise in Z, f'ar jede Primzahl p eingebettet werden kann. Also gilt: Aus A= A’
folgt Ap = A}, f'r alle Primzahlen p.

Der zweite Teil beruht auf der Existenz nur endlich vieler Isometrieklassen ganzer Gitter
far feste Dimension und Determinante (s. Satz 1.17). O

Proposition 1.66 Die Gitter eines Geschlechts sind entweder alle gerade oder alle unge-
rade.

Beweis. Um dies zu zeigen, reicht es, Lokalisierungen ‘Uber 7o zu betrachten:
Geh'oren A und A einem Geschlecht an, so gilt Z» @ A = Z @ . Die Abbildung
Ly @\ — Loy 2L = ZJ2Z, V — (V,V) + 2Z3) ist linear und genau dann eine
Nullabbildung, wenn A gerade ist. Dann ist auch A’ gerade. O

Analog kann eine weitere Eigenschaft eines Geschlechtes gezeigt werden:

Proposition 1.67 Ist ein gerades Gitter N-modular, so ist die Stufe aller Gitter in seinem
Geschlecht gleich N.

Mittels der eindeutigen Jordanschen Zerlegung far gerade Gitter (vgl. [24, §1]) I"4l3t sich
das Geschlecht von bestimmten Gittern folgendermalien charakterisieren:

Proposition 1.68 Alle geraden 2m—dimensionalen Gitter, deren Diskriminantengruppe
isomorph zu (Z/pZ)™ fiir eine feste Primzahl p ist, d.h. deren Determinante gleich p™
ist, bilden ein Geschlecht.

Dies I"al3t sich auf ein gerades 2m—dimensionales Gitter, das modular der Stufe p f'0r eine

Primzahl p ist, anwenden, z. B. auf das 3-modulare Coxeter—Todd-Gitter der Dimension
12:
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Beispiel 1.69 Das Geschlecht des Coxeter—Todd-Gitters besteht aus allen geraden 12—
dimensionalen Gittern mit der Determinante 3°. Fiir eine genaue Darstellung der Isome-
trieklassen dieses Geschlechts siehe [23].

Im Geschlecht eines modularen Gitters, mit Ausnahme der Geschlechter eines unimodu-
laren Gitters, sind die Gitter, die den anderen Isometrieklassen angeh’oren, im allgemeinen
nicht modular. Sind aber alle Gitter in einem Geschlecht modular, dann nat™arlich modular
der gleichen Stufe, wie sich aus dem Lemma 1.64 herleiten 1"aft.

Definition 1.70 Fir eine natirliche Zahl N heift ein Geschlecht g stark N-modular,
falls fiir jedes A € G sein t—partielles duales Gitter A fiir alle t || N wieder in g liegt.

Bemerkung 1.71 Alle im Rahmen dieser Arbeit behandelten Geschlechter sind stark mo-
dular.

Eine allgemeine Methode zur Bestimmung aller Isometrieklassen eines Geschlechtes, al-
so zur vollstandigen Klassifikation eines Geschlechtes, gibt es nicht. Mit der Kneser-
schen Nachbarmethode k'6nnen die meisten wichtigen Geschlechter vollst'andig klassifi-
ziert werden, wie wir sp-ater sehen werden.

Bemerkung 1.72 Alle (mit einer Ausnahme) im Rahmen dieser Arbeit behandelten Ge-
schlechter wurden mithilfe der Kneserschen Nachbarmethode klassifiziert. Allerdings ist
es derzeit von den verwendeten Algorithmen her noch nicht moglich, das Geschlecht des
Leech—Gitters mit dieser Methode zu klassifizieren.

Die Klassifikation wird auch dadurch erschwert, dal die Anzahl der Isometrieklassen in
einem Geschlecht sehr schnell mit der Dimension w’achst.
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1.2.4 Siegelsche Modulformen und Theta—Reihen von Gittern

In der Gittertheorie sind haupts achlich solche Gitter von Interesse, die die dichtesten
Kugelpackungen liefern, d.h. solche, die das gr'ote Minimum haben. Durch die Untersu-
chung der Theta—Reihe des Gitters als einer Siegelschen Modulform k’6nnen oft n-atzliche
Erkenntnisse dar uber gewonnen werden.

Zur Abzahlung von Gitterpunkten in einem geraden Gitter f'uhren wir ein, beeinflu3t durch
[8, Kapitel I, §0]:

Definition 1.73 Die Theta—Reihe 9 eines geraden Gitters A ist folgende Funktion in
zeC:

In(2) = exp (n\/—_l()\,)\)z> -

AeEN
= EZ an(t)exp(my/—1tz) = EZ an(t)q(t) mitq(t) ::exp(n\/—_ltz>.

t>0, gerade t>0, gerade

Hierbei ist an(t) := [{A € A | (A\,A) =t}| die Anzahl der Vektoren der Lénge t in A fur
ein gerades nichtnegativest € Z.

Bemerkung 1.74 In der obigen Definition ist ax(t) nach dem Lemma 1.24 endlich, also
wohldefiniert. Dieses Lemma liefert dariiber hinaus folgende Identitét dafiir:

an(t)=|{s ez |s"Gs =t}

wobei G eine Gram—Matrix von A beziglich einer beliebigen Basis ist.

In der Theorie der quadratischen Formen (in der Theta—Reihen erstmals untersucht wur-
den) wird ax (t) die Darstellungszahl der nat’Grlichen Zahl t durch die quadratische Form,
assoziiert mit einer beliebigen Gram—Matrix von A, genannt. Die Theta—Reihe kann dann
als erzeugende Funktion der Darstellungszahlen aufgefalst werden.

Bemerkung 1.75 Die Theta—Reihe ist offenbar periodisch, d.h. 9a(z+ 1) = 9a(z) fur
alle z € H, da A gerade ist.

In [8, Bemerkung 0.2] wird gezeigt, dal die Reihe 9 absolut und gleichm™aRig konver-
giert, in jedem Bereich der Art {z € C | (z) > yo} f'Ureiny > 0.

Die Vereinigung all dieser Bereiche ist die obere Halbebene
H:={ze C|O(z) > 0}.
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Damit ist 9 5 holomorph auf H.

Die Theta—Reihe gentgt der folgenden Transformationsformel, die einen Zusammenhang
mit der Theta—Reihe des dualen Gitters A* beschreibt. Ein Nachweis der Transformati-
onsformel kann hier nicht ausgef thrt werden (siehe hierzu z. B. [7, Proposition 2.1]).

Satz 1.76 Es gilt:
d
19,\#(—2_1):< z/\/—_l) VdetA9A(2).

Dabei ist y/z/+/—1 eine eindeutig bestimmte analytische Funktion in H, namlich der
sogenannte Hauptwert der (Quadrat-)Wurzelfunktion.

d
Folgerung 1.77 94(2) = ( z/\/—_l) VdetAd(—z7Y).

Sei n eine nat’drliche Zahl. Fur das n-Tupel A= (Aq,...,An) € A" setzen wir
G(A) = (O\i7)‘j>)i,j=1,...,n € Zgym

Zur Abzahlung der n—Tupel von Gittervektoren in einem geraden Gitter der Dimension d

f'dhren wir als eine Verallgemeinerung der Theta—Reihe ein:

Definition 1.78 Die Siegelsche Theta—-Reihe 85\”) vom Grad n eines geraden Gitters A ist
folgende Funktion in Z € Cg':

80 (z):= > exp (n\/—_13pur(G()\)Z)> = Y an(T)exp (T[\/—_18pur(TZ)> =

AeAD TEZgm
T >0, gerade
= Z an(T)q(T) mitq(T) :=exp (m/—lSpur(TZ)).
TeZgm
T>0, gerade

Hierbeiistaa(T) :=|{A € A" | G(A) = T }| der sogenannte Fourier—Koeffizient der Reihe
flr eine positiv semidefinite symmetrische gerade (d.h. ganzzahlige mit geraden Diago-
naleintrédgen) n x n Matrix T.

Proposition 1.79 Fur den Fourier—Koeffizienten aa(T) gilt:
an(T) =|{S €2V |S"GS =T},

wobei G eine Gram—Matrix von A beziglich einer beliebigen Basis ist.

Insbesondere ist an(T) endlich, also wohldefiniert.
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Beweis. Die Tatsache a(T) = |{S € Z9*" | S''GS = T }| ist klar. Sie ist unabh angig von
der Wahl der Gram—Matrix, denn, falls G’ eine weitere Gram—Matrix von A ist, dann
existiert, wie im Beweis des Lemmas 1.8 gezeigt wird, eine Matrix U € GLq4(Z) mit
G’ = U'GU und damit die bijektive Abbildung zwischen den Mengen {S | SYGS =T}
und {S| S'G’S =T} durch S+ U~1S.

Dal an(T) furjedes T = (Tj)i,j=1
an(Tii) (vgl. Bemerkung 1.74). Denn aus S''GS =T folgt si"Gs; = T, wenn mit s; die i-te

n in der Tat endlich ist, folgt aus der Endlichkeit von

Spalte von S bezeichnet wird. O

Bemerkung 1.80 Die Siegelsche Theta—Reihe ist periodisch, d.h. 85\”) (2)= 85{]) (Z+K)
fur alle ganzen symmetrischen n x n Matrizen K und fiir alle Z € H, wegen

n
SpUI’(TZ) — Z T\NZVV +2 Z TIJ\)ZIJ\).
v=1

1<p<v<n

Proposition 1.81 Ein Fourier—Koeffizient a5 (T ) kann nur dann von 0 verschieden sein,
wenn der Rang von T nicht groler als d ist.

Beweis. Die vorherige Proposition 1.79 impliziert die Existenz einer Matrix S € Z9*" mit
S'GS =T, falls an(T) # 0. Wegen Rang(T) = Rang(S) folgt damit die Ungleichung
Rang(T) <d. O

Folgerung 1.82 Im Falle n > d gilt: Wenn ax(T) # 0, dann ist detT =0,

In [8, Bemerkung 0.8] wird gezeigt, dal} in Analogie zu 9 A die Reihe 85{‘) absolut und

gleichm’aBig konvergiert, in jedem Bereich der Art{Z € Cym | O(Z) > Yo} firein >0
(Y > Yo bedeutet hierbei wie “ublichY —Y¥ > 0).

Die Vereinigung all dieser Bereiche ist die Siegelsche (verallgemeinerte obere) Halbebene
Hy :={Z € Cgyy | 0(Z) > 0}

Damit ist 85\”) holomorph auf H,.
Bemerkung 1.83 Die Theta—Reihe 3 5 ist die Siegelsche Theta—Reihe 85\1) ersten Grades.
Wir definieren zus atzlich die Siegelsche Theta—Reihe vom Grad 0 als eine Konstante:

Definition 1.84 Die Siegelsche Theta-Reihe vom Grad 0 ist 85?) =1

24



Eine zur Theta—Transformationsformel (vgl. Satz 1.76) analoge Formel gibt es f'ur die
Siegelschen Theta—Reihen, die wir ohne Beweis angeben (s. hierzu [8, Satz 0.11]):

Satz 1.85 Es gilt:
d
8-z = (det/\)”( det(Z/\/—l)) 8" (2).

Dabei ist Z — y/det(Z//—1) die durch die zwei folgenden Eigenschaften eindeu-
tig bestimmte stetige komplexwertige Funktion h auf Hy: h?(Z) = det(Z/+/—1) sowie
h(v—1Y) = V/detY > 0 fur ein reelles Y.

GemaR der folgenden Proposition k’énnen wir von Siegelschen Theta—Reihen,der Isome-
trieklasse eines Gitters“ anstatt ,,eines Gitters* sprechen.

Proposition 1.86 Fir jedes n € N sind die Siegelschen Theta—Reihen vom Grad n der
isomorphen Gitter gleich.

Beweis. Diese Aussage beruht auf der Bemerkung 1.18, bezeichnen wir n‘amlich mit
G eine Gram-Matrix von A bezuglich einer beliebigen Basis, so gilt f'ur den Fourier—
Koeffizienten a (T ) nach der Proposition 1.79:

an(T) = [{Sez™"|S'GS=T}| = [{Se Z" | S"(U"GU)S =T}
f'ar alle Matrizen U € Glg(Z). O
Die Siegelsche Theta—Reihe ist eine Siegelsche Modulform, sie ist also im h dchsten Male
~Symmetrisch* (d.h. sie besitzt gewisse Transformationseigenschaften unter Variablen-

substitutionen), f'ar die wir im folgenden eine exakte Definition geben werden. Unsere
Darstellung der Siegelschen Modulformen lehnen wir wieder an [8] an.

Definition 1.87 Die reelle symplektische Gruppe sei erklart durch

Span(R) := {M € GLn(R) | MM = Jn},

0 E
wobei J, = < e 0”) mit den n x n Einheits—, bzw. Nullmatrizen E,, und 0O ist.
—Ln
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Es IRt sich leicht verifizieren, daR Spn(R) auf Hy, durch M(Z) := (AZ 4-B)(CZ +D)?

flarM = A B € Span(R) operiert
- C D P2n P :

Als n’achstes definieren wir eine Operation von Spy(R) auf dem Raum der auf Hj, holo-
morphen Funktionen:

Definition 1.88 Fir eine ganze Zahl k und eine auf H,, holomorphe Funktion f setze

f[{M(Z) = det(CZ + D) ¥ f(M(Z)) firM = (2 E) € Span(R), Z € H,.

Aus der Tatsache, dak M(M'(Z)) = (MM’)(Z) f'ar alle M, M € Spay(R) und far alle
Z € Hy, gilt, ergibt sich:

Lemma 1.89 Es gilt fur alle M, M’ € Spon(R):

(flkM)|k M = f|k(|\/||\/|/).
Die damit definierte Operation (M, f) — f|M wird die Strich—Operation genannt.

Definition 1.90 Die Gruppe Span(Z) = {M € GL(Z) | M'JoM = J,} wird die Siegel-
sche Modulgruppe genannt und (aus Tradition) mit ", bezeichnet.

Eine Untergruppe I" von Sp2n (R) heil3t mit der Siegelschen Modulgruppe kommensurabel,
falls der Durchschnitt I N I", sowohl in " als auch in ", einen endlichen Index hat.

Beispiel 1.91 Ein wichtiges (und klassisches) Beispiel dafiir ist die sogenannte Haupt-
kongruenzgruppe 'n(N) der Stufe N € N, die als der Kern des natiirlichen Homomor-
phismus Spn(Z) — Spn(Z/NZ) definiert ist.

onn o (A B _
Fn(N)—{M—<C D)emc_o (modN)}

der sogenannten Modulmatrizen der Stufe N ist ebenfalls mit I',, kommensurabel, da sie
(N) umfaft.

Die Gruppe
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In [17] wird eine weitere kommensurable Gruppe vorgestellt:

Beispiel 1.92 Der Normalisator von FS(N) in Spp(R) enthalt das Element

Fa(N) == (\/NOE (_1/B/N)En> )

das die Fricke—Involution genannt wird.
Es erweitert die Gruppe F'9(N) zur Fricke-Gruppe

MH(N) = FR(N) UFR(N)Fa(N),

die ebenso mit ', kommensurabel ist.

Definition 1.93 Fir eine mit ', kommensurable Gruppe I heil3t ein Homomorphismus
X:[ — {z € C||z| =1} ein (abelscher) Charakter von I".

Der Charakter x mit x(y) = 1 fur alle y € " heif3t der triviale Charakter von I'.
Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zur Hauptdefinition dieses Abschnittes:

Definition 1.94 Eine Siegelsche Modulform n—ten Grades vom Gewichtk € Z zur mit I,
kommensurablen Gruppe I' und zum Charakter ¥ ist eine Funktion f : H,, — C mit den
drei folgenden Eigenschaften:

1. f ist holomorph,
2. flkM=x(M)ffiuralleMeT,
3. flxPistfuralle P € 'y beschranktin jedem Bereich der Art {Z € Cg' | O(Z) > Yo}

(fiir Yo > 0).

Eine Siegelsche Modulform ersten Grades wird traditionellerweise als elliptische Modul-
form bezeichnet.

Bemerkung 1.95 Im Falle n > 1 folgt die dritte Bedingung an f bereits aus den beiden
ersten nach dem Koecherprinzip (s. [8, Satz 3.5]).

In der obigen Definition ist es aulRerdem ausreichend, wenn P ein Vertretersystem aller
Linksnebenklassen 'P, P € I'y,, durchl auft, da f| P nur von der Nebenklasse I'P, P € Iy,
abh’angt. Es ist klar, dal’ die Anzahl dieser Nebenklassen endlich ist, n"amlich gleich dem
Index [Mn TNy
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Definition 1.96 Die Gesamtheit aller Modulformen n-ten Grades vom Gewicht k zu I
und X bildet offenbar einen C-Vektorraum, der mit Mk(”)(r,x) bezeichnet wird.

Modulformen zur Gruppe I und Charakteren Xy, X; k'6nnen miteinander multipliziert wer-
den, namlich: M(”)(F,Xk) : M,(n)(r,)(.) C Mk(_t),(r,)(k -X1), da f'ar die Strich—Operation
gilt: (f[xM)(ghM) = (f-g)[xMfuralleMeT.

Bemerkung 1.97 Fir jede Familie von Charakteren X : ' — {z € C | |z] =1}, k <0,
mit Xk - X1 = Xk1 ISt der Raum & Mk(”)(r,xk) ein graduierter Ring.
k=0

Proposition 1.98 Ist f € Mk(”)(r,x) und P € Iy, so besitzt f|xP eine Fourier—
Entwicklung der Form:

flkP(z)=" 5 ax(T,P)a(T)

nxn

TE€Zsym
T>0, gerade

mit den eindeutig bestimmten Fourier-Koeffizienten as(T,P), die af(T,MP) =
X(M)as (T, P) fur alle M € T erfullen.

Definition 1.99 Sei I'|® die Gruppe aller symplektischer (2n —2) x (2n —2) Matrizen

M= (" B)es (R), sodaR M = A B inr enthatten ist
- C D p2n—2 ) - é D y

wobei A= (§2), 8= (59), € = (§) sowie 5= (3&).

Definition 1.100 Der Siegelsche = ®-Operator ist eine lineare  Abbildung

d: Mk(”)(l',x) — Mk(”_l)(l'm),x) gemal (vgl. [8, Bemerkung 3.7])

t—oo

(f|P)(Z) :=lim f (Z 0) firZ € Hy_1.
0 it

Dal} der Wertebereich dieser Abbildung tats achlich M((”*l)(ﬁqb,x) ist, folgt aus dem
folgenden Lemma, das z. B. in [8, Hilfssatz 3.6] gezeigt wird:

Lemma 1.101 Fur den Siegelschen ®—Operator gilt:

(fPIoE) = ¥ af<(T °>,P>q<T>.
T ez D01 00

T>0, gerade

28



Definition 1.102 Eine Modulform f ¢ Mk(n)(r,x) heilt Spitzenform, falls (f|P)|® =0
furalle P e I'y,.

Bemerkung 1.103 Die Bedingung in der obigen Definition ist nach dem vorangehenden
Lemma &quivalent zu: Istas (T,P) # O fir alle P € 'y, dann ist detT # 0.

Hierbei ist es ausreichend, wie bei der Definition einer Modulform (s. Definition 1.94),
wenn P ein Vertretersystem der Linksnebenklassen I'P, P € Iy, durchl auft.

Es sei erw’ahnt, daB die Siegelschen Theta—Reihen keine Spitzenformen sind.

Wir wenden uns nun den Siegelschen Theta—Reihen von geraden Gittern zu. Im folgenden
sei die Dimension d des Gitters eine gerade Zahl, etwa d = 2m.

Satz 1.104 Fir ein unimodulares gerades Gitter der Dimension 2m ist die Siegelsche
Theta—Reihe n—ten Grades fir jedes n € N eine Modulform vom Gewicht m zur vollen
Modulgruppe I, und zum trivialen Charakter.

Beweis. Vergleiche hierzu [8, Kapitel I, §3, Beispiel 1].
Aufgrund des Lemmas 1.89 gen‘ugt es, die wesentliche zweite Bedingung in der Definition
von Modulformen nur f'ar die Erzeugenden von [, nachzupr ufen, und zwar far

0 E En K
In = "l und [ " K e Zy.
—En O O En

Das ist gleichbedeutend mit 85{])(—2*1) = 85{1)(2) sowie SX‘)(Z +K) = 85{])(2)
far alle K € Z'me”, far alle Z € H,. Das ist aber in diesem Fall nach der Theta—
Transformationsformel (s. Satz 1.85) bzw. wegen der Periodizit'at der Theta—Reihe (s.
Bemerkung 1.80) erf ullt. O

Ein allgemeineres Ergebnis far modulare Gitter 1"t sich aus dem folgenden Satz (zum
Beweis s. [8, Satz A 2.9]) m uhelos herleiten:

Satz 1.105 Die Siegelsche Theta—Reihe n—ten Grades eines geraden 2m—dimensionalen
Gitters der Stufe N und der Determinante N™ ist fiir jedes n € N eine Modulform vom
Gewicht m zur Hauptkongruenzgruppe I'9(N) (vgl. Beispiel 1.91) und zum Charakter x°,
der folgendermalen definiert ist:

XO(M) := (|d_et'\'D’) fur M = (é E) er9N),

wobei (—) das Legendresymbol bezeichnet.
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Wegen der Invarianz der Siegelschen Theta—Reihe 85{1) des N—-modularen Gitters A un-
ter der Fricke—Involution F,(N), genauergenommen wegen der ldentit’at 35\”)\m Fan(N) =
(\/——1)—’“8533/\# = (\/——1)—’“85{1), die sich mittels der Theta—Transformationsformel zei-
gen 1"aRt, gilt sogar:

Satz 1.106 Die Siegelsche Theta—Reihe n—ten Grades eines N—modularen geraden 2m-
dimensionalen Gitters ist fir jedes n € N eine Modulform vom Gewicht m zur Fricke—
Gruppe ' (N) (vgl. Beispiel 1.92) und zum Charakter x*, der folgendermafen definiert
ist:

X*(M) == <|d_e:\'D|) fur M = (é E) eTYN) und X*(Fa(N)) := (v/=1)~™.

In [18] wird gezeigt, daR furN € .4 ={1,2,3,5,6, 7,11, 14, 15, 2313 die Theta—Reihe
eines stark N—modularen geraden Gitters f'ur jedes n eine Modulform zu einer gr'6Reren
Gruppe als der Fricke—Gruppe ist, n"amlich:

Satz 1.107 Fur N € 4 ={1,2,3,5,6,7,11, 14,15, 23} ist die Theta—Reihe O 5 eines
stark N-modularen geraden Gitters der Dimension 2m fir jedes n eine Modulform vom
Gewicht m zur Gruppe (F?(N),W; | t || N) und zu einem gewissen Charakter, den wir hier
nicht angeben.

Hierbei ist W; eine sogenannte Atkin—Lehner—Involution:

[Vt o . (ab 0 .
W ._W<0 1/\/f),wobelw_<c d)erl(N/t)mltd_O (mod t).

Bemerkung 1.108 Es gilt: Fy(N) = (% §) - (\/N ON> = JWy.

Satz 1.109 Ist die Siegelsche Theta—Reihe vom Grad n eines geraden Gitters A der Di-
mension 2m eine Modulform zur Gruppe I und zum Charakter X, so besitzen die Fourier—
Koeffizienten der Reihe das Transformationsverhalten

an(UYTU) = (detU) " ™x(My)an(T)

] Utr 0
furalle U € GLn(Z) mit My = 0 U-1 er.

3AUf diese Menge .4~ werden wir sp'ater in der Defi nition 1.114 genauer eingehen.

30



Beweis. Es gilt 9A(UYZU) = 9A(My(2)) = detUHMBaImMyu)(2) =
(detU)"x(My)3a(Z). Andererseits erhalten wir wegen Spur(AB) = Spur(BA) far
beliebige Matrizen A, B: 9A(UZU) = Faa(T)q(UTU'). Da mit T auch UTU'" alle
positiv semidefiniten symmetrischen gergden Matrizen T durchl auft, folgt hieraus die
Behauptung. O

Korollar 1.110 Ist m gerade und X(My) = 1, so gilt wegen detU = +1 im obigen Satz:
apn(UYTU) = an(T) firalle U € GLy(Z) mitMy €T,
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1.2.5 Extremale Gitter

Eines der Hauptziele der Gittertheorie (das ursprunglich aus der Informationstheorie
stammt) ist, die dichtesten Gitter zu bestimmen, d.h. solche mit gr'éf3tm églicher Dichte der
zugeh-origen Kugelpackung. Dabei werden gleich groRRe Kugeln im Raum so angeordnet,
dal3 ihre Mittelpunkte gerade die Gitterpunkte sind und dal? sie dabei den gr'6tmoglichen
Raum einnehmen, wie auf der folgenden Zeichnung f'Ur den 2-dimensionalen Raum
skizziert ist:

00CI900
Eine solche Anordnung ist offensichtlich am effizientesten, wenn der Durchmesser der
Kugeln gleich dem minimalen Abstand zwischen den Gitterpunkten ist, also gleich der
Quadratwurzel aus dem Minimum des zugrundeliegenden Gitters.

Das Verh altnis des Volumens des von den Kugeln eingenommenen Raumes zum Volumen
des ganzen Raumes, ist offenbar ein Qualit’atsmaR f'ur eine Kugelpackung:

Definition 1.111 Die Dichte 3(A) eines Gitters A in RY ist die Dichte der auf diesem
Gitter konstruierten Kugelpackung, namlich das Verhéltnis des Volumens einer Kugel mit
dem Radius Ex/min/\ zum Volumen des Fundamentalbereiches von A.

Die Dichte ist also als Anteil des durch Kugeln “uberdeckten Raumes innerhalb des Fun-
damentalbereiches zu verstehen. Daf ur ergibt sich unmittelbar:

1 : d
5(A) Vy4 (Q mm/\) B \ﬁ (min/\)d
B VdetA - 2d detA

wobei Vy das Volumen der d—dimensionalen Einheitskugel ist, und schlieRlich:

Folgerung 1.112 Die Dichte ist nach dem Satz 1.30 eine Invariante der Isometrieklassen
von Gittern.
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Die bisher bekannten dichtesten Gitter in den Dimensionen 1, 2, 4, 8, 12, 16, 24, 48 und
56 sind alle modular (s. [6]). Deshalb ist es sinnvoll zu versuchen, das dichteste modulare
Gitter in einer gegebenen Dimension als ein lokales Maximum der Dichtefunktion zu
bestimmen.

\Vor kurzem wurde in [4] bewiesen, da das Leech-Gitter das (bis auf Isomorphie)
dichteste Gitter in R?* ist.

Die Dichte eines unimodularen geraden d—dimensionalen Gitters ist nach einem klas-
sischen Ergebnis nach oben beschr ankt, da die Determinante solcher Gitter (nach dem
Lemma 1.48) genau 1 ist und ihr Minimum h’dchstens 2[d /24] 4 2 sein kann, wobei d
durch 8 teilbar ist (s. Satz 1.42).

Es ist klar, dal die Gitter, deren Minima die obere Schranke annehmen, dann die dich-
testm oglichen unimodularen geraden Gitter sind.

Definition 1.113 Die unimodularen geraden d-dimensionalen Gitter, deren Minima die

obere Schranke 2 [%} + 2 annehmen, heiRen extremal.

Dies IaBt sich auf stark N-modulare gerade 2m-dimensionale Gitter "ubertragen. Ihre
Determinante ist N™ und mit Hilfe der Theorie der Modulformen kann ihr Minimum far
gewisse N nach oben beschr ankt werden, wie im folgenden dargestellt wird, angelehnt
an [14, Abschnitt 6].

Fr ein N € N bezeichne

o1(N) := Z s sowie op(N):= Z 1
s|N s|N
s>0 s>0

die Summe der positiven Teiler von N, beziehungsweise die (stets gerade) Anzahl dieser
Teiler.

Definition 1.114 Zu einem N € N sei die Menge
A ={N e N|o1(N) teilt 24}

gegeben.
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Die Elemente dieser Menge lassen sich genau angeben:
Lemma 1.115 Esgilt: .4 = {1,2,3,5,6,7,11, 14, 15, 23}.

Beweis. Aus o1(N) | 24 folgt N | 24, da N trivialerweise ein Summand von o1(N) ist.
Also N < 24 und durch direktes Nachpr afen f'ar alle nat’urlichen Zahlen N im Bereich
{1,...,24} folgt die Behauptung. O

Es sei hierzu bemerkt, dal} ein N € .4~ entweder prim oder zusammengesetzt aus zwei
verschiedenen Primzahlen ist.

Im folgenden sei N aus .4 und A ein stark N—-modulares gerades Gitter minimaler
Dimension 2dy.

Seien I'(N) und Xm(N) so gewahlt, dal die Theta—Reihen der stark N-modularen geraden
2m—dimensionalen Gitter elliptische Modulformen zu '(N) und Xm(N) sind (vgl. Satz
1.107). Sei 9 die Theta—Reihe von A, dann ist 9a € My, (T (N), Xay (N))-

Die nachfolgenden Aussagen werden in [18] gezeigt.

Proposition 1.116 Die Funktion Ay, definiert durch

On(z) = [n(s2)?Y N firz e H,
sIN

wobei n := q¥/*2[1%_(1— ¢2}) die Dedekindsche n—Funktion ist,
120p(N)
o1(N) -

ist eine Spitzenform vom Gewicht my =

Diese Funktion ist bereits durch die Stufe N bestimmt.

[
Satz 1.117 Ist A ein stark N-modulares gerades Gitter, das zum Geschlecht von (D A
i=1
flr ein | gehort, so liegt seine Theta—Reihe im Ring

00

9t (N) := (9n,8n)c C P (F(N), xk(N)).
k=0

Bemerkung 1.118 Vom Geschlecht des gewahlten Gitters A, das fiir N # 6 durch dy ein-
deutig festgelegt ist, hangen die Theta—Reihe 95 und der Charakter Xy, (N) ab. Dadurch
hangt auch a7 (N) vom Geschlecht ab.
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Die Fourier-Entwicklung von Ay beginnt mit ¢(2) und die von 9 mit 1.

Lemma 1.119 Sei A’ ein 2m—dimensionales Gitter mit den Voraussetzungen aus dem vor-
angehendem Satz. Ist N zusammengesetzt, so sei zuséatzlich m gerade.

Seien dy und my wie folgt gegeben:

N |1 2 3 56 7 11 14 15 23
2dy |8 4 2 4 4 2 2 4 4 2
2my |24 16 12 8 8 6 4 4 4 2

Dann ist die Dimension von Mngl)(F(N),xk(N)) gleich 1+ [mﬂ]
N

Satz 1.120 Ist A/ wie im vorangehenden Satz gegeben, so 1aRt sich die Theta—Reihe von
N’ als folgende Linearkombination schreiben:

c o
Z)Ciﬂhf))\,
i=

L . m . :
wobei myi+dyj=mundc= [m—} , der ganzzahlige Anteil von mﬂN
N

Hierbei sind dy und my wie in der obigen Tabelle gegeben.

Korollar 1.121 Der Ring # (N) enth&lt genau eine Modulform fy mit der Fourier—
Entwicklung:

fn=1+0-q(2)+...+0-q(2c)+a(2c+2)q(2c+2) +...
Sie heif3t die extremale Modulform vom Gewicht m.
Bereits C. L. Siegel zeigte in [25], daB f'ur N = 1 der Koeffizient a(2c +2) von f; positiv

ist. In [24] wird gezeigt, dal® f'ar N > 1 der Koeffizient a(2c + 2) positiv ist und dartber
hinaus alle Koeffizienten a(t) f'ar t > 1 gerade sind.

Hieraus ergibt sich sofort:

Folgerung 1.122 Das Minimum eines stark N—modularen geraden 2m-dimensionalen

Gitters ist kleiner oder gleich 2 + 2 {mﬂ} :
N
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Definition 1.123 Ein stark N-modulares gerades 2m-dimensionales Gitter A (fur ein
N € .#) hei3t extremal, falls sein Minimum den Wert der oberen Schranke annimmt, d.h.
falls minA = 2+2| ]

Die Dimension 2my ist also die erste Dimension, in der ein extremales, stark N—
modulares gerades Gitter das Minimum 4 haben kann. In [19] wird fUr jedes N die
Existenz und Eindeutigkeit eines solchen Gitters der Dimension 2my nachgewiesen. Es
wird dort konstruiert als das Fixgitter eines Elementes der Ordnung N in der Mathieu—
Gruppe Mos, einer Untergruppe der Automorphismengruppe des Leech-Gitters L, wie
folgt:

Die Menge .4 ist genau die Menge der quadratfreien Ordnungen der Elemente von M3
und es gibt f'ar alle N € .4 (bis auf Konjugation) genau eine zyklische Untergruppe
(g) < Mas der Ordnung N. Das zugehorige Fixgitter A(N):= {l € L | Ig = I} ist gerade,
stark N—modular und extremal. Seine Dimension ist 2my.

Beispielsweise ist A(2) das Barness—Wall-Gitter der Dimension 16 und A(3) das
Coxeter—Todd-Gitter der Dimension 12.

In [24] wird der Begriff ,,extremales Gitter* etwas weiter gefalst:

Definition 1.124 Sei a/n (I, X) der endlich dimensionale C-Vektorraum der elliptischen
Modulformen vom Gewicht m zu einer mit der Siegelschen Modulgruppe kommensurablen
Gruppe I' und zu einem Charakter x von T,

Sei ar ein Teilraum von 2/ (I, x) der Dimension d. Sei die Projektion P : ar — CY
definiert fur die ersten d Koeffizienten der Fourier—-Entwicklung in g = exp(miz) von f €
M durch:

[ee]

f= %a(t)q(t) — (a(0),a(1),...,a(d —1))'".

t=
Falls die Abbildung P injektiv ist, dann existiert genau ein Element E,;, in 4/ der Form

Ey =1+ zd a)a(t),
t=

das die extremale Modulform in a7 genannt wird. In diesem Fall heil3t 2 extremalisier-
bar.

Hierbei stellt sich die Frage, ob E,, die Theta—Reihe eines geraden Gitters ist. Dafur ist
notwendig, daB die Fourier—Koeffizienten a(t) von E,, f'urt > 1 gerade sind.
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Definition 1.125 Sei A ein stark N—-modulares gerades 2m-dimensionales Gitter, so daf3
seine Theta—Reihe 9, in einem extremalisierbaren a7 liegt. Falls 95 = E,, gilt, dann
hei3t A extremal beziiglich ar .

Proposition 1.126 Fir ein extremales Gitter A gilt:
Ir=1+0-q(1)+...40-q(d—1)+a(d)-q(d)+...

Folglich ist minA > d. Ist a(d) ungleich Null, so ist sogar minA = d.

AuRerdem gilt wegen der Injektivitat der Projektion P fur alle stark N-modularen geraden
2m—dimensionalen Gitter A’ mit 95 € & : min/\” < minA.

Damit besitzt das extremale Gitter A das gr'of3te Minimum unter allen bestimmten stark
N-modularen geraden Gittern und ist damit das dichteste Gitter unter ihnen.
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Kapitel 2

Methoden

In diesem Kapitel stellen wir die Methoden vor, die zur Beantwortung der dieser Arbeit
zugrundeliegenden Fragestellung notwendig sind.

2.1 Filtrierung

Sei G ein Geschlecht der Gitter im 2m-dimensionalen euklidischen Vektorraum
(RZ”‘,(-,-)). Die Isometrieklasse in g, die vom Element A repr-asentiert wird, bezeich-
nen wir mit [A].

Aufgrund des Satzes 1.65 k'onnen wir das Geschlecht g als eine disjunkte Vereinigung
der Isometrieklassen schreiben: G = [A1] U ... U [An], wobei h seine Klassenzahl ist.

Definition 2.1 Sei
YV =7(G) =(MNl,....[Ml)c

der h—dimensionale C-Vektorraum, erzeugt von [A1], ..., [An].

Die Basis {[A1],...,[An]} von 7 sei von nun an fixiert.

Wir machen ¥ zu einem Hilbert-Raum, indem wir eine hermitesche Form darauf defi-

nieren:;

Definition 2.2 Setze flr die Basisvektoren von ¥
(AL [Aj]) = |Aut(Ai)[&;  furi, j=1,....h,
wobei & das Kronecker—Symbol ist.
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Setzen wir diese Zuordnung linear auf ¥ fort, so erhalten wir die Abbildung
h:¥ x¥ —C, (v,V)— h(v,V).

h h
Firv=y ci[Ai] € ¥ undV' = 3 cj[Aj] € ¥ gilt dann:
i=1 =1

h

h(v,V) = ZCinIAUt(/\i)I-

Direktes Nachrechnen best atigt den
Satz 2.3 Die Abbildung b ist eine positiv definite hermitesche Form auf 7.
Wir f'uhren nun in “ahnlicher Weise eine Multiplikation auf ¥ ein:
Definition 2.4 Setze fir die Basisvektoren von 7

[Ai] o [Aj] :=|Aut(A)[8ij[Ai]  furi, j=1,...,h.

Setzen wir die obige Zuordnung auch linear auf 7 fort, so erhalten wir die Abbildung
VXV —C,(v,V)—voV.

h h
Firv=y ci[Ai € ¥ undV' = 3 cj[Aj] € ¥ gilt dann:
i=1 =1

h
voV = ZlCiCﬂAUt(/\i)H/\i].
i=
Der folgende Satz 1"a3t sich nat"arlich auch direkt verifizieren:

Satz 2.5 Der Vektorraum (7, o) ist eine assoziative und kommutative C-Algebra mit dem

Einselement )

e:= 5 [AUt(A)| A
K=1
Proposition 2.6 Es gilt die Vertauschungsregel:

b([A] o [Aj], IA) = bUALIAj o [A])  furallei, jk e {1,...,h}.
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Beweis. F ur die linke Seite der Gleichung, die zu zeigen ist, erhalten wir durch Ausrech-
nen: h([Ai] o [Aj], [A«]) = |AuUt(Ai)[8i h([Ai], [A]) = [AUt(Ai)|dij - |Aut(A)|ik. Dies ist
gleich |Aut(A)|?, falls i = j = k, und gleich 0 sonst.

F'ar die rechte Seite gilt aber: H([A],[Aj] o [A]) = |AUt(A))|djkb([Ai], [Aj]) =
|AUL(A)|8jk - |Aut(A)|ij, was ebenfalls gleich |Aut(Ai)|?, falls i = j =k, und
gleich O sonst ist. O

Im folgenden sei g das Geschlecht des extremalen stark N—modularen geraden Gitters
&y fureinN e /" ={1,2,3,5,6,7,11, 14, 15, 23}.

Proposition 1.67 liefert zusammen mit Satz 1.105 die folgende Tatsache:

Satz 2.7 Die Siegelsche Theta—Reihe n—ten Grades jedes Gitters im Geschlecht von &y ist
fur jedesn € {0,1,2,...,2m} eine Modulform vom Gewicht m zur Hauptkongruenzgruppe
FO(N) und zum Charakter x°.

Die Siegelsche Theta—Reihe 85{:) vom Grad n des Gitters A\j induziert die lineare Ab-
bildung @M : ¥ — Mrﬁn)(rﬂ(N),xo), die sogenannte ,,Bildung der Siegelschen Theta—
Reihe*:

Definition 2.8 Sei

oM h cint) h c-S(”) . h N
i; i[Ai] i; VA i; i[Ai]

Wegen 85{‘) P = 85{:*1)

furallei=1,...,h hat die Funktion 8" folgende Eigenschaft:
Lemma 2.9 Der Siegelsche ®—Operator bildet @™ (7)) auf @1 (%) ab.

Bemerkung 2.10 Die Abbildung ®™ ist mit dem Siegelschen ®—-Operator vertauschbar,
d.h. oM | =0,

Definition 2.11 Fir einn € N sei
¥ := Kern(©@")

der Kern von @M,
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Offensichtlich enth’alt jedes %4 nur solche Linearkombinationen der Isometrieklassen, die
die triviale Theta—Reihe vom Grad n bilden.

Die folgende Identit™at I"al3t sich leicht nachweisen:

Proposition 2.12 Es gilt:

O(n)(y/n_l):{z\cﬂ[/\ﬂz\cﬂ[/\] = }

Dies hat zusammen mit dem vorangehenden Lemma zur Folge (vgl. [2, Satz 8.1]):

Korollar 2.13 Die Menge O(”)(“//n_l) ist der Kern des Siegelschen ®-Operators.

Insbesondere sind die Elemente von ©(" (#;,_1) die Spitzenformen in @™ (%),

Satz 2.14 Die Kerne ¥, := Kern(©() bewirken die folgende Filtrierung (auch Fahne
genannt) von 7:
V=Va12%2%2...2 Van={0}.

Beweis. Die Inklusion ¥;,_1 2 ¥4 ist aufgrund des Lemmas 2.9 Klar.

Zum Nachweis von #2y, = {0} (am Ende der obigen Fahne) zeigen wir, dal’ der Kern von
©@M) nur aus den trivialen Linearkombination der Isometrieklassen besteht.

Ein nichtverschwindender Fourier—Koeffizient der Siegelschen Theta—Reihe SEA]) ist
an,; (Gi) = |Aut(Ai)|, wobei G; eine Gram—Matrix von A; ist. Diese Tatsache ist aber ent-
halten in:

an (Gj) = |Aut(Ai)|dij,

beruhend auf dem folgenden:

Sind Xa,...,Xom Gittervektoren von Aj, so daB ((xi,xj)) = Gj qilt, dann ist of-

i,j=1,...,2m
fenbar (x1,...,Xom)z = Aj. Aber (Xq,...,Xom)z <. Dahtjer gilt nach der Determinanten—
Index—Formel (s. Satz 1.12): [Ai : Aj]2 = (detAi) (detAj)~L. Da Aj und Aj demselben Ge-
schlecht angeh’oren, haben sie dieselbe Determinante (vgl. Beweis des Satzes 1.65) und
somit ist [Aj : Aj] = 1. Also Aj = Aj und nach der Proposition 1.86 8%,\ ]) = SE ]) Das
beweist, daB ap, (Gj) = |Aut(A)|dij. Inshbesondere ist ap, (Gj) #0furallei=1,...,h.

Daher folgtcy; = ... =c, =0aus

h h
0= .ZLC Sflz\n?) Z\cia/\i (G)q(Gi).

Aus der Definition der Siegelschen Theta—Reihe f'ar den Grad 1 folgt direkt:
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Proposition 2.15 Fir den Teilraum ¥ gilt:

h h
Vo= {_;Ci[/\i] | _;Ci :o} = (Nivd =[Nl [T=1,...,2m —1).

Insbesondere ist seine Dimension gleich 2m — 1.
Folgerung 2.16 Fir das Einselement e beziiglich der Multiplikation o gilt: e ¢ 7.
Definition 2.17 Sei #4 := ¥#;- der Orthogonalraum von #; (firn=—1,0, 1,...,2m).

Mittels der Orthogonalr‘aume erhalten wir die zweite, diesmal die aufsteigende, Filtrie-
rung von ¥ als eine Folgerung des Satzes 2.14:

Korollar 2.18 Es gilt:

(0} =H# 1 CHCHE ... Wom =7

Um zwei sehr n"Gtzliche Eigenschaften der Orthogonalr'aume zu bestimmen, beweisen wir
zun‘achst den

Hilfssatz 2.19 Fir jedesn=—1,0,1,...,2m wird %} erzeugt von

h
br, '= .Z\|AUt(/\i)|1a/\i (T) ]

i=
fur alle positiv definiten, symmetrischen, geraden, komplexwertigen n x n Matrizen T,
wobei die Definition des Fourier—Koeffizienten aa, (Tn) von Sf/n\?} linear auf 7 fortgesetzt
wird. D.h.

W = (br, | T € Cyy', To > 0, gerade).

Beweis. Es ist klar, dal? f"ur alle positiv definiten, symmetrischen, geraden, komplexwerti-
gen n x n Matrizen Ty gilt: h(v,bt,) = ay(T,) f'ur alle v e ¥, insbesondere verschwindet
h(v,br,) far alle v € 4. Daher liegt b, in #; far alle T.

Wir haben damit die Relation #;, 2 (br, | Th € CQme”,Tn > 0, gerade) bewiesen.
Andererseits ist der Durchschnitt von %, mit dem Orthogonalraum des Erzeugnisses von
allen br, ein Nullraum. Denn g-alte f'ar ein w € %mit w 5 0 die Bedingung h(w,bt,) =0
f'ar alle T,, so ware g(T,) = 0 f'ar alle T, und damit I"age w in 4. Aber #, N ¥, = {0},
da #; eben der Orthogonalraum von 7j ist. O

Die zwei folgenden Inklusionsregeln gelten auf 7":
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Satz 2.20
Wno W C Wy furallenl € {—1,...,2m}

WioV; C Yi—ifurallei,je {-1,....2m} mit j > i

Beweis. Die zweite Regel ist eine Folgerung aus der ersten, denn aus %o #j_i C # folgt
Y = V//ji C (#io#j—i)* und weiter #;o ¥j C (WH)L = ¥j—i aufgrund der Vertau-
schungsregel (s. Proposition 2.6).

Um die erste Inklusionsregel zu beweisen, reicht es nach dem vorangehenden Hilfssatz
zu zeigen, daB fur alle m"églichen Matrizen Jund T, das Produkt b, o by, eine Linear-
kombination einiger br, , ist.

Es gilt:
h

br, oby, = 21 [AUt(A)|~ an, (Th)an, (T) A

1=
und daher gilt nach einer wohlbekannten Eigenschaft der Fourier—Koeffizienten der
Theta—Reihen:

an, (Tn)a/\i (TI) = Za/\i (T)7

wobei die Summe “tber alle positiv definiten, symmetrischen, geraden, komplexwertigen
(n+1) x (n+1) Matrizen der Form T = (T*“ {-]) ["auft. O

Bemerkung 2.21 Da die Koeffizienten aller Theta—Reihen ganz und daher rational sind,
sind die beiden Filtrierungen rational, d.h. 7, = C® (¥ N ¥g) und entsprechend ist #5
die Komplexifizierung von %4 N #q. Hierbei ist %o = ([A1], .. ., [An]) g = Q" das rationale
Erzeugnis von {[A1],...,[An]}.
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2.2 Konstruktion einer Spitzenform nach der Methode
von Borcherds, Freitag und Weissauer

In der Arbeit [3] von R. E. Borcherds, E. Freitag und R. Weissauer wird eine Methode
zur Konstruktion einer Spitzenform der Ordnung m mithilfe eines 2m—-dimensionalen
unimodularen geraden Gitters vorgestellt. Ausgehend vom Leech-Gitter wurde damit
eine nichtverschwindende Spitzenform der Ordnung 12 zur Siegelschen Modulgruppe
erhalten.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde diese Methode ausgedehnt und erfolgreich auf die Gitter
&y der Dimension 240p(N)/01(N), auBer im Falle N = 7, angewandt und damit eine
nichtverschwindende Spitzenform der Ordnung 1200(N)/o1(N) zur entsprechenden
Untergruppe der Modulgruppe konstruiert.

In diesem Abschnitt stellen wir die verallgemeinerte Methode vor.

Sei A ein 2m—dimensionales gerades Gitter im euklidischen Vektorraum R?™ mit einem
Skalarprodukt (-,-). Eine Primzahl p sei so gewahlt, dal sie die Determinante von A
nicht teilt.

Wir machen den 2m-dimensionalen Z/pZ-Vektorraum A/pA zu einem quadratischen
Raum gem aR:

Definition 2.22 Auf dem Z/pZ-Vektorraum A/pA sei eine Abbildung
Op : A/ PN\ — Z/pZ definiert durch

1
OQp(X+pA) = §<X’X) +pZ furx+pA\ e N/pA
sowie eine Abbildung by : A/pA x A\/pA\ — Z/pZ durch

bp(X+ PA,y+pA) := (X,y) +pZ firx+pA,y+pA e A/pA.
Aus der Symmetrie und der Linearit'at des Skalarproduktes folgt sofort:

Proposition 2.23 Die Abbildung by, ist eine symmetrische Bilinearform auf A/pA, d.h.
bp(v,w) ist linear in v (bzw. in w) bei festem w (bzw. bei festem v) und b (v,w) = bp(w, V).
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Ebenso unmittelbar aus den Eigenschaften des Skalarproduktes folgt:

Proposition 2.24 Die Abbildung g, besitzt folgende Eigenschaften:
gp(av) = a®qp(v) fiirallea € Z/pZ undv e A/pA
Op(V+W) =0qp(V) +dp(w) +bp(v,w) fiirallev,we A/pA.
Daher ist g, eine quadratische Form auf A/p/A mit der assoziierten Bilinearform by,.

Korollar 2.25 Fir die mit g, assoziierte Bilinearform by gilt: bp(v,v) = 2qp(v) fiir alle
veN/pA

Beweis. In der vorangehenden Proposition setzen wir a = 2 und w = v und erhalten
4dp(v) = dp(2v) = dp(V+V) = qp(V) +dp(V) +bp(v,V) = 2qp(V) +bp(V, V). u

Hierzu sei bemerkt, daR falls 2 eine Einheit in Z/pZ ist, so ist damit g, = 271b, und
folglich ist die quadratische Form ¢, eindeutig durch die Bilinearform b, bestimmt. Dies
trifft offenbar genau dann zu, wenn p # 2 ist.

Folgerung 2.26 Im Falle p = 2 ist die Bilinearform by, alternierend, d.h. bp(v,v) = 0 fiir
alleve A/pA.

Proposition 2.27 Der Orthogonalraum von A/p/ beziiglich by,
N/pA* = {ve N/pA | bp(v,w) = 0 fiir alle w € A/pA}

ist ein Nullraum.

2m 2m
Beweis. Sind v = § ¢bj und w = &b die Vektoren des Gitters A mit einer Basis
i=1 i=1

|
B = {b1,...,bom}, so k'6nnen wir offenbar das Skalarprodukt (v, w) schreiben als
(V7 (A)) - (Zl? BN ZZm)Gram(B)(EL BN EZm)tr-

Weiter k’onnen wir die ganzzahligen 2m-Tupel (&, ...,{om) und (&1, ...,&2m) als Vekto-
ren in (Z/pZ)?™ sowie die ganzzahlige Matrix Gram(B) als eine Matrix in (Z/pZz)2m>2m
auffassen.

Wegen p 1 detA ist jede Gram—Matrix von A “uber dem Korper Z/pZ invertierbar. Aus
(v,w) € pZ fur alle w € A folgt: (&,...,{om) ist ein Nullvektor in (Z/pZ)?™ und somit
vV € pA. 0
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Folgerung 2.28 Die Bilinearform by ist nicht ausgeartet (bzw. by ist regular), d.h. aus
bp(v,w) = 0 fur alle w € A/pA stets folgt: v ist das Nullelement in A/pA.

Somit ist qp ebenfalls nicht ausgeartet.

Als n"achstes f'thren wir die orthogonale Gruppe von (A/pA,g) ein (vgl. hierzu Defini-
tion 1.14).

Definition 2.29 Die Gruppe
O(A/pA,dp) := {f : A/pA — A/pAlinear | qp(f(v)) = qp(v) fur allev e A/pA}

heift die orthogonale Gruppe von A/p/ bezuglich der quadratischen Form qp.
Lemma 2.30 Die Elemente von O(A/pA,qp) haben die Determinante +1.
Der Beweis dieses Lemmas ist z. B. in [26, Kapitel 11] zu finden.

Definition 2.31 Die Gruppe
SO(A/pA,dp) :={f € O(A/pA,qp) | det f =1}

heift die spezielle orthogonale Gruppe von A/pA\ beziiglich der quadratischen Form qp.

Im Falle p # 2 wird in [26, Kapitel 11] gezeigt, daB SO(A/pA,qp) den Index 2 in
O(A/pA,p) hat.

Lemma 2.32 Die orthogonale Gruppe O(A/pA,qp) erhalt auch by, d.h.
ist f € O(A/pA\,qp), so gilt: bp(f(v), f(w)) =bp(v,w) fur alle v, w € A/pA.

Beweis. Wir wenden die Proposition 2.24 auf bp(f(v), f(w)) an, wie folgt: Fur alle

fe O(A/pA,gp) gilt: bp(f(v), f(w)) = qp(f(v) + F(w)) —ap(f(v)) —ap(f(w)) =
Ap(V+wW) —qp(Vv) —dp(w) = bp(v,w) furalle v, w e A/pA. O

Folgerung 2.33 Im Falle p = 2 ist die orthogonale Gruppe O(A/pA,qp) eine Un-
tergruppe der symplektischen Gruppe Sp,,,(Z/27Z). Insbesondere ist SO(A/2A,q2) =
O(A/2N,02).

46



Beweis. Die symplektische Gruppe bezglich einer alternierenden Bilinearform auf
einem Vektorraum ist per definitionem die Gruppe der Vektorraum—Automorphismen,
die diese Bilinearform erhalten (vgl. [26, Kapitel 8]). Hieraus und aus der Folgerung 2.26
folgt die Behauptung. O

Im Falle p = 2 wird damit der Determinanten—Homomorphismus zu einer trivialen Ab-
bildung, aber durch die Einf'uhrung der sogenannten Dickson—Invariante erhalten wir ein
Analogon dazu:

Definition 2.34 Sei die Abbildung D : O(A/2A,q2) — Z /27 definiert durch
D(f) :=dimBild(id — f) + 27Z,

wobei id die Identitat von A/2A ist.

In [26, Satz 11.43] wird gezeigt, da D ein Homomorphismus ist, wobei Z/27Z als eine
additive Gruppe aufgefal3t wird.

Im folgenden setzen wir voraus, daR die Determinante aller Elemente der Automorphis-
mengruppe Aut(A) des Gitters A gleich 1 ist. Anderenfalls verschwinden alle Funktionen
BFW(™ (A, p), die wir sp-ater definieren. Diese Voraussetzung ist erf ullt, falls A keinen
Vektor der L ange 2 enthlt.

Da die Komposition des nat’trlichen Homomorphismus Aut(A) — O(A/pA, ) mit
(—1)P eben der Determinanten—~Homomorphismus auf Aut(A) ist, erhalten wir mit der
obigen Voraussetzung das folgende Ergebnis:

Proposition 2.35 Die Automorphismengruppe Aut(A\) erhalt die Dickson—Invariante D.
Definition 2.36 Ein Vektor x € A/pA heil3t singular, falls gp(x) = 0.

Definition 2.37 Ein Teilraum E C A/pA heif3t total singulér, falls g, eingeschrankt auf
E, die Nullabbildung ist, d.h. falls qp(x) = 0 fiir alle x € E.

Ein Teilraum E C A/pA heil3t total asingular, falls er keine singulare Vektoren enthalt,
d.h. falls qp(x) # O fiir alle x € E.

Bemerkung 2.38 Fur einen total singularen Teilraum E C A/pA gilt: by(x,y) = 0 fiir
alle x, y € E, wegen bp(x,y) = qp(x+Yy) —qp(Xx) —qp(y) nach Proposition 2.24.
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Lemma 2.39 Ist die Dimension eines Teilraumes von A/pA groRer oder gleich 3, so
enthalt er einen singuléren Vektor.

Der Beweis dieses Lemmas ist z. B. in [26, Theorem 11.2] zu finden.

Definition 2.40 Die groRtmogliche Dimension von total singularen Teilrdumen in einem
quadratischen Raum heif3t der Witt—Index der quadratischen Form.

Bemerkung 2.41 Der Witt—Index von (A/p/\,qp) ist kleiner oder gleich m, da fur einen
total singuléren Teilraum E von A/pA gilt: E CE+ und A/pA =E QE*L.

Definition 2.42 Ein total singularer Teilraum E € A/pA heilt ein maximaler total sin-
gulérer Teilraum von A/pA, falls es keinen total singuléren Teilraum F von A/pA mit
ESF S A/pAgibt.

Ziehen wir den Kklassischen Satz von Witt heran (siehe z. B. [26, Theorem 7.4]), so folgt

Proposition 2.43 Je zwei maximale total singulére Teilrdume von A/p/\ haben die glei-
che Dimension.

Definition 2.44 Zwei Vektoren v und w mit den Eigenschaften
dp(v) = gp(w) = O und bp(v,w) =1

heil3en ein hyperbolisches Paar.
Ein Teilraum, der von einem hyperbolischen Paar erzeugt wird, heif3t eine hyperbolische
Ebene.

Wir wenden die Aussage (11.3) aus [26] auf A/p/A an und erhalten:

Satz 2.45 Der quadratische Raum A/pA Uber dem Kdrper Z/pZ kann als folgende or-
thogonale direkte Summe geschrieben werden:

NJPAN=aLls]1 ... Loy,

wobei 4 ein asingulérer Teilraum ist und #, ..., # hyperbolische Ebenen sind.
Hieraus entnehmen wir nach den vorherigen Aussagen zum Witt—Index:
Folgerung 2.46 Im obigen Satz ist der Witt—Index von (A/pA,qp) gleich w.
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Bemerkung 2.47 Da A/pA ein 2m—dimensionaler Vektorraum ist, liefert die Aussage
des Lemmas 2.39, daR die Dimension von 4 entweder gleich 0 oder gleich 2 ist.

Korollar 2.48 Verschwindet 4, so ist der Witt—Index der quadratischen Form g gleich
m und es existieren Basisvektoren gy, ...,0m, h1,...,hm von A/pA, sodaB fiir ¢, gilt:

dp (iiaigi‘i‘ﬁihi) = iiaiﬁi, ai,Bi € Z/ pZ.

Definition 2.49 Im obigen Fall, d.h. falls 2 = {0} gilt, heiBt (A/pA,qp) hyperbolisch
und die quadratische Form qp ist von der sogenannten Art ,,+*.

Die Folgerung 2.46 impliziert den folgenden Satz, der zur Uberpr ifung des quadratischen
Raumes auf Hyperbolit™at benutzt werden kann.

Satz 2.50 Der quadratische Raum (A/pA,qp) ist genau dann hyperbolisch, wenn ein
total singulérer Teilraum von A/pA der Dimension m existiert.

Ab jetzt nehmen wir an, daf A/pA hyperbolisch ist.

Damit ist es zum einen sichergestellt, daft der Witt—Index von ¢, gleich m ist und es

so nur zwei Familien von maximalen total singul aren Teilr'dumen gibt, wobei je zwei
Teilr'aume zur selben Familie gehoren, falls die Dimension ihres Durchschnitts gerade
ist. Vergleiche hierzu [5, Kapitel 2, §4].

Zum anderen operiert die orthogonale Gruppe O(A/pA,qp) transitiv auf der Menge

solcher Teilr'aume. Aber unter dem Kern der Dickson—Invariante gibt es zwei Bahnen,
die genau die Familien von maximalen total singul“aren Teilr"aumen sind.

Es sei nebenbei bemerkt, dafl die Gesamtzahl der maximalen total singularen Teilr"aume
das Produkt 2(p+1)(p?41)---(p™ 1 +1) ist (s. hierzu [26, Aufgabe 11.3]).

Definition 2.51 Fur einen maximalen total singuléren Teilraum E von A/pA sei
pYE):={xeA|x+pA€cE}
das Urbild von E in A unter dem natiirlichen Epimorphismus p : A — A/pA.

Satz 2.52 Fur einen maximalen total singularen Teilraum E von A/pA ist die Konstruk-
tion .
1
Ae = PpYE)= —pLE
(E) 7P (E)

ein 2m—dimensionales gerades Gitter mit det Ag = det/\, das die Perestroika von A mit-
hilfe von E genannt wird.

49



Beweis. F ur eine Basis { + pA,...,bm+ pA} von E C A/pA kann leicht nachgewiesen
werden, daB b1,...,bn € A linear unabhangig sind. Erg’anze diese \Vektoren zu einer
Basis B := {b1,...,bm,bm+1,...,bom} von A. Dann ist {bs,...,bm, pOm+1,-.., pbom}
eine Basis von p~1(E) und daher ist Bg := {%bl, . ..,ipbm,\/ﬁbmﬂ, ...,1/Pbom} eine
Basis von Ag. Die folgende Zeichnung veranschaulicht diese Situation:

/\: <b1,...,b2m>Z

® pil(E> - <b17"'7bm7pbm+17"'7pb2m>Z

L p/\: <pb17'-'7pb2m>Z

Es ist klar, daB das 2m—dimensionale Gitter Ag ganz ist, da (bj,bj) € pZ fur alle i, j =
.,mgilt, wegen bp(bi+pA,bj+pA) =0furallei, j€ {1,...,m} nach der Bemerkung
2.38.

Es ist auBerdem ein gerades Gitter, da A gerade ist und da (bj,b;) € 2pZ fur alle i €
{1,...,m} gilt, wegen qp(bi 4+ pA) = 0 nach der Definition 2.37.

F°ar die Gram—Matrix Gramn. (Bg) von Ag gilt:

Gramp. (Bg) = <(1/2)Em EO ) -Gramp(B) - (Eom pI(E) ) .

Daher ist detAg = detGramp.(Be) = (1/p)™ - detGrama(B) - p™ = detGrama(B) =
detA. O

Bemerkung 2.53 Im obigen Beweis wurde zudem gezeigt, da® die Ubergangsmatrix von
A zu Ag in der folgenden Menge liegt:

GLom(Z )dlag< VT \/_) GLom(Z).

Vi f

Korollar 2.54 Die Perestroika Ag des Gitters A mit Hilfe eines maximalen total sin-
guléren Teilraumes E von A/pA E gehort sogar dem Geschlecht von A an, falls die Stufe
von A eine quadratfreie Zahl N ist und falls det A = N™ gilt.
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Beweis. Ist N prim, so folgt die Behauptung aufgrund der Proposition 1.68 sofort aus
dem vorangehenden Satz. Ansonsten folgt die Behauptung aufgrund der eindeutigen
Jordanschen Zerlegung f'ur A, da dann ptN. O

Wir wahlen einen beliebigen, von nun an fixierten, maximalen total singul aren Teilraum
F und definieren damit die Funktion € auf der Menge der Teilr'aume von A/pA:

Definition 2.55 Seie:{E C A/pA} — {0, 1} geméaR
(—1)d4m(ENF) " falls E maximal total singulér ist,

e(E) =
0, sonst.

Da diese Funktion auf der Familie von F den Wert 1 und auf der anderen Familie
von maximalen total singularen Teilr'aumen den Wert —1 annimmt, ist sie bis auf das
\orzeichen wohldefiniert.

Definition 2.56 Zu einem gegebenen n-Tupel A := (A1,...,An) € A" definieren wir zuerst
eine sogenannte reskalierte Gram—Matrix durch

(1,1 IE N
S\) i <<ﬁx"ﬁA’))i,j_L = uA) g e

Wir setzen dann weiter

E()\) = (<)\1,...,)\n>z+ p/\)/p/\ = <)\1,---,)\n>Z/(<)\17---,)\n>Zm p/\)

als das Bild des von A1, ..., Ay erzeugten Teilraumes in A/p/A unter dem natirlichen Epi-
morphismus p : A — A/pA.

Das folgende Lemma untersucht die Bedingungen daf ur, daB E (A) maximal total singul ar
ist.

Lemma 2.57 Der Teilraum E(A) ist genau dann maximal total singulér, wenn S(A) eine
gerade Matrix ist (d.h. ganzzahlig mit geraden Diagonaleintrégen) und dimE(A) = m.

n
Beweis. Ist x eine ganzzahlige Linearkombination von Aq,...,Ap, etwax = 3 CiAj, so gilt:
i=1

1 1 N
Ap(X+PA) =5 (X.X) +PZ =3 ( > cicJ-(Ai,M)> + pZ
i,]=1
1 5
=52 (Ni, Ai) + Z Cicj(Ai,Aj) + pZ.

i= 1<i<j<n
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Damit ist gp(x+ pA) = 0 € Z/pZ fur alle x € E(A) genau dann, wenn (X,Ai) € 2pZ

sowie (Aj,Aj) € pZ farallei, j € {1,...,n} gilt. Dies ist aber “aquivalent dazu, daf S(A)
gerade ist. Damit ist bewiesen, dalR E (M) genau dann total singul’ar ist, wenn S(A) eine
gerade Matrix ist.

Nach Korollar 2.48 ist der Teilraum E (A) genau dann maximal, wenn seine Dimension m
ist. O

Wir f'uhren nun die sogenannte Spitzenform von Borcherds, Freitag und Weissauer der
Ordnung m ein, angelehnt an [3]:

Definition 2.58 Sei firn e {1,...,m}

(BFW(Ap)(Z) = T &(E())exp (n\/——15pur(8()\)2)>, Z € H.
AEAN

Bemerkung 2.59 Offenbar verschwindet BFW(™ (A, p) fur alle n < m.

Die folgende Eigenschaft der Funktion BFW(™ (A, p) ist das Hauptergebnis dieses Ab-
schnittes:

Satz 2.60 Es gilt:
BFW™ (A, p) = ZS(E)SE\? = S(m)(ZE(E)V\E])»

wobei Uber alle Teilrdume E von A/pA zu summieren ist, welche maximal total singulér
sind.

Folgerung 2.61 Da BFW(m)(/\, p) eine Linearkombination der Theta—Reihen m-ten
Grades der Gitter im Geschlecht von A ist, ist es eine Siegelsche Modulform vom Ge-
wicht m.

Beweis. Zum Nachweis der Behauptung des obigen Satzes zeigen wir, dal} die Differenz
> €(E(N))exp (m/—lSpur(S(A)Z)) — > s(E)SE\?
AeNT ECA/pA max. total singul“ar

verschwindet. Diese Differenz ist aber offenbar folgende Summe “Uber alle maximalen
total singul aren Teilr'aume E:

Zs(E) > exp (m/—lSpur(S()\)Z)).
AenT
E()\);E,teotal singul “ar
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Wir zeigen, daR die partielle Summe f°Ur jedes feste A verschwindet, d.h. f'Ur jeden nicht-
maximalen total singul“aren Teilraum E gilt:

Za‘ e(E) =0.
E max. total singul ‘ar
E'CE

Zu einem asingul“aren Vektor a aus dem Orthogonalraum (E)+ von E’ sei die sogenannte
Spiegelung ¢, definiert auf A/p/A gemaR:

ba(v) ==V —(qp(a)) thp(v,a)v furveA/pA.

In [20, Lemma 4.11] wird gezeigt, dal ¢o € O(A/pA,qp) und D(¢a) # O gilt.

Da zudem offenbar ¢4(E’) = E’ gilt, ist ¢a(E) auch maximal total singul’ar mit
E’ C ¢(E). Aber ¢4(E) geh'ort einer anderen Familie als der von E an und damit
e(E)+e(da(E)) =0. O

Korollar 2.62 Im obigen Beweis wurde sogar gezeigt, da8 BFW(™ (A, p) eine Spitzen-
form ist. Denn fur ihre Fourier-Entwicklung der Form

BFWMAP)Z) = 5 agrymppy(TaT),
TeZgm"
T>0, gerade

mit den positiv semidefiniten, symmetrischen, geraden m x m Matrizen T gilt:
ISt agcyym () (T)#0,soistdetT #0.

Definition 2.63 Wir bezeichnen die Summe im vorangehenden Satz als
Per(A,p) == ZS(E)[/\E] eV,

die bis auf das Vorzeichen wohldefiniert ist.

Korollar 2.64 Es gilt:

BFW™ (A, p) = 9™ (Per(A, p)).
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Die Fourier—Koeffizienten Bgrw(m (A p) (T) lassen sich folgendermafen berechnen:
g (pp)(T) = ;8('5()‘)),

wobei A “uber alle m-Tupel A = (X,...,An) l'auft, so daB E(A) ein maximaler total
singularer Teilraum von A/pA istund S(A) gleich T ist.

Wir geben hier den Algorithmus zur Berechnung eines Fourier—Koeffizienten von
BFW(m)(/\, p) an. Durch Berechnung eines Koeffizienten ungleich Null mithilfe des
Computers kann schnell und sofort nachgewiesen werden, dal? die Spitzenform nicht
verschwindet. In [3] wird f'0r das Leech—-Gitter auch ein Beweis ohne Computereinsatz
erbracht.

Die oben beschriebene Konstruktionsmethode wurde im Rahmen dieser Arbeit eingesetzt,
um den Operator Hp, der im n"achsten Abschnitt beschrieben wird, explizit (d.h. in einer
Matrixdarstellung) zu berechnen. Im folgenden geben wir den Algorithmus dazu.
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Eingabe : Ein gerades 2m—-dimensionales Gitter A der quadratfreien Stufe N
und der Determinante N™, sodaf det(Aut(A)) = {1}. Die kleinste
Primzahl p mit p{ N, sodal A/pA hyperbolisch ist.

Eine positiv definite, symmetrische, gerade m x m Matrix T.

Ausgabe : Der Fourier—Koeffizient von BFW (™ (A, p) fur T.

sum <0
fix — false
/I Ein maximaler total singul arer Teilraum von A/pA ist noch nicht fixiert.
forall (A1,...,Am) € A" do
sing < true
forall x,y € {A1,...,An} do
if (X,x) ¢ 2pZ then
| sing « false
end
if (X,y) ¢ pZ then
| sing < false
end

end

if sing then

Q « (Z/pZ)® Il Der quadratische Raum A/pA
E <« Bild von (A1,...,Apm, pA) in Q

if dimE = m then

if not fix then
F—E

fix « true
end

d —dim(ENF)
€« (—l)d
sum «<— sum + €

end

end
end

Algorithmus 2.1 : Berechnung eines Fourier—Koeffizienten von BFW(™ (A, p)
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Eingabe : Ein gerades 2m-dimensionales Gitter A der quadratfreien Stufe
N und der Determinante N™, sodaR det(Aut(A)) = {1}. Die
kleinste Primzahl p mit p t N, sodal® A/pA hyperbolisch ist.

Ein vollst'andiges Repr-asentantensystem der Isometrieklassen des

Geschlechtes von A, in einer fixierten Reihenfolge aufgelistet: {A1,...,An}.

Ausgabe : Matrixdarstellung von Hp bzgl. der Basis {A1,...,An}, n"amlich
die Matrix H = (H;j) € Z™" mit
Hij = [{Y eine Perestroika von Aj | Y= Aj}|.

H <« 0 // Initialisiere die Matrix H
fori=1tohdo
N — N\
forall (A1,...,Am) € A™ do
sing « true
forall x,y € {A1,...,Am} do
if (X,x) ¢ 2pZ then

| sing < false
end
if (x,y) ¢ pZ then

| sing < false
end

end

if sing then

Q — (Z/pZ)® /I Der quadratische Raum A/pA
E — Bildvon (A1,...,Apm, pA) In Q

if dimE = m then
R« <)\1,...,)\m, p/\>

B < Basis von R
Y — zur Gram-Matrix 1 Gramg(B) geh origes Gitter
forj=1tohdo
if Y= Aj then
Hij < Hij+1
break j
end
end

end

end

end
end

Algorithmus 2.2 : Berechnung von H,
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2.3 Knesersche Nachbarmethode

Die Knesersche Nachbarmethode ist ein m-achtiges Hilfsmittel zur vollstandigen Klassi-
fikation einer Vielzahl von Geschlechtern ganzer Gitter. Es wurde im Rahmen dieser Ar-
beit eingesetzt, um den Operator Kp, der im n"achsten Abschnitt beschrieben wird, explizit
(d.h. in einer Matrixdarstellung) zu berechnen. Im folgenden geben wir den Algorithmus
dazu, basierend auf dem Algorithmus zur Konstruktion eines geraden Nachbargitters (sie-
he hierzu z. B. [9]).

Definition 2.65 Zwei ganze Gitter A und A" der gleichen Dimension heien p—Nachbarn,
falls
N (AON) =N/ (ANN) = Z/pZ.

Aus der Determinanten—Index—Formel (s. Satz 1.12), angewandt auf diese Gitter, folgt:

Proposition 2.66 Fir zwei ganze Gitter A und A’ gilt:

det (ANA) = [A: (ANA)]PdetA = [N 1 (AAN)]*det .
Folgerung 2.67 Zwei benachbarte Gitter besitzen dieselbe Determinante.

Sei p die kleinste Primzahl, die die Determinante von A nicht teilt.
Dann kann ein p—Nachbar von A mithilfe eines Gittervektors mit bestimmten Eigenschaf-
ten folgendermalen konstruiert werden:

Satz 2.68 Seiv € A, aber v ¢ pA, mit (v,v) € p?Z.
Zudem sei Ay :={A € A | (\,v) € pZ} C A. Dann ist

AV) = (A, 5V)z

ein p—Nachbar von A, der das p—Nachbargitter von A bezuglich des Nachbarvektors v
genannt wird.

Bemerkung 2.69 Ist A gerade, so folgt aus dem in [9] angegebenen Algorithmus zur
Berechnung einer Basis des geraden p—Nachbargitters von A bezuglich eines Nachbarn-
vektors v, daR die Ubergangsmatrix von A zu A(v) in der folgenden Menge liegt:

GLg(Z)diag (%1 1 p) GLq(Z).
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Korollar 2.70 Ist A ein gerades Gitter, so ist A(v) ebenfalls gerade genau dann, wenn
(v,v) € 2p?Z gilt.

Bemerkung 2.71 Im Falle p # 2 ist die obige Bedingung an v stets erfillt, da (v,v) € p?Z
notwendig fiir die Nachbarbildung ist.

Die Umkehrung des vorangehenden Satzes ist:

Satz 2.72 Jeder p—Nachbar ist von der Form A(v) bezuglich eines Nachbarvektors v, d.h.
falls A\’ ein p-Nachbar von A ist, dann existierteinw € A, aber w ¢ A, sodaB A’ = A(pw)
gilt.

Der Beweis der beiden S7atze ist z. B. in [10, Satz 28.5] zu finden.

Die Situation f'ur ein ganzes Gitter A mit dem p—Nachbarn A(v) bez Uglich eines Nach-
barvektors v wird auf der folgenden Skizze verdeutlicht, beruhend auf der Proposition
1.36 und der Bemerkung 1.38. Hierbei erhalten wir die Indizes: [A : Ay] = [A(V) : Av] = p
und [A*: A] = [A(V) : A(v)#] = detA.

N
N A(v)*
detA detA\
A AW) = (A, 2v)z
p p
Ny

Fur jedes v € A gilt offensichtlich: A = A < v € pA*NA.
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Wir heben hervor, daR die Voraussetzung p 1 detA f'ar die Nachbarbildung notwendig
ist, weil damit A, f'ur jeden Nachbarvektor v ein echtes Untergitter von A ist. Sonst
(d.h. falls Ay = A) ware A(v) ein ganzes echtes Obergitter von A und damit w arde die
Nachbarbildung bez tglich des Nachbarvektors v fehlschlagen.

Ausnahmsweise ist f'ur den Fall, daR A das Barnes—Wall-Gitter ist, die Konstruktion eines
2—-Nachbarn auch m-oglich, obwohl seine Determinante gerade ist und damit die oben
erwahnte Voraussetzung nicht erfallt ist, denn f'ur viele Vektoren v € A ist £ A. Die
\Vorgehensweise fr solche Gitter wird in [9, Abschnitt 2.6] dargestellt.

Proposition 2.73 Die Nachbarvektoren, die in der gleichen Bahn unter der Automorphis-
mengruppe von A liegen, erzeugen isomorphe Nachbargitter.

Beweis. Fur jedes f € Aut(A) und fir jedes v € A, v ¢ pA mit (v,v) € fZ
ist A(f(v)) = f(A(v)), was sich aus der folgenden Argumentenkette ergibt:
xeNty) & (X, (V) epZ & (f71(x),v) € pZ & f71(x) e Ay & x € F(A). O

Die folgende Aussage 1"al3t sich m ahelos verifizieren:

Proposition 2.74 Die Nachbarvektoren, die in der gleichen Nebenklasse von A/pA lie-
gen, erzeugen gleiche Nachbargitter.

Im folgenden arbeiten wir am besten mit einer Fallunterscheidung:

Satz 2.75 Im Falle p = 2 gilt fir ein gerades Gitter A mit ungerader Determinante:

Fur jeden Vektor v e A, v ¢ 2\, mit (v,v) € 4Z existiert ein Basisvektor b (fur jede gege-
bene Basis von A) mit (v,b) ¢ 2Z, sodaR fir v/ :=v+2b gilt: (V/,v') € 8Z. Dann ist V' ein
Element der Nebenklasse v+ 2A € A/2A.

In allen anderen Fallen (d.h. falls p # 2) I"aRt sich analog zeigen (zum Beweis siehe [21]):

Satz 2.76 Im Falle p # 2 gilt fiir ein gerades Gitter A mit gerader Determinante:

Fur jeden Vektor v € A, v ¢ pA, mit (v,v) € 2pZ existiert ein Basisvektor b (fur jede
gegebene Basis von A) mit (v,b) ¢ pZ und damit ein s € (2- (v,b) + pZ)~1 € Z/pZ,
sodaR fiir v/ := v —s(v,v)b gilt: (V/,v') € 2p?Z. Dann ist V' ein Element der Nebenklasse
v+ pA € \/pA.
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Die beiden S-atze implizieren, dal® wir uns bei der Auswahl von Nachbarvektoren auf
diejenige Gittervektoren beschr'anken k’énnen, die in den verschiedenen Nebenklassen
modulo pA liegen.

Folgerung 2.77 Ein Gitter A besitzt fur jedes mogliche p bis auf Isomorphie hochstens
(p¥ — 1) p-Nachbarn.

Beweis. Es genugt, nur die Vertreter der von Null verschiedenen Nebenklassen von
N/pN\ = (Z/pZ)d als Nachbarvektoren zu w-éhlen, um alle Nachbargitter von A zu
konstruieren. g

Bemerkung 2.78 Bei einem geraden Gitter mit gerader Determinante ist die Bildung
eines 2-Nachbarn ebenso unabhangig von der Wahl eines Vertreters der Nebenklasse
modulo 2A, da sich fur diesen Fall ein Analogon zur Proposition 2.74 zeigen 1ait. Die
Existenz eines Basisvektors mit den im Satz 2.75 beschriebenen Eigenschaften ist dabei
allerdings nicht gesichert.

Die vorhergehenden Uberlegungen ermaglichen die Konstruktion s'amtlicher (bis auf
Isomorphie) Nachbargitter eines geraden Gitters mittels eines besonders einfachen und
effizienten \Verfahrens:

Setze zuerst eine Basis von A fest und berechne die Automorphismengruppe Aut(A)
von A bezuglich dieser Basis. Identifiziere A/pA mit (Z/pZ§ und berechne darauf
die Bahnen der projizierten Automorphismengruppe (d.h. der Matrixgruppe, die durch
Projektion der ganzzahligen Eintr'age der Erzeugenden von Aut(A) in kanonischer Weise
in Z/pZ entsteht). W-ahle einen Vertreter aus jeder Bahn, finde ein beliebiges Urbild
davon in A und konstruiere bezlglich dessen einen geraden Nachbarn, sofern m oglich.

Durch die Nutzung der Automorphismengruppe wird dabei die Rechenzeit deutlich
verringert. Allerdings wird in h’6heren Dimensionen die Automorphismengruppe schnell
sehr grof3, z. B. beim Barnes—Wall-Gitter. Dann ist sie aus technischen Grinden derzeit
noch nicht einsetzbar.

Durch die wiederholte Anwendung dieses Verfahrens auf dabei gewonnene, bis auf Iso-
morphie neue Gitter k’onnen meistens s‘amtliche Gitter des Geschlechts g von A erhalten
werden.
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Definition 2.79 Sei C := {[A] | A € g } die endliche Menge der sogenannten Ecken und
K :={([A1],][A2]) € C xC | A1 und Az sind Nachbarn} die Menge der sogenannten un-
gerichteten Kanten.

Der Graph (C,K) heif3t der Nachbarschaftsgraph von G .
Die folgende Zeichnung zeigt den Nachbarschaftsgraphen von &s.

No

Ng

Ist der Graph (C,K) zusammenh-angend, was bei allen im Rahmen dieser Arbeit behan-
delten Gittern der Fall ist, kann er, ausgehend von einem Gitter in G, mit den Methoden
der Graphentheorie (z. B. ,Depth-First-Search*) ganz durchlaufen werden, um die
vollstandige Klassifizierung von g als Ergebnis zu bekommen.

Beim Sonderfall des Geschlechtes eines geraden Gitters mit gerader Determinante ist an-
schlieRend die Verifikation des Ergebnisses auf Korrektheit und Vollst andigkeit mit dem
Mal? dieses Geschlechts (das die Summe der reziproken Ordnungen der Automorphis-
mengruppen aller Gitter im Geschlecht ist) notwendig. Siehe hierzu [21, Abschnitt 2.8].
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Im folgenden geben wir den Algorithmus zur expliziten Berechnung des Operators Ko an
(vgl. [21]), der im Rahmen dieser Arbeit f'0r die Uberwiegende Anzahl der behandelten
Geschlechter eingesetzt wurde. Zudem geben wir den Algorithmus zur Berechnung des
Operators Ky, f°0r eine ungerade Primzahl p, der im wesentlichen mit dem f'0r Kidentisch
ist, der Hauptunterschied liegt in der inneren foreach—Schleife.

In h*6heren Dimensionen ist es geschickter, dieUberpr ufung der Isomorphie auf eine an-
dere Art durchzufthren. Dazu wird zuerst eine Tabelle mit genlgend Invarianten der Iso-
metrieklassen aufgestellt. Meistens reichen dabei die folgenden aus: Das Minimum und
die Kuf3zahl des Gitters, sowie die Dimension und die Determinante des von den k’urzes-
ten, von Null verschiedenen, Gittervektoren aufgespannten Untergitters. Zur Pr afung der
Isomorphie werden einfach die Invarianten des konstruierten Gitters mit den Tabellenwer-
ten verglichen.
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Eingabe : Ein Geschlecht der geraden Gitter mit ungerader
Determinante der Dimension d.
Ein vollst'andiges Repr-asentantensystem der Isometrieklassen des
Geschlechtes von A, in einer fixierten Reihenfolge aufgelistet:
{N\1,...,\n}.
Ausgabe : Matrixdarstellung von Ky bzgl. der Basis {A1,...,An},
n'amlich die Matrix K = (Kj) € Z"" mit
Kij = [{I ein 2-Nachbar von A | [T = Aj}|.

K «— 0 /lInitialisiere die Matrix K

fori=1tohdo
A — Aj, mit der fixierten Basis e, . .., eq (Standardbasis von R9)

//Berechne die Automorphismengruppe bzgl. dieser Basis
A — Aut(A)

//Berechne die projizierte Automorphismengruppe

G < A mit dem Basisring Z /27

® « Bahnen von G auf (Z/27)¢

foreach Bin 8 do
wahle einen Vertreter von B und finde sein Urbild v in A

if (v,v) € 4Z then

if (v,v) ¢ 8Z then
w-ahle einen Basisvektor g mit (v,ey) ¢ 2Z

V «— V+2e
end

//Konstruiere den geraden 2—Nachbarn f'ur jede Bahn
M — A(v)
forj=1tohdo
if M= Aj then
Kij < Kij+|B]
break |
end
end

end

end
end

Algorithmus 2.3 : Berechnung von Kz
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Eingabe : Ein Geschlecht der geraden Gitter mit gerader Determinante
der Dimension d.
Ein vollst'andiges Repr-asentantensystem der Isometrieklassen des
Geschlechtes von A, in einer fixierten Reihenfolge aufgelistet:
{N1,...,\n}.
Ausgabe : Matrixdarstellung von Ky bzgl. der Basis {A1,...,An},
n'amlich die Matrix K = (Kj) € Z"" mit
Kij = [{I ein p—Nachbar von A | TT = A;j}|.

K «— 0 /lInitialisiere die Matrix K

fori=1tohdo
A — Aj, mit der fixierten Basis e, . .., eq (Standardbasis von R9)

//Berechne die Automorphismengruppe bzgl. dieser Basis
A — Aut(A)

/[Berechne die projizierte Automorphismengruppe

G < A mit dem Basisring Z/pZ

® « Bahnen von G auf (Z/pZ)¢

foreach Bin 8 do
wahle einen Vertreter von B und finde sein Urbild v in A

if (v,v) € 2pZ then
if (v,v) ¢ 2p?Z then
w-ahle einen Basisvektor g mit (v,ey) ¢ pZ
wiahles e (2-(v,)+pZ) 1€ Z/pZ
V<« V—5(V,V)ex
end
/[Konstruiere den geraden p—Nachbarn f'ur jede Bahn
M to A(v)
forj=1tohdo
if M= Aj then
Kij < Kij+|B]
break |
end
end

end

end
end

Algorithmus 2.4 : Berechnung von K, f'Ur ungerades p
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2.4 Hecke—Operatoren

In diesem Abschnitt stellen wir das Konzept der Hecke—Operatoren, orientiert an [8,

Kapitel 1V], in einer f'ur die Zwecke dieser Arbeit geeigneten Weise vor. Und zwar
geben wir nur die Operation der sogenannten Hecke-Operatoren T (p) und T1(p?) auf

die Siegelschen Theta—Reihen von geraden Gittern an. F'ar eine genaue Einf’ihrung
der Hecke—Operatoren verweisen wir auf [1]. Es sei jedoch erwahnt, daR unter ihnen
Modulformen wieder auf Modulformen und Spitzenformen wieder auf Spitzenformen

abgebildet werden. AulRerdem bilden sie eine kommutative Algebra, die sogenannte

Hecke—Algebra.

Auf dem C-Vektorraum 7/, dessen Basis die Menge der Isometrieklassen eines be-
stimmten Geschlechts ist, definieren wir zwei Familien von linearen Operatoren, die
sich aufgrund der Konstruktionsmethode einer Spitzenform nach Borcherds, Freitag
und Weissauer sowie aufgrund der Kneserschen Nachbarmethode von selbst anbieten.
Dar'uber hinaus definieren wir, falls das Geschlecht stark modular ist, eine weitere
Familie von linearen Operatoren, n"amlich die Atkin—Lehner—Involutionen.

Unsere Absicht ist, die Filtrierung auf ¥/, die durch die Siegelschen Theta—Reihen der

Isometrieklassen des Geschlechts gegeben wird, zu untersuchen. S'amtliche eingef ihrte
Operatoren erhalten aber diese Filtrierung und k’6nnen zudem mit einem vern unftigen
Zeitaufwand explizit berechnet werden. Damit ist es f'ur uns vorteilhafter, die Bilder der
Filtrierung unter ihnen zu untersuchen.

Definition 2.80 Ist A ein stark N—modulares gerades Gitter im 2m-dimensionalen eukli-
dischen Vektorraum (R2™, (., ), so setze fir eine Primzahl p mit p+N
Ho(IN):= Y [Ae),

ECA/pA
max. total singular

falls der quadratische Raum (A/pA, qp) hyperbolisch ist, und Hp([A]) := 0 sonst.

Hierbei ist Ag die Perestroika von A mithilfe von E und ¢ die im vorherigen Abschnitt
eingefiihrte quadratische Form.

Setze ferner

Ke(A):= S [,
Neg(N)
p—Nachbar von A

wobei G () das Geschlecht von A ist.
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Bemerkung 2.81 Offensichtlich sind diese Zuordnungen wohldefiniert (d.h. unabhéngig
vom gewahlten Reprasentanten der Isometrieklasse) sowie miteinander vertauschbar.

Seien die Voraussetzungen aus dem Abschnitt 2.1. ,Filtrierung” gegeben. Mit den dort
eingefuhrten Bezeichnungen sei ¥ = ([, ..., [An])¢, wie in der Definition 2.1 vorge-
stellt.

Aufgrund der obigen Definition f'ahren wir auf 7" die Abbildungen H, und Ky durch
lineares Fortsetzen ein.

Wir werden nun etwas allgemeinere symplektische Matrizen benotigen:

Definition 2.82 Eine ganzzahlige symplektische Ahnlichkeitsmatrix M € GLom(Z) ist
durch die folgende Bedingung charakterisiert:

MJ.M =sJy, fir ein positives s € R,

0 E
wobei J, = M.
—Enm O

Sei mit GSp,,(Z) die Gruppe solcher Matrizen bezeichnet. Sie operiert auf der Siegel-
schen Halbebene H,, wie “Ublich durch

M(Z) = (AZ+B)(CZ+D) 1, M:(é E).

Bemerkung 2.83 Fir die Operation von GSp,,(Z) auf Hy, gilt: M(Z) = (%M) (Z). Al-

lerdings kommen dadurch wegen %M € Spyy, (R) keine neuen Substitutionen Z — M(Z)

hinzu.

Der folgenden Darstellung der Hecke—Operatoren T (p) sowie Ty(p?) liegt die Abhand-
lung [27] zugrunde. Darin wird vorausgesetzt, da m eine gerade nat urliche Zahl ist.

Sei N eine nat"urliche Zahl und I2,(N) die Gruppe der sogenannten 2m x 2m Modulma-
trizen der Stufe N (f'ur die Definition siehe Beispiel 1.91), die wir im folgenden mit I
bezeichnen.

Eine Primzahl p sei so gew’éahlt, dal p 1 N.
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For die symplektische Ahnlichkeitsmatrix diag(1,...,1,p,...,p) enthalt die Doppelne-
benklasse Idiag(1,...,1,p,...,p)l endlich viele Linksnebenklassen, so dal wir schrei-
ben k’énnen:

t
Fdiag(1,...,1,p,....,p)F = [ J M,
=1

mit den disjunkten Linksnebenklassen 'M¢ fur ein M € GSpy,(Z).

Satz 2.84 Bilden A1,...,/\, ein vollstandiges Reprasentantensystem der Isometrieklas-
sen in g, so operiert T (p) folgendermaRen auf den Theta—Reihen von Aq,...,Ay vom
Grad n:

t
T(PON(Z) = Y oW [aM(Z), Z € Hy.
=1

Hierbei wird die Bezeichnung (f|xM)(Z) := f(M(Z))det(CZ 4+ D)~ verwendet.

In einer “hnlichen Weise operiert der lineare Operator T(p?) (in der Bezeichnung von
[27] der Operator T"~1(p?)) auf den Theta—Reihen vom Grad nvon Ay, ..., A, wie folgt:

Hierf'ar schreibe fur die symplektischeAhnlichkeitsmatrix diag(1, p,...,p, p%,p,...,p)
die Doppelnebenklasse als

k
Fdiag(1,p,....p,p%p,....,p)I = [ J TM'
k=1
disjunkte Vereinigung der endlich vielen Linksnebenklassen I'M; f'Gr ein M, € GSp,,, (Z).

Satz 2.85 Analog zum vorangehenden Satz gilt:
(n £ o)
Ti(p*)9n (2) =5 x4 [nM'(Z), Z €H.
K=1

In [27] wird gezeigt, dall die Operation von Hp und K, auf den Theta-Reihen von
A1, ...,\y vom Grad m mit der Operation des T (p), respektive des T1(p?), im wesent-
lichen “Gbereinstimmt.

Um diese Aussage zu erl autern, bezeichnen wir far i =1, ..., h eine Basis von fAAmit B;
und die Gram—Matrix Gram(B;) mit G; und betrachten f'ar ein j € {1,...,h} die Menge
der ganzzahligen 2m-reihigen Matrizen X mit den Elementarteilern 1, p, ..., p, p?, f'ur die
XUGiX = szj gilt.
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Definition 2.86 Fureiniund jaus{1,...,h} sei die Menge
4ij(p?) == {X € Z*"*?™mit den Elementarteilern 1, p,..., p, p? | X'GiX = p?G;}

und aij(p?) = |4ij(p?)| die Anzahl ihrer Elemente.

Satz 2.87 Es gilt:

aij(P?) = [2Gj] - [AUt(A;)],
wobei 4Gj := {M ein p-Nachbar von A; | M =2 Aj} die Menge der p-Nachbarn von A;,
die zu Aj isomorph sind.

Beweis. Nach dem Elementarteiler—Satz existieren fur jedes X € 3j(p?) zwei Ma-
trizen W und W’ aus GLoy(Z), so daB X = Wdiag(1,p,...,p,p>)W’. Damit ist
%X € GLom(Z)diag (%,1,...,1, p) GLom(Z) eine Ubergangsmatrix von A; zu einem p-
Nachbar, der zu Aj isomorph ist (vgl. Bemerkung 2.69).

Dieses Nachbargitter ist aber nur bis auf die Multiplikation mit einem Element aus der
Automorphismengruppe von Aj eindeutig bestimmt. Denn f'ir jedes g € Aut(/) erfullt
auch Xg die Voraussetzungen an X und %Xg ist eine Ubergangsmatrix von A; zum selben

Gitter, wie im Falle X.

Umgekehrt, sei M ein p—Nachbar von A;, der zu Aj isomorph ist. Dann gibt es eine Ma-
trix U € GLom(Z) mit U'GU = Gj, wobei G eine Gram-Matrix von I1 ist, sowie eine
Ubergangsmatrix T von I zu A;. Dabei ist T € GLoy(Z)diag (%,1,...,1, p) GLom(Z).
Dann erfullt TU~1 die Gleichung X''GiX = p2G;.

Aber es gibt |Aut(A;j)| M oglichkeiten f'ur U, so daB die Zuordnung T +— TU! von 4j in
4ij(p?) eine ,,1 auf |Aut(A;)|*~Zuordnung ist, deren Bild die Ordnung |Aut(A;)] - [AGj]
hat. Und wie wir es oben gesehen haben, kann jedes X € a;j auf diese Weise erhalten

werden. OJ

Korollar 2.88 Aus der offensichtlichen Tatsache, daR
h
Kp(A) = 3 1765l
=1
gilt, folgt:

aij(p)
Kp(Ai) = Z m/\j.



Proposition 2.89 Der Operator K, ist selbstadjungiert beztiglich der hermiteschen Form
h auf ¥ (s. Definition 2.2).

Beweis. Im Beweis des vorherigen Satzes wurde gezeigt, dal} die Abbildung
2ij(p?) — a;i(p?), X — p?X 1 bijektiv ist. Daher gilt f"tr die hermitesche Form b auf ¥

b(Kp(Ai),Aj) = aij(p?) = |2ij(p?)] = |4ji(p%)| = aji(p?) = h(Ai, Kp(A))).

Bemerkung 2.90 Da dieser Beweis der Selbstadjungiertheit von Ky auch im Falle p | N
richtig ist, ist Ky bei jeder Wahl von p selbstadjungiert.

Als n“achstes betrachten wir die ganzzahligen 2m-reihigen Matrizen X, f'ur die ¥GjX =
pGj gilt und gewinnen damit “ahnliche Erkenntnisse f'r I3.

Definition 2.91 Fireiniund jaus {1,...,h} sei die Menge
aij(p) = {X € Z2™*™ | X"GiX = pGj}

und aij(p) := |4ij(p)| die Anzahl ihrer Elemente.

Satz 2.92 Es gilt:

aij(p) = |#ij] - |AUt(A)],
wobei 2;j := { Y eine Perestroika von A | Y22 Aj} die Menge der Perestroikas von A ist,
die zu Aj isomorph sind.

Beweis. Offensichtlich konnen nur 1 und p als Elementarteiler far je-
des X € ajj(p) auftreten. Damit existiert eine Ubergangsmatrix —aus
GLom(Z)diag (%,...,%,ﬁ,...,ﬁ) GLom(Z) von A zu einer Perestroika, die
zu A\j isomorph ist (vgl. Bemerkung 2.53).

Analog zu Gij(p2> I"aRt sich zeigen, dal oj(p) gleich der Anzahl der Perestroikas von A
ist, die zu Aj isomorph sind, multipliziert mit der Ordnung der Automorphismengruppe
von Aj. O]
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Korollar 2.93 Aus der offensichtlichen Tatsache, daR

h

Hp(Ai) = S il
=1

gilt, folgt:

Ho(A) = aij(p)

= ————A\j.
j=l ‘AUt</\J)| .

Der Beweis der Selbstadjungiertheit von H verl'auft analog zum Beweis der Selbstadjun-
giertheit von K, (vgl. Proposition 2.89):

Proposition 2.94 Der Operator Hy, ist selbstadjungiert beztiglich der hermiteschen Form
h auf 7.

Beweis. Im Beweis des vorherigen Satze wurde gezeigt, daR die Abbildung 4ij(p) —
aii(p), X — pX ~1 bijektiv ist. Daher gilt f'ur die hermitesche Form b auf %

h(Hp(Ai),Aj) = aij(p) = aji(p) = h(Ai,Hp(Aj)).

In [27] wird in der Proposition 1.9 (vgl. hierzu auch [8, Satz IV.5.10]) und in der Propo-
sition 1.10 gezeigt, dal das Bild der Theta—Reihe 85{?) unter T (p), bzw. unter T1(p?), als
eine bestimmte Linearkombination der Theta—Reihen geschrieben werden kann, sodal es
mit dem Bild dieser Theta—Reihe unter Hp, bzw. unter K identisch ist, allerdings bis auf
einen skalaren Faktor, bzw. bis auf einen Summanden, der ein Vielfaches der Identitat ist,
und einen skalaren Faktor:

TEeMo s L e
p N _le p(mz_m)/zyj 1] p /\J-7

h
1
e =y oy (PO i(p%) + (p™ — 1) AUt(A})[5)9N,
=1 J

mit gewissen nat Urlichen Zahlen y, auf die hier nicht n"aher eingegangen wird.

Definition 2.95 Sei
H = (Hp,Kq | p,q prim, ptN)

die von den Operatoren Hq und Kp, fiir alle moglichen Primzahlen g und p erzeugte Alge-
bra.
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Entscheidend fur alles weitere ist das folgende Lemma, das sich leicht verifizieren 1"af3t:

Lemma 2.96 Die Operatoren Hp und Kq (fur alle Primzahlen p, g mit p 1 N) sind mitein-
ander vertauschbar, d.h.

Zusammen mit den Propositionen 2.89 und 2.94 ergibt sich hieraus:

Satz 2.97 Die Algebra 27 ist eine kommutative Unteralgebra des Vektorraumes End®(7)
der selbstadjungierten Endomorphismen von 7.

Korollar 2.98 Der Vektorraum 7 besitzt eine orthogonale Basis, die aus den gemeinsa-
men Eigenvektoren von 7 besteht.

Bemerkung 2.99 Diese Eigenvektoren sind explizite Beispiele fur die Siegelschen Spit-
zenformen.

Bei der praktischen Umsetzung ist es im allgemeinen schneller, K, (mithilfe der
Kneserschen Nachbarmethode) als Hp zu berechnen, da es dabei m-oglich ist, die
Automorphismengruppe zu nutzen. Falls Ky auch noch genau h verschiedene Eigenwerte
besitzt, ist es auch ausreichend, nur diesen Operator zu berechnen.

Falls das Geschlecht g stark N—modular ist, dies bedeutet (vgl. Definition 1.70), daR f'ur
jedesi e {1,...,h} gilt: OA®' ¢ 6 furallet || N, dann k'onnen wir weitere selbstadjun-
gierte Operatoren auf ¥ einf'thren, die sogenannten Atkin—Lehner—Involutionen:

Definition 2.100 Ist das Geschlecht eines Gitters A stark N—modular, so sei fir jedes
t| N
We([A)) = (DA%,

Durch lineares Fortsetzen definieren wir damit die Abbildung W; auf 7.

Definition 2.101 Ist g stark N—modular, so erweitere die Algebra .7# zu:

~

= (A W | ]| ND.

Bemerkung 2.102 Da alle im Rahmen dieser Arbeit behandelten Geschlechter stark mo-
dular sind, sind diese Definitionen fir sie sinnvoll.
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Lemma 2.103 Die Operatoren Kq und W; (fiir alle Primzahlen g mit g+ N und fiir alle
exakten Teiler t von N) sind miteinander vertauschbar, d.h.

Falls alle Gitter in ¢ stark N-modular sind (fir ein N € N), d.h. falls A=~ OA% fur alle

A e g undfirallet || N gilt, sind alle W offensichtlich die Identit"at auf " und damit ist
A = A eine kommutative Algebra.

An dieser Stelle geben wir den Algoritmus zur Berechnung von W; an, basierend auf der
Tatsache, daR jedes Gitter in g von der Stufe N ist. Denn dann gilt nach der Proposition
1.51: NG~ 1 ist eine gerade Matrix, wobei G eine Gram—Matrix des Gitters ist.
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Eingabe : Ein gerades 2m-dimensionales Gitter A der Stufe N aus
einem stark N-modularen Geschlecht. Ein exakter Teiler t
von N.

Ein vollst'andiges Repr-asentantensystem der Isometrieklassen des
Geschlechtes von A, in einer fixierten Reihenfolge aufgelistet:
{N1,...,\n}.

Ausgabe : Matrixdarstellung von W; bzgl. der Basis {A1,...,An},
n'amlich die Matrix W = (W;) € Z"™" mit
Wij = [{# eine Atkin-Lehner—Involution von A | . = Aj}|.
W «— 0 // Initialisiere die Matrix W
t— —
t

fori=1tohdo
N — N\

G « Gram-Matrix von A
| — (AINGL,t'Eon)
1 . .
& «— zur Gram-Matrix NI geh’origes Gitter

forj=1tohdo

if 7 = Ajthen
Wij <—Wij—l—l

break j

end

end

end
Algorithmus 2.5 : Berechnung von W;

Unter der linearen Abbildung ,,Bildung der Siegelschen Theta—Reihe* werden die Ope-
rationen auf 7 aller vorher definierten Operatoren eben auf entsprechende Operationen
auf dem Raum der Modulformen abgebildet.
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Im folgenden bezeichnen wir mit {d1,...,dy} die Menge der (paarweise verschiedenen)
gemeinsamen Eigenvektoren von ., wobei h die Klassenzahl des Geschlechts g ist.

Definition 2.104 Fir jedesi € {1,...,h} sei
v(i) :=max{k |di e %} e {-1,....,2m -1}

und ferner
w(i) :=min{k|di € %} € {0,...,2m}.

Bemerkung 2.105 Die obige Definition bedeutet:

di € iy und di & #iy+1,
respektive

di € Ww(i) und d; §é Ww(i),l.

Der Teilraum %) ist also der kleinste Teilraum in der absteigenden Filtrierung von ¥/, in
dem di liegt. Der Teilraum 7, ist ebenfalls der kleinste Teilraum in der aufsteigenden
Filtrierung von 7/, in dem d; liegt. Die beiden folgenden Zeichnungen sollen dies
illustrieren:

Also gilt: % = (d; | 1 <i<h,v(i) > k) und #4 = (di | 1 <i < h,w(i) <k.
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Definition 2.106 Fireink € {-1,0,...,2m—1} sei

k= (di | L<i<h,v(i) =k).
Damit erhalten wir sofort eine Zerlegung des Raumes 7':

Proposition 2.107 Es gilt:
2m-1

V=P %

v=-1

Definition 2.108 Liegt der Eigenvektor d; in %, so wird der Index k die Ordnung von d;
genannt.

Bei den sp-ateren Anwendungen werden wir den folgenden wichtigen Satz “Gber den Zu-
sammenhang zwischen v(i) und w(i) brauchen:

Satz 2.109 Erzeugt d;i den zugehdrigen Eigenraum von 7 fur jedes i € {1,...,h}, d.h.
sind alle Eigenrdume eindimensional, so ist w(i) = v(i)+ 1 fur jedesi € {1,...,h}.

Beweis. Wegen di ¢ #yyi)—1 wird #,i)—1 von denjenigen Eigenvektoren erzeugt, die
alle orthogonal zu d; sind, und daher d; € V/WL(i)fl = Pu(i)—1- Weiter gilt di & %), weil
sonst w-are (d,di) =0 (wegen der Annahme di € ¥y = WWL(D), was ein Widerspruch
ist. Damit ist v(i) = w(i) — 1 bewiesen. O

Sind alle Eigenr'aume von .Z eindimensional, so erhalten wir auRerdem:
Jede halbeinfache Algebra .z mit .72 < o/ < End(7), unter der die Filtrierung von »
invariant ist, erhalt die Zerlegung von 7 in der Proposition 2.107.

Im folgenden geben wir an, wie das Produkt dj o dj berechnet wird.

h
Satz 2.110 Seifiirie {1,...,h} der Eigenvektor di = ¥ a;k[/\x] gegeben. Schreiben wir
k=1

das Produkt dj o dj als die Linearkombination
iy
diodj = Z Cj7|d|,
=1

so gilt:
ar1 ... aih Cgi)l ai71aj71|Aut(/\1)|

?1 ai haj h|AUt(An)|



(i)

Korollar 2.111 Die obigen Koeffizienten c; lassen sich durch Losen des folgenden li-

nearen Gleichungssystems berechnen:

tr
a1 ... ap aj,18j,1|Aut(A1))

ahl ... anhh ai7haj7h|Aut(/\h)\

Dieses Gleichungssystem ist offenbar eindeutig I6sbar.
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Kapitel 3
Ergebnisse

S amtliche f'ur diese Arbeit notwendigen Berechnungen wurden mit der Software MAG-
MA [13] (Version 2.11-2) durchgef uhrt.

3.1 Vorgehensweise

In diesem Abschnitt beschreiben wir zun'achst das Vorgehen, das auf alle behandelten
Geschlechter angewandt werden kann. Danach geben wir einige M 6glichkeiten der prak-
tischen Umsetzung und stellen anschlieRend die damit erzielten Ergebnisse f'ur die zehn
leechartigen, extremalen, stark modularen, geraden Gitter vor.

3.1.1 Allgemein angewandte Verfahren

FlareinN e 4+ ={1,2,3,5,6,7,11, 14, 15, 23} sei mit & wieder ein extremales stark
N—modulares gerades Gitter der Dimension 2my bezeichnet, wobei my = 12¢(N)/o(N).

Seien A1,/N\p,...,/\y die Repriasentanten der Isometrieklassen im Geschlecht von &,
wobei A1 1= &\.

In allen zehn behandelten F-allen der Geschlechter ergaben die expliziten Berechnungen
der Operatoren Ky und Ks, da o7 = (Kp,Kg) = Ch, wobei h die Klassenzahl des
Geschlechtes ist.

Daher ist 77 eine maximale kommutative Unteralgebra von #'. Hieraus folgt, dafi3
die gemeinsamen Eigenr'aume alle eindimensional sind und damit nach Satz 2.109
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v(i) =w(i) — 1 fur jedesi e {1,...,h}.

Eine orthogonale Basis {d1,...,d,} von 7, die aus den Eigenvektoren von ¢ besteht,
ist somit relativ einfach zu berechnen.

Die nachfolgend beschriebene Vorgehensweise zur Bestimmung der Ordnungen von
d1,...,dn wurde zum ersten Mal in [16] far N = 1 angewandt.

Furn=0,1,...,2m berechnen wir die Fourier—Koeffizienten der Siegelschen Theta—
Reihen 85{‘3,...,85{2 f'or einige m°ogliche Matrizen und berechnen damit die Fourier—
Koeffizienten von ©M(dy),...,0M(dy) fur diese Matrizen. Ist dabei ein Fourier—
Koeffizient ungleich Null, so erhalten wir eine obere Schranke f'ar v(i) und auch fur
w(i) = v(i)+ 1. Wir k'onnen damit sogar eine Vermutung f'lr den genauen Wert von v(i)
aufstellen.

Proposition 3.1 Ist @M (d;) # 0, so ist @) (d;) £ 0 fur alle n < | < 2m.

Beweis. Die Tatsache (" (d;) # 0 bedeutet, daR mindestens ein Fourier-Koeffizient
ungleich Null ist, etwa aq (T) f0r eine positiv semidefinite symmetrische gerade n x n
Matrix T. Also existiert ein n—Tupel A = (A1,...,Ay) € A" mit G(A) = T. Erweitern
wir ihn auf A := (Aq,...,An,A1, ..., A\ _n) € Al, s0 ist G(\) eine positiv semidefinite
symmetrische gerade | x | Matrix, fir die der Forurier—Koeffizient von &) (d;) offenbar
ungleich Null ist. Also ist @) (d;) # 0 farallen <1< 2m. O

Bemerkung 3.2 Die vorherige Proposition kann zur Verifikation der Ergebnisse benutzt
werden.

Wenn in jedem Schritt mindestens ein weiteres ©™ (d;) ungleich Null wird, ist dies
vorteilhaft, da die Rechenzeit mit dem Grad n ansteigt. Sobald alle @™ (dy),...,0M(dp)
f'ur ein n ungleich Null sind, kann die Berechnung abgebrochen werden.

Dabei stellt sich heraus:

Proposition 3.3 Es gilt: dim #my—1 < 1 und dim ¥, = 0. Insbesondere ist die Abbildung
©(™) injektiv.

78



Dies f uhrt auf den folgenden Satz:

Satz 3.4 Die Filtrierung von 7 ist durch:
V=V 1 2% 292 ... 2 Yy = {0}
gegeben.

In der praktischen Ausf'uhrung k’6nnen wir durch geschicktes Festlegen von zwei Eigen-
vektoren ihre Ordnungen wie folgt sofort bestimmen:

h
Satz 3.5 Wahle als d; die Linearkombination S [Aut(Ai)|~Y[Ai]. Dann ist v(1) = —1.
i=1
Inshesondere gilt: #o = (d1).

Beweis. Die Summe S, [Aut(A)| ~1[Ai] ist das multiplikative Einselement ¢ auf 7. Da-
mit ist dq ¢ ¥o und folglich v(1) = —1.

Aufgrund der Proposition 2.15 ist die Dimension von %5 = 5= gleich 1 und wegen
w(1) =0 gilt: #o = (d1). O

Lemma 3.6 Esgilt: dim7; =2m—2.

Beweis. Nach Lemma 1.119 ist dimMn(]l)(l'(N),xm(N)) = 2, wobei die Gruppe '(N)
und der Charakter xm(N) wie dort definiert sind. Da Bild(@®) C art” (T (N), Xm(N))
und sich stets zwei Eigenvektoren finden lassen, sodaB ihre Bilder unter @ linear un-
abh’angig sind, ist Bild(8Y) = ar,Y (T(N), Xm(N)). Insbesondere ist dim Bild(©)) = 2.
Wegen #; = Kern®@W folgt hieraus die Behauptung. O

Satz 3.7 Wahle als d; einen Eigenvektor aus #4, der nicht in #4 liegt. Dann ist v(2) = 0.
Insbesondere gilt: 71 = (d1,d2).

Beweis. Aufgrund des vorangehenden Lemmas ist dim#; = 2, da #4 der Orthogonal-
raum von 7y ist. Also wird #4 von d; und einem anderen Eigenvektor erzeugt, den wir
als do w'ahlen. Dann ist @ € #4, aber dy ¢ #( nach Satz 3.5. Folglich ist w(2) = 1 und
damit v(2) = 0. O
Im obigen Beweis wurde auch gezeigt:

Korollar 3.8 Fur alle i > 2 gilt: w(i) > 2 und damit v(i) > 1.

Im folgenden sei N # 7, der Fall N = 7 wird ausf'uhrlich spater im entsprechenden Ab-
schnitt behandelt.
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Sei p die kleinste Primzahl mit p + N. Durch Berechnen eines von Null verschiedenen
Fourier—Koeffizienten von BFW (™) (&, p) erhalten wir:

Lemma 3.9 Die Spitzenform BFW(™) (&, p) ist ungleich Null.

Satz 3.10 Wahle als dy, die Linearkombination Per (&}, p), namlich:

dh = Z E(E)[/\E].
ECA/pA
max. total singular

Dann ist v(h) = my — 1. Insbesondere ist #my—1 = (dp).

Beweis. Aufgrund der Bemerkung 2.59 und des Satzes 2.60 ist @) (Per(&y, p)) = 0 fr
alle 1 < k < my. Das vorangehende Lemma ergibt zudem: ©(™) (Per(&y, p)) # 0. Daher
istv(h) =my —1.

Weiter ist nach Proposition 3.3 dim7y,—1 < 1. Wegen Per(&n,p) € Pmy—1 ist
Ymy—1= (Per(é, p)). O

Bezeichne f'uri=1,...,h mitey(i) den zu d; geh origen Eigenwert des Operators K.

Bemerkung 3.11 Fur den oben definierten Eigenvektor dy, gilt: Der Eigenwert eva(h) ist
stets der kleinste Eigenwert des Operators Ko. Zudem gilt die Identitat:

evz(h) = —%%(éaN ),

wobei s(&y ) die KuBzahl von &y ist.

Die erste Inklusionsregel fur die Raume ;) und #y,j) (vgl. Satz 2.20) impliziert,
daB das Produkt diodj in #yw(j) enthalten ist. Berechnen wir dieses Produkt als
Linearkombination von dy,...,d, (s. Satz 2.110), so erhalten wir, falls der Koeffizient
von dp ungleich Null ist, eine untere Schranke f'ur die Summe w(i) +w(j).

Dies liefert gute untere Schranken f'ar w(3),...,w(h —1) und erm“oglicht sogar, f'ur eine
“Uberwiegende Anzahl ihren genauen Wert zu bestimmen.

Das Geschlecht von &5 ist beispielhaft f'ur diese Vorgehensweise, da in diesem Fall ohne
gr'oRere Komplikationen genaue Werte von v(i) far alle i = 1,... h bestimmt werden
k’onnen.
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3.1.2 Praktische Umsetzung der Berechnung der Fourier—
Koeffizienten

Aufgrund des Korollars 1.110 k'6nnen wir uns bei der Berechnung der Fourier—
Koeffizienten auf die Isometrieklassen der positiv (semi-)definiten Matrizen beschr anken.
Dafar wahlen wir geschickterweise positiv definite Matrizen aus dem Minkowskischen
Fundamentalbereich. Allerdings ist dies f'ur n > 4 nicht realisierbar, da der Minkow-
skische Fundamentalbereich in diesen Fallen nicht explizit darstellbar ist. F'ur solche n
k’onnen wir symmetrische gerade Matrizen T = (Tj) mithilfe anderer Kriterien wahlen,
n"amlich

1. Tii > 0 und gerade (wegen T;; = (Aj,Ai)) und nach oben beschrankt, z. B. §; < 4;
2. |Tij| < Tii- Tjj (wegen Cauchy-Schwarz-Ungleichung far Tj = (Aj, Aj)).

Eine M dglichkeit, die Auswahl weiter einzuschr'anken, besteht darin, Matrizen der fol-

4| %
T .= ~‘7 e zZhxN.
(* To> m

Hierbei bedeutet ,x“eine 1 x n (bzw. n x 1) Blockmatrix, sodal ihre Elemente nach der

genden Form zu betrachten:

Cauchy-Schwarz—-Ungleichung (vgl. oben) betragsmaRig durch 4 -2 = 8 nach oben be-
schrrankt sind. Weiter ist § eine Gram—Matrix eines Wurzelgitters der Dimension n — 1.
Zur Bestimmung dieser (endlich vielen) Wurzelgitter benutzen wir [7, Theorem 1.2]. Bei-
spielsweise ist fir n = 6 die Matrix B eine Gram—Matrix der folgenden neun Gitter der
Dimension 5:

3 5
A1DA4,A1DD4,A1 DAL DA, A1 DA DA, _QDlAl DAz, _QDlAl, A2 DAz, As,Ds.
i= i=

Um die Rechenzeit zu verk’urzen, benutzen wir, besonders in h*6heren Dimensionen, die
Automorphismengruppen der Gitter. Dazu bezeichne f'ur | € 2N

N ={xeN|(xx)=1}

die Menge der Gittervektoren in A mit der L ange I. Bei der Operation von Aut(A) auf A
bleibt A fest. Sei (da Ty1 = 4 gesetzt wird) A4 = B1 U B, U ... U By die Partition von A4
unter Aut(A) mit dem Vertretersystem {vy,...,v;}. Dann gilt:

r

an(T) = kzl|{(>\1, M) € QU X AT () =T (B
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Die Ersparnis an Rechenschritten bei diesem Verfahren ist %

F°ur eine weitere Verk irzung der Rechenzeit k’6nnen wir den Stabilisator vonnun Aut(A)
benutzen. Sei daf ur & := Stabaya) furk=1,...,r. Dann k'dnnen wir f'ur jedes k schrei-
ben (da T2 = 2 wegen der Verwendung der Wurzelgitter): A2 = y1 xSk U Y2xSk U ... U
Ys kSk. Daher gilt fr den Summanden in der obigen Summe:

{(A1,..., An) € {vic} x A" (AiA}));jor. . =TH- Bl =

= |Bxl- <i\{(?\1, <o An) € Wi X {yak} X A" 2L (NA)) g = T3 Iyq,kSk\) :
r=

DarUberhinausgehendes Rechnen mit dem Stabilisator von y und yq in der Automorphis-
mengruppe lohnt sich im allgemeinen vom Rechenaufwand her nicht, da die Automor-
phismengruppen sehr schnell wachsen und dabei auch der zur Berechnung der Bahnen
und der Stabilisatoren notwendige Aufwand im gleichen Mal3e wachst.
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3.2 Das Geschlecht des Leech-Gitters der Dimension 24

Die Klassenzahl dieses Geschlechtes ist 24.

Die Funktionswerte v(1),...,v(24) sind im folgenden Satz angegeben. F'ur einen Beweis
hierzu siehe Arbeit [16].

Satz 3.12 Fur die Funktion v gilt:

[ eva(i) | v(i)
1 | 8390655 | —1
2 4192830 | O
312098332 | 1
4 11049832 | 2
5| 533160 | 3
6 | 519120 | 3
7 | 268560 | 4
8 | 244800 | 4
9 145152 | 5
10 | 126000 | 5
11 99792 | 5
12 01152 | 5,6
13 89640 | 5-7
14 69552 | 6
15 51552 | 5-7
16 45792 | 6
17 35640
18 21600
19 17280 | 6-8
20 5040 | 8
21| —7920 | 7-9
22 | —16128 | 9
23 | —48528 | 10
24 | —98280 | 11

Korollar 3.13 (61—Theorem) Die Dimensionen der RAume der Spitzenformen, erzeugt
von den Siegelschen Theta—Reihen vom Gewicht 4, sind:

k 0|1(2(3|4|5|6| 7 8 9 10 |11 |12
dm%(1|1/1|1|2|2|3|3-4(4-6|1-3|1-2|1 |1
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Dabei vermuten die Autoren der oben erw"ahnten Arbeit, dal v(21) = 9. Best"atigt sich
diese Vermutung, dann gelten f'0r die obigen Dimensionen die folgenden genauen Werte:

k 0/1(2|3|4|5/6|7(8[9(10|11|12
dm%|1(1|1|1(2(2|3|3|4(2|2|1]|1
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3.3 Das Geschlecht des Barnes—Wall-Gitters der Dimen-
sion 16

Dieses Geschlecht ist in [22] vollst'andig klassifiziert. Seine Klassenzahl ist 24.

Durch Berechnungen von K» und K3 erhalten wir:
e%ﬂQ = <K2,K3> = le@Fl@FZ@FS,
wobei die K orper k= Q[x]/(fi(x)) durch

fi = x3—11496x2 +41722560x — 47249837568

fp = x3—1704x? 4 400320x + 173836800

fa= x°—11544x*+42868800x3 — 53956108800 + 1813238784000x
+20094119608320000

gegeben sind.
Satz 3.14 Es gilt: 5% = (Ko, Kg,Wa)

Beweis. Nach Lemma 2.96 und Lemma 2.103 liegen alle Hp, Kq und W aus A im
Zentralisator von (Kz,K3,W,) in End(%#). Aus Dimensionsgrinden folgt damit die
Behauptung. O

Seien aj, bzw. B;, f'ur i =1,2,3 die (verschiedenen) komplexen Wurzeln des Polynoms
f1, bzw. des Polynoms fo. Ferner seien yj far j = 1,...,5 die (verschiedenen) komplexen
Waurzeln des Polynoms f3.

Bezeichne & (far i = 1,2, 3) die primitiven ldempotenten von & mit 7Zpg; = F.

Da das Bild von #g unter ©") nur rationale Fourier—Koeffizienten hat, sind die Funktio-
nen v und w konstant auf den Eigenr'aumen § = 7€ (i = 1,2, 3). Daher geben wir ihre
Werte in einer Zeile in der Tabelle im folgenden Satz an.

Satz 3.15 Fir die Funktion v gilt:
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i oeve(i) | evs(i) | v(i)

1 | 34560 | 7176640 | —1
2 | 16200 | 2389440 | 0
3| 8760 | 792000 | 1
4 | 7128 | 804288 | 1
E; aj | 266688 | 2
2664 | 90048 | 3
1320 | 77760 | 3
Es yj | 100800 | 3
15| 1320 | 8640 |3,4
Es Bj | 31680 | 4

19 1080 | —45120 | 3-5
20 312 | 4032 | 3-5
21| —216| 8640 5

22 | —216| 20928 5
23 | —936 | 13248 6
24 | —2160 | 39360 7

Beweis. Berechnen wir das Produkt dj o dj als Linearkombination von dy, ..., d24, so er-
halten wir:

23
diod; =C; ,—d24+kzlc§'}kdk
mit einem Koeffizienten Cjj, der ungleich Null f'u;folgende Paare (i, j) ist:
(23,2), (22,3), (21,4), (E1,E2), (Es,Es), (8,8), (9,9)
Hierbei bedeutet (Ej,E), dal ein Vektor in E; und ein Vektor in Ey existiert, so dal

dieser Koeffizient ungleich Null ist. Analoges gilt f'ur (B, E3).

Die Annahme der Ungleichung w(i) +w(j) < 7 f'ahrt wegen G;j # 0 zu einem Wider-
spruch, da dx € #7 f'ur alle k < 23, aber &4 ¢ #7. Damit ist w(i) +w(j) > 8 f'ur alle
obigen Paare (i, j). Das liefert die Gleichheit f'ur alle Tabellenwerte v(i) und v(j) dieser
Paare.

In einer “ahnlichen Weise erhalten wir v(i) > 3 f'ur i = 15,19 und 20, wegen & # 0 fur
diese i. 0

Wir vermuten, dafl v(19) =5 und v(20) = 5.
18

Dennwegendisodo = cgllf)dk +C1d19+Cadop mit C1 # 0 und auch C, # 0 bekommen
k=1

wir max(w(19),w(20)) <w(15)+ 1.
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Korollar 3.16 (£2—Theorem) Die Dimensionen der RAume der Spitzenformen, erzeugt
von den Siegelschen Theta—Reihen vom Gewicht 4, sind:

k -1012 3 4 5 6 7
dm% |1 1 2 3 7-10 3-5 2—-4 1 1

Wenn die obige Vermutung zutrifft, dann ist v(15) = 4 und somit sieht die obige Tabelle
folgendermal3en aus:

k -1 012 3 456 7
dm% |1 1 2 37 4 411
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3.4 Das Geschlecht des Coxeter—-Todd-Gitters der Di-
mension 12

Die Klassifikation dieses Geschlechtes ist in [23] zu finden.
Seine Klassenzahl ist 10. Da alle seine Gitter 3-modular sind, gilt: % = #%. Die expli-
zite Berechnung von Kj ergab: 77 = (Ka) = Q1.

LLemma 3.17 Durch Berechnen einiger Fourier—Koeffizienten von @ (dy), ..., 0™ (d1q)
fir den Grad n =1,...,6 erhalten wir folgende Tabelle, wobei der Eintrag ,,+““ungleich
Null bedeutet und der Eintrag ,,0*“eine Vermutung fiir ") (d;) ist:

i [eva(i) | @9(di) | @V (d;) | ©@(di) | @B (d) | @4 (di) | @) (d;) | ©O)(d)
1 | 2079 * * * * * * *
2 | 1026 0 * * * * * *
3 594 0 0 * * * * *
4 432 0 0 * * * * *
5 288 0 0 0 * * * *
6 234 0 0 0 0 * * *
7 126 0 0 0 0 * * *
8 —36 0 0 0 0 * *
9 | —144 0 0 0 0 *
10 | —378 0 0 0 0 0 0 *

Die Konstruktion der nichtverschwindenden Spitzenform BFW(&7,2) der Ordnung 6 lie-
fert zusammen mit den S“atzen 3.5, 3.7 und 3.10 sowie dem Korollar 3.8:

Lemma 3.18 Es gilt:

Y_q1={(d1,...,d10)
Yo = (da,...,d10)
¥1 = (ds,...,d10)
72 € (ds, ..., d1o)
¥3 C (dg,...,d10)
Y4 S (dg, d10)
75 = (d10)
76 = {0}

Inshesondere ist v(1) = —1, v(2) =0, v(3) =1, v(4) =1, v(5) < 2,v(6) <3, v(7) <3,
v(8) <3,v(9) <4undv(10) =5.
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Satz 3.19 Fur die Funktion v gilt:

evo(i) | v(i)
2079 | -1
1026 | O

594 | 1

1
2

432
288
234 | 3—a
126 | 3
-36| 3
—144 | 4
378 | 5

© 00 N O O A W DN P

[N
o

In der Zeile furi=6istac {0,1}.

Beweis. Aufgrund des vorangehenden Lemmas bleibt nur noch, die Gleichheit in den
folgenden Inklusionen zu zeigen: 2 € (ds, .. .,d10), #3 < (ds, . ..,d10) und ¥4 € (dg,d10).

Dies ist aber gleichbedeutend mit dem Nachweis der Gleichheit in den Ungleichungen f'ur
v(5),...,v(9), n"amlich in v(5) < 2,v(6) <3, v(7) <3,v(8) <3undv(9) <4.
Daf ur berechnen wir das Produkt g od; bez uglich der Basis {d,...,d1o} f'ur die folgen-

den Paare (i, j):
(2,9),(3,7),(4,8),(5,5) und (6,6)

und erhalten, dal® der Koeffizient f'r do ungleich Null ist.

Nach Satz 2.20 folgt hieraus

1. dio € P(2)+w(9) und folglich w(10) < w(2) +w(9). Wegen w(i) = v(i) +1 gilt:
w(9) < 5. Die Annahme von w(9) < 5 f'uhrt wegen w(10) = 6 (nach Satz 3.10)
und w(2) = 1 (nach Satz 3.7) zu einem Widerspruch. Also ist w(9) = 5 und damit
v(9) =4.

2. di1o € Pw(3)+w(7) und folglich w(10) < w(3) +w(7). Wegen w(i) = v(i) +1 gilt:
w(7) < 4. Die Annahme von w(7) < 4 f'ahrt wegen w(10) = 6 (nach Satz 3.10) und
w(3) = 1 (nach Korollar 3.8) zu einem Widerspruch. Also ist w(7) = 4 und damit
v(7)=3.
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3. d10 € y(a)+w(g) und folglich w(10) < w(4) +w(8). Wegen w(i) = v(i) +1 gilt:
w(8) < 4. Die Annahme von w(7) < 4 f'ahrt wegen w(10) = 6 (nach Satz 3.10) und
w(4) = 1 (nach Korollar 3.8) zu einem Widerspruch. Also ist w(8) = 4 und damit
v(8) =3.

4. d1o € #y(5)4w(s) und folglich w(10) < w(5) +w(5). Wegen w(i) = v(i) +1 gilt:
w(5) < 3. Die Annahme von w(5) < 3 f'ahrt wegen w(10) = 6 (nach Satz 3.10) zu
einem Widerspruch. Also ist w(5) = 3 und damit v(5) = 2.

5. d1o € Py(e)+w(e) Und folglich w(10) < w(6) +w(6). Wegen w(i) = v(i) +1 gilt:
w(6) < 4. Die Annahme von w(6) < 3 f'thrt wegen w(10) = 6 (nach Satz 3.10) zu
einem Widerspruch. Also ist 3 < w(6) < 4 und damit 2 <w(6) < 3.

0

Korollar 3.20 (63—Theorem) Die Dimensionen der RAume der Spitzenformen, erzeugt
von den Siegelschen Theta—Reihen vom Gewicht 6, sind:

k -1 01 2 3 45
dm% | 1 1 2 14a 3—a 1 1

Hier ist wieder a € {0,1}.

Wir vermuten, dal} a = 0, konnten es aber nicht mittels der Standardmethode beweisen.
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3.5 Das Geschlecht der 5-modularen geraden Gitter der
Dimension 8

Die Klassenzahl dieses Geschlechtes ist 5.

Da alle seine Gitter 5-modular sind, gilt: %) = .#%. Durch Berechnungen von Kj, erhal-
ten wir: % = (K2) = Q°.

Lemma 3.21 Durch Berechnen einiger Fourier—Koeffizienten von @™ (dy),...,0M(ds)
fir den Grad n =1,...,4 erhalten wir folgende Tabelle, wobei der Eintrag ,,*““ungleich
Null bedeutet und der Eintrag ,,0“eine Vermutung fiir ™ (d;) ist:

i | eva(i) | ©O(d;) | @V (di) | @@ (d;) | @3 (dj) | @ (dy)
1 135 * * * * *
2 70 0 * * * *
3 42 0 0 * *
4 -8 0 0 * *
5| —-60 0 0 0 *

Bemerkung 3.22 In dieser Tabelle ist auffallig, dal3 in jedem Schritt genau ein weite-
res O (d;) ungleich Null wird. Dies erleichtert den Beweis der Vermutungen fiir v(i)
wesentlich.

Die Konstruktion der nichtverschwindenden Spitzenform BFW (&5,2) der Ordnung 4 lie-
fert zusammen mit den S“atzen 3.5, 3.7 und 3.10 sowie dem Korollar 3.8:

Lemma 3.23 Es gilt:

Y 1= (dy,...,ds)
Vo= (dz,...,ds)
71 = (d3, ds,ds)

= {
72 & (da,ds)
V3= (ds)
V2= {0}
Insbesondere ist v(1) = —1,v(2) =0, v(3) =1, v(4) <2und v(5) = 3.

Satz 3.24 Fur die Funktion v gilt:
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i | eva(i) | v(i)
135 | -1
70 0
42| 1
-8 2
—-60 | 3

o A W N

Beweis. Aufgrund des vorangehenden Lemmas bleibt nur noch, die Gleichheit in der In-
klusion ¥ € (dg4,ds) zu zeigen, was gleichbedeutend mit dem Nachweis der Gleichheit
in der Ungleichung f'ar v(4) ist, n"amlich in v(4) < 2.

Dafur berechnen wir das Produkt @& o d4 beztglich der Basis {d,...,ds} und erhalten,
daB der Koeffizient f'ur ¢ ungleich Null ist. Daher ist nach Satz 2.20 ds € #yy(2)w(4) Und
folglich w(5) < w(2) +w(4). Wegen w(i) = v(i) + 1 gilt: w(4) < 3. Die Annahme von
w(4) < 3 fuhrt wegen w(5) = 4 (nach Satz 3.10) und w(2) = 1 (nach Satz 3.7) zu einem
Widerspruch. Also ist w(4) = 3 und damit v(4) = 2. O

Korollar 3.25 (65— Theorem) Die Dimensionen der RAume der Spitzenformen, erzeugt
von den Siegelschen Theta—Reihen vom Gewicht 4, sind:

k -1 01 2 3
dmZ |1 1 111
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3.6 Das Geschlecht von &¢ der Dimension 8

Die Klassenzahl des Geschlechtes von &5 ist 8.

Durch Berechnungen von Kj erhalten wir: 75 = (Kz) =2 Q@ Q[x]/(f(x)), wobei
f(x) = x3 — 66x% — 216x + 31104

ist.

Da s’amtliche Operatoren H,, Kq und W; rational auf 7g sind, operiert daher die Q-
Algebra j‘?(@ auf 7.

Satz 3.26 Es gilt: J?Q = (K2, W2)
Beweis. Nach Lemma 2.96 und Lemma 2.103 liegen s'amtliche H,, Kq und W; aus

7 im Zentralisator von (Ko,W,) in End(?¥). Aus Dimensionsgr tnden folgt damit die
Behauptung. O

Bezeichne mit &; (f'ur i = 1,2, 3) die Wurzeln von f.

Satz 3.27 Fur die Funktion v gilt:

i | eva(i) | v(i)
1 144 | -1
2 54| 0
3 18| 1
E oj | 1
7 —6| 2
8| —36| 3

Korollar 3.28 (£s—Theorem) Die Dimensionen der RAume der Spitzenformen, erzeugt
von den Siegelschen Theta—Reihen vom Gewicht 4, sind:

k -1 01 2 3
dmZ |1 1 4 11
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3.7 Das Geschlecht der 7-modularen Gitter der Dimen-
sion 6

Far dieses Geschlecht ist h = 3. Da alle seine Gitter 7-modular sind, ist./%) = 4.
Zudem ergaben Berechnungen: 73 = (K) = Q3.

Lemma 3.29 Durch Berechnen einiger Fourier—Koeffizienten von ®™ fiir n = 1,2 erhal-
ten wir folgende Tabelle, wobei der Eintrag ,,«*“ungleich Null bedeutet und der Eintrag
,.0“eine Vermutung fur @ (d;) ist:

i | eva(i) | @O(d;) | @ (di) | @@ (dy)
1 35 * * *
2 19 0 * *
3 5 0 0 *

Im Gegensatz zu den anderen Geschlechtern verschwindet Per(&%,2) und somit auch
BFW(&7,2), aufgrund der Tatsache, dal® nicht alle Automorphismen von &7 die Deter-
minante 1 haben.

Satz 3.30 Fur die Funktion v gilt:

i | eva(i) | v(i)
1 35| -1
2 19
3 5

Beweis. Diese Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz der S'atze 3.5, 3.7 und 3.10
sowie des Korollars 3.8. O

Korollar 3.31 (67—Theorem) Die Dimensionen der RAume der Spitzenformen, erzeugt
von den Siegelschen Theta—Reihen vom Gewicht 3, sind:

k -1 01
dmZz | 1 11
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3.8 Das Geschlecht der stark N—modularen Gitter der
Dimension 4 fur N = 11, 14 und 15

F'arN = 11,14, 15 besteht das Geschlecht von & aus drei Isometrieklassen. Da alle Gitter
darin stark N—modular sind, gilt: J?Q = Jgp. Durch Berechnungen von K3 erhalten wir:

Aoy = (Kg) = Q.

Satz 3.32 Fur die Funktion v gilt:

N=11||N=14 || N=15

]| eva(i) || eva(i) || eva(i) || v(i)

1 9 8 9| -1
2 4 2 1| o
3 —6 —4 -3

Beweis. Diese Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz der Satze 3.5, 3.7 und 3.10 sowie
des Korollars 3.8. O

Korollar 3.33 (éx—Theorem fiir N = 11, 14 und 15) Die Dimensionen der Raume der
Spitzenformen, erzeugt von den Siegelschen Theta—Reihen vom Gewicht 2, sind:

k -1 01
dm% | 1 1 1
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3.9 Das Geschlecht der 23—modularen Gitter der Dimen-

sion 2

In der kleinstm’6glichen Dimension 2 besteht das Geschlecht G (&3) nur aus zwei Isome-
trieklassen.

Es gilt: j‘?Q = Jgp aus dem Grund, daB alle Gitter im Geschlecht modular sind (vgl.
Proposition 1.46). F ur die Algebra .74 erhalten wir: 73 = (Kz) = Q2.

Satz 3.34 Die Funktion v und die Eigenwerte evo von K> sind in der folgenden Tabelle

angegeben:
i | eva(i) | v(i)
2| -1
-1 0

Beweis. Diese Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz der S'atze 3.5 und 3.7, da die
Werte der Funktion v f'ar i = 1 und 2 in dieser Weise festgelegt werden k’6nnen und es
sind alle Funktionswerte in diesem Fall. O

Korollar 3.35 (23— Theorem) Die Dimensionen der Rdume der Spitzenformen, erzeugt
von den Siegelschen Theta—Reihen vom Gewicht 1, sind:

k -1 0
dm%| 1 1
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