Nachholklausur Lineare Algebra | (Prof. Dr. U. Schoenwaelder), 25.4.2003 Gruppe A

Name: Matrikelnummer:

Ankreuzteil. Kreuzen Sie bei jeder Frage der Aufgaben 1 bis 5 entwgiBéroder,Nein" oder nichts an. Jedes
richtige Kreuz gibt einen Pluspunkt, jedes falsche Kreuz einen Minuspunkt. Jede Aufgabe gibt immer mindestens C
Punkte, Minuspunkte wirken also nictiber Aufgaben hinweg. Wenn Sie bei einer Frage unsicher sind, machen Sie
einfach kein Kreuz.

1 | Es seiK ein Korper undl” ein endlich erzeugtek'-Vektorraum. Sind die folgenden Aussagen richtig?

WennB = (b1, b, b3) ein Erzeugendensystem véhund (c1, c2, c3) eine linear @a 0 Nein
unablangige Folge von Vektoren iV ist, dann ist5 eine Basis vorV/.
Opa O Nein

WennB = (b1, by, b3) eine Folge von Vektoren il und(cy, c2) ein Erzeugenden

system vor¥/ ist, dann ist3 linear abfangig.

Wenn B = (by,bs,bs,bs) €in Erzeugendensystem vadn ist, dann giltV = | OJa @\lein
(b1,b2) ® (b3, ba).

WennB = (b1, by, bs) eine Basis vorV ist, dann giltV = (b1, ba) @ (by, b3). O Ja @\Iein
WennB = (b1, by, bs) eine Folge von Vektoren il und (b1, ba — b1, by — by + b3) @a 0 Nein
eine Basis vorV ist, dann ist aucl eine Basis vorV'.

2 | Es seiK := 7 der Korper mit7 Elementen und{[X| die Polynomalgebraber K.
K[X] ist als K -Vektorraum endlich erzeugt. OJa |ONein
Zu jedem Polynomp € K[X] gibt es ein Element € K mit p(u) = 1. OJa |[ONein

Der Grad des Produktes zweier Polynome ungléiaisi[X] ist gleich der Sum{[C1Ja (I Nein
me der Grade der beiden Polynome.

Das PolynomX —+ 4 ist in K[X] ein golter gemeinsamer Teiler der Polynomel Ja @\Iein
X2 +5X +4undX? 43X + 2. (Beachten Sidd = 7.)

3 | Es seie3, C, D Basen eine8-dimensionalerd)-Vektorraumsl/, die genal’

1 2 -1
5id€ = [ ; und zid? = [ ) ] auseinander hervor gehen.

. . . 4 2 3 i
Gibt es einen Vektor € V mit gz = { 10 ‘,cx: { ) ‘,Da:: { 5 ‘? O Ja @\lem
Gibt es eine lineare Abbildung: V — V mit OJa [ONein

2 =2 14 20
B c
= und = ?
5Y 2 4 v [ 8 —12 ]
2 0 2
4 | Wir betrachten die symmetrische reele x 3-Matrix A= | 0 0 0 | und die Abbildung

o= (z — 2Az): R¥>! - R, 2 0 3

Ist « eine quadratische Form? [Opa O Nein

Ist « eine affine Vektorabbildung? OJa [ONein

Es seil' die Bilinearform aufR®*!, deren Gram-Matrix bémglich der Standard: O Ja @\Iein
basisS geradeA ist. Ist(R3*! T") ein euklidischer Vektorraum?

5 | Es seiV einn-dimensionaleiR-Vektorraum undp ein invertierbarer Endomorphismus voh Sind die
folgenden Aussagen richtig?

Wennz € V ein Eigenvektor vorp ist, dann istr auch ein Eigenvektor vop?. @a O Nein

Wenn es eine Basi8 von V gibt, so dasggch eine symmetrische Matrix ist, dan@a O Nein
besitztl” eine Basis aus Eigenvektoren vgn

WennG € R™ ™ eine symmetrische Matrix ist, dann existiert eine orthogon@a O Nein
Matrix T' € R™*", fur dieT*"GT eine Diagonalmatrix ist.
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ein. Sie brauchen die Ergebnigsieht zu begiinden, tir Begiindungen und Arégze gibt es aber audteine Punkte.
Fur jede richtige Antwort bekommen Sie die angegebene Punktzahfalsche Antworten gibt eNull Punkte.

-1 0 1
6 | Gegeben ist die Matri® := 31 1| eQ¥.
-3 0 2
Berechnen Sie die z&t inverse Matrix pt= . (4 Punkte)
7 | Der Endomorphismug desQ-Vektorraumsl” habe beiglich einer Basid#3 die Matrix
3 1 - . o . L . .
BpP = [ . Die Eigenwerte dieser Matrix sirtlund4. Bestimmen Sie eine EigenvektorbaSis
von ¢, geben Sie aber nur die Basiswechselmagiot® = [—'—] an. (4 Punkte)
8 | Es seiV ein 2-dimensionaler Vektorrautiber dem Krperll = {0, 1,2,...,10} mit 11 Elementen und
(P, V, %) ein affiner RauntiberV. Wir wahlen einen festen Punkt € P und eine feste Geradedurch
U.
(a) Wie viele Punkte liegen ayf? E (1 Punkt)
(b) Wie viele Geraden sind parallel z@ E (2 Punkte)
(c) Wie viele Geraden gehen durtt? E (2 Punkte)
9 | In einem R-Vektorraum mit BasisB sei der Endomorphismug gegeben durch seine Matrix
30 00
5 |0 100 N
BY = 00 1 1! Welchen Grad hat das Minimalpolynom ver? E (2 Punkte)
00 0 1 Welche Dimensionen haben die Ha@ptme vony? E (2 Punkte)

Schriftlicher Teil.

Seite an.

10

Formulieren Sie eine Definitioriif den Begriff, Bild einer linearen Abbildung"“.
[Geben Sie dabei alle Voraussetzungen an und schreiben Sie irauditpen &tzen.
Vergessen Sie nichfir alle” bzw. ,es gibt*.] (4 Punkte)

11

Gegeben seief -VektorraumeV und W mit einer linearen Abbildung : V' — W und Vektoren
x,y € V. Beweisen oder widerlegen Sie die Aussalge(p(z), ¢(y)) eine linear unabéngige Folge,
so ist auch die Folgér, y) linear unablngig.” [Stellen Sie den logischen Aufbau Ihrer Argumentatia
unmissversindlich dar.] (4 Punkte)

12

Fur jeden x n-Matrix M € K™*" Uber einem Krper K bezeichnen wir mip,, die lineare Abbildung
or = (x+— Mz): K™ — K™ Wir betrachten Matrizedl, B € K™*". Der Spaltenrauni ™!

besitze eine Basis, die gleichzeitig Eigenvektorbasisigkizh ¢ 4 und beziglich ¢ ist. Zeigen Sie,
dassAB = BAst. (4 Punkte)

13

Das Minimalpolynomm(X) eines Endomorphismug eines K-VektorraumsV habe die Form
m(X) = u(X)-v(X) mit teilerfremden Polynomen(X),v(X) € K[X]. Berechnen Sielir den
Fall K = 2undu(X) = X2+ 1undv(X) = X2 + X + 1 Polynomes(X) und¢(X), fur die sich
jeder Vektorz € V in der Formz = (u(¢)os(p)) (x) + (v(e)ot(y)) (x) schreibendsst. (4 Punkte)

Beantworten Sie die Aufgaben 10 bis 13 schriftlich. Beweisen Sie alle Ihre Behauptungen.
Schreiben Sie aukdes Blatt Inren Namen und Ihre Matrikelnummer. Fangen Sie jede Aufgabe auf einer neuen



