Semesterklausur zur Linearen Algebra IT (7.7.95)

Professor Dr. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Von den 8 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 65 Punkte kénnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger
Reihenfolge bearbeiten. Sie brauchen mindestens 25 Punkte, um einen Ubungsschein zu erhalten. Bitte
beachten Sie bei der Bearbeitung der Aufgaben, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen

Teil der Losungen bilden. Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Formulieren Sie Definitionen fiir die folgenden Begriffe.

(a) Was ist eine ,,Sesquilinearform*, und wann heifit sie ,hermitesch“?
(b) Wann heiflen zwei Matrizen ,,ahnlich“, wann , dquivalent“?

(c) Es seien a, b und d Elemente eines Integritatsbereichs. Wann heifit d ein ,,groiter gemein-

samer Teiler” von a und b? 7 Punkte
Aufgabe 2.
Es sei V' ein 3-dimensionale IR-Vektorrraum und B = (v, v2, v3) eine Basisfolge von V. Ein
2 13
Skalarprodukt ® auf V' sei durch die Matrix [®]; = | 1 1 2 | gegeben.
3 2 4

(a) Berechnen Sie eine Orthogonalbasis von V' beziiglich ®.
(b) Ist ® positiv definit? (Begriindung.)
(c) Berechnen Sie den Rang und die Signatur von &.

)

(d) Ist ® ausgeartet? (Begriindung.) 8 Punkte
Aufgabe 3.
Es sei V = Q**! und B die Standardbasis von V. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V sei durch
-1 2 0
die Abbildungsmatrix glplp = A = 2 0 —2 | gegeben.
0 -2 1

(a) Ist ¢ diagonalisierbar? (Begriindung.)
(b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix P € Q***, so daB P~' AP Diagonalgestalt hat.

(c) Essei @: V x V — Q ein Skalarprodukt auf V' mit [®]p = A. Berechnen Sie eine Ortho-
gonalbasis von V' beziiglich ®. 10 Punkte
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Aufgabe 4.
(a) Berechnen Sie in Z,[X] einen grofiten gemeinsamen Teiler d der Polynome
A=X4+X?24+X+1 und fo=X"+X*+X24+1
(b) Stellen Sie d in der Form a- f; + b- fo mit a,b € Z,[X] dar. 6 Punkte

Aufgabe 5.
Essei f=(X?2+4+1)(X +1)? € IR[X].
(a) Zeigen Sie: Haben zwei Matrizen A, B € IR**® das Polynom f als Minimalpolynom, d. h.,
ist ua = up = f, so sind A und B dhnlich.
(b) Wieviele Klassen &hnlicher Matrizen, die f als Minimalpolynom haben, gibt es in IR®*6?

(Mit Beweis.) 9 Punkte
Aufgabe 6. 010 1
Berechnen Sie fiir die Matrix A = 10 10 ez
erechnen Sie fir die Matrix A= | o o 9
00 00O

die rationale kanonische Form,

das charakteristische Polynom,

)
)

(c) das Minimalpolynom,

(d) die Weierstraische Normalform,
)

falls sie existiert, die Jordansche Normalform. 10 Punkte

Aufgabe 7.
Es sei IR? = [R?*,

(a) Geben Sie fiir jeden der beiden IR-Vektorriume IR* x IR? und IR* ® IR? eine Basis an, und
zeigen Sie, dafl die beiden Vektorrdume isomorph sind.

(b) Zeigen Sie: Es gibt keinen Isomorphismus ¢ : IR x IR*> — IR* ® IR mit p(u,v) = u ® v
fiir alle u,v € IR%.

c) LaBt sich der Vektor z = 1 ® 3 + 2 ® 4 € IR? ® IR? in der Form v ® v mit
2 3

4 1
u,v € IR? schreiben? (Hinweis: Benutzen Sie die eindeutige Darstellung von z und u ® v
in einer Basis von IR? ® IR?.) 10 Punkte
Aufgabe 8.

In einem euklidischen Ring R seien zwei Elemente a,b € R mit 1 € ggT(a,b) gegeben. Zeigen

Sie:
° R/aR @ R/bR = {0}
(als R-Moduln). 5 Punkte




