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Ein Jahrmarktsgewinnspiel

Frage: Wieviele Bonbons sind in dem Glas?
Maogliche Losungen:

@ Zihlen dauert zu lange, nicht erlaubt

@ Dividiere Volumen des Glases durch Volumen eines Bonbons
Es ist auch Luft im Glas, aber wieviel (mindestens)?
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Etwas abstrakter

Modell:
@ Bonbons ~» Kugeln mit gleichem, konstanten Radius

e Glas ~~ Kugel, deren Radius immer groBer wird.
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Etwas abstrakter

Modell:
@ Bonbons ~» Kugeln mit gleichem, konstanten Radius

e Glas ~~ Kugel, deren Radius immer groBer wird.

Kugelpackungsproblem

Wie miissen die kleinen Kugeln angeordnet werden (ohne zu iiberlappen),
so dass die groRe Kugel moglichst wenig leeren Raum enthalt? Wie grol ist

die Dichte?
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Kodierungstheorie

Empfanger
| Signal | ’

Sende- Kanal Empfianger-

lﬁ gerit
)

Kommunikationsmodell

e Einfaches Kommunikationsmodell: Ein Sender schickt ein Signal liber
einen Kanal an einen Empfanger

gerat

@ Signal muss kodiert werden (z.B. als elektrisches Signal) und nach
Ubermittlung dekodiert werden

@ Kanal hat mdglicherweise Stérungen

o Gestorte Nachricht rekonstruieren ~~ fehlerkorrigierende Codes
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Codes und Kugelpackungen

Satz (C. Shannon, 1948)

Ein Signal mit einer Bandbreite von W Hz, dessen Energie hauptsachlich in
einem Zeitintervall von T' s konzentriert ist, kann akkurat durch 2WT
Sample-Punkte reprasentiert werden.
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Codes und Kugelpackungen

Satz (C. Shannon, 1948)

Ein Signal mit einer Bandbreite von W Hz, dessen Energie hauptsachlich in
einem Zeitintervall von T' s konzentriert ist, kann akkurat durch 2WT
Sample-Punkte reprasentiert werden (Vektor in R™ mit n = 2WT).

o Signale (bzw. die zugehdrigen Vektoren) brauchen bestimmten
Mindestabstand, um nach Stérung rekonstruierbar zu sein
~ Dichteste Kugelpackungen

o Gute fehlerkorrigierende Block-Codes liefern dichte Kugelpackungen
(N. J. A. Sloane und andere)
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Dichteste 2-dimensionale Kugelpackung Il

Einige Eigenschaften

o Dichte ﬁg ~ 0.90689.

W
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Dichteste 2-dimensionale Kugelpackung Il

Einige Eigenschaften

o Dichte ﬁg ~ 0.90689.

o Mittelpunkte der Kugeln bilden das sogenannte Sechseck-Gitter, auch
bekannt als Ay (bis auf Reskalierung).

@ eindeutige Losung

@ lange bekannt (A. Thue (1892), mdglicherweise schon bei J.-L.
Lagrange (1773), rigoroser Beweis von L. Fejes T6th (1943))
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Verschiedene Arten von Kugelpackungen |

Gitterpackungen

e Mittelpunkte bilden ein Gitter (algebraische Struktur)
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Verschiedene Arten von Kugelpackungen |

Gitterpackungen
e Mittelpunkte bilden ein Gitter (algebraische Struktur)

@ Dichteste Gitterpackungen zu finden ist im Prinzip algorithmisch I6sbar
(A. N. Korkin und J. I. Solotarjow (1873), G. F. Voronoj (1908)), aber
nur in kleinen Dimensionen (< 8) praktisch durchfiihrbar.

v

M. H. Mertens Kugelpackungen 16.01.2020 9/23



Verschiedene Arten von Kugelpackungen |

Gitterpackungen
e Mittelpunkte bilden ein Gitter (algebraische Struktur)

@ Dichteste Gitterpackungen zu finden ist im Prinzip algorithmisch I6sbar
(A. N. Korkin und J. I. Solotarjow (1873), G. F. Voronoj (1908)), aber
nur in kleinen Dimensionen (< 8) praktisch durchfiihrbar.

@ In vielen Fillen ist die dichteste bekannte Kugelpackung eine
Gitterpackung (z.B. Dimensionen 1-9, 14-17, 31-43, > 48)
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Verschiedene Arten von Kugelpackungen Il

Periodische Kugelpackungen
@ Ein Muster wiederholt sich immer wieder
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Verschiedene Arten von Kugelpackungen Il

Periodische Kugelpackungen

@ Ein Muster wiederholt sich immer wieder
e Mittelpunkte bilden endlich viele verschobene Gitter

@ NiZhern dichteste Kugelpackung beliebig gut an
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Verschiedene Arten von Kugelpackungen Il

Aperiodische Kugelpackungen

o Mittelpunkte konnen beliebig verteilt sein, miissen keine Struktur
bilden.
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Verschiedene Arten von Kugelpackungen Il

Aperiodische Kugelpackungen

o Mittelpunkte konnen beliebig verteilt sein, miissen keine Struktur
bilden.

@ Schwer zu kontrollieren
@ Definition der Dichte nicht ohne Weiteres klar.
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Dichteste Kugelpackung in 3 Dimensionen
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Dichteste Kugelpackung in 3 Dimensionen
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e flichenzentriert-kubische (fcc) Packung
o Gitterpackung zum Gitter D3

; LT
@ Dichte: il 0.74048

@ Alternative: hexagonal dichteste (hcp) Packung (selbe Dichte, keine
Gitter-Packung)
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Dichteste Kugelpackung in 3 Dimensionen
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flichenzentriert-kubische (fcc) Packung

Gitterpackung zum Gitter D3

; S
Dichte: Vi ka 0.74048

Alternative: hexagonal dichteste (hcp) Packung (selbe Dichte, keine
Gitter-Packung)

iiberabzahlbar viele Packungen mit gleicher Dichte
(Barlow-Packungen)
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@ J. Kepler (1611): Vermutung, wie man optimal Kanonenkugeln stapelt
(urspriingliche Frage von Sir W. Raleigh (1591))
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@ J. Kepler (1611): Vermutung, wie man optimal Kanonenkugeln stapelt
(urspriingliche Frage von Sir W. Raleigh (1591))

o C. F. GauR (1831): Dj (fcc-Packung) liefert die dichteste
Gitterpackung

e D. Hilbert (1900): 18. der beriihmten 23 Hilbert'schen Probleme

o C. A. Rogers (1958): ,Viele I\/Iathematiker glauben und alle Physiker
wissen, dass die Dichte [...] hochstens f betragt.”

v
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Computergestiitzte Beweise

o L. Fejes T6th (1953): Reduktion des Problems auf eine endliche, aber
extrem komplizierte und umfangreiche Fallunterscheidung

v

M. H. Mertens Kugelpackungen 16.01.2020 15 /23



Computergestiitzte Beweise

o L. Fejes T6th (1953): Reduktion des Problems auf eine endliche, aber
extrem komplizierte und umfangreiche Fallunterscheidung

o T. Hales (1992-1998): Reduktion auf konretes lineares
Optimierungsproblem, 3 GB an Daten und Code.

v

M. H. Mertens Kugelpackungen 16.01.2020 15 /23



Computergestiitzte Beweise

o L. Fejes T6th (1953): Reduktion des Problems auf eine endliche, aber
extrem komplizierte und umfangreiche Fallunterscheidung

o T. Hales (1992-1998): Reduktion auf konretes lineares
Optimierungsproblem, 3 GB an Daten und Code.

o ,Kontroverse” liber Computerbeweis

v

M. H. Mertens Kugelpackungen 16.01.2020 15 /23



Computergestiitzte Beweise

o L. Fejes T6th (1953): Reduktion des Problems auf eine endliche, aber
extrem komplizierte und umfangreiche Fallunterscheidung

o T. Hales (1992-1998): Reduktion auf konretes lineares
Optimierungsproblem, 3 GB an Daten und Code.

o ,Kontroverse” liber Computerbeweis

e T. Hales und 21 Koautoren (2003-2015): Formaler Beweis, der durch
Beweischecker automatisch gepriift werden kann (und wurde).

v
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rum gerade 8 und 24~

,Satz” (C. A. Rogers (1958) und H. Cohn und N. Elkies (2003))

Fiir die Dichte der dichtesten Kugelpackung in einer gegebenen Dimension
gelten folgende obere Schranken.

2I  DENSITY / F = 4
i 4t upper curve: Rogers’ upper bound
gL 'o9zh + gz niza=n) / / 3 lower curve: New upper bound
! bottom line: Best packing known
o ! 2
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A / | y
- % r //
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s f 3 o o
3 / 18 1216 2020 8 %2
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Eigenschaften

e Einziges gerades, unimodulares Gitter in Dimension 8 (bis auf
Isometrie).

v
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Eigenschaften

e Einziges gerades, unimodulares Gitter in Dimension 8 (bis auf
Isometrie).

@ Dichte der Gitterpackung: 37%:8 ~ 0.25367

v
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B Mook

Eigenschaften

e Einziges gerades, unimodulares Gitter in Dimension 8 (bis auf
Isometrie).

@ Dichte der Gitterpackung: 3%48 ~ 0.25367

@ Erste Konstruktion: A. N. Korkin und J. I. Solotarjow (1872-1876),
H. Minkowski (1884)
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Eigenschaften

e Einziges gerades, unimodulares Gitter in Dimension 8 (bis auf
Isometrie).

@ Dichte der Gitterpackung: 3%48 ~ 0.25367

@ Erste Konstruktion: A. N. Korkin und J. I. Solotarjow (1872-1876),
H. Minkowski (1884)

@ kommt vor bei z.B. Oktonionen, exzeptonelle Lie-Gruppe,...
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B Mrdots

Eigenschaften

e Einziges gerades, unimodulares Gitter in Dimension 8 (bis auf
Isometrie).

o~ 0.25367
Erste Konstruktion: A. N. Korkin und J. I. Solotarjow (1872-1876),
H. Minkowski (1884)

kommt vor bei z.B. Oktonionen, exzeptonelle Lie-Gruppe,...

Dichte der Gitterpackung:

Hamming-Code

<
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Das Leech-Gitter Agy

Eigenschaften

@ einziges gerades, unimodulares Gitter mit Minimum 4 in Dimension 24
(bis auf Isometrie)

4
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Das Leech-Gitter Agy

Eigenschaften

@ einziges gerades, unimodulares Gitter mit Minimum 4 in Dimension 24
(bis auf Isometrie)

@ Dichte: ”—2 ~ 0.00193

4
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Das Leech-Gitter Agy

Eigenschaften

@ einziges gerades, unimodulares Gitter mit Minimum 4 in Dimension 24

(bis auf Isometrie)
12

e Dichte: T3 ~ 0.00193

@ zuerst konstruiert von J. Leech (~ 1965)

4
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Das Leech-Gitter Agy

Eigenschaften

@ einziges gerades, unimodulares Gitter mit Minimum 4 in Dimension 24

(bis auf Isometrie)
12

@ Dichte: % ~ 0.00193

@ zuerst konstruiert von J. Leech (~ 1965)

@ Golay-Code

4
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Der Schlisselsatz

Definition

Eine Funktion f : R™ — R heift zuldssig, falls eine Konstante 6 > 0
existiert, so dass | f| und seine Fourier-Transformierte | f| beide bis auf
einen konstanten Faktor durch (1 4 |z|)~" ¢ beschrankt sind.
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Der Schlisselsatz

Eine Funktion f : R™ — R heilt zul3ssig, falls eine Konitante 0>0
existiert, so dass |f| und seine Fourier-Transformierte |f| beide bis auf

einen konstanten Faktor durch (1 + |z|)™™% beschrinkt sind.

Satz (Cohn - Elkies, 2003)
Ist f:R™ — R eine zuldssige Funktion, nicht identisch 0, so dass gilt
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Der Schlisselsatz

Eine Funktion f : R™ — R heilt zul3ssig, falls eine Konitante 0>0
existiert, so dass |f| und seine Fourier-Transformierte |f| beide bis auf

einen konstanten Faktor durch (1 + |z|)™™% beschrinkt sind.

Satz (Cohn - Elkies, 2003)
Ist f:R™ — R eine zuldssige Funktion, nicht identisch 0, so dass gilt
Q f(x) <O fir|z| >1,

-~

Q f(t) >0 fiir alle ¢,

v
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Der Schlisselsatz

Eine Funktion f : R™ — R heilt zul3ssig, falls eine Konitante 0>0
existiert, so dass |f| und seine Fourier-Transformierte |f| beide bis auf

einen konstanten Faktor durch (1 + |z|)™™% beschrinkt sind.

Satz (Cohn - Elkies, 2003)
Ist f:R™ — R eine zuldssige Funktion, nicht identisch 0, so dass gilt
Q f(z) <O0fir |z| > 1,
Q f(t) > 0 fiir alle ¢,
dann betrdgt die maximale Kugelpackungsdichte in n Dimensionen
hdchstens

——— - Volumen Einheitskugel”.

v
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Skizze in einer Dimension

o Betrachte f(z) = (1 — |z|) - x[—1,11(2).
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o Betrachte f(z) = (1 — |z|) - x[—1,11(2).
e Dann gilt

Ft) = / " @) e,
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Skizze in einer Dimension

o Betrachte f(z) = (1 — [z|) - x[—1,11(2).

e Dann gilt ,
]/C\(t) _ /OO f(:l?)@metdiL‘ _ (Sln(ﬂ-t)) )
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Skizze in einer Dimension

o Betrachte f(z) = (1 — |z|) - x[—1,11(2).

e Dann gilt
/ f 27rz:rtd (Sln( ))2
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Skizze in einer Dimension

o Betrachte f(z) = (1 — |z|) - x[—1,11(2).

e Dann gilt ,
f(t) _ /OO f(a:)eQm‘:ctdx _ <s1n(7rt)) )

Tt

@ Satz liefert obere Schranke 1 fiir die Dichte.
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Skizze in einer Dimension

o Betrachte f(z) = (1 — [z|) - x[—1,11(2).
e Dann gilt
~ o0 : sin(t) 2
fioy= [ steman = (1)
. Tt
@ Satz liefert obere Schranke 1 fiir die Dichte.

Es gibt eine Kugelpackung mit Dichte 1, also muss es die dichteste
sein.
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Satz (Viazovska (2016))
© Das Es-Gitter liefert die dichteste Kugelpackung in Dimension 8.
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Satz (Viazovska und Cohn-Kumar-Miller-Radchenko-Viazovska
(2016))

© Das Es-Gitter liefert die dichteste Kugelpackung in Dimension 8.

@ Das Leech-Gitter liefert die dichteste Kugelpackung in Dimension 24.
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Vielen Dank fiir Ihre Aufmerksamkeit. J
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