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Diese Ausarbeitung unterteilt sich in zwei Kapitel. Zunéchst wird in Kapitel 1 der Burnside-
Ring Q(G) einer endlichen Gruppe G definiert und die Elemente in Q(G) charakterisiert.
Fiir eine Untergruppe U < G operiert jede Untergruppe K < G auf der G-Menge G /U
durch Linksmultiplikation. Die Anzahl der Fixpunkte von G/U unter K wird als Abbil-
dung ¢x(G/U) beschrieben. Mithilfe dieser Abbildung und der Existenz des Wieland-
Frobenius Homomorphismus Satz 2.2 lassen sich einige Aussagen der elementaren endli-
chen Gruppentheorie folgern. Dies werden wir in Kapitel 2 untersuchen. Unter anderem
werden wir die Satze von Sylow sowie Kongruenzen von Frobenius zeigen. Dabei richten
wir uns im ersten Kapitel nach [Die79] und ab Bemerkung 1.13, sowie in dem zweiten
Kapitel, nach [DSY92].

Stets sei GG eine endliche Gruppe.
1 Grundlagen

Definition 1.1 (i) Eine endliche Menge M heifit G-Menge, falls G auf M operiert
durch Linksmultiplikation. D.H. es existiert eine Abbildung G x M — M, (g, m) —
gm sodass (g1g2)m = g1(gam) und 1m = m fir alle g1, g, € G,m € M.

(ii) Wenn M, N G-Mengen sind, so heifit ¢o: M — N G-Abbildunyg, falls ¥(gm) = gip(m)
fir alle g € G,m € M.

(iii) Zwei G-Mengen M, N heiBen G-isomorph oder auch isomorph als G-Mengen, falls
eine bijektive G-Abbildung zwichen M und N existiert. Ggf. schreiben wir M =5 N.
Die G-Isomorphieklasse von M bezeichnen wir mit [M]| und die Menge aller G-
Isomorphieklassen als G.

Wir konnen stets annehmen, dass zwei M, N G-Mengen disjunkt sind. Die disjunkte
Vereinigung M U N und das kartesische Produkt M x N sind ebenfalls G-Mengen auf
natiirliche Weise, d.h von M und N wird auf M LI N die Operation von G fortgesetzt und
firne NNme M,g € G: g(m,n) = (gm, gn).

Definition 1.2 Fir G-Mengen M, N definieren wir [M] + [N] := [M|U[N], [M]-[N] =
[M] x [N] und erhalten mit 0 = [(], 1 = [{1}] einen kommutativen Halbring der Isomor-
phieklassen von G-Mengen.

Um einen Ring aus den G-Isomorphieklassen zu erhalten benétigen wir noch das additive
Inverse. Wie iiblich definieren wir uns eine geeignete Aquivalenzrelation und erhalten einen
Ring auf der Quotientenmenge.



Definition 1.3 Auf G x G definieren wir die Aquivalenzrelation
([ML], [Ma]) ~ ([N1], [V2]) 2 = [Mi] + [No] = [Mo] + [V1].

Die Aquivalenzklasse von ([M], [N]) bezeichnen wir als [M]—[N]. Auf Q(G) = (GxG)/ ~
definieren wir die Addition und Multiplikation durch

([Mi] = [Ma]) + ([N1] = [N2]) = ([MA] + [MV1]) — ([Ma] + [NVa)),
([My] = [Ms]) - ([N2] = [No]) == ([ML] - [V1] + [Ma] - [Na]) = ([MA] - [N2] + [Ma] - [V:]).

Mit 0 = ([0],[0]),1 = ([{1}],[0]) wird Q(G) zu einem Ring, den wir als Burnside-Ring
von G bezeichnen. Wir werden fiir eine G-Menge M # () die Restklassen ([M], [}]) und
([0], [M]) mit [M] und —[M] bezeichnen.

Wir mochten die Elemente von (G) charakterisieren. Hierfiir werden wir zunéchst die
Darstelllung von transitiven G-Mengen herleiten, um auf die Aquivalenzklassen von be-
liebigen G-Mengen zu schliefen.

Lemma 1.4 Sei M eine transitive G-Menge, m € M und G,, der Stabilisator von m.
Dann definiert ¥: G/G,, — M, g9G,, — gm einen G-Isomorphismus. Insbesondere gilt
(M T1G].

Beweis: 'Wohldefiniertheit und Injektivitét:
¢G = hG,, = ¢ 'heG,, <= ¢ 'hm=m < hm = gm.

Die Surjektivitat folgt durch die Transitivitat. Nun gilt ¥(ghG,,) = ghm = gi(hG,,).
Folglich ist ¢ ist ein G-Isomorphismus und G/G,, =g M. Die Letzte Aussage folgt direkt
mit dem Satz von Lagrange und der Gleichheit |M| = |G/G,,|. O

Bemerkung 1.5 Sei U < G. Dann sind die Nebenklassen G/U eine transitive G-Menge,
d.h die Operation von G auf G/U ist definiert durch Linksmultiplikation. Auflerdem
existiert nach Lemma 1.4/ fiir jede transitive G-Menge M eine Untergruppe U < G mit
M = G/U. Folglich hat jede transitive G-Isomorphieklasse die Form [G/U].

Seien U, K < G. Dann gilt bekanntlich
GIU=2;G/K <= 3JgcG:g 'Ug=K.

Insbesondere ist G/U #%¢ G/K, sofern U = K aber nicht konjugiert sind. Aus Isomorphie
von Unterruppen, erhalten wir daher nicht unbedingt G-Isomorphie der entsprechenden
Nebenklassen. Auflerdem besteht die G-Isomorphieklasse [G/U] aus allen Nebenklassen
von Untergruppen die zu U konjugiert sind in G.



Bemerkung 1.6 Jede G-Menge M gleicht ihrer eindeutigen disjunkten Vereinigung der
Bahnen von G auf M. Seien wy, ..., w, die Bahnen auf M. So erhalten wir M = LI]_,w;.
Nun ist jede Bahn bereits transitiv. Nach Lemma 1.4 existieren eindeutige Untergruppen
(bis auf Konjugation) U; < G mit ¢ = 1,...,r, sodass

M = U;lei = |_|;:1G/Ui

gilt. Somit gilt bis auf G-Isomorphie

T

[M] = [Ui_,G/Uh] = _[G/U;].

=1

Von nun an werden wir G/U anstelle von [G/U] schreiben.

Lemma 1.7 Jedes x € Q(G) ldsst sich darstellen durch

T = z/: pu(x) - G/U,

U<G

fiir eindeutig bestimmte uy(x) € Z. Dabei bezeichnet das Summationssymbol s, dass
die Summe lediglich tiber die Reprdisentaten von Konjugationsklassen von Untergruppen
summiert. Insbesondere gilt py(x) = poug~1(z) fir alle g € G.

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Bemerkung 1.6. 0]

Bemerkung 1.8 Seien U, K < G. Um das Produkt G/U -G/K € Q(G) zu klassifizieren,
muss man die Bahnen bzw. Stabilisatoren berechnen. Der Stabilisator von einem Element
(01U, g2 K) € G/U - G/ K ist gegeben durch

Ggvgk) =19 € G : (901U, 99:K) = (91U, 9. K )}
=G NGyk
=qUgy ' NgaKgy .

Sei G eine abelsche Gruppe. Damit folgt G4, v,4,x) = UNK. Daher sind die Stabilisatoren
von allen Elementen identisch, d.h alle Bahnen sind identisch. Wir erhalten G/U -G /K =

a-G/(UNK) mit a = |CT|(}|ﬁ;I|(‘ = |[|]GI|<|, das bedeutet a erhalt man durch abzéhlen der

Elemente auf beiden Seiten. Fiir K = U erhélt man (G/U)? = |G : U|-G/U.




Beispiel 1.9 Sei G = S3, U = <(1,2)> < Gund M = G/U ={U,(1,2,3)U,(1,3,2)U}.
Wir moéchten M? berechnen und nutzen hierfiir Bemerkung 1.8. Es gilt

<(1,2)> =1, U=(1,2)U(1,2),
<(1,3)> = (1,2,3)U(1, 3, 2), <(1,3)>=1(2,3)U(2,3),
<(2,3)> = (1,3,2)U(1,2,3), <(2,3)> = (1,3)U(1, 3).

Nun gilt bereits Guuyy = 2Uz ' NyUy ™! fir (zU,yU) € M?. Die einzigen Paa-
re (z,y) € G? fir die zUz™' NyUy™' # 1 gilt, sind gegeben durch ((2,3),(1,2,3)),
((1,3),(1,3,2)), (1,(1,2)). Allerdings sind (1,2), (2,3), (1, 3) konjugiert zueinander. Da-
her sind die G-Mengen G/V mit V € {<(1,3)>,<(2,3)>,<(1,2)>} in der gleichen G-
Isomorphieklasse. Da die Stabilisatoren dieser Paare alle gleich sind und die Bahnen jeweils
drei Elemente enthalten, sind alle drei Paare in der gleichen Bahn. Fiir die restlichen 6
Paare gilt G,y = 1. Folglich sind die jeweiligen Bahnen G-isomorph zu G//1, welche
ebenfalls 6 Elemente besitzt. Wir erhalten M? = G/U + G/1.

Sei H < G, M, N G-Mengen, dann operiert H auf den Mengen M, N. Wir definieren

MY = fixg(M) = {m &€ M : hm =m Vh € H}.

Lemma 1.10 Sei H < G, M, N G-Mengen und g € G. Dann gilt |M*" + N¥| = |M"| +
[N, (M x NYH| = |MY] - INP] und |MO 9] = [ M7,

Beweis: Es gilt

(M7 + N | = |MH U N
={reMUN :hx=aVhe H}
= |fixp (M)] + [fixy (N)| = [M"]| + [N"]

und

(M x N)?| = |{(m,n) € M x N : h(m,n) = (hm, hn) Yh € H}|
= |M"] - [N".

Sei U < @G, so ist

(G/U)* 19 = |{g'U € G/U : 2g'U = g'U Va € g 'Hg}|
=|{g'U € G/U : h(gg'U) = (gg'U) Vh € H}|
=H{4qU € G/U : hg'U = ¢'U Vh € H}|
= |(G/U)"].

Folglich gilt mit M = U ,G/U;, d.h U; sind nicht konjugiert zueinander,
MOH9) = | L (GO

_TTIG/ U] = ).

i=1



Bemerkung 1.11 Nach Lemma 1.10 ist die Abbildung
v QUG) — Z,

S @C/U = 3 o) - (G/UY)

U<@ U<G

fir H < G wohldefiniert und sogar ein Ring Homomorphismus. Insbesondere ist oy = ¢g
fir alle zu H konjugierten Untegruppen U < G. Sei C(G) die Menge der Konjugations-
klassen der Untergruppen von G. So definieren wir das Produkt der ¢y als

o= (en): AG) — X Z
HeC(G)

Lemma 1.12 Die Abbildung o ist ein injektiver Ring Homomorphismus.

Beweis: Angenommen x # 0 € Q(G) sei im Kern von ¢. Um dies in einen Widerspruch
zu fithren finden wir eine Untergruppe H < G mit pg(z) # 0. Offenbar erhalten wir
eine Halbordnung (Reflexiv, Antisymmetrisch und Transitiv) auf {G/U : U < G} durch
G/H < G/U genau dann, wenn H eine Untergruppe zu einer zu U konjugierten Unter-
gruppe ist. Sei G/U maximal in bezug auf die oben beschriebene Ordnung mit gy (z) # 0.
Nehmen wir an (G/K)V #  fir K < G. Damit folgt 39K € G/K mit ugK = gK VU.
Folglich gilt ¢ 'UgK = K, d.h U C gKg'. Demnach gilt G/U < G/K. Nun ist G/U
maximal gewahlt mit puy(x) # 0, folglich ist px(z) = 0 oder K kunjugiert zu U. Somit
Ist
0= pu(@) = p(x)|(G/U)"| = pu(2x){gU € G/U : g7'UgU = U}|
= pu(z){gU € G/U : g € Na(U)}|
— (@) Ne(U) : U] £0.

Dies ist ein Widerspruch. U
Insbesondere gilt nach Lemma 1.12 fiir z, 2’ € Q(G) die Aquivalenz

ou(r) = oy(@) VU <G <= z=1.

Bemerkung 1.13 Fiir U < G und eine G-Menge M gilt
(i) e1(M) = {m e M : Im = m}| = |M],
(ii) Falls U # G, ¢a(G/U) = |{gU € G/U : GgU = gU}| =0,
(iii) Falls U = G, pa(G/U) = 1.
Lemma 1.14 Fir U,V < G gilt oy (G/U) # 0 genau dann, wenn ein g € G existiert
mit gV g~ C U. Ggf. erhdlt man

ov(GJU) = |Ng(U) : U| - {U" konjugiert zu U : V < U'}|.



Beweis: Die erste Aussage ist klar. Fiir oy (G/U) gilt

ev(G/U) = |{gU € GJU : g"'VgU = U}
={gU e G/U :V C gUg™ '}
1

Imﬂ{geG:chUg”}!
1

=> ik L,i7g-1(V)

geG

_ [Ne(K)|

KeCg(U)
= |Ng(U) : U| - |[{U’ konjugiert zu U : V < U'}|,

wobei die letzte Gleichung durch Ng(hUh™!) = hNg(U)h™! folgt. O

Bemerkung 1.15 Sei z € Q(G). Nach Lemma 1.14 und dem Beweis von Lemma 1.12 ist
eine Untergruppe U < G eine maximale Untergruppe mit py(z) # 0 genau dann, wenn
U eine maximale Untergruppe mit ¢y (z) # 0 ist. Ggf. ist

pu(x) = pu(z) - pu(G/U) = py(x) - [Ne(U) : U].
2 Anwendung auf endlichen Gruppen

Bemerkung 2.1 Stets sei C' = (), die zyklische Gruppe der Ordnung n und G eine
beliebige Gruppe gleicher Ordnung.

Satz 2.2 Es ezisitert ein Ring Homomorphismus a: Q(C) — Q(G), sodass fiir jede Un-
tergruppe U < G und jedes x € Q(C') die Gleichheit

@U(O‘(x» = (pC\U\(z)

gilt. Das heifit die Anzahl der U-invarianten Elemente der G-Menge (bzw. Klasse) a(x)
entspricht der Anzahl Cyj-invarianten Elemente der C-Menge (bzw. Klasse) x.

Beweis: Fir den Beweis wird auf [DSY92] verwiesen. O

Bemerkung 2.3 Die Abbildung « in Satz 2.2 heifit Frobenius-Wielandt Homomorphis-
mus. Da ¢ injektiv ist, konnen wir Elemente x € Q(C') mithilfe von ¢(z) charakterisieren.
Mithilfe der Existenz von « konnen wir dies auf Q(G) tbertragen. Im Folgenden wer-
den wir zunéchst einige Aussagen fiir x4 == a(C/Ciqa) € Q(G), fiir einen Teiler d der
Gruppenordnung |G|, treffen. Insbesondere kann man bei passender Wahl von d auf die
Existenz und Anzahl von p-Untergruppen schlielen. Sowie einige weitere Kongruenzen
herleiten.



Lemma 2.4 Fir jeden Teiler d von |G| gilt

d fallsd||G:U|,

0 sonst.

vu(zq) = {

Beweis: Nach [Satz 2.2 gilt

vu(za) = ¢, (C/Cllya).

Weiter sei Ciy| < Cigjja, d.h Ja € N:a|U| = |G|/d bzw. ad = |G|/|U| = |G : U|. Offenbar
gilt dann gC\q|/q = C|g|/a Vg € Cjy|. Folglich gilt

i (C/Ciaia) = [(C/Ciaia) V|
= HeClaya € C/Clayja + 9eCiayja = c(9Cc11a) = cClaya V9 € Clu|

Nun sei Cjy; £ Clgj/q oder dquivalent nach analogen Uberlegungen d t |G : u|. Dement-
sprechend existiert ein ¢ € Cjy) mit g & Cjga- Insbesondere ist g & Cigj/q. Somit
ist gCiglya # Caj/a- Damit existiert fiir jedes c¢Cigq € C/Cigjja ein g € Cly; mit
gCC|G\/d = CgC|G|/d 7§ CC|G’\/d' Also ist QDU(C/C|G|/d) = 0. [

Bemerkung 2.5 Wir méchten z4 € Q(G) als Summe x4 = > o pov(24)G/U darstellen.
Die Vorfaktoren sind nach Lemma 1.7 eidneutig. Des Weiteren ist ¢ injektiv nach Lem-
ma 1.12, d.h finden wir ein Element = € Q(G), sodass ¢py(x) = puy(xg) fur alle U < G
gilt, so ist x = x4. Nun ist py(z4) = 0, fiir alle U < G mit d 1 |G : U|. Folglich kénnen
Wir © = Y < aico) #u(Ta)G /U wihlen und erhalten durch die Injektivitit = 4. Also
ist py(zq) =0, auler fir d | |G : U].

Lemma 2.6 Sei U < G eine beliebige Untergruppe. Sei d = |G : U|, so folgt
po(za) = |G : Na(U)| = |{gUg™" : g € G}I.

Beweis: Nehmen wir an es gébe eine Untergruppe H < G mit |G : H| = d und U <
gHg™! fiir ein g € G. Insbesondere ist der Index von H minimal, sodass ug(xg) # 0 gilt,
d.h |H| ist maximal, sodass pg(z4) # 0. Nun gilt bereits |U| = |H|. Somit sind U und H
zueinander konjugiert. Daher ist U eine maximale Untergruppe von G mit puy(z4) # 0.
Man erhalt mit Bemerkung 1.15 und Lemma 2.4

ou(zq) d |G : U]
M) = NG U1 )01 a0y ¢!
die Anzahl der Untergruppen von G, die zu U konjugiert sind. O

Satz 2.7 (Sylow) Sei |G| = dp™ fir eine Primzahl p, dann existiert eine Untergruppe
U < G mit Index d, d.h der Ordnung p".

Beweis:  Sei x4 € (G) wie in Bemerkung 2.5. Wir schreiben x4 in der Form

/

g = i pa(z)G/U = > pu(za)G/U.

U<G U<G,d||G:U|



Nun betrachte ¢;(z4) und erhalte

/

d= Y wizg)|G:U|

U<G,d||G:U|

Sei ad = |G : U] fir a € N. Nun teilt |G : U| die Gruppenordnung |G| = dp™. Daher p | a
oder a = 1. Wir erhalten

/ !/

> ()G U > pw(zg)|G:U|=d#0 mod pd.

U<G.d||G:U]| U<G,d=|G:U|

Demnach existiert eine Untegruppe U mit Index d. 0]

Bemerkung 2.8 Sei K < G eine p-Untergruppe, sowie U < G eine p-Sylowgruppe, d.h
p 1 |G : Ul, dessen Existenzen nach Satz 2.7 folgen. Die Bahnenldngen der Operation
von K auf G/U sind Teiler von | K|, d.h p-Potenzen. Daher ist die Anzahl der Fixpunkte
von G /U unter K, also die Anzahl der Bahnen der Lange 1, kongruent modulo p zu der
Anzahl der Elemente auf denen K operiert. Man erhalt somit

e (G/U)=|G:U|#0 mod p.

Nach Lemma 1.14/ existiert ein ¢ € G mit ¢Kg~—! C U. Somit sind je zwei p-Sylowgruppen
von G konjugiert. Auflerdem ist jede p-Untergruppe von G in einer p-Sylowgruppe ent-
halten.

Satz 2.9 (Sylow, Frobenius) Sei G = dp". So ist die Anzahl der Untergruppen U < G
der Ordnung p" kongruent zu 1 modulo p.

Beweis:  Wie im Beweis von Satz 2.7, erhalten wir die Gleichung

/ /

d= Y |G Ul= Y pwl(ea)G: UL
U<G,d||G:U| U<G,|U||p"

Teilen wir durch d erlangen wir

! G:U
1= Y Y

U<G,|U||]pn
/ n
p
= Z MU(%)W
U<G,|U||]p™
!

> wles) modp

U<LG,|U|=p"

Fiir |U] = p" bzw. d = 18 = |G : U] folgt nach Lemma 2.6 uy(z4) = |G : Ng(U)| =

pn

{gUg™' : g € G}|. Demnach gilt

/ /

S o) = Y HeUg':geGH={U<G:|U=p"} modp.

U<G,|U|=p™ U<G,|U|=p™

H
Il

O



Lemma 2.10 (Cauchy, Frobenius, Burnside) Fir jedes x € Q(G) gilt die Cauchy-
Frobenius-Burnside Kongruenz

Z P<g>(x) =0 mod |G|.

geG

Beweis: Sei U < G und x = G/U. Dann gilt

Y 9= (G/U) = {hU € G/U : ghU = hU}|

geG geqG

= Y. Tgup(hU)
gE€G,hUEG/U

= > D> L (hU)

hUEG/U geG

= > HgeG:ghU=nU}|
hUeG/U

= Y Hg€G: 3ueU with g=huh™'}|
hUEG/U

= > o

hUeG/U
=|G:U|-|Ul=|G|=0 mod |G].

Offenbar folgt die Behauptung fiir beliebiges © = >, ¢ pv (2)G/U. O

Satz 2.11 (Frobenius) Sei m ein Teiler von |G|. Dann gilt
HgeG:g™ =1} =0 mod m.
Beweis: Wir betrachten wieder x, und definieren d := |G|/m. Nach Lemma 2.10 gilt

> wegs(z4) =0 mod |G| = dm. (1)

geG

Auflerdem gilt

Z P<g>(Ta) = Z d

9€eG geG,d||G:<g>|

:Zd

g€G,|gllm

—d-[{geG:g" =1}

Teilen wir nun durch d, folgt mit Gleichung (1)

1
HgeG:g" =1} = p > 0egs(z4) =0 mod m.

geG
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