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1 Codes und Gewichtszadhler

Definition 1. Sei p eine Primzahl, ¢ = p* fiir ¥ € N und N € N. Ein linearer Code C
iiber F, der Lange IV ist ein linearer Teilraum C < Fév .

Definition 2. Sei C < Fév ein linearer Code der Lénge N.

i) Der duale Code von C ist definiert als der Orthogonalraum
Ct={zeF)|z-c=0VceC}

von C bzgl. der nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearform
N
X C .= Z TiY;-
i=1
ii) Das Gewicht eines Codewortes ¢ € C ist

wt(c) == [{i € {1,...,N}|e; # 0}].

iii) Das Minimalgewicht von C ist

d(C) := min{wt(c)|0 # ¢ € C}.

iv) Der vollstdndige Gewichtszéhler pc € Clxo, ..., x4—1] von C ist definiert als
N
pe(x) == Z chz'-
ceC i=1

v) Der Hamming Gewichtszahler he € Clz,y] von C ist definiert als

hc(:E, y) — Z xN—wt(c)ywt(c)'
ceC

Bemerkung 3. Beachte, dass der Gewichtszdhler eines linearen Codes C < Fév emn
homogenes Polynom vom Grad N ist. Und es ist

hC(xvy):pC(xay--'vy)' (11)

Satz 4 (MacWilliams Identitét). Sei C < F;)V ein linearer Code der Linge N und p eine

Primzahl. Dann ist 1

DL (.’EQ, s 7$p—1) = EPC(yﬂv o 7yp—1)7

p—1
wobei y; == Z C;,jxj und Cp = e:cp(%) eine primitive p-te Finheitswurzel in C ist.
7=0



Beweis. Wir betrachten die Indikatorfunktion
e:FY — {0,1}
{1, falls z € C+

0, sonst

von Ct. Fiir v,w € Ff,v sei

| | Viw;

Dann ist fiir v € IE‘Z]?V nct

v-ce=0VeeC
und somit
See=Yi=l
ceC ceC

Andererseits ist fir v € IF;)V N C die Abbildung ¢, : C — Fp,c — c-v # 0 eine

nichttriviale, also eine surjektive lineare Abbildung und daher ist C = U v, ({a}) eine

aclFy
disjunkte Vereinigung gleich grofter Mengen. Also ist

Sar-48 g0

ceC

Mit dieser Uberlegung kénnen wir unsere Indikatorfunktion e(v) durch

i AL

ceC
ersetzen, denn
N
Dol = Z a(v)H:cvi.
veFN i=1

Somit erhalten wir folgende Rechnung mit der wir den Beweis vervollstdndigen

pei(zo, ... xp—1) = Z ZE a1y...,aN))Tqy - - Tay

a1=0 any=0

N

p—1 p—1 1
= Z Z EZHCgiCixal...:EaN

a1=0 an=0 ceC i=1

1 N p—1
T c > G
ceCi=1 \ j=0
1
= E Pc (yoa » Yp 1)



Korollar 5. Der Hamming Gewichtszihler des orthogonalen Codes C- eines Codes C <
FN st
P

1
her(z,y) = @hc(rc + - Dy,z—y).

Beweis. Zunéchst einmal ist nach (1.1) hei(x,y) = per(z,y...,y). Diese Gleichheit
formen wir mit Hilfe der MacWilliams Identitéat Zu

1
hci (xay) = mpC(ZO7 ceey Zp—1)7

p—1
wobei z; := :U+Z (Ii,jy und ¢, = e:vp(%) eine primitive p-te Einheitswurzel in C ist, um.
j=1
Falls i = 0 ist, erhalten wir 29 = 2+ (p—1)y. Fiir ein beliebiges i € Fjyund j =1,...,p—1
durchléuft auch ij ganz F. Daher ist fiir ¢ € F),

p—1 p—1
zi:w—kyij :x—i—yzg,:aﬂ—y(—l) =x—y.
j=1 j=1

Damit folgt die Behauptung. O

Definition 6. Sei C < Fév ein linearer Code der Lange N.
i) Der Code C heifst doppelt gerade, falls wt(c) € 4Z Ve € C ist.
ii) Der Code heift selbstdual, falls C = C* ist.

Bemerkung 7 (Gewichtszéhler selbstdualer Codes). Sei C < IFZJ)V ein selbstdualer linea-

rer Code der Linge N mit p prim. So ist |C| = pN2 und nach (@ ist der Hamming
Gewichtszihler von C gleich

he(w,y) = hex (z,9) = he (“ (3; Dy, ”J‘;) |

Damit ist der Hamming Gewichtszdhler von C invariant unter der Variablensubstitution

1

ey -y
VD

ys

VP

bzw. als Abbildungsmatriz zur Standardbasis geschrieben

A p-t
vp\1 -1/
Diese Invarianz beschrankt die Menge der mdglichen Gewichtszihler selbstdualer Codes.

Die méglichen Codes liegen daher alle in dem Teilraum der unter dieser Variablensubsti-
tution invarianten Polynome.

Betrachten wir nun den Spezialfall p = 2. Fiir jedes Codewort ¢ eines selbstdualen Codes
C=C+< Fév ist das Skalarprodukt ¢ - ¢ = 0, somit ist die Anzahl der Finsen in ¢ € C



immer gerade, also wt(c) € 27 und pc(xo, r1) = pe(xo, —x1). Demzufolge ist pe invariant
unter der Gruppe von Variablensubstitutionen

GC G S meme

Fiir doppelt gerade Codes ist wt(c) € 47Z, d.h. pc(xo,x1) = pe(xo,iz1). Der Hamming
Gewichtszdhler eines bindren doppelt geraden Codes ist dadurch invariant unter

ot 3o} P

Gy ist eine Gruppe der Ordnung 192.

Korollar 8. Sei C < FY ein selbstdualer und doppelt gerader linearer Code der Linge
N. So ist N durch 8 teilbar.

Beweis. Wir rechnen leicht nach, dass (hd)® = (s> € Gy ist. Folglich erfiillt jedes unter
G5 invariante homogene Polynom p vom Grad N

p(z0, 1) = p(Cszo, Gs71) = &' p(w0, 71).

Somit ist Cév = 1 und infolgedessen ist N durch 8 teilbar. O

Aus der Invariantentheorie sind die folgenden Sétze bekannt (vgl. [5]).

Satz 9. (I) Ist p(xg,z1) ein unter Gy invariantes Polynom, so ist p ein Polynom in
f=at+2 = P11y und g = o8 + ldxdart + 28 = pe, oder alternativ in f und
0r = 3 (f* = 9) = afad(af — 2)*.

(II) Ist p(xo,x1) ein unter Gy invariantes Polynom so ist p ein Polynom in g und

61 = xgai(xh — bt

Korollar 10 (Gleason). Ist C = C+ < IFéV, N =24a+8b mit 0 < b < 3 so gibt es

eindeutig bestimmte Zahlen k; € Z, 1 =0,...,a mit k, = 1 so, dass

pe(zo, 1) = Z k?if4(a_i)+b5j'($o, 1).
=0

Ist C zusdtzlich doppelt gerade, so ist N = 24a + 8b mit 0 < b < 2 durch 8 teilbar und es
gibt eindeutig bestimmte Zahlen l; € Z, 1 =10,...,a mit lg = 1 so, dass

pe(zo, 1) = Zligg(a_i)%fﬂ[(%, 1).
i=0

Definition 11. Man nennt einen bindren doppelt geraden selbstdualen Code
C=Ct <FY mit N =24a +8bund b = 0, 1,2 extremal, falls d(C) > 4a + 4.

Korollar 12. Sei C = C*+ < FY mit N = 24a + 8b ein extremaler Code, dann ist
pe(l,x) =1+ Af gz’ 4o Af gV 2ot g

eindeutig bestimmd.



Beuweis. pc(1,x) ist eine Linearkombination von g3@=9+%5% (1, 2) = 2%(1 4 ...) fiir
i = 0,...,a. Also bestimmen die a + 1 Gleichungen Ay = 1 und A = 0 fiir d =
4,8,...,4a die Koeffizienten [; in Gleasons Satz (10) eindeutig. Damit ist p¢ eindeutig
bestimmt. Weiter gilt A3 = Ax_g4, da die Abbildung ¢ — ¢+ 1 eine Bijektion zwischen
den Mengen der Codeworte vom Gewicht d und N — d herstellt. O

Korollar 13. IstC =C' < FY ein doppelt gerader Code, so ist

d(Cc) <4 B\;J +4.

Das Korollar wollen wir im folgenden mit endlichen Blockdesigns beweisen, indem wir
zeigen, dass die Anzahl Ay4,44 von Codeworten vom Gewicht 4a + 4 in einem extremalen
Code nicht 0 sind.



2 Extremale Codes und Blockdesigns

Definition 14. Seien v,t, N,k, A € N und X := {1,...,N}. Das Tupel (X,D) mit
der Menge D := {Bjy,..., By} von k-elementigen Teilmengen B; C X, den sogenannten
Blécken, heift ein t—(N, k, A\) Blockdesign oder Blockplan, falls jede t-elementige Teil-
menge 7' von X in genau A Blocken enthalten ist. Man kann auch nur D als t—(N, k, \)
Blockdesign bezeichnen. Im Falle A = 1 sprechen wir von einem Steiner-System.

Satz 15. Ist D ein t—(N, k,\) Blockdesign, so ist die Anzahl der Bliocke

v=|D| :A(‘f)/(’;) (2.1)

Beweis. Sei Q :={T C X| |T| =t} die Menge aller t—elementigen Teilmengen von X,

also || = . ) Da D ein t—Design ist, erhalten wir sofort

)\(]j) =Y HBeDITc Bl =3 {TeT B} = 'D'@

TeQ BeD

O]

Korollar 16. Ist D ein Design von unterschiedlicher Stirke, d.h. ein t—(N, k, \¢) Block-
design und ein (t — 1)—(N, k, \i—1) Blockdesign, dann gilt

At(N—t‘i‘l) - At_l(k—t‘i‘l)

Beweis. Nach ([2.1]) ist

W) == (B

Dies lasst sich durch einfache elementare Rechnungen zu der obigen Gleichung umformen.
O

Bezeichnungen 17. Sei C < FY ein binirer Code mit dim(C) = k und C* der duale
Code. Im Folgenden mochten wir einige Bezeichungen fiir die nachfolgenden Uberlegun-
gen einfiihren.

Sei d := d(C) und d’ := d(C*). Weiter seien C; die Mengen aller Codewdrter von C mit
Lange i, d.h. C; = {c € Clwt(c) = i}, und A; := |C;]. Bezeichne 0 < 7 < -+ <74 < N
die Gewichte der Codewdrter ¢ # 0 in C bzw. C*, so ist

S
pe(Liy) =1+ Ay™.
=1

Beachte, dass es nur ein Wort von Gewicht N, namlich das Einswort, d.h. (1,...,1) € FY,
gibt. Dies bedeutet, dass entweder Ay = 0 oder Ay = 1 ist. Wir bezeichnen au-
Berdem mit 5 die Anzahl der unterschiedlichen Gewichte von Codeworten ¢ # 0, d.h.
5= {1 <i< N —1|A; # 0}|. Im Folgenden wollen wir die Anzahl von Codewértern mit
Hilfe von Blockdesigns, also Teilmengen von {1,..., N}, bestimmen, daher identifizieren
wir die Codeworter von C mit Elementen von Pot({1,..., N}), indem wir die Worte mit



ihren Trigern identifizieren, z.B. 11001 € F3 entspricht {1,2,5} € Pot({1,...,5}). Mit
dieser Identifizierung erkennen wir, dass C7, eine Teilmenge von

Q,, == {M C {1,...,N| M| = 7:}}
ist.

Lemma 18. Sei A\, (u) := [{c € C,|u C c}|. Dann gilt

> (T"j_ t) A () = (257179 — Ay) (N h t)

i=1

fir0<j<d —1—tund firvt mit1 <t<d —3.

Beweis. (vgl. Nebe, Gitter und Codes, Lemma 7.18) O

Lemma 19. Sind0< 1 < - - <73 <N und

Ln (3) o (D)
p |t @ @
Ln (G) o ()

so ist T invertierbar mit T—* = (fi;), wobei

s s—1

) TT T _ (7).

fz(l') gTj_Ti Jgof](?)
JF

Beweis. .
_ Tn
(T T )i = Zfij( ) = fi(ra) = Gim.
— T\
J
d
Satz 20. Se: 1 <t<d —5und1; >t Vi und )\(T? = )\Ti(lt,ON_t). Dann ist C;, ein
t-(N, 7, )\g)) Blockdesign.

Beweis. Je nachdem was C fiir ein Code ist, ist Ay = 0 oder Ay = 1. Nach Lemma
erhalten wir also das lineare Gleichungssystem

_ i N —t _a N —t
Ay AT = (2871 — Ay, (28071 — Ap) N . L2 1 O )
1 d—-t—-1
fiir die A, (u) mit der Matrix 7" = ((TZ B t)) € Z°*¥ 1=t Qi 7; := 7; — ¢, dann ist
J i

0 <7 <+ <7 <N und somit hat 77 nach Lemma Rang 5. Damit lassen sich die
Ar, (u) mit Hilfe von eindeutig bestimmen. Weiter sind diese unabhéngig von u € €,

also ist C7, ein t—(N, 7, /\(T?) Blockdesign. O



Lemma 21. Sei 1 <t<d —35 und 1; >t Vi und )\(t.) = A, (1, 0N=1). Dann ist
(®) _ k—N
ANOS (1) = —ANSi(N) +2 Z(T_t> i(

Beweis. Um die Formel zu beweisen, berechnen wir die A7, aus dem Linearen Gleichungs-
system im Beweis von durch 16sen der ersten 5 Gleichungen, d.h.

()‘7'17 . )\Tg) — (2k—t . ANa (Qk—t—l o AN) <N1— t) o (2k—t—§+1 AN) (N_—f) )T—l

- ¢ _ - .
mit T = <<TZ , )) € 75 und T~ = f;;, wobei
.7 ’Lj

)

5, -1 5-1
R = a0 =T12 0= (1) =X (7).
J ? -

j=1 =0 §=0 J
J#i
Somit ist
-1
. N — £\ -
Ay = (Qk_t_]—AN)< .t)fij
j=0 J
s—1
N —t
— 9k-N Z(sztfj 2kaA )( >fl]
§=0
= N—t\ . o4 Nt
_ N Z(zN-t-a( >fij—22N_kA >< )fw
7=0 7=0

Fiir die erste Summe ist

o) 50

()G =G0 =

Somit konnen wir das Ganze zu

. mt>§;j< - Afow;f)

fz ANfZ( )

N
. szz@; Df 1)~ ANV — 4 1)



vereinfachen. Mit S;(z) aus den Voraussetzungen ergibt sich

-1

5’1(3:) = - T, — T . - T: — T = - 7(”_@ = fi(x
Sl(Tl) - ]]1( ? ) jq( J Z) Jr{ (Tj _7_1') fz( )
i J#i i

Also ist

Ar,Si(i) = —ANSi(N +2kNZ< > m).

Korollar 22. Sei 1 <t <d —35 und 7; >t Vi und /\(T? = A\, (1,0N=1). Dann ist

—t+1
ANS(N) = 2FN Z (r_t+1>3(r)

r=t—1

fir2<t<d —s.

Beweis. Nach ist C, ein ¢- und ein (¢t — 1)-Blockdesign. Und somit ist nach

Korollar
AN —t+1) =AU ( — ¢t +1). (2.2)

Ti

Damit ergibt sich durch einsetzen von )\%) und )\(n-_ ) aus Lemma

(N*tﬁLl)ANS() (N —t 4+ 1)25 NZ( ) S(r)
r—t

N-—-7 (1i — 1)
B (Ti—t+1>ANS(N) E—N —t+1 S(T)
B (N —7) Fr—t41)2 th:1<r—t+1>( —7r)

Diese Rechnung ist aber auch dquivalent zu der folgenden Uberlegung

ANS(N)<N—t+ 1) B ANS(N)(Tz —t+ 1)

(N =) (N —m)
= (1 —t+1)2k" ert:l <T—tti—11>(5(7“)r) (N —t 4 1)2F NZ (Tt) S(r )T>
bzw. zu
s [y = S
- QkN[(Ti ~t+l) i (]::tt%il—ll) (T:'q(—r)r) - ) (JX—_tt) (:(—T)r)].

r=t—1 r=t

Weiter rechnen wir leicht nach, dass

<]7«V__tt> (N—t+1)=(r—t+1) (fj;jf)

10




ist und somit lasst sich das Ganze zu

N
N—t+1
ANS(N) =28 N[(r—t+1) Y ( >
PN t+1

ZN: N-t+1 (r—t+1)5(r)]
e \r—t+ 1 (i —1)
vereinfachen. Da aber auch

N—t+1Y\ (N-t+1 o
t—1—t+1) 0 N

ist, erhalten wir insgesamt

N
1 7

r=t—

O

Satz 23. Sei C = C+ < FY ein doppelt gerader Code der Linge N = 24a + 8b mit
d(C) > 4a + 4. Dann ist d(C) = 4a + 4 und fiir die Anzahl A}, , von Codewdrtern von
Gewicht 4a + 4 gilt

. N\ (ba -2\ (4a+4

A4a+4 = <5><a_1)< 5 ) fallsN:24a

S 7 SRR G PV G S L LU N P Y
fett Ty al(4a + 4)! i
. 3 (5a + 2)! B

A4a+4 = §N(N — 2)m fa”s N = 24@ + 16

Weiter ist Caqta ein (5 — 2b)—Design.

Beweis. Es ist d = d’ und
5=|{4a+4,4a+8,...,N — (4a + 4) = 20a — 4 + 8b}|

20a — 4 4 4 -4
_ Oa 4—i—8b_ a—i—4 — da— 14 9.

Demnach ist C7, nach Satz ein Blockdesign der Stérke

d—5=4a+4— (4a—1+2b) =5 — 2b.

Wir wollen im Folgenden nur die Formel fiir N = 24a beweisen. Da C ein bindrer doppelt
gerader Code ist, ist Ay =1 und Lemma liefert

AD S (1) = —Si(N) + 28~ NZ<T_t> r).

Wir betrachten nun 7; := 4a + 4 und erhalten

Si(r;) = (4a+8—(4a+4))  (da+12—(4da+4))-----(20a —4 — (4da +4))
= 4-8~-~--(16a—8)
41972 (4q — 2)!

11



als auch

Si(N) = (4a+8—24a)----- (20a — 4 — 24a)
= (—20a+8)----- (—4a — 4)
= (=1)*2(20a —8)----- (4a +4)

Somit ist fiir t =4 und 7; = 4a +4

2
5a — 2)! 24a—4\ S
Aoy ad1772(da - 2)1 = —44“‘2(‘2.) gt Z‘m( . >4+(4)_ (23)
: r=4

wobei S(r) = H?ifl(lla + 4i — r) ist. Nun gelten die nachfolgenden Gleichheiten:
. S(r—4)—9S(r) S(r)

16a—4  da+d—r
24a 24a
24a — 4 24a — 4
. z::( . >S(r—4)_—§< 4 >S(l)
1 <% (24a —4 (5a — 1)!
- _ _ 4a—1 )
° 212CLZ_;(74_4)5‘(7“)—5(24@——4 -
Die erste Gleichung erhalten wir aus
20a — r (20a — 1) — (da+4—1)
—4) = /"
S(T ) S(T)4a+4_r S(T)—i_ 4a+4_7ﬂ S(T)7
also
S(r—4)—S8(r)  ((20a—71)— (4a+4—1))S(r)
16a —4 (4a +4 —r)(16a — 4)
Um die zweite Gleichung zu beweisen betrachten wir
4a—1
S@4a—r) = [[“a+4i— (240 1))
i=1
4a—1
=[] (—20a + 4i +r)
i=1
= (—20a+4+7r)-(—20a+8+7r)----- (—20a + 16a — 4 + 1)
= (=% Y20a—-4—7)-(20a —8—7)-----(4a+4—7)

Damit ist

~ % (2‘;“__44> S = % @i‘;:?)sem )

=4

_ 242“54 (24ar— 4) St

r=0

_ % <2ia__44) S(r—4).

r=4

12



Nach Korollar ist Cyq14 ein 4— als auch ein 5-Blockdesign. Da Ay = 1 ist, erhalten
wir mit das erste Gleich in der dritten Gleichung. Das letzte Gleich erhalten wir aus

S(24a) = Si(24a) - (1; — 24a)
= Si(24a) - (4a + a — 24a)
(5a — 2)!
al

0022 )50 - 1)

(5a — 1)!
a!

= 42 (—20a +4)
— 44a—2

_ _44a71

Demnach lésst sich der zweite Summand von (2.3) zu

e & (24a -4\ S(r) o & (240 — 4\ S(r — 4) — S(r)
120y " = 7y
= r—4 Jda+4—r = r—4 16a — 4
24a
24a — 4
— _9—12a _1
= gy (0))so
_ S(24a)
N 8a — 2
= 44(1_1M
al(8a —2)

vereinfachen und daher ist

(4)  44a—2 _ a2 (Ba=2)t 4 (5a —1)!
Njasad (da —2)! = —4 —a 4 m
bzw.
O (6a — 1)(ba — 2)!
da+d al(4a —1)!
Mit diesem Wert ergibt sich
5 4a + 4 24a
s = o (MI(C
NG 24a / da+4Y\ (da+4 / 24a
_ (4) 4a
1at424q — 4

- ()

und somit ist die Anzahl von Worten vom Gewicht 4a + 4 gleich

4 24a 4a + 4
() (1),

13



Satz 24. Sei C < FY ein bindrer doppelt gerader selbstdualer Code der Linge N = 24a
und d(C) = 4a + 4. Dann bildet C;, ein t—(N,;, )\(T?) Blockdesign fir 1 <t <5 und

6a —1 (5a — 2 20a — 4 4a + 4 5a — 1 S5a — 3
A = —(4a—1 - .
dat8 = Ty (a—1>(< 4 >/( 4 ) (4a ))+<a—|—1> <a—1>
Insbesondere ist A}, s <0 fiir a > 154, d.h. ein solcher Code kann hichstens eine Linge
von mazximal 24 - 153 = 3672 haben. (s. [3])

Dieser Satz zeigt, dass es nur endlich viele extremale Codes der Lange N = 24a gibt.
Analoge Resultate erhédlt man auch fiir N = 24a + 8b, b =1, 2.

Satz 25. Die Anzahl der extremalen Codes ist endlich.

Definition 26. Ein Code C < Fév heifst perfekt, falls es eine Zahl ¢ gibt, so dass zu jedem
a € FY genau ein ¢ € C existiert mit d(a,c) := wt(a —¢) < t.

t
N
Satz 27. Ein Code C < IF(]]V ist genau dann perfekt, wenn 2N = |C| - E < ‘ > gilt.
i
i=0

Satz 28. Sei C < F2*, dim(C) = 12 und d(C) = 8. Dann ist C ein extremaler doppeltge-
rader selbstdualer Code. Weiter gibt es bis auf Aquivalenz hichstens einen solchen Code

C.

Beweis. Sei C' der Code der Lange 23, der aus C entsteht, indem man eine Spalte aus C
weglisst. Dann ist |C’| = 2'2, da sich aufgrund des Minimalabstandes von C verschiedene
Codeworte an mindestens 8 Stellen unterscheiden miissen. Insbesondere ist somit der
Minimalabstand von C’ gleich 7. Weiter sind die Hamming-Kugeln

Bs(c) := {z € FY|d(z,c) < 3}

mit Radius 3 um die Codeworte von C’ disjunkt. Da

23 23 23
9121 — 923
o (7)+ (2 ()
ist, ist C’ nach Satz ein perfekter Code. Wir definieren uns zunéchst einmal
X; = {(e.¢) € FY x C'lw(e) = j.d(z,¢) < 3)

fir j = 1,...,23. Nun berechnen wir die Méachtigkeit von X; auf zwei verschiedene Weisen
und kommen somit an unsere A;. Da C’ ein perfekter Code ist, existiert fiir jedes x € F33
23
genau ein ¢ € C’ mit wt(x — ) < 3. Somit ist | X;| = [{z € FY|wt(z) = j}| = < >
J
Andererseits ist

23
X1 =3 4 [z € FY Jwt(x) = j,wi(z — &) < 3,6 € C',wi(&;) = i}].
=0

14



Man beachte, dass [{z € FY|wt(z) = jwt(x — &) < 3,& € C',wt(&) = i}| # 0,
falls j —3 < i < j + 3 ist und sonst gleich 0. Mit dieser Uberlegung erhalten wir die
Rekursionsgleichung

() o (a5
S (7))
=4 (6)+ G ) o
() ()
oA <23 J‘2>+Aj3.<23—<;—3>>

Da wir wissen, dass Ag = 1 und Ay = Ay = ... Ag = 0 ist, lassen sich die Anzahlen
rekursiv berechnen:

A/7 = A/lﬁ = 253
Ay = Ay = 506.
Diese sind unabhéngig davon, welche Stelle von {1,...,24} gestrichen worden ist. Also

sind die Gewichte von C" immer =4 —1,0 und daher ist wt(C) C 4Z, denn sei:
Fall 1: wt(C) =4 2 dann wire wt(C') =4 1 oder 2. Also ein Widerspruch.

Fall 2: wt(C) =4 3 dann wire wt(C’) =4 2 oder —1. Was im ersten Fall einen Widerspruch
bedeutet.

Fall 3: wt(C) =4 1 dann wire wt(C') =4 1 oder 0. Was im ersten Fall einen Widerspruch
bedeutet.

Somit ist
pe(l,y) = 1+ 759y5 + 2576y'% + 759y + y**

und C doppelt gerade. Insbesonder ist C C C*+ bzw. C = C* aus Dimensionsgriinden. Sei
nun u € C vom Gewicht 12 und C, der Code, der aus C entsteht, indem alle Spalten von
C gestrichen werden, in denen u; = 1 ist. Wir bezeichnen mit m, die Abbildung dieses
Streichens. Dann ist C,, = Bild(m,) und Kern(m,) = {u,0}. Also ist C,, gerade, hat Lange
12 und Dimension 11, da dim(Kern(m,)) = 1 ist. Somit ist C, der gerade Teilcode von
F1? und durch geeignete Umordnung der Spalten hat C eine Erzeugermatrix der Form

11 11
g::(1 1] 0|0 )
A |0 |11 | I

mit 1M1= (1,...,1) € {0, 1}1x1!
0t :=(0,...,0) € {0, 1}1xt,
11 :=(1,..., )t e {0, 1}11x1,
011 := (0,...,0)* € {0, 1}11x1,
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I;; die Einheitsmatrix und A € F%lxn, wobei jede Zeile in A mindestens Gewicht 6 hat
und je zwei Zeilen von A einen Abstand von mindestens 6 haben. Da aber jede Zeile von
G mindestens einen Abstand von 8 zu der ersten Zeile, d.h. zu u, haben muss, hat jede
Zeile von A ein Gewicht von 6. Daher sieht man auch, dass je zwei Zeilen von A genau
Abstand 6 haben, da die Summe von zwei Zeilen von A ebenfalls Gewicht 6 haben muss.
Somit haben zwei Zeilen von A genau zwei Nullen gemeinsam. Umgekehrt kénnen wir
schliefen, dass es fiir zwei beliebige Positionen 7(121) Moglichkeiten— der Nullen genau
ein Paar von Zeilen 7(121) Moglichkeiten— gibt, die dort das gemeinsame Paar von Nullen
haben. Denn angenommen es gibe drei Zeilen von A, die dort das gemeinsame Paar von
Nullen besitzen, so hitte A 0.B.d.A. Zeilen der Form

11111100000
11100011100
00011111100
@ 000 00O0O0OO0TO0OTO0OO

Die dritte Zeile erhalten wir aus den Voraussetzungen, dass die letzten beiden Positio-
nen 0 sind und der Abstand zwischen den Zeilen immer 6 ist. Addieren wir nun die
entsprechenden Zeilen in G so erhalten wir das Wort

c=(0"1]1]0...010...010...0) € F3!
Das Wort ¢ hat Gewicht 4 und ist somit ¢ C, ein Widerspruch zur Annahme. Also ist A

die Inzidensmatrix eines 2—(11, 5, 2) Blockdesigns, das eindeutig bestimmt ist. ]

Im abschliefslenden Abschnitt werden wir nun einen bindren extremalen, doppeltgeraden
und selbstdualen Code der Lange 24 mit Hilfe von Steinersystemen konstruieren.
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3 Der erweiterte binare Golay-Code

Satz 29. Sei G = PSL(2,23) und X = Za3 U {oo}. Dann ist Woys = (X,G - B) mit
B = {00,0,1,3,12,15,21,22} ein 524, 8, 1) Steiner-System. Dabei ist G die projektive
spezielle lineare Gruppe tber dem Kérper Fo3 und ist folgendermafien definiert

PSL(n,q) := SL(n,q)/{\- In|]\" =1}.
Man kann die Abbildungen aus PSL(2,q) auch als Abbildung

ar+b  fa b
i mit (c d> € PSL(2,q)

darstellen. Ein Element ist genau dann aus der PSL(2,q), wenn ad — be ein Quadrat in
F, ist.

Beweis. Die Abbildungen

rz+1 3z +1
dp:z—
—a:—l—lun frw z—3

QT

sind in der PSL(2,23), denn:
1-1-(1-(-1)=2=5>und 3-(-3) —1-1=—10 = 62
Desweiteren rechnet man leicht nach, dass die Abbildungen die Gleichungen

at =p? =id
BafB =a~!

erfiillen. Daher erzeugen e und f eine Untergruppe U von PSL(2,23) von der Ordnung
8 (s. Diedergruppen |Dy| = 8).
1l z2—-1 z+2 -2z+1 —2+3

— {id _Z
U={id,o, 5, 2 rx+1"2c—1" z+2  3z+1

}

Wir definieren nun B als

B:=U- 00 ={x,0,1,3,12,15,21,22}
. b . b

acotd —:2 fiir ¢ # 0, @00+

. c-oo+d ¢ c-o0o+d
0= oo fir e # 0). Mit diesem B gilt: U - B = B, was leicht zu zeigen ist. Daher wissen

=: 0o fiir @ # 0,¢ = 0 und

(hierbei nutzt man, dass
wir nun, dass |G| ein Vielfaches von 8 sein muss, d.h. |Gg| = 8 - m, m € N. Hiermit
folgern wir, dass die Zahl b = |G - B| der Blocke gleich

G| 2°-3-11-23 759
IGg|  22-m

ist und dass die Zahl der Blécke die oo, 0 und 1 enthalten

8-7-6 21
A=b s s T
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24
ist (A3 =10- <§) /( 5 >) Betrachte nun die Abbildungen

1 r—1
c+liz—1—-—= .
r x+0

Diese Abbildung fixiert {0,1,00} und permutiert die Menge {a,b,c,d,e} mit
{0,0,1,a,b,c,d,e} € G - B. Durch mehrfache Anwendung von o + 1 auf die Men-
gen {a,b,c,d, e} von

| B={,0,1,3,12,15,21,22} | 2B ={c0,0,1,2,6,7,19,21} |
| 2B — 6 ={00,0,1,13,15,17,18,19} | 8B — 7 = {00,0,1,8,16,17,20,21} |
|
|

| B+2={,0,1,2,3,514,17} 2B —1={,0,1,5,6,18,20,2} |
| 8B—4={00,0,1,3,4,11,19,20} \

erhalten wir alle 21 moglichen Mengen {a, b, ¢, d, e}; daher m = 1. Die Mengen sind die
Spalten der 21 x 5 Matrix:

3 16 11 | 2 12 22 | 2 12 22 | 5 10 17 | 13 8 21 | 3 16 11 | 8 21
12 2 2 | 3 16 11 | 6 20 9 | 6 20 9 | 15 4 18 | 4 18 15 | 16 11
15 4 18 | 5 10 17 | 7 14 19 | 18 15 4 | 17 5 10 | 11 3 16 | 17 5
21 13 8 | 14 19 7 | 19 7 14 | 20 9 6 | 18 15 4 | 19 7 14 | 20 9
22 2 12 | 17 5 10 | 21 13 8 | 22 2 12 | 19 7 14 | 20 9 6 | 21 13

Die 21 Spalten formen ein 2—(21, 5, 1) auf der Punktmenge V'\{o0, 0, 1}. Der Beweis dazu
ist einfach, aber sehr mithsam. Damit ist (X, G - B) ein S(5, 8;24) Steiner-System, da G
dreifach transitiv auf X operiert. O

Lemma 30. Sei D = (X, B) ein 524, 8, 1) Steiner-System und U eine Teilmenge eines
Blocks B in D. Dann ist die Zahl n(B,U) der Blocke C in D mit BN C = U nur vom
Parameter uw = |U| abhdngig, d.h. n(B,U) = n,, und hat folgende Werte

ng=1,nr=ns=ng=ny =0,n4 =4,n9 =16,n9 = 30

Insbesondere ist |B N B'| gerade fir je zwei Blocke B und B'.

Beweis. Sei U C X eine u-Teilmenge, wobei v < 5. U ist in genau 5 ) 5 - Teil-
—u

mengen 71" von X enthalten, und jede hiervon in genau einem Block. Von den U umfas-

] —
senden Blocken wird aber so jeder genau <5 u) -fach gezéhlt, denn er enthélt so viele
u

5-elementige Mengen, die U umfassen. Also ist die Anzahl der U umfassenden Blocke
24 —u 8 —
5—1u / 5—u
Damit folgt: As = 1, A4 = 5, A3 = 21, Ao = 77, A1 = 253, \g = 759
Auw= Anzahl der U enthaltenden Blocke mit u = |U].

Wir definieren nun die Mengen

gleich und insbesondere unabhéngig von U.

B, ={CeB:UcCC},

also |By| = Ay und

18
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By, ={Ce€B,:|BNC|=r},

also ist |By| = ny.

Offenbar ist B,s = {B} und B,, = 0 fir r € {5,6,7}, denn 5 oder mehr Punkte
bestimmen eindeutig den Block B. Also ist ng = 1,n7 = ng = n5 = 0.

Sei nun u = 4. Wegen dem ersten Teil des Beweises wissen wir, dass es 5 = Ay Blocke
C gibt, die U enthalten. Fir dieses C gilt B N C = U aufer fiir C = B. Also ist
n, =ng =5 —1=4. Sei nun u = 3. Offensichtlich ist

Bu = Pu,3 U Bu,4 U Bu,S

mit B, g = {B}. By 4 zerféllt in 5 = 8 — 3 Teilmengen jeweils zum vierten Punkt € B
mit BNC =UU{z} mit C € B, 4.

Damit ist A3 = ng + (8 — 3)ng + 1 und somit n, = ng = 0.

Entsprechen d erhélt man fir u = 2

Bu = Bu,Q U Bu,3 U Bu,4 U Bu,8

8 —2
also A2 = n, + (8 — 2)ng + o + 1 und damit haben wir ny = 4

und fir u =1 bzw. u = 0 erhalt man

/\1—n1—|—(8—1)n2+< 5 >H3+< 3 )n4+1

8 8 8
bzw. A\g = ng + 8n; + (2>n2+ <3>n3+ <4>n4+1

also n; = 0 und ng = 30. ]

Lemma 31. Sei D = (X,B) ein 5-(24,8,1) Steiner-System, A und B zwei disjunkte
Blécke in D, dann ist auch C = X\(AU B) ein Block in D.

Beweis. Wihle eine 4-elementige Teilmenge D von C und einen Punkt z € C\D. Sei R
der durch D U {z} bestimmte Block. Sei R # C so ist AN R # () oder BN R # (). Wegen
schneidet R entweder A oder B in zwei Punkten, denn es existiert kein Block, der
mit R genau einen oder genau drei Punkte gemeinsam hat, 0.B.d.A. ist |[RN A| = 2 und
RN B =, d.h. es existiert ein eindeutiges 2’ € C\(D U {z}).
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Seien y und 3’ die beiden iibrigen Punkte von C'. Weiter bezeichne S # C' den Block der
durch DU{y} eindeutig definiert ist. Da y ¢ R ist R # S und wegen ist [SNB| =2
(argumentiere wie oben, SN A = (), da R # S).

Wegen schneidet T entweder A oder B in zwei Punkten, also muss T C' in einem
weiteren Punkt schneiden, also entweder in z’, 4’ oder dem vierten Punkt von D, d.h. T
schneidet R oder S in 5 Punkten. Damit folgt 7' = R oder T' = S, aber andererseits ist
y ¢ T und z ¢ S. Damit erhalten wir einen Widerspruch. O

Lemma 32. Sei D = (X, B) ein 5-(24,8,1) Steiner-System. Je zwei Blocke A und B
aus D mit |AN B| = 2 bilden als symmetrische Differenz D = AAB = (AU B)\(AN B)
eine 12-elementige Teilmenge, welche Dodekad in D genannt wird. Es gibt hichstens 132
Block-Paare (Y,Z) mit D = YAZ. Im Falle von Gleichheit, bildet die Klasse {p aller
Blocke von D die D in genau 6 Punkten schneiden ein 5—(12,6,1) Steiner-System in D.

Beweis. Je 5 Punkte von D legen einen Block Y in D eindeutig fest. Offenbar ist die

maximale Zahl von Partitionen D = YAZ festgelegt, falls jeder Block Y, der durch 5

Punkte festgelegt ist, genau 6 Punkte von D enthélt, so dass Z = DAY auch ein Block
12

ist. In diesem Fall gibt es (5 > / g) = 132 solcher Partitionen D = YAZ, mit der

trivialen Konsequenz, dass &p ein S(5,6;12) formt. O
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Satz 33. Sei D = (X, B) ein 5-(24,8,1) Steiner-System und C C {0,1}% sei der von B
erzeugte Vektorraum. Dann hat C die Dimension 12 und besteht aus

i) 0,X
it) 759 Blocken und deren Komplemente
i11) 2576 Dodekaden

Der Vektorraum C wird als erweiterter bindrer Golay-Code bezeichnet. Dieser ist ein
extremaler doppeltgerader selbstdualer bindrer Code der Linge 24.

Beweis. Offenbar enthilt C die 759 Blocke (s. Beweis von (29)) von B. Wiihle nun zwei

disjunkte Blocke A und B. Wegen ist C' = X\(A U B) ein weiterer Block, welcher

disjunkt zu A und B ist, d.h. ein Punkt aus X ist in genau einem der drei Blocke
759

enthalten. Damit wissen wir, dass ein Punkt aus X in genau — = 253 Bldcken liegt.

Somit ist die Summe aller 759 Blocke genau X. Folglich enthélt C X und insbesondere
die Komplemente der Blocke als auch (.

Nun seien A und B beliebige Blocke, die als Vektoren betrachtet werden. Dann gilt mit
dem Standard-Skalarprodukt

24
A-B:Zaibi: |AN B| mod 2.
1=1

Wegen ist [A N B| mod 2 = 0 fiir alle Blécke A, B und daher gilt:
Y. Z=0 VY,ZeC,

was C C Ct impliziert, also dimC < 12.
Es geniigt nun zu zeigen, dass es mindestens 2576 Dodekade gibt, denn es gilt:

242759 + 2576 = 4096 = 2'2 = {0, 1}].

Da es wegen Satz 759-16- (g) Blockpaare (A4, B) gibt mit |AN B| = 2 folgt mit (32),

75916 - (5)
——— 21 — 9576 Dodekade in C gibt, also folgt insbesondere mit

der obigen Gleichung, dass es genau 2576 Dodekade gibt. O

dass es mindestens
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