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Losung 11

Definition Sei C' < Fé\’ ein linearer Code.

e Fiir S C N bezeichne 7s: F)Y — FY die Projektion auf die Stellen in S, d.h. g ((1,...,7x)) =

( ) mit z; fallsie S
ceey 1 i = . .
u N Y 0 fallsig¢S

e supp(C) :={i € N | ¢; # 0 fiir ein (¢1,...cy) € C} heifit der Support von C.

e Der Code C heifit zerlegbar, falls es eine Teilmenge @ # S C supp(C) gibt so, dafl 75(C) und
Tsupp(C)—s(C) Teilcodes von C sind. (In diesem Fall ist C' = 75(C) L mgupp(c)—s(C) eine
nichttriviale orthogonale Zerlegung von C.) Andernfalls heifit C' unzerlegbar.

Lemma

Zu jedem linearen Code C' < F existiert eine (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmte Partition
S = (51,...,5;) von supp(C) so, daB 7g,(C) < C unzerlegbar ist fiir alle 1 < i < r. Weiter ist
C=17_, 7, (C).

Beweis: Existenz: Ist C' unzerlegbar, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls existiert ein () # S C supp(C)
mit 75(C), Toupp(c)—s(C) < C. Dann ist C = 715(C) L Teupp(c)—s(C). Jetzt iteriert man diese
Zerlegung (beachte: Fiir T'= S oder T' = supp(C) — S ist supp(nr(C)) = T'). Dieses Verfahren endet,
da 1 < S| < supp(C).

Eindeutigkeit: Angenommen, 7 = (77,...,T}) sei eine weitere solche Partition von supp(C). Zu
1 <1 < s definieren wir [; :== {1 < j <t | S;NT; # 0} weiter sei C; = mg,(C). Sicher ist |I;| > 1.
Fiir alle j € I; ist ws,nr, (Ci) = 7s, (77, (C)) < 75,(C) = C;. Wegen S; — T = Ukelﬁ{j} S; NTy, folgt
dann aber auch mupp(c,)—(s:n1;) (Ci) = s, -1, (Ci) < @keli—{j} ws,n1, (C;) < C; stets.

Da 7, (C') unzerlegbar ist, mufl I; = {i;} einelementig sein. Also gilt S; C Tj; fiir alle i. Durch Ver-
tauschen von & und 7 folgt dafl auch jedes T in genau einem der S; enthalten ist. Also unterscheiden
sich § und 7 nur durch die Reihenfolge ihrer Teilmengen.

Korollar

Sei C < FY ein unzerlegbarer linearer Code mit supp(C) = N. Ist D = {(c1,...,cx) € FN* | ¢; € C}
fiir ein k € N, so ist

Aut(D) ={D — D, (c1,...,ck) = (p1(co(1))s- - Pr(Comr))) | 0 € Sk, 0 € Aut(C)} .

=:Aut(C)NSE=Aut(C)* xSk

Beweis: Die Inklusion D ist klar. Sei umgekehrt ¢ € Aut(D). Dann ist S := (S1,...,S;) mit S; = {(i—
1)N+1,...,iN} die eindeutig bestimmte Partition von supp(C') = N aus dem obigen Lemma. Weiter
ist (¢(S1),...,¥(Sk)) ebenfalls eine solche Zerlegung. Also existiert ein 7 € Sy so, dafl ¥(C;) = Cr(y)
stets, wobei C; = mg, (D). Nach dem bereits gezeigten, existiert ein ¢ € Aut(D) welches dieselbe
Permutation 7 auf den C; induziert. Nachdem man 1 durch ¢—! o4 ersetzt hat, gilt also ¥(C;) = C;
fiir alle i. Also ist ¥|¢, € Aut(C;) = Aut(C) stets. Das war zu zeigen.

Aufgabe 1.

1 falls ¢ gerade
2 sonst

das Maf3 der selbstdualen Codes in

Jj=1

Sei Mass(n,t) := %Hﬁmfl(@j +1) mit z = {
Fy <"

(a) Sei (a) = F;. Wegen £ =4 1 ist 5 gerade, also ist —1 = o= ein Quadrat in F;. Sei —1 = a?
mit @ € Fj und C = ((1,a)) < F;*?. Dann ist C selbstdual. Wegen (a, 1) ¢ C ist Aut(C) trivial
und somit m =1= Mass(2,£). Damit folgt die Behauptung.

(b) Sei D der Fs-lineare Code mit Erzeugermatrix (§299) (also der Wiederholungscode zu Teil
(a)). Dann ist D selbstdual. Nach dem obigen Korollar ist Aut(D) = ((1,3)(2,4)) = Cy. Wegen
m = 1 = Mass(4,5) folgt die Behauptung.



(c) Sei C der Fs-lineare Code mit Erzeugermatrix (§139). Slcher ist C selbstdual. Der Co-
de C besitzt nur einen Vektor mit 3 Einseintrdgen, némlich (1,1,1,0). Daher ist Aut(C) <
((1,2), (1,2, 3)). Die Codeworter mit 1 an der letzten Stelle sind (2,0,1,1),(0,1,2,1),(1,2,0,1).
Also ist Aut(C) < ((1,2,3)). Sei ¢ = (1,2, 3). Wegen

(0,1,2,1)p = (2,0,1 1):2(1 1,1,0)+(0,1,2,1) € C
ist Aut(C) = (¢) und somit m = Mass(4,3). Damit folgt die Behauptung.

(d) Sei D = {(c¢,d) | ¢,d € C} wobei C' den Code aus Teil (c ) bezeichne. S1cher ist D selbstdual.
Aus dem obigen Korollar ist Aut(D) = C305;. Wegen At ( 5= 55 = 15 = Mass(8,3) folgt
die Behauptung.

Aufgabe 2
(a) Wir behaupten |0y, (F)| = 207D (em + 1) T[] (42 - 1).

Der Fall n = 1 wurde bereits in Blatt 11 Aufgabe 3b bewiesen. Seinunn > 1 und (E,q) = H L

V mit H2Hund V = H"! L (Fp, N). Sei (h1, h2) eine Basis von H mit g(hy) = g(ha) =0

und b,(h1, he) = 1. Fiir einen Teilraum F von E sei ferner S(F) = {x € F — {0} | ¢(z) = 0}.

Wir setzen Uy = Stabo(g,q)(h1) und Uz = Staby, (h2). Aus dem Bahnenlemma folgt dann

02, (Fo)| = |O(E, q) - ha - [Ur] = |O(E, q) - | - Uy - ol - |Us]-

Wir bestimmen nun die drei Faktoren getrennt:

|Us|: Sei ¢ € Us. Dann ist ¢|g = idg und ¢(V) L H. Also (V) = V. Damit ist 7: Uz —
O(V), ¢ + |y wohldefiniert. Wegen ¢|y = idy ist 7 injektiv. Umgekehrt setzt jedes

Element aus O(V') nach dem Fortsetzungssatz von Witt zu einem Element in O(E, q) fort.
Also ist 7 auch surjektiv und damit [Uz| = [O(V)]| =[Oy, ) (Fe)l.

|Uz - he|: Nach dem Wittschen Fortsetzungssatz ist Uy - ho = {z € E | ¢(x) = 0 und b,(hq,x) = 1}.
Sei nun x := ahy + bho + v mit a,b € Fy und v € V. Dann gilt also
x €Uy -hy < by(z,h1) =1und ¢(z) =0
<= b=1und ab+q(v) =0
— (avb) = (7q(v)7 1)
Also ist Uy - ho| = |V| = £2(»=1),
|O(E, q) - hi|: Jedes Element in S(F) erzeugt einen scharf primitiven Teilaum von E. Nach dem Wittschen
Fortsetzungssatz folgt daher wiederum S(E) = O(E,q) - hy. Sei nun x := ahy +bhy + v €
S(F) mit a,b € Fy und v € V. Wegen 0 = ¢(z) = ab + ¢q(v) ist S(E) die Vereinigung der
folgenden drei disjukten Mengen:
X1 ={Xh; |ie{l,2}, e F;}
Xy ={ah1 +bha+v|veS(V), abeF, ab=0}
= {ahy +bha +v|v eV, qv) #0, a,beFy ab=—q(v)}
Also ist
IS(E)| = |X1] + [ Xa| + | X3
=2l-D+ =D ISMI+(V[=[SV)[-1)-(£-1)
=(—1+[S(V)|- £+ (£ —1)*" 2,

Fiir £ > 1 sei a, = [S((Fp2, N) L H*"1)| und wir setzen z, = a — ¢2*~! + 1. Wegen
|S(V)| = ag—1 folgt aus der soeben gezeigten Identitit die Rekursionsgleichung xy, = fxy_1.
Da (Fyz, N) anisotrop ist, ist a; = 0 also z; = 1 — £. Damit folgt

IS(B)| = an =ap + " =1 =M1 =)+ £ = 1= (" + 1)1 = 1)
Setzen wir nun alles zusammen, so folgt wie behauptet

|03, (Fo)| = (£" + 1)("~ = 1) - 2D |0y (F)]

— (Zn + 1)(£n—1 _ 1) _£2(n—1) .2€(n—1)(n—2) (Kn—l + 1) H(em _ 1)

n—1
2€nn 1) €n+1 H [227
=1



(b) Wir behaupten |Og, 1 (Fy)| = 207 T[]/, (¢% — 1) mit z = 1 falls £ gerade und z = 2 sonst.

Sei (E,q) = [1] L H™. Wieder fithren wir eine Induktion nach n. Im Fall n = 0 besitzt jedes
e € FE nur zwei mogliche Bilder unter O(E, ¢) ndmlich e und —e. Also ist O(E, q) = {*idg}.

Sei nun n > 1. Wieder schreiben wir (E,q) = H L V mit H 2 H und V = [1] L H*!. Sei
(h1, ho) eine Basis von H mit ¢(h1) = g(he) = 0 und bg(h1, heo) = 1. Fiir einen Teilraum F' von
E sei ferner S(F') = {x € F — {0} | ¢(x) = 0}.

Wir setzen Uy = Stabo(g,q)(h1) und Uz = Staby, (h2). Dann folgt wiederum |Og,,41(F¢)| =
|O(E,q) . h1| . |U1 . hQ‘ . |U2| mit |U2| = |02n,1(F4)‘ und |U1 . h1| = ‘V‘ = €2n71. Es verbleibt
daher |O(FE, q) - h1| = |S(E)| zu bestimmen.

Wie bereits zuvor ist |S(E)| = £—1+|S(V)|- £+ (£—1)¢?"~2. Fiir k > 0 sei ay, = |S([1] L HF1)]
und 2z, = ap — 21 + 1. Dann gilt wiederum z,, = fz,_; aber im Gegensatz zu Teil (a)

ist nun a9 = S([1]) = 0 und somit xy = 0. Also ist 2 = 0 fiir alle & € N. Damit wird
IS(E)| = a, = 2" — 1.

Setzen wir nun alles zusammen, so folgt wie behauptet:

0241 (Fe)| = (62" = 1) - 2771 |Ogp 1 (Fe)|
n—2
— (ZQH _ 1) .ZQn—l . zé(”_l)z H<£2z _ 1)
=1
, n—1
=" [ -1

i=1

Aufgabe 3.

(a)

Wir fithren Induktion nach s. In den Féllen s € {0, 1} ist nichts zu zeigen. Sei nun s > 2.

s—1

Im Fall V; € |J;—; V; folgt aus der Induktionsvoraussetzung bereits

s s—1
Uvi=yvi#Vv.
i=1

i=1

Im Fall V; < V; folgt ebenfalls aus der Induktionsvoraussetzung

Uvi=Jvi#v.
=1

=2

Also diirfen wir annehmen, dafl es ein v € V; — Uf:_ll Vi und ein w € V; —V; gibt. Wir behaupten
nun, daf} es fiir jedes 1 <4 < s hochstens ein \; € K gibt mit w + \;v € V.

Beweis: Angenommen es ist A € K mit w + Av € V,. Dann folgt w = (w + Av) — dv € Vi was
der Wahl von w widerspricht. Also existiert kein solcher Skalar .

Angenommmen, es gibt A\, p € K mit w + Av, w+ pv € V; fir ein i < s — 1. Dann ist
Vi o (w+ M) — (w+ pw) = (A= p)v. Wegen v ¢ V; folgt A = p. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Alsoist [{A € K | w+Av € |J;_; V;}| < s < |K|. Daher existiert ein A € K mit w+Xv ¢ [J;_, Vi.

(Hinweis: Wir haben sogar [{\ € K | w+ Av € [J]_, Vi}| < s — 1 gezeigt. D.h. Teil (a) ist auch
richtig im Fall s = |K| < o0.)

Sei U = (V — Ui, Vi). Es geniigt zu zeigen, da§ V; € U fiir alle 1 < j < s. Sei dazu w € Vj.
Nach (a) existiert ein v € V —J;_, Vi. Wie in Teil (a) folgt, daf es fiir jedes 1 < < s héchstens
ein \; € K mit w+X ;v € V; gibt. Wegen s < | K| existiert daher ein A € K mit w+Xv ¢ |J]_, Vi.
Also ist w 4+ Av € U und somit auch w = (w4 \v) — Av € U.



