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Einleitung

Gebiet der Arbeit

Algebraische Strukturen wie Gruppen oder Algebren sind zunéchst abstrakte,
durch bestimmte Axiome definierte Objekte. Um ihre Eigenschaften zu unter-
suchen und zu erfassen, bedarf es konkreter Realisierungen, zum Beispiel durch
Matrix-Gruppen oder -Algebren. Diese Realisierungen — oder Darstellungen — fiir
ein gegebenes Objekt zu finden und zu klassifizieren, ist die Aufgabe der Darstel-
lungstheorie.

Die Klassifizierung von Darstellungen einer algebraischen Struktur beginnt bei
der Klassifizierung von irreduziblen Darstellungen, die die kleinsten Bauteile aller
Darstellungen bilden.

Die Darstellungstheorie der endlichen Gruppen zerfillt auf natiirliche Weise in
zwei Teilgebiete. Uber Korpern, deren Charakteristik nicht die Gruppenordnung
teilt, sind die Darstellungen halbeinfach, d.h. jede Darstellung ist eine Summe
von irreduziblen Darstellungen. Kennt man diese, so ist die Darstellungstheorie
fiir die betrachtete Gruppe vollstandig erfasst. Dieser Fall ist so gut handhabbar,
dass hier die Klassifikation der Darstellungen der einfachen Gruppen weitgehend
abgeschlossen und in so genannten Charaktertafeln abrufbar ist.

Ganz anders stellt sich das Problem bei der modularen Darstellungstheorie dar,
d.h. bei Darstellungen iiber Korpern, deren Charakteristik die Gruppenordnung
teilt. Hier gibt es Darstellungen, die sich nicht in Summen irreduzibler Darstel-
lungen zerlegen lassen, obwohl sie selbst nicht irreduzibel sind. Oftmals sind nicht
einmal die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen bekannt.

So sind in der modularen Darstellungstheorie noch viele allgemeine, tiefgreifende
und erstaunliche Vermutungen seit Jahrzehnten unbewiesen. Eine dieser Vermu-
tungen ist Alperins Gewichtsvermutung, benannt nach J. L. Alperin, der sie in
den frithen Achtziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts duflerte und 1987
erstmals in [Alp87] veroffentlichte.

Zur Formulierung der Vermutung fixieren wir eine endliche Gruppe G und einen
algebraisch abgeschlossenen Korper k. Ein Gewicht von G ist ein Paar (Q,5),
wobei ) < G eine p-Untergruppe und S ein einfacher £Ng(Q)-Modul mit Ver-
tex @ ist. Alperins Gewichtsvermutung postuliert, dass die Anzahl der einfachen
kG-Moduln (bis auf Isomorphie) gleich der Anzahl der Gewichte (bis auf Konju-
gation) ist.
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Diese Vermutung ist {iberraschend, verbindet sie doch zwei Mengen, deren Ele-
mente auf den ersten Blick in keinem strukturellen Zusammenhang stehen. Seit
ihrer Formulierung haben viele Mathematiker die Vermutung fiir Klassen von
Gruppen bewiesen oder dquivalente Formulierungen dafiir gefunden. So hat Al-
perin selbst die Vermutung fiir Blocke von Gruppen mit zyklischem Defekt in
[Alp93] und fiir die symmetrischen Gruppen in [AF90] zusammen mit P. Fong
bewiesen. Hinzu kommen Beweise fiir viele sporadische Gruppen, p-auflosbare
Gruppen u.a. Bemerkenswert ist, dass M. Cabanes bereits 1984 in [Cab84] die
Gewichtsvermutung fiir Gruppen vom Lie-Typ in definierender Charakteristik
bewiesen hat.

J.A. Alperin selbst hat angeregt, als Zugang zu seiner Gewichtsvermutung die
Endomorphismenringe der Permutationsmoduln der Form k%, wobei P eine p-
Sylowgruppe von G ist, zu untersuchen. Daher werden in dieser Arbeit systema-
tisch Endomorphismenringe solcher Permutationsmoduln untersucht. Ziel ist es,
bestimmte Muster zu finden, die einen Hinweis auf den strukturellen Zusammen-
hang zwischen Gewichten und einfachen Moduln der Gruppe geben koénnten. Die
Auswertung der untersuchten Beispiele enttduscht die Hoffnung, solche Muster
zu finden, nicht!. Tatséichlich scheinen die Sockelkonstituenten dieser Endomor-
phismenringe das gesuchte Bindeglied darzustellen und fithren uns zu folgender
Vermutung;:

Vermutung:

Es seien G eine Gruppe und k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Cha-
rakteristik p. Weiter sei P eine p-Sylowgruppe von G. Mit ¢* bezeichnen wir den
Endomorphismenring Endg (k%) und mit S eine Menge von Repriisentanten der
einfachen Rechtsmoduln im Sockel von ¢*. Dann gilt:

(a) |S| = |{V :V ist einfacher kG-Modul}/Isomorphie].
(b) |S] = {(@,S) : (@, S) ist ein Gewicht von G} /Konjugation|.

Offensichtlich folgt aus der Richtigkeit der obigen Vermutung Alperins Gewichts-
vermutung. Unklar ist allerdings, ob umgekehrt aus Alperins Gewichtsvermutung
auch die obige Vermutung folgt. Immerhin gibt die Vermutung Anlass zur Hoft-
nung, einen neuen Ansatz fiir den Beweis der Gewichtsvermutung zu finden und
einfache kG-Moduln und Gewichte als algebraische Objekte mittels der Sockel-
konstituenten von €* zu verkniipfen. Ein Beweis konnte entsprechend (a) und
(b) der obigen Vermutung in zwei Teilschritten erfolgen und die Schwierigkeit
der Gewichtsvermutung iiber diese Umwege aufspalten.

Fiir den Fall, dass ¥ quasi-Frobenius ist, hat J. L. Green in seiner Arbeit [Gre78]
bewiesen, dass die einfachen kG-Moduln (bis auf Isomorphie) in Bijektion zu
den einfachen Sockelkonstituenten (wie auch zu den einfachen Konstituenten des

125.09.2008: Die Mi; bildet eine Ausnahme der Vermutung, vgl. auch Seite 213.
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Kopfes) von &* stehen. In diesem Fall reicht es, Teil (b) der Vermutung zu be-
weisen, um Alperins Gewichtsvermutung zu bestétigen.

M. Cabanes konnte Alperins Gewichtsvermutung fiir Gruppen vom Lie-Typ in
definierender Charakteristik beweisen, indem er an die oben erwéhnte Arbeit von
J. A. Green ankniipfte. In diesem Fall sind die betrachteten Endomorphismen-
ringe nach [Tin80] quasi-Frobenius. M. Cabanes ist es gelungen zu zeigen, dass
jeder direkte Summand des Permutationsmoduls k% der Green-Korrespondent
eines Gewichtsmoduls ist, woraus (b) in der Vermutung folgt.

Inhalte der Kapitel

Im ersten Kapitel werden vor allem die allgemeinen theoretischen Grundlagen auf-
bereitet. Kernpunkte darin sind die Fitting-Korrespondenz und die Zerlegungs-
matrizen von Gittern, die die Basis fiir alle rechnerischen Ansétze in dieser Arbeit
bilden.

Das zweite Kapitel betrachtet die Endomorphismenringe von Permutationsmo-
duln und wendet die Ergebnisse aus dem ersten darauf an. So beginnen wir mit
der gewohnlichen Darstellungstheorie dieser Algebren und leiten, wie schon in
[CR&1] beschrieben, her, wie sich deren gewthnliche Charaktertafel aus der zu
Grunde liegenden Gruppe berechnen lésst. Diese Ergebnisse werden im rechneri-
schen Teil der Arbeit benutzt und im Computeralgebrasystem GAP als Funktion
umgesetzt.

Im vierten Abschnitt des zweiten Kapitels stellen wir die Beziehungen zwischen
dem Zentrum der Gruppenalgebra und dem Zentrum des betrachteten Endomor-
phismenrings heraus. Das kondensierte Zentrum der Gruppenalgebra ldsst sich
namlich in das Zentrum der kondensierten Gruppenalgebra, also in das Zentrum
des Endomorphismenrings einbetten. Alperin hat in [AIp08] gezeigt, dass der
Faktor der Zentren als abelsche Gruppe endlich ist, und hat die Ordnung explizit
angegeben. Wir konnen diese Aussage noch erweitern und zeigen, dass samtliche
Primteiler dieser Ordnung auch Primteiler der Gruppenordnung sind.

Wir untersuchen zudem hinreichende Bedingungen, wann ein solcher Endomor-
phismenring symmetrisch ist. Dabei finden wir Beispiele, die zeigen, dass die
Eigenschaft symmetrische Algebra zu sein, von der Spurfunktion abhéngt.

Der zweite Teil des zweiten Kapitels legt den Schwerpunkt auf die modulare Dar-
stellungstheorie und beleuchtet (bereits bekannte) Ergebnisse zur Halbeinfachheit
und Blocktheorie solcher Endomorphismenringe. AnschlieBend untersuchen wir
die Aussagefiahigkeit der Zerlegungsmatrix des Permutationsgitters im Hinblick
auf die Reduktion modulo p der gewohnlichen Konstituenten des Permutations-
charakters. Es werden Bedingungen gefunden, unter denen die gewohnlichen ein-
fachen Moduln des Endomorphismenrings nach Reduktion modulo einer Primzahl
einfach oder projektiv einfach bleiben.

Im Abschnitt 2.10 wird ein Kriterium beschrieben, das diese Frage mit Hilfe der
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gewohnlichen Charaktertafel kldren soll. Allerdings ist dieses Kriterium nicht so
stark wie das analoge Defekt-0-Kriterium fiir die Charaktere einer Gruppe, weil
es nur auf bestimmte Charaktere des Endomorphismenrings angewendet werden
kann.

Im dritten Kapitel wird die Theorie rund um Alperins Gewichtsvermutung er-
arbeitet. Wir beschreiben dabei auch bekannte Ergebnisse, mit Hilfe derer man
rechnerisch Gewichtsmoduln bestimmt.

Am Ende des Kapitels interpretieren wir das Ergebnis von J.A. Greens Arbeit
[Gre78] iiber quasi-Frobenius Algebren im Sinne von Alperins Gewichtsvermu-
tung. Sie ist ndmlich genau dann fiir die Klasse von Gruppen mit Endomorphis-
menring ¢*, der quasi-Frobenius ist, bewiesen, wenn alle unzerlegbaren direkten
Summanden von k% einfache Green-Korrespondenten im Normalisator ihres Ver-
tex haben. Tatséchlich war es das Ergebnis dieser Arbeit, das uns bewogen hat,
die Sockelkonstituenten von ¢* zu untersuchen, wodurch wir zu den Vermutungen
in Abschnitt 5.3 gelangen konnten.

Um Alperins Vermutung fiir die Klasse von Gruppen mit Endomorphismen-
ringen von Permutationsmoduln, die quasi-Frobenius sind, in speziellen Fillen
beweisen zu konnen, haben wir eine allgemeinere Sichtweise von Algebren im
vierten Kapitel eingefiihrt. Sie folgt der in den Achtziger Jahren des vergange-
nen Jahrhunderts entwickelten Theorie von L. Puig, die in J. Thévenaz’ Buch
[Thé95] iiber G-Algebren aufbereitet wird. Sie fithrt als starkes Instrument den
Brauer-Homomorphismus ein, der sich spéter als verbindendes Mittel zwischen
projektiven Moduln, Permutationsmoduln und Green-Korrespondenten von Ge-
wichtsmoduln herausstellt. So gelingt es am Ende des vierten Kapitels, Alperins
Gewichtsvermutung fiir quasi-Frobenius Endomorphismenringe von k% zu bewei-
sen, wenn die Vertizes aller Gewichte entweder trivial oder p-Sylowgruppen sind
oder wenn sdmtliche Normalisatoren dieser Vertizes p-Gruppen sind.

Im ersten Teil des fiinften Kapitels beschreiben wir, wie man sich ein Ergebnis
von Burry in [Bur82] zu Nutze machen kann, um die Zerlegungen von grofien
Moduln explizit behandeln zu kénnen.

Wir haben oben bereits angedeutet, dass ein wesentlicher Bestandteil dieser Ar-
beit die rechnerische Untersuchung vieler Beispiele ist, um strukturelle Muster
zu entdecken. Daher haben wir im zweiten Teil des fiinften Kapitels Anséitze be-
schrieben, die sich als Sackgasse oder ineffizient erwiesen haben. Wir haben auch
diese Ideen in die Arbeit aufgenommen, damit andere Interessierte an vielver-
sprechendere Ansétze ankniipfen kénnen. Der Logik folgend hétten unsere Ver-
mutungen erst nach der Analyse der Beispiele formuliert werden sollen. Damit
der Leser im Vorhinein den Blick auf bestimmte Merkmale fokussieren kann, be-
schreiben wir die Beobachtungen vor den eigentlichen Beispielen und formulieren
sie hoffnungsvoll als Vermutung.

Der letzte Teil des fiinften Kapitels listet tabellarisch die Ergebnisse des rechne-
rischen Teils der Arbeit auf. Anhand von zwei Beispielen wird die Notation und
Vorgehensweise detailliert kommentiert, so dass die restlichen Ergebnisse in kom-
pakter Form dargestellt werden kénnen. Diese rechnerischen Ergebnisse bilden
das Herz dieser Arbeit. Durch ihre Vielzahl konnte das erhoffte Muster, das wir
als Vermutung formuliert haben, erkannt werden.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Notationen und Konventionen

Wir halten in diesem Abschnitt Konventionen und Bezeichnungen fest, die fiir die
gesamte Arbeit gelten sollen, wenn nicht ausdriicklich an gegebener Stelle anders
darauf hingewiesen wird.

Gruppen. Alle auftretenden Gruppen seien endliche Gruppen. Wir schreiben
H < G, falls H eine Untergruppe, und H <G, falls H ein Normalteiler von G ist.
Fiir eine Primzahl p bezeichnen wir die Menge der p-Sylowgruppen von G mit
Syl,(G). Schliefllich schreiben wir H < H' fiir Untergruppen H, H' < G, falls
ein g € G mit HY := g~ 'Hg < H' existiert.

Ringe. Von einem Ring R nehmen wir stets an, dass er ein Einselement 1z
enthélt. Die Menge der in R invertierbaren Elemente bezeichnen wir mit R*.
Ideale von R sind, wenn nicht anders gesagt, Rechtsideale. Ist J sogar ein zwei-
seitiges Ideal von R, so schreiben wir J < R. Wir koénnen in diesem Fall den
Faktorring R/J bilden, den wir mit R bezeichnen. Das Bild von z € R unter der
natiirlichen Abbildung R — R bezeichnen wir mit z. Das Jacobson-Radikal
J(R) von R ist der Durchschnitt aller maximalen Ideale von R.

Ist R = O ein vollstandiger, diskreter Bewertungsring mit Quotientenkérper K
der Charakteristik 0 und bezeichnet p das eindeutige maximale Ideal in O mit
Restklassenkorper k£ := O/p der Charakteristik p, dann nennen wir das Tripel
(K, O, k) ein p-modulares System. Enthilt K fiir eine feste Gruppe G alle |G|-
ten Einheitswurzeln, so heifit (K, O, k) ein p-modulares Zerfiallungssystem
fiir G. In diesem Zusammenhang sei betont, dass die Schreibweise R in dieser
Arbeit einen generischen und nicht néher spezifizierten Ring suggeriert, wahrend
ein Ring, der mit O bezeichnet wird, auf einen Bewertungsring deutet.
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Matrizen. Es seien R ein beliebiger Ring und n eine natiirliche Zahl. Dann
bezeichnen wir die Menge der n x n Matrizen tiber R mit Mat,,(R).

Moduln. Essei R ein Ring. Wir nehmen grundsétzlich an, dass alle R-Moduln
Rechtsmoduln und endlich erzeugt sind. Sollten wir doch einen Linksmodul M
betrachten, so verdeutlichen wir dies durch die Schreibweise r M. Der Ring R ist
sowohl Rechts- als auch Linksmodul, was wir durch die Schreibweise xR bzw.
Rr kennzeichnen. Wir nennen Rp bzw. g R den regulidren bzw. den links-
regulidren Modul von R. Als solcher ist er endlich erzeugt und die Untermoduln
entsprechen den Rechts- bzw. Linksidealen.

Wir nennen einen Modul unzerlegbar, falls er nicht als direkte Summe zweier
von 0 verschiedener Moduln geschrieben werden kann. Fiir zwei R-Moduln M, N
schreiben wir M | N, falls M isomorph zu einem direkten Summanden von N
ist. Enthélt M keine echten Untermoduln und ist M # 0, so heiit M einfach.
Ein endlich erzeugter R-Modul M heif}t frei iiber R, falls er eine Basis iiber R
besitzt, d.h. falls es ein Erzeugendensystem {my,ma,...,m,} gibt, fiir das aus
YoicienTim; = 0 fiir x; € R stets x; = 0 fiir alle 1 < 4 < n folgt. Sind R ein
Hauptidealring und M ein endlich erzeugter freier R-Modul, so haben je zwei
Basen von M die gleiche Anzahl von Elementen. Diese Anzahl nennen wir den
Rang von M iiber R und bezeichnen sie mit rangg (M).

Die Kategorie der endlich erzeugten R-Moduln bezeichnen wir mit mod-R und
die Kategorie der endlich erzeugten R-Linksmoduln mit R-mod.

Gruppenring, Induktion und Restriktion. Es seien R ein kommutativer
Ring und G eine Gruppe. Dann bezeichnen wir den Gruppenring von G iiber R
mit RG. Die Abbildung von RG zur Menge Fr(G) der R-wertigen Funktionen
auf G, definiert durch > r,z — (f : G — R,z — r,), ist ein R-Algebren-
Isomorphismus. Dabei definieren wir fiir e, f € Fxr(G) das Produkt von e und f

durch
e-flg)=>> e fly'g)

yeG

fiir alle g € G.

Fiir eine Teilmenge X C G fithren wir fiir die Summe der Elemente die Schreib-
weise X := Y zex T € RG ein.

Sind H < G eine Untergruppe von G und M ein RG-Modul, so bezeichnen wir
die Restriktion von M auf RH mit My. Ist N ein RH-Modul, so sei N¢ der
induzierte RG-Modul N ®ryx RG. Den trivialen RG-Modul bezeichnen wir
mit Rg.

Homomorphismen. Es seien R ein Ring und R-Moduln M, N gegeben. Dann
ist die Menge aller R-Homomorphismen von M nach N eine kommutative Grup-
pe und wird mit Homg (M, N) bezeichnet. Homomorphismen schreiben wir von
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links, d.h. fiir ¢ € Homg (M, N) und m € M schreiben wir ¢(m) fir das Bild
von m unter ¢. Weiterhin sei Ker(y) der Kern und Im(y) das Bild von ¢. Es ist
Homp (M, M) =: Endg (M) ein Ring mit Multiplikation o, der Endomorphis-
menring von M.

Sind G eine Gruppe, R ein kommutativer Ring und M, N RG-Moduln, so kann
Hompg (M, N) als RG-Modul aufgefasst werden, indem wir fiir ¢ € Homg (M, N)
und g € G die Abbildung ¢.g durch ¢.g(m) = @(mg=')g fiir alle m € M
definieren.

Algebren, Ordnungen und Gitter. Esseien R ein kommutativer Ring und 2
ein Ring. Falls ein Ring-Homomorphismus ¢ : R — Z(2) von R in das Zentrum
von 2 existiert, so heiflen 2 eine R-Algebra und R der Koeffizientenring
von 2. Insbesondere ist 2 ein R-Modul. Ist dieser endlich erzeugt und frei, so
nennen wir 2 eine R-Ordnung. Ein endlich erzeugter und freier R-Modul heifit
R-Gitter. Ist 2 eine R-Ordnung, so heifit ein A-Modul, der zudem ein R-Gitter
ist, A-Gitter.

Ist ein Ring-Homomorphismus zwischen zwei R-Algebren zugleich ein R-Homo-
morphismus, so sprechen wir von einem R-Algebren-Homomorphismus.

Es seien K ein Korper, 2 eine endlich erzeugte K-Algebra und S ein einfacher
2A-Modul. Ist Endy(S) = K - idg, so heifit S zerfallend iiber K. Ist jeder
einfache A-Modul zerfallend iiber K, so heifit 2 zerfallend iiber K und K ist
ein Zerfallungskorper von 2.

Charaktere. Es seien GG eine Gruppe und K ein Kérper. Dann bezeichnen wir
die Menge der K-wertigen Klassenfunktionen von G mit C'Lk(G) und die der
irreduziblen Charaktere von G mit Irrg (G).

Ist char(K) = 0, so ist fiir x,1 € CLk(G) das innere Produkt auf C'Lg(G)
durch (x,v) := 1/|G| 3 o x(9)¢(g7") definiert. Ist H < G und x ein Charakter
von H, so ist der induzierte Charakter von x definiert durch

o) =1/1H > x(@'gx).

zeG,x~1greH

Schreibweisen. Es seien p eine Primzahl und x € Z. Dann bezeichnet |z, die
hochste Potenz von p, die x teilt, also |z|, = p®, falls x = p® - r mit p{r.
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1.2 Idempotente

Es sei 2 ein artinscher Ring.

1.2.1 Definition (Idempotent)

Ein von Null verschiedenes Element ¢ € 2 mit ¢ = ¢ heilt Idempotent von
2. In diesem Fall ist ¢2l ein Ideal von A und e2Ae ist ein Ring mit Einselement
¢. Zwei Idempotente e, es € A mit e;eo = 0 = ege; heiflen orthogonal. Ein
Idempotent, das nicht als Summe zweier orthogonaler Idempotente dargestellt
werden kann, nennen wir primitiv. Fiir ein Idempotent e heifit e = ), . ¢; eine
Idempotentzerlegung von e, falls die ¢; paarweise orthogonale Idempotente
sind. Ein Idempotent, das zudem Element des Zentrums Z(2l) ist, heifit zentrales
Idempotent.

Idempotente spielen eine auflerordentliche Rolle bei der Zerlegung von Algebren.

1.2.2 Satz (vgl. [NT89, Thm. 1.4.1])
Es sei ¢ ein Idempotent von 2A. Ist ¢ = ¢; + ¢+ ...+ ¢, eine Idempotentzerlegung
von e, SO ist

A= ADeAD...De,2A

eine direkte Summenzerlegung von ¢l in Ideale von . Ist umgekehrt
em:jl@jg@@jn

eine direkte Summenzerlegung von ¢ in Ideale, so ist ¢ = ¢; + e3 + ... + ¢, mit
¢; € J; eine Idempotentzerlegung von e. Somit stehen die Idempotentzerlegun-
gen von ¢ in bijektiver Korrespondenz zu den direkten Summenzerlegungen von
¢2l. Eine analoge Aussage konnen wir fiir die Zerlegung von e in Linksideale
formulieren. O

Wir sehen also, dass ¢l als A-Modul und 2le als 2-Linksmodul genau dann unzer-
legbar sind, wenn e primitiv ist. Die Korrespondenz in diesem Satz hat Fitting in
[Fit33] verallgemeinern konnen. Zuvor diskutieren wir jedoch ein vorbereitendes
Lemma.

1.2.3 Lemma (vgl. [NT89, Thm. 1.4.4])
Es seien eq, e5 Idempotente von 2. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) 12 = e als A-Moduln.
(b) ey = Aey als A-Linksmoduln.

(c) Es existieren a € e;2e; und b € ¢;2Aes mit ab = ¢; und ba = e;. O



1.2. Idempotente 5

1.2.4 Lemma
Es seien M ein A-Modul und € := Endy(M) der Endomorphismenring von M.
Der Modul M zerlege sich in die unzerlegbaren Summanden

Wir identifizieren Homg(M, M;) mit der Untergruppe {¢ € € : (M) C M;}
und bezeichnen mit ¢; € Homg(M, M;) fiir 1 < i < n die Projektionen auf die
jeweiligen direkten Summanden M;. Dann ist ¢;(M) = M, fiir alle 1 < i < n.

(a) Es ist ¢;& = Homgy(M, M;) ein Ideal von € fiir alle 1 <i < n.
(b) Es ist €e; = Homg(M;, M) ein Linksideal von € fiir alle 1 < i < n.
Beweis:

(a) Es ist klar, dass ¢;& C Homg (M, M;) gilt. Ist ¢ € Homy(M, M;), so defi-
niere ¢ € ¢ durch

o((my,ma, ... ,my,...,my)) = (0,0,...,0,¢0(my,ma,...,m,),0,....0).
Dann ist ¢;0 = ¢.
(b) Betrachte die Abbildung
0 : Homg(M;, M) — €Ce;, 0 — poe,.
Dann ist # ein &-Modul-Isomorphismus. O

1.2.5 Satz (Fitting-Korrespondenz, [NT89, Thm. 1.5.4])
Es seien M ein A-Modul und € := Endg(M ). Weiter seien

M=M®M;®...0 M,

eine Zerlegung von M in direkte Summanden und ¢; € € die Projektion auf M;
fiir 1 <i¢ <n. Dann ist
idM:€1—|—22+---—|—€n

eine Idempotentzerlegung von idy;. Umgekehrt liefert jede solche Idempotent-
zerlegung von idy; eine direkte Summenzerlegung von M in die Komponenten
M; := ¢;(M). Auberdem erhélt man die korrespondierenden Zerlegungen

CE=¢CDenED...De, ¢
in die €-Moduln ¢;& = Homg(M, M;) bzw.
E=¢Ce; P CeyP... P Ee,

in die €-Linksmoduln &e; = Homgy(M;, M). Insbesondere ist M; genau dann un-
zerlegbar, wenn ¢;€ bzw. €e; unzerlegbar ist. Weiterhin ist M; = M; als A-Moduln
genau dann, wenn ¢,€ = ¢;¢€ als &-Moduln bzw. €e; = &¢; als €-Linksmoduln
gilt. U
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Die Fitting-Korrespondenz ist eine grundlegende strukturelle Aussage, um Mo-
duln mit ihren Endomorphismenringen (und umgekehrt) in Verbindung zu setzen.
Sie ist das Verbindungsstiick, ohne das die Beispiele am Ende dieser Arbeit nicht
hétten berechnet werden konnen. Unsere Beobachtungen an den Beispielen deu-
ten sogar darauf hin, dass die Endomorphismenringe von Permutationsmoduln
moglicherweise eine Schliisselrolle bei Alperins Gewichtsvermutung spielen (sie-
he Abschnitt 5.3). Kurz gesprochen wollen wir trotz des einfachen Beweises der
Fitting-Korrespondenz ihre grofle Bedeutung hervorheben.

1.2.6 Satz ([Lan83, Thm. 3.12, Cor. 3.13])
Der regulidre Modul 21y zerlege sich in unzerlegbare Summanden P;, das heifit

t
Ay = @ P
=1

Dann nennen wir fiir 1 < i < t den Summanden P; einen PIM (projective
indecomposable module).

Ist 1 =%, .., ¢ mit ¢; € P; eine Zerlegung von 1 € A, so ist {e; : 1 < i < t}
eine Menge von primitiven, paarweise orthogonalen Idempotenten. Diese Menge
ist bis auf Assoziiertheit von Idempotenten eindeutig bestimmt.

Also konnen wir jedem PIM P; ein primitives Idempotent e; zuordnen, fiir das

P, = ¢, gilt.
Wir nennen einen 2A-Modul projektiv, falls er zu einer direkten Summe von
PIMs von g isomorph ist. O

1.2.7 Korollar
Die Bezeichnungen seien wie in Satz 1.2.5. Dann bilden {¢;& : 1 < i < n}

bzw. {&e; : 1 < i < n} Représentantensysteme der unzerlegbaren projektiven
¢-Moduln bzw. €-Linksmoduln. 0

Das Konzept von Idempotentklassen (so genannten Punkten), bei dem eine Klas-
se genau die Menge von untereinander assoziierten Idempotenten bildet, greifen
wir in Kapitel 4 wieder auf, um die hier beschriebene Theorie von einem noch
allgemeineren Standpunkt zu erfassen.

1.2.8 Satz ([Lan83, Thm. 3.14, Cor. 3.15])

Es seien eq, ¢y primitive Idempotente von 2 und P; := ¢ fiir ¢« = 1,2 die
zugehdrigen unzerlegbaren Moduln. Zudem sei fiir das Jacobson-Radikal J(2L)
das Bild von 2l unter der kanonischen Reduktion modulo J(21) mit A bezeichnet.

(a) Fiiri = 1,2 ist dann e;J(2) der eindeutig bestimmte maximale Untermodul
von P;. Insbesondere ist P;/e¢;J(2) einfach.

(b) Es ist P1 zu P, genau dann isomorph, wenn Py /e, J(2) zu Py/eaJ(A) iso-
morph ist. In diesem Fall sind ¢, und ¢, in 2l sowie ¢; und e, in 2l assoziiert.
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(c) Es gibt eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen von PIMs von 2 und
den Isomorphieklassen von einfachen 2A-Moduln. U

1.2.9 Definition (Cartan-Matrix)

Es seien P; := %, Py := ¢, ..., P, := ¢,2 Reprisentanten der Isomorphieklas-
sen der PIMs von 20 und S; := ¢;/e;J(2A) Reprasentanten der Isomorphieklassen
der einfachen 2A-Moduln. Dann bezeichnen wir die Vielfachheit von .S; als Kompo-
sitionsfaktor in P; mit ¢;; und nennen die Matrix [¢;;]1<; j<; die Cartan-Matrix
von 2.

1.2.10 Lemma

Es seien R ein kommutativer Ring, 2 eine R-Algebra, ¢ € 2 ein Idempotent und
M ein A-Modul. Dann ist Homgy(e2(, M) = Me als R-Moduln.

Ist M = e, so ist Endg(e2d) = eAe als R-Algebren. Insbesondere ist Endgy(g) =
2.

Beweis: Die Abbildung 7 : Homg(e2, M) — Me, ¢ — (e) ist offensichtlich
R-linear. Wegen p(ea) = p(e)a fiir alle a € A ist sie injektiv. Fiir m € Me gilt
me = m. Daher ist die Abbildung ¢,,(ea) := ma in Homgy(e2d, M). Somit ist 7
ein Isomorphismus.

Fiir M = e20 ist 7 ein Ring-Homomorphismus. Die letzte Aussage folgt mit e = 1.
O

1.2.11 Lemma (vgl. [Lan83, La. 4.2])
Ein PIM P; von 2 hat genau dann einen zu S; = ¢;2/e;J(21) isomorphen Kom-
positionsfaktor, wenn Pie; = ¢;Ue;(= Homy(P;, P;)) # 0 ist. O

Der Isomorphismus zwischen ¢2le und dem Endomorphismenring von ¢2l fiir ein
Idempotent von 2 ist von grofler Bedeutung, wenn wir spéter strukturelle Ana-
lysen von speziellen Endomorphismenringen durchfiihren.

Ein wichtiges Beispiel finden wir bei der Kondensation von Algebren.

1.2.12 Definition und Bemerkung (Kondensation)
Es seien R ein kommutativer Ring, 2 eine R-Algebra und ¢ € 2 ein Idempotent.
Betrachte die beiden Funktoren zwischen den Kategorien mod-2 und mod-e2le:

F :mod-A — mod-eAe

M — Me= M Rqye
Y = P|Me

und

G : mod-e2Ae —— mod-2A
N = N Qe
1/} = w ® id&l-



8 Kapitel 1. Grundlagen

Wir nennen die Algebra e2e die Kondensationsalgebra und den Funktor F
den Kondensationsfunktor von 2 relativ zu ¢. Der e¢Ae-Modul Me heif3it
Kondensation von M.

Ist R ein Korper, so haben wir folgenden sehr niitzlichen Zusammenhang zwi-
schen R-Algebren und kondensierten R-Algebren:

1.2.13 Lemma (vgl. [Miil03, Prop. (6.7)])
Es seien F' ein Korper, 2 eine F-Algebra und ¢ € 2 ein Idempotent von 2.

(a) Essei S ein einfacher 2A-Modul. Falls Se # {0} ist, dann ist Se ein einfacher
eRle-Modul.

(b) Es seien S, S einfache A-Moduln und Se # 0 # S’e. Dann ist S = 5" als
2A-Moduln genau dann, wenn Se =2 S’e als e2le-Moduln gilt.

(c) Es sei T' ein einfacher e2e-Modul. Dann gibt es einen einfachen 2-Modul
S, so dass T' = Se als ee-Modul gilt. O

1.2.14 Lemma (vgl. [Fei82, La. 1.7.5, La. 1.7.6] und [NT89, p. 37])

Es existiert eine (bis auf Reihenfolge) eindeutige endliche Zerlegung von 1 € 2
in paarweise orthogonale, zentral primitive Idempotente. Ist 1 = Y, _.__ &, eine
solche Zerlegung, so ist {&; : 1 <1i < s} die Menge der zentral primitiven Idem-
potente von 2. Insbesondere sind zwei zentral primitive Idempotente entweder
gleich oder orthogonal. U

1.2.15 Satz (vgl. [NT89, Thm. 1.4.7])
Es sei € ein zentrales Idempotent von 2. Ist e = |, €; eine Idempotentzerle-
gung in zentral primitive Idempotente €; von 2, so ist

e = @ ;2

1<i<s

eine Zerlegung von €2l in unzerlegbare zweiseitige Ideale von 2.

Umgekehrt gibt es zu jeder Zerlegung von €2l in unzerlegbare zweiseitige Ideale
J; von 2 der Form €2 = ®1<;<,J; eine primitive Idempotentzerlegung von ¢ in
zentral primitive Idempotente der Form

so dass ;2 = 7J; gilt.
Insbesondere stehen die zentral primitiven Idempotentzerlegungen von ¢ in bi-
jektiver Korrespondenz zu den Zerlegungen in direkte Summen von ge2sg. U
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1.2.16 Definition und Bemerkung (vgl. [Alp93, Sec. 13])
(a) Die zentral primitiven Idempotente {1, es,...,65} aus Bemerkung 1.2.14
heiflen die Blockidempotente von 2. Die unzerlegbaren zweiseitigen

Ideale B; := ¢,;2e; heiflen die Blocke von 2 fiir 1 <i < s.

(b) Es sei M ein unzerlegbarer 2A-Modul. Dann gibt es genau einen Block B;
von A mit M.B; = M. Wir sagen dann, dass M zu B; gehort oder in B;
liegt. Insbesondere gehort jeder PIM zu genau einem Block. U

Fiir einen Korper K und eine Gruppe G lassen sich die zentral primitiven Idem-
potente mit Hilfe der gewohnlichen Charaktertafel genau bestimmen.

1.2.17 Satz (vgl. [CR81, Prop. (9.21)])

Es seien G eine Gruppe und K ein Zerfallungskérper von KG mit char(K) =
0. Weiterhin sei Irrg (G) = {x1, X2, - - -, Xn}- Dann korrespondiert jedes zentral
primitive Idempotent von KG zu einem irreduziblen Charakter und ist gegeben

durch )
_ Xi 1

zeG
firl <i<n. O

1.3 Modulare Systeme

Es sei p eine Primzahl. Wir setzen ein p-modulares System (K, O, k) als gegeben
voraus. Das maximale Ideal p von O sei von 7 erzeugt. Weil O ein lokaler Ring ist,
gilt zudem 7O = J(O) = On. Weiter sei 2 eine O-Ordnung. Damit ist 2 = O™
als O-Modul fiir ein m € N. Geben wir 2 eine von O geerbte Produktmetrik,
so ist 2 ein vollstdndiger ultrametrischer Raum. Beachte, dass O insbesondere
ein Hauptidealring ist. Deswegen ist jeder Untermodul eines 2A-Gitters wieder ein
2A-Gitter.
Wir setzen AX = A ®» K, die Konstantenerweiterung von 2 mit K, und
2 := A/Ap und nehmen an, dass AX halbeinfach ist. Dann ist 2 eine endlich-
dimensionale k-Algebra mit dim(2A) = rang,(A) und es ist A = A Qo k. Au-
Berdem gilt A/.J(A) = A/J(A) und J(A) ist nilpotent, so dass es ein [ € N mit
J(2) C Ap gibt.
Umgekehrt ist 2r C J(2A): Es sei S ein einfacher 2A-Modul, also insbesondere ein
endlich erzeugter O-Modul. Mit dem Lemma von Nakayama ([L.an83, Cor. I 3.9])
gilt daher

St < SJ(O) £ 8.
Andererseits gilt (Sm)A = S(An) = (SA)r = St £ S. Daher ist St = 0. Damit
annulliert p = 7O jeden einfachen Modul und ist eine Teilmenge von J(2).

Fiir den Rest dieses Abschnitts wollen wir folgende Notation festhalten. Es seien
T = 3"!_, ¢ eine primitive Idempotentzerlegung in 2 und 1 = S7!_, ¢; ein Lift



10 Kapitel 1. Grundlagen

davon nach 2l (vergleiche [Lgl&j, Thm. 1.11.2]). Wir setzen P; := ¢;% und P; :=
¢ fiir 1 <4 <t. Dann gilt P; & P;/Pip, Ag = P!_; P; und P; ist ein PIM von 2
fiir 1 <+ <t. Dann haben wir genau wie in Satz 1.2.8:

1.3.1 Korollar (vgl. [Lan83, Cor. 1.11.5, Cor. 1.11.6])
(a) Esist P; genau dann zu P; isomorph, wenn P; zu P; isomorph ist. In diesem

Fall sind ¢; und ¢; in 2 sowie ¢; und ¢; in 2 assoziiert.

(b) Ist {P1, P, ..., P} ein Représentantensystem der PIMs von 2, dann ist die

Menge {P1, Ps, ..., P,} ein Repréisentantensystem der PIMs von . d

1.3.2 Lemma (vgl. [Lan83, Prop. 1.12.2])
Es sei € ein zentral primitives Idempotent von 2. Dann ist der Lift € von € nach
2 ebenfalls zentral. Insbesondere ist € eindeutig bestimmt. O

1.3.3 Bemerkung B B
Es seien By, Bo,...,B, die Blocke von 2. Bezeichnen z; € B; fiir 1 < i < r die
jeweiligen Einheiten, so ist

>

i=1

eine zentral primitive Idempotentzerlegung. Nach Lemma 1.3.2 ist dann 1 =
> i_, & eine zentral primitive Idempotenzerlegung in 2, wenn ¢; Lifts von g; fiir
1 < ¢ < r bezeichnen. Wir setzen nun B; = ;2 fiir 1 < ¢ < r und erhalten

i=1

Es ist zwar g; € Z(AX), aber ¢; ist im Allgemeinen nicht primitiv. Daher finden
wir zentral primitive Idempotente 55 firl <:<rund 1 <j <n; mit g; =
S ek Insgesamt haben wir also die Zerlegung A% = @?;155- A% und jeder

j=1%ij -
KoUK

Summand &;; ist eine Wedderburn-Komponente von 2%

1.3.4 Definition (O-Form)
Es sei M ein AX-Modul. Eine @-Form von M ist ein A-Gitter X mit

M=X ®o K.

1.3.5 Lemma (vgl. [NT89, Thm. 1.1.6.])
Es sei M ein AX-Modul. Dann gibt es eine O-Form X von M und fiir jede solche
gilt rangy(X) = dimg (M). O

Ist M ein A%-Modul mit O-Form X, so kann man den A-Modul X := X/X7
betrachten. Im Allgemeinen sind O-Formen jedoch nicht eindeutig, nicht einmal
bis auf Isomorphie. Trotzdem haben wir die folgende Aussage.
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1.3.6 Lemma (vgl. [NT89, Thm. 1.1.9]) B B
Es seien M ein AX -Modul mit O-Formen X,Y . Dann haben X und Y die gleichen
Kompositionsfaktoren mit den gleichen jeweiligen Vielfachheiten. U

1.3.7 Definition (liftbar)
Ein A-Modul M heiit liftbar, falls ein A-Gitter X mit X = M existiert.

1.3.8 Lemma (vgl. [Lan83, Thm. 1.14.4])
Es sei M ein projektiver A-Modul. Dann ist M liftbar zu einem projektiven -
Gitter X. In diesem Fall ist X bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. U

1.3.9 Lemma (vgl. [Lan83, La. 1.14.5, La. 1.14.7])
Es seien My, My A-Gitter. Dann gilt

Homg (M, My) /Homgy (M, My)m C Homg (M, My).
Ist M, projektiv, dann gilt Gleichheit.
Ist 2 eine Gruppenalgebra, so lassen sich die Aussagen weiter spezifizieren.

1.3.10 Lemma (vgl. [Lan83, Thm. 11.12.4])
Es seien G eine Gruppe, H < G und M = O der Permutationsmodul von G
auf den Nebenklassen von H in G. Dann gelten:

(a) Der Endomorphismenring von M = kG ist liftbar, es gilt also

Endog<M)/EIldog(M)7T = Ende(M)

(b) Jeder (unzerlegbare) direkte Summand von k$; ist liftbar zu einem (unzer-
legbaren) direkten Summanden von O.

(c) Sind My, My beliebige direkte Summanden von (mdglicherweise verschiede-
nen) OG-Permutationsmoduln und M; := M;/M;r fiir i = 1,2, so ist

Homog<M1, Mg)/Homog(Ml, MQ)’YT = HomkG(Ml,MQ).

Das heifit kG-Homomorphismen zwischen direkten Summanden von kG-
Permutationsmoduln sind liftbar. O

In dem vorhergehenden Lemma wurde die Liftbarkeit genau derjenigen Struktu-
ren erfasst, die im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen.

Wir haben jetzt alle nétigen Definitionen gesammelt, so dass wir den Begriff der
Zerlegungszahlen und -matrizen einfiihren kénnen. Wir halten fiir den Rest des
Abschnitts folgende Notation fest:

Es sei {S1,5%,...,5,} ein vollstindiges Repriisentantensystem der Isomorphie-
klassen der einfachen AX-Moduln und X; sei eine O-Form von S; fiir alle 1 <
i < n. Entsprechend seien {M;, Ms,..., M;} ein vollstindiges Repriasentanten-
system der Isomorphieklassen der einfachen %-Moduln und {Py, P,,..., P;} ein
vollstéindiges Reprisentantensystem der Isomorphieklassen der PIMs von 2. Da-
bei sei die Nummerierung so gewihlt, dass P;/P;J() = M; fiir alle 1 < i <[
gelte. Weiter sei P, der Lift von P; nach 2 fiir 1 < i <.
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1.3.11 Definition (Zerlegungsmatrix einer Algebra)
Die Bezeichnungen seien wie oben.

(a) Dann ist die Zerlegungszahl d,;, fiir 1 <i <n und 1 < j <[ definiert als
die Vielfachheit von M; als Kompositionsfaktor in X ;. Die Matrix D := [d;;]
heifit Zerlegungsmatrix von 2.

(b) Da d;; = 0 ist, falls M; und S; nicht zum gleichen Block gehéren, kénnen
wir fiir jeden Block By, 1 < s < r die zugehorige Zerlegungsmatrix [d,s,]
von B, definieren, wobei M, die einfachen A-Moduln von B, und S,, die
einfachen AX-Moduln von B, durchlaufen.

(c) Im speziellen Fall A = OG fiir eine Gruppe G nennen wir [d;;] die Zerle-
gungsmatrix von G.

Beachte, dass nach Lemma 1.3.6 die Zerlegungszahlen wohldefiniert sind, jedoch
von O abhéngen.

1.3.12 Satz (Brauer-Reziprozitiit)
Die Bezeichnungen seien wie oben. Zusétzlich seien K ein Zerfillungskorper von

A% und k ein Zerfillungskorper von .
(a) Es ist P; ®o K = @}_,d;;S;, d.h. d;; ist gleich der Vielfachheit von S; in

P, ®0 K.
(b) Fiir die Cartan-Matrix C' von 2 gilt: C' = D" D. Insbesondere ist C' sym-
metrisch.
Beweis: Vergleiche [Lan83, La. 1.15.4, Thm. 1.15.5]. O

1.4 Zerlegungsmatrizen von Gittern

Es seien p eine Primzahl und (K, O, k) ein p-modulares System. Das eindeutige
maximale Ideal p von O sei von 7 erzeugt. Weiter seien 2 eine endlich erzeugte
O-Ordnung und W ein A-Gitter. Dann ist auch Endg(W) eine endlich erzeugte
O-Ordnung.

Wie bisher seien WX := W® K die Konstantenerweiterung und W := W/Wr =
W ®p k die Reduktion von W modulo p. Wir nehmen zudem an, dass 2% halb-
einfach und zerfallend iiber K ist. Beachte, dass unter den gegebenen Vorausset-
zungen der Satz von Krull-Schmidt giiltig ist.

1.4.1 Definition (Zerlegungsmatrix eines Gitters)

Es seien {W;,Ws, ..., W} ein Représentantensystem der Isomorphieklassen der
unzerlegbaren direkten Summanden von W und {Si,Ss,...,S;} ein Reprisen-
tantensystem der einfachen A¥-Moduln, die in W vorkommen. Weiter sei

CZZ']' = [SZ, W]»K]Q(K
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S0/ >

Zerlegungsmatrix von V.

Wegen des Satzes von Krull-Schmidt ist die Zerlegungsmatrix bis auf Zeilen- und
Spaltenvertauschungen eindeutig bestimmt.

1.4.2 Bemerkung

(a) Spezifizieren wir in der obigen Situation W := g, so ist {W, Wy, ..., W}
nach Korollar 1.3.1 ein Reprisentantensystem der PIMs von 2. Den zu W; kor-
respondierenden einfachen 2-Modul W, /W;J(®) bezeichnen wir mit M; fiir 1 <
1 < s. SchlieSlich seien X, X5, ..., X; O-Formen von S; mit X; C S;.

In dieser Situation ist a?ij die Vielfachheit von S; in WJK , was nach der Brauer-
Reziprozitit (Satz 1.3.12) gleich der Vielfachheit von M; in X ist. Daher stimmen
die Definitionen von Zerlegungszahlen in diesem Abschnitt und die von Brauer
aus Abschnitt 1.3 {iberein.

(b) Es sei € := Endg(W). Dann ist mit der Fitting-Korrespondenz (Satz 1.2.5)
{Homg(W,W;) : 1 < j < s} ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen
der PIMs von €.

Wir wenden die Fitting-Korrespondenz auf ¢¥ = Endyx (W) an und erhalten
{Homgx (WX S;) : 1 <i <t} als Reprisentantensystem der Isomorphieklassen
der einfachen ¢X-Moduln.

Weil ¢ halbeinfach ist, zeigt die Fitting-Korrespondenz, dass die Zerlegungsma-
trix [Jm] des Gitters W (im Sinne von Definition 1.4.1) und die Zerlegungsmatrix
[d;;] des Endomorphismenrings € (im Sinne von Brauer, Definition 1.3.11) gleich
sind. Eine ausfiihrliche Analyse bietet in diesem Zusammenhang L. L. Scott in
[ScoT3].

1.5 Symmetrische Algebren

Es seien R ein kommutativer Ring und 2 eine R-Ordnung.

1.5.1 Definition und Bemerkung (duale Basis)

Es sei g : 2 x A — R eine bilineare Abbildung. Dann heifit § nicht ausgear-
tet, falls fiir eine (beliebige) R-Basis B = {by, bs, ..., b,} die Determinante der
zugehorigen Gram-Matrix [3(b;, b)]1<i j<n eine Einheit in R ist. In diesem Fall
gibt es eine eindeutig bestimmte R-Basis BY = {b},by,...,b’} von 2, die

fiir alle 1 < 14,5 < n erfiillt. Diese heifit die zu B duale Basis.

1.5.2 Definition (Spurform, symmetrische Algebra)
Eine Spurform auf 2 ist eine R-lineare Abbildung 7 : 2 — R, die 7(ad’) =
7(d'a) fur alle a,a’ € 2 erfiillt. Die Algebra 2 heifit symmetrisch, falls eine
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Spurform 7 existiert, so dass die bilineare Abbildung
Br:AXxA— R, (a,d) — 7(aa’)

nicht ausgeartet ist. In diesem Fall sagen wir auch, dass 2l symmetrisch bzgl.
T ist.

1.5.3 Lemma (vgl. [CR81, Prop. (9.8)])
Es sei R = K ein Korper. Jede endlich-dimensionale halbeinfache K-Algebra ist
symmetrisch. O

1.5.4 Lemma
Es sei 2 eine symmetrische R-Algebra mit symmetrisierender Spurabbildung T
und zugehoriger bilinearer Abbildung (3.. Die Abbildung

YAy — (o) := Homp (oA, R)
a — (b~ 7(ab))

ist ein Isomorphismus von A-Moduln. Dabei ist fiir einen Homomorphismus ¢ €
Homg (92(, R) das Urbild von ¢ unter dem Isomorphismus gegeben durch

2o =y o(bi)by,
i=1

wobei {by,by,...,b,} eine Basis von 2 und {b},by,..., b/} die dazu gehorige
duale Basis ist.

Beweis: Wegen
t(ab)(b") = 7(abb’) = 1)(a)(bb’)

ist ¢ ein Homomorphismus von 2A-Moduln. Es sei a := )" | a;b; ein Element des
Kerns von . Dann gilt insbesondere

0= 1(a)(b) = 7(ab;) = a;

fiir alle 1 <7 < n. Also folgt a = 0. Es sei ¢ € Homg (92, R) beliebig. Dann ist ¢
durch die Angabe der Bilder der Basiselemente ¢(by), ¢(bs),. .., ¢(b,) eindeutig
bestimmt. Wegen (2,)(b;) = ¢(b;) fiir alle 1 <7 < n folgt die Surjektivitat von

. O

1.5.5 Bemerkung

Die letzte Aussage kann man sogar noch verschirfen und daraus eine Charak-
terisierung von symmetrischen Algebren machen. Eine R-Algebra 2 ist genau
dann symmetrisch, wenn 2 als (2, 2)-Bimodul isomorph zu seinem dualen Mo-
dul Homg (2, R) ist (vergleiche dazu [CR81, La. (9.7)]). O
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1.6 Das Schur-Element

Die Spurformen von symmetrischen Algebren liefern geeignete Mittel, um die
2A-Moduln néher zu untersuchen. Einige werden in diesem Abschnitt vorgestellt.
Die folgenden Definitionen und Ergebnisse werden in [GP00] ausfiihrlich herge-
leitet und bewiesen. Mit Hilfe des so genannten Schur-Elements kénnen namlich
bei symmetrischen Algebren iiber einem Korper K projektiv einfache Moduln
charakterisiert werden.

1.6.1 Definition

Es seien R ein kommutativer Ring und 2 eine symmetrische R-Ordnung. Wir
fixieren 2A-Moduln M, M’ und eine Basis B von 2 mit dualer Basis BY. Fiir eine
Abbildung ¢ € Homg (M, M’) definieren wir I(y) durch

I(p)(m) =) @(mb)b’ (m € M).

beB

1.6.2 Bemerkung
Sind M" ein weiterer A-Modul und ¢ € Homgy(M, M’), b € Homp(M', M")
sowie m € Homg (M", M), so gilt

I(pop)=I(¥)op und I(pom)=pol(m).

Beweis: Es sei m € M beliebig. Dann gilt

(I() o ) (m) =D tb(p(m)b)b” = " 1p((mb))b" = I(1) o p)(m).

beB beB
Analog zeigt man die zweite Aussage. n

1.6.3 Lemma
Die Bezeichnungen seien wie in Definition 1.6.1. Dann ist I1(yp) € Homg(M, M)
und unabhéngig von der Wahl der Basis B.

Beweis: Vergleiche [GP00, La. 7.1.10.]. O
Wir nehmen ab jetzt an, dass 2 eine endlich-dimensionale symmetrische K-
Algebra iiber einem Korper K mit Spurform 7 ist. Zudem fixieren wir eine Basis
B und die dazu duale Basis B".

1.6.4 Satz ([GP00, Thm. 7.2.1.])
Es sei S ein einfacher A-Modul, der iiber K zerfallt. Dann existiert ein eindeutiges
Element cg € K, so dass fiir alle ¢ € Endg(5)

I(p) = csTr(p)ids

gilt, wobei Tr(yp) die Spur des Endomorphismus ¢ bezeichnet. Dariiberhinaus
hédngt cg nur von der Isomorphieklasse von S ab. U
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1.6.5 Definition (Schur-Element)
Das Element c¢g aus Satz 1.6.4 heifit das Schur-Element von S.

1.6.6 Proposition

Es sei 2 eine endlich-dimensionale K-Algebra. Zusétzlich sei S ein einfacher und
iiber K zerfallender 2A-Modul. Dann ist das Schur-Element cs von S genau dann
von 0 verschieden, wenn S projektiv ist.

Ist A sogar halbeinfach und zerfallend iiber K, dann ist cs # 0 und das zu S
gehérige zentral primitive Idempotent g hat die Form

1 1<
€s = — > xs(bi)b) = o > xs(6))b,
; =1

wobei der Charakter xg zu S gehért. Hierbei sind by, by, ..., b, und by, by, ... b’
zueinander duale Basen beziiglich einer symmetrischen Bilinearform gemaf Lem-
ma 1.5.3.

Beweis: Dies folgt aus [GP00, Thm. 7.2.6, Prop. 7.2.7,]. O
Dieses Ergebnis wurde von P. Fleischmann auf Algebren iiber p-modularen Sy-
stemen verallgemeinert.

Fixieren wir zunéchst folgende Voraussetzungen:

Es seien O ein nicht notwendig vollstandiger diskreter Bewertungsring mit maxi-
malem Ideal p, Quotientenkoérper K und Restklassenkorper k& der Charakteristik
p. Weiterhin sei 2 eine endlich erzeugte, symmetrische O-Algebra bzgl. der Spur-
form 7, so dass AX := K ®@p A iiber K zerfillt.

Beachte, dass 2% ebenfalls symmetrisch ist, aber nicht als halbeinfach vorausge-
setzt wird.

Fiir einen A¥-Modul M¥ sei der Modul M eine O-Form von M* und M durch
M = M/7M = M ®¢ k definiert. Fiir y € Irrg (%) bezeichnen wir einen zu y
gehorigen einfachen 2A*-Modul mit M¥.

1.6.7 Satz ([Fle90])

Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie gerade erldutert. Dann ist
zy = i x(b;)b) € Z() fiir alle x € Irrg(AX) und es gilt 22 = ¢z, fiir ein
¢y € O. Die Menge

Py = {M} : x € I (A"), &, # 0}

bildet ein vollstédndiges Vertretersystem der Isomorphieklassen der projektiv ein-
fachen A% -Moduln und die Menge

Py :={M, : x € lrg(A"), ¢, € 7O}

bildet ein vollstidndiges Vertretersystem der Isomorphieklassen der projektiv ein-
fachen 2A¥-Moduln. Alle diese Moduln sind absolut irreduzibel. U
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1.7 Permutationsmoduln

In diesem Abschnitt fixieren wir einen kommutativen Ring R und eine Gruppe

G.

1.7.1 Definition (Permutationsmodul)
Es sei 2 eine endliche Menge, auf der GG operiert. Es sei R€) der R-freie Modul
mit Basis {m,, : w € Q}. Dann wird RS2 via

©: G — Autr(RQ), g — (p(g) : R — RQ, my, — myy)

zu einem (RG-)Permutationsmodul. (Die Abbildung ¢ ist also ein Anti-Homo-
morphismus von Gruppen.) Auflerdem induziert ¢ eine Permutationsdarstel-
lung P : G — GLg(R) von RG mit

1, fallsw =wg
P(g)owr = { 0, sonst.

Die Darstellung heifit transitiv, falls G auf {2 transitiv operiert.

1.7.2 Bemerkung
Es sei Q eine endliche Menge, auf der G operiert.

(a) Bezeichnet {Q4,Q9,...,Q,,} die Menge der Bahnen unter der Operation
von G, so zerfallt der Permutationsmodul RS2 als RG-Modul in die direkten
Summanden

ROA=ROLH BRL D ... R,

(b) Es operiere G transitiv auf 2. Dann ist fiir wy € €2 der Stabilisator von
Wo
Guy ={w e wyg=w} = H
eine Untergruppe von G. Der zugehorige Permutationsmodul ist isomorph
zu RS Dieser Modul ist auch isomorph zu dem Ideal von RG, das von dem
Element ), . h erzeugt wird.

Eine ausfiihrliche Behandlung und Charakterisierung von Permutationsmoduln
findet man beispielsweise in [Lan83] und [Sco73].

Beweis:
(a) Es ist klar, dass die Summanden RG-Moduln sind.

(b) Fiir 1 <i < msei g; € G mit wyg; = w;. Dann ist {Hg; : 1 < i < m} die
Menge der Rechtsnebenklassen von H in G und es gilt Hg;g = Hg; genau
dann, wenn w;g = w; gilt.

Betrachten wir andererseits den trivialen R H-Modul Ry, so ist fir g € G
die Operation von g auf R bzgl. der Basis {1 ®p g; : 1 <i < m} identisch
mit der von ¢ auf den Nebenklassen von H in G. Analog erhilt man die
Aussage fiir den Modul (3, h)ra. O
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Kapitel 2

Endomorphismenringe von
Permutationsmoduln

Die globale Voraussetzung fiir das zweite Kapitel sei, wenn nicht an gegebener
Stelle anders gesagt, wie folgt.

Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe von . Zudem seien R ein
Integritatsbereich und K ein Korper. In diesem Kapitel werden die Eigenschaften
und Strukturen der Endomorphismenringe von Permutationsmoduln untersucht.
Viele allgemeine Aussagen aus dem ersten Kapitel werden auf diese spezielle
Situation angewendet. So bereitet der erste Abschnitt ldngst bekannte Aussa-
gen iiber die gewthnliche Charaktertafel, [dempotente, Standardbasis, Valenzen
und die Schur-Basis, wie sie zum Beispiel im Abschnitt 11 in [CR81] zu finden
sind, auf. J. Miiller hat in seiner Habilitationsschrift [Miil03] unter anderem so
genannte vielfachheitsfreie Permutationsmoduln und ihre Endomorphismenrin-
ge untersucht und Charaktertafeln dieser Endomorphismenringe berechnet. Viele
Ergebnisse, die wir in diesem Kapitel ausarbeiten, finden sich daher auch in der
Arbeit von J. Miiller.

Im zweiten Abschnitt werden gruppentheoretische Beziehungen der Untergrup-
penkette H < N := Ng(H) < G untersucht, um strukturelle Zusammenhénge
zwischen den Endomorphismenringen Endre(R$) und Endgy(RY) herzustellen.
Im dritten und vierten Abschnitt benutzen wir die Ergebnisse aus dem ersten Ab-
schnitt, um die Charaktertafel von Endomorphismenringen der Form Endzg(R%)
aus der Charaktertafel von G berechnen zu kénnen. Auch ein Zusammenhang zwi-
schen dem Zentrum von RG und dem von Endre(R$) kénnen wir mit Hilfe des
ersten Abschnitts finden. Das kondensierte Zentrum der Gruppenalgebra lésst
sich ndmlich in das Zentrum des Endomorphismenrings einbetten. Die Primteiler
der Ordnung des Faktors dieser beiden Strukturen als abelsche Gruppe teilen
dann die Ordnung von G.

Der fiinfte und sechste Abschnitt wenden die Theorie iiber symmetrische Al-
gebren und Schur-Elemente aus dem ersten Kapitel auf den speziellen Fall der
Endomorphismenringe von Permutationsmoduln an. In den darauffolgenden Ab-
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schnitten wenden wir uns allméhlich der modularen Situation zu und zitieren
Hanakis Charakterisierung der Halbeinfachheit von Endomorphismenringen von
Permutationsmoduln. Die Frage nach der Blockzugehorigkeit der gewohnlichen
Charaktere solcher Endomorphismenringe wird beispielsweise in [Lan83] beant-
wortet und im achten Abschnitt aufgegriffen.

Auch die letzten beiden Abschnitte spezialisieren Ergebnisse aus dem ersten Ka-
pitel iiber Zerlegungsmatrizen von Gittern auf Endomorphismenringen von Per-
mutationsmoduln. Mit Hilfe der Fitting-Korrespondenz wird ein Kriterium dafiir
entwickelt, wann bestimmte gewohnliche Charaktere des Endomorphismenrings
nach Reduktion modulo einer Primzahl projektiv einfach bleiben. Dabei werden
wir in den abschlieBenden Bemerkungen vor allem die Unterschiede zu den Er-
gebnissen bei Gruppen herausstellen.

2.1 Strukturanalyse

2.1.1 Definition und Bemerkung ([CR81, Prop. (11.21), Def. (11.22)])
Es sei R ein kommutativer Ring. Weiterhin seien G eine Gruppe, H < G eine
Untergruppe, ¢ € RH ein Idempotent und ¢RH der davon erzeugte R H-Modul.
Dann ist der RG-Modul ¢RG zum induzierten Modul (¢RH) isomorph. Die
Hecke-Algebra $ := 9(G, H,¢RH) ist die Unteralgebra ¢eRGe von RG. Ist
¢RH = ¢'RH, so sind auch die zugehorigen Hecke-Algebren isomorph.

Wiéhlen wir in der Parametrisierung von Hecke-Algebren spezielle Idempotente,
so konnen wir die bisher allgemeinen Strukturaussagen konkretisieren.

2.1.2 Bemerkung
Es seien GG eine Gruppe, H < G und R ein kommutativer Ring mit |H| € R*.
Dann ist ey := |H|™' Y, ., h ein Idempotent von RH.

(a) Es sei M ein RG-Modul. Dann ist die Kondensation Mey genau die Fix-
punktmenge

Fixg(M) :=={m € M : mh =m fir alle h € H}
unter H.
(b) Esist ey RH isomorph zum trivialen R H-Modul Ry.

(c) Der regulire ey RGeg-Modul ey RGey ist isomorph zur Kondensation des
Permutationsmoduls R$ auf den Rechtsnebenklassen von H in G.

(d) Die Hecke-Algebra $(G, H,eyRH) = egRGey ist isomorph zur Alge-
bra der R-wertigen Funktionen auf G' (mit Faltungsprodukt), die auf den
(H, H)-Doppelnebenklassen von G konstant sind.
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Beweis:

(a) Fir m € M ist m € Mey genau dann, wenn mey = m ist. Da ey - h = ey
fiir alle h € H gilt, impliziert mey = m dann mh = m. Gilt umgekehrt
mh = h fiir alle h € H, so gilt wegen der Definition von ey auch meyg = m.

(b) Klar.

(c) Die durch egRG — R%,eyg — Hg definierte Abbildung ist ein RG-
[somorphismus. Somit ist die Kondensation egRGey von egRG isomorph
zur Kondensation von R%.

(d) Klar. O

2.1.3 Definition
Die Voraussetzungen seien wie in Bemerkung 2.1.2. Ab jetzt bezeichnen wir fiir
eine Untergruppe H < G mit ey das Idempotent ey := |[H|™' Y, ;1 h.

2.1.4 Bemerkung

Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe von G. Ist ¢ € RH ein
Idempotent, so konnen wir den Endomorphismenring Endrg(¢RG) von mehreren
Seiten beleuchten. Zum einen wissen wir bereits aus Lemma 1.2.10, dass ¢eRGe als
R-Algebra zum Endomorphismenring Endzg(¢RG) isomorph ist. Zum anderen
haben wir das Konzept der Kondensation und die Theorie der Hecke-Algebren.
Wir werden, ohne darauf immer hinzuweisen, die unterschiedlichen Sichtweisen
oftmals parallel betrachten. So kénnen wir uns die strukturellen Informationen,
die die Gruppenalgebra bereits hergibt, zu Nutze machen, um den Endomor-
phismenring zu untersuchen. Insbesondere kénnen wir die Charaktertheorie, die
in [CR81] entwickelt wird, auf unsere Situation anwenden. So gibt es fiir einen
Korper K der Charakteristik 0 ein enges Zusammenspiel zwischen den gewdhn-
lichen Charakteren von GG und denjenigen von eK Ge.

2.1.5 Lemma (vgl. [CR81, La. (11.23), Cor. (11.24)])
Es sei ein Idempotent ¢ € K H gegeben, wobei K ein Zerfillungskorper der Cha-

rakteristik 0 der Gruppe G und ihrer Untergruppen ist. Dann gilt fiir die Hecke-
Algebra 9 :== (G, H,e KH):

(a) $ ist eine halbeinfache Algebra (genau wie KG).

(b) Ein Idempotent ¢ € $(= eKGe) ist genau dann primitiv, wenn es auch in
KG primitiv ist.

(c) Der Korper K ist auch Zerféllungskérper von $).
Beweis:

(a) Dies folgt aus [NT89, Thm. 1.3.9].
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(b) Nach dem Lemma von Schur ([NT89, Thm. I.5.1]) ist ein Idempotent ¢’ einer
halbeinfachen Algebra 2 genau dann primitiv, wenn ¢'2de¢’ ein Schiefkérper
ist. Nun ist ¢’ € $ und ¢ ist das Einselement von $), weswegen

¢KGe = e KGee' = ' $He’
gilt und die Behauptung folgt.

(c) Wir zeigen, dass jeder einfache $)-Modul absolut einfach ist. Wegen des
Lemmas von Schur reicht es zu zeigen, dass ¢’ = K¢ fiir jedes primitive
Idempotent ¢ € §). Das folgt mit (b), weil K ein Zerfallungskorper fir KG
ist. U

Der folgende Satz gibt genau an, woher die gewdhnlichen Charaktere einer Hecke-
Algebra kommen und welche Grade sie haben.

2.1.6 Satz (vgl. [CR81, Thm. (11.25)])
Die Bezeichnungen seien wie in Lemma 2.1.5. Zusétzlich sei v der gewéhnliche
Charakter von K H, der zum Modul ¢eK H gehért. Dann gilt:

(a) Es sei x € Irr(G). Dann ist die Restriktion x| auf $) genau dann von
0 verschieden, wenn (x,v%) # 0 gilt, wobei (-) das Skalarprodukt von
Charakteren wie auf Seite 3 ist.

(b) Die Abbildung x — x| Ist eine Bijektion von {x € Irr(G) : (x,¢°) # 0}
in die Menge der irreduziblen Charaktere von ).

(c) Ist p ein irreduzibler Charakter von ), der zu x € Irr(G) nach (b) korre-
spondiert, so gilt deg(u) = {x, ¥%) fiir den Grad von p.

Schreibweise: Irrg(G) 1= {x € Irrg (G) : {x, %) # 0}. O

2.1.7 Lemma

Es seien K ein Korper der Charakteristik 0 und P € Syl (G) fiir eine Prim-
zahl p und nehmen an, K sei ein Zerfallungskorper fiir kG. Wir betrachten das
Idempotent ep := |P|™'>" _p« und die Hecke-Algebra ) := $(G, P,ep K P). Ist
X € Irrg(G) sogar ein Defekt-0-Charakter fiir die Primzahl p, so ist der Grad des
korrespondierenden gewohnlichen Charakters p von $) gleich dem p'-Anteil von
x(1).

In diesem Fall ist ndmlich x(g) = 0 fiir alle Elemente g € G, deren Ordnung von
p geteilt wird. Es sei x(1) = |P| -t fiir eine zu p teilerfremde natiirliche Zahl t.
Dann gilt

:u(l) = <11G37X>G’: <1P7XP>P
= |P[7' Y x(g) = [P|"'x(1) = [P|7'|P| -t =t.

geP

Nach dem Satz von Wedderburn korrespondiert dieser Charakter dann zu einer
Matrix-Algebra der Form K™ O
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Im letzten Teil dieser Arbeit haben wir einige Charaktertafeln von Endomor-
phismenringen abgedruckt, die im Rahmen dieser Arbeit berechnet wurden. Wir
geben dort auch in einer zusétzlichen Spalte die Korrespondenz zwischen den
einzelnen gewohnlichen Charakteren der Hecke-Algebra und den Konstituenten
des Permutationscharakters an. Wie die Charaktertafeln genau berechnet werden,
wird in Abschnitt 2.3 beschrieben. Wahlen wir wie oben das spezielle Idempotent
ey = |H|™' >, cp h so lsst sich etwa noch folgende strukturelle Eigenschaft aus
den Konstituenten des Permutationscharakters ableiten.

2.1.8 Korollar (vgl. [BI84, Thm. 11.1.3])

Die Bezeichnungen seien wie in Satz 2.1.6. Sei $ := (G, H,ey K H). Dann ist
9 genau dann kommutativ, wenn jeder Konstituent des Permutationscharakters
1% mit Vielfachheit 1 vorkommt. t

2.1.9 Bemerkung

Die Bezeichnungen seien wie in Satz 2.1.6. Zudem seien x € Irrg(G) \ Irrg(G)
(vergleiche Satz 2.1.6) und M, ein KG-Modul mit Charakter y. Dann ist M, e =
0. O

Das folgende Lemma iiber zentral primitive Idempotente einer Hecke-Algebra
wird in Abschnitt 2.4 {iber allgemeineren Grundkorpern benotigt, als wir bisher
angenommen haben. Wir wollen das schon hier beriicksichtigen und die Vor-
aussetzungen entsprechend anpassen. In diesem Sinne ist die Aussage auch eine
Verallgemeinerung von [CR81, Cor. (11.26)], wo ein Korper der Charakterisitk 0
vorausgesetzt war.

2.1.10 Lemma (vgl. [CR81, Cor. (11.26)])

Es seien G eine Gruppe und F ein Korper mit char(F) { |G|, so dass F' ein Zerfal-
lungskérper von F'G ist. Zudem seien H < G und ¢ ein Idempotent von F'H. Wir
bezeichnen die Repréasentanten der einfachen F'G-Moduln mit Vi, Vs, ..., V. Sie
seien so angeordnet, dass Vie # 0,Voe #0,..., Ve #0,V, 1e =0,...Vie =0 fiir
ein 1 <r <[ gilt. Die zu V; gehorigen zentral primitiven Idempotente bezeichnen
wir mit €; fiir 1 < i <1 (vergleiche Satz 1.2.17). Dann ist die Menge der zentral
primitiven Idempotente von §) := e¢F'Ge gegeben durch {ec; : 1 < i <r}.
Insbesondere gilt

Z(eFGe) = (eg; : 1 <i <r)y=e¢Z(FG)e.
Beachte zudem, dass es; = 0 fiir aller + 1 < i <[ gilt.

Beweis: Nach Lemma 1.2.13 sind die Moduln Vie, Vse, ..., V.e Reprasentanten
der einfachen e FGe-Moduln. Fiir 1 < i <[ ist g;¢e = egie € eZ(FG)e C Z(eFGe)
und g;e ist genau dann ein Idempotent, wenn es von 0 verschieden ist.

Weiter gilt fir 1 <i <r:

_ | Vieflir j =1
(VieJee; = Vieje = { 0 fiir j # 1.
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Dabei operiert es; wie die Identitat auf Ve fiir 1 < i < r. Weil F'GG halbeinfach
ist, existiert zu jedem 1 <4 <[ mit eg; # 0 ein Index 1 < j <, so dass Vjeg; # 0
gilt. Nach den vorherigen Uberlegungen folgt j = ¢ und 1 < i < r und somit
Z(eFGe) = (eg; : 1 <i<r) <eZ(FQG)e. O

2.1.11 Satz (Formel von Ree)

Die Voraussetzungen seien wie in Lemma 2.1.5 und die Bezeichnungen wie in
Satz 2.1.6. Es sei x € Irrg(G). Wir fixieren € G und die Konjugiertenklasse C
mit x € C'. Dann gilt:

x(z) = |Ca(z)|x(eCe) (ZX (eg'e)x ege)) , (2.1)

geG

wobei C' = ZyeC y die Klassensumme von C bezeichnet.

Beweis: [CR81, Thm.(11.28)]. O
Rees Formel bietet die Moglichkeit, mit Kenntnis der Charaktertafel von $) Teile
der Charaktertafel von G zu berechnen. Dies hat vor allem rechnerische Vorteile,
da die Dimension von §) in der Regel kleiner als die von KG ist.

Weil die Uberlegungen im Rest des Abschnitts keine Einschrinkung an den zu-
grunde liegenden Ring benétigen, fixieren wir ab hier einen kommutativen Ring
R. Wir verlassen jetzt den allgemeinen Rahmen der Hecke-Algebren und setzen
den Schwerpunkt auf Hecke-Algebren der Form Endzg(R%).

2.1.12 Definition (gepaarte Bahn)

Es sei Q@ = H\G die Menge der Rechtsnebenklassen von H in G. Dann ope-
riert G diagonal auf Q x €). Die Bahnen dieser Operation bezeichnen wir mit
Q1,Qy, ..., Qy, wobei wir die Notation ; = {(w,w) : w € Q} vereinbaren. Wei-
terhin sei fiir 1 <7 <d

Q= {(W,w) : (w,w) €}

die zu ; gepaarte Bahn. Fiir 1 < i < d sei dann ¢* € {1,2,...,d}, so dass
Q; = Q- gilt. SchlieBlich sei fiir 1 < i < d und w € Q die Menge ;(w) definiert
durch

Qi(w) ={w" € Q: (w,0) € U}

2.1.13 Bemerkung
Es seien {D; : 1 < i < d} die Menge der Doppelnebenklassen von H in G und
{51 =1, g2, ...,9a4} ein Reprisentantensystem dieser Doppelnebenklassen.

(a) Dann ist die Abbildung {€; : 1 < i < d} — {D; :1<i<d}:Q =
(Hg, Hg")® — Hg'g~'H bijektiv. Via dieser Bijektion ist {(H, Hg;) : 1 <
i < d} ein Représentantensystem der Bahnen von G auf 2 x Q. Beachte,
dass Q; = (H, Hg;)¢ = (Hg;, H)® zu Hg; ' H korrespondiert.
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(b) Fir 1 <i<dundw= Hg € Q gilt
Qi(Hg) = {Hgih : h € [(HN H")\H]}g,

wobei [(H N HY%)\ H]| eine Transversale von H N H% in H bezeichnet. Ins-
besondere ist

ki = |Q(Hg)| = |H : (HNH)|
von Hg unabhéngig und somit wohldefiniert. Zudem gilt k;« = k;.

Beweis: (b) Beachte, dass Q;(Hg) = §;(H)g gilt. Daher betrachten wir ohne Ein-
schrankung Q;(H). In ©; finden wir alle Elemente der Form (Hg, H g;9) fiir g € G.
Also ist Hg;g ein Element von €;(H), wenn g € H gilt. Aber nicht alle Elemente
von H liefern verschiedene Nebenklassen. Es ist ndmlich Hg;g = Hg;g' genau
dann, wenn ¢'g~! € H9 gilt, weswegen wir diese Elemente herausfaktorisieren. [J
Beachte, dass erst die Transitivitdt der Operation von G auf 2 die Unabhéngigkeit
der k; von w gewéhrleistet.

2.1.14 Definition (Valenz)
Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 2.1.13. Dann heiflen die Zahlen k; fiir
1 < i < d die Valenzen fiir die Operation von G auf Q) x (2.

2.1.15 Lemma
Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 2.1.13 gilt:

ki = |H|"'|Dy|.

Insbesondere ist die Valenz k; die Anzahl der Nebenklassen von H in G in der
Doppelnebenklasse D;.

Beweis: Wir betrachten die Bahn von H auf {Hg;h : h € H} unter Rechtsmul-
tiplikation und erhalten mit dem Bahnensatz

|Hgil | Dil = |H : Hy,,

Fiir den Stabilisator gilt Hy, = H N HY%, woraus die Behauptung folgt. O

2.1.16 Definition und Bemerkung (Adjazenzmatrizen)

Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 2.1.12. Zudem seien {D; : 1 < i <
d} die Menge der Doppelnebenklassen von H in G und R2 sei der zugehorige
Permutationsmodul iiber R.

Fir 1 <i <dund w € Q sei dann ¢; € Endg (R?) definiert durch

pi(w) = Z W'

w'€Q;(w)
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Dann ist offensichtlich ¢; € Endgg(RSQ). Fiir 1 < ¢ < d sei A; die Matrix, deren
Zeilen und Spalten durch €2 induziert sind und deren Eintrige gegeben sind durch

lg, fallsw' € Q;(w) 1z, falls (w,w’) € Q;
[Az]w w' = 0 =

., sonst 1 0, sonst.

Diese Matrizen sind die Abbildungsmatrizen von ¢; auf RS2 beziiglich der Basis
2 und heiflen die Adjazenzmatrizen von G auf ().

In Ubereinstimmung mit der Rechtsoperation, die die MeatAxe benutzt, haben
wir die zugehorigen Abbildungsmatrizen beziiglich der Basis 2 in Zeilenkonven-
tion definiert. Man verifiziert leicht, dass ¢; o ¢; dann zu A;A; korrespondiert.

2.1.17 Bemerkung
Die Adjazenzmatrix A; hat genau k; = |H|~'|D;| (i-te Valenz) Einsen in jeder
Spalte und Zeile.

2.1.18 Lemma (Schur (1933))
Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.1.16. Dann bilden die Endomorphis-
men @1, s, ..., pq eine R-Basis von Endzg(RSY), die so genannte Schur Basis.

Beweis: Die lineare Unabhéngigkeit erkennen wir sofort, wenn wir die Adja-
zenzmatrizen betrachten, die paarweise disjunkte Trager haben. Auch die RG-
Linearitat ist klar, wenn wir die Gleichheit ©;(wg) = €2;(w)g beachten. Es bleibt
zu zeigen, dass die Schur-Basis den ganzen Raum aufspannt. Seien also ¢ €
Endgza(RQ) beliebig und Ay = [ay o |wweq die zugehorige Abbildungsmatrix.
Dann ist fiir ein beliebiges ¢ € G und w € 2

w(w)g = Z aw,w’w/g

w'eN

und
w(WQ) = Zawg,w’w/
w'eN
- Z awg#‘)”gw”g?

w//eQ
wobei wir w” = w/g~! gesetzt haben. Nach Koeffizientenvergleich sehen wir
U = Quguwg fir alle W’ € Q. Damit ist Ay eine R-Linearkombination der
Adjazenzmatrizen. dJ

2.1.19 Korollar (vgl. [BI84, Thm. II 1.3])

Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.1.16. Zusétzlich sei {P(g) : g € G} die
Menge der Permutationsdarstellungsmatrizen von G auf §) (vergleiche Definition
1.7.1).
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Dann ist die Menge 2 aller |Q] x |Q| Matrizen iiber R, die mit allen Permutati-
onsmatrizen P(g) fiir ¢ € G kommutieren, eine R-Algebra. Diese wird von den

Adjazenzmatrizen aufgespannt. Wir nennen 2 den Zentralisator-Ring von G
iiber Q. Insbesondere sind A und Endgg(RS?) als R-Algebren isomorph. Nach

Lemma 2.1.18 bilden die Adjazenzmatrizen Ay, As, ..., Ay eine R-Basis von 2. [

2.1.20 Lemma

Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.1.16. Zudem sei §2 die Menge der
Rechtsnebenklassen von H in G. Fiir 1 < 14,j,t < d seien pgj € R durch p;p; =
Y 1<i<a Pijipr definiert. Dann gilt

iy = |Q(Hg) N Qu(Hg')| - 1r = [H|7'|Din g.D; | - 1
fiir ein fest gewéhltes Element (Hg, Hg') € €.

Beweis: Es seien A; und A; die zu ¢; bzw. ¢, gehorigen Adjazenzmatrizen. Wir
berechnen den (Hg, Hg')-Eintrag von A;A; (vergleiche Bemerkung 2.1.16), der
durch EHg”eQ[Aj]H%HQ" [Ai]Hg”,Hg’ gegeben ist. Es ist [Aj]Hg,Hg” [Ai]Hg”,Hg’ =1
genau dann, wenn (Hg, Hg") € Q; und (Hg", Hg') € §; gilt, wenn also Hg" €
Q;(Hg) und Hg" € Q;(Hg') ist. Daraus folgt die erste Gleichheit.

Es sei (H, Hg;) € €, das fest gewihlte Element. Dann gilt:

QG (H)NQi(Hg)] = [{HgeQ:(H Hg) e Qund (Hg, Hg) € O}
= |H|"'{ge G:g€ Djund gg~" € D;}|
= |[H"'{geG:ge Djund g~ € g; ' D;}|
= |H|"'{ge G:ge D;ND; g}
= |H|7'[Djg; ' n D
|H|'|D; N gD .

t

2.1.21 Definition (Strukturkonstanten)
Die Bezeichnungen seien wie in Lemma 2.1.20. Dann heiflen die natiirlichen Zah-
len p; die Strukturkonstanten von G auf .

In den obigen Uberlegungen haben wir eine Basis von @ := Endzg(RSQ) angege-
ben und diskutiert. Im Folgenden konzentrieren wir uns auf die zu € isomorphe
Hecke-Algebra $ := $H(G, H,eyRH) und untersuchen insbesondere ausgezeich-
nete Basen darin.

2.1.22 Satz (vgl. [CR81, Prop. (11.30)])

Der Ring R erfiille |H| € R*. Wir bezeichnen die Doppelnebenklassen von H
in G mit {D; : 1 < i < d} und Repréasentanten dieser Doppelnebenklassen mit
{1=91,99,...,9a}. Weiter seien k; = |H : HNHY | fiir 1 < i < d die Valenzen von
G auf Q x Q. SchlieBlich sei ) := (G, H, ey RH) mit ey = |H|™' Y., s h € RG
die Hecke-Algebra zu ey.
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(a)

(b)

(c)

Setze
a; ‘= kfl eggiey fir 1 S 1 S d.

Dann gilt
a = [H|™ Y y=|H]"'D (2.2)

yeD;

und es ist {a; : 1 < i < d} eine R-Basis fiir §). Die Basiselemente a;
sind unabhéngig von der Wahl der Doppelnebenklassenvertreter. Wegen
der Wahl von g; =1 ist a1 = ep.

Fiir 1 <1,5 < d gilt:

d
a, Cl] — /JLZ_] at
t=1

fiir gewisse p; € R. Es gilt
pi; = [H| 7D N gD} Y.

Nach Lemma 2.1.20 sind die Koeffizienten yuj; gleich den Strukturkonstanten
¢
Dij-

Der Ring R ertiille zusétzlich, dass k; € R* fiir 1 <1 < d gilt. Wir definieren
die Abbildung

d
1/)25{) —>R,Z>\iai — )\1.
=1

Dann ist
B:HxH— R:(a,b)— (ab)

eine nicht ausgeartete symmetrische und assoziative Bilinearform auf $x §).
Es sei

af == eng; tey = k; ta (2.3)
fiir 1 <+ < d. Dann sind die Mengen
{a; :1<i<d} und {a) :1<i<d}
beziiglich 3 zueinander duale Basen.

g

2.1.23 Definition (Standardbasis)

Die Bezeichnungen seien wie in Satz 2.1.22. Dann heiflen die Elemente a; fiir
1 < i < d die Standardbasis-Elemente von $ und {a; : 1 < ¢ < d} ist die
Standardbasis von $.
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2.1.24 Korollar (Formel von Ree, vgl. [CR81, Prop. (11.34)])

Es seien die Voraussetzungen wie in Lemma 2.1.5 und Satz 2.1.22. Zudem seien
X € Irrg(G) und p := xg der zu x korrespondierende irreduzible Charakter von
$) (vergleiche Satz 2.1.6). Wir fixieren x € G und die Konjugiertenklasse C' von
G mit x € C. Dann spezialisiert sich die Formel von Ree in Gleichung (2.1) zu

x(x) = |Ca(x)||H] 1<Zk (e ICﬂD|> (Zk pu(a )) :

Beweis: Zur vereinfachenden Schreibweise sei mit X C G im Folgenden fiir
eine Menge X die Summe X := ) _. x gemeint. Fiir ein 2 € C sei zudem D,
diejenige Doppelnebenklasse, in der z liegt. Dann gilt:

QHOQH = |I{|_2 Z hl‘h,
z€C,h,h’'eH
= |H[?) [HP|D,[ ' D,

zeC

Dabei gilt das zweite Gleichheitszeichen, da |H|*|D,|™! die Hiufigkeit ist, mit
der ein Element in einer Doppelnebenklasse D, als hah' fiir h, h' € H dargestellt
werden kann. Daher folgt:

d
enCey = > |CND;||D;|7'D;
j=1
d
= Y |cnD;lk; M H|IT'D;

j=1
d

= Y _|CND;lk;a;.

j=1

Damit ist 4

X(enCer) = |C N Dilk; " p(w).

i=1

Wegen egrey = k;lal- fir alle x € D; folgt

d

> xleny em)x(enyen) = D [Dilk;*p(a))u(a;) = [H| Zkflﬂ(av

yeG =1

und damit die Behauptung. U
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Die in der Formel von Ree auftretenden Koeffizienten |C' N D;| spielen auch bei
der Bestimmung der Charaktertafeln von Hecke-Algebren in Abschnitt 2.3 und
bei der Untersuchung des Zentrums von Hecke-Algebren in Abschnitt 2.4 eine
grofle Rolle. Wir wollen sie deshalb in die folgende Definition aufnehmen.

2.1.25 Definition (Klassen-Nebenklassentafel)

Die Konjugiertenklassen von G seien mit C4,Cy, ..., C,, und die Doppelneben-
klassen von H in G mit Dy, Do, ..., D4 bezeichnet. Dann heifit die Matrix CCT gy
mit den Eintrdgen

[CCTH]U = |Cz N DJ|

fir 1 <7<mund 1 < j <d die H-Klassen-Nebenklassen-Tafel von G. Ist
die Untergruppe H klar, so schreiben wir CCT};.
Die reduzierte Klassen-INebenklassen-Tafel von G ist die Matrix rCCT =
|C; N Dy
bz’j _
kj
firl<i<mund1<j<d.

2.1.26 Bemerkung

Die Anzahl der Elemente in einer Konjugiertenklasse, die in einer Nebenklasse
liegen, ist konstant iiber den Nebenklassen in einer Doppelnebenklasse.

Dazu fixieren wir zwei Rechtsnebenklassen Hx; und Hxzo, die beide in der Dop-
pelnebenklasse D; = Hg;H liegen, eine Konjugiertenklasse C; und ein Element
g < Cz NH xq.

Nach Voraussetzung gibt es Elemente hy, hj fiir [ = 1,2 mit x; = hjg;h;. Also gilt
g € CiNHzy = CiNHgjhy. Dann ist (hy 'ha)~tg(hy'hy) € C;NHghy = CiNHas.
Daher ist jeder Eintrag der reduzierten Klassen-Nebenklassen-Tafel rCCT eine
natiirliche Zahl.

2.2 Endomorphismenringe aus H < Ng(H) < G

Es sei R ein kommutativer Hauptidealring. Die Datensammlung am Ende dieser
Arbeit legt Strukturen der Endomorphismenringe der Permutationsmoduln R
von speziellen Untergruppen H einer endlichen Gruppe G offen. Insbesondere
untersuchen wir zu einer gegebenen Untergruppe H < G nicht nur den Endo-
morphismenring Endg(R%) sondern auch die Endomorphismenringe Endy(R%)
und Endg(RS) fiir N := Ng(H). In diesem Abschnitt wollen wir bereits theo-
retisch Zusammenhénge dieser Endomorphismenringe darstellen, die sich allein
aus dem gruppentheoretischen Zugang H < N < G ergeben.

Zur vereinfachenden Schreibweise seien folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

End$ := Endzg(R%),
EndY := Endgy(RY).
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Wir werden auch weiterhin die dazu isomorphen Algebren bemiihen und insbe-
sondere die Adjazenzmatrizen der jeweiligen Algebren mit

gAz und gAz

bezeichnen. Wir nummerieren die Doppelnebenklassen D;, 1 <i < dvon H in G

so, dass D; = H und
f

UDi:Nfﬁreinlgfgd

i=1
gilt. Zudem bezeichne {g; = 1, g, ..., g4} ein Repréisentanten-System dieser Dop-
pelnebenklassen.
Die Nummerierung der n := |G : H| Nebenklassen H\G sei so gewéhlt, dass
Hxy = H und

UHxi:Nmitm::|N:H|
i=1

gilt. Dabei sei {z1,x9,...,2,} eine Transversale fiir die (Rechts-)Nebenklassen
von H in G.

J. Jacob hat sich in ihrer Dissertation [Jac04, Sec. 1.2] mit dem allgemeineren
Konzept der Assoziationsschemata auseinander gesetzt und entsprechende Ergeb-
nisse wie in diesem Abschnitt gewonnen. Wegen der konkreten Handhabbarkeit
im speziellen Fall von End%, End} und End$; wollen wir die Situation nochmals
studieren.

Wir konzentrieren uns auf den strukturellen Zusammenhang zwischen End$ und
End};. Beachte, dass der Endomorphismenring End} als R-Algebra isomorph
zum Gruppenring RN/H ist.

2.2.1 Lemma
Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts.

(a) Dann gilt fiir alle 1 <i < f und 1 < s,t < m:
[GA How o = 1 <= [HAHow 2 = 1.
(b) Firallel <i< f,1<s;t<mundm+1<wv<n gilt
(S A e b2y = 0 und [$GAi] sz, iy = 0.
(c) Es gilt fir alle f +1 <i<dund1<s,t <m:

(S A e iz, = 0.



32 Kapitel 2. Endomorphismenringe von Permutationsmoduln

Zusammentassend haben wir fiir 1 <i < f Adjazenzmatrizen der Form

* Omnfm
ol |

n—m,m *k

wobei * eine Matrix der Dimension m x m ist. Fiir f +1 < ¢ < d haben die
Adjazenzmatrizen die Gestalt

wobei x und * und ** entsprechend dimensionierte Matrizen sind.

Beweis:

(a) Es ist [N Ai]ge, sz, = 1 genau dann, wenn ein g € N mit (Hz,, Hr,) =
(Hgig, Hg) existiert, woraus wegen g € N C G sofort auch [%A4;] g, gz, = 1
folgt.

Ist umgekehrt [$A;]pe. me, = 1, so existiert ein g € G mit (Hx,, Hz;) =
(Hg;g, Hg). Somit ist g = hx; firein h € H. Wegen 1 <t <mund H < N
ist g ein Element von N. Daraus folgt die umgekehrte Richtung.

(b) Wir nehmen an [$A]g., gz, = 1 fiir ein m + 1 < v < n. Dann ist
Hz,x'H = Hg;H und nach Voraussetzung an ¢ ist Hg;H C N. Wegen
H < N und x, € N ist also x, € N. Dies steht im Widerspruch zur Wahl
der Nummerierung. Die andere Behauptung wird analog gezeigt.

(c) Wire [GAi] e, mzy = 1, SO wiire Hya,'H = HgH also z.a, € HgH.
Andererseits ist z,r; € N wegen 1 < s,t < m. Das steht im Widerspruch
zur Wahl der Nummerierung. U

Aus diesen Uberlegungen folgt der Satz, der den Zusammenhang zwischen End%
und End$ erldutert.

2.2.2 Satz
Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. Dann ist die Abbildung

v EndYy — End%, NA; — QA fir 1 <i< f

ein injektiver R-Algebren-Homomorphismus. Insbesondere kann End% als Unter-
algebra von Endg aufgefasst werden. O

2.3 Charaktertafeln

Auch die modulare Darstellungstheorie der Gruppen wird zu einem gewissen Grad
von der gewOhnlichen bestimmt. Wie wir im letzten Abschnitt sahen und in den
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nédchsten Abschnitten sehen werden, spielt die gewohnliche Charaktertafel eine
grofie Rolle. In diesem Abschnitt arbeiten wir (bereits bekannte) Methoden auf,
die Charaktertafel einer Hecke-Algebra mit Hilfe der Charaktertafel der zugrunde
liegenden Gruppe zu berechnen.

Wir halten fiir diesen Abschnitt die folgenden Bezeichnungen fest. Es sei K ein
Korper mit char(K) = 0. Weiter seien G eine Gruppe, C1,Cs, ..., C,, die Kon-
jugiertenklassen von G und 1 = yy, ¥y, ..., y,, Vertreter mit y; € C;. Wir fixieren
eine Untergruppe H < G und das Idempotent ey := |H|™! Y nen I sowie die zu-
gehorige Hecke-Algebra § := (G, H, ey K H) mit Standardbasis {a1, as, ..., a4}
Weiter seien H = D;, D, ..., Dy die Doppelnebenklassen von H in G und
gi € D; fir 1 < i < d. Schliellich bezeichnen wir mit [CCT];; = [|C; N Djl]
die H-Klassen-Nebenklassen-Tafel von G (vergleiche Definition 2.1.25) und mit
[ct(@)]i; = [xi(y;)] die Charaktertafel von G.

2.3.1 Lemma

Die Bezeichnungen seien wie oben. Dann kann man die Charaktertafel von $) aus
der Charaktertafel von G mittels der H-Klassen-Nebenklassen-Tafel wie folgt
berechnen:

[i(ay)] = [H| ' [et(G) - CCTI;; = [HIT' Y xalw)lCn DI,

*

wobei [-|* aus [-] durch Streichen der Nullzeilen entsteht.

Beweis: Wir haben in Satz 2.1.22 die Basiselemente a; durch a; = kjeggieq
definiert. Weiterhin korrespondiert zu jedem irreduziblen Charakter p; von $)
ein irreduzibler Charakter y; von G, so dass (x;)s = p gilt. Daher folgt fiir
1<j<d

pi(a;) = kixi(engjen)
= [H|k; ) xi(hg;h')

h.WeH

Nach Lemma 2.1.15 ist k; = |D;|/|H|. AuBerdem kommt jedes Element aus D;
in obiger Summe genau |H|*|D;|~! mal vor. Somit gilt:

wila;) = [DI/IHP Y xi(@) | HP| Dyl

$6Dj

= [H['Y i) - |G Dyl
=1

= [H|'[et(G) - CCT], ;.

Ist hingegen x € Irrx (G)\Irr4(G), so ist x(emgjen) = 0 nach Bemerkung 2.1.9 fiir
alle 1 < j < m. Daher ist die entsprechende Zeile im Matrixprodukt [ct(G)-CCT]



34 Kapitel 2. Endomorphismenringe von Permutationsmoduln

eine Nullzeile. Weil x zu keinem gewohnlichen irreduziblen Charakter von $)
korrespondiert, folgt insgesamt die Behauptung. O
Dieses Ergebnis war bereits bekannt und wird beispielsweise in [Alp08] erwéhnt.
Allerdings war eine Referenz fiir den Beweis unbekannt.

Genau wie bei Gruppen konnen wir iiber die Charakterwerte Folgendes sagen:

2.3.2 Bemerkung (vgl. [Zie05, La. 9.2.5])

Wir nehmen von dem Kérper K zusétzlich an, dass er algebraisch abgeschlossen
ist. Weiter sei p ein irreduzibler Charakter von $). Dann ist pu(a;) fir 1 <i <d
eine ganze algebraische Zahl, d.h. es existiert ein normiertes Polynom f € Z[X]|\Z

mit f((a;)) = 0.

Beweis: Die lineare Fortsetzung 6 der Abbildung a; — A", wobei A; die Adja-
zenzmatrizen (Korollar 2.1.19) des zugehorigen Zentralisatorrings bezeichnen, ist
ein K-Algebren-Isomorphismus. Via 6 kénnen wir die Standardbasis von ) mit
der von 2 identifizieren und trotz der formalen Ungenauigkeit p(A;) schreiben.
Weil 2 halbeinfach ist, konnen alle Adjazenzmatrizen simultan auf Blockdiago-
nalgestalt gebracht werden, wobei jeder Unterblock jeweils zu einer irreduziblen
Darstellung von gehort. Weil A; nur 1 und 0 als Eintrége hat, sind die Nullstellen
von X E, — A; ganz algebraisch und damit die Charakterwerte p(A;) als Summe
von Eigenwerten von A; auch. U

2.3.3 Korollar
Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. Es sei [p;(a;)] die Cha-
raktertafel von §).

(a) Fiir alle x € Irrg(G) \ Irr(G) gilt:

m

S x@)ICiN Dy| = 0 fiir alle 1 < j < d.

=1

(b) Fiir alle 1 < j < d gilt

2. x(l)ux(aj):{ \G:HO\: j=1

sonst.
x€lrrg (G)

(c) Ist H <G ein Normalteiler von G, so ist §) als Algebra isomorph zur Grup-
penalgebra K(G/H) und die Représentanten gi, g, ..., gq der Doppelne-
benklassen sind zugleich Vertreter fiir die Nebenklassen von H in G. Dann
gilt

m

pia;) = [H[7V Y T 1Cin Dylxilar) = xilg;).

=1

Damit enstpricht x genau dem inflationierten Charakter von pu.
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Beweis:

(a)

(b)

Im Beweis zu Lemma 2.3.1 sehen wir, dass die zu y gehorige Zeile in der
Matrix |H| ™ [ct(G)CCT];; eine Nullzeile ist, woraus die Behauptung sofort
folgt.

Zum Zweck der iibersichtlicheren Darstellung benutzen wir an dieser Stelle
die Schreibweise Irrg(G) = Irr(G) \ Irry(G). Es gilt nach Lemma 2.3.1

Z X(Dpy(a;) = ‘H|IZ Z x(21)|Cr N Dy

x€lrrg (G) 1<i<m xelrrg (G)
=HIT Y JanD | Y x(Wx(x) - D x(Dx(a)
1<i<m x€lrr(G) Xefﬁ%(g)

Mit den 2. Orthogonalitétsrelationen fiir Gruppen (vergleiche beispielsweise
[CR&1, Prop. (9.26)]) erhalten wir im Fall j =1

Yo xWmla) =G HI = [H" Y 1GND| Y x(L)x(@),
x€lrrg (G) 1<i<m Xel/r\r;, (@)
und im Fall j # 1
Yo xWpylay) =—[HIT Y GnDl Y x(Wx(a).
X€lrrg (G) 1<i<m X€lrs (G)
Fiir die letzte Summation gilt nach (a):

doanD Y x(Wx(@) = Y x(1) Y [CinDjlx(a) = 0.

Isi=m x€lrrg x€lrrg (G) Isi=m

Insgesamt folgt die Behauptung.

Es seien 1 < lj,ly < m mit C;, N D; # 0 und C;, N D; # () gegeben. Wir
betrachten x; € Irrg(G/H), definiert durch x;(gH) := x:(g). Dann gilt
Xi(91) = Xi(g1.) = Xi(g;H). Daher folgt

pi(ay) = [H|™ D 1CN Dylalgr) = [HI7HY G0 Dylxalyy) = xilys),

=1 =1

weil " |Cr N D;| = |D;| = |H] ist. O
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2.3.4 Lemma (vgl. [CR81, Thm. (11.32)])

Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. Zusétzlich seien x € Irrg,
5§G € KG das zu x gehorige zentrale Idempotent von KG und p := xg der zu
X gehorige irreduzible Charakter von $). Dann ist e Hsf ¢ nach Korollar 2.1.10 ein

Idempotent von $ und wir erhalten die Darstellung

d d
SKG _ w( az o x(1) NV x(1) v

Beweis: Mit D, bezeichnen wir die Doppelnebenklasse, zu der g gehort. Zur
Erinnerung sei fiir einen Index ¢ der Index ¢* wie in Definition 2.1.12 definiert.
Es gilt:

H<%Zx(g)gl> ey = % Y. x(ghg'W

geG

Mit Lemma 2.3.1, Lemma 2.1.15 und Gleichung (2.2) auf Seite 28 gilt dann:

H(%Zx@gl) o = A0S xw)IC D

geG

Die letzte Gleichheit folgt aus Gleichung (2.3) in Lemma 2.1.22. O
Wie schon in Korollar 2.1.8 bemerkt, ist der Endomorphismenring &% des Per-
mutationsmoduls K§ genau dann kommutativ, wenn alle irreduziblen Konstitu-
enten im Permutationscharakter mit Vielfachheit 1 vorkommen. Nach dem Satz
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von Wedderburn ist aber in diesem Fall

dimy €% = dimg Z(€¥) = Y~ p (1)

X€lrr, i (G)

Andererseits indizieren wir die Spalten der Charaktertafel mit allen Adjazenzma-
trizen, so dass wir genau im kommutativen Fall eine quadratische Charaktertafel
haben.

2.4 Das Zentrum

Wir fixieren eine Gruppe G und eine Untergruppe H < G von G. Es seien F'
ein Korper mit char(F') 1 |G|, so dass F' Zerfillungskorper von F'G ist. Dann ist
das Idempotent e := [H|™' Y, h € FH und wir kénnen die Hecke-Algebra
$H = ey FGey betrachten. Mit 2 bezeichnen wir die dazu isomorphe Adjazenz-
algebra. Die Standardbasis von $) sei mit {ay,as,...,a,} bezeichnet (vergleiche
Satz 2.1.22).

Die Konjugiertenklassen von G seien mit C,Cy, ..., C,, und die Doppelneben-
klassen von H in G mit Dy, Dy, ..., Dy bezeichnet. Schliefllich sei (r)CCT die
(reduzierte) H-Klassen-Nebenklassen-Tafel von G (vergleiche Definition 2.1.25).
Zur Erinnerung: In Lemma 2.1.10 wurde bereits

e Z(FGey = Z(9) = Z(ey FGep)

bewiesen. Wir wollen den Kérper F' in dieser Formulierung spezifizieren und als
Element eines p-modularen Zerfallungssystems verstehen. Es sei (K, O, k) ein p-
modulares Zerfallungssystem fiir G mit p = char(k) 1 |G|. Zudem seien wie in
Lemma 2.1.10 die einfachen K G-Moduln mit Vi, Vs, ..., V; bezeichnet, wobei die
Anordnung so gewahlt ist, dass

WQH%O,%QH%O,...,‘/}QH%Ound V,~+1€H:0,...,V2€H:0 (2.4)

fiir ein 1 <r <[ gilt. Fiir 1 < <[ seien O-Formen von V; mit X; bezeichnet.
SchlieBllich sei = : OG — kG, x — T die kanonische Abbildung.

Beachte, dass kG halbeinfach ist und somit die reduzierten Gitter X; fiir 1 <14 <
die projektiv unzerlegbaren kG-Moduln sind.

2.4.1 Lemma
Die Bezeichnungen seien wie gerade erldutert. Dann gilt:
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Beweis: Nach Lemma 1.2.10 und Bemerkung 1.7.2(b) gilt:

dim,(Xieg) = dimy(Homyg(k§, X))
= dimy(Homeg (0%, X;))
= rang,(Homog (0§, X;))
= dimg(Homga(K§, Vi),

wobei das zweite Gleichheitszeichen nach Lemma 1.3.9 gilt. Mit [NT89, Thm.
11.7] folgt daraus:

Daraus folgt, dass genau dann X;eyz = 0 ist, wenn Vjey = 0 ist. Nach Lemma
1.2.13 sind somit X;ey fiir 1 < i < r die einfachen ¢y kGey-Moduln und es folgt
die Behauptung. O
In Gruppenalgebren ist die Menge {C’l, Co, ..., C’n} der Konjugiertenklassensum-
men eine K-Basis des Zentrums. Wir konnen die zugehorigen kondensierten Ele-
mente e Hé'ie g untersuchen und erhalten das folgende Lemma:

2.4.2 Lemma
Die Bezeichnungen seien wie oben. Dann gilt fiir 1 <i<n

d
Z [CCTY;,

Insbesondere ist dimg (Z(eg KGey)) = rang(CCT).

M&

[rCCTJ;ja

Jj=1

Beweis: Im Beweis zu Korollar 2.1.24 haben wir bereits die Gleichheit

d
enCiepr = Z k;'Ci N Dy

j=1

gezeigt. Aus Gleichung (2.3) (Seite 28) folgt

d
egCiey = Z |Ci N Dylaj..

Jj=1

Weil |C; N D;| genau der i, j-Eintrag der Klassen-Nebenklassen-Tafel ist, folgt zu-
sammen mit Lemma 2.1.10, dass dimg(Z(9)) = dimg (im(CCT)) = rang(CCT)
ist. U
J. L. Alperin hat das Zentrum einer Hecke-Algebra iiber Z als additive abel-
sche Gruppe untersucht. Bevor wir sein Ergebnis zitieren, miissen wir die darin
vorkommenden Strukturen prézise einordnen.
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Es sei ey == |H| ™'Y,y h € QG, aufgefasst als Element des Gruppenrings iiber
den rationalen Zahlen. Wir setzen

Y)Z:<a21§z§d)z

Nach Bemerkung 1.7.2 ist eyZG = Z%, und es gilt $z = Endyzg(enyZG) nach
Satz 2.1.22(b).
Betrachte nun

Zo = QHZ(ZG)QH = <eHOieH 1< < m)Z.

Wegen Bemerkung 2.1.26 und Lemma 2.4.2 gilt 7, < $z. Offensichtlich ist
enZGey < QG, so dass wir innerhalb von QG die Inklusion

Zy < Z:=27Z(9z) < Hz < enyZGeyg < QG

haben.

2.4.3 Satz ([Alp08])
Die Bezeichnungen seien wie oben. Dann ist der Quotient

Z)Zy = Z(97) e (Z(ZG) ey

eine abelsche Gruppe von endlicher Ordnung, die gleich dem Produkt aller (von 0
verschiedenen) Invariantenteiler der reduzierten Klassen-Nebenklassen-Tafel ist.

Beweis: Beachte zunéchst, dass Z/Zy nach Lemma 2.1.10 mit F' = Q endliche
Ordnung hat. Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten.

1.Schritt: Zeige, dass Z/Z, die Torsionsgruppe der endlich erzeugten abelschen
Gruppe 97/Z ist. Es sei T'/Z, die Torsionsgruppe von $)z/Z,. Dann gibt es fiir
ein beliebiges Element ¢t € T' eine natiirliche Zahl n, so dass nt =: z; € Z ist.
Also gilt fir den Kommutator [t, h] := th — ht:

n[t, h] = nth — nht = zh — hz; = 0,

so dass [t, h] endliche Ordnung fiir ein beliebiges h € $)z hat. Aber in der freien
abelschen Gruppe $z hat nur das Element 0 endliche Ordnung. Daher gilt 7' C Z
und es folgt Gleichheit.

2. Schritt: Zeige, dass sich die Torsionsgruppe Z/Zy von $7/Zy aus den von 0
verschiedenen Invariantenteilern von [rCCT] berechnet. Weil {a; : 1 < i < n}
eine Z-Basis von )7 ist und Z, = (eHC'ieH : 1 < < n)y gilt, folgt mit Lemma
2.4.2 die Behauptung. O
Betrachten wir die Situation aus Satz 2.4.3 iiber einem Zerféllungskorper K von
G, so dass char(K) 1 |G|. Dann gibt es genau r (von 0 verschiedene) Invarian-
tenteiler in der reduzierten Klassen-Nebenklassen-Tafel, wobei r wie in (2.4) auf
Seite 37 die Anzahl der einfachen ey K Geny-Moduln (bis auf Isomorphie) ist.
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2.4.4 Lemma

Es seien f1, fo,..., f, die von 0 verschiedenen Invarianten-Teiler der Klassen-
Nebenklassen-Tafel mit fy | fo | -+ | fr. Dann gilt p | |G| fiir jede Primzahl p mit
plfe

Beweis: Wir nehmen an, p | f, und p { |G|. Es seien alle Bezeichnungen wie in
Satz 2.4.3. Dann existiert eine Z-Basis {21, 22,..., 2.} von Z = Z($z), so dass
{fiz1, faza, ..., [r2} eine Z-Basis von Zy = ey Z(ZG)ey ist.

Betrachte ein p-modulares Zerfallungsystem (K, O, k). Dann ist ey € OG und
wir kénnen Zy o 1= ey Z(OG)ey betrachten.

Einerseits ist dimg(eg Z(KG)ey) = r = rangy(Zoo) und { fiz1, faze, ..., frzr}
ist auch eine O-Basis von Z ¢.

Andererseits ist % =enZ(kG)eg wegen Zyo = <eHC’ieH 1 <i<m)o.

Aber f.z, = f,Z, = 0, weswegen dimy(eyZ(kG)ey) < r gilt. Das ist aber wegen
Lemma 2.1.10 ein Widerspruch zu Lemma 2.4.1. O
Wir haben am Ende dieser Arbeit eine Datensammlung bereit gestellt, die eine
Auflistung séamtlicher Strukturmerkmale von verschiedenenen Endomorphismen-
ringen aufzeigt. Von den einigermaflen klein-dimensionalen Beispielen kénnen wir
die Dimension des Zentrums in verschiedenen Charakteristiken untersuchen. Zum
einen bemerken wir hier, dass hin und wieder eine Dimensionsvergroflerung beim
Ubergang von Charakteristik 0 nach Charakteristik p stattfindet (etwa beim En-
domorphismenring Endgq(K$) fiir G = Ag, P € Syls(G), p = 5). Auffillige
andere Merkmale des Zentrums insbesondere im Hinblick auf die modulare Dar-
stellungstheorie dieser Algebren haben wir an diesen Beispielen nicht festgestellt.
Uberhaupt ist ein Zusammenhang zwischen den modularen Charakteren oder
deren Anzahl modulo p und der Dimension des Zentrums iiber Charakteristik p
nicht offensichtlich.

2.5 Symmetrische Endomorphismenringe

Es sei (K, O, k) ein p-modulares System. Das eindeutig bestimmte maximale Ideal
p von O sei von 7 erzeugt. Es seien GG eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.
Wir fixieren den Endomorphismenring ¢ := Endpg(O%) und bezeichnen die
Konstantenerweiterung € ®» K mit ¢X. Die dazu isomorphe Adjazenzalgebra
A% hat die Adjazenzmatrizen (A, Ao, ..., Agq) als K-Basis. Weil dies Matrizen
mit (0, 1)-Eintrigen sind, konnen wir (Ay, As, ..., Ay) als Basis von 2 bzw. A* =
2A := A/Ar betrachten. Insbesondere haben &, % und &* den gleichen Rang
bzw. die gleiche Dimension.

In diesem Abschnitt untersuchen wir, unter welchen Voraussetzungen 2 bzw. 2
symmetrische Algebren sind.

Wir bekommen auf natiirliche Weise zwei symmetrische Bilinearformen fiir 2.
Die erste Bilinearform, deren Nicht-Ausgeartetheit genau bestimmbar ist, ergibt
sich aus der natiirlichen Darstellung, vergleiche dazu auch Satz 2.1.22(c).
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2.5.1 Lemma
Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. Sind alle Valenzen k;
Einheiten in O, so sind 2 und A* symmetrisch.

Beweis: Es seien 0 € {O,k} und k¢ := k;, falls = O und k¢ := k;, falls § = k

ist. Dann ist die bilineare Fortsetzung von
BY A x A — 0 : (A, Aj) s K0S

eine symmetrische und nicht ausgeartete Bilinearform. U
Beachte, dass diese Bilinearform $V aus der natiirlichen Darstellung, die die
lineare Fortsetzung von A% — 2A? : A; — A, ist, abgeleitet wird. Dann ist 3V
nimlich nach Skalierung gleich der Abbildung, die ein Tupel (A4, A’) € 2A? x A°
auf die Spur ihres Produkts abbildet.

Die zweite Bilinearform, ergibt sich aus der reguldren Darstellung. Allerdings fin-
den wir hier keine einfache hinreichende Bedingung fiir ihre Nicht-Ausgeartetheit.

2.5.2 Definition und Bemerkung (kollabierte Adjazenzmatrix)

Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. Zudem sei fiir 1 <i <d
die Matrix [B;];; := pf; die zu A; gehorige kollabierte Adjazenzmatrix. Dann
ist die bilineare Fortsetzung % der Abbildung

A <A — 0 - (Am, An) — Tr(B,B,) = Z pimpfrw

s,t=1
eine Bilinearform auf 2.

Die Indizierung S% deutet an, dass sich diese Bilinearform aus der reguliren
Darstellung ableitet, die die lineare Fortsetzung von A% — A : A, — B; ist,
wobel B; die zu A; kollabierte Matrix bezeichnet.

2.5.3 Bemerkung

Die Umkehrung von Lemma 2.5.1 ist nicht richtig. Man betrachte zum Beispiel die
Mathieu-Gruppe G = My, die auf den Nebenklassen nach H := Ag.23 vielfach-
heitsfrei operiert. Dann ist |G : H| = 11, ky = 1, ky = 10. Die Gram-Matrix, die
sich aus der zweiten Bilinearform 3% ergibt, hat Determinante 121. Insbesondere
sind die entsprechenden Algebren in Charakteristik p = 2,5 symmetrisch, obwohl
diese Primzahlen die Valenz ks, teilen und die erste Bilinearform 3V ausgeartet
ist.

2.6 Das Schur-Element

Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Zudem sei K ein Korper
der Charakteristik 0, so dass KG und K H halbeinfach und zerfallend iiber K
sind.
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Dann ist ey := [H| ™'Y, .y h € KH. Wir fixieren die zugehérige Hecke-Algebra
9 :=9H(G, H, ey KH), die dann auch halbeinfach (vergleiche Satz 2.1.5) und sym-
metrisch (vergleiche Lemma 1.5.3) ist. Es sei 3 die nicht ausgeartete symmetrische
Bilinearform aus Satz 2.1.22 auf §). Die Standardbasis sei mit {ai, as,..., a4}
und die dazu duale Basis bzgl. § mit {ay,ay,... a7} bezeichnet (vergleiche
Satz 2.1.22). Auflerdem sei {Si,Ss,...,S,} ein Reprisentantensystem der einfa-
chen $)-Moduln mit korrespondierenden irreduziblen Charakteren {1, pia, . . ., fi- }
Irri ($). Wir wenden in diesem Abschnitt die Ergebnisse aus Abschnitt 1.6 auf
unsere speziellen Voraussetzungen an.

In Proposition 1.6.6 finden wir fiir die zentral primitiven Idempotente die Dar-
stellung

d
es, = — > pile))ay.

1
Cqg.
Si =1

Andererseits haben wir in Lemma 2.3.4 die Darstellung

x(1) Zd
_ (Vv
551’ - |G . H| - :ul(al )C([,

wobei x; € Irrg (G) der zu p; korrespondierende Charakter von G ist (vergleiche
Satz 2.1.6). Da die zentral primitiven Idempotente unter den gegebenen Voraus-
setzungen nach Bemerkung 1.2.14 eindeutig sind, kénnen wir die Koeffizienten
vergleichen und erhalten den folgenden Satz.

2.6.1 Satz
Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie oben. Dann gilt fiir das zum
einfachen $)-Modul S; gehérige Schur-Element

|G : H|
xi(1)

CS¢ =

2.7 Halbeinfachheit

In diesem Abschnitt seien G eine Gruppe, H < G eine Untergruppe von G und
F ein Kérper. Wir fixieren den Endomorphismenring € := Endp(F5) und be-
trachten die dazu isomorphe Adjazenz-Algebra 2. Es ist durchaus moglich, dass
der Gruppenring F'G nicht halbeinfach ist, die Adjazenz-Algebra jedoch wohl
(zum Beispiel der Endomorphismenring des Permutationsmoduls F§ fiir eine p-
Sylowgruppe P in G, die zudem ein Normalteiler von G ist). J. Jacob hat in ihrer
Dissertation [Jac04] Beispiele angegeben, bei denen Valenzen von der zugrunde
liegenden Charakteristik geteilt wurden; darunter fanden sich sowohl halbeinfache
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als auch nicht halbeinfache Adjazenz-Algebren, so dass fiir eine Charakterisierung
von Halbeinfachheit andere Verkniipfungen der Bedingungen nétig sind als nur
das Produkt der Valenzen. A. Hanaki hat in [Han00] die Frage nach der Hal-
beinfachheit von Adjazenz-Algebren beantwortet. Er kommt zu dem Resultat,
dass die Halbeinfachheit an der so genannten Frame-Zahl der Adjazenz-Algebra
entschieden werden kann.

2.7.1 Definition (Frame-Zahl)

Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. Zusétzlich seien K ein
Korper der Charakteristik 0 und x1, x2,- -, X» € it (G) die Konstituenten des
gewdhnlichen Permutationscharakters 14 mit den jeweiligen Vielfachheiten m;.

Es seien dimg () = d und ky, ks, . . ., kq die Valenzen von 2. Dann ist die Frame-

Zahl von 2 durch e
_ |G3H| Hz‘:1ki

2

H§:1 x;(1)"™

F(2) -

definiert.

2.7.2 Lemma ([Wei76, Thm. L9])
Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.7.1. Dann ist die Frame-Zahl eine
ganze Zahl. O

2.7.3 Satz ([Han00])

Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.7.1. Zusétzlich seien (K, O, k) ein p-
modulares System und § die Frame-Zahl von 2. Dann ist die Adjazenz-Algebra
A% iiber k genau dann halbeinfach, wenn p nicht die Frame-Zahl teilt. U

2.7.4 Bemerkung

Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.7.1. Zusétzlich nehmen wir an, dass
H < G ein Normalteiler von G ist und dass K ein Zerfallungskorper von KG
ist. Dann ist die Adjazenz-Algebra isomorph zu K(G/H). Die Charaktere von
Irre(G) := {x € it (G) : (1%, x) # 0} sind genau die inflationierten Charaktere
von K(G/H) = 2. Daher gilt x(1) = p,(1) fiir alle x € Irrg(G) nach Korollar
2.3.3(c). Die Frame-Zahl von 2 ist dann durch

|G . H|d _ |G : H|d
HXEIHQ( G X (1)1 HXEIer( G ,ux(l)“"(l)2
(@) @)

gegeben. Nun gilt nach Wedderburn erlm @) piy(1)* = d. Daher kann man die
Faktoren in der Frame-Zahl wie folgt arrangieren:

- I (SR

x€lrry (G)

5=

Weil G/H eine Gruppe ist, ist jeder einzelne Faktor eine ganze Zahl. Daher teilt
p die Frame-Zahl genau dann nicht, wenn p keinen Faktor |G : H|/pu,,(1) teilt.
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Dies ist genau das aus der modularen Darstellungstheorie von Gruppen bekannte
Defekt-0-Kriterium fiir die Charaktere von G/H.

2.8 Blocke

Wir fixieren eine Gruppe G, eine Primzahl p und ein p-modulares Zerfallungssy-
stem (K, O, k) fiir G. Das eindeutig bestimmte maximale Ideal von O bezeichnen
wir mit p.

Wie im vorherigen Abschnitt seien H < G und €2 die Menge der Rechtsnebenklas-
sen von H in G. Dann operiert G auf 2 transitiv und wir bezeichnen den zugehéri-
gen Permutationsmodul iiber O mit Of). Schliefllich seien € := Endpg(O5?),
@K = EHng(OQ) XRo K und @k = Endk(;(OQ) XRo k.

Wir kénnen nun auf das Tripel &, &%, &* die Ergebnisse aus Abschnitt 1.3 an-
wenden. Zuvor erinnern wir an die Fitting-Korrespondenz (vergleiche Satz 1.2.5)
angewendet auf ¢X.

2.8.1 Bemerkung
Die Bezeichnungen seien wie in der Einleitung dieses Abschnitts. Dann sind
00 ®o K =: KQ und X halbeinfach. Es seien Vi, Vs, ..., V., Reprisentanten
der Isomorphieklassen der einfachen KG-Moduln, die in K€2 vorkommen. Wir
setzen m; := dimg(V;) und betrachten die homogene Zerlegung von K2 als KG-
Modul

KQ=H ®&H,&...® H,,

wobei H; = V™" :=V,@V;&...8 YV, die n;-fache Summe von V; ist fiir 1 <i <.
Dann ist
Kmixmi g =4

0, 7#1
und somit ist €& = @r_ K"*"i eine Zerlegung in minimale zweiseitige Ideale.
Dieses Ergebnis kénnen wir auch mit Hilfe von zentralen Idempotenten interpre-
tieren. Ist namlich &; € X die Projektion auf H;, so ist €; nach Satz 1.2.15 ein
zentral primitives Idempotent von €% und 1 = 77| &, ist eine Idempotentzer-
legung in zentral primitive Idempotente. Folglich ist €% = @®I_,&;EX¢; und nach
Lemma 1.2.10 gilt £,X¢; = Endgg(H;) = K<™,
Es seien nun S, 9, ..., S, die einfachen &X-Moduln, wobei die Nummerierung
so gewiihlt sei, dass S; = Homgq(KQ,V;) C X fiir alle 1 < i < r gilt. Dann gilt

HOHIKG'(HZ‘, H]) = {

S;, j=i

ij‘fi = EZ‘S]‘EZ' = 5iSj = { 0 j 7£ i

und dimg S; = n; fir alle 1 <4 <.



2.8. Blocke 45

2.8.2 Satz ([Lan83, Prop. II 12.11])

Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 2.8.1. Weiter seien @1, 2, . .., @q die
Schur-Basis von X mit ¢ = idgq und py, pia, . . ., ptr die zu Sy, Ss, . . ., S, gehéri-
gen irreduziblen ¥ -Charaktere. Dann gilt

(a)

(b) .
dimg (S;) = dm‘l%‘(m > iﬂi(@l)ﬂi(@l*)'

(c) Es gelten fiir alle 1 <14, j < r die Orthogonalitétsrelationen

d

1 dimg (S;)
5 — — Q R S
— k SOZ l’L] g@l) 5Z]| | dlmK<‘/Z) )

wobei 0;; die Kronecker-Funktion bezeichnet. O

2.8.3 Bemerkung
(a) Mit Korollar 2.1.10 hétten wir die Formeln aus Satz 2.8.2 auch anhand der
Standardbasis aus Satz 2.1.22 direkt beweisen kénnen.

(b) Im Gruppenring KG haben die zentral primitiven Idempotente die Darstel-

lung
i |G| ZXZ gla

wobei y; der zu eX¢ gehorige irreduzible Charakter von G ist (vergleiche
Satz 1.2.17). Die strukturelle Ahnlichkeit ist gro§ und deshalb ergeben sich
Analogien wie beispielsweise die Orthogonalitétsrelationen.

(c) Ist H <G sogar ein Normalteiler, so ist €% als Algebra isomorph zur Grup-
penalgebra K(G/H). Tatséchlich fithren dann auch die obigen Orthogona-
litdtsrelationen zu den 1. Orthogonalitéitsrelationen fiir Gruppen (vergleiche
zum Beispiel [CR81, Prop. (9.21)(i)]), wenn man beachtet, dass in diesem
Fall k; = 1 fir alle 1 <17 < d gilt.

2.8.4 Definition und Bemerkung
Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 2.8.1. Wir betrachten fiir 1 < i <r
die K-Algebren-Homomorphismen

QL

d d
) 1
wi e — K7Zaj90j - Zaj/iz(%‘)

j=1 ‘=1 7=1

j,uz 90]



46 Kapitel 2. Endomorphismenringe von Permutationsmoduln

Dann sind w; := (w})|z(ex) die zentralen K-Algebren-Homomorphismen von €*.
Wir kénnen dann jeden dieser zentralen Homomorphismen w; durch

d

w,(z (lj{fj) = Q;

i=1
mit einem zentralen Idempotent ¢; assoziieren.

2.8.5 Lemma
Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 2.8.1. Dann ist w;(yp;) € K ganz
algebraisch iiber Z fiir alle 1 < i <r und 1 < j <d.

Beweis: Fiir 1 < i < d gilt w;(¢;)wi(¢r) = Zlepzlwi(%), wobei pf; die Struk-
turkonstanten bezeichnen. In der Matrixschreibweise dieser Gleichung sehen wir
wegen

(wiler),wilpa), - -, wila))™ # 0,

dass det(w;i(@;)la — [p%]) = 0 gelten muss. Weil O in K ganz abgeschlossen ist,
gilt w;(p;) € O. Daher ist w;(¢;) Nullstelle eines normierten Polynoms in Z[X]. O
Essei 1 <7 <r. Wegen Lemma 2.8.5 induziert w; einen Algebren-Homomorphis-
mus

w7 =7(€)/Z(&)p — k.

Beachte, dass Z artinsch ist und somit w/(J(Z)) = 0 wegen der Nilpotenz von

J(Z) gilt. Damit induziert w, einen Algebren-Homomorphismus
wi: Z]J(Z) = Z(¢")J (&) — k.

2.8.6 Lemma (vgl. [Lan83, Prop. II 12.13])

Die Bezeichnungen seien wie oben. Weiter seien {g; : 1 < ¢ < r} die Menge
der Blockidempotente von X (wie oben) und {e; : 1 < i < s} die Menge der
Blockidempotente von € mit der korrespondierenden Menge von Idempotenten
{e;:1<i<s}inZ/J(Z) mit Z = Z(€)/Z(€)p. Dann liegen ¢; und ¢; genau
dann im gleichen Block, wenn w; und w; modulo p auf Z(€) gleich sind. U

Aus diesen Beobachtungen folgt zusammenfassend der Satz:

2.8.7 Satz
Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 2.8.1. Die Charaktertafel [p;(y;)] von
¢X bestimmt die p-Blocke von € vollstindig. O

Wir bemerken an dieser Stelle, dass sich G. Robinson in [Rob94] ebenfalls mit der
Blocktheorie von Hecke-Algebren auseinandergesetzt hat. Insbesondere zeigt er,
dass die Anzahl der Blocke von & gleich der Anzahl der unzerlegbaren direkten
O|G x G]-Summanden des zweiseitigen OG-Ideals (wo)oe mit wo := ), @ ist.
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2.9 Zerlegungsmatrizen

Wir wollen die Definition von Zerlegungsmatrizen von Gittern aus Definition 1.4
auf Endomorphismenringe von Permutationsmoduln anwenden.

In diesem Abschnitt seien wieder G eine Gruppe und H < G. Wir fixieren eine
Primzahl p und ein p-modulares Zerfallungssystem (K, O, k) von G. Das eindeu-
tige maximale Ideal p von O sei von 7 erzeugt. Fir § € {K, O, k} bezeichnen wir
mit 0y den trivialen § H-Modul und mit 6% den nach G induzierten §G-Modul.
Beachte, dass unter diesen Voraussetzungen auch €% := Endx¢(K§) halbeinfach
ist. Weiter sei [Jm] die Zerlegungsmatrix des 0-Gitters 0%, wie in Definition 1.4.1
beschrieben.

Wir koénnen jetzt die Zerlegungsmatrix von O% mit der von € := Endpg(0%)
mittels der Fitting-Korrespondenz aus Satz 1.2.5 in Verbindung setzen und er-
halten wie in Bemerkung 1.4.2, dass die Zerlegungsmatrix [d;;] von € und die von
O% gleich sind, wenn man Repriisentantensysteme aus der Fitting-Korrespondenz
zugrunde legt. Daher wird die Zerlegungsmatrix des Gitters in diesem Abschnitt
auch mit [d;;] bezeichnet.

Wir wollen folgende Bezeichnungen fixieren:

e Fis sei

o5 =P P w;
i=1 j=1

eine Zerlegung von O% in unzerlegbare OG-Moduln, wobei W;; = W,,,
genau dann gilt, wenn ¢ = m ist.

o Es sei {51,9,...,5,} ein vollstindiges Repréisentantensystem der einfa-
chen KG-Moduln, die in K§ vorkommen. Eine O-Form von S; bezeichnen
wir mit X, fur 1 <7 <.

Dann ist {Homeg(O%, Wii) : 1 < i < s} ein Reprisentantensystem der Iso-
morphieklassen der PIMs von €. Zudem ist Hompg (0%, X;) eine O-Form des
einfachen ¢X-Moduls Homgg(K§, S;) und es gilt nach Lemma 1.3.10(c)

Hompg (0%, X;) = HOmkg(k}g,Yi).

2.9.1 Lemma

Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts erldutert. Wir nehmen
ohne Einschrinkung an, dass S; in der Zerlegung von W[ in einfache Summanden
vorkommt. Dann ist dy; > 0 und der einfache &X-Modul Hong(Kg, S1) nach
Reduktion modulo 7 genau dann einfach, wenn fiir die Zerlegungszahlen dy; = 41
fiir alle 1 < j < s gilt.

Beweis: Nach dem Satz von Zassenhaus ([Lan83, Thm. 1.17.3]) ist dy; > 0. Die
zweite Aussage folgt sofort aus Bemerkung 1.4.2. O



48 Kapitel 2. Endomorphismenringe von Permutationsmoduln

Beachte, dass in der letzten Aussage unerheblich ist, wie oft (bis auf Isomorphie)
Wiy in der Zerlegung von (’)IG{ vorkommt.

2.9.2 Korollar
Wir nehmen wieder an, dass Sy in W[ vorkommt.

(a) Es sei Wiy E einem anderen Block als W;, fiir alle 2 < j < s. Dann ist
Homyq(k%, X1) genau dann einfach, wenn dy; = 1 ist.

(b) Es ist Homyg(k$, X 1) genau dann projektiv und einfach, wenn dy; = 6y,
fiir alle 1 < j < s und d;; = d;; fiir alle 1 < i < r gilt.

(c) Ist Sy ein Modul vom Defekt 0, so gilt W& = S, und Homyq(k%, X ) ist
ebenfalls projektiv einfach.

(d) Ist W ein einfacher KG-Modul, und ist Homyg(k§;, X1) einfach, so ist
Homye(k$, X1) projektiv einfach.

Beweis:

(a) Aus der Voraussetzung folgt dy; = d1; woraus die Behauptung mit Lem-
ma 2.9.1 folgt.

(b) Die Behauptung folgt aus Lemma 2.9.1, Bemerkung 1.4.2(b) und Satz
1.3.12(a).

(c) Dies folgt aus (b).

(d) Die Voraussitzung an Wff bedeutet d;; = d;;. Aus der Voraussetzung an
Homyg(k$, X ;) folgt di; = d01;. Die Behauptung folgt nun aus (b). O

Ein Beispiel zu Aussage (d) findet man in G = Ay, H = P € Syl;(G). Dort erfiillt
der Konstituent der Dimension 27 des Permutationsmoduls K§ die Vorausset-
zungen und korrespondiert zu einem Charakter von ¥, der modulo 7 projektiv
einfach ist, obwohl er selbst nicht diese Eigenschaft hat.

Allerdings kann man in (d) auf die Voraussetzung , Homyg(k$, X 1) einfach nicht
verzichten, wie man an dem Beispiel G = M3, H = M>, in Charakteristik 2 sieht.
Der gewohnliche Permutationsmodul zerfillt in die beiden direkten Summanden

K§=1@22.
In Charakteristik 2 zerfallt kg, in

11

ES=1022=1@ e

wobel 11* den zu 11 dualen Modul bezeichnet.
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2.9.3 Bemerkung

Wie in der letzten Bemerkung festgestellt, korrespondieren Defekt-O-Charaktere
in G, die Konstituenten des Permutationscharakters sind, zu Defekt-0-Charak-
teren in Endgg(K§). Wegen der Nakayama-Frobenius-Relationen (vgl. [Lan83,
Cor. 11.1.4] ) folgt, dass jeder Defekt-0-Charakter Konstituent des Permutations-
moduls K§ ist.

Fixieren wir nun eine p-Sylowgruppe P von G, so ldsst Bemerkung 2.1.7 folgen-
den Schluss iiber die Vielfachheit und die Dimension eines solchen Moduls zu.
Es sei x € Irrgx (G) ein Defekt-0-Charakter von G, der zum gewohnlichen Cha-
rakter 1 von Endgg(K§) korrespondiere und der (1) = |P| -t erfiille. Dann ist
die Dimension von p nach Bemerkung 2.1.7 genau p(a;) = ¢t. Andererseits korre-
spondiert p zu einem Block der Form K. Daher schliefen wir, dass der zu u
gehorige Endyg(k$)-Modul die Dimension ¢ hat (was schon aus Bemerkung 2.1.7
bekannt war) und mit Vielfachheit ¢ in der Zerlegung von k% in unzerlegbare
direkte Summanden vorkommt.

Beachte iibrigens folgende offensichtliche aber durchaus niitzliche Beobachtung.
Falls ein irreduzibler gewohnlicher Konstituent von 1% mit der Vielfachheit 1
vorkommt, so hat der korrespondierende gewdhnliche End g (K§)-Charakter den
Grad 1 und ist stets irreduzibel modulo 7. Umgekehrt muss jedoch nicht jeder
einfache Endyg(K§)-Modul, der modulo 7 einfach bleibt, zu einem einfachen
gewoOhnlichen Charakter von K G korrespondieren, der auch nach Reduktion mo-
dulo 7 irreduzibel bleibt. Vergleiche zum Beispiel G = Ag, P € Syl,(G), p = 2.
Dort kommen die 5-dimensionalen Konstituenten des gewohnlichen Permutati-
onscharakters mit Vielfachheit 1 vor, aber sind modulo 2 nicht irreduzibel.

Die Datensammlung im letzten Kapitel dieser Arbeit ermoglicht in gewisser Weise
einen Vergleich der Eigenschaften der Zerlegungsmatrix einer Gruppe G und des
Endomorphismenrings der Form Endgq(K$) fiir eine p-Sylowgruppe P von G.
Der grofite augenscheinliche Unterschied liegt wohl in den Formaten der Matri-
zen. Aussagen aus der modularen Darstellungstheorie der endlichen Gruppen wie
|IBr(G)| < |Irr(G)| sind bei Endomorphismenringen von Permutationsmoduln
nicht mehr giiltig.

Wir finden bei Endomorphismenringen alle Gréflenbeziehungen in den Formaten
der Zerlegungsmatrizen. So hat fir G = A;, H = P € Syl,(G), p = 2 die
Zerlegungsmatrix des Endomorphismenrings Endq(k§) vier Spalten und drei
Zeilen, fiir P € Syl;(G), p =5 drei Spalten und vier Zeilen und fiir P € Syl;(G),
p = 3 fiinf Spalten und fiinf Zeilen. Dabei ist im letzten Beispiel die Algebra nicht
halbeinfach, wie wir es aus der Darstellungstheorie fiir Gruppen kennen.

Ein weiterer Unterschied zwischen den Zerlegungsmatrizen der beiden Algebren-
typen ist der Rang der Zerlegungsmatrix. Wahrend die Zerlegungsmatrizen von
Gruppenringen vollen Rang haben, gibt es mehrere Beispiele von Endomorphis-
menringen, deren Zerlegungsmatrizen keinen vollen Rang haben. Vergleiche dazu

die Beispiele G = A7, P € Syl,(G), p=2 und G = Ay, P € Syl,(G), p = 2.
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Die von uns untersuchten Beispiele haben nur die Eintrédge 0,1,2, wobei nicht
auszuschliefien ist, dass die Anzahl der berechneten Zerlegungsmatrizen schlicht
zu klein ist, um allgemeingiiltige Aussagen treffen zu konnen.

Am Ende dieses Abschnitts wollen wir einen speziellen Fall herauspicken und in
Hinsicht auf Zerlegungsmatrizen analysieren. Ist ndmlich die Ordnung der Unter-
gruppe H teilerfremd zu p, dann koénnen wir den Endomorphismenring auch als
kondensierte Gruppenalgebra ey kGey betrachten. Hier ist ey := |H|™' Y 4o €
OG. Wir zerlegen das Idempotent ey in eine Summe ) . e; von unzerlegbaren
paarweise orthogonalen Idempotenten ¢; € OG. Dann ist der projektive Modul
egOG = ). ¢;0OG als Summe von PIMs von OG dargestellt. Insbesondere ent-
steht die Zerlegungsmatrix von eyOGey aus der Zerlegungsmatrix OG durch
Streichen solcher Spalten, fiir die der zugehorige PIM nicht in der Zerlegung von
ey OG vorkommt.

2.10 Projektivititskriterien

Es seien wie bisher G eine Gruppe und H < G. Fiir eine Primzahl p sei (K, O, k)
ein p-modulares Zerfallungssystem und p das eindeutig bestimmte maximale Ideal
von O, das von 7 erzeugt sei. SchlieBlich seien 0% der Permutationsmodul iiber
0 € {K,O,k}und € := Endpg(0%), X := Endge(K§) sowie € := Endyq(k$).
Die Standardbasis von ¢ aus Satz 2.1.22 sei wie bisher mit {aj,as,...,aq}
bezeichnet.

Im Gruppenring K G ist ein einfacher Modul mit korrespondierendem Charakter
x genau dann projektiv einfach nach Reduktion modulo 7, wenn p nicht den
Term |G|/x(1) teilt. Wir untersuchen im Folgenden die Frage, ob wir mittels der
Charaktertafel von & dhnliche Aussagen treffen kénnen.

In den Abschnitten 2.8 und 2.6 haben wir schon Darstellungen der zentral primi-
tiven Idempotente von X gefunden, die wir hier nochmal wiedergeben wollen.
Fiir einen irreduziblen Charakter p € Irrg (€5) gilt fiir das dazu gehorige zentral
primitive Idempotent von ¢X mit den Bezeichnungen aus den entsprechenden
Abschnitten:

d d d

0= g Do AR = g e = Y e (29

=1 =1 Fo=1

wobei ¢, das Schur-Element von p bezeichnet (vergleiche Satz 2.6.1). Beachte,
dass sich jedes zentral primitive Idempotent von € eindeutig als Summe von
zentral primitiven Idempotenten von ¢¥ schreiben lifit.

2.10.1 Satz

Es seien die Bezeichnungen wie zu Beginn des Abschnitts und v die zu O gehérige
Bewertung von K. Weiter seien p € Trr(€%) und y € Irr(KG) der zu u korre-
spondierende irreduzible Charakter von KG. Dann ist p nach Reduktion modulo
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7w genau dann projektiv einfach, wenn i einfach ist und

V (|c>:<(:1}1|> . (”5:‘)) > 0 fiir alle 1 < i < d

gilt.

Beweis: Ein zu i gehoriger einfacher €"*-Modul My ist genau dann projektiv,
wenn nur Mz und der zu p gehérige E*-Modul M, im zugehorigen Block B,
von € liegen. Dazu ist dquivalent, dass das zu u gehorige Idempotent €, bereits
ein Element in € ist. Denn zum einen ist die Zerlegung von idgx in zentral
primitive Idempotente nach Bemerkung 1.2.14 eindeutig bestimmt. Andererseits
ist €, € Z(€) C Z(€X). Daher gibt es eine Menge 7 C Irr(¢X) mit

En = E e

wWeT

wobei e, die zu y/ gehorigen zentral primitiven Idempotente von €% bezeichnen
(vergleiche Satz 2.8.2). Weil aber nur ein einfacher Modul zum Block B, gehért,
ist 7 = {u}. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von a; fir 0 < i < d ist
somit ¢, = ¢, genau dann erfiillt, wenn in der Darstellung (2.5) des zugehorigen
Idempotents jeder Koeffizient schon in O liegt. U

2.10.2 Bemerkung

(a) Auf die Eigenschaft Einfachheit in der obigen Formulierung kénnen wir im
Allgemeinen nicht verzichten. Betrachten wir dazu wieder das Beispiel G = A,
H € Syly(G) und p = 2. Der Konstituent der Dimension 5 des zugehorigen
Permutationsmoduls korrespondiert hier zu einem irreduziblen Charakter p (vom
Grad 2) im Endomorphismenring. Das zugehérige zentrale Idempotent von &%
ist bereits ein Element von €. Aber @ ist nicht einfach, sondern zerféllt in zwei
einfache Charaktere vom Grad 1. Wir haben hier einen Block vorliegen, der mehr
modulare als gewohnliche Charaktere hat.

(b) Wir betrachten den trivialen Charakter, der in K§ immer mit Vielfachheit 1
vorkommt. Daher ist der triviale Charakter p; von &% modulo 7 immer irreduzi-
bel und der Test aus Satz 2.10.1 vereinfacht sich zu: p; ist genau dann projektiv
modulo 7, wenn p1 |G : H| gilt, wenn H also eine p-Sylowgruppe von G enthilt.
Insbesondere ist in diesem Fall der triviale Charakter von ¢* immer projektiv
einfach, obwohl der triviale Charakter der Gruppe G mit p | |G| nie projektiv
ist. Beachte, dass dieses Ergebnis auch schon in [Rob94, La. 2.3(iii)] festgehalten
wird.

(¢) In A7 modulo 3, mit H € Syl;(A7) finden wir ein weiteres Beispiel, bei dem
ein KG-Charakter nicht projektiv einfach modulo p ist, sein korrespondierender
¢X_Charakter jedoch schon. Dort ist der 6-dimensionale Konstituent des Per-
mutationscharakters zu einem 2-dimensionalen Charakter von &% assoziiert, der
projektiv einfach nach Reduktion modulo 7 ist.
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(d) In Korollar 2.9.2(c) haben wir bereits gesehen, dass die Defekt-0-Eigenschaft
eines Charakters x € Irr(/KG) hinreichend ist, damit der korrespondierende Cha-
rakter p von ¥ projektiv einfach nach Reduktion modulo 7 ist. Zusammen mit
dem Ergebnis von Satz 2.10.1 schlieBen wir aus v(|G|/x(1)) = 0, dass in diesem
Fall

v <@) > —v(|H]|) furalle 1 <i<d

7

gilt. Nach Lemma 2.1.15 ist k; = |H|7'|D;|, so dass wir schlieBlich in diesem Fall
v([Di]) = 2v(|H]) < v(p(a;))

fiir alle 1 < ¢ < d erhalten.
(e) Ist H ein Normalteiler H von G, so ist € isomorph zum Gruppenring OG/H.
In diesem Fall sind alle Valenzen k; = 1 und das Kriterium aus Satz 2.10.1

reduziert sich zum Test (@)x(1)
A aq)x
AV ) >0
Y ( G H] ) -

fiir alle 1 < i < d. Weil sich jedes Blockidempotent von OG/H eindeutig als
Summe der zentral primitiven Idempotenten ¢, von KG/H darstellen lésst, kann
nicht p(a;)pu(z)/|G : H| € 7O fiir alle x € G/H gelten. Wir finden also ein Ele-
ment a; € G/H mit v(p(a;)) = 0. Damit reduziert sich unser Test zum bekannten
Defekt-0-Test fiir Gruppen.
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Kapitel 3

Alperins Gewichtsvermutung

Diese Arbeit ist motiviert durch Alperins Gewichtsvermutung, die wir in diesem
Kapitel zusammen mit den nétigen theoretischen Konzepten formulieren wer-
den. Dazu wird im ersten Abschnitt die Green-Korrespondenz wiederholt, denn
durch sie wird die Verbindung zwischen Permutationsmoduln und so genann-
ten Gewichten gekniipft. Mit Hilfe der Fitting-Korrespondenz gelingt dann die
Kopplung zu den Endomorphismenringen von Permutationsmoduln auf den Ne-
benklassen einer p-Sylowgruppe. Alperin selbst hat im Zusammenhang mit der
Gewichtsvermutung angeregt, diese Endomorphismenringe genauer zu untersu-
chen.

Weil Vertizes von Gewichtsmoduln in Beziehung zu Defektgruppen von Blécken
der zu Grunde liegenden Gruppe stehen, wird im zweiten Abschnitt die notige
Blocktheorie einschliefllich Brauers erstem Hauptsatz und dem Satz von Knorr
zitiert. SchlieBlich formulieren wir im dritten Abschnitt Alperins Gewichtsvermu-
tung und diskutieren wichtige strukturelle Merkmale von Gewichten. Das Kapi-
tel endet mit dem vierten Abschnitt, in dem der Endomorphismenring als quasi-
Frobenius vorausgesetzt wird. Wie J. A. Green in [Gre78] bewiesen hat, sind dann
die Sockel der PIMs des Endomorphismenrings einfache Moduln und stehen in
Bijektion zu den einfachen Moduln der zugrunde liegenden Gruppenalgebra. Da-
durch reduziert sich der Beweis von Alperins Gewichtsvermutung in diesem Fall
zum Beweis einer Gleichheit in einer Ungleichung.

Ubrigens sind es genau die Ergebnisse von J. A. Greens Arbeit, die uns bewogen
haben, im allgemeinen Fall die Sockel der PIMs im Endomorphismenring néher
zu untersuchen. Dies hat letztlich zu einer Vermutung gefiihrt, die im fiinften
Kapitel formuliert wird und moglicherweise zu einem neuen Ansatz im Beweis
der Gewichtsvermutung fiihrt.
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3.1 Green-Korrespondenz

In diesem Abschnitt fixieren wir eine Gruppe G und einen Hauptidealring R,
so dass fiir alle Untergruppen H < G im Gruppenring RH der Satz von Krull-
Schmidt giiltig ist. Weiterhin sei p eine Primzahl. Fiir eine p-Untergruppe ) legen
wir folgende Bezeichnungen fest:

X = {P<G:P<sQ'NQfireinze G\ H},
Y = {P<G:P<cQ"NNgQ) fireinx € G\ H},
3 = {P<Q:P¢&:;X%x}.

Die Beweise der Green-Korrespondenz werden vor allem auf den Satz von Mackey
gestiitzt, den wir wegen seiner groffen Bedeutung hier aufnehmen wollen.

3.1.1 Satz (Satz von Mackey, vgl. [NT89, Thm. III. 1.9])
Es seien H,L. < G Untergruppen von G und M ein RH-Modul. Weiter sei

[H\G/L] ein Représentantensystem der Doppelnebenklassen von H und L in
G. Dann zerlegt sich der RG-Modul (M%), wie folgt.

M= P (Mipap)",
te[H\G/L]

wobei M den mit t konjugierten Modul M bezeichnet. O

3.1.2 Definition (relativ projektiv)
Es seien H < G eine Untergruppe von G und U ein RG-Gitter.

(a) Dann heiit U relativ H-projektiv, falls ein RH-Gitter V mit U | V¢
existiert.

(b) Essei V(U) :={H <G : U ist relativ H-projektiv}.

3.1.3 Definition und Bemerkung (Vertex)

Es sei U ein unzerlegbares RG-Gitter und () ein Element kleinster Ordnung in
V(U). Dann gilt Q) < H fiir alle H € V(U). Wir nennen () einen Vertex von
U und bezeichnen die Menge aller Vertizes von U mit vtx(U).

Beweis: [Alp&7, Thm. 9.4, p. 66]. O

3.1.4 Bemerkung

Es sei char(R) =: p > 0. Ist H eine Untergruppe von G mit p1 |G : H|, dann ist
jeder RG-Modul relativ H-projektiv. Insbesondere ist jeder RG-Modul relativ
P-projektiv fiir P € Syl,(G). Damit ist klar, dass Vertizes p-Gruppen von G
sind.
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3.1.5 Definition und Bemerkung (Quelle, vgl. [Alp87, Thm. 9.4])

Es sei U ein unzerlegbares RG-Gitter mit Vertex ). Dann gibt es einen bis auf
Konjugation in Ng(Q) eindeutigen unzerlegbaren RQ-Modul S mit U | S¢. Den
Modul S nennen wir eine Quelle von U. U

3.1.6 Bemerkung ([Alp87, p. 67])
Wir nehmen an, dass char(R) =: p > 0 gilt. Es sei R¢ der triviale RG-Modul.
Dann ist eine p-Sylow-Gruppe von GG Vertex von R. U

Mit Hilfe der obigen Bezeichnungen und Definition kénnen wir Greens Resultat
formulieren:

3.1.7 Satz (Green-Korrespondenz)

Es seien char(R) = p > 0, und Q < G eine p-Untergruppe. Zudem sei H eine
Untergruppe von G' mit Ng(Q) < H < G. Dann gibt es eine Bijektion f von
der Menge der Isomorphieklassen der unzerlegbaren RG-Gitter mit Vertex in 3
in die Menge der Isomorphieklassen der unzerlegbaren RH-Gitter mit Vertex
in 3, die Folgendes erfiillt: Es seien U ein unzerlegbares RG-Gitter und V' ein
unzerlegbares R H-Gitter jeweils mit Vertex in 3. Dann gilt:

(a) U und f(U) haben einen gemeinsamen Vertex in 3.

(b) Uy = f(U) ® Z, wobei jeder unzerlegbare direkte Summand von Z ein
R H-Gitter ist, das relativ H'-projektiv ist fiir eine Untergruppe H' € ).

(c) V und f~Y(V) haben einen gemeinsamen Vertex in 3.

(d) V¢ = f~1(V) @ W, wobei jeder unzerlegbare direkte Summand von W ein
RG-Gitter ist, das relativ H"-projektiv fiir eine Untergruppe H" € X ist.

In diesem Fall ist f(U) der Green-Korrespondent von U in H und f~}(V)
der Green-Korrespondent von V in G.

Beweis: Vgl. [NT89, Thm. IV. 4.4.3]. O
Folgendes bemerkenswerte Resultat ist als Burry-Carlson-Puig-Theorem bekannt:

3.1.8 Satz (Burry-Carlson-Puig-Theorem)

Es seien U ein unzerlegbarer RG-Modul und @) eine p-Untergruppe von G. Falls
Une (@) einen unzerlegbaren direkten Summanden V mit Vertex () hat, so ist V'
der Green-Korrespondent von U. Insbesondere hat U die p-Gruppe () als Vertex.

Beweis: Vgl. [Lan83, Thm. II. 3.10] O
G. Robinson geht der Frage nach, wann k% unzerlegbare direkte Summanden
mit Vertex @ fiir eine gegebene p-Untergruppe @ von G hat. In [Rob88, Thm.
1.2] leitet er hinreichende Bedingungen an @ her, so dass die Existenz solcher
Summanden gesichert ist.
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Wir schliefen diesen Abschnitt mit einem Hinweis auf die Existenz projektiver
unzerlegbarer direkter Summanden von k4. P. Landrock hat sich in [Lan86] mit
der Frage beschiftigt, wann k% projektive unzerlegbare direkte Summanden hat.
Dabei hat er eine Charakterisierung fiir diese Eigenschaft gefunden, die allein
auf der Berechnung von Koeffizienten der Form |C' N xCp(P N P*)| (mit einer
Konjugiertenklasse C' von G und gewissen = € ) beruht. Damit wird die Frage
nach der Existenz von projektiven unzerlegbaren direkten Summanden von k%
mit rein gruppentheoretischen Gréfien beantwortet.

3.2 Blocktheorie

In diesem Abschnitt seien G eine Gruppe und £ ein Korper der Charakeristik p.
Wir folgen [AIp&7, pp. 96] und betrachten kG als Modul fiir die Gruppenalgebra
k|G x G] mit der Operation

g.(z,y) =x""gy

fiir g, x,y € G. Damit sind die Untermoduln von kG die Ideale von kG und die
unzerlegbaren direkten Summanden von kG sind genau die Blocke von kG. Diese
sind als k[G x G]-Moduln paarweise nicht isomorph. Wir kénnen kG zudem in
k[G x G] durch den diagonalen Homomorphismus

0: G — Gx@G
g — (9,9

einbetten.

3.2.1 Satz (vgl. [Alp87, Thm. 13.4])

Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn dieses Abschnitts. Zudem sei B ein Block
von kG. Dann hat B als unzerlegbarer k|G x G]-Modul einen Vertex der Form
d(D) fiir eine p-Untergruppe D < G. O

3.2.2 Definition (Defektgruppe)

Die Bezeichnungen seien wie in Satz 3.2.1. Eine p-Gruppe D, so dass 6(D) ein
Vertex von B als k|G x GJ]-Modul ist, heifit eine Defektgruppe von B. Ist
|D| = p?, so heifit d der Defekt von B.

Die wichtigsten Eigenschaften von Defektgruppen fassen wir im folgenden Satz
zusammen:

3.2.3 Satz (vgl. [Alp87, Thm. 13.5, Thm. 13.6, Cor. 14.5])
Es seien B ein Block von kG und D eine Defektgruppe von B.

(a) Ist U ein unzerlegbarer Modul in B mit Vertex @, so gilt QQ <¢g D.

(b) D ist der grofite Vertex eines unzerlegbaren Moduls in B.
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(c) Ist P € Syl,(G) eine p-Sylowgruppe von G, die D enthilt, so gibt es ein
Element ¢ € Cg(D) mit D = PNc !Pe.

(d) D enthélt jede normale p-Gruppe von G.
(e) D ist der grofite p-Normalteiler von Ng(D). O

Aus (b) im vorausgehenden Satz folgt sofort, dass die Defektgruppen des Haupt-
blocks die p-Sylowgruppen sind.

Die Vertizes von einfachen Moduln in einem Block B erfiillen nach Knorr (siehe
[Kno79]) folgende schone Eigenschaft.

3.2.4 Satz (Knorr)
Es sei B ein Block von kG mit Defektgruppe D. Weiterhin sei V' ein einfacher
kG-Modul in B mit Vertex (). Dann gibt es ein Element g € GG, so dass

Cp(QY) < Q<D

gilt. Ist D abelsch, so haben alle einfachen Moduln in B Vertex D. U

Brauers erster Hauptsatz liefert eine Korrespondenz zwischen den Blécken von
G mit Defektgruppe D und den Blocken von Ng(D) mit Defektgruppe D. Diese
Korrespondenz bedarf weiterer Terminologie, die wir jetzt einfiithren wollen.

3.2.5 Definition
Es seien H < G eine Untergruppe, B ein Block von £G und b ein Block von H.
Wir sagen b korrespondiert zu B oder % ist definiert, falls gilt:

(a) Der Block b, aufgefasst als k[H x H]-Modul, ist ein direkter Summand von
IEBH><H-

(b) Der Block B ist der einzige Block mit dieser Eigenschaft.
In diesem Fall benutzen wir die Schreibweise B = 5.

Beachte, dass b“ im Allgemeinen nicht definiert ist. Jedoch ist das folgende Lem-
ma in vielen Féllen hilfreich.

3.2.6 Lemma
Es sei b ein Block von H < G mit Defektgruppe D.

(a) Ist b“ definiert, so ist D in einer Defektgruppe von B enthalten.

(b) Gilt H < L < G fiir eine Untergruppe L von G und sind b", (b*)¢ und bv¢
definiert, so gilt (b1)% = b°.

(c) Ist Cq(D) < H, so ist b¢ definiert.
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Beweis: [Alp8&7, La. 14.1]. O
Jetzt konnen wir Brauers ersten Hauptsatz formulieren, dessen Beweis auf der
Green-Korrespondenz zwischen Blocken, aufgefasst als k[G x G]-Moduln, bzw.

k[Ng(D) x Ng(D)]-Moduln mit Vertex §(D) beruht.

3.2.7 Satz (Brauers erster Hauptsatz)

Es seien D eine p-Untergruppe von G und H < G eine Untergruppe, die Ng(D)
enthélt. Dann gibt es eine Eins-zu-FEins-Korrespondenz zwischen den Blocken von
H mit Defektgruppe D und den Blécken von G mit Defektgruppe D, wobei der
Block b von H zum Block b von G korrespondiert.

Beweis: [Alp87, Thm. 14.2]. O
Ist N < G ein Normalteiler, so konnen die Blocke von N und G mittels der so
genannten ,, Uberdeckung® in Verbindung gebracht werden.

3.2.8 Definition
Es seien ein Normalteiler N < G, ein Block B von G und ein Block b von N
gegeben. Dann sagen wir, dass B den Block b tiberdeckt, falls es einen kG-Modul
gibt, der in B liegt und dessen Einschréinkung auf N einen direkten Summanden
hat, der in b liegt.

3.2.9 Satz ([Alp93, Thm. 15.1))
Es seien N < G ein Normalteiler und B ein Block von kG. Dann gilt:

(a) Die Blécke von N, die von B iiberdeckt werden, bilden eine Konjugierten-
klasse von Blécken unter Konjugation von G.

(b) Ist b ein Block von kN, der von B iiberdeckt wird, so ist jede Defektgruppe
von b der Schnitt einer Defektgruppe von B mit N.

(c) Es seib ein Block, der von N iiberdeckt wird. Falls der Zentralisator Cg(D)
einer Defektgruppe D von b in N enthalten ist, so gilt b = B und B ist
der einzige Block von kG, der b iiberdeckt. O

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir Kategorien im Zusammenhang mit
Blocken aufgreifen und die Definition von Fusions-System in diesem Zusammen-
hang geben.

3.2.10 Beispiel
Es seien p eine Primzahl, k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charak-
teristik p, und P < G eine p-Untergruppe.

(a) Eine Kategorie auf P ist eine Kategorie F', deren Objekte die Untergrup-
pen von P sind und deren Morphismenmengen Hompg(Q, Q') fiir Unter-
gruppen @, Q' < P aus injektiven Gruppen-Homomorphismen @ — Q' mit
folgenden Eigenschaften bestehen:
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(i) Ist Q < @', so ist die Einbettungsabbildung ) — @’ ein Morphismus
in F.

(ii) Fiir ein beliebiges ¢ € Homp(Q, Q') sind der induzierte Isomorphismus
Q = »(Q) und sein Inverses Morphismen von F.

(iii) Komposition von Morphismen in F ist die gewohnliche Komposition
von Gruppenhomomorphismen.

(b) Ist P € Syl,(G), so ist die Kategorie Fp(G), deren Objekte die Untergrup-
pen von P und deren Morphismen die Menge Hompg,, ) (@, R) == {¢ : Q —
R:es ex. v € G mit p(u) = 27 ur f.a. u € Q} sind, eine Kategorie auf P.

(c) Wir fixieren eine Kategorie F auf P. Wir nennen eine Untergruppe @ < P
vollstindig F-normalisiert, falls fiir alle Q" mit Q' =g () die Abschétzung

INp(Q)] < [Np(Q)] gilt.
Dann heifit F ein Fusions-System auf P, falls gilt:

(i) Esist Fp(P) CF.

(ii) Fir jedes @ < P, das vollstandig F-normalisiert ist, gilt Autp(Q) :=
Home, (@, Q) € Syl (Auts(Q)).

(iii) Jeder Morphismus ¢ : QQ — P, so dass ¢(Q) vollstandig F-normalisiert
ist, erweitert zu einem Morphismus ¢ : N, — P in F, wobei

N, :={y € Np(Q) : es ex. z € Np(p(Q))
mit p(y tuy) = 2 p(u)z fir alle u € Q). (3.1)

Im speziellen Fall P € Syl (G) ist Fp(G) ein Fusions-System auf P.

Ein Brauer-Paar ist ein Paar (Q,b), bestehend aus einer p-Untergruppe Q < G
und einem Block b von kCg(Q). Auf der Menge der Brauer-Paare operiert G via
Konjugation. J. L. Alperin und M. Broué haben in [AB79] gezeigt, dass man der
Menge der Brauer-Paare von G eine Halbordnung C geben kann, die kompatibel
mit der Operation von G ist.

Wir fixieren einen Block B von G mit Defektgruppe D und wihlen einen Block
b von kCg(D) mit b¥ = B. Dann gibt es zu jeder Untergruppe Q < D einen
cindeutigen Block by von Cg(Q), so dass (1,B) C (Q,bg) C (D,b) erfiillt ist
(vergleiche [AB79] oder [Alp93]).

Dann ist F := Fp(B,b) die Kategorie auf D, deren Objekte die Untergruppen
von D sind und deren Morphismen von den Mengen

Homp(Q,Q")={p:Q - Q :esex. 2 € G
mit p(u) = u® fa. u € Q, (bg)® =bg} (3.2)
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gebildet werden, ein Fusions-System auf D (vergleiche oben), das so genannte
Fusions-System von B auf D. Fiir den Beweis siehe [AB79]. Eine ausfiihrliche
Dokumentation dazu findet man beispielsweise in [Alp93] oder [Lin04].

M. Linckelmann benutzt in [Lin04] diesen abstrakten Zugang, um &quivalente
Formulierungen zu Alperins Gewichtsvermutung zu finden.

3.3 Alperins Gewichtsvermutung

Wir fixieren eine Gruppe G. Weiterhin seien eine Primzahl p und ein algebraisch
abgeschlossener Korper k& der Charakteristik p gegeben.

3.3.1 Definition (Gewicht)

Es sei @) eine p-Untergruppe von G. Ist S ein einfacher kNg(Q)-Modul mit Vertex
@, so heifit das Paar (@), S) ein Gewicht von G zu Q. In diesem Fall nennen wir
@ eine Gewichtsuntergruppe und S einen Gewichtsmodul. Dariiberhinaus
nennen wir den Green-Korrespondenten eines Gewichtsmoduls den Gewichts-
Green-Korrespondenten von S.

3.3.2 Bemerkung

Die Bezeichnungen seien wie zuvor. Ist S ein Gewichtsmodul, der zum kNg(Q)-
Block b mit Defektgruppe D, gehort, so gilt wegen @@ < Ng(Q) offensichtlich
@ < Dy. Insbesondere folgt

Ca(Dy) < Ca(Q) < Na(Q).

Also ist B := b“ definiert. In diesem Fall sagen wir, dass das Gewicht (Q,S) zu
B gehort.

Auf der Menge der Gewichte gibt es eine Aquivalenzrelation, die durch Konjugati-
on von G induziert wird. Kiinftig wollen wir Gewichte stets als Aquivalenzklassen
verstehen. Beachte, dass es zu einer p-Untergruppe ) < G moglicherweise keinen
Gewichtsmodul gibt. Aber wir kénnen die p-Gruppen, die Vertex eines Gewichts-
Moduls sind, néher eingrenzen.

3.3.3 Definition
Es sei @) eine p-Untergruppe von GG. Dann heif3t () eine radikale p-Untergruppe,
falls @ der grofite p-Normalteiler in Ng(Q) ist.

3.3.4 Lemma (vgl. [Sz698, Ch. 6.1])
Falls () eine Gewichtsuntergruppe von G ist, so ist () auch p-radikal. U

3.3.5 Lemma R
Es sei (Q, S) ein Gewicht von G. Dann gibt es einen Block bg von C(Q), so dass

Z(Q) eine Defektgruppe von lN)Q ist.
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Beweis: Wir betrachten die lokale Situation in Cx(Q) < Ng(Q) < G. Wie schon
oben beobachtet, liegt S in einem Block b von Ng(Q), so dass b¢ = B gilt.
Andererseits lisst sich wegen C(Q) < Ng(Q) die Uberdeckungstheorie fiir Blocke
anwenden. Sei b := ZN)Q ein Block von kC¢(Q), der von b iiberdeckt wird. Wir
bezeichnen eine Defektgruppe von b mit D;. Nach Lemma 3.2.9(b) gibt es eine
Defektgruppe D, von b mit D; = D, N C(Q) < D,
Dann ist Dy, nach Lemma 3.2.6(a) in einer Defektgruppe Dg von B enthalten. Der
wichtige Schluss fiir diesen Beweis beruht auf dem Satz 3.2.4 von Knérr. Denn es
gilt

Dy =DyNCe(Q) = Cp,(Q) < Q.

Die letzte Inklusion ist die Anwendung des Satzes von Knorr. Diese Kette liefert
einerseits Dj < (), weswegen andererseits mit D; = Cp,(Q) die Inklusion D; <
Z(Q) folgt.

Schlielich folgt Z(Q) = D; aus Z(Q) <Cq(Q), denn als Normalteiler von Cg(Q)
ist Z(Q) in jeder Defektgruppe enthalten. O

3.3.6 Definition und Bemerkung (zentrisch)

Es seien D < G eine p-Gruppe und Fp ein Fusions-System auf D (vergleiche
Beispiel 3.2.10). Eine Untergruppe @ von D heifit F p-zentrisch, wenn Cp(Q') =
Z(@Q) fiir alle Q' =g, Q gilt.

3.3.7 Lemma ([Kes06, Thm. 2.9])
Es seien G eine Gruppe, B ein Block von kG mit Defektgruppe D. Wir fixieren

einen Block b von Cg(D), so dass b¢ = B gilt ([AIp93, Thm. 16.2]) und betrachten
das Fusions-System F := Fp(B,b) (vergleiche Beispiel 3.2.10). Dann ist eine
Untergruppe @@ < D genau dann F-zentrisch, wenn Z(Q)) eine Defektgruppe des
eindeutig bestimmten Blocks by von C(Q) mit (1,B) C (Q,bg) C (D, b) ist.

Genau diese Eigenschaft bringen Gewichtsgruppen mit, wie die folgende Bemer-
kung zeigt.

3.3.8 Bemerkung ([Lin04, p. 229], [RS90])

Es seien B ein Block von kG mit Defektgruppe D und b ein Block von kCg(D)
mit b¢ = B ([Alp93, Thm. 16.2]). Ist @ < D eine Gewichtsuntergruppe, dann
ist @ eine Fp(B, 6)—zentrische Gruppe und B ist der Block von kG, zu dem die
Gewichte mit Vertex () gehoren.

3.3.9 Bemerkung

(a) Die Aussage von Lemma 3.3.5 fiir den Fall einer abelschen Defektgruppe ist
sofort klar.

Ist ndmlich (Q,S) ein Gewicht, das in einem Block b von Ng(Q) mit abelscher
Defektgruppe D, liegt, so gilt mit dem Satz 3.2.4 von Knorr Q) = D,,.
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Wir konnen also die Brauer-Korrespondenz (Satz 3.2.7) anwenden und schlie-
en, dass der Block b“ von G, zu dem das Gewicht gehort, auch D, = Q als
Defektgruppe hat.

Liegt umgekehrt der Green-Korrespondent des Gewichts (@, .S) in einem Block
B mit abelscher Defektgruppe D, dann ist auch die Defektgruppe D, des Blocks
b von Ng(Q), der S enthilt, abelsch (nach Lemma 3.2.6(a)). Damit gilt D =
@ = Dy. Gewichts-Green-Korrespondenten, die in Blocken mit abelschem Defekt
D liegen, konnen also nur Gewichtsmoduln mit Vertex D haben. Die korrespon-
dierenden Blocke in G und Ng(D) sind dann Brauer-Korrespondenten. Damit
folgt fiir die Untergruppe @, dass sie F (B, b)-zentrisch ist, wobei B der Brauer-
Korrespondent von b ist.

(b) Nach dem Beweis von Lemma 3.3.5 kénnen wir noch folgende Beobachtung
aus der Erkenntnis D < @ anschlieBen. Wegen Cnq)(D;) = Na(Q)NCea(Dy) =
Ne(Q) N Ce(Q) = Ca(Q) ist b genau dann der einzige Block von kCg(Q), der
von b iiberdeckt wird, wenn Gleichheit gilt, d.h. wenn Cg(Q) = Cng(0)(D;) gilt
(vergleiche Satz 3.2.9(c)).

AuBlerdem zeigt die Aussage, dass ein Block von kNg(Q) fiir eine Gewichtsunter-
gruppe @, in Cg(Q) einen Block mit abelschen Defektgruppen iiberdeckt.

3.3.10 Vermutung (Alperins Gewichtsvermutung)

Die Bezeichnungen seien wie in Definition 3.3.1. Zudem sei B ein Block von kG.
Dann ist die Anzahl der Konjugationsklassen von Gewichten, die zu B gehoren,
gleich der Anzahl der Isomorphieklassen von einfachen kG-Moduln in B.

Die Voraussetzungen legen nahe, die Green-Korrespondenz anzuwenden. Ist ndm-
lich (@, S) ein Gewicht, so hat der einfache kNg(Q)-Modul S per definitionem
Q@ als Vertex. Sein Green-Korrespondent U in G ist unzerlegbar und hat Vertex
Q. Ist umgekehrt U ein unzerlegbarer kG-Modul, dessen Green-Korrespondent
in kNg(Q) einfach ist, dann ist (Q, S) ein Gewicht. Da ein Vertex von U bis auf
Konjugation eindeutig ist, gilt Gleiches auch fiir korrespondierende Gewichte.
Daher konnen wir Alperins Gewichtsvermutung wie folgt umformulieren.

3.3.11 Vermutung (Alperins Gewichtsvermutung)

Die Bezeichnungen seien wie in Vermutung 3.3.10. Dann ist die Anzahl der Iso-
morphietypen von einfachen kG-Moduln in B gleich der Anzahl von Isomorphie-
typen von unzerlegbaren kG-Moduln in B mit einfachem Green-Korrespondenten
im Normalisator ihres Vertex.

Alperin formulierte die Vermutung in [Alp87]. Mittlerweile wurde sie fiir viele
Félle bewiesen. Dazu gehoren

(a) Blocke mit zyklischen Defektgruppen ([Alp93, Sec. 19 - Sec. 21];

(b) p-auflésbare Gruppen, ([Oku]; [IN95]);
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c¢) symmetrische Gruppen ([AF90]);

(c)

(d) endliche Gruppen vom Lie-Typ in definierender Charakteristik ([Cab84]);

e) allgemeine lineare Gruppen in nicht definierender Charakteristik ([AF90]);
)

(
(f) viele sporadische Gruppen ([AC95], [An97], [Dad92], [EP99], [Sz698]).
Wir werden im letzten Kapitel eine Fiille von Green-Korrespondenten von Ge-
wichtsmoduln bestimmen. Dort sind vor allem schnelle Tests niitzlich, um zu
entscheiden, ob eine p-Gruppe als Vertex eines Gewichtsmoduls iiberhaupt in
Frage kommt. Ein solcher Test ist zum Beispiel das folgende Lemma:

3.3.12 Lemma (vgl. [AIp87, La. 1])

Es sei (Q,S) ein Gewicht von G. Dann ist S auch ein einfacher kNg(Q))/Q-
Modul und als solcher ist er projektiv. Umgekehrt ist jeder projektiv einfache
kNg(Q)/Q-Modul ein Gewichtsmodul nach Inflation iiber ().

Beweis: Weil S ein einfacher kNg(Q)-Modul und @ normal in Ng(Q) ist, ope-
riert @ auf S trivial. Wir kénnen S also als kNg(Q)/Q-Modul betrachten. Als
solcher hat er einen trivialen Vertex und ist projektiv. Fiir die umgekehrte Aus-
sage miissen wir beachten, dass die Inflation von S nach Ng(Q) einfach bleibt. OJ
Das vorherige Lemma sagt also, dass wir Gewichtsmoduln finden, wenn wir pro-
jektiv einfache Ng(Q)/Q-Moduln finden. Der gewthnliche Charakter x eines sol-
chen Moduls erfiillt also

p1INe(Q) - Ql/x(1).

Vor allem das folgende Lemma ist fiir diese Arbeit von herausragender Bedeutung,
verbindet es doch die Analyse von Permutationsmoduln mit der von Gewichtsmo-
duln. Bereits in seinem ersten Lemma iiber Gewichtsmoduln in [Alp87] beweist
Alperin folgenden Zusammenhang:

3.3.13 Lemma (vgl. [AIp87, La. 1])

Die Bezeichnungen seien wie in Vermutung 3.3.10. Zudem sei P eine p-Sylow-
gruppe von G. Ist (Q,S) ein Gewicht von G, dann ist sein Green-Korrespondent
ein unzerlegbarer direkter Summand von k.

Beweis: Fiir den Beweis halten wir die Bezeichnung N := Ng(Q) fest. Der
Gewichtsmodul S hat @) als Vertex. Daher miissen wir nach dem Satz von Burry-
Carlson-Puig (Satz 3.1.8) nur noch zeigen, dass S ein direkter Summand der
Einschrinkung (k§)y ist. Durch geeignete Konjugation kénnen wir ohne Ein-
schrinkung annehmen, dass Q C P gilt und dass (durch eventuelle weitere Kon-
jugation) Py := P N N eine p-Sylowgruppe von N ist. Der Satz von Mackey
(Satz 3.1.1) zeigt direkt, dass k7 als direkter Summand in (k%) y vorkommt. Nun
ist ) C Py normal in N, also ist ng als kN/Q-Modul isomorph zum Permutati-

onsmodul k:g\/f ?Q. Weil S ein projektiver kN/@Q-Modul ist, folgt die Behauptung,
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wenn wir gezeigt haben, dass S ein homomorphes Bild von kgjc ?Q ist. Weil Py/Q

eine p-Gruppe ist, gilt HomkN/Q(kg]C%,S) = Homyp, /q(k, Spy/q) # 0. Daraus
folgt die Behauptung, weil S einfach ist. U

Wir miissen also bei der Bestimmung (der Anzahl) von Gewichts-Moduln ent-
scheiden, welche unzerlegbaren direkten Summanden von k% einen einfachen
Green-Korrespondenten in Ng(Q) haben. Das folgende Lemma ist diesbeziiglich
fiir die Berechnungen ein iiberaus starkes Hilfsmittel.

3.3.14 Lemma (vgl. [Sz698, Prop. 6.1.5])

Es sei (Q,S) ein Gewicht von G mit p* = |G : Q)|,. Dann ist der p-Anteil der
Dimension des Green-Korrespondenten von S genau p® und dieser ist der einzige
unzerlegbare direkte Summand von S¢, dessen Dimension nicht von p®*! geteilt
wird.

Beweis: Weil S ein projektiv einfacher Ng(Q)/Q-Modul ist, gilt |[Ng(Q) : Q|, =
| dim(.S)|,. Daher gilt fiir die Dimension des induzierten Gewichtsmoduls

| dim(S%)|, = |G - Na(Q)l, - INa(Q) : Qlp = 1G + Q.

Alle vom Green-Korrespondenten von S verschiedenen unzerlegbaren direkten
Summanden von S¢ haben Vertizes, deren Ordnung kleiner als die von @ ist.
Daher betrigt der p-Anteil der Summe ihrer Dimensionen mindestens p®*!. Hitte
der Green-Korrespondent von S auch eine durch p®*! teilbare Dimension, dann
auch S¢, was ein Widerspruch wire. O

Im konkreten Fall konnen wir uns diese Eigenschaft bei unzerlegbaren direkten
Summanden von k% zu Nutze machen, deren Dimensionen hhere p-Potenzen ha-
ben als die Gruppenordnung. Solche Moduln sind folglich immer Nicht-Gewichts-
Green-Korrespondenten.

In der Situation von Lemma 3.3.14 wollen wir noch den folgenden speziellen Fall
betrachten: Ist die Gewichtsuntergruppe () eine p-Sylowgruppe von G, so gilt
|G : @], = 1. Damit haben wegen Lemma 3.3.14 und 1 = |G : Q|, = |N¢(Q) : Q|,
der Gewichtsmodul und der zugehérige Gewichts-Green-Korrespondent eine zu p
teilerfremde Dimension.

Bemerkenswert ist folgende Beobachtung iiber die Nicht-Gewichts-Green-Korres-
pondenten von k§.

3.3.15 Bemerkung
(a) Es sei W ein unzerlegbarer direkter Summand von £%. Dann kommt W in
der Zerlegung von S vor, wobei S ein Gewichtsmodul mit Vertex P ist. Denn
es gilt

kg = (kp),
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Den Modul k:gG(P) konnen wir als reguldre Darstellung von kNg(P)/P auffassen,
die insbesondere die projektiv einfachen kNg(P)/P-Moduln, also nach Lemma
3.3.12 die Gewichtsmoduln von kG mit Vertex P umfasst.

So verstanden kommt W als unzerlegbarer direkter Summand des Permutations-
moduls vor und als Summand in der Induktion eines einfachen kNg(P)-Moduls
mit Vertex P. Insbesondere kann es wegen Lemma 3.3.14 keinen Nicht-Gewichts-
Green-Korrespondenten geben, dessen Dimension teilerfremd zu p ist.

Diese Beobachtung kénnen wir in den Beispielen benutzen, in denen es rechne-
rische Schwierigkeiten beim Induzieren von Gewichtsmoduln oder beim Zerlegen
von induzierten Gewichtsmoduln gibt. Vergleiche etwa Ly(13) mod 3 auf Seite
242.

(b) Es seien alle unzerlegbaren direkten Summanden von k% Gewichts-Green-
Korrespondenten mit p-Sylowgruppen als Vertizes oder projektiv einfach. Zudem
nehmen wir an, dass P kein Normalteiler von G ist. Dann gibt es mindestens
einen projektiv einfachen kG-Modul. Denn in diesem Fall ist k;]C\’,G( p) = ke & M
fiir einen kG-Modul M # 0. Jeder unzerlegbare direkte Summand von M hat
nach Lemma 3.3.14 eine durch p teilbare Dimension und hat als Gewichts-Green-
Korrespondent (Voraussetzung) einen Vertex ) < P. Daher ist nach Vorausset-
zung jeder solche unzerlegbare direkte Summand von M ein projektiv einfacher
kG-Modul.

In speziellen Situationen kénnen dann Riickschliisse auf die Dimension der pro-
jektiv einfachen Moduln gezogen werden. Denn die Dimension von k:]C\;[G(P) ist
|G : Ng(P)|. Wir haben gerade schon gesehen, dass alle unzerlegbaren direkten
Summanden von M projektiv einfache kG-Moduln sind, deren Dimensionen sich
zu |G : Ng(P)| — 1 aufaddieren.

Diese Situation tritt in den am Ende abgedruckten Beispielen haufig auf. Betrach-
te zum Beispiel G = Ag modulo 3, Seite 150. Hier wird ein Defekt-0-Charakter
von Grad 9 erzwungen.

(c) Ist die p-Sylowgruppe P von G ein Normalteiler, so ist der Permutationsmo-
dul k% isomorph zum rechtsreguléiren Modul (kG/P)ke/p und der Endomorphis-
menring End,g (k%) als k-Algebra isomorph zum (halbeinfachen) Gruppenring
kG /P. Andererseits haben alle einfachen kG/P-Moduln eine zu p-teilerfremde
Dimension, so dass nur P Gewichtsuntergruppe von G ist. Daher sind die Ge-
wichtsmoduln genau die einfachen kG-Moduln und Alperins Vermutung ist fiir
diesen Fall richtig.

Beachte, dass in diesem Fall jeder unzerlegbare (einfache) direkte Summand von
k% ein Gewichtsmodul mit einer zu p teilerfremden Dimension ist.

(d) Ein unzerlegbarer direkter Summand X von k%, der nicht projektiv einfach
ist und dessen Dimension [dim(X)|, = |Syl,(G)| erfiillt, ist kein Gewichts-Green-
Korrespondent.

Wie schon oben angedeutet, hat Alperin selbst vorgeschlagen, den Endomorphis-
menring des Permutationsmoduls k4 zu untersuchen um die Gewichtsvermutung
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besser zu verstehen. Dies werden wir im Folgenden weiter verfolgen. Alperin hat
aber auch auf einen weiteren Ansatz mit gewissen alternierenden Summen hinge-
wiesen. Solche alternierenden Summen werden in einem allgemeinen Zusammen-
hang von Webb, Quillen, Bouc u.a. untersucht. Die Verbindung dieser Summen
zu Alperins Gewichtsvermutung, insbesondere eine dquivalente Formulierung der
Gewichtsvermutung mit Hilfe von alternierenden Summen, finden wir in [[KR89].
Die darin entwickelten Ideen wurden in zahlreichen weiteren Arbeiten weiterver-
folgt, in der Hoffnung, Alperins Gewichtsvermutung auf die einfachen Gruppen
reduzieren zu konnen. Dieser Ansatz wird hier nicht aufgegriffen, wenngleich sich
seine Stdrke in der Verbindung zu vielen anderen Theoremen und offenen Ver-
mutungen offenbart.

3.4 Der quasi-Frobenius-Fall

Die Grundvoraussetzungen und Bezeichnungen dieses Abschnitts seien wie folgt
festgelegt: Es seien GG eine Gruppe, p eine Primzahl und k ein algebraisch abge-
schlossener Kérper der Charakteristik p.

Wir wollen in diesem Abschnitt das oft zitierte Paper ,,On a Theorem of H. Sa-
wada“ ([Gre78]) von J. A. Green in Hinsicht auf Alperins Vermutung diskutieren.
Deswegen werden wir auch auf die Allgemeinheit des Papers in Bezug auf Charak-
teristik und die auftretende Untergruppe verzichten und direkt unsere spezielle
Situation vorgeben.

3.4.1 Bemerkung

Es sei P eine p-Sylowgruppe von G. Wir fixieren den Permutationsmodul W :=
k. Beachte, dass dieser Modul von dem Element wy := >, erzeugt wird.
Zudem sei der kG-Endomorphismenring Endgg(W) von W mit €* bezeichnet.
Es seien mod-kG die Kategorie der endlich erzeugten kG-Moduln und k-mod
die Kategorie der endlich-dimensionalen k-Vektorraume. Wir folgen [Gre78] und
betrachten den kovarianten und links-exakten Funktor F : mod-kG — k-mod
mit folgender Abbildungsvorschrift: Fiir M € mod-kG sei

F(M):={m e M : mz =m fir alle v € P} = Fixp(M)

die Fixpunktmenge von M unter P (vergleiche Bemerkung 2.1.2).
Fiir M, M’ € mod-kG und ¢ € Homyg(M, M') sei

F(p) : F(M) — F (M),

die Restriktion von ¢ auf F(M). Beachte, dass F(M) und Homyqe(W, M) als
k-Vektorrdume via der folgenden Abbildung 7 isomorph sind:

7:  F(M)— Homyg(W, M)

m = Ay @ (wox — max),
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fiir alle € kG. (Indem man die k-Basis {woy1, woys, - . . , Woyn } mit einer Trans-
versalen {y1,¥s,...,yn} von P\G betrachtet, kann man zeigen, dass A, fiir alle
m € M wohldefiniert ist.)

Damit gelingt es, F(M) eine (Rechts-)@*-Modulstruktur zu geben: Fiir m €
F(M)und o € €* sei m.a das eindeutige Element aus F (M), fiir das A\p.o = Apc
gilt. Beachte, dass es reicht, a(wp) zu berechnen, um m.a zu bestimmen: Es sei
To € kG ein Element, fiir das a(wg) = woz, gilt. Dann ist

T(m.a)(wo) = Ap(Woxy) = My,
Weil 7 ein Isomorphismus ist folgt aus der letzten Gleichung m.ac = ma,,.

Im speziellen Fall M = W = kS, ist F(W) als k-Vektorraum mittels 7 isomorph
zum Endomorphismenring Endg(W) = &*. Der Modul F(W) hat also eine &*-

Rechtsstruktur, wie gerade beschrieben, und eine natiirliche &*-Linksstruktur,
namlich aw = a(w) fir alle w € F(W).

3.4.2 Lemma
Mit den Bezeichnungen von oben gilt: F(W) ist mittels T isomorph zu €* als
¢*-Modul und als &*-Linksmodul.

Beweis: Es reicht, die &*-Modulstruktureigenschaft an dem erzeugenden Ele-
ment wy € W zu zeigen. Fiir a € €* sei 2, € kG, so dass a(wy) = woz, gilt.
Dann folgt:

T(a(wo))(wo) = T(woTa)(wo) = Woza = afwn) = a(T(wo)(wo)).

Fiir die Rechts-Modul-Eigenschaft rechnen wir wie folgt:

7(wo-)(wo) = Awy(@(wo)) = 7(wo)(c(wo)) = a(7(wo))(wo)-

Wie in Abschnitt 2.9 betrachten wir die Zerlegung
- DB,
i=1 j=1

von W in unzerlegbare direkte Summanden; dabei gelte W;; = Wy, genau dann,
wenn ¢ = k ist. Mit der Fitting-Korrespondenz (Satz 1.2.5) ist dann

FW) =D D Fwy)
i=1 j=1
eine Zerlegung von €* in unzerlegbare direkte Summanden von @’ék, also eine

Zerlegung in PIMs von &F,
Bevor wir die Hauptaussagen der Arbeit von J. A. Green formulieren, wollen wir
noch folgendes Lemma daraus zitieren:
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3.4.3 Lemma ([Gre78, La. 2.2a))

Es sei M ein einfacher kG-Modul. Dann ist M genau dann ein direkter Summand
vom Kopf hd(W) := W/W J(kG) oder von soc(W), wenn F (M) # 0 gilt. Insbe-
sondere besteht die Menge aller direkten Summanden von soc(W') und die Menge
aller direkten Summanden von hd(W') aus allen Isomorphietypen der einfachen
kG-Moduln, weil jeder nicht-triviale kP-Modul von 0 verschiedene Fixpunkte
hat. U

Die Theoreme aus der Arbeit von J. A. Green lauten nun wie folgt:

3.4.4 Satz ([Gre78, Thm. 1))

Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn dieses Abschnitts. Zudem sei ¢ quasi-
Frobenius, d.h. " ist injektiv als &*-(Rechts-)Modul. Dann gilt fiir beliebige
1<, <s:

(a) soc(W; 1) und hd(W; 1) sind einfach.

(b) F(soc(W;1)) = soc(F(W;1)). Insbesondere ist soc(F(W; 1)) in soc(W; ;) als
Menge enthalten.

(¢c) F(hd(Wi1)) = hd(F(Wis)).

(d) Die kG-Moduln W;; und W ; sind genau dann isomorph, wenn soc(W; 1)
soc(W; 1) oder wenn hd(W; ) = hd(W; ) gilt.

O 1R

3.4.5 Satz ([Gre78, Thm. 2])

Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn dieses Abschnitts. Zudem sei ¢* quasi-
Frobenius. Dann induziert die Abbildung M — F(M) eine Bijektion zwischen
den einfachen kG-Moduln und den einfachen &*-Moduln. O

Wir wollen dieses Ergebnis in Hinsicht auf Alperins Gewichtsvermutung disku-
tieren. Sei also &* quasi-Frobenius. Die Anzahl der Gewichts-Green-Korrespon-
denten ist hochstens gleich der Anzahl s der Isomorphietypen der unzerlegha-
ren direkten Summanden von W (Lemma 3.3.13). Nach dem Satz von Fitting
(Satz 1.2.5) hat &* auch s verschiedene Isomorphietypen von einfachen Moduln.
Nach den obigen Ergebnissen gibt es aber eine eineindeutige Korrespondenz zwi-
schen den einfachen &*-Moduln und den einfachen Sockeln der unzerlegbaren
direkten Summanden von W. Daher gilt in diesem Fall

|{Gewichte}| < |{unzerlegbare Summanden in £%}|
= |{Sockelkonstituenten von &*}| (3.3)
= |{einfache kG-Moduln}|,

jeweils bis auf Aquivalenz und Isomorphie. Ist Alperins Vermutung giiltig, miissen
also s Gewichts-Green-Korrespondenten vorkommen, d.h. jeder unzerlegbare di-
rekte Summand von W ist ein Gewichts-Green-Korrespondent.
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Im umgekehrten Schluss wiirden wir Alperins Vermutung fiir die Klasse von Grup-
penringen kG beweisen, fiir die der Endomorphismenring von k% mit P € Syl,(G)
quasi-Frobenius ist, wenn wir zeigen konnten, dass in diesem Fall alle direkten
Summanden Gewichts-Green-Korrespondenten sind.

Immerhin gibt es Ergebnisse, die zeigen, dass der Green-Korrespondent von W, ;
in Ng(Q), wobei @ ein Vertex von W; ist, ein projektiver Ng(Q)/Q-Modul ist.
Dies untersuchen wir im néchsten Kapitel genauer.

3.4.6 Bemerkung

Die Bezeichnungen seien wie oben.

(a) Es sei €* quasi-Frobenius. Fiir einen Index 1 < i < s betrachten wir den PIM
P;1 = Homyg(kS, W;1) von €*. Nach Satz 3.4.4 gilt dann

soc(P;;) = soc(Homyg(kS, Wi1)) = Homyg (kS soc(Wi1)).

Beachte, dass wegen der Einfachheit der PIM-Sockel soc(P; 1) = (¢)er fiir jeden
von 0 verschiedenen Homomorphismus ¢ € soc(P; ;) gilt.

Weil soc(W; 1) ein einfacher kG-Modul ist, folgt fiir jeden Homomorphismus 0 #
¢ € Homyg (K%, soc(W; 1)):

p(kE) = soc(Wi1).

Unter der Annahme, dass &* quasi-Frobenius ist, finden wir demnach eine Ab-
bildung von der Menge der einfachen &*-Moduln in die Menge der einfachen kG-
Moduln, die eine Korrespondenz zwischen den Isomorphietypen der einfachen
¢*-Moduln und den Isomorphietypen der einfachen kG-Moduln etabliert.

(b) Der Endomorphismenring &* erfiille nur die schwiichere Voraussetzung, dass
alle Sockel der PIMs von &* einfach sind. Zudem nehmen wir an, dass auch alle
Sockel der unzerlegbaren direkten Summanden von k§ einfach sind. Dann gilt fiir
alle unzerlegbaren direkten Summanden X | k$:

soc(F(soc(X))) = soc(F (X)) C F(soc(X)).

Denn nach Voraussetzung ist soc(X) einfach, so dass F(soc(X)) # 0 nach Lemma
3.4.3 gilt und offensichtlich in F(X) enthalten ist. Daher gilt nach [NT89, 3a. I
8.20] soc(F(soc(X))) = soc(F (X)) N F(soc(X)).

Wegen der Einfachheit der Sockel der PIMs von &* gilt damit soc(F(soc(X))) =
soc(F (X)) € F(soc(X)).

Ein Beispiel (unter vielen), das diese Voraussetzungen erfiillt, ist L5(13) in Cha-
rakteristik 2.

(c) Der Operator F hat nicht die Eigenschaft, Halbeinfachheit von Moduln zu er-
halten, wie wir es beispielsweise vom Kondensationsfunktor kennen. Man betrach-
te beispielsweise G = M;; in Charakteristik 2. Dort hat der Permutationsmodul
kS einen einfachen direkten Summanden der Dimension 10. Der korrespondie-
rende PIM von &* hat zwei 1-dimensionale Konstituenten und ist somit nicht
halbeinfach. O
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Eine wichtige Klasse von Gruppen G, deren Endomorphismenringe Endyg (k%)
quasi-Frobenius sind, bilden die Gruppen mit BN-Paar.

3.4.7 Definition
Es sei G eine Gruppe.

(a) Ein Paar (B, N) von Untergruppen von G heifit BN-Paar von G, falls die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(i) G = (B, N).
(i) H:=BAN<N.
(iii) W := N/H = (w; : 1 € I,w? = 1) fiir eine Indexmenge I.
(iv) Fiir i € I sei n; € N mit Hn; = w;. Dann gilt

n;Bn C Bn;nB U BnB

fiir alle n € N.
(v) Fiir alle n; wie in (iv) gilt n;Bn; # B.
In diesem Fall heilt G Gruppe mit BN-Paar.

(b) Ein BN-Paar heiit zerfallend, falls es Untergruppen U und T gibt, die
folgende Bedingungen erfiillen:

(i) U ist eine p-Gruppe und T ist eine abelsche p’-Gruppe, die U norma-
lisiert.

(ii) Esgilt B=TxUund T'=BNN.
(iii) Es gilt Npeyn™'Bn =T.

Die Existenz eines (zerfallenden) BN-Paars fiir eine Gruppe G lésst starke Struk-
turaussagen zu. Eine davon betrifft den Endomorphismenring von k§.

3.4.8 Satz (Tinberg, [Tin80, Prop. 3.7])
Es sei G eine Gruppe mit zerfallendem BN-Paar. Dann ist €* := Endgg(k$)
Frobenius und damit quasi-Frobenius. 0

N. B. Tinberg sagt selbst, dass die Beweisidee auf Green zuriickgeht.

M. Cabanes beweist in [Cab84] Alperins Gewichtsvermutung fiir Gruppen mit
zerfallendem BN-Paar. Er benutzt J.A. Greens Arbeit [Gre78] und die daraus
folgende Bijektion zwischen einfachen AG-Moduln und einfachen &*-Moduln, um
eine Parametrisierung fiir die einfachen kG-Moduln und fiir die Gewichte von G
zu finden.

3.4.9 Satz (Cabanes, [Cab84, Prop C12.1 6])
Es seien G eine Gruppe mit zerfallendem BN-Paar, P € Syl (G). Dann ist jeder
unzerlegbare direkte Summand von kS ein Gewichts-Green-Korrespondent. [



Im Vorgriff auf Kapitel 4 sei bemerkt, dass M. Cabanes fiir jeden unzerlegha-
ren direkten Summanden von k4 mit Vertex ) zeigt, dass sein Bild unter dem
Brauer-Homomorphismus ein projektiv einfacher kNg(Q)/@Q-Modul ist. Damit
ist der Green-Korrespondent jedes unzerlegbaren direkten Summanden von k§
ein Gewichtsmodul. Daraus folgt Alperins Vermutung (siehe Bemerkung nach
Satz 3.4.5).

Eine weitere bemerkenswerte Aussage aus dieser Arbeit, die im Beweis der Ge-
wichtsvermutung mehrfach benutzt wurde, ist die folgende:

3.4.10 Satz
Es sei G eine Gruppe mit zerfallendem BN-Paar. Dann ist jeder einfache ¢ :=
Endy.q(k$)-Modul 1-dimensional.

Die Gruppen bei einigen Beispielen am Ende der Datensammlung sind Chevalley-
Gruppen in definierender Charakteristik, also Gruppen mit zerfallendem BN-
Paar. Wir haben dies an der jeweiligen Stelle gekennzeichnet.
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Kapitel 4

Endomorphismenringe als
G-Algebren

Es sei O ein kommutativer, lokaler, noetherscher Ring mit algebraisch abgeschlos-
senem Restklasssenkorper £ := O/p der Charakteristik p und 6 € {O, k}. Wir
nehmen stets an, dass alle hier auftretenden #-Algebren endlich erzeugt sind.
Zudem seien G eine endliche Gruppe und P € Syl (G).

Wir werden in diesem Kapitel die Darstellungstheorie aus Thévenaz Buch [Thé95]
ausarbeiten und auf unseren speziellen Fall anwenden. Wesentliche Teile der hier
vorgestellten Theorie gehen auf L. Puig zuriick, der sie unter anderem in den
Arbeiten [Pui80], [Pui8l], [Pui84], [Pui88a] und [Pui88b] entwickelt hat. Seine
Betrachtungsweise ist auf wunderbare Weise so verallgemeinert, dass beispielswei-
se die Green-Korrespondenz und Brauers Sitze der Blocktheorie als Spezialfille
abfallen.

Wie in Abschnitt 3.4 angemerkt, zeigen wir in Abschnitt 4.9, dass der Green-
Korrespondent eines (beliebigen) unzerlegbaren direkten Summanden von k% mit
Vertex @ ein projektiver kNg(Q)/Q-Modul ist. Ein solcher Green-Korrespondent
ist folglich genau dann ein Gewichtsmodul, wenn er einfach ist. Am Ende des Ka-
pitels finden wir fiir die Einfachheit zwei hinreichende Voraussetzungen. Damit
gelingt der Beweis von Alperins Gewichtsvermutung fiir eine spezielle Klasse von
Gruppen, deren Endomorphismenring ¢* := End,g (k%) quasi-Frobenius ist (ver-
gleiche Bemerkung 4.9.6).

Zunéchst miissen wir im Schnellschritt die notigen Bezeichnungen und Konzepte
aufnehmen.

4.1 Punkte und Exomorphismen

Erinnern wir uns an den Satz von Wedderburn, in dem halbeinfache (endlich-
dimensionale) k-Algebren charakterisiert werden. Insbesondere kann man eine
halbeinfache Algebra 2 als direktes Produkt 2 = [ ] c\pax(y %/m schreiben, wo-
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bei Max(2) die Menge der maximalen zweiseitigen Ideale ist. Wegen J(2A) =
ﬂmeMaX(ﬂ) m gilt fiir eine beliebige endlich erzeugte #-Algebra 2A:

A/J2A) = ] U/m=]]Endy(Vi).

meMax(2A) m

Hier korrespondiert Vi, zu dem eindeutigen maximalen zweiseitigen Ideal m, das
Vi annulliert. Wir beginnen mit der grundlegenden und wichtigsten Definition in
diesem Kapitel:

4.1.1 Definition (Punkt)
Es sei 2 eine #-Algebra. Ist e ein primitives Idempotent von 2, dann heifit die
Menge der assoziierten Idempotente (vergleiche Seite 6)

a:={e":aecA}
ein Punkt von 2. Die Menge aller Punkte von 2 bezeichnen wir mit P ().

4.1.2 Lemma (vgl. [Thé95, Prop. (1.15),(2.7), Thm. (3.1)])
Es seien 6 = k und U eine k-Algebra mit Jacobson-Radikal J(21).

(a) Dann ist A/J () eine endlich-dimensionale k-Algebra und es gilt
@)= [ Ead(v),

Velrr(2)

wobei Irr(2A) die Menge von Représentanten der einfachen A-Moduln ist.
Jedes maximale zweiseitige Ideal m von 2 ist der Annullator eines einfachen

2A-Moduls Vi,. Wir haben also eine Bijektion zwischen Max(2l) und Irr(2l).

(b) Fiir jeden Punkt o € P(2l) gibt es genau ein maximales Ideal m mit ¢ ¢ m
fiir ein (und somit fiir alle) e € . Somit haben wir eine Bijektion zwischen
den Punkten von 2l und den maximalen zweiseitigen Idealen von 2A. Mit
(a) stehen folglich die Punkte von 2 in Korrespondenz zu den einfachen
A-Moduln. Dabei korrespondiert ein einfacher A-Modul V genau dann zu
a € P(A), wenn Ve # 0 fiir ein (und somit alle) e € « gilt.

O
Wie sich spater herausstellt, griindet das Konzept von Idempotentklassen, wie wir
es oben kennen gelernt haben, auf fruchtbaren Boden. Es ist daher naheliegend,
weitere Strukturen zu verallgemeinern und klassenweise aufzufassen. Dies fiihrt
auf die néchste wichtige Definiton, in der Algebren-Homomorphismen zusammen-
gefasst werden. Zuvor jedoch noch eine Erinnerung an innere Automorphismen.

4.1.3 Definition (innerer Automorphismus)
Ein Automorphismus f : A — 2 heiffit innerer Automorphismus, falls ein

Element by € 2* existiert mit f(a) = a® " fiir alle a € 2. In diesem Fall schreiben
wir auch f = Inn(by).
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4.1.4 Definition und Bemerkung (vgl. [Thé95, Paragraph 8])

Es seien 2 und B zwei 6-Algebren und f : % — B ein Algebren-Homomorphis-
mus. Dann nennen wir die Aquivalenzklasse F := {g : g = bo foa,a € Inn(A),b €
Inn(B)} einen Exomorphismus von 2 nach 8. Wegen folnn(a) = Inn(f(a))of,
kénnen wir den Exomorphismus, der f enthélt, auch als die Menge

F ={Inn(b)o f: b e B}

schreiben.

Weiterhin nennen wir den Exomorphismus F Einbettung, falls ein f € F in-
jektiv ist und als Bild f(19)%B f(1g) hat (womit auch alle anderen Elemente in F
diese Eigenschaft haben). In diesem Fall induziert F eine injektive Abbildung

PRA) — P(B),a— Fla) :={f(e): f € F,e€a}l.

Beachte, dass f nicht als unitdr vorausgesetzt wird, d.h. 1g wird nicht notwen-
digerweise auf 19 abgebildet wird. Ist beispielsweise ¢ € 2 ein Idempotent, dann
ist die Einbettung e2e — 2 ein Homomorphismus, der nicht unitér ist.

Beachte, dass f(a) fiir eine Einheit a € 2 im Allgemeinen nicht mehr invertierbar
ist. Allerdings ist f(a)+ (1 — f(1y)) ein in B invertierbares Element, so dass f
einen Gruppenhomomorphismus 20* — B* a — f(a) + (1 — f(1g)) induziert.

4.2 (G-Algebren und innere G-Algebren

Wie in der Einleitung zu Kapitel 4 sei 6 € {O, k} mit einem kommutativen, loka-
len, noetherschen Ring O und algebraisch abgeschlossenem Restklassenkorper k
der Charaktersitik p. Zudem sei G eine Gruppe. Das Konzept dieses Abschnitts
betitelt J. Thévenaz selbst als das Hauptkonzept seines Buches. Wir beschréanken
uns nicht mehr auf die Darstellungstheorie von #G, sondern betrachten und ana-
lysieren ganz allgemein so genannte G-Algebren.

4.2.1 Definition (G-Algebra)

Eine G-Algebra (iiber 6) ist ein Paar (2, 1), wobei 2 eine #-Algebra und
¥ : G — Aut() ein Gruppen-Homomorphismus ist. Die Gruppe G operiert auf
2 via Algebren-Automorphismen. Wir schreiben die Operation von G auf 2 von
rechts und benutzen die Schreibweise a9 := ¢ (g~')(a). Selbsterklirend ist ein
Homomorphismus von G-Algebren ein Algebren-Homomorphismus f : A — B
mit der Eigenschaft f(a?) = f(a)? fiir alle g € G.

Noch wichtiger, wie J. Thévenaz sagt, ist das Konzept der inneren G-Algebren,
das sich wie folgt definiert.

4.2.2 Definition (innere G-Algebra)

Eine innere G-Algebra ist ein Paar (2, ¢), wobei 2 eine -Algebra und ¢ : G —
2A* ein Gruppen-Homomorphismus ist. Der Begriff erklért sich mit der Beobach-
tung, dass es einen Gruppen-Homomorphismus der Form 2* — Aut(),a —
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Inn(a) gibt. Auch hier operiert G' auf 2 via

a’ := Inn(p(g7"))(a).

Beachte, dass sich nun auch Begriffe wie Exomorphismus und Einbettung auf
(innere) G-Algebren einschranken lassen, indem wir jeweils G-Algebren-Homo-
morphismen betrachten.
Wie J. Thévenaz, wollen wir uns an dieser Stelle einige Beispiele von (inneren)
G-Algebren betrachten.

4.2.3 Beispiel
(a) Die Gruppenalgebra G selbst ist eine innere G-Algebra, indem wir G in
(0G)* einbetten.

(b) Ist M ein OG-Gitter, so gibt es eine Darstellung ¢ : G — Endg(M).
Dann ist 2 := Endy(M) eine innere G-Algebra via der Darstellung (von
G) p': G — Auty(M) = A*. Dieses Beispiel ist fiir uns deshalb von heraus-
ragender Bedeutung, weil wir hier die Theorie der (inneren) G-Algebren fiir
unseren speziellen Fall der Endomorphismenringe von Permutationsmoduln
anwenden koénnen.

Weil wir parallel zur Entwicklung der Terminologie auch ihre konkrete Bedeutung
fiir bestimmte Permutationsmoduln analysieren wollen, betrachten wir folgendes
Beispiel.

4.2.4 Bemerkung

Es sei P € Syl,(G). Zusitzlich sei 05 = @;_, &2, W ; wie vor Lemma 2.9.1 eine
Zerlegung des Permutationsmoduls in unzerlegbare direkte Summanden. Dann
gibt es fiir jedes 1 < i < s eine Einbettung

F : Endg(W; ) — Endg(6%)
innerer G-Algebren.

4.2.5 Definition und Bemerkung

Es sei  eine (innere) G-Algebra. Dann kann man die Operation von G auf 2 auf
jede Untergruppe H < G einschréinken. Die Algebra trigt dann eine (innere) H-
Algebren-Struktur, die wir durch Res% (2) kenntlich machen und die Restriktion
auf H nennen.

Die Bedeutung der folgenden Definition von Fixpunktmengen ist fiir dieses Ka-
pitel auflerordentlich wichtig.

4.2.6 Definition
Fiir eine Untergruppe H < G ist

Fixy(A) := {a € A: a" = a fiir alle h € H}

die Menge der H-Fixpunkte von 2.
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Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir das Prinzip der Exomorphismen auf
G-Algebren iibertragen.

4.2.7 Definition
Es seien 2 und B zwei G-Algebren und f : % — B ein G-Algebren-Homomor-

phismus. Dann ist die Aquivalenzklasse
F :={Inn(b)o f: b € (Fixg(B))"}

ein Exomorphismus von G-Algebren.

Ankniipfend daran wollen wir noch eine besondere Klasse von Exomorphismen
herausstellen. Ist namlich F : 2l — B ein Exomorphismus von G-Algebren, dann
kann man jeden G-Algebren-Homomorphismus f € F durch Restriktion auf eine
Untergruppe H < G als H-Algebren-Homomorphismus auffasssen, was wir durch
die Notation Res%(f) : Res% () — Res%(B) kenntlich machen. Die Menge aller
restringierten Homomorphismen in F bezeichnen wir dann mit Res%(F) und
nennen diese die Restriktion des Exomorphismus F auf H. Beachte, dass
Res% (F) wegen Fixg(B)* C Fixy(B)* im Allgemeinen mehr Elemente hat als
F.

4.3 Der Brauer-Homomorphismus

Wie in der Einleitung zu Kapitel 4 sei 6 € {O,k} mit einem kommutativen,
lokalen, noetherschen Ring O und algebraisch abgeschlossenem Restklassenkérper
k der Charakterstik p. Zudem seien G eine Gruppe und 2 eine G-Algebra.
Offensichtlich ist Fixy(2A) eine Unteralgebra von 24 mit dem gleichen neutralen
Element. Wenn wir nun auf das fiir uns wichtige Beispiel 2 = Endy(M) fiir ein
0G-Gitter M schauen, dann gilt offensichtlich Fixy(2() = Endgy (M ). Insbeson-
dere ist Fixg () = Endyg(M).

Beachte, dass Fixge(2) = (Fixg(2))? fiir die zu H konjugierte Untergruppe
HY9 < G gilt. Daher ist Fixy () invariant unter Ng(H) und kann als Ng(H)-
Algebra und als Ng(H )/ H-Algebra betrachtet werden. Die Eigenschaft, innere G-
Algebra zu sein, vererbt sich im Allgemeinen nicht auf Fixy (). Allein, wenn wir
die Einschrinkung auf den Zentralisator C(H) betrachten, geben wir Fixy ()
eine innere C¢(H )-Algebren-Struktur.

Vollig analog zu G-Algebren definieren wir fiir einen 6G-Modul M und eine Un-
tergruppe H < G die Menge der H-Fixpunkte von M, die wir mit Fixy (M)
bezeichnen.

Einen besonderen Fall wollen wir noch herausheben und mit eigener Termino-
logie belegen. Ist ndmlich Fixg(2A) eine lokale Algebra, d.h. ist 1y das einzige
primitive Idempotent von Fixg(2(), so nennen wir 2 primitiv. Beachte, dass
dies dquivalent ist zu der Eigenschaft, nur einen Punkt der Form {1y} zu haben.
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Fiir eine Untergruppenkette L < H < G gilt offensichtlich Fixg(2() < Fixy (A) <
Fixy (). Bildlich gesprochen kénnen wir die Beziehung H > L durch die Ein-
bettung r¥ : Fixg(A) — Fixz (A) auf die Algebra iibertragen. Doch auch fiir die
Beziehung L < H finden wir eine Entsprechung, die durch einen Glattungsope-
rator realisiert wird:

Wir nennen die Abbildung

ti: Fix, (A) — Fixg (W), a— Y a,

wobei [L\H| ein Représentantensystem der (Rechts-)Nebenklassen von L in H
ist, die relative Spurabbildung. Das Bild von ¢! bezeichnen wir mit A :=
t(Fixy (2A)). Mit elementaren Rechnungen zeigt man, dass 2 ein zweiseitiges
Ideal in Fixy (L) ist.

Wir haben nun die nétige Terminologie eingefiithrt, um den Brauer-Homomor-
phismus zu definieren. Zur Erinnerung: Das eindeutig bestimmte maximale Ideal
von O haben wir mit p bezeichnet.

4.3.1 Definition und Bemerkung

Es sei ) < G eine Untergruppe von G. Dann ist ZR<Q 91%, wobei R < @
echte Untergruppen von () bezeichnen, ein zweiseitiges Ideal in Fixg () (weil die
einzelnen Summanden schon Ideale sind). Der Brauer-Homomorphismus brg
ist definiert als die kanonische Surjektion

brg : Fixg () — 2A(Q) = Fixg(A Z Ql + pFixg(2A)).
R<Q

Die Algebra 2(Q) heifit der Brauer-Quotient von 2 bzgl. Q. Beachte, dass
Ng(Q) den Brauer-Quotienten invariant lisst. Daher ist 2((Q) eine Ng(Q)- bzw.
Ng(Q)/Q-Algebra.

Ist Q < G keine p-Gruppe, so gilt A(Q) = 0 (vergleiche [Thé95, La. (11.7)]).

Das gleiche Konzept iibertragen wir auf Moduln und erhalten:

4.3.2 Definition und Bemerkung
Es seien M ein 0G-Gitter und L < H < . Dann heif3t

tH: Fixy (M) — Fixg (M), m — Z m.x

die relative Spurabbildung. Fiir das Bild der Spurabbildung schreiben wir
M} =t (Fix, (M)).

Dies ist nicht zu verwechseln mit dem Modul M, der auf L eingeschrinkt und
anschliefend nach H induziert wird. Trotz dieser Doppelbezeichnungen ist in den



4.3. Der Brauer-Homomorphismus 79

auftretenden Situationen die Gefahr der Doppeldeutigkeit nicht gegeben, so dass
wir diese formelle Ungenauigkeit zum Zweck der iibersichtlichen Schreibweise in
Kauf nehmen. Dann ist der Brauer-Homomorphismus brg fiir eine Unter-
gruppe ) < G definiert als

brq : Fixq(M) — M(Q) = Fixq(M)/(>_ Mg + pFixq(M)).
R<Q

Den Bildbereich M (Q) nennen wir den Brauer-Quotienten von M bzgl. Q.

Wie oben sehen wir leicht, dass M (Q) eine kNg(Q)- und kNg(Q)/Q-Modulstruk-
tur tragt.

Beachte die Beriihrpunkte zu anderen Kapiteln. Zum einen tritt die Fixpunkt-
menge bereits zu Beginn des zweiten Kapitels in Bemerkung 2.1.2 im Zusammen-
hang mit Kondensationsmoduln auf. Zum anderen ist durchaus gerechtfertigt zu
behaupten, dass in J. A. Greens Arbeit [Gre78] iiber Endomorphismenringe von
Permutationsmoduln, die quasi-Frobenius sind, die Untersuchung der Fixpunkt-
menge das Kernstiick bildet (vergleiche Abschnitt 3.4).

Wir konnen jetzt die Terminologie konkret auf das Beispiel 2 := Endy(M) fiir
ein 0G-Gitter M anwenden und erhalten:

4.3.3 Lemma ([Thé95, La. 12.4, Prop. 12.5])
Es sei M ein §G-Gitter. AuBerdem seien 2 := Endg(M) und e ein Idempotent
von Fixg ().

(a) Dann sind die inneren G-Algebren Endy(eM) und eEndy(M )e isomorph.

(b) Es sei N ein weiteres 0G-Gitter. Es existiert genau dann eine Einbettung
innerer G-Algebren F : Endy(N) — Endy(M), wenn N isomorph zu ei-
nem direkten Summanden von M ist. Die Einbettung F ist in diesem Fall
eindeutig. O

Wir koénnen Einbettungen, wie wir sie hier definiert haben, als Verallgemeinerun-
gen des Konzepts der direkten Summanden verstehen.

SchlieBlich weisen wir noch auf die Bedeutung im Fall M = 6% bzw. 2 :=
Endy(0%) hin. Es seien W ein unzerlegbarer direkter Summand von 6%, 2y, =
Endp(W) und @ < P. Dann induziert nach [Thé95, Prop. (15.6)] die Einbet-
tung F : Ay — A (vgl. Bemerkung 4.2.4) durch Restriktion eine Einbettung
von @-Algebren F : Fixg(2y) — Fixg(2() und somit auch eine Einbettung von
k-Algebren:

F(Q) - Aw(Q) — A(Q).
Dies ist sogar eine Einbettung von Ng(Q)/Q-Algebren.
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4.4 Punktierte Gruppen

Dieser Abschnitt fithrt das zweite wichtige Konzept in Thévenaz’ Buch ein, das
der punktierten Gruppen. Wir iibernehmen alle Bezeichnungen aus den vorher-
gehenden Abschnitten. Insbesondere sei § € {O, k} fiir einen kommutativen, lo-
kalen, noetherschen Ring O mit algebraisch abgeschlossenem Restklassenkorper
k der Charakteristik p. Zudem seien G eine Gruppe und 2 eine G-Algebra.

4.4.1 Definition (punktierte Gruppe)

(a) Eine punktierte Gruppe ist ein Paar (H,«), wobei H < G eine Un-
tergruppe von G und a € P(Fixy(2()) ein Punkt von Fixy () sind. Als
abkiirzende Schreibweise fiir eine punktierte Gruppe setzen wir H, :=
(H,«). Die Menge aller punktierten Gruppen von 2 bezeichnen wir mit

PG(A).

(b) Esseif = k. Wie in Lemma 4.1.2 beschrieben, korrespondiert ein Punkt o €
P(Fixg(2A)) zu einem maximalen Ideal m, von Fixy(2() und zu einem ein-
fachen Fixy(2()-Modul V(a). Den einfachen Modul nennen wir Multipli-
zitdtsmodul von H, und die einfache k-Algebra &(a) = Fixy(2()/m, =
Endg(V(«)) die Multiplizitdtsalgebra von H,.

Immer noch befinden wir uns in der Begriffsbildung und wenden uns der Lokali-
sierung zu, die mit einer punktierten Gruppe (H, «) einhergeht.

4.4.2 Definition und Bemerkung ([Thé95, La. 13.1])

Es sei H, eine punktierte Gruppe von 2. Eine Einbettung beziiglich H, ist
eine Einbettung von H-Algebren F : B — Res% (), so dass f(1g) € a fiir ein
(und damit fiir alle) f € F gilt.

Damit ist der Exomorphismus, der die Inklusion f : e2e — Res% () fiir ein ¢ € a
enthélt, eine Einbettung beziiglich H,. Man kann sogar zeigen, dass eine Ein-
bettung beziiglich H, bis auf Hintereinanderschaltung eines Exo-Isomorphismus
eindeutig ist. Die Algebra B einer solchen Einbettung nennen wir Lokalisierung
von 2 an H, und fithren dafiir die Schreibweise I, ein.

Beachte, dass Lokalisierungen an H, primitive H-Algebren sind (vergleiche Seite
77).

Offensichtlich operiert G auf der Menge der punktierten Gruppen von 2. Sind
H, eine solche und g € G, so ist (H,)? = (97 ' Hg)as = (HY)4s. Der Stabilisator
N¢(H,) heiBt Normalisator von H,, und erfiillt

H < Ng(Ha) < Ne(H).
Ist 2 sogar eine innere G-Algebra, so gilt
HCg(H) < Ng(Ha).
Vergleiche dazu [Thé95, p.103]. O
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Nun stabilisieren Ng(H,) und H den Punkt «, also auch das dazu korrespondie-
rende maximale Ideal m,. Folglich operieren sowohl Ng(H,) als auch der Quo-
tient Ng(H,) := Ng(H,)/H auf der zugehérigen Multiplizititsalgebra &(a) =
Fixg(A)/m,. Nun gilt &(a) = Endg(V (a)), wobei V(«) den korrespondieren-
den Multiplizitéitsmodul bezeichnet, und Z(&(«)) = k - 1g(a). Daher konnen wir
V() mit einer Modulstruktur iiber einer getwisteten Gruppenalgebra k4 Ng (H.,)

oder k4 Ng(H,) versehen (vergleiche [Thé95, p. 103]). Die genaue Konstruktion
dieses Twists entnehme man [Thé95, Exp. 10.8]. Wir verzichten auf eine prézise
Erklarung an dieser Stelle, weil spéter klar wird, dass in unserem konkreten Fall
die Modulstruktur tatsdchlich {iber dem urspriinglichen statt dem getwisteten
Gruppenring existiert.

Ist 2 sogar eine innere G-Algebra, so tragt Fixy (2() — und somit auch die Multipli-
zitatsalgebra &(«v) — eine innere C(H )-Algebrenstruktur. Allerdings kénnen wir
im Allgemeinen nicht wie oben zum Quotienten nach HNCq(H) = Z(H) tiberge-
hen, weil (1g(a))?") := {(1e(a))? : 2 € Z(H)} zwar eine zyklische multiplikative
Untergruppe von k* = k \ {0} aber im Allgemeinen nicht trivial ist. In unserem
speziellen Fall ist H eine p-Gruppe. Dann ist auch (1g(q))?) eine p-Untergruppe
von k*, die somit trivial ist, da es keine nicht-trivialen p-ten Einheitswurzeln in
k* gibt. Daher diirfen wir hier zum Quotienten iibergehen. Folglich ist G(«a) eine
innere Cq(H)-Algebra mit Cq(H) := Cq(H)/Z(H) = HCs(H)/H.

Wir wenden dies alles wieder auf ,,unsere” Situation an. Es seien
2 := Endy(6%) und Ay := Endg(W),

wobei W ein unzerlegbarer direkter Summand von 6% ist. Fiir Q < G seien
die Punkte v € Fixg(A) = Endpg(#%) und yw € Fixg(y) = Endgg(W)
gegeben. Zudem sei Ng(Q) := Ng(Q)/Q. Dann haben &(vy) und &(yw) je-
weils eine Ng(Q)- und Ng(Q)-Algebrenstruktur sowie eine innere Cq(Q)- und
Ce(Q)/2(Q) = QC:(Q)/Q-Algebrenstruktur. Die Multiplizitdtsmoduln V(v)

bzw. V(yw) haben nach obigen Aussagen eine kyxNg(Q)- und eine kyNg(Q)-
Modulstruktur. Wie wir in Korollar 4.8.2 sehen, ist die Modulstruktur sogar iiber
dem ungetwisteten Gruppenring gegeben und die Multiplizitdtsmoduln sind eng
mit den Moduln 6% bzw. W verbunden.

Beachte, dass die beiden Multiplizitdtsmoduln eine kCq(Q)- bzw. kC(Q)/Z(Q)-
Modulstruktur tragen, die man durch Einschrankung von den Normalisatoren-
(quotienten) erhélt.

4.5 Ordnungsrelationen

Es seien G eine Gruppe und 2 eine G-Algebra. Zudem sei 6 € {O, k} fiir einen
kommutativen, lokalen, noetherschen Ring O mit algebraisch abgeschlossenem
Restklassenkorper k& der Charakteristik p. Wir werden in diesem Abschnitt Rela-
tionen zwischen verschiedenen punktierten Gruppen charakterisieren. Zum einen
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zielt dies auf eine Verallgemeinerung des Gruppenalgebrabegriffs ab. Zum ande-
ren werden wir spéter feststellen, dass Begriffe wie ,,relativ H-projektiv® aus der
Modultheorie ebenfalls Spezialfille dieses Konzepts sind.

Wir fixieren also Untergruppen L < H < G von G und eine G-Algebra 2. Des
Weiteren seien die Punkte o € P(Fixg(2)) und 8 € P(Fix.(2A)) gegeben.

Wir erinnern an die Einbettung r¥ : Fixy () — Fixz () auf Seite 77.

4.5.1 Definition
Wir sagen Lg ist in H, enthalten, wenn fiir ¢ € a ein Idempotent §f € 3 exi-
stiert, so dass f in einer [dempotentzerlegung von r# (¢) vorkommt. In diesem Fall

schreiben wir Lz < H,,.

Wir haben folgende Charakterisierung dieser Relation:

4.5.2 Lemma (vgl. [Thé95, La. 13.3])
Es sei L < H. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) LB < Ha.

(b) Fiir jedes ¢ € « existiert ein f € (3, das in einer Idempotentzerlegung von
rH(e) vorkommt.

(¢) (rf)'(mg) € ma. O

Schreibt man (b) ohne die Einbettungsabbildung r#, so heifit das, dass zu jedem
¢ € a ein | € 3 existiert mit efe = f. Beachte, dass < eine partielle Ordnung auf
der Menge der punktierten Gruppen PG () ist.

Ist A eine primitive G-Algebra, so ist a := {1y} der einzige Punkt von Fixq ().
Dann erfiillt jede punktierte Gruppe Lg die Relation Lz < G,,.

Wir konnen jetzt zeigen, dass im Fall eines 6G-Gitters M die Ordnungsrelation
der punktierten Gruppen auf 2 := Endy(M) zu den direkten Summanden von
M korrespondiert.

4.5.3 Definition und Bemerkung

(a) Es seien ein 0G-Modul M, eine Untergruppe H < G und o € P(Fixy(2)) =
P(Endgy(M)) gegeben. Dann ist ein Idempotent ¢ € o die Projektion auf
einen unzerlegharen direkten Summanden der Einschrénkung My von M.
Es ist eM genau dann isomorph zu fM fiir ein weiteres primitives Idempo-
tent f € Fixy(A), wenn e und f in Fixy () konjugiert sind. Wir sehen also,
dass ein Punkt in Fixy(2A) zu einer Isomorphieklasse von unzerlegbaren
direkten Summanden von My korrespondiert. Einen Vertreter davon be-
zeichnen wir mit M,. Dann ist die Lokalisierung 2, wegen e¢2(e = Endy(eM)
isomorph zum Endomorphismenring Endg(M,,).

(b) Sind L < H Untergruppen von G, a € P(Fixg(2A)) und § € P(Fix. (L)),
so folgt mit Lemma 4.5.2:
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Es gilt Lz < H, genau dann, wenn Mgz isomorph zu einem direkten Sum-
manden der Einschrankung (M,,), ist.

(c) Es seien W ein unzerlegbarer direkter Summand von 6% und U der Green-
Korrespondent von W in Ng(Q) mit Vertex . Weiter seien 2 := Endy(0%)
und 20y := Endy(W). Dann gilt:

(i)

Wir betrachten den Punkt o € P(Fixg(2)), der die Projektion auf
W enthélt, und den Punkt v € P(Fixy, ) (1)), der die Projektion
auf U enthilt. Die punktierten Gruppen G, von Fixg () und Ng(Q),
von Fixy,g)(2A) korrespondieren im Sinne von (a) zu den direkten
Summanden W und U. Dann muss nach obigen Uberlegungen G, >

N (Q)- gelten.

Die punktierten Gruppen G, von Fixg(w) mit o = {lg, } und
Ne(Q)y von Fixy,g)(Rw), wobei v € P(Fixy, ) (™w)) die Pro-
jektion von Wy (q) auf U enthdlt, korrespondieren zu den direkten
Summanden W und U. Dann muss nach obigen Uberlegungen G, >
Ne(Q) gelten. O

Wir fiihren noch ein weiteres Ordnungsprinzip ein, das nicht 7¢, sondern t in-
volviert. Auch hier werden wir spéter verstehen, dass die Eigenschaft, ein direkter
Summand eines induzierten 0G-Gitters zu sein, nur ein spezieller Fall dieses all-
gemeineren Konzepts ist.

Die Bezeichnungen vom Beginn des Abschnitts seien weiter giiltig.

4.5.4 Definition (relativ projektiv)
(a) Wir sagen H, ist relativ projektiv zu Lg, falls H > L und

gilt,

a C 7 ((B)Fixy )

wobei (f)rix, () das von [ erzeugte zweiseitige Ideal in Fixy (2A) be-

zeichnet. In diesem Fall schreiben wir H,prLg.

(b) H, heifit relativ projektiv zu L, falls ein Punkt § € P(Fix, (2)) existiert,
so dass H,prLg gilt.

(c) H, heifit projektiv, falls es relativ projektiv zur trivialen Gruppe L = 1

ist.

Wir kénnen folgende Charakterisierungen von relativer Projektivitdt angeben:

4.5.5 Lemma ([Thé95, La. 14.1, La. 14.2])
Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn dieses Abschnitts. Dann gilt:
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(a) Fiir e € o und § € [ gilt H,prLgz genau dann, wenn es Elemente a,b €
Fixy (A) mit
e =t (afb)

gibt.
(b) H, ist genau dann relativ projektiv zu L, falls o C A = t#(Fixy(A)) ist.
Wir {ibertragen diese Begriffsbildung auf G-Algebren.

4.5.6 Definition (relativ projektiv)

Eine G-Algebra 2 heifit relativ projektiv zu H, falls die Spurabbildung % :
Fixy(A) — Fixg(A) surjektiv ist, falls also 1y in A% liegt. Nach Lemma 4.5.5(b)
ist dies dquivalent zu der Eigenschaft, dass jede punktierte Gruppe der Form G|,
relativ projektiv zu H ist. Ist 2 relativ projektiv zur trivialen Untergruppe von
G, so heifit sie projektiv.

Wir haben jetzt die grundlegende Terminologie bereit gestellt, um die so genann-
ten lokalen Punkte zu definieren. In der Theorie der Vertizes von Moduln haben
wir minimale Gruppen mit gewissen Eigenschaften betrachtet. Dieses Konzept
wird hier im allgemeineren Kontext {ibernommen.

Wir fixieren von nun an eine Untergruppe () < G. Die Notation suggeriert schon
hier eine p-Untergruppe. Fiir diesen kurzen Moment ist diese Eigenschaft noch
nicht notig, sondern sie ergibt sich viel mehr aus den weiteren Uberlegungen.

4.5.7 Definition (lokal punktierte Gruppe, lokaler Punkt)

Es sei ()4 eine punktierte Gruppe von 2. Dann heifit ), lokal punktierte Grup-
pe, falls sie beziiglich keiner echten Untergruppe relativ projektiv ist. Der Punkt
v heifit dann lokaler Punkt. Fiir eine feste p-Gruppe ) bezeichnen wir die
Menge aller lokalen Punkte von Fixg(2) mit LP(Fixg(2L)).

Um dies besser zu durchdringen schauen wir auf folgende dquivalente Beschrei-
bungen:

4.5.8 Lemma (vgl. [Thé95, La. 14.4])
Es sei () eine punktierte Gruppe von 2. Dann sind dquivalent:

(a) Q. ist eine lokal punktierte Gruppe.

(b) Q- ist nicht relativ projektiv zu einer echten Untergruppe von Q).
(c) v & ZR<Q 91%'

(d) bro(v) # {0},

(e) Ker(brg) C m,.

In diesem Fall ist () eine p-Gruppe. O
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Das Zusammenspiel von lokalen Punkten von Fixg(2) und Punkten von 2((Q)
beschreibt das folgende Lemma.

4.5.9 Lemma (vgl. [Thé95, La. 14.5, La. 14.6])
(a) Der Brauer-Homomorphismus brg : Fixg(2() — A(Q) induziert eine Bijek-

tion zwischen LP(Fixg(2()) und P(A(Q)).

(b) Ist Q. eine lokal punktierte Gruppe von 2, so ist &(v) isomorph zu A(Q).
O

Wir werden auch diese Ordnungsrelation explizit am Beispiel 2 = Endy(M) fiir
ein 0G-Gitter M untersuchen. Vorher kommen wir aber nicht umhin, noch weitere
Begriffe und Konstruktionen einzufiithren. Die Ordnungsrelation ,,<“ haben wir
bereits im speziellen Beispiel mit der Einschrankung von Moduln in Verbindung
gebracht. Hier werden wir den Zusammenhang zur Induktion von Moduln finden.
Zuvor seien uns noch folgende Bemerkungen erlaubt. Eine Einbettung erhélt
punktierte Gruppen, die Ordnungsrelation, die relative Projektivitéit, Lokalitat
sowie die Lokalisierung und den Multiplizitdtsmodul von punktierten Gruppen,
d.h. das Bild eines Objekts mit einer der obigen Eigenschaft hat wieder diese
Eigenschaft. Man vergleiche dazu [Thé95, Prop. 15.1, 15.3].

4.6 Induktion

Es seien G eine Gruppe und 2 eine G-Algebra. Zudem sei 6 € {O, k} fiir einen
kommutativen, lokalen, noetherschen Ring O mit algebraisch abgeschlossenenem
Restklassenkorper k der Charakteristik p. Wir fixieren eine Untergruppe H < G
und eine innere H-Algebra B.

4.6.1 Definition
induzierte Algebra] Die induzierte Algebra Ind% (%) ist definiert durch

Indg(%) = @ac,ye[H\G]l‘_1 Qo B Qom Y,
wobei [H\G] eine Transversale von H in G bezeichnet.

Diese Konstruktion wollen wir nicht detailliert diskutieren, sondern vielmehr die
relevanten Eigenschaften zusammentragen.

4.6.2 Lemma (vgl. [Thé95, Sec. 16])
Mit den Bezeichnungen von Definition 4.6.1 gilt:

(a) Es ist dimg(Ind$(9B)) = |G : H|? dimg B.
(b) Das Einselement von Ind%(8) ist gegeben durch

Liag () = Z ! ®on ls ®on .
z€[H\G]
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(¢c) Die induzierte Algebra Ind$(9B) tréigt eine innere G-Algebren-Struktur, ge-
geben durch den Gruppen-Homomorphismus

¢ : G — Ind%(B), g — Z 7 Qon le ®on 9.
z€[H\G]

(d) Die Induktion ist transitiv: Es sei L < H < G eine Kette von Untergruppen
und € eine innere L-Algebra. Dann gilt

Ind% (Ind? (¢)) = Ind¥(¢)
als innere G-Algebren.

(e) Im speziellen Fall B = Endy(M) fiir ein 0 H-Gitter M gilt:
Ind% (Endg(M)) = Endg(Ind% (M)
als innere G-Algebren. U

Zum Schluss dieser Induktions-Beschreibung halten wir noch folgende Bezeich-
nungsweise fest:
Den Exomorphismus D¢, der den Homomorphismus innerer G-Algebren

d% 9B — Res$ (Ind$(B)),b — 1®b® 1

enthélt, nennen wir die kanonische Einbettung von 9 in seine induzierte Al-
gebra.

Aus der Modul-Theorie ist uns die Bedeutung der Induktion (und der Ein-
schrankung), insbesondere im Hinblick auf die Green-Korrespondenz, wohl be-
kannt. In der Tat sehen wir, dass in diesem allgemeineren Konzept auch tiefe
Aussagen iiber gewisse Korrespondenzen gelingen, die im speziellen Fall wieder
das Altbekannte aufdecken.

4.6.3 Satz (vgl. [Thé95, Thm. 17.2])
Es seien 2 eine innere G-Algebra und H < G. Zudem sei

DS : Res$ (A) — Res& (Ind% (Res (A)))

die kanonische Einbettung von Res (). Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(a) 2 ist relativ projektiv zu H, d.h. 1y € A%

(b) Es gibt einen Exomorphismus F : 2% — Ind(Res%(2A)) mit Res%(F) =
DS
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(c) Es existiert eine Einbettung & : 2 — Ind%(B) fiir eine innere H-Algebra
B.

Sind diese FEigenschaften erfiillt, dann ist der Exomorphismus F eine Einbettung
und eindeutig. O

Man beachte die vollige Analogie zu Higmans Kriterium fiir relative Projektivitit
von Moduln (vergleiche [Lan83, Cor. 2.4]). Tatséchlich ist Higmans Kriterium
nur ein Spezialfall von obigem Satz (vergleiche [Thé95, Cor. 17.3]). Insbesondere
sind Projektivitat auf der Ebene der §G-Moduln und derjenigen der G-Algebren
dquivalent. Denn Korollar 17.3 in [Thé95] sagt, dass ein §G-Modul M genau dann
projektiv ist, wenn die G-Algebra Endy(M) projektiv ist.

4.7 Defekttheorie

Es seien G eine Gruppe und 2 eine G-Algebra iiber 0 € {O, k} fiir einen kommu-
tativen, lokalen, noetherschen Ring O mit algebraisch abgeschlossenem Restklas-
senkorper k der Charakteristik p. Wir fixieren eine punktierte Gruppe H, von
2.

4.7.1 Definition (punktierte Defektgruppe, Quelle)

Eine punktierte Defektgruppe oder schlicht ein Defekt von H,, ist eine lokal
punktierte Gruppe @, die H, > @, und H,pr@, erfiillt. Die Gruppe ) nennen
wir in diesem Fall Defektgruppe und den Punkt v Quellenpunkt von H,. Die
lokalisierte ()-Algebra 2, (vergleiche Definition 4.4.1) heifit Quellenalgebra von
H,.

Beachte, dass fiir eine fixierte Defektgruppe @) die Quellenpunkte von H, in
N¢(Q) konjugiert sind. Aus diesem Grund sind auch alle Quellenalgebren 2L, zu
gegebener Defektgruppe nicht bis auf Isomorphie, sondern nur bis auf Ng(Q)-
Konjugation eindeutig bestimmt. Ist ndmlich g € Ng(Q) \ N¢(Q,), dann sind
zwar (2A,)? und A, als §-Algebren isomorph, aber die @)-Algebra-Struktur ist
womoglich verschieden.

Ist M ein unzerlegbares §G-Gitter, so ist die Algebra 2 := Endy(M) primitiv
und hat genau eine punktierte Gruppe der Form G, mit o = {lg}. Ist @, ein
Defekt von G, so ist die zugehorige Defektgruppe ein Vertex von M. Ist j € v
ein Idempotent, so ist das unzerlegbare 6Q-Gitter jM eine Quelle von M.

Zur Charakterisierung von Defekten schauen wir auf folgenden Satz:

4.7.2 Satz (vgl. [Thé95, Thm. 18.3])
(a) Ein Defekt von H, existiert.

(b) Alle Defektgruppen von H, sind in H konjugiert.

(c) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
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(i) Q. ist ein Defekt von H,.
(ii) Q) ist bzgl. ,, >* eine minimale punktierte Gruppe mit H,prQ)..

(iii) Q. ist bzgl. ,, > eine maximale punktierte Gruppe, so dass @., lokal
ist und H, > @ erfiillt.

(iv) HaprQ. und brorg (o) # 0.
(v) Q. ist lokal, H, > (), und H, ist relativ projektiv zu P.
Die Defekte von H, sind in H konjugiert.

O
Um ein anschaulicheres Verstdndnis von einem Defekt von H, zu gewinnen, hal-
ten wir folgende Beobachtungen fest. Zum einen haben wir eine Abwirtsbewe-
gung in dem Sinne, dass wir unter allen punktierten Gruppen nur die bzgl. ,pr*
minimalen betrachten. Unter diesen lokal punktierten Gruppen wéhlen wir nur
die weiter aus, die bzgl. ,,>“ in H, enthalten sind. Jetzt machen wir wieder eine
Art Aufwirtsbewegung, weil unter den letzt genannten genau die beziiglich ,,>“
maximalen Defekte von H, sind.
Weil unsere Anwendung vor allem auf den speziellen Fall A = Endg(M) fiir
ein 0G-Gitter M zielt, fassen wir das Zusammenspiel zwischen G-Algebren- und
Modul-Theorie noch einmal zusammen:

4.7.3 Bemerkung

Es sei 2 = Endy(M) fiir ein 0G-Gitter M. Alle Moduln, die ) als unteren Index
tragen, verstehen wir als die auf #Q) eingeschrinkten Moduln. Hat ein Modul
hingegen einen Punkt « als Index, so verstehen wir darunter einen Vertreter der
Isomorphieklasse jM mit j € « (vergleiche Definition 4.5.3).

Dann korrespondieren die punktierten Gruppen G, und @, von 2 zu direkten
Summanden M, und M, = §M, fiir ein f € 7. Es ist G, > (), genau dann, wenn
M., ein direkter Summand von (M,)q ist. Weiterhin ist G,pr@), genau dann,
wenn M, ein direkter Summand von M$ ist. AuBerdem ist ) genau dann lokal,
wenn () ein Vertex von M, ist. Schlielich ist (), genau dann ein Defekt von G,
wenn die obigen drei Eigenschaften simultan erfiillt sind.

Im speziellen Fall von primitiven G-Algebren (den wir in dem fiir uns interes-
santen Fall 2 = Endy(M) fiir ein unzerlegbares 0G-Gitter finden) gibt es eine
einfache Charakterisierung von Defektgruppen.

4.7.4 Lemma (vgl. [Thé95, Prop. 18.6])
Es sei 2 eine primitive GG-Algebra. Dann ist eine beziiglich ,>“ maximale Unter-

gruppe @ mit A(Q) # 0 eine Defektgruppe von 2. O
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4.8 Defekttheorie bei Permutationsmoduln

Es seien G eine Gruppe und 2 eine G-Algebra. Zudem sei 6 € {O, k} fiir einen
kommutativen, lokalen, noetherschen Ring O mit algebraisch abgeschlossenem
Restklassenkorper k der Charakteristik p. Es sei P eine p-Sylowgruppe von G. Wir
wollen diesen Abschnitt fiir unseren speziellen Fall eines direkten Summanden von
0% reservieren. Der Modul 6% ist niimlich insbesondere ein so genanntes p-Permu-
tationsgitter, d.h. ein G-Gitter mit einer P-invarianten Basis B. Beachte, dass
diese Basis auch invariant unter @) < P ist. Die folgenden Aussagen formulieren
wir daher fiir den allgemeinen Fall eines p-Permutationsgitters M.

4.8.1 Lemma (vgl. [Thé95, Prop. 27.6])
Es seien () < P und M ein p-Permutations-Gitter mit P-invarianter Basis B.
Dann gilt:

(a) Der Brauer-Quotient M(Q) hat eine 0-Basis der Form
b’T’Q(FiXQ(B)) = {bTQ(SL’) T € FIXQ(B)}
Alle Summen von nicht-trivialen ()-Bahnen auf B liegen im Kern von brg.

b) M(Q) ist ein kN ¢(Q)-Modul mit Py oy-invarianter Basis, wobei Py, €
c(Q) (@)
Syl,(Na(Q)) ist. Beachte, dass Q < Py (q) gilt.

(c) Es gilt - _
Endy(M)(Q) = End,(M(Q))

als N¢(Q)-Algebren.

(d) Ist Fixg(B) = 0, so hat Endyg(M) keine lokalen Punkte. Andernfalls gibt
es genau einen lokalen Punkt v € LP(Endyg(M)). Dieser Punkt hat die
Multiplizitétsalgebra S(y) = Ende(M)(Q) und die kanonische Surjektion
7y : Endgg(M) — &(v) fallt mit dem Brauer-Homomorphismus zusammen.

0

4.8.2 Korollar ([Thé95, Prop. 27.7,Cor. 27.8])
Es sei M wie in Lemma 4.8.1.

(a) Es sel M zusétzlich unzerlegbar. Dann ist jede maximale Untergruppe Q)
mit M(Q) # 0 ein Vertex von M.

(b) Es sei A := Endy(M). Falls P, eine lokal punktierte Gruppe von 2l ist,
dann ist der Multipizitdtsmodul von v ein Modul iiber der (ungetwisteten)
Gruppenalgebra kN ¢(P) und isomorph zu M(Q). O
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Hier also sehen wir, dass sich unter den gegebenen Voraussetzungen die kN (Q)-
Modulstruktur von M (Q) als innere N¢(Q)-Algebrenstruktur in End, (M (Q)) =
Endyg(M)(Q) widerspiegelt.

Ist @ ein Vertex von M, so gilt Endyg(M)(Q) = S(v), so dass auch die Multipli-
zititsalgebra eine innere N ¢ (Q)-Algebrenstruktur triigt. Der Multiplizitdtsmodul
von &(v) ist also M(Q) und dieser ist tatsichlich ein kNg(Q)-Modul (statt wie
im allgemeinen Fall ein Modul iiber einem getwisteten Gruppenring wie in Ab-
schnitt 4.4).

AD jetzt sei M := 6%. Wir wollen Lemma 4.8.1 direkt auf M anwenden.

4.8.3 Bemerkung

Es seien M = 0§ und eine Untergruppe Q mit 1 # Q < P gegeben. Wir be-
trachten die P-invariante Basis B := {1 ®p z : x € [P\G]} von M, wobei [P\G]
ein Représentantensystem der Nebenklassen von P in GG bezeichnet. Dann ergibt
sich fiir die Bestimmung der (Q-invarianten Basiselemente darin:

1®pxg=1®px fir alle g € Q
— 1®prqgr '=1®plfiralleqgeQ
— 2Qz ' CP

Wir suchen also unter den Nebenklassenvertretern von P in G diejenigen, die
zusitzlich zQx~! C P erfiillen.

Bilden die p-Sylowgruppen ein T.I.-System, so kann diese Bedingung nur fiir
x € Ng(P) erfiillt sein. Ist z € Ng(P)N[P\G] ein solcher Nebenklassenvertreter,
so auch jedes weitere Element in Px, so dass die ()-Invarianz eines Basiselements
unabhéngig von der Wahl des Reprisentanten in [P\G] ist. Damit ergibt sich im
Fall eines T.I.-Systems Fixg(B) = {1®p z : x € [P\G] N Ng(P)}.

Den Fall einer zyklischen p-Sylowgruppe wollen wir in dieser Hinsicht auch dis-
kutieren. Dann gilt ndmlich sogar

Q < P < Ng(P) < Ne(Q),

denn wire © € Ng(P) \ Ng(Q), so hitte P zwei verschiedene Untergruppen der
Ordnung |@Q|. Damit ist auch im zyklischen Fall Fixg(B) = {« € [P\G]NNg(P)}.
Fiir den allgemeinen Fall fiihren wir die Bezeichnungen T'(Q, P) := {x € [P\G] :
Q* ' C P} ein, die wir auch weiter unten nochmal benutzen werden. Dann gilt

M. Cabanes hat in [Cab84] eine explizite Beschreibung fiir das Bild des Brauer-
Homomorphismus angegeben, welche k-Basen benutzt. Dazu hat er zunéchst eine
geeignete Zerlegung fiir My, ) gefunden, die Korollar 4.8.2 aufnimmt und ex-
plizit interpretiert. Sei ab jetzt 6 = k.
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4.8.4 Lemma ([Cab84, Prop. 1])
Es sei ) < P gegeben. Weiter seien N := Ng(Q) und M ein kN-Gitter, das
zusétzlich ein p-Permutations-Gitter ist. Dann gibt es eine Zerlegung von M als
kG-Moduln der Form

M, @ My,

so dass Folgendes gilt:
(a) Ms(Q) = 0.

() Ypeg Mi; = Fixg(Mo).

(d) Y peqEndp(M)% = {» € Endyg(M) : (M) C Ma}.

AuBerdem ist in diesem Fall M(Q) = M,. Man kann M, als direkte Summe aller
Summanden, deren Vertizes die Untergruppe () enthalten, und M, als direkte
Summe aller iibrigen direkten Summanden von M wiéhlen. Die Zerlegung ist
allerdings nicht eindeutig. U

Dieses Lemma ist offensichtlich passend fiir die Einschrinkung M = (k%))
des Permutationsmoduls k§ auf Ng(Q).

Der Isomorphismus in Lemma 4.8.1(c) erlaubt, den Brauer-Homomorphismus von
Endy (M) nach Endy,(M(Q)) zu verstehen. Fiir ¢ € Endyg(M) ist das Bild brg(y)
genau die Projektion auf M; der Restriktion von ¢ auf M, also von der Form
e1per, wenn ey das zu M; assoziierte Idempotent in Endy (M) bezeichnet.

Nach dem Satz 3.1.1 von Mackey gilt die Zerlegung

Ng(Q
kve@= P kpe'd o)
te[P\G/Ng(Q)]

Andererseits gibt es nach [Cab84, p.7] eine Zerlegung von M als kNg(Q)-Moduln

der Form
M= P kKt P ko)

teT(Q,P) tG[P\G}\T(va)

In Kombination erhalten wir also (als kNg(Q)-Moduln)

= P ko= D LAGASIS

teT(Q,P) te[P\G/Ng(Q)INT(Q,P)
und @
~ ~ Ne(Q
M= P ko= S, Foinne(@)
te[P\G\T(Q,P) te[P\G/Ng(Q)\T(Q,P)

Dann erfiillt Ml die Eigenschaften von M; und ]\ng die von M, aus Lemma 4.8 .4.
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Wir fixieren die Schur-Basis {1, @9, ..., pa} von Endig(M), wie sie in Lem-
ma 2.1.18 diskutiert wurde. Dann ist fiir 1 < ¢ < d das Bild brg(y;) (wobei ¢; als
Element von Endjy,g)(M) aufgefasst wird) die Projektion der Einschrénkung

@i, auf M;. M. Cabanes fiihrt einen speziellen Fall explizit aus.

4.8.5 Lemma (vgl. [Cab84, Prop.2])

Es seien G eine endliche Gruppe, P € Syl (G) und Q eine Untergruppe in P mit
P CT(Q,P)= Ng(Q). Zudem sei das p-Permutations-Gitter M := k% gegeben.
Dann ist o

M(Q) = kp?.
AuBerdem bildet brg ein Element ¢; der Schur-Basis von Endyg(k§) auf die
FEinschrankung (goi)l WG (@ ab, falls der Index ¢ zu einer Doppelnebenklasse korre-
P
spondiert, deren Représentant in Ng(Q) liegt, und auf 0 sonst. d

Beachte, dass die Voraussetzungen im vorherigen Lemma insbesondere fiir zykli-
sche p-Sylowgruppen erfiillt sind.

4.9 Die Puig-Korrespondenz

Es seien G eine Gruppe und 2 eine G-Algebra. Zudem sei 6 € {O, k} fiir einen
kommutativen, lokalen, noetherschen Ring O mit algebraisch abgeschlossenem
Restklassenkorper k der Charakteristik p. L. Puig hat in seinen Arbeiten [Pui81]
und [Pui88a] eine bijektive Korrespondenz zwischen gewissen punktierten Grup-
pen bewiesen. In der Tat wird sich herausstellen, dass diese Korrespondenz die
Green-Korrespondenz in einem Spezialfall (ndmlich 2 = Endy(M)) bereits bein-
haltet.

Wir erinnern daran, dass fiir eine lokal punktierte Gruppe die Multiplizitétsal-
gebra &(v) einfach und eine Ng(Q,)-Algebra ist (vergleiche Seite 81). Wir be-
zeichnen mit 7, ab jetzt die kanonische Abbildung 7, : Fixg(2A) — &(v). Dann
hat fiir H > @ die zusammengesetzte Abbildung

Ty« Fixg () — &(v)
ein Bild, das in Fixy,,@,)(&(7)) enthalten ist.

4.9.1 Satz (Puig-Korrespondenz,vgl. [Thé95, Thm. 19.1])
Es seien eine lokal punktierte Gruppe (), von 2l und eine Untergruppe H von G
mit H > () gegeben. Dann induziert die Abbildung

ﬂng : Fixg () — Fixg, 0., (6(7))
eine bijektive Korrespondenz zwischen den Mengen

{a € P(Fixy(2A)) : Q ist ein Defekt von H,} und
{6 € P(Fixy, o, (6(7))) : Nu(Q,)s ist projektiv}.
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Korrespondiert o bzgl. dieser Bijektion zu ¢, so induziert sie auch einen Isomor-
phismus zwischen den Multiplizitédtsalgebren &(«) und &(0).

Das nachfolgende Korollar wird fiir uns von herausragender Relevanz sein. Es gilt
namlich:

4.9.2 Korollar (vgl. [Thé95, Kor. 19.3])

Es seien 21 eine primitive G-Algebra, (), eine lokal punktierte Gruppe und V()
der korrespondierende Multiplizitdtsmodul mit seiner Modulstruktur iiber der
getwisteten Gruppenalgebra kyNg(Q.,)/Q. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(a) @Q ist eine Defektgruppe von .

(b) Q. ist eine punktierte Defektgruppe von 2.

(c) V() ist unzerlegbar und projektiv.

(d) V() ist projektiv.

(e) V(v) hat einen nicht trivialen projektiven direkten Summanden. O

Fiir uns ist vor allem der Schluss von (a) nach (c) wichtig. Er liefert ndmlich
wichtige Informationen iiber die strukturellen Eigenschaften von Green-Korres-
pondenten der unzerlegbaren direkten Summanden von 6%.

Wie bereits angedeutet ist die Green-Korrespondenz eine Konsequenz aus der
Puig-Korrespondenz. Obwohl wir die Modulversion der Green-Korrespondenz
bereits in Satz 3.1.7 formuliert haben, wollen wir die allgemeinere G-Algebren-
Version hier festhalten.

4.9.3 Satz (Green-Korrespondenz, vgl. [Thé95, Thm. 20.1])

Es sei () eine lokal punktierte Gruppe von 4. Schlieilich sei H eine Untergruppe
von G, die Ng(Q),) enthélt. Falls o ein Punkt von Fixg(2) ist, so dass Q. ein
Defekt von G, ist, dann gibt es einen eindeutigen Punkt [ von Fixy(2) mit
G, > Hg > Q). Daraus ergibt sich eine Bijektion zwischen den Mengen

{a € P(Fixg(Q)) : Q, ist ein Defekt von G,} und
{6 € P(Fixg(2A)) : Q. ist ein Defekt von Hg}.

In diesem Fall sind die Multiplizititsalgebren &(a) und &(3) zu korrespondie-
renden Punkten o und 3 isomorph. SchlieBlich gilt G,prHg. U

Weitere Ergebnisse wie der Satz 3.1.8 von Burry-Carlson-Puig lassen sich natiir-
lich auch in diesem allgemeineren Kontext formulieren.

Wir wollen einen Blick auf ,junseren Fall werfen, und fixieren fiir § = k einen
unzerlegbaren direkten Summanden W von k%. Dieser habe einen Vertex @ und
den Green-Korrespondenten U in Ng(@). Dann gilt
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4.9.4 Lemma ([Thé95, pp. 225/226])
Ist 8 = k, so ist der Green-Korrespondent U von W genau der Brauer-Quotient

W(Q). O

Nach Korollar 4.9.2 und 4.8.2 ist W (Q) ein unzerlegbarer und projektiver kN ¢(Q)-
Modul. Wir miissen bei der Untersuchung, ob der Green-Korrespondent eines
unzerlegbaren direkten Summanden W von k% ein Gewicht ist, also ,,nur® noch
feststellen, ob W(Q) als Ng(Q)-Modul einfach ist.

Die Tatsache, dass der Green-Korrespondent U von W den Vertex () im Kern hat
und projektiv als kNg(Q)/Q-Modul ist, ergibt sich bereits aus der ,klassischen
Theorie* aus Kapitel 3. Der Modul W hat ndmlich eine triviale Quelle, also auch
sein Green-Korrespondent U. Damit liegt () im Kern von U und U hat eine
kNg(Q)/Q-Modulstruktur. Weil () Vertex von U ist, ist U sogar ein projektiver
kNg(Q)/Q-Modul.

Fiir zwei spezielle Félle gilt sogar die Einfachheit.

4.9.5 Lemma
Es sei W ein nicht-projektiver, unzerlegbarer direkter Summand von kS mit Ver-

tex Q).

(a) Ist Q eine p-Sylowgruppe von G, so ist der Multiplizitdtsmodul W (Q) ein-
fach.

(b) Ist Ng(Q) eine p-Gruppe, dann ist der Multiplizititsmodul W (Q) einfach.

Beweis: Wir betrachten den kNg(Q)-Modul T(W(Q)) = W(Q)/rad(W(Q))
mit Vertex Q). Weil W@) ein projektiver und unzerlegbarer kN g(Q)-Modul ist
(Lemma 4.9.4), ist T'(W(Q)) einfach. Beachte, dass W (Q) die projektive Hiille

von T(W(Q)) ist.

(a) Die Gruppe Ng(Q)/Q ist eine p’-Gruppe, so dass alle unzerlegbaren, pro-
jektiven Moduln einfach sind. Weil W und W (Q) triviale Quelle haben,
operiert Q trivial auf W (Q). Damit folgt aber W(Q) = T(W(Q)), also die
Behauptung.

(b) Wir wollen fiir den Beweis dieser Aussage nicht den Terminologieapparat
iiber fast zerfallenden Sequenzen oder Auslander-Reiten-Sequenzen ausrol-
len. Man vergleiche dazu [Thé95, Sec. 31-36]. Einen Beweis zu dieser Aus-
sage lieferte bereits J. A. Green in [Gre85]. Wir bemerken hier nur, dass in

diesem Fall Q/Q die Defektgruppe von T'(W(Q)) ist, woraus die Projekti-
vitdt dieses Moduls und damit die Gleichheit mit W (Q) folgt. O

4.9.6 Bemerkung

(a) Alperins Gewichtsvermutung ist damit fiir eine sehr spezielle Klasse von Grup-
pen bewiesen. Ist ndmlich G eine Gruppe mit p-Sylowgruppe P, so dass der En-
domorphismenring Endyq (k%) quasi-Frobenius ist und simtliche unzerlegbaren
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nicht-projektiv-einfachen direkten Summanden von k% einen Vertex mit den Ei-
genschaften aus Lemma 4.9.5 haben, so ist jeder unzerlegbare direkte Summand
von k% ein Gewichts-Green-Korrespondent. Nach den Uberlegungen von Seite 68
ist das die dquivalente Formulierung zu Alperins Gewichtsvermutung im quasi-
Frobenius-Fall. (b) Die einzige Eigenschaft, die wir im quasi-Frobenius-Fall fiir
Alperins Vermutung in dem speziellen Fall in (a) benutzt haben, ist die Unglei-
chung (3.3) auf Seite 68. Beginnen wir nun umgekehrt mit einer Gruppe, deren
simtliche unzerlegbaren direkten Summanden von k% die Eigenschaften (a) oder
(b) in Lemma 4.9.5 erfiillen, so ist jeder unzerlegbare direkte Summand von k%
ein Gewichtsmodul. Setzen wir zusétzlich voraus, dass jeder unzerlegbare direkte
Summand von k§ einen einfachen Sockel hat, so folgt die Ungleichung:

[{einfache kG-Moduln}| < [{unzerlegbare direkte Summanden von k% }|
= |{Gewichte}|

(jeweils bis auf Isomorphie und Aquivalenz).
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Kapitel 5

Rechnerische Ergebnisse

5.1 Zur Berechnung von Green-Korresponden-
ten

Wir fixieren fiir diesen Abschnitt eine endliche Gruppe G und einen Korper k
der Charakteristik p. Auch wenn die theoretischen Uberlegungen meistens einen
algebraisch abgeschlossenen Korper voraussetzen, werden die konkreten Rech-
nungen iiber einem endlichen Koérper der Charakteristik p durchgefiihrt, der aber
grof} genug ist, dass der Gruppenring £G und die betrachteten Moduln beziiglich
des Korpers alle gewiinschten Voraussetzungen erfiillen. Daher sei k ein endlicher
Korper, der salopp gesprochen grofl genug ist, so dass alle notigen Eigenschaften
erfiillt sind.

Ubersteigt die Dimension eines kG-Moduls die GréBenordnung ~ 5000 — 8000,
so kann die MeatAxe mit den gegebenen Rechnerleistungen ohne vorherige Kon-
densation die Moduln kaum noch in unzerlegbare direkte Summanden zerlegen.
M. Szoke hat in ihrer Dissertation Kondensationstechniken entwickelt, mit Hil-
fe derer sie Moduln zerlegte, deren Dimension von der GréSenordnung 10° war.
In diesem Abschnitt diskutieren wir eine Methode, mit deren Hilfe wir auch fiir
grofere Gewichtsmoduln (der Dimension hoher als 5000) die Gewichts-Green-
Korrespondenten bestimmen konnten, ohne kondensieren zu miissen.
Grundlegend dafiir ist ein Ergebnis aus D.W. Burrys Arbeit [Bur82]. Darin erwei-
tert er die Green-Korrespondenz, indem er auf Einschrinkungen wie H > Ng(Q)
fiir einen Vertex @) (vergleiche Satz 3.1.7) verzichtet.

5.1.1 Satz (vgl. [Bur82, Thm. 4.2])

Es seien H < (G eine beliebige Untergruppe von G' und () eine p-Untergruppe von
H. Es sei V' ein unzerlegbarer kH-Modul. Dann induziert die Green-Korrespon-
denz eine vielfachheitserhaltende Bijektion zwischen den unzerlegbaren direkten

Summanden von V¢ mit Vertex Q und den unzerlegbaren direkten Summanden
von (Vg (@) V6@ mit Vertex Q. O
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Abbildung 5.1: Diagramm zum Satz von Burry

Nu(Q) = Ne(@) N H

Q

Im Kern des Beweises werden die Green-Korrespondenz (in der alt bekannten
Form 3.1.7) sowohl zwischen H und Ny (Q) als auch zwischen G und Ng(Q) und
der Satz von Mackey (Satz 3.1.1) benutzt.

Wir benutzen den vorherigen Satz, um die Induktionen nur iiber einen kleineren
Index berechnen zu miissen. Dazu fixieren wir eine Untergruppe H von G, die ()
enthélt, also Q < H < G. Zur Veranschaulichung betrachten wir Abbildung 5.1.
Man beginnt mit einem unzerlegbaren kN (Q)-Modul V' mit Vertex @, von dem
man weif, dass ein Gewichtsmodul S von G (!) als direkter Summand in VNe(@)
vorkommt. Von V' muss dann der Green-Korrespondent U in H (!) bestimmt wer-
den. Entweder ist der Green-Korrespondent aus (anderen) theoretischen Uberle-
gungen bekannt (wie beim folgenden Beispiel J; in Charakteristik 5) oder die
Induktion von Ny (Q) nach H muss explizit durchgefiihrt werden. Im Allgemei-
nen ist ndmlich der Index |H : Ny (Q)| kleiner als |G : Ng(Q)|. AnschlieBend
wird der Green-Korrespondent U von H nach G induziert. Nach dem Satz von
Burry findet man den Gewichts-Green-Korrespondenten von S in der Zerlegung
von U¢.

Ist QQ = P eine p-Sylowgruppe von G, so vereinfacht sich die Situation. Dann sind
némlich alle einfachen Moduln von Ny (P)/P Gewichtsmoduln von H. Induziert
man einen solchen, etwa S, nach Ng(P), so zerlegt sich SV¢() in Gewichtsmo-
duln von G (weil Ng(P)/P halbeinfach ist). Auf diese Weise finden wir durch die
Anwendung des Satzes von Burry Gewichts-Green-Korrespondenten von Gewich-
ten, die in SNe(P) yorkommen, als unzerlegbare direkte Summanden von S¢. Mit
Lemma 3.3.14 lassen sich diese Gewichts-Green-Korrespondenten leicht identifi-
zieren.

Wir haben die Situation in Abbildung 5.2 veranschaulicht. Darin seien mit Z, die
Abbildung bezeichnet, die einen Modul auf die direkte Summe seiner unzerlegba-
ren direkten Summanden mit Vertex @) abbildet, Ind; die Induktion von Ny (Q)
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nach Ng(Q), Ind, die Induktion von H nach G. Schliellich ist GK die Abkiirzung
fiir Green-Korrespondenz.

Abbildung 5.2: Green-Korrespondenz und der Satz von Burry

GK
G Ne(Q)
w‘.
T o Tndy 0 T T o Tnd, 0 T
H Nu(Q)
GK

Die obigen Erkenntnisse werden im Rest des Abschnitts auf die Beispiele G = Js,
p=>5und G = Ag, p = 3 mit jeweils P = @ € Syl (G) angewendet.

G = Jo, p = 5: Die 5-Sylowgruppe P von G ist von der Form Cj5 x C5 und
hat einen Normalisator in G von der Form N := Ng(P) = P : Dy In G
finden wir zudem die maximale Untergruppe H der Form Az x Diq, die die
5-Sylowgruppe P enthélt. Der Normalisator der 5-Sylowgruppe in H hat die
Struktur Ng(P) = Dig X Dyg. Beachte, dass |G : H| = 1008 ist, wiahrend
|G : Ne(P)| = 2016 gilt, also einen doppelt so grofien Index hat. Fiir die Induk-
tionen ist dieser Faktor ausschlaggebend, was die Kapazitit und Berechenbarkeit
der Summenzerlegungen betrifft.

HgAg,XDlo Ng(P)gPIDlg

Abbildung 5.3: Anwendung des Satzes von Burry
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Wir beginnen mit Ny (P)/P. Diese Gruppe ist isomorph zur Kleinschen Vierer-
gruppe Vy = Cyx (5, die genau vier lineare Charaktere, 1X1, 1X17, 17 X1, 17 X1,
besitzt. Via Inflation betrachten wir diese Charaktere als solche von Ny (P). Die-
se konnen wir wiederum nach Ng(P) induzieren und erhalten Charaktere, die P
im Kern enthalten. Wir kénnen also Ng(P)/P = Djy betrachten. Diese Gruppe
hat wiederum vier lineare gewthnliche Charaktere, die wir mit 1,17, A\, A~ be-
zeichnen, und zwei vom Grad 2, namlich 2, 2". Dabei ist die Notation so gewahlt,
dass 2 das Zentrum von Dp, im Kern hat, 2’ jedoch nicht. Die Zerlegungen der
von Ng(P) nach Ng(P) induzierten linearen Charaktere haben wir wie folgt
bestimmt:

1X1)YN =1+2,
(IR =1 +2,
(1ITR)N =1+2, (5.1)
1I"TR1IH)VN =142

Es sei k ein endlicher Korper der Charakteristik 5, der grofl genug ist, damit alle
vorkommenden einfachen Moduln absolut einfach sind.

Jeder kD15 Modul, dessen Charakter 1,2,2’, X oder A\~ ist, ist ein Gewichtsmodul
von G = Jy mit Vertex P. Wir erwarten also nach der Anwendung des Satzes
von Burry Summen von unzerlegbaren nach G induzierten kH-Moduln, die die
obige Summenzerlegung widerspiegeln.

Wie in Abbildung 5.1 ersichtlich, beginnen wir mit einem (linearen) Charakter
von Ng(P). Der Einfachheit halber seien die korrespondierenden Moduln (der
Dimension 1) in Charakteristik 0 und in Charakteristik 5 gleich bezeichnet. Zu-
erst muss der Green-Korrespondent dieses Moduls in kH bestimmt werden. We-
gen der speziellen Struktur (Ng(P) = Dyg x Dy und H = Az X Dyg), kénnen
wir die Green-Korrespondenz faktorweise finden, d.h. hier muss nur die Green-
Korrespondenz zwischen den auftretenden kD;o-Moduln und den kAs-Moduln
gekléart werden. Die trivialen Moduln sind offensichtlich Green-Korrespondenten.
Der andere einfache kD;g-Modul 1~ hat als Green-Korrespondenten den unise-

riellen k£As-Modul . Die daraus zusammengesetzten Green-Korrespondenten

3
in kH werden nach kG induziert und zerlegt. Gemafl Lemma 3.3.14 finden wir
schlieBlich die Gewichts-Green-Korrespondenten.

Mit Y werden stets bzgl. der Green-Korrespondenz irrelevante Moduln zusam-
mengefasst. Die Gewichts-Green-Korrespondenten werden in Fettschrift hervor-
gehoben und zunéchst mit ihrer Dimension bezeichnet. Dahinter wird ihre Sockel-
reihe angegeben.
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143 85
(1IX1)G =104420Y =1@ | 140419189 | @Y,
1485
189
_ 21 14 @21 @189
G __ —
(1K1 =4208260Y =91 P ue2nmigy | Y
189
(5.2)
21 @ 41 @ 189
3 a 21 1614 @ 21° @ 41 @ 85 & 1892
(g Mg =42016660Y = o) &0 yaoppnamssaisy | OV
21 @ 41 @ 189 |
5 189 14 & 85
(5 X17)5 =442 9666 0 Y = 14®8d189 & | 14041@ 189 | @Y.
189 14 85

Dabei korrespondieren in den Gleichungen (5.2) und (5.1) jeweils 1 zu 1, 442 zu
2,42 zu 2/, 826 zu A, 1666 zu A~ und 666 zu 1~.

Beachte, dass diese Zerlegungen bereits in M. Szokes Dissertation [Sz098] mit
anderen Methoden gefunden wurden.

Gerade diese Gruppe ist ein Beispiel dafiir, dass auch bei einfachem Defekt-
gruppen-Isomorphietyp die Zuordnung eines einfachen kG-Moduls zu Gewichten
keinem offensichtlichen Prinzip folgt. In der Hoffnung, doch noch eine offensicht-
liche Bijektion zwischen Gewichten und einfachen kG-Moduln zu entdecken, ha-

ben wir auch die Induktionen der kH-Moduln 3X 1, 3X 17, und 11% X 1 nach

G untersucht. Die Struktur der unzerlegbaren direkten Summanden dieser indu-
zierten kG-Moduln (wie zum Beispiel Radikal- und Sockelreihe) ist kompliziert
und enthiillt in dieser Hinsicht keine einfache Korrelation.

G = Ag, p = 3: Es sei k ein endlicher Korper der Charakteristik 3, der grof3
genug ist, dass die iiblichen Voraussetzungen fiir die auftretenden Gruppenal-
gebren erfiillt sind (vergleiche Beginn des Abschnitts). Wir fixieren die Unter-
gruppe L = ((1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(5,6)(7,8),(5,7)(6,8)) < G, die isomorph
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zur Kleinschen Gruppe Vj ist. Den Normalisator Ng(L) bezeichnen wir mit H.
Dann ist H vom Typ 2* : (S3 x S3) und hat 576 = 2° - 3% Elemente. Es sei P
eine 3-Sylowgruppe von G, die in H liegt. Offensichtlich gilt P = C5 x C5. Wir
betrachten den Normalisator von P in H, fiir den Ny (P) = S5 x S; gilt. Die
Abbildung 5.4 veranschaulicht die Situation.

Abbildung 5.4: Ag in Charakteristik 3

G:Ag

Hg242(53><83)

Im Normalisator Ny (P) gibt es in Charakteristik 3 genau vier Charaktere, 1X1,
1X17,1"X1und 1~ X1, die P im Kern haben. Von den korrespondierenden
kNpg(P)-Moduln miissen wir die Green-Korrespondenten in kH bestimmen. Die
mit 2% bezeichnete Untergruppe ist normal in H und es gilt H/2* = Ny (P). Des-
halb sind die Inflationen iiber 2% dieser vier 1-dimensionalen Moduln die Green-
Korrespondenten in H.

Als Ergebnis der von H nach G induzierten Moduln erhalten wir:

13
(IX)G=1034=1® 17,
13
(1X17)§ = 35,
(5.3)
(1" X1)% = 35,

(1"X17)G =7@28.
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Diese Summen kénnen wir mit dem Satz von Burry wie folgt verstehen. Induzieren
wir die gewohnlichen Charaktere von Ny := Ny(P) = S3 x S3, die P im Kern
haben, nach Ng := Ng(P) = (S3 X S3).2, so erhalten wir mit der Standard-
Nummerierung in GAP:

Ng _

XNy = XNl T XNe.2s

Ng _

XNp,2 = XNg)5b

Ng _

XNg3 = XNg.5s (5.4)
Ng _

XNga = XNg3 T XNed

Folglich korrespondieren in den Gleichungen (5.3) und (5.4) jeweils 1 zu xn, 1,
34 zu XNg,25 35 zu XNg,5 und {77 28} zu {XNG737 XNG,4}'

Der Vollstéandigkeit halber erwéhnen wir auch die Ergebnisse von weiteren Induk-
tionen, von denen wir strukturelle Auffilligkeiten erhofft hatten. Zum Beispiel

haben wir auch die Ny (Q)-Moduln

1X 1_ und i_ X 1_ nach G induziert. Dabei ist der 2-dimensionale Modul
17 der Faktor des zu 1~ gehorigen projektiven Moduls modulo seines Sockels.
Die Ergebnisse dieser beiden Induktionen sind:
- 1913
(1 X ) )¢ = 70 = 1e7
13® 35
13
1- - 17
( ) X ) )¢ = 15035090 = 15035@® 13335 .
17
13

5.2 Fehlgeschlagene Versuche

Im Laufe der Untersuchung von Alperins Gewichtsvermutung kamen verschie-
dene Vermutungen auf, die eine konkrete Bijektion zwischen Gewichts-Green-
Korrespondenten und einfachen kG-Moduln vorschlugen. Verschiedene, anfangs
fruchtbar scheinende Ansitze fithrten allerdings nicht zum Ziel. Einige davon
wollen wir hier formulieren, damit andere Interessierte nicht vergeblich Zeit in-
vestieren.



104 Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse

Gewicht in Korrespondenz zum Sockel seines Gewichts-Green-Kor-
respondenten: Die Zuordnung eines einfachen Sockelkonstituenten eines Ge-
wichts-Green-Korrespondenten zu seinem Gewicht schien plausibel und wurde an
vielen Beispielen bestétigt, wenn man folgende Regel beachtete.

Wir beginnen mit dem ,unkomplizierten® Fall, bei dem alle unzerlegbaren di-
rekten Summanden von k% einen einfachen Sockel haben. Kommt ein Isomor-
phietyp von einfachen kG-Moduln bei mehreren direkten Summanden vor, so
zeichnet sich unter diesen stets ein solcher aus, dessen Dimension von einer nied-
rigeren p-Potenz geteilt wird, als alle anderen. Dies ist dann der Gewichts-Green-
Korrespondent.

Bei komplizierten Sockelstrukturen wiirde man rekursiv die einzelnen Konstitu-
enten einem direkten Summanden zuordnen, indem man aufgrund von paarwei-
sem Vergleichen und der Dimensionsbedingung aus Lemma 3.3.14 schrittweise
vorgeht. Die Vermutung, Isomorphietypen von einfachen kG-Moduln auf diese
Weise eineindeutig Gewichtsmoduln zuordnen zu kénnen, hat sich allerdings als
falsch erwiesen. In M. Szokes Dissertation [Sz098] wurde zum Beispiel der Fall
G = Jy, H € Syl;(G) und p = 5 analysiert, bei dem sowohl der Gewichts-Green-
Korrespondent der Dimension 826 als auch der mit der Dimension 442 einfache
und isomorphe Sockel der Dimension 189 haben. Eine Zuordnung ist hier nicht
moglich. Auch Jy, p =2, HS, p =5, My3, p = 2 und J3, p = 3 sind Gegenbei-
spiele aus M. Szokes Dissertation. Trotzdem bleibt aufgrund der hohen Zahl an
bestétigten Beispielen (siehe auch Abschnitt 5.6) die Frage offen, ob bei gewissen
Gruppen eine Eigenschaft vorliegt, so dass die Vermutung wenigstens fiir eine
bestimmte Klasse von Gruppen stimmt.

Gewicht im Zusammenhang mit der Zerlegungsmatrix von G: Es sei
(K, O, k) ein p-modulares Zerfallungssystem fiir G. Inspiriert durch die Beobach-
tung am Ende von Abschnitt 2.9 auf Seite 50, bei dem die Zerlegungsmatrix von
kG mit der von € := Endpg(0O%) verglichen wird, haben wir auch die entspre-
chenden Matrizen im (echt) modularen Fall verglichen.

Die folgenden Matrizen deuten die Zerlegungsmatrizen von G und & an.

Glor w2 -+ e|\wy, Wy - W,

X1 X1 151

X2 X2 %)

Xr Xr o
Xr+1 (05} (6%)) e Oy

X1




5.2. Fehlgeschlagene Versuche 105

Die Nummerierung sei so gewéhlt, dass die Charaktere xi, xo, ..., x» genau die
Konstituenten des Permutationscharakters K§ bilden. Den zu ; korrespondie-
renden Charakter von ¢ bezeichnen wir mit p; fir 1 <i <r (vergleiche Satz
2.1.6). Zudem seien ¢; fir 1 < ¢ < [ die einfachen kG-Charaktere und «; fiir
1 < j < m die einfachen &*-Charaktere und W; fiir 1 < j < m die Isomorphie-
typen der unzerlegbaren direkten Summanden von O%.

Fiir 1 <7 < r haben wir die i-te Zeile der Zerlegungsmatrix von GG mit der i-ten
Zeile der Zerlegungsmatrix von € verglichen. Beachte, dass dies auch die Zerle-
gungsmatrix des Permutationsgitters O% ist (siehe auch Abschnitt 1.4). Dabei
zeigte sich vor allem in kleinen Beispielen, dass fiir 1 < ¢ < r die Differenz der
Anzahl der modularen Konstituenten von x; und die der modularen Konstituen-
ten von pu; vermeintlich etwas mit den Gewichts-Green-Korrespondenten zu tun
hat.

Schauen wir uns das Beispiel G = A7, H € Syl;(G), p = 5 an. Die Zerlegungsma-
trix des Hauptblocks von G und des Endomorphismenrings € (ohne die projektiv
einfachen) sehen wie folgt aus:

G|l 6 8 13 ¢|1 6 20 21; 215 35 353
1|1 111 1
6] 1 6 1 1 2
14, 11 144 1 1 25
145 |1 1 14, 1 ]2
21 1 1 21 1 1 1 115
1, 1o 13 14 15 16 23

Hier hat der Konstituent der Dimension 21 in der Zerlegungsmatrix von G die
modularen Konstituenten 8 und 13. In der Zerlegungsmatrix des Gitters, sehen
wir, dass sein Fitting-Korrespondent vier Konstituenten hat. Dann scheint we-
gen 4 — 2 = 2 der gewohnliche Konstituent 21 von K§ zu zwei Gewichts-Green-
Korrespondenten assoziiert zu sein. Tatséchlich haben die unzerlegbaren direkten
Summanden 21; und 21, von k:g beide den einfachen kG-Modul der Dimension 21
als Konstituenten und stellen eine Art Ausgleich fiir den beschriebenen Konsti-
tuentendefekt dar. Ahnlich hat der gewdhnliche Konstituent der Dimension 6 in
der Zerlegungsmatrix von G einen modularen Konstituenten, in der Zerlegungs-
matrix des Gitters aber zwei. Es liegt ein ,, Defekt* von einem Konstituenten vor,
der durch den Gewichts-Green-Korrespondenten 6 ausgeglichen wird.

Hat ein Charakter in G mehr Konstituenten als in der Zerlegungsmatrix des
Gitters, so findet kein Ausgleich statt.

Leider lief3 sich aus diesen Beobachtungen keine allgemeingiiltige Vermutung for-
mulieren. So scheint der triviale Charakter eine Ausnahme zu sein, bei dem bei ei-
nem Konstituentendefekt kein Ausgleich stattfindet. Man konnte als Begriindung
anfiihren, dass der korrespondierende Charakter in € projektiv einfach ist und ei-
ne Sonderstellung einnimmt. Bei Ag, p = 5 wurden die Charaktere 8; und 8, nach
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dieser Vermutung durch einen gemeinsamen Gewichts-Green-Korrespondenten,
namlich 16, ausgeglichen. Wir mussten diesem also die Vielfachheit 2 im Aus-
gleichprozess zuordnen. In My, p = 2 gibt es ein dhnliches Problem, wobei hier
nicht einmal klar ist, welcher direkte Summand von k§ Vielfachheit 2 hat. Ubri-
gens haben wir angenommen, dass die Gewichts-Green-Korrespondenten statt
der Nicht-Gewichts-Green-Korrespondenten den Ausgleich liefern. Dies ist sinn-
voll, wenn wir beispielsweise G = A7, p = 2 betrachten. Der Charakter 143 hat
in kG einen Konstituenten, in ¢* aber drei. Der Ausgleich geschieht durch zwei
Gewichts-Green-Korrespondenten. Dann bleibt aber die Frage, warum k% in den
Fillen, wo kein Ausgleich notig ist, nur Gewichts-Green-Korrespondenten als di-
rekte Summanden hat.

Dieses Ausgleichprinzip mutet zu kiinstlich an und st68t schnell an seine Grenzen.
Wann und warum einzelne Gewichts-Green-Korrespondenten mit Vielfachheit be-
legt werden, wird nicht deutlich. Zudem steht das nicht im Einklang zu Alperins
Gewichtsvermutung, wo jeder Isomorphietyp von Gewichts-Green-Korresponden-
ten offenbar nur einmal gezihlt wird. Dennoch stellt sich die Frage, ob es einen
Zusammenhang zwischen den Zerlegungsmatrizen gibt, der durch Alperins Ver-
mutung begiindet wird.

Spezieller Fall P = (), x C,: In diesem Abschnitt werden wir einige Ergeb-
nisse aus der Theorie der zyklischen Blocke benutzen. Damit der Rahmen der
Arbeit nicht gesprengt wird, verweisen wir fiir genauere Erklarungen auf [HL89].
Ausgangspunkt dieser Vermutung ist die symmetrische Gruppe G := S, mit ih-
rer ganz speziellen modularen Darstellungstheorie, die wir kurz zusammenfassen
wollen. Wir betrachten den Hauptblock dieser Gruppe mit Defektgruppe C, und
konnen die wohlverstandene Darstellungstheorie der zyklischen Blécke anwen-
den. Der Normalisator N¢g(C,) ist vom Isomorphietyp C, x C,_; und somit eine
Frobenius-Gruppe. Wir bezeichnen einen Erzeuger von C), mit x, und von C,_;
mit ¢. Beachte, dass p 1 |Ng(Cp)/Cp| gilt, weswegen die Darstellungstheorien von
N¢(C,)/C, iiber Charakteristik 0 und p gleich sind. Die generische Charaktertafel
von Ng(Cp) = C, x Cp_1 = (x,) x (t) ist von folgender Gestalt:

| 1 oz,
¢l 1 C) 1

wobei (* fiir 1 < i < p — 1 die i-te Potenz eines ausgezeichneten (linearen)
Charakters ¢ von C,_; bezeichnet. Zudem gilt *(z - t) = '(t) fiir alle z € C,,.
Die zu (" gehorigen Moduln kénnen wir via Inflation als Ng(C,)-Moduln auf-
fassen, in deren Kern jeweils C), liegt. Wegen p { |Ng(C,)/C,| hat jeder zu ¢
gehorige Modul fiir 1 <4 < p — 1 einen Vertex C, und eine triviale Quelle.
Bezeichnen wir einen einfachen kNg(P)/P-Modul mit S und einen Lift davon
mit Xg, so kommutiert das Diagramm in Abbildung 5.5.
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Abbildung 5.5: Der Fall P = C,

Inflation

kN¢(P)/P-Modul S S kNg(P)-Modul
eind. Lift ‘eind. Lift
Inflation
ONg(P)/P-Gitter Xs Xs ONg(P)-Gitter
Tensor Tensor
Inflation
K N¢g(P)/P-Modul Xé( Xé( K N¢g(P)-Modul

Die Theorie sagt nun, dass die Moduln mit trivialer Quelle eindeutig liftbar zu
Gittern mit trivialer Quelle sind (vgl. [Lan83, Thm. IT 12.4] und [HL89]). Der
Brauer-Baum von N¢(C,) hat die Stern-Form wie sie in Abbildung 5.6 angedeutet
ist.

Abbildung 5.6: Der Brauer-Baum von N¢(C),)

€2

CO

2

Mit diesem strukturellen Wissen induzieren wir von Ng(C,) nach G. Dabei bleibt
die Eigenschaft eines Moduls, eine triviale Quelle zu haben, erhalten.

Um andeuten zu konnen, was bei der Induktion von N¢(C),) nach G geschieht, be-
trachten wir zuerst den Brauer-Baum von S5,. Dieser ist ein reeller Stamm, dessen
Kanten mit einer speziellen Nummerierung etikettiert werden (vgl. [HL89]):
Wir betrachten einen gewhnlichen Charakter x von GG, dessen Knoten im Brauer-
Baum an einer ungeraden Position steht und nicht zu einem Endpunkt des
Brauer-Baums korrespondiert, wie in Abbildung 5.7 angedeutet.

Dann reduziert x in Charakteristik p zu zwei nicht-isomorphen, uniseriellen Mo-
duln mit trivialer Quelle mit folgender Struktur:

® (0
(0 p.
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Abbildung 5.7: Ausschnitt Brauer-Baum

Der entscheidende Punkt ist, dass der eine der Green-Korrespondent zu (", der
andere zu ("™ (die zu Ng(C,) gehoren) ist, wenn n und m die Nummern der
angrenzenden Kanten sind. Insbesondere kénnen wir den Gewichtsmodul zu ("
ohne Einschréankung ¢ zuordnen und (™ zu . Alperins Vermutung wird also
durch eine ganz konkrete Bijektion bewiesen.

Die Hoffnung bestand nun, im speziellen Fall von Sylowgruppen der Form C), x
C,, diese Theorie iibertragen zu koénnen. Wir haben daher mehrere Gruppen
mit dieser Eigenschaft daraufhin untersucht. Kénnen wir eine &hnliche Struktur
der reduzierten gewohnlichen Charaktere bei einer Gruppe, die S, x S, enthilt
wiederfinden? Schauen wir auf Ss,.

G = Sg, p = 3: Der Normalisator der p-Sylowgruppe ist die maximale Unter-
gruppe der Form (C3 x C3) : Dg. In Dg finden wir 4 lineare Charaktere und einen
vom Grad 2, die alle C3 x C3 im Kern haben. Induziert man diese nach G (die
Dimensionen sind klein genug, so dass direkte Rechnungen noch méglich sind),
so ergibt sich mit der abkiirzenden Schreibweise N := Ng(C5 x C3):

(1)% = 1,09,
(1)% = 1209,

(L)§ = 10, = 1, ®1y,

(1§ = 102 = 1,81y,

20 = 20 = 4,34, .

Die induzierten Moduln haben eine sehr symmetrische Struktur und laden gera-
dezu ein, den Gewichtsmodul 15 auf 4; bzw. 1, auf 45 oder 2 auf 6 abzubilden.
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Die betrachteten Dimensionen sind noch sehr klein, so dass andere iiberlappende
Strukturen zu vorschnellen Schliissen fithren konnten. Schauen wir deshalb auf
das néchst grofiere Beispiel:

G = S19, p="5: Der Normalisator der p-Sylowgruppe P liegt in der maximalen
Untergruppe der Form H := S50 Cy = (A5 x As) : Dg. Weiterhin gilt fiir den
Faktor N := Ng(Cs x Cs)/(Cs x C5) = C4 1 Co. Wir induzieren alle inflatio-
nierten einfachen kN-Moduln nach H, bestimmen mit Hilfe des Lemmas 3.3.14
die Gewichts-Green-Korrespondenten in H und induzieren diese nach G. Durch
diesen Zwischenschritt konnen wir eine grofie Induktion in zwei kleinere auftei-
len. In Ng(Cs x C5) gibt es acht 1-dimensionale Moduln und sechs Moduln der
Dimension 2 mit C5 x C5 im Kern.

Beachte, dass wir uns die Freiheit genommen und auf die Indizierung und Un-
tersuchung von nicht bedeutsamen Komponenten verzichtet haben. Dies machen
wir durch einen Index , kenntlich. Innerhalb einer Radikalreihen-Ebene fassen
wir isomorphe Moduln zusammen, was bedeutet, dass Terme wie 562 @ 56, auf
zwei nicht-isomorphe Moduln der Dimension 56 hindeuten. Zur {ibersichtlicheren
Darstellung haben wir auBerdem die Abkiirzung N := Ng(C5 x C5) gewéhlt und
Gewichts-Green-Korrespondenten durch Fettschrift hervorgehoben.

(1)y =36, = 18, (1) = 1, ® 10, ® 25,,

(1)y =365 = 18, (1)¥ = 1, ® 10, ® 25,,

(1) =363 = 18, (1) =15 @ 10, @ 25,,

(Ly)y =364 = 18, (1) = 1, ® 10, @ 25,.
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Die Induktionen der 2-dimensionalen Moduln ergeben:

18

2)E=72= 9,99% 3% D9, (24)8 =125 @ 60,

18

61

62

63

(25)8 =12, ® 60, =
64

@ 60*7

@ 60, (25)5 = 124 @ 60,

62

61 EB 60*7

64

(26) = 2@ 10, ® 10, @ 50.

Die Gewichts-Green-Korrespondenten aus der obigen Zusammenstellung wurden
separiert und dann nach G induziert.
Zur iibersichtlicheren Darstellung haben wir nach dem zweiten Gleichheitszei-
chen nur die Radikalreihe (von oben beginnend) explizit ausgeschrieben und die
ibrigen unzerlegbaren direkten Summanden mit der Bezeichnung Y abgekiirzt.

36, = 2161, Y =

36,5 = 2161, 0Y =

3635 = 216130Y =

3645 =2161,0Y =

34, @ 70, @ 266
562 @ 56, @ 2172 @ 217,
1D 28, @ 34; ® 34y ® 70, D 2662
561 @ 217,

561 @ 217,
1D 28, @ 34; ® 34y ® 70, D 2662
562 @ 56, @ 2172 @ 217,
34, @ 70, P 266

565 @ 217,
1 D28, @34 © 34y @ 70, © 2662
562 @ 56, @ 2172 @ 217,
34y ® 70, @ 266

345 @® 705 B 266
562 @ 56, ® 2172 @ 217,
1@ 28, @ 34; @ 34, @ 70, D 2662
565 @ 217,

DY,

DY,

DY,

DY,
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Lj=1,8Y,
S
1,%=51,0Y=| 1,034 | ®Y,
L 81 -
g,
159 =51, 0Y = | 1L®34, | DY,
8y
L =1,0Y,
217, @ 217,
724 =12720Y = | L, @1, ®342 33420266 | DY,
217, @ 217,
28,
8, @ 56, ® 217
G __ _ 1 1 1
12,% =687, Y = 282 @ 266 @Y,
I 564
[ 56, @ 28; |
12,5 =687, @Y = | 8, ®28, ©266 56, ©217, | @Y,
L 281 -
565 @ 28, |
1235 = 6875 @Y = | 8, © 28, ©266 ® 56, 217, | @Y,
L 282 -
[ 28,
8 @ 56, @ 217
G __ _ 2 2 2
12,5, =687, 0Y = 28 @ 266 @Y,
I 56,
70
2% =252 = 56, P 56, .
70

Wenn auch einige Gewichts-Green-Korrespondenten dazu einladen, eine Bijekti-
on zwischen Gewichtsmoduln und einfachen kG-Modul zu erkennen, so ist die
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Sockel- oder Kopfstruktur bei anderen zu kompliziert, um eine Analogie zum
Fall S, anzunehmen. Welche direkte Bijektion bei diesem Ansatz kann man noch
erwarten, wenn man beispielsweise den kG-Modul 1272 in der Induktion 72%

betrachtet?

Trotzdem haben wir einen weiteren Schritt unternommen, um vielleicht doch noch
strukturelle Muster zu erkennen. Wir haben némlich den einfachen Kopf jedes
Gewichts-Green-Korrespondenten in H(!) nach G induziert. Das ergibt folgende

Zerlegungen (mit den obigen Konventionen).

(91)2 = 34; ®© 3004,
56, @ 217,
(9)5 = | 1, ® 28, ® 34, @ 345 ® 266, | B 225,
I 56, @ 217, |
565 @ 217,
(95)% = | 1o ® 28, ® 34, ® 345 B 266, | P 2255,
I 565 © 217, |
(94)g = 345 @ 300,,
(11)2 = 11 s> Y7
S
(L) =| hess |aY,
L 81 -
.
(13)5 =] L®34, | @Y,
82
(14)g = 12 ® Y7
70 @ 266
(18))% = | 56, @56, @217, ® 217, | Y,

70 © 266
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28,
6)% =1 8, @217, | @Y,
28,
56 ]
G __ 1
(62)5 = | 98, @ 266, @ 56, | TV
_ ” _
G __ 2
(62)5 = | 98, @ 266, @ 56, | ¥V
28,
(6)% = | 8, @217, | @Y,
28,
70
(2)% = 56, @ 56, .
70

Tatséchlich scheinen die induzierten Moduln eine klare Struktur zu besitzen mit
einer offenkundigen Bijektionsmoglichkeit zwischen den Gewichtsmoduln und den
einfachen kG-Moduln.

Es wire lohnenswert fiir spiatere Projekte, diesen Ansatz weiter zu verfolgen,
indem zunéchst Sy, als ein noch gréeres Beispiel gerechnet wird. Und so schlieflen
wir diesen Abschnitt mit der optimistischen Formulierung, dass dieser Ansatz
sowohl den Sackgassen als auch den offenen Vermutungen zugerechnet werden
darf.
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5.3 Eine Vermutung

Die vielen untersuchten Beispiele stellen einen geniigend groflen Fundus bereit,
die Strukturen auf Analogien, Parallelen oder Divergenzen bei (Nicht-)Gewichts-
Green-Korrespondenten zu untersuchen. Neben vielen Fehlinterpretationen (siehe
Abschnitt 5.2) stellte sich dann eine Vermutung vor, die bisher noch nicht wider-
legt werden konnte.!

5.3.1 Vermutung

Es seien G eine Gruppe, k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakte-
ristik p und P € Syl (G). Wir bezeichnen den Endomorphismenring Endyq(k§)
mit &%, Weiter sei

S := {8 < soc(&k,) : S einfach}/Isomorphie.
Dann gelten:
(a) |S| = [{(S,Q) : (S,Q) Gewicht von G}/Aquivalenz|.
(b) |S| =|{M : M einfacher kG-Modul}/Isomorphie|.

Als erlduterndes Beispiel wahlen wir G = Ag in Charakteristik 2. Wir sehen in
der Datensammlung in 5.6.9, dass k% in zwolf unzerlegbare direkte Summanden
zerféllt. In der folgenden Tabelle sind neben den Sockelkonstituenten auch die
héchste 2-Potenz, die die Dimension des jeweiligen direkten Summanden teilt,
aufgefithrt. In der 4. Zeile haben wir die Dimensionen der in &* korrespondie-
renden PIMs aufgenommen und schliellich deren Sockelkonstituenten. Die Di-
mensionen der Gewichts-Green-Korrespondenten sind fett gedruckt. Wenn es die
Lesbarkeit zulie, haben wir auf das @-Zeichen aus Platzgriinden verzichtet.

No. | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
dim | 1 126; 1265 8 48 432 384 258 252 120, 120, 576
2 1 2 2 23 92t 25 21 2 22 23 23 26
soc |1 & 8 8 48 48®160 160 26 26378 20, 205 78
PIM |1, 6 6o 1o 2 8 63 11 9 44 49 99
SOC 11 12 13 14 15 152 2 1617 1617 1718 1719 17

Hier gibt es zehn Gewichts-Green-Korrespondenten. Andererseits hat S die zehn
Elemente 11, 1o, ..., 19 und 2. Dagegen hat &* zwolf einfache Moduln.

Beachte, dass die Vermutung fiir Gruppen mit zerfallendem BN-Paar durch die
Arbeiten von J.A. Green [Gre78] und von M. Cabanes [Cab84] bestétigt wird. Wir
haben in Kapitel 3 gesehen, dass fiir diese Gruppen der Endomorphismenring ¢*

125.09.2008: Die Gruppe M, in Charakteristik 3 bildet ein Gegenbeispiel dieser Vermutung.
Vergleiche auch Seite 213. Daher muss die Vermutung fiir eine Klasse von Gruppen formuliert
werden, zu der M7, in Charakteristik 3 nicht gehort.
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quasi-Frobenius ist und daher die Sockelkonstituenten von ¢* in Bijektion zu den
einfachen kG-Moduln stehen. Andererseits hat M. Cabanes Alperins Vermutung
fiir diese Gruppen bewiesen. Daher folgt Vermutung 5.3.1 in diesem Fall.

Die obige Vermutung kénnen wir noch erweitern. Wie in Abschnitt 2.9 seien die
unzerlegbaren direkten Summanden von k% wie folgt nummeriert:

s n;

K = DD Wi

i=1 j=1

wobei W;; & Wy, genau dann gilt, wenn ¢ = [ ist. Die dazu korrespondierenden
PIMs in &* bezeichnen wir mit P;.

5.3.2 Definition und Bemerkung
Die Bezeichnungen seien wie oben.

(a) Wir definieren auf der Menge P der Isomorphieklassen der PIMs von &F
eine Relation ~ wie folgt: Es sei genau dann F;; ~ P;;, wenn F;; und
P;, einen einfachen Sockelkonstituenten gemeinsam haben. Dann ist der
transitive Abschluss ~ von ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
Isomorphieklassen der PIMs von €%, deren Aquivalenzklassen wir mit P,

fiir 1 <1 < s bezeichnen.

(b) Die Aquivalenzrelation ~ induziert via der Fitting-Korrespondenz auch eine
Aquivalenzrelation auf der Menge W der Isomorphietypen der unzerlegba-
ren direkten Summanden von k§. Die Aquivalenzklassen davon bezeichnen
wir mit W, fiir 1 <1 <'s. Offensichtlich gilt [W,| = |P] fiir alle 1 <[ <'s.

(¢) Die Aquivalenzrelation ~ induziert auf der Menge S folgende Aquivalenz-
relation, die wir mit &~ bezeichnen: Es ist genau dann S ~ S’, wenn es
eine Aquivalenzklasse P, fir 1 <1 < s gibt, so dass S ein Sockelkonsti-
tuent von P;; € P, und S” ein Sockelkonstituent von P;; € P, ist. Die
Aquivalenzklassen von =~ bezeichnen wir mit S, fir 1 <1 < s.

Um eine iibersichtliche Schreibweise zu wahren, schreiben wir statt P;; nur noch
P;. In unserem Beispiel ergeben sich folgende Klassen:

P = {P}
Py = {P}
Py = {Ps}
Py = {FP}

PE) = {P57P67P7}
PG = {P87P97P107P117P12}
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Die Sockel-Konstiutenten des Endomorphismenrings gruppieren sich also wie
folgt:

S = {1}
Sy = {1y}
S = {13}
Sy = {14}
S = {152}

S¢ = {lg, 17,1, 19}

Wir kénnen jetzt die angekiindigte Erweiterung von Vermutung 5.3.1 formulie-
ren. Sind nidmlich nicht alle unzerlegbaren direkten Summanden von k% Gewichts-
Green-Korrespondenten, so scheint sich eine Charakterisierung der Gewichts- und
Nicht-Gewichts-Green-Korrespondenten zu ergeben. Beachte, dass wir in der obi-
gen Tabelle die direkten Summanden von k% bereits nach Aquivalenzklassen ge-
ordnet haben. In einer solchen Aquivalenzklasse W;, haben wir in der Tabelle
noch die direkten Summanden nach aufsteigenden p-Potenzen der Dimensionen
geordnet. Mit dieser Konvention kénnen wir die folgende Beobachtung formulie-
ren.

5.3.3 Beobachtung

Die Bezeichnungen und Konventionen seien wie oben. Die Aquivalenzrelation ~
habe s Aquivalenzklassen, von denen wir eine, etwa P, fixieren. Die entsprechen-
den Aquivalenzklassen auf W und S bezeichnen wir mit W, und S;. Im ,,Stan-
dardfall“ (Erlduterung weiter unten) kénnen wir die Vermutung 5.3.1 wie folgt
erweitern:

In W, gibt es genau |S;| Gewichts-Green-Korrespondenten. Diese kénnen wir zu-
dem genau bestimmen, wenn unter den direkten Summanden in W, genau ||
vorkommen, deren p-Anteil in ihrer Dimension echt kleiner ist als bei den tibrigen.
Diese sind namlich genau die Gewichts-Green-Korrespondenten. Mit unserem An-
ordnungsprinzip sind das die ersten |S;| Summanden.

Das obige Beispiel liest sich geméfl dieser Bemerkung wie folgt: Die ersten vier
Aquivalenzklassen Wy, W,, W5 und W sind einelementig, genau wie die zugehéri-
gen Aquivalenzklassen Si, S», S3 und Sy. Entsprechend der Beobachtung sind
auch alle zugehorigen direkten Summanden Gewichts-Green-Korrespondenten.
Bei S; und Sg stellen wir |Ps| — |S5| = 1 bzw. |Pgs| — |Ss| = 1 fest. Tatséchlich
finden wir in W5 den unzerlegbaren direkten Summanden 384 (mit 27 | 384),
der kein Gewichts-Green-Korrespondent ist. Auch in W ist der unzerlegbare
direkte Summand 576 der Nicht-Gewichts-Green-Korrespondent. Alle anderen
Moduln sind Gewichts-Green-Korrespondenten. Beachte auch hier, dass 2° | 576
die hochste 2-Potenz ist, die eine Dimension eines in dieser Aquivalenzklasse Wy
vorkommenden unzerlegbaren direkten Summanden ist.
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Es gibt nur ein Beispiel unter allen Berechnungen am Ende dieser Arbeit, namlich
G = S, p =2, Seite 180, bei dem in einer Aquivalenzklasse W, nicht |S;| direkte
Summanden mit echt kleinerem p-Anteil in der Dimension vorkommen. In diesem
Fall sind die Voraussetzungen aus der obigen Beobachtung nicht erfiillt und wir
konnen nicht anhand der Dimensionen feststellen, welche Moduln der betreffen-
den Aquivalenzklasse Gewichts-Green-Korrespondenten sind.

Unter allen Beispielen, die am Ende dieser Arbeit abgedruckt sind, gibt es eins
(G = L3(4) in Charakteristik 3, siche Seite 265), das kein ,Standardfall ist.
Hier muss die Beobachtung um einen Aquivalenzklassen-Automorphismus erwei-
tert werden. In diesem Fall lassen sich die Gewichts-Green-Korrespondenten nicht
mehr an der Aquivalenzklasse W, wie in der obigen Bemerkung ablesen, sondern
an einer gleichméchtigen anderen Aquivalenzklasse Wy fiir ein 1 < I’ < t. Umge-
kehrt lassen sich die Green-Korrespondenten innerhalb der Aquivalenzklasse Wy
an W, bestimmen. Dabei sind beide Klassen gleich méchtig. Der Automorphismus
scheint dabei gewisse Strukturen oder Symmetrien erhalten zu miissen. Wegen
der mangelnden Zahl von Beispielen konnen wir dazu nicht mehr Informationen
bieten.

Ist die obige Beobachtung allgemein giiltig, so stehen die Sockelkonstituenten des
Endomorphismenrings in enger Verbindung zu den einfachen kG-Moduln. Sie
allein bestimmen dann die Anzahl der Gewichts-Green-Korrespondenten und —
mit Alperins Gewichtsvermutung — die Anzahl der einfachen £kG-Moduln. Neben
dem Beweis dieser Vermutung stellt sich die Frage, ob es damit eine Moglichkeit
gibt, eine konkrete Bijektion zwischen Gewichten und den einfachen £G-Moduln
zu finden. Man konnte einen Funktor von der Kategorie der &*-Moduln in die
Kategorie der kG-Moduln oder umgekehrt von der Kategorie der kG-Moduln in
die der &*-Moduln erwigen, der die Sockelkonstituenten auf eindeutige Weise den
einfachen kG-Moduln zuordnet.

Beachte, dass bei Endomorphismenringen, die quasi-Frobenius sind, stets |P;| =
IW)| = |S)| = 1 fiir alle Aquivalenzklassen gilt. Dies steht im Einklang zu Alperins
Gewichtsvermutung, die fiir diesen Fall dquivalent zu der Bedingung ist, dass al-
le unzerlegbaren direkten Summanden von k% Gewichts-Green-Korrespondenten
sind.

Vermutung 5.3.1 wurde an allen berechneten Beispielen (etwa 80) iiberpriift und
bestétigt. Gelingt ein Beweis dieser Vermutung, so wire es moglich, einen neuen
Zugang zum Beweis von Alperins Vermutung zu schaffen. Man kénnte versuchen,
Alperins Vermutung iiber den Umweg der Endomorphismenringe in zwei Schritte
zu unterteilen und somit die Schwierigkeit des Problems auf zwei (einfachere?)
aufzuteilen. Zunéchst miisste man die Gleichheit der Anzahl der Sockelkonstitu-
enten von ¢* und die Anzahl der einfachen kG-Moduln beweisen. Dann wiirde
man in einem zweiten Schritt die direkte Zuordnung der Sockelkonstituenten zu
den Gewichts-Green-Korrespondenten suchen.

Eine letzte Frage wollen wir diesem Abschnitt in diese Richtung weisend hin-
zufiigen. Welche Bedeutung oder Eigenschaften haben die einfachen Moduln des
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Endomorphismenrings, die nicht im Sockel vorkommen? Haben sie Eigenschaften,
die einen Hinweis auf die Beweisrichtung geben?

5.4 Berechnung der Zerlegungsmatrizen

In diesem Abschnitt wird explizit erldutert, wie die Berechnungen der Beispiele
ausgefithrt wurden.

Berechnung des Permutationsmoduls Wir fixieren eine Gruppe G, eine
Primzahl p, ein p-modulares Zerfallungssystem (K, O, k) und die Untergruppen
H = P € Syl,(G) oder H = Ng(P). Am Beispiel von G = A5, H = P € Syl,(G),
p = 2 wollen wir dies demonstrieren. Zuerst bestimmen wir die irreduziblen
(gewohnlichen) Konstituenten des Permutationscharakters 1§ mit der jeweiligen
Vielfachheit.

gap> g := AlternatingGroup(5);;

gap> h := SylowSubgroup(g,2);;

gap> MultiplicityOfConstituents(g,h);
1 -1

1 -4

2 -5

In der linken Spalte steht die Vielfachheit des Konstituenten mit der Dimension,
die in der entsprechenden Zeile der rechten Spalte steht.

Dann berechnen wir in GAP die gewohnliche Charaktertafel des Endomorphis-
menrings des Permutationsmoduls. Wie in Lemma 2.3.1 beschrieben, reichen dazu
die Charaktertafel der Gruppe und die Kenntnis der Klassen-Nebenklassentafeln.
Wir haben daraus die Funktion ,,CharacterTableSchurianSchemeWithCorrespon-
dingGCharacter® geschrieben.

gap> CharacterTableSchurianSchemeWithCorrespondingGCharacter(g,h);
CCl-Sizes: [ 1, 15, 20, 12, 12 ]

tfrf1,1,1,4,4,471,[01,1,1, -1, -1, -11,
[2,-1,-1,0,0,0711,[1,4,5]]

Mit ,,CharacterTableSchurianSchemeWithCorrespondingGCharacter()“ werden
in ,CCl“ die Groflen der Konjugiertenklassen bestimmt, die allerdings nur zur
Information gedruckt und nicht als Wert iibergeben werden. Die eigentliche Aus-
gabe der Funktion ist die Charaktertafel in Matrixform zusammen mit einem
letzten Listeneintrag, hier [1,4,5]. Beispielsweise korrespondiert der dritte Ein-
trag 5 zur dritten Zeile der Charaktertafel [2, —1,—1,0,0,0] und deutet an, dass
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der gewohnliche Charakter vom Grad 5, der auch Konstituent des Permutati-
onscharakters ist, zum gewthnlichen Charakter von Endgg(K$) vom Grad 2
korrespondiert. Beachte, dass der erste Eintrag der Charaktertafel immer p(a;),
also die Dimension des Charakters ist. Solange die Darstellung noch iiberschaubar
zu gestalten ist, werden diese Charaktertafeln in der Datensammlung aufgefiihrt.
AnschlieBend berechnen wir mit GAP das Bild in S|g.f) des Homomorphismus,
der sich aus der Operation von GG auf den Nebenklassen von H in G ergibt. Die
Funktion ,Meat AxeString(gens, ¢, n)* wandelt einen Erzeuger ,,gens“ dieser Per-
mutationsgruppe in Matrizen iiber einem Korper mit gewiinschter Grofie ¢ vom
Format n x n um und gibt sie in MeatAxe-lesbarer Form aus. Obwohl viele Aus-
sagen auf der algebraischen Abgeschlossenheit des jeweiligen Korpers beruhen,
reicht es aus, in den einzelnen Fillen die endlichen Korper grof genug zu wéhlen,
so dass sie Zerfallungskorper des Systems sind.

gap> p := Action(g,RightCosets(g,h),0nRight);;

gap> gens := Generators0fGroup(p);

[ (1,13,10,7,4)(2,14,11,8,5)(3,15,12,9,6),
(1,7,6)(2,8,4)(3,9,5)(10,12,11)(13,14,15) ]

gap> mod_genl := MeatAxeString(gens[1],8,[15,15]);;
gap> mod_gen2 := MeatAxeString(gens[2],8,[15,15]);;
gap> FileString("tmp/modgen_1",mod_genl);;

gap> FileString("tmp/modgen_2",mod_gen2);;

Die Erzeugung dieser MeatAxe-lesbaren Matrizen haben wir in der Funktion
»MeatAxeStringRightCoset()“ zusammengefasst. Sie bendtigt die Argumente G,
H und p.

Zerlegung des Permutationsmoduls Die von GAP iibergebenen Matrizen
miissen mit ,,zcv® in bindres Format konvertiert werden. Dann kann die Meat-
Axe die Konstituenten des zugehorigen Moduls mittels ,,chop“ bestimmen. Die
MeatAxe zerlegt den Modul von oben wie folgt:

~/tmp> zcv modgen_1 mod_gen.1
15x15 permutation matrix over GF(8)
~/tmp> zcv modgen_2 mod_gen.?2
15x15 permutation matrix over GF(8)
~/tmp> chop mod_gen

*%%x CHOP MODULE **x*

Chop: Dim=15
Split: Subspace=4, Quotient=11
Chop: Dim=4

Irreducible (4a)
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Chop: Dim=11

Split: Subspace=b, Quotient=6
Chop: Dim=5

Split: Subspace=4, Quotient=1
Chop: Dim=4

Irreducible (4b)

Chop: Dim=1

Irreducible (1a)

Chop: Dim=6

Split: Subspace=1, Quotient=5
Chop: Dim=1

Irreducible (1a)

Chop: Dim=5

Split: Subspace=4, Quotient=1
Chop: Dim=1

Irreducible (1a)

Chop: Dim=4

Irreducible (4b)

Chopping completed: 3 different composition factors
Writing mod_gen.cfinfo

Name Mult SF Fingerprint

la 3 1 0,1’0’1’0’1
4a 1 1 1,0,1,1,1,1
4b 2 2 0,0,0,0,0,0

Ascending composition series:
4a 4b la la la 4b

Der Modul hat also drei verschiedene Konstituenten. Mit ,,decompose” konnen
wir ihn in unzerlegbare direkte Summanden zerlegen.

~/tmp> decompose mod_gen
*%% PEAK WORD CONDENSATION x*xx

Peak word for mod_gen4a is 1 (at+b+ab), pol=x
Condensing mod_genda: pwr=1, nul=1,

Transforming to standard basis

Peak word for mod_genla is 2 (atb+ab+ab2), pol=x
Condensing mod_genla: pwr=1, nul=3,

Transforming to standard basis

Peak word for mod_gendb is 16 (b+ab+ba), pol=x
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Condensing mod_gendb: pwr=1, nul=4,
Transforming to standard basis
Next constituent: mod_genla
0
Vector 1 (seedcount=1) spins up to 5
Vector 2 (seedcount=2) spins up to
Vector 3 (seedcount=3) spins up to 7
Next constituent: mod_genda
0
Vector 1 (seedcount=1) spins up to 11
Next constituent: mod_gendb
0
Vector 3 (seedcount=3) spins up to 15

0]

**%% CHOP MODULE ***

Chop: Dim=6

Split: Subspace=1, Quotient=5
Chop: Dim=1

Irreducible (1a)

Chop: Dim=5

Split: Subspace=1, Quotient=4
Chop: Dim=1

Irreducible (1b)

Chop: Dim=4

Split: Subspace=2, Quotient=2
Chop: Dim=2

Irreducible (2a)

Chop: Dim=2

Irreducible (2a)

Chopping completed: 3 different composition factors
Writing mod_gen.endo.lrr.cfinfo

Name Mult SF Fingerprint

la it 1 0,0,0,0,0,0
1b it 1 0,0,0,0,0,0
2a 2 2 0,0,0,0,0,0
Ascending composition series:
la 1b 2a 2a

**% PEAK WORD CONDENSATION s**x*
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Peak word for mod_gen.endo.lrrla is 1 (atb+ab), pol=x+1
Condensing mod_gen.endo.lrrla: pwr=1, nul=1,

Transforming to standard basis

Peak word for mod_gen.endo.lrrlb is 1 (atb+ab), pol=x+4
Condensing mod_gen.endo.lrrlb: pwr=1, nul=1,

Transforming to standard basis

Peak word for mod_gen.endo.lrr2a is 6665 (a3+ab+bad), pol=x+5
Condensing mod_gen.endo.lrr2a: pwr=2, nul=4,

Transforming to standard basis

Socle 1: 4 = 1a + 1b + 2a

The O-th direct summand is: 1la
The O-th direct summand is: 4a
The O0-th direct summand is: 10a

~/tmp> decompose mod_gen.endo.lrr

The O-th direct summand is: 1a
The O-th direct summand is: 1Db
The O-th direct summand is: 4a

Wie sich zeigt, hat k§ drei unzerlegbare Summanden der Dimensionen 1, 4 und
10. Der zugehorige Endomorphismenring hat korrespondierende PIMs der Di-
mensionen 1, 1 und 4.

Fiir diese einzelnen Summanden werden mit den gleichen Befehlen die Konsti-
tuenten bestimmt. Mit Hilfe der Zerlegungsmatrix von G (wie sie beispielsweise
unter http://www.math.rwth-aachen.de/homes/MOC/decomposition/ zu finden
ist) versuchen wir dann, die einzelnen Konstituenten in den unzerlegbaren Mo-
duln wiederzufinden. Auf diese Weise bestimmen wir die Zerlegungsmatrix D
des Permutationsgitters (Definition 1.4.1), die ja gleich der Zerlegungsmatrix des
Endomorphismenrings ist.

Dabei beginnen wir typischerweise mit Konstituenten des Permutationsmoduls
k% von grofier Dimension. In nicht eindeutigen Fllen machen wir mogliche An-
nahmen und zeigen, dass unter diesen nur eine nicht zum Widerspruch fiihrt.
Gibt es immer noch mehrere Moglichkeiten, so hilft die Zerlegung der rechtsre-
guldren Darstellung des Endomorphismenrings in seine PIMs. Der Vergleich mit
moglichen Annahmen an k4 und den Dimensionen der korrespondierenden PIMs
des zerlegten Endomorphismenrings reduziert die Moglichkeiten weiter. Schlief3-
lich kann die Berechnung von D' D aller moglichen Zerlegungsmatrizen und der
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Vergleich mit der Cartan-Matrix des Endomorphismenrings in unseren Féllen alle
Mehrdeutigkeiten ausschalten. Die resultierenden Zerlegungsmatrizen entnehme
man der anschliefenden Beispielsammlung.

Bestimmung der Gewichts-Green-Korrespondenten Nach Lemma 3.3.13
wissen wir, dass sich die Gewichts-Green-Korrespondenten aller Gewichtsmoduln
als direkte Summanden im Permutationsmodul wiederfinden. Um Alperins Ver-
mutung im Hinblick auf den Endomorphismenring untersuchen zu kénnen, miis-
sen wir diese Gewichts-Green-Korrespondenten identifizieren. GAP bietet mit
seinen Funktionen rund um ,TableOfMarks()*“ eine grofartige Hilfe. So kann
man die p-Untergruppen leicht extrahieren und die Charaktere der Faktorgrup-
pen des Normalisators einer solchen p-Untergruppe nach dieser Untergruppe auf
Defekt-0-Eigenschaft untersuchen. Uberdies stellt die Theorie bereits geniigend
starke Kriterien bereit, damit nicht alle Klassen von p-Untergruppen untersucht
werden miissen. Das obige Beispiel lésst sich konkret wie folgt behandeln.

gap> tom := TableOfMarks(g);;

gap> Factors(Size(g));

[ 2, 2,3, 5]

gap> ord := OrdersTom(tom);; 1 := Length(ord);;
gap> fil := Filtered([1l..1],i->IsInt(2°2/ord[i]));

(1,2, 4]

gap> for i in fil do q := RepresentativeTom(tom,i);;
>n := Normalizer(g,q);; fg := FactorGroup(n,q);;

> Print("i=",i, ", Size(q):",Factors(Size(q)),"\n");

>Display(CharacterTable(fg));;

SPrint ("skkkkkkskskkokkokkkkskokkkk\n \n") ;od;
i=1, Size(q):[ 1 ]

CT1

o w N
=N
'_L

la 2a 3a ba 5b
2P l1a la 3a bb ba
3P la 2a 1la 5b ba
BP 1a 2a 3a 1la 1la

X.1 11 1 1 1
X.2 3 -1 A *xA
X.3 3 -1 *A A
X.4 4 1-1-1
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X.5 5 1 -1

=
I

-E(5)-E(5)"4
(1-ER(5))/2 = -bb
Sk 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5K 5K 5 5k 3k 5k 5k 3k 3k Xk Xk Xk

i=2, Size(q):[ 2 ]
CT2

2 1 1

la 2a

X.1 1 1
X.2 1 -1

>k >k 3k 3k 3k 5k 5k ok 5k 3K 5k 5k >k %k %k >k >k >k sk k k

i=4, Size(q):[ 2, 2]
CT3

3 1 1 1

1la 3a 3b

X.1 1 1 1

X.2 1 A /A

X.3 1 /A A
A = E(3)

>k >k 3k 3k 3k 5k 5k ok 5k 3K 5k 5k >k %k %k >k >k >k sk k k

(-1+ER(-3))/2 = b3

Wir sehen, dass fiir ¢ = 1 ein projektiv einfacher Modul existiert und fiir i =
4 drei 1-dimensionale Gewichtsmoduln. Insgesamt gibt es vier Gewichtsmoduln
und damit ist jeder unzerlegbare direkte Summand von k% ein Gewichts-Green-

Korrespondent.

Nachdem eine Gewichts-Untergruppe ) gefunden ist, wird der Permutations-
modul k:g berechnet, den wir als Inflation tiber @) des reguliaren kN/@Q-Moduls
betrachten. Dieser Modul wird an die MeatAxe iibergeben, um die einfachen

Konstituenten zu bestimmen.

Wir fithren das exemplarisch an ¢ = 4 fiir das obige Beispiel durch:

gap> q := RepresentativeTom(tom,4);; n := Normalizer(g,q);;
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gap> weight := MeatAxeStringRightCoset(n,q,4);;
gap> Length(weight);

3

gap> FileString("tmp/weight_1",weight[1]);;
gap> FileString("tmp/weight_2",weight[2]);;
gap> FileString("tmp/weight_3",weight[3]);;

Mit der MeatAxe zerlegen wir diesen Modul.

“/tmp> chop -g 3 weight
sx% CHOP MODULE

Chop: Dim=3

Split: Subspace=1, Quotient=2
Chop: Dim=1

Irreducible (1a)

Chop: Dim=2

Split: Subspace=1, Quotient=1
Chop: Dim=1

Irreducible (1b)

Chop: Dim=1

Irreducible (1c)

Chopping completed: 3 different composition factors
Writing weight.cfinfo

Name Mult SF Fingerprint

la 1 1 0,1,0,1,0,1
1b 1 1 0,1,0,0,1,0
1c 1 1 0,1,0,0,1,0

Ascending composition series:
la 1b 1c

~/tmp> zpr weightlb.l gap_weightlb.1
~/tmp> zpr weightlb.2 gap_weightlb.2
~/tmp> zpr weightlb.3 gap_weightlb.3

Diese einfachen £N-moduln geben wir erneut an GAP zuriick, bilden mit der
Funktion ,,GModuleByMats()“ den entsprechenden Modul in GAP und induzie-
ren mit ,, InducedGModule()“ nach G.
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Exemplarisch fiihren wir das an dem Konstituenten , weight.1b“ vor. Analoge
Rechnungen miissen dann noch fiir ,weight.1a“ und ,weight.1c“ durchgefiihrt
werden.

gap> ml := ScanMeatAxeFile("tmp/gap_weightlb.1");;
gap> m2 := ScanMeatAxeFile("tmp/gap_weightlb.2");;
gap> m3 := ScanMeatAxeFile("tmp/gap_weightlb.3");;

gap> gmod := GModuleByMats([m1,m2,m3],GF(4));;
gap> ind := InducedGModule(g,n,gmod);;

gap> indl := MeatAxeString(ind.generators([1],4);;
gap> ind2 := MeatAxeString(ind.generators([2],4);;
gap> FileString("tmp/indlb_1",ind1);;

gap> FileString("tmp/indlb_2",ind2);;

Jetzt konnen wir die gleiche Prozedur wie bei der Berechnung des Permutations-
moduls durchlaufen und enden mit einer Zerlegung des induzierten Gewichtsmo-
duls in seine unzerlegbaren Summanden.

“/tmp> zcv indlb_1 indlb.1
5x5 permutation matrix over GF(4)
“/tmp> zcv indlb_2 indlb.2
5x5 matrix over GF(4)
~/tmp> chop -Q indlb
~/tmp> decompose indib
*%* PEAK WORD CONDENSATION x*xx

Peak word for indibla is 1 (a+b+ab), pol=x+1
Condensing indlbla: pwr=1, nul=1,
Transforming to standard basis
Peak word for indib2a is 7 (ab2+bab+bab2), pol=x+2
Condensing indlb2a: pwr=1, nul=1,
Transforming to standard basis
Peak word for ind1b2b is 7 (ab2+bab+bab2), pol=x+3
Condensing ind1b2b: pwr=1, nul=1,
Transforming to standard basis
Next constituent: indlbla
0
Vector 1 (seedcount=1) spins up to 3
Next constituent: indlb2a
0
Next constituent: ind1lb2b
0
Vector 1 (seedcount=1) spins up to 5
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**%% CHOP MODULE ***

Chop: Dim=1
Irreducible (1la)

Chopping completed: 1 different composition factors
Writing indlb.endo.lrr.cfinfo

Name Mult SF Fingerprint
la it 1 0,1,0,1,0,1

Ascending composition series:
la
*%* PEAK WORD CONDENSATION x*xx

Peak word for indlb.endo.lrrla is 1 (atata2), pol=x+1
Condensing indlb.endo.lrrla: pwr=1, nul=1,
Transforming to standard basis

Socle 1: 1 = 1a

The 0-th direct summand is: 5a

Die Interpretation ist bei dem obigen Beispiel einfach, denn der induzierte Sum-
mand ist schon unzerleghbar und somit der Gewichts-Green-Korrespondent des
Gewichtsmoduls ,, weight.1b“ mit Vertex ) der Ordnung 4. Die iibrigen Ergeb-
nisse fiir A5 in Charakteristik 2 entnehme man der Beispielsammlung auf Seite
133.

5.5 Anmerkung zu den Ergebnissen

Wir werden die Berechnung von G := Spg(2) ausfiihrlich kommentieren und die
Darstellungsweise, die auch bei allen anderen Beispielen gewéhlt wurde, erlautern.
Dadurch koénnen wir die Ergebnisse der iibrigen Berechnungen in knapper Dar-
stellungsweise aufnehmen.

Alle Kommentare heben wir durch kursive Schreibweise hervor. In diesem Ab-
schnitt seien p eine Primzahl, (K, O, k) ein p-modulares Zerfallungssystem von
G und P € Syl (G). Den OG-Endomorphismenring des Permutationsmoduls Of
bezeichnen wir mit €.
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G = Spg(2), P € SyL,(G), |G| =27 -3%.5.7

Es sei F' ein (beliebiger) Korper. Erlaubt die Grifle des Beispiels die Berechnung
der Dimension des Zentrums von ¢ := Endpg(FS), so fihren wir die Dimensi-
on hier auf. Dann bezeichnet dimp(Z$) die Dimension des Zentrums von €F. Ist
die Dimension von der Charakteristik abhdingig, so werden die unterschiedlichen
Dimensionen einzeln aufgelistet. Wenn maoglich, werden auch die Dimensionen
der Endomorphismenringe Endpq(FY) und Endpy(F§) fir N := Ng(P) aufge-
nomimen.

Konstituenten des Permutationscharakters:

dim |1 15 27 35 84 120 168 216 280 512
VFH|[1; 1, 21 31 3, 13 33 25 34 1l

Der (gewdhnliche) Permutationscharakter 14 wird in seine irreduziblen Konsti-
tuenten zerlegt. Dabei steht dim fiir die Dimension des entsprechenden Konstitu-
enten und VFH fiir die Vielfachheit, mit der dieser Konstituent in 14 vorkommt.
Diese Vielfachheiten werden mit Indizes versehen, weil sie genau die Dimen-
sionen der gewéhnlichen irrreduziblen €% = Endgq(K$)-Charaktere sind, die
wir dadurch nummerieren und thre Korrespondenz zu den gewdhnlichen KG-
Charakteren angeben (vergleiche Satz 2.1.6).

Kénnen wir die gewéhnliche Charaktertafel von X berechnen und dibersichtlich
darstellen, so ist diese hier abgedruckt. Die Spalten der gewohnlichen Charakter-
tafel sind mit den Basiselementen der Standardbasis indiziert (Satz 2.1.22). Die
letzte, abgesetzte Spalte gibt die Dimension des zu p; € Irrg(€X) korrespondie-
renden gewohnlichen Charakters von KG an. Unser Beispiel erlaubt wegen seiner
Grdfie diese Berechnung nicht.

p=2,G=8pg(2), P €Syly(G), |G| =2°-3"-5.7

kG |1 512 748 568 314 496 134 62
1 1 8 6 6 4 4 2
512 1

6 10 8 8 6 5 4
8 3 2 2 2 3 1
14 8 2 2 2 1

48 4 2 2 2 1

64 2 3 1 1

112 2 1 2

soc [1 512 48 64 14 112 8 6
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In der Matriz, die mit kG bezeichnet ist, finden wir die Auflistung der Konsti-
tuenten der unzerlegbaren direkten Summanden von kS. Dabei sind die Spalten
dieser Matrix mit den Dimensionen dieser direkten Summanden nummeriert. Ez-
ponenten an diesen Dimensionen deuten auf die entsprechende Vielfachheit des
Summanden in kS hin. In allen Beschreibungen und Auswertungen benennen
wir Moduln mit ihrer Dimension. In der letzten Zeile findet man zusdtzlich den
Sockel des jeweiligen direkten Summanden. Im obigen Beispiel sind alle Sockel
einfach. Ist ein Sockel nicht einfach, so steht, wenn nicht anders gesagt, das @ “-
Zeichen zwischen den einzelnen Konstitutenten. Beachte, dass nach Lemma 3.4.3
die Anzahl der einfachen kG-Konstituenten der unzerlegbaren direkten Summan-
den von k$ gleich der Anzahl aller einfachen kG-Moduln ist. Alperins Vermutung
behauptet folglich, dass die Anzahl der inneren Zeilen (zwischen den waagerechten
Trennungsstrichen) von kG gleich der Anzahl der Gewichtsmoduln ist.

C§l1 1, 11, 7, 11, 5 Ty b5y

Iy

1, 1

1y 4 2 2 2 1
1, 2 3 1 1

1s 2 1 4 2 2
1g 2 1 2

1, 1 2 3 1
1g 2 1 2

kG |1 512 748 568 314 496 134 62
20 |20 29 22 23 2 24 2 2
SOC ]_1 12 ]_3 14 ]_5 16 17 ]-8
hd ]_1 12 ]_3 14 ]_5 16 17 ]-8

CS§ ist die Cartan-Matriz des Endomorphismenrings €* = Endyq(kS). Sie birgt
wohl die wichtigste und aussagekrdftigste Struktur fir diese Arbeit. Unten schlie-
fen sich noch verschiedene Zeilen an, die fiir die Untersuchung der Gewichts-
Green-Korrespondenten von besonderer Bedeutung sind. Zum einen korrespon-
diert nach dem Satz von Fitting 1.2.5 jeder PIM des Endomorphismenrings zu ei-
nem unzerlegbaren direkten Summanden von k. Diese Korrespondenz wird durch
die mit kS indizierte Zeile unter dem zweiten Trennungsstrich verdeutlicht, in-
dem wir jeden direkten Summanden des Permutationsmoduls in die Spalte seines
korrespondierenden PIMs schreiben. Fett gedruckt sind dabei diejenigen unzerleg-
baren direkten Sumanden, die gleichzeitig Gewichts-Green-Korrespondenten sind.
Darunter finden wir eine Zeile mit der Indizierung p*. Fin Fintrag in dieser Zeile
gibt die p-Potenz der Dimension des entsprechenden direkten Summanden von k%
wieder.

In der dritten Zeile unter dem zweiten Trennungsstrich in der Cartan-Matriz fin-
den wir die Sockel der PIMs, aufgespalten nach ihren Konstituenten. So kann der
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Leser direkt die Aquivalenzklassen aus Abschnitt 5.3 ablesen und hat gleichzeitig
die p-Potenzen der Dimensionen der zugehdrigen unzerlegbaren direkten Sum-
manden vor Augen. Schliefilich stehen in der letzten Zeile die Kopfe der PIMs
von ¥, die nach Theorie stets einfach sind. Schematisch haben wir folgende Ma-
triz:

c§ Dimensionen der PIMs von &*
T
<3
£
Q
kS Dimensionen der zugehdorigen Summanden von k&
p* héochste p-Potenz in der Dimension des kG-Summanden dariber
soc Sockel des PIMs von &*in dieser Spalte
hd Kopf des PIMs von &* in dieser Spalte

Danach folgt die Zerlegungsmatrixz von €.

D¢ |1 512 568 748 314 496 134 62
11 1,
512 1 1,
15 1 1,
27 1 112
35 1 1 13,
84 1 1 1 3,
120 1 1y
168 11 1 35
216 1 1 %
280 11 1 3,

1, 1, 13 1, 15 1 1, Ig

IT= [19]

Die Matriz D§ ist die Zerlegungsmatriz des Gitters O%. Die Spalten werden oben
mit den unzerlegbaren direkten Summanden des Permutationsmoduls O% numme-
riert. Ihre Zerleqgung in gewdhnliche irreduzible Charaktere finden wir, wenn wir
die linke Nummerierung der Zeilen betrachten, in denen genau die Konstituenten
des Permutationscharakters 1§ stehen. Gleichzeitig gibt diese Matriz auch die
Zerlegungsmatriz des Endomorphismenrings € wieder, wenn wir stattdessen die
rechte Nummerierung der Zeilen betrachten. Die Bezeichnung der Moduln folgt
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derjenigen aus der Tabelle ,Konstituenten des Permutationsmoduls“. Die Indizie-
rung der einfachen E*-Moduln finden wir in der untersten Zeile der Zerlegungs-
matriz. ,Links oben® gehort zu OG, ,rechts unten® zu €. Die Zerlegungsmatrix
liest sich also wie folgt:

DS | Dimensionen der unzerlegbaren Summanden von O%
oo, T 8
~ S
= . ]
> S
SeT <=
NI s
S § ®
~ Q
Dimensionen der einfachen &*-Moduln

Wir haben fiir viele Zerleqgungsmatrizen auch deren Invariantenteiler bestimmdt,
die wir mit IT“ bezeichnen. In obigem Beispiel sind alle Invariantenteiler der
Zerlegungsmatriz von € gleich 1.

Der Zerlegungsmatriz folgt die Bestimmung der Gewichts-Green-Korresponden-
ten und eine Uberprifung der Vermutung aus Abschnitt 5.3. Fiir obiges Beispiel
qilt Folgendes:

Bemerkung: Weil Spy(2) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteri-
stik ist, ist der Endomorphismenring &* quasi-Frobenius. Nach der Bemerkung
auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.

Der unzerlegbare direkte Summand 512 von k$ ist ein projektiv einfacher Ge-
wichtsmodul. Der Gewichts-Green-Korrespondent 496 hat einen Vertex (), der
Ordnung 2°. Fiir die Induktion des Gewichtsmoduls nach G gilt:

16 oG —
S0 = 496 @ 512,

S bezeichnet den einfachen kNg(Q1)-Modul mit Vertex @1, also einen Gewichts-
modul. Dabei benutzen wir stets die Abkirzung N := Ng(P), falls eine p-Sylow-
gruppe P Vertex des Moduls ist. Die links an S hochgestellte Zahl ist die Dimen-
sion des Gewichtsmoduls. Haben mehrere Gewichtsmoduln gleicher Dimension
konjugierte Vertizes, so haben die an S hochgestellten Dimensionen einen Indez.
In diesem Fall enstspricht die Reihenfolge weitgehend der in den konkreten Rech-
nungen ausgegebenen Rethenfolge, so dass man mit Zugriff auf die Dateien die
Moduln wiederfindet.

In der Zerlequng des induzierten Gewichtsmoduls steht der Gewichts-Green-Kor-
respondent zuerst und ist in Fettschrift abgedruckt. Die Beispiele werden vor allem
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in Hinsicht auf die Figenschaft ,,Gewichts-Green-Korrespondenten kommentiert.
In diesem Zusammenhang werden wir hiufig von ,Aquivalenzklassen® der PIMs
von Endomorphismenringen, der ,Vermutung® und der ,Beobachtung® sprechen.
Gemeint sind damit immer die Bezeichnungen aus Abschnitt 5.5.

Der Gewichts-Green-Korrespondent 568 hat einen Vertex Q5 der Ordnung 2°. Die
Induktion des Gewichtsmoduls nach G ergibt:

8 @G —
S0 = 568 @ 512.

Weiterhin ist 748 ein Gewichts-Green-Korrespondent mit Vertex (3 der Ordnung
27. Die Induktion des entsprechenden Gewichtsmoduls nach G ergibt:

4 QG _
SS (0. = TA8 @ 512,

Die unzerlegbaren direkten Summanden 134, 314 und 62 haben Vertizes der Ord-
nung 28, die aber untereinander nicht konjugiert sind. Die Induktionen der jewei-
ligen Gewichtsmoduln nach G ergeben:

2 QG

SSe0n = 134D496 @ 748 ® 512,
2 QG —

Se@s = 314@496® 568 @ 512,
2 QG

SNe = 62®512 568 748.

Die Gewichtsmoduln 2S]C\T;G(Qi) haben fir 5 < 1 < 6 eine hochgestellte Dimen-
sionsangabe ohne Index, weil die entsprechenden Vertizes untereinander nicht

konjugiert sind.

Fiir den trivialen Modul gilt 'S¢ = k%, weil Ng(P) = P ist.
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5.6 Datensammlung

5.6.1 G = A;

G = A5, P € SylL,(G), |G| =22 35

Dimensionen der Zentren:

dimp(ZY) = 3

Konstituenten der Permutationscharaktere:

16 . dim|1 4 5
P VFH|1; 1y 2
1N . dim 11 12 13
P VFH|1; 1y 14
16 - dim| 1 4
N* VFH |1, 1,
Charaktertafeln:
i a2 a3 as a5 ag|x(D)
o, M| 1 1 1 4 4 4|1
Endya(KE) - w1 1 1 -1 -1 —1|4
us| 2 -1 -1 0 0 O0]5
‘ a; Gz as ‘ x(1)

Ny, m| 11 11 _
EHdKN<KP) : s 1 A A2 12 A= E<3)
J2%; 1 A2 A 13
‘ a; ‘ x(1)

Endgn(KS): 411
w| 1 =114
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p=2,G=A4; PeSy,(G), |G| =22-3-5

Die 2-Sylow-Gruppe von G ist isomorph zu einer Kleinschen Vierer-Gruppe und
insbesondere elementar-abelsch.

EG 11 4 5, 5 CS11, 1y 29 29

1,11 1 1 1, | 1

4 1 1, 1

21 1 1 15 1 1

22 1 1 14 1 1

soc |1y 4 27 29 k:g 1 4 5; 5,

hd| 1 4 25 2 2¢ 120 922 20 90
soc|1; 1y 13 14
hd|1; 1, 1, 13

Beachte: Die PIMs 2; und 25 des Endomorphismenrings haben in Charakte-
ristik 0 den gleichen Charakter, ebenso die beiden unzerlegbaren direkten Sum-
manden 5; und 5, von k%.

Wegen A5 = Slp(4) ist A5 eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik.
Folglich ist ¢* nach Satz 3.4.8 quasi-Frobenius, aber nicht symmetrisch, da die
Diagonaleintrédge c33 und cy4 in der Cartan-Matrix nicht gréfler als 1 sind.

DE|1 4 5, 5,
111 1,
4 1 1y IT =[1,1,1]
5 1 1|2
I, 1, 13 14

Weil G eine Gruppe mit zerfallendem BN-Paar ist, stimmt die Vermutung 5.3.1
(vergleiche auch Seite 115).

Ll = 194,
126¢ 51,
13516\7; = 52.
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Fiir den Endomorphismenring Endyq(k§) gilt:

kG|1 4 CSl1 1y D11 4 IT = [1,1]
1|1 1|1 1,
1 1y 1 4 1|1,
1 1, 1,

G =As, PeSyl,(G), |G| =22-3-5

Dimensionen der Zentren:

Ny
p)=

5
2
3

Konstituenten der Permutationscharaktere:

o, dm|1 3 3 45
PP VFH[1; 1, 13 2 14

1N. dim 11 12
P VFH|1; 1

. dm|1 4 5
NTUVFH |1, 1 1
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Charaktertafeln:
EHdKG (Kg) :

EHdKN<Kg) :

EHng<Kﬁ) :

a; (s5)) as ay Qs Qg a; as X(l)
w1 3 3 3 3 3 3 1|1
pwa| 1 —1 1 -1 A —A 1 113
pus| 1 —1 1 -1 —-A A 1 —-113
we| 1 -1 -1 -1 1 1 -1 115
ws | 2 2 -1 2 -2 =2 -1 04

A= —E(5)+ E(5) + E(5)° — E(5)*

a Clg‘X(l)
m| 1 11
| 1 —1]1

G ax az|x(1)
w16 3|1
w1 1 —24
us| 1 -2 15

EG 131 3, 1 4 9 cSl1 1, 13 2 3
311 1)1
39 1 15 1
1 1 1 13 1
4 1 2 14 1 1
soc |31 32 1 4 4 15 1 2
hd |3, 3, 1 4 4 K11 3, 3, 4 9
313 3 3 39 32
SOC ]_1 ]_2 ]_3 15 15
hd ]_1 ]_2 ]_3 14 15
Beachte: Die Untersuchung der Sockel von &* zeigt, dass der Endomorphis-

menring nicht quasi-Frobenius ist; die unzerlegbaren direkten Summanden 4 und
9 von k§ haben beide den irreduziblen Summanden der Dimension 4 als Sockel.



5.6. Datensammlung 137

DS|1 3; 3, 4 9
11 i
3, 1 1,
3y 1 15 IT =[1,1,1,1,1]
4 1 112
5 1|1,
L 1, 13 1; 1,

Die beiden direkten Summanden 3; und 32 sind einfache PIMs von kG. Die iibri-
gen Gewichts-Green-Korrespondenten 1 und 4 liegen im Hauptblock und haben
eine p-Sylowgruppe als Vertex. Zudem gilt

hsG =109,
so dass wir schliefen kénnen, dass 9 ein projektiver Modul ist. SchliefSlich ist
280 =4®3,33,.

Beachte, dass die PIMs 2 und 3 des Endomorphismenrings beide 15 als Sockel-
konstituenten haben und somit eine Aquivalenzklasse bilden. Der zu 2 korre-
spondierende unzerlegbare direkte Summand 4 in k% ist ein Gewichts-Green-
Korrespondent, der zum PIM 3 korrespondierende direkte Summand 9 nicht.
Dabei wird 9 von p = 3 geteilt, 4 jedoch nicht. Insgesamt wird die Vermutung
aus Abschnitt 5.3 hier bestétigt.

Fiir den Endomorphismenring Endyq(k§) gilt schlieflich:

EG|1 4 | 1 DS |1 4 IT=[,1]
1‘1 1,1 11

4 1 19 1 4 1

G=As, PeSyl(Q), |G| =22-3-5

Dimensionen der Zentren:
dimp(Z%) = 4
dimp(Z¥) =2
dimp(Z%) = 2
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Konstituenten der Permutationscharaktere:
dim|1 3; 3, 5

1G.
P* VFH[1; 1, 13 14
1N. dim 11 12
P VFH |1, 1
16 - dm|1 5
N VFH |1, 1,
Beachte: Die Endomorphismenringe sind kommutativ.
Charaktertafeln:
ap  ay  ag  ay | x(1)
pr | 1 5 5 111
Endgg(KS) : | 1A —A —113
M3 1 —A A -1 32
e 1 =1 —1 115
A:E(5)—E(5)2—E(5)3+E(5)4
EHdKN(Kg)I a ao X(l)
pr | 1 1|1y
pe | 1 =111
Endgq(K§) : a;  ay | x(1)
w1 511
125) 1 -1

p=5,G=As; PeSyl(G), |G|=2%-3-5

Beachte, dass die 5-Sylow-Gruppe zyklisch ist.

KG 11 5 6 CSl1, 1, 2 D1 5 6
1|1 1|1 1|1 1,
5 1 1y 1 5 1 1o
3 2 13 2 3 1|13

soc|1 5 3 K511 5 6 3 1|1y

hd |1 5 3 57|50 5 50 I 1y 13

soc|1l; 15 13
hd [1; 1y 13

IT =11,1,1]
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Wegen A; = PSLy(5) ist As eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakte-
ristik und somit ist &* quasi-Frobenius (vgl. Satz 3.4.8). Zudem ist Vermutung
5.3.1 nach der Bemerkung auf Seite 115 richtig. Fiir die Induktionen der Ge-
wichtsmoduln nach G gilt:

"SNe = 1©35,
“Sf@ = 6

Fiir den Endomorphismenring von £ gilt schlieBlich:

kS | 5 c§ |2 D§ |5 IT =1
112 1)1 1)1
1 1|1 411
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5.6.2 G =55
G =35;, PeSyl,(G), No(P)=P, |G| =2%-3-5

Dimension des Zentrums:

Konstituenten des Permutationscharakters:

1G:1G’.
PZONT VFH(|L 1o 13 14

Beachte: Der Endomorphismenring ist kommutativ.
Charaktertafel:

a; ay az ag|x(1)
w1 2 4 8|1
EHng(Kg):EHng<K]€)Z M2 1 2 -1 2|4
ps| 1 -1 =2 2|5
pal 1 -1 2 =25

p=2 G=2385 PeSyl,(G), |G =235

S|4 1 10 511y 1, 2 D$l1 4 10 IT = [13]
4,11 1,1 11 1,
1 1 2 19 1 4 1 19
4y 2 15 2 5, 1|15
SOC 41 1 42 k?g 1 4 10 52 1 14
hd |4, 1 4, 2|20 22 2 1, 1, 13
soc|1; 1y 13
hd |1, 1, 13
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Bemerkung: Wegen S5 = PGLy(5) ist S5 eine Chevalley-Gruppe in definie-
render Charakteristik und &* ist folglich quasi-Frobenius (vergleiche Satz 3.4.8)
und die Vermutung 5.3 nach der Bemerkung auf Seite 115 richtig.

Der 1-dimensionale Modul 1; von & ist ein einfacher PIM, ohne dass der korre-
spondierende 4-dimensionale Modul in kG einfach und projektiv ist. Die beiden
anderen unzerlegbaren direkten Summanden von k4 liegen im Hauptblock. Fiir
die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: Der 4-dimensionale direkte
Summand hat einen Vertex (); der Ordnung 2. Wir haben

2SNy = 4@ 16.

Der 10-dimensionale direkte Summand hat einen Vertex ()o der Ordnung 4. Wir
haben

21 @ _

) N(Q2) = 10.

Fiir den trivialen direkten Summanden gilt:

IS¢ =1@4@10.

G=5s, PeSyly(G), |G| =235

Dimensionen der Zentren:
dimF(Zg) =7

Konstituenten der Permutationscharaktere:

1G. dim 11 12 41 42 51 52 6
P VFH|1; 1, 2, 29 13 1, 23

1N. dim 11 ]_2 13 ]_4
P "VFH |1, 1, 13 1,

. dm|1 4 5
NCUVFH |1, 1; 1y
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Beachte:

Endomorphismenringe Endgn(KY) und Endgq(K§) kommutativ.

Die 3-Sylow-Gruppe ist zyklisch vom Typ (5. Auflerdem sind die

Charaktertafeln:
Endgg(KS) :
a1 g2 a3 A4 a5 G Oy dg A9 ajg a1 a2 a3 aig ais age | x(1)
w1l 1 1 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1 1]1
w| 1 -1 -3 3 -3 3 3 -3 -3 3 -3 3 3 -3 -1 1(1
us | 2 2 2 2 2 2 -1 -1 -2 -2 -2 -2 -1 -1 0 0|4
a| 2 =2 =2 2 =2 2 -1 1 2 =2 2 -2 -1 1 0 0|49
ps | 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 1] 5;
e | 1 —1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1] 59
wr | 2 0 0 -2 0 -2 2 0 0 0 0 0 2 0 0 —-21|6
aq ao as ay X(l)
M1 1 1 1 1 ]_1
EHdKN<Kg) . j25) 1 -1 -1 1 ]_2
J%; 1 1 -1 —1 13
e | 1 —1 1 —11]14
a g az|x(1)
Endga(K§) : Z; 1 ? _; i
ps | 1 6 B )
p=3,G=25s PeSyly(G), |G| =23-3-5
EG 162 1, 9, 41 15 9y 4 CS1, 1, 22 25 31 23 3y
61 1,11
14 1 1 1, 1
44 1 2 1
1, 1 15 1 1
4, 1 14 1 2
soc| 6 11 41 41 12 42 42 15 1 1
hd 6 ]_1 41 41 12 42 42 16 1 2
klcj 1, 1, 6 4, 91 45 9
313 30 3 30 32 30 32
SOC 11 12 21 14 14 16 16
hd |1, 1, 27 13 1, 15 14
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Bemerkung: Wegen isomorpher Sockel von 4; und 9; bzw. 45 und 9, kann der
Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius sein. Insbesondere ist er auch nicht
symmetrisch.

DS|1; 1, 6 47 91 45 9
1|1 1,
15 1 15
6 1 25
4, 1 1 2, IT = [17]
51 1 13
4, 1 112
59 1|1,
I, 1, 2 13 1, 15 14

Beachte: Die Sockel von 2, und 3; sowie 23 und 35 sind isomorph, so dass die
beiden Paare jeweils zweielementige Aquivalenzklassen von PIMs bilden. Die zu
25 bzw. 23 korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden 4, bzw. 45 von
k% sind Green-Korrespondenten von Gewichtsmoduln, die beiden anderen nicht.
Beachte, dass 3 1 4, jedoch 3 | 9 gilt, womit sich die Vermutung und Beobachtung
aus Abschnitt 5.3 bestétigen. Alle kG-Moduln, bis auf den projektiv einfachen der
Dimension 6, liegen im Hauptblock und haben P als Vertex. Fiir die Induktionen
der Gewichtsmoduln nach G gilt:

hSG = 1,89,
2S5 = 4,96,
38T = 4,86,
LG = 1,9 09,.

Insbesondere sind 9; und 95 projektiv.

Fiir den Permutationsmodul £§ und seinen Endomorphismenring gilt:

G109 cg|1 2 D§|1 9 IT=[1,1]
1,1 1, |1 11

41 2 | 2 41 1

| 1 50 1
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G=25s PeSyl(G), |G| =2°-3-5

Dimensionen der Zentren:
dimF(Zg) =5

Konstituenten der Permutationscharaktere:

1G. dim 11 12 51 52 6

P VFH |1, 1o 13 15 2

1N. dim 11 12 13 14

P VFH| 1, 1, 13 1,

16 - dim|1 5

N© VFH |1, 1,

Charaktertafeln:

Enng(Kg): aq o as ay as g arz asg X(l)
m| 1 5 5 5 5 1 1 1|1,
w| 1 =5 5 =5 5 —1 -1 1|1,
us| 1 -1 -1 -1 —1 1 1 115
w1 1 -1 1 -1 =1 =1 1|5,
sl 2 0 0 0 0 0 0 =26

EndKN(Kg): aq (o)) as ay X(l)

1251 1 1 1 1 ]-1
w1 -1 =1 1|1
ps| 1 —E(4)  E(4) —1|13
| 1 E(4) —E(A) —1|14

Endge(KS) : lar ax | x(1)
| 1 5|1
M2 1 —-11]5
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p=>5G=25s PeSyly(Q), |G| =23-3-5

kG |[1, 1y 5, 5y 61 65 CSl1 1y 13 1, 29 29
1,1 1,1
19 1 19 1
51 1 13 1
5o 1 14 1
31 1 15 1 1
35 1 1l 1 1
soc|1; 1y 5y 5y 31 39 kG 11, 12 51 5y 61 6,
hd |1, 1o 5; 5y 35 34 5215 50 5 5 59 5°
SOC ]_1 ]_2 ]_3 ]_4 ]-6 ]_5
hd ]_1 ]_2 ]_3 ]_4 ]_5 ]-6
Beachte: Wegen der Eintrige cs5 und cg6 wissen wir, dass der Endomorphis-

menring nicht symmetrisch ist. Allerdings ldsst sich aus der Cartan-Matrix die
hier relevante Struktur von &* bis auf Morita-Aquivalenz bestimmen. Dabei ist
der 4-dimensionale Block von Bedeutung.

Die Konstituenten der PIMs dieses Blocks zeigen, dass es nichttriviale Homomor-
phismen von 2; nach 2, und von 25 nach 2; gibt. Bezeichnen wir Basen von 2;
mit (e;,7;) mit e? = ¢; und e;e; = &, je; fiir 4,5 = 1,2, so liisst sich mittels obi-
ger Homomorphismen die rechtsregulire Darstellung von ¢* bestimmen. Damit
finden wir einen Isomorphismus zwischen ¢* und der Matrix-Algebra iiber k, die
von den Matrizen

1
erzeugt wird. Beachte, dass alle einfachen Moduln eindimensional sind, so dass

Morita-Aquivalenz bereits aus Algebra-Isomorphie folgt. Vergleiche auch die ent-
sprechend strukturierten Blocke bei G = Us(5), p = 5, Seite 269.

D¢|1; 1, 5, 5, 6; 6,
L1 i
1, 1 1,
51 1 15 IT =[1,1,1,1,1]
59 1 14
6 1 112
L 1L 1; 1, 1; I
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Beachte: Beide 1-dimensionalen (nicht-projektiven) kG-Moduln korrespondie-
ren zu einfachen PIMs im Endomorphismenring. Auflerdem haben die beiden
6-dimensionalen unzerlegbaren direkten Summanden von k% in Charakteristik 0
denselben Konstituenten. Damit bestétigt sich die Vermutung 5.3.1.

Alle nicht-projektiven Gewichtsmoduln haben P als Vertex (P ist kommutativ,
vergleiche die Bemerkung auf Seite 61) und fiir die Induktionen der jeweiligen
Gewichtsmoduln nach G gilt:

hs¢ = 1,@5,
BSY = 1285,
13S]C\;7 - 617
145}\? - 62.

Fiir den Permutationsmodul &§ und seinen Endomorphismenring gilt schlieBlich:

G105 gL 1 DS |1 5 IT=][1,1]
11 1] 1 11
50 1 1y 1 50 1
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5.6.3 G = Ag
G = Ag, P € Syl,(G), Ng(P) =P, |G| =23-32.5

Dimension des Zentrums:

dimp(Z) = 6

Konstituenten des Permutationscharakters:

dlm‘l 51 52 81 82 9
VFH[1; 1, 13 14 15 2

Charaktertafel:
ap 6y a3 a4 as ag Ay ag g | x(1)
pr | 1 2 8 8 8 2 4 4 8|1
pe| 1. -1 —4 2 2 2 =2 =2 2 | 5g
us| 1 -1 -1 A B -1 1 1 —118&
el 1 =1 =1 B A -1 1 1 —118,
s | 2 1 2 —4 —4 1 0 0 219
e | 1 2 2 2 2 -1 -2 -2 —4|5

A=E(5)-2xFE(5)? -2 FE(5)3+ E(5)!
B=-2xFE(5)+E(5)?*+ E(5)*—2xE(5)!

p=2,G=A P€SyL(G), No(P)=P, |G| =235

KG 181 8 1 14; 14 CSl1, 1, 13 31 3y

8|1 1, |1

85 1 1y 1

1 1 2 2 15 1

44 2 1 14 2 1

4, 1 2 15 1 2

soc |8 8 1 4y 4 EG |11 8 8 14; 14,

hd |8 8 1 4 4, 2 (20 23 923 9 2
SOC 11 ]_2 ]_3 ]_4 ]_5
hd |1, 1, 13 1, 15
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Die Eigenschaft des Endomorphismenrings quasi-Frobenius oder symmetrisch zu
sein, konnen wir mit Hilfe der Sockelkonstituenten oder der Cartan-Matrix alleine
nicht ausschlieen. Beachte jedoch, dass Ag = Sp,(2)’ gilt.

DG |1 8 8 14; 14,
1|1 1
8, 1 14
85 1 15
5, | L IT =[1,1,1,1]
D9 13
9 1 1 |2
i 1, 13 1, 1Is

Alle unzerlegbaren direkten Summanden von k% sind Gewichtsmoduln. Beachte,
dass dies im Einklang mit Alperins Vermutung und der Uberlegung nach Satz
3.4.5 steht, falls * quasi-Frobenius ist. Insbesondere gilt fiir die Gewichts-Green-
Korrespondenten:

Die beiden direkten Summanden 8; und 8, von kg sind projektiv einfache kG-
Moduln. Des Weiteren haben die beiden direkten Summanden 14; und 145 von
kS Vertizes Q; bzw. Qy der Ordnung 4, die aber in G nicht konjugiert sind. Es
gilt:

25]%(@1) = 141 S¥ 81 ¥ 827
QS]C\Y;(QQ) == 142 EB 81 EB 82.

Fiir den trivialen kG-Modul gilt:

1SC =1®8, @8, @ 14, @ 14,.
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G = Ag, P €Syly(G), |G| =2°-32-5

Dimensionen der Zentren:
dimF(Zg) =5

Konstituenten der Permutationscharaktere:

6. _dim[1 5 5 9 10
Pr O VFH (1, 1, 13 1, 2

1N, dim 11 12 13 14
PYOVFH L, 1, 13 1,

1< dim|1 9
N'UVFH| 1L 1,

Charaktertafeln:

EHng(KICj)Z a (s5)) as ay as Qg a; as X(l)
w1 1 9 9 9 9 1 1)1
po | 1 1 -3 -3 3 3 -1 —-1]|5g
ps | 1 1 3 3 =3 =3 —1 —1]59
pa | 1 1 -1 -1 -1 -1 1 119
ws | 2 —2 0 0 0 0 0O 0110

EHdKN(Kg) : a as as ay X(l)
w1 1 1 1114
po | 1 1 -1 —111,
ps| 1 -1 B() —B() |1

a Clg‘X(l)

Endgo(KS$): w| 1 91

e | 1 =119
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p=3,G=A PeSyly(G), |G| =23-3%-5

kS 19 1 10, 10, 105 CSl1 1, 29 25 23

911 1|1

1 1 2 1y 1

4 2 1 1 15 2

31 11 14 1 1

35 11 15 1 1

soc|9 1 4 3; 3 kK511 9 10, 10, 103

hd|9 1 4 35 3 3* 30 32 30 30 30
SOC ]_1 12 13 15 14
hd|1; 1, 13 1, 1j

Beachte: Wegen Ag = PSLy(9) ist Ag eine Chevalley-Gruppe in definierender
Charakteristik. Daher ist €* nach Satz 3.4.8 quasi-Frobenius. Wegen ¢, 4 = c55 =
1 ist &* jedoch nicht symmetrisch.

DS|1 9 10; 10, 104
1] 1 1
9 1 14
5 1 1 IT =[1,1,1,1,0]
5, 1 15
10 11 |2
L, 1, 13 1, 15

Bemerkung: Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier
richtig. Der unzerlegbare direkte Summand 9 ist projektiv einfach. Alle iibrigen
haben die 3-Sylowgruppen als Vertex. Fiir die Induktionen der jeweiligen Ge-
wichtsmoduln nach G gilt:

hs¢ = 1909,
255 = 104,
BST = 10y

lig¢ = 10s.
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SchlieBlich gilt fiir den Permutationsmodul k§ und seinen Endomorphismenring
Endkg(k:f,):

kS | 10 Cc§ |2 D§ |10 IT =[1]
1] 2 1]2 1] 1

41 1

42 1

G = As, P € Syly(G), |G| = 2%-3%-5

Dimensionen der Zentren:
dimp(Z$) = 7 fiir char(F) #
dimp(Z$%) = 8 fiir char(F) =
dimp(Z
(

)
P

3
3

2
6

Konstituenten der Permutationscharaktere:

1G. dim 1 51 52 81 82 9 10
P* VFH|1; 1, 13 21 25 1, 25

1N. dim 11 12
P VFH|1; 1,

1G. dim 1 51 52 81 82 9
N VFH[1; 1, 13 1, 15 14
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Charaktertafeln:

~—~
—
~ 4 H &N —~ & (@]
X|— 10 1O 0 0 S
G [
1) I _
1) [
RO~ = QY — N
=l > =
10 10
rM.b.ﬂrOBAlO /E\H\
IT*
15110 — O 4332
s TTYS S5 n +
(((3
Sho — — M N O EEE\,MU/
™
(@] (@]
I
B
00 — i
TR T L
_ ***IT
BN I I
S o)
ok
%5112230 ~ ¥
[ _ K~
Il
5511AB12
S _ O AQ
F|rH —~ - O O —~ AN
s _
%554ABJ.0

Enng(Kg) .
aq
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Endga(K§) :

aq o as
1 5 10
1 5 —2
1 -1 -2
1 -1 A
1 -1 B
1 -1 2
—E()+2+E
= 2%

g 05 Qg
5) o 10
-1 -1 -2
—1 5 =2
2 -1 B
2 -1 A
-3 -1 2

(5)2 + 2% E(5)? — E(5)*

E(5) — E(5)% — E(5)® + 2« E(5)"
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p=5,G=As PcSyl(G), |G| =23-3%-5

EG |11 5, 5y 10% 25 16 CSl1, 1, 13 22 5 4

1)1 1 L] 1

51 1 1y 1

5, 1 13 1

10 1 2 1

8 3 2 1y 3 2

soc|1 5; by 10 8 8 15 2 2

hd|1 5, 5 10 8 8 KG|11 5, 5, 10 25 16
57159 5 5 5 52 50
SOC ]_1 ]_2 13 2 14 14
hd |1, 1, 13 2 1 15

Bemerkung: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten von &* zeigt, dass al-
le Sockel einfach sind. Allerdings haben die PIMs 4 und 5 isomorphe Sockel, so
dass wir ausschlieen konnen, dass der Ring quasi-Frobenius und damit symme-
trisch ist (obwohl man allein mit Hilfe der Cartan-Matrix nicht hétte ausschlieBen
konnen, dass er symmetrisch ist).

D$|1 5, 5, 10 25 16
1)1 1,
5 1 1,
59 1 13
10 1 23 IT =1,1,1,1,1,1]
8 112
85 112
9 1 1y
L 1, 13 2 1, 1

Bemerkung: Nur der unzerlegbare direkte Summand 25 von k§ ist kein Ge-
wichts-Green-Korrespondent. Die zu 25 und 16 korrespondierenden PIMs von &*
haben isomorphe Sockel, wobei 25 von einer hcheren 5-Potenz geteilt wird als 16.
Insgesamt werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 bestétigt.
Die unzerlegbaren direkten Summanden 51, 5, und 10 von k% sind projektiv ein-
fach. Schliellich sind 16 und 1 weitere Green-Korrespondenten von Gewichtsmo-
duln und haben jeweils P als Vertex. Fiir die Induktionen dieser Gewichtsmoduln
nach G ergibt sich:

hg¢ — 16 @102
126G = 1@5, @5, ® 25.
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Insbesondere ist 25 ein projektiver kG-Modul.

Fiir den Permutationsmodul £§ und seinen Endomorphismenring Endq(k$) gilt:

1o 13 3

kG |51 52 1025 Cc§
5111 1,
59 1 1o
1 11 13
8 3 1y
DS |51 by 125 IT =14

5.1 1

59 1

1 1

8 1

85 1

9 1

1
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5.6.4 G =S5
G = Sg, P € Syl,(G), No(P) =P, |G| =2*-32-5

Dimension des Zentrums:

dimp(Z) =5

Konstituenten des Permutationscharakters:

dim|1 5 5 9 16
VFH‘ll 12 ].3 2 ]-4

Charaktertafel:

Enng(Kg) . aq o as ay as g arz asg X(l)
w1 2 8 16 2 4 4 8|1
pa| 1 2 2 4 -1 =2 =2 —4]5
pus| 1 -1 —4 4 2 -2 =2 2|91
w2 1 2 -8 1 0 0 2|9
us| 1 —1 —1 1 -1 1 1 —-1]16

p=2,G=Ss PeSylL(G), |G|=2*-32-5

EG 116 1 14 14 CS11, 1, 31 3

16 | 1 1,

1 1 2 2 1y 1

44 2 1 15 2 1

4, 1 2 14 1 2

soc |16 1 4y 4, EG 11 16 14, 14,

hd |16 1 4y 4 2z |20 2% 2 2
SOC 11 ]_2 ]_3 ]_4
hd |1, 1, 13 14
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Bemerkung: Wegen Sg = Sp,(2) ist Sg eine Chevalley-Gruppe in definieren-
der Charakteristik, so dass nach Satz 3.4.8 der Endomorphismenring ¢* quasi-
Frobenius ist.

Die Berechnungen haben ergeben, dass die unzerlegbaren direkten Summanden
14; und 145 von /{;g uniseriell sind.

D$|1 16 14, 14,
1 |1 i
16 1 14
51 1 1, IT =[1,1,1,1]
5a 1|1,
9 11 |2
L 1L, 1; 1,

Bemerkung: Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier
richtig.

Fiir die Induktion der Gewichtsmoduln nach G gilt: Die beiden direkten Sum-
manden 14; und 14, haben jeweils einen Vertex )1 bzw. ()5 der Ordnung 8, die
aber nicht konjugiert sind. Des Weiteren gilt:

2 oG
SN(Ql) = 141 EB 16,
2SS, = 142®16.

Dabei ist der vorkommende Modul der Dimension 16 isomorph zum projektiv
einfachen, der auch in der Zerlegung von k§ vorkommt. Fiir den trivialen Modul
gilt:

'Sy = 1@ 14, @ 14, ® 16,
wobei dies wegen N(P) = P genau die Zerlegung von k% ist. Weil alle PIMs des

Endomorphismenrings einelementige Aquivalenzklassen bilden, bestiitigen sich
die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 an diesem Beispiel.

G =S, P eSyl,(G), |G| =2*-32-5

Dimensionen der Zentren:

dimp(Z8) = 10
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dimp(ZY) =5

Konstituenten der Permutationscharaktere:

dim ‘11 12 51 52 53 54 91 92 101 102

VFH[1; 1, 13 14 15 16 1; 1g 24

2

(e IaN]

< <

— |

[xpl Bp)

|

= o5

== — g
o s

2 |= 2=

S > < >
Za 02,
— i

Charaktertafeln:
Endgg(K§) :

111

115

92

119

Q12 O3 0G4 O15 Qg X(l)

a a3 a4 4as 4ag 0ay dg dg Oyp 011

ap

1
1
-1
-1
-1
-1

11,

1
-1
-1
-1
-1

—1

-9 -9

9
-3

-9
-3

—1
—1
—1

—1
—1
—1

1
1
1

1
1
-1
-1
-1

-3

3
-3
-3

3
-3
-3

-3

1
—11 53

—1154
—1]9;

3
3
-3
—1
—1

3 =3 =3

3
-3

3
-3

1
1

3
-3

1

-3

-3
—1
—1

3 3

—1
—1

1
1
0
0

1

1
-1

1
-1

—1
—1

1
-1
—6

-1 1
1
-2

—1

1

—1

1
0

0110,
0110,

0

M1

M2

M3

Mg

s

He

7

Mg

Ho
H10

EndKN(Kg) .

L

Lo

ar ag | x(1)

ao as ay as

ap

1
1 15

-1 -1 1 1 -1 -1
-1 -1 -1
-1 -1 |1y

1
1

1
-1

1
-1

1

1

1

H1

2

M3

Ha

Hs
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Endgg(K$) :
(o1 a|
M1 9 11
pe| 1 =11

p=3,G=S5s PeSyly(G),|Gl=2" 35

Beachte: Die 3-Sylowgruppe ist abelsch vom Isomorphietyp C3 x Cs.

EG 191 99 17 1, 107 10, 202

9, |1

9, 1

1, 1 1 1

1, 1 1 1

44 2 1
49 2 1
6 2
soc |91 9 17 1, 4, 4, 6
hd {9, 9, 1, 1, 4 4, 6

CSl1, 1, 13 1, 2, 2, 42

2 2
EG |1, 12 97 95 10; 10, 20
3 130 3% 32 32 3 30 3
SOC ]_1 ]_2 ]_3 ]_4 ]_5 16 2
hd |1, 1, 13 1, 15 1 2

Bemerkung: Alle Sockel der PIMs des Endomorphismenrings sind einfach und
paarweise nicht isomorph. Die Cartan-Matrix zeigt, dass €* zu einer direkten
Summe von vier Kopien von k und drei Kopien von k[X]/(X?) und somit zu
einer Gruppen-Algebra Morita-dquivalent ist. Insbesondere ist ¢* symmetrisch
und folglich quasi-Frobenius.
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D¢ |1, 1, 99 9, 10, 10, 20
1,1 1
1y 1 1y
9, 1 1,
9, 1 1g
5 1 13
;. | . IT=[1,1,1,1,1,1]
55 1 1s
54 1 1g
10, 1|2
10, 12,
1, 1, 13 1, 15 1g

Bemerkung: Alle direkten Summanden von k%, bis auf die projektiv einfachen
9; und 9, gehoren zum Hauptblock und haben Vertizes der Ordnung 9, also die
3-Sylowgruppen. Auflerdem sind alle unzerlegbaren direkten Summanden von
k% Green-Korrespondenten von Gewichtsmoduln, womit sich die Vermutung aus
Abschnitt 5.3 bestétigt. Fiir die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt:

115]% — 11@917
IQS]C\T; — 12 EB 92,

BST = 104,
1Sy = 10y
265G = 20.

SchlieBlich gilt fiir den Permutationsmodul £§ und den zugehérigen Endomor-
phismenring Endq(k$):

G 19 | 1 D§ |1 9 IT=]1,1]
‘1 1 ‘1 1 |1

1
9 1 19 1 1 1
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G=Ss PeSyl(G), |G| =2*32-5

Dimensionen der Zentren:
dimy(Z%) = 11
dimp(Z¥) =4
dimp(Z§) =5

Konstituenten der Permutationscharaktere:

16 - dim|1; 1y 5 52 953 54 91 92 10¢

104

16

P' ONVFH (1, 1o 13 1, 15 1; 1g 1o 2

1N. dim 11 ]_2 13 ]_4
P VFH|1; 1, 13 14

16 dim|1 5 5 9 16
N'OVFH|L 1, 13 1y 1s

2
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Charaktertafeln:

Endgq(KS) :

92

9

g 010 011 X(l)

a a3 a4 a5 Gg Oy 0Og

a1

511
o1y
—11|5

)
d
-1
-1

-5

—1
—1

—1
—1

d
d
-1
-1
-1
-1

)
)
-1
-1

1
-1
-3

1
1

3
—11 53

—1154

1

1

-1
-1
-1
-1

—1

—1

1
1

1
1

-1 -1 1
-1

—1

1
1

—119

—1
—2
—2

1 -1
—6

—2

1
0

010y
0| 10,
—2116

0

2

0

— AN A <f

M1

2

3

Ha

s

He

7

2

Ho
K10

H11

—~
i —
] - & A4 & »n F ~H a0 O O
Xl = 10 1O 1010 O S — —
—~
i — N

QP O 00— OO — - A o At D O ©
=3 [ Xl = 10101010 OO O A —H -
IO = O O O PO O — o~ O N = = O O O
) | | _ | =3 | [ _ _
%55111111000 $55111111223
1) _ _ _ _ <3 [ [ _
QO 0~ = MM~ —H O O %55151151002
) [ c _ [ _ |
QPO O~~~ = = = A QO W o~ = O O O
G [ [ _ ) | _ | _

MO O A o~ O O O RO O — = — = — — O O O
1) _ _ _ _ ) _ _ _ _

VIO O — 1O —~ — 10 —H O O O W55111111223
c | _ [ ) [ [ |
WO O — A A Qo —~ = = = =A™
) [ L ) [ [ _
SO0 o~ o~ A A RO — 10—~ — 0 — O O O
1) [ L 1) _ _ [
B55111111000 M55111111000
G | | _ | ) | _ | _

A O — =~ H =~ O O O QPO O~ = = A
G _ _ _ _ ) [ [

— N MmO - 0 S O — N M O - 0 O O o

u,urururu,u,u,ururmm ururu,u,u,ururu,u,ulrulr
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a; ao az  aq | x(1)
M1 1 1 1 1 ]_1
EDdKN<Kg)Z j2%) 1 —1 —1 1 ]_2
ps| 1 —E(4)  E(4) —1|1;
pa| 1 E(4) —E(4) —-1]|14
a; ay az ag a5 | x(1)
pwi| 1 5 5 20 511
o, M| 1 -1 =3 4 —-119
Endca(KN): 0y 21 21 —4 55
pe| 1 —1 2 -1 —1116
U5 1 5 -1 —4 -1 52
p=75,G=Ss P e€Syl(G), \G|:24-32-5
kG |5, 5y by 5y 102 102 1, 1, 16, 165 25; 25,
51 1
99 1
93 1
D4 1
104 1
104 1
14 1 1
1, 1 1
81 1 1 2 1
89 1 1 1 2
SOC 51 52 53 54 101 102 11 12 81 82 81 82
hd |5, 5y 53 by 107 102 17 15 8 8 & &
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L

Lo

13

14

22 22 g

Lg

4, 49 by Do

1, |1

1

1
1
1

1

1
1
1

1

1
1
2

1

1
1
1

2

1
50
Iy
Iy

13
50
Iy
Iy

5,
5
13
13

92
)
Ly
Ly

53 954 104

)
2
2

)
25
25

5
15
15

10,
5
1g
1g

164
50
19
17

165
50
110
1g

257
52
19
19

259
52
1o
110

Bemerkung: Die Untersuchung der Sockel des Endomorphismenrings zeigt,
dass dieser nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist.

DS |1, 12 5, 53 53 54 10; 10, 16; 165 25, 25,
14 1 1y
1 1 1
5, 1 1y
5, 1 1
5 1 1
54 1 1g
10, 1 2,
10, 1 2,
9 1 1
9,9 1g
16 1 1 1 1 (4
Iy 1o 13 14 15 1g 20 29 17 1g 19 1y
T =112

Bemerkung: Zunéchst bemerken wir, dass der KG-Modul der Dimension 16
in Charakteristik p der Konstituent der unzerlegbaren direkten Summanden 16,
und 165 von k§ ist, die nicht isomorph sind.

Es gibt vier unzerlegbare direkte Summanden von k% | die nicht projektiv einfach
sind. Sie liegen im Hauptblock von G und bilden die Aquivalenzklassen {16,,25;}
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und {165, 25,} unter der in Abschnitt 5.3 beschriebenen Aquivalenzrelation auf
der Menge der unzerlegbaren direkten Summanden von k$. Jede dieser Aquiva-
lenzklassen korrespondiert in &* zu Aquivalenzklassen von PIMs, mit jeweils nur
einem Sockelkonstituenten. Damit werden die Vermutung und Beobachtung aus
Abschnitt 5.3 bestétigt.

Alle nicht projektiv einfachen Gewichte haben einen Vertex der Ordnung b5,
ndmlich eine 5-Sylowgruppe. Fiir die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G
gilt:

hs¢ = 16, ® 10, ® 10,,
286G = 1, @5, @5, ® 25,
155G = 16, ® 10, ® 10,,
LSG = 15,@ 53 ® 5, @ 25,.

Damit sind 25; und 255 projektiv.

Fiir den Permutationsmodul k§ und den Endomorphismenring Endyg (k) gilt:

kG |1 5, 5y 25 CSl1 1, 13 2 DS |1 5 55 25
1, |1 1, |1 L |1

5, 1 1, 1 5, 1

5 1 13 1 5, 1

8 14 2 9 1
1 1 16 1
8 1
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5.6.5 G= A,
G = Ay, PeSyl,(G), No(P)=P, |G| =23-32-5-7

Dimension des Zentrums:

dimp(Z$) = 7 fiir char(F) # 3
dimp(Z%) = 8 fiir char(F) =3

Konstituenten des Permutationscharakters:

dim|1 6 14; 14, 15 21 35
VFH|[1; 2 3, 3 1y 33 4
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p=2G=A;, PeSyl,(G), No(P) =P, |G| =2%-32-5-7

G116 14; 145 20 143 562 64 70
11 2 2 2
4, 1 1 1

4y 1 1 1

6] 1 1 1 2

14 1 1 3 2
20 2 1 2
soc|1 6 4, 4, 6 14 20 14 14®20
hd|1 6 4, 4, 6 14 20 14 1420

cC§l1 2 3, 3, 5 33 7 8 10

L1

1 1 1

15 1 1 1

1, 1 1 1

1 1 1 1 2

16 1 11

2 2 1 2

1, 1 1 3 2

1 1 2 2 3

KG11 6 14; 14, 20 14; 56 64 70
2¢ 120 2 2 2 22 2 23 26 9

soc|1; 1y 15 13 1, 1, 2 1, 1,@2
hd |1, 1o 13 15 1, 1g 2 1, lg

Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomor-
phismenring nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist.

DS 1 6 14; 14, 20 143 56 64 70
1)1 1,
6 1 1 2
144 11 1 3
14, 1 113 IT = [1°,0]
15 1 1y
21 1 1 ]33
35 1 1 1|4
L1, 13 1, 15 1g 2 1; 1y
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Bemerkung: 144,145 haben in char(K) = 0 den gleichen gewohnlichen Cha-
rakter. Die unzerlegbaren direkten Summanden 1, 145, 15,21 und 35 liegen zudem
im Hauptblock.

Die PIMs 2 und 5 des Endomorphismenrings haben jeweils den gleichen Sockel
(bis auf Isomorphie), bilden also eine zweielementige Aquivalenzklasse, die nur
einen Sockel-Konstituenten hervorbringt. Die korrespondierende Aquivalenzklas-
se auf der Menge der unzerlegbaren direkten Summanden von k$ ist {6,20}, wo-
von nur 6 ein Gewichts-Green-Korrespondent ist. Des Weiteren bilden die PIMs
33,7, 8,10 eine Aquivalenzklasse, die als vierelementige Menge nur zwei Sockel-
Konstituenten liefert. Zu diesen PIMs korrespondieren die direkten Summanden
143, 56, 64 und 70 von k%, von denen 145 und 70 Gewichts-Green-Korresponden-
ten sind.

Insgesamt werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 bestétigt.
Die unzerlegbaren direkten Summanden 6, 14,14, und 70 haben jeweils einen
Vertex () der Ordnung 4. Fiir die Induktion der entsprechenden Gewichtsmoduln
nach G gilt:

2 S%o) = 70,
2SNy = 6©64,
% SN0y = 141656,
2550y = 142® 56,

wobei alle auftretenden Summanden isomorph zu solchen in k% sind.
Der unzerlegbare direkte Summand 143 hat auch einen Vertex ()5 der Ordnung
4, der aber nicht zu ), konjugiert ist. Es gilt

2580y = 145 @ 20 & 64 & 56,

wobei alle auftretenden Summanden auch solche von k% sind.

Wir bezeichnen einen Vertex von 20 mit Q3. Da einerseits |A; : Q3o € {22,23}
liegt, andererseits aber |20], = 2% ist, kann ein Vertex von 20 nur die Ordnung 2
haben. Insbesondere ist 20 nicht projektiv.

Wegen Ng(P) = P gilt fiir die Induktion vom trivialen Gewichtsmodul

SN = ki,

so dass es nur einen Gewichtsmodul mit Vertex P gibt.
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G=A;, PeSyly(G), |G| =23-32.5.7

Dimensionen der Zentren:
dimp(Z%) =9
dimp(ZY¥) =4
dimp(Z§) =5

Konstituenten der Permutationscharaktere:

. dim|1 6 10, 10, 14; 14, 15 21 35
P*OVFH|L 20 25 23 24 25 31 1o 3

1N. dim 11 ]_2 13 ]_4
P "VFH |1, 1, 13 1,

Cdim|1 6 14, 14, 35
NYUVFO |1, 1, 1z 1, s
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Charaktertafeln:
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EHdKN(Kg)I a as as ay X(l)
M1 1 1 1 1 11
2 1 1 —1 —1 12
m| 1 -1 B(@) —BE(4)| 1
Enng(Kf,) . ap o as ay as X(l)
ml 19 18 36 611
wl 1 9 -3 —6 —1/6
pus| 1 —1 2 —6 4|14
w1 =1 =7 6 1|14y
us| 1 -1 2 0 —2|35
p=3,G=A;, PeSyl,(G), |G| =2°-32-5-7
EG 1 152 10, 10, 6% 28 36 45, 45, 63
111 2 2 2 4
15 1 2
104 1 1 1
109 1 2 1
13 2 1 1
6 1 1
soc|1 15 10y 10, 6 13 15 10y 10, 13
CS|1 22 2, 25 3% 4y 4y 5 5y 7
L
21 1
19 1 1
13 1 1
29 1 1
14 2 2
15 1 2
1 1 2 1 1
17 1 1 2 1
1g 2 1 1 3
kK511 6 10, 10, 15 28 36 45, 45, 63
313 3 3 3¢ 3 3 3 3P 3P 3
SOC 11 21 17 16 15 14 15 16 17 14
hd|1, 2, 1o 13 2, 1g 15 1 1, 1,
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Beachte:

Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomor-
phismenring nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist.

D$|1 6 10, 10, 15 28 36 45, 45, 63
11 1,
6 1 %

10, 1 1 %

10, 1 1 2

14, 1 12, IT =[]0

14, 1 1|2
15 1 1 3
21 1 1y
35 1 1 113

1, 2, 1, 13 2, 1, 1 15 1, lg

Bemerkung: Die Zerlegung des Permutationsmoduls bzw. des reguldren Mo-
duls lief noch keine eindeutige Zerlegungsmatrix zu. Wir haben dann fiir die
beiden Moglichkeiten jeweils D' s D mit C§ verglichen und so die richtige Zer-
legungsmatrix gefunden.

Der direkte Summand 6 von k§ ist kein projektiv einfacher Modul, aber der kor-
respondierende PIM 2; in &* ist einfach. Die Summanden 6, 15, 21 liegen in einem
Block mit Defekt 1, die iibrigen direkten Summanden liegen im Hauptblock.
Die Mengen {25,590}, {23,51} und {3, 45} von PIMs bilden jeweils zweielementige
Aquivalenzklassen, die jeweils einen Sockelkonstituenten hervorbringen. In jeder
Aquivalenzklasse korrespondieren die PIMs zu unzerlegbaren direkten Summan-
den von k%, von denen die Dimension des Nicht-Gewichts-Green-Korresponden-
ten durch eine hohere p-Potenz geteilt wird als des Gewichts-Green-Korrespon-
denten. Insgesamt bestétigen sich die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt
5.3 auch in diesem Beispiel.

Fiir die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 6 und 15 haben einen
Vertex 7 der Ordnung 3.

31 QG
1SSy = 6@36&63,
2550y = 15® 45 @ 45,.

Damit ist klar, dass 36, 451, 45, und 63 projektive unzerlegbare direkte Summan-
den von k% sind. Die iibrigen unzerlegbaren direkten Summanden haben P als
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Vertex. Es gilt:

hs¢ = 196963,
L26¢ = 2836 36,
1550 = 10, @ 15 @ 45,,
GG = 10, ® 15 @ 45,.

SchlieBlich gilt fiir den Permutationsmodul &§ und den Endomorphismenring
Eﬂdkg(k}]%)l

EGl6 163 Cc§ll 1, 3 D6 1 63 IT=11,1,1]
6|1 1|1 6|1

13 3 1y 1 1 1

10, 1 13 3 14, 1

10, 1 14, 1
1 1 4 35 1

G=A;, PeSyl,(G), |G| =23-32.5.7

Dimensionen der Zentren:

dimp(Z%) =9

dimp(ZY) = 4

dimp(Z$) = 6 fiir char(F) # 3

dimp(Z$) =9 fiir char(F) =3
Konstituenten der Permutationscharaktere:

. _dim|[1 6 10, 10, 14 14 15 21 35
PYOYFH L, 2, 2 25 2, 2 3 5 7

1N. dim 11 ]_2 13 ]_4
P "VFH |1, 1, 13 1,

1< dim|1 6 144 14, 21 35
N'UOVFH|L 1, 13 1g 15 2
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Wegen der Grofle der Charaktertafel verzichten wir hier auf ihre Wiedergabe.

p=5G=A;, PeSyL(G), |G| =23-3.5.7

Beachte: Die 5-Sylowgruppe ist zyklisch.

KG|1 102 102 158 357 6 20 21, 21, 35, 352
11 1
10, 1

10, 1

15 1

35 1

6 1 1

8 1 1 1 2 1
13 1 1 1 2
soc|1 10; 10, 15 35 6 6 13 & & 13

DO = =

11
1 11
1 1

k|1 10; 10, 15 35, 6 20 21; 21, 35, 3
5715° 5 5 5 5 5 5 50 5 5

SocC 11 21 22 3 7 13 13 23 16 16 23
hd |1, 2, 2% 3 7 1, 1s 1, 15 15 2

1
1
1
2 11 1 2
93
5

Bemerkung: Die [somorphietypen der Sockel zeigen, dass der Ring nicht quasi-
Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist.
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DE|1 10, 10, 15 35; 6 20 21; 21, 35, 353
11 Iy
]_01 1 22
104 1 23
15 1 3
35 1 7 IT =11
144 1 |24
6 1 1 21
145 1 1 25
21 1 1 1 115
L, 2, 2, 3 7 1, 13 1, 15 15 23

Bemerkung: Die unzerlegbaren Summanden 10;, 105, 15, 35; von k% sind pro-
jektiv einfache kG-Moduln. Alle iibrigen liegen im Hauptblock. Wir finden in ¢*
die Paare (23,4), (51,72) und (52, 7,) von PIMs, die jeweils eine Aquivalenzklasse
mit nur einem Sockelkonstituenten bilden. Jeweils derjenige in k§ korrespon-
dierende Partner, dessen Dimension von einer niedrigeren 5-Potenz geteilt wird,
ist der Green-Korrespondent eines Gewichtsmoduls, der andere nicht. Insgesamt
werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 bestétigt.

Alle Green-Korrespondenten von Gewichtsmoduln haben eine 5-Sylowgruppe als
Vertex. Fiir die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt jeweils:

LSC = 21, @153 352 @ 10, © 10,
LSS — 6@ 15® 35, @ 35, ® 35,
L% = 1@20® 35 ® 35,

LSC = 21, ® 153352 @ 10, ® 10,.

Damit folgt, dass die unzerlegbaren Summanden 20, 35, und 353 projektive kG-
Moduln sind.

SchlieBlich gilt fiir den Permutationsmodul k§ und den Endomorphismenring
Endkg(k:f,):

kS 1352 1 20 35, CGl22 1 27 2
35 1 2] 1

1 1 1 1, 1

6 2 1o 2

8 1 1 15 2
13
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DS 35, 1 20 35,
35| 1
1 1
6 1 IT =[1,1,1,1]
14, 1
14, 1
21 1

G=A;, PeSylL(G), |G| =2%-3%.5-7

Dimensionen der Zentren:
dimy(Z%) = 8
dimp(Z¥) =3
dimp(Z§) =7

Konstituenten der Permutationscharaktere:

dim| 1 10, 10, 14; 14, 15 21 35
VFH|1; 1, 13 21 25 31 3 5

14

1N. dim 11 12 13
P VFH|[1; 1o 13

. _dim[1 10, 10, 14 15 21 35
NCYUVFH |1, 1, 13 2 1, 15 1g
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p=17G=A; PeSyl(G), |G| =23-3.5.7

kG |1 142 142 213 357 15, 155 35
11

144 1

14, 1

21 1

35 1

5 1 1 1
10 1 1
soc|1 14; 14, 21 35 5 10 10

1, 1 1 1
15 1 1 1
14 1 1 3
kS| 1 14; 14, 21 35, 15; 155 35,
LT 7 7 7 770 7
soc|1; 24 29 3 5 15 1, 14
hd |1, 2, 2o 3 5 1, 13 14

Bemerkung: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endo-
morphismenring nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist.

D$|1 14; 14, 21 35; 15, 155 35,
1)1 1
14 1 2
14, 1 2,
21 1 3 o
s . = IT=[17.0]
10 1|1,
10, 1|13
15 11 13
L 20 25 3 5 1y 13 14
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Bemerkung: Die unzerlegbaren direkten Summanden 144, 145,21 und 35 sind
projektiv einfache kG-Moduln. Die iibrigen liegen im Hauptblock. Wir finden hier
das Paar (33, 5,) von PIMs in &* deren Sockel isomorphe Konstituenten haben.
Der zu 33 korrespondierende kG-Modul hat die Dimension 15, die nicht von 7
geteilt wird, und ist ein Gewichts-Green-Korrespondent; der zu 5, korrespondie-
rende kG-Modul 35 ist kein Gewichts-Green-Korrespondent. Damit werden die
Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 bestétigt.

Alle Green-Korrespondenten von Gewichtsmoduln, die nicht projektiv einfach
sind, haben die 7-Sylowgruppen als Vertizes. Fiir die Induktionen der Gewichts-
moduln nach G gilt:

heG = 15, @14, ®21 @ 352,
L6¢ — 1@ 142921 @ 35, @ 35,
155G = 15, @ 14; © 21 @ 355,

Offensichtlich ist 355 projektiv.

Fiir den Permutationsmodul k% und den Endomorphismenring Endq (k) gilt
schliefllich:

kS| 142 21 35, 1 35, CGl1, 1, 2 13 3
4] 1 1] 1

21 1 1o 1

35 1 2 1

1 1 15 1
10 3 14 3
5 1
DS |14 21 35, 1 35,

4] 1

21 1

35 1 s

] ! IT = [1°]

10, 1

10 1

15 1
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5.6.6 G =957
G =5, PeSyl,(G), Ne(P)=P, |G| =2*-32.5-7

Dimension des Zentrums:
dimp(Z) =10
Konstituenten des Permutationscharakters:

dim| 1 6 14, 14, 145 15 21; 21, 35, 35,
VFH[1; 21 1, 2 31 13 235 14 15 3

p=2,G=2S; PeSyl,(G), |G| =2*-32-5-7

EG11 6 20 28 14 112 64 70

11 4 2 2
6 1 2 2
8 1 2
14 1 2 3 2
20 4 1 2
soc|l 6 6 & 14 20 14 14420
hd{1 6 6 & 14 20 14 14420
c§l1 2 4 31 32 T 7y 8
1,1
19 1 1
13 1 1
14 1
15 1 1 1
1g 4 1 2
17 1 1 3 2
1 1 2 2 3
kG116 20 28 14 112 64 70
2¢ 120 9 22 22 2 2 26 2

soc|l; 13 Iz@ly 14 1r 1l lgdly leg® 17
hd |1, 1, 15 1, 15 1 1 14
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Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomor-
phismenring nicht quasi-Frobenius und folglich auch nicht symmetrisch ist.

D1 6 20 28 14 112 64 70
111 14
6 1 1 21
14, 1 1,
145 1 1 29
145 1 1 113 8
15 1 15 IT = [1']
21, 1 1|25
21, 1 1
351 1 15
359 1 1 113
1, 1o 13 1, 15 1 17 14

Bemerkung: Alle unzerlegbaren direkten Summanden von k% liegen im Haupt-
block. Die PIMs 2, 4, 3; bilden eine Aquivalenzklasse, die zwei Sockelkonstituenten
hervorbringt, wihrend die PIMs 35, 71, 72, 8 eine vierelementige Aquivalenzklasse
mit 3 Sockelkonstituenten bilden. Der Vergleich mit den direkten Summanden
von k%, die zu diesen PIMs korrespondieren, zeigt, dass sich die Vermutung aus
Abschnitt 5.3 bestétigt. Allerdings sind hier nicht die Voraussetzungen der Be-
obachtung aus Abschnitt 5.3 erfiillt.

Der unzerlegbhare direkte Summand der Dimension 28 hat einen Vertex (); der
Ordnung 4. Es gilt:

LS ion = 28 @ 112

Die Gewichts-Green-Korrespondenten der Dimension 70, 14 und 6 haben einen
Vertex der Ordnung 8. Es gilt:

SN, = TO®28@ 112,
2SNy = 14©20@64® 112,
2SNy = 6©28064®112,

Fiir den trivialen Gewichtsmodul haben wir schlieflich wegen Ng(P) = P:
1SS = kS,

Beachte, dass der unzerlegbare direkte Summand 20 von k§ einen Vertex der
Ordnung 22 haben muss.
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G =05, PeSyl(G), |G| =24-32.5.7

Dimensionen der Zentren:

dim F(Zg )=5
dim F(Z%) =5
Konstituenten der Permutationscharaktere:

a . dim‘ll lg 67 6o 147 145 143 144 157 159 20 217 219 351 359

PUNFE(TL L 2 % 2 20 2 2 31 % 4 1, L 3 3

1N. dim 11 12 13 14 2
PCOVFH |1, 1y 13 1, 2

o, _dm[1 6 14 14, 35
NCVFH |1, 1, 13 1, 1

Beachte: Der Endomorphismenring Endgy (K5 ) ist kommutativ.

p=3,G=25;, PeSyly(G), |G| =24-3%-5.7

Beachte: Die 3-Sylowgruppe ist abelsch vom Isomorphietyp C3 x Cs.

ES1, 1, 62 62 152 152 36, 36, 28; 28, 202 63, 63, 902
1,1 1 1 2 2 2
19 1 1 1 2 2 2
61 1 1

62 1 1

15, 1 2

15, 1 2

134 2 3 1
13, 2 3 1
20 1 1 1 3
SOC 11 ]_2 61 62 151 152 151 152 131 132 20 ].31 ].32 20
hd |1, 1o 67 65 157 15y 157 15y 137 135 20 137 135, 20
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CYl1, 1, 22 22 32 32 4y 4y 4y 44 42 T Ty 102
1| 1
1 1
2 1

% 1 1 1
ES 11, 1 65 62 15; 152 36; 36, 28; 28, 20 63; 63, 90
3¥13 30 3 3 3 3 3 3% 3 3P 3P 3F 3 3
SOC ]_1 ]_2 21 22 ]_3 14 13 14 17 18 26 ]-8 ]_7 26
hd| 1, 1o 2, 25 25 24 13 14 15 1g 25 1, 1g 2

Bemerkung: Der Endomorphismenring ist nicht quasi-Frobenius, wie die Sok-
kel der einzelnen PIMs zeigen. Insbesondere ist er nicht symmetrisch.

DS |1, 12 61 62 15; 155 36, 362 28; 282 20 63; 635 90
|1 1
1y 1 1y
61 1 2
62 1 29

15 1 1 31

15, 1 1 39

214 1 13

215 1 14

144 1 1 24

14, 1 1 25

145 1 1 23

144 1 1 26
20 1 1[4

351 1 1|33

35, 1 1|34

L 1p 29 20 25 24 13 14 15 1g 25 17 1g 2

IT = [113,0]
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Bemerkung: Die PIMs 1; und 2; sind projektiv einfache Moduln, obwohl die
korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden 1;, 6; zwar einfach, aber
nicht projektiv sind.

Die Paare von PIMs (31,4,), (32,42), (43,7,) und (44, 72) bilden jeweils Aquiva-
lenzklassen mit einem Sockelkonstituenten. Jeweils ein Partner korrespondiert in
k% zum Green-Korrespondenten eines Gewichtsmoduls, der andere nicht. Dabei
ist der Gewichts-Green-Korrespondent derjenige der beiden Partner, dessen Di-
mension von einer niedrigeren 3-Potenz geteilt wird. Damit wird die Vermutung
aus Abschnitt 5.3 bestétigt.

Die unzerlegbaren direkten Summanden 154, 155, 61, 65 von kg haben einen Vertex
@ der Ordnung 3. Es gilt:

SN = 151® 90,
5% = 61@36,@ 63,
SN = 6236 @ 63,
SN = 152®90.

Insbesondere sind die unzerlegbaren direkten Summanden 36, 365, 631,632 und
90 von k% projektiv. Die iibrigen unzerlegbaren direkten Summanden von k%
haben P als Vertex. Es gilt:

NSy = 11®6, @63,
1260 = 28, ®6, ® 364,
156¢ = 28, @6, @ 364,
MSY = 13® 6, @63y,
25¢ = 20® 15, ® 15, @ 90.

SchlieBlich gilt fiir den Permutationsmodul &§ und den Endomorphismenring
Endkg(k}]%)l

EGl6 1 63 c§|L 1, 3 D6 1 63 IT=11,1,1]
61 1] 1 61

1, 1 2 1y 1 1 1

13 3 13 3 14, 1

20 1 14, 1

1, 2 35 1
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G=25;, PeSyl(G), |G| =24-32.5.7

Dimensionen der Zentren:

dimp(ZY) = 8
dimp(Z$) =7

Konstituenten der Permutationscharaktere:

1% dim\l1 1y 61 69 147 149 145 144 15, 159 20 21; 21 35; 359

VFH |11 12 21 2 23 24 25 2 31 32 4 5 5y 71 T

1N. dim 11 ]-2 13 ]-4 ].5 16 ]_7 18
PoOVFH (1, 1o 13 1, 15 1g 1, g

1G. dim | 1 6 141 142 21 351 352
NTUOVFH| 1L 1, 13 1L, 1g 1; g

Beachte: Die Endomorphismenringe Endgy(K%) und Endgg(K§) sind kom-
mutativ.




1, 1, 153 153 201 357 357 6, 20, 21; 21, 353 357 65 203 213 21, 355 352

1 1
1 1

1 2 1
1 1 1 2 1
1 1 1 2

11 1o 150 152 20 35; 352 61 61 & 131 8 131 62 62 8 132 8 13
1; 1o 157 152 20 35; 352 61 6; 137 & 8 131 62 62 132 8 8 13
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2
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21,
50
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5
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2
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Bemerkung: Die Paare (21,41) sowie (51,74), (52,73), (22,42), (53, 7¢) und
(54,75) bilden jeweils Aquivalenzklassen von PIMs von @* mit jeweils nur ei-
nem Sockelkonstituenten. Jeweils ein Partner ist der Green-Korrespondent eines
Gewichtsmoduls, der andere nicht. Dabei ist der korrespondierende unzerlegbare
direkte Summand von k% mit der Dimension, die von einer kleineren 5-Potenz
geteilt wird, der Gewichts-Green-Korrespondent. Damit werden die Vermutung
und Beobachtung in Abschnitt 5.3 bestétigt.

Die unzerlegbaren direkten Summanden 151, 155, 351, 35, und 20 von k;g sind pro-
jektiv einfache Moduln. Die anderen Gewichts-Green-Korrespondenten haben P

als Vertex. Es ergeben sich folgende Zerlegungen der induzierten Gewichtsmo-
duln:

hSY = 21, ®35, ® 15, B 20, © 35,

1269 = 21, @ 35, @ 35, B 353 @ 20,

85G = 221, ® 35, @15, @ 15, ® 20, @ 35,
GG = 21, ® 35, B 35, @ 355 B 20,

559 = 2215635, @ 15, & 20, & 35,

165G = 26, @ 35, B 35, B 353 @ 15,

15¢ = 221, @35, @ 15, ® 20, B 35

1559 = 26, @ 35, @ 35, B 353 @ 15.

Der Index * deutet an, dass es sich hier um unzerlegbare direkte Summanden
von k& mit der entsprechenden Dimension handelt, deren genauer Index nicht
ermittelt wurde.

SchlieBlich gilt fiir den Permutationsmodul k§ und den Endomorphismenring
Endkg(/{}f;)Z

kG| 11 35, 35y 20 353 CGl1 1, 13 27 29
1,1 1,1
35 1 1y 1
355 1 13 1

6 2 14 2

13 2 15 2
15 1

8 1 1
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DS |1 35, 35 20 353
1, 1

351 1

352 1

IT = [1°]

14, 1
14, 1
21 1

G = S:, P € Syl.(G)

Dimensionen der Zentren:
Konstituenten der Permutationscharaktere:

11G31 dlm‘ll ]_2 141 142 143 144 151 152 20 211 212 351 352
VFH |1, 1, 20 2 25 24 31 33 25 33 31 D51 b

1]1;71 dim 11 12 13 14 15 16
VFH |1, 1, 13 1, 1; Ig

19:  dim|1 14, 14, 15 20 21 35
VFH |1, 1, 13 1, 15 1 15
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14,
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14,4
14,
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92
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359

Ig

17

1g

15

Iy

I3

59

51

32

31

24

23

29

2

Iy

Iy

DS |1, 1, 14, 14, 14; 14, 21, 21, 35; 35, 15; 15, 35; 155 155 35,

14,
143
14,4
351
359
15,

]
[}

[1%]

IT =

Bemerkung: Die unzerlegbaren Summanden 15; und 155 bzw. 1535 und 154 sind
modulo 7 nicht isomorph, obwohl die jeweiligen Konstituenten in Charakteristik
0 isomorph sind. Die PIMs 34, 55 sowie 3¢, 54 von &* haben isomorphe Sockel.
Der PIM 34 bzw. 34 korrespondiert zum unzerlegbaren direkten Summanden
155 bzw. 154 von k% und ist jeweils der Green-Korrespondent eines Gewichts-
moduls, wohingegen der jeweilige Partner zu 353 bzw. 35, korrespondiert und
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kein Gewichts-Green-Korrespondent ist. Die unzerlegbaren direkten Summanden
141, 145, 143, 144, 214, 215, 351, 355 sind projektiv einfach. Fiir die Induktionen der
Gewichtsmoduln nach G gilt:

1 S](\;f —
1o S]C\T; —
135]6\:7 —
145«](\}7 —
15 S]C\T; —

165]C\;7 —

1, 14, ® 14, @ 21, ® 35 @ 35,
151 @ 21, @ 14, © 35, @ 35,4,

152 @ 21, @ 14, © 35, @ 35,4,

153 @ 21, @ 14, @ 35, @ 35,

1> @ 14, © 14, © 21, © 35, @ 35,4,
15, @ 21, @ 14, @ 35, @ 35..

Wir verzichten auf die genaue Indizierung der projektiven Summanden und deu-
ten dies durch einen * an.

SchlieBlich gilt fiir den Permutationsmodul k§ und den Endomorphismenring
Endkg(k:f,):

kS

1 144

14, 21 35

35, CGl1 1, 13 14 15 2

1
]_41
14,

21
35
104

5

102

Dy

1
1

1 14,

14, 21 35

1|1
19 1

359

1
14,
14,
21
35
15
20

1
1

IT = [19]
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5.6.7 G = Ag
G = As, P € Syl,(G), Ng(P) =P, |G| =26-32.5-7

Dimension des Zentrums:

Konstituenten des Permutationscharakters:

dim| 1 14 20 56 64
VFH[1; 31 2 3 L

Charaktertafel:
a; dg a3 Qa4 Qs g O7 0Gg 0Og O1p 011 O12 | X (1)
| 1 4 2 2 16 64 32 32 2 8 4 411
ta| 3 0 3 3 —4 —-16 -8 -8 3 —4 2 2114
Hs | 2 5 1 1 10 16 —4 —4 1 0 —2 —-2120
pa| 3 =3 0 0 -4 —4 4 4 0 2 —1 —1156
ws| 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1|64

13 014 O15 Q16 G317 G183 O19 Ogp Qg1 Oog O3 Oog | X (1)
1 8 32 16 16 4 16 8 8 4 16 8 81
po | —4 16 0 0 2 0 8 —4 2 0 —4 8|14
U3 0 4 —4 —4 -2 —4 0 0 -2 —4 0 0120
a 2 =2 0 0 -1 0 —1 2 —1 0 2 —1156
ws | —1 —1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 —1,64

p=2,G=Ag, P €8Syl(G), No(P)= P, |G| =2°-32-5.7

kS |11 64 14, 145 34 56, 56, 76
11 2 2 2
64 1

4, 1 1 1

4y 1 1 1

6 1 1 2 1
20, 1 1 1
20, 1 1 1
14 1 1 1 2
soc |1 64 4, 4y 6 20, 20, 14
hd|1 64 4, 4, 6 20, 20, 14
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CS11, 1o 31 32 5, 33 34 by
1, 1

1y 1

13 11 1

14 1 1 1

1s 1 1 2 1
1g 1 1 1
1, 1 1 1
1g 1 1 1 2
kG| 1 64 14; 14, 34 56, 56, 76
20120 26 2 2 2 25 2 22
SOC ]_1 12 ]_3 ]_4 ]_5 17 16 18
hd|1, 1, 1, 13 15 1g 1, 1g

Bemerkung: Wegen Ag = GL4(2) ist Ag eine Chevalley-Gruppe in definie-
render Charakteristik. Folglich ist der Endomorphismenring &* nach Satz 3.4.8
quasi-Frobenius. Wir kénnen wegen der Diagonaleintrige cs3,cs4,c66 und cz 7

jedoch ausschliefen, dass &* symmetrisch ist.

D$|1 64 14, 14, 34 56, 56, 76
1)1 1,
64 1 1,
14 11 1 31 IT =[1°]
20 1 1|2
56 11 1|3
]_1 12 13 14 ]_5 ]-6 17 18

Bemerkung: Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier
richtig.

Der unzerlegbare direkte Summand 64 von k% ist projektiv einfach. Die beiden
direkten Summanden 56; und 56, haben Vertizes der Ordnung 8, die aber nicht
konjugiert sind. Fiir die Induktionen gilt:

56, @ 64,
564 & 64.

8 oG
SN(@Q)

8 oG
SN(Q2)

Der direkte Summand 76 hat einen Vertex ()o der Ordnung 16. Es gilt:

8 oG
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Die direkten Summanden 14, 145 und 34 haben paarweise nicht konjugierte Ver-
tizes der Ordnung 32. Es gilt:

SN0y = 141® 56, @64 @ 76,
2SNy = 142® 56, ® 64 76,
2SNy = 34® 56156, S 64.

Wegen Ng(P) = P gilt 15§ = k§.

G = As, P € Syly(G)

Dimensionen der Zentren :

dimp(Z%) = 14

dimp(Z¥) =5

dimp(Z§) = 8

Konstituenten der Permutationscharaktere:

o, dim|1 7 14 20 21, 21, 213 28 35 45, 45, 56 64 70
PP OVFH|1L, 3 2 4 1, 13 51 4 7 55 By 45 8 6
v, dim L 1y g 1y 2

PPOVFH| 1 1o 13 1y 2

o, dim[1 7 14 20 28 56 64 70

NYUVFH|1L L, 13 2 1, 15 1 17

p=3,G=As, PeSyly(G), |G| =26-3%.5.7

kG |1 450 455 214 63 7 272 28 34 352 90 992 1623 225°
11 1 2 1 1 2
45, 1
45, 1

21 1 3

7 1 2 1 2 1 2
13 1 2 3 1
28 1 1 3 2
35 1 1 2 2 4
soc |1 45, 45, 7 21 7 28 13 35 21 13 35 28 35
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CS|l1 5 55 55 7, 3 73 6 10 72 15° 4 18 253
1] 1

51 1

Do 1

4 1 1

15 1 3

13 1 1

2 1 2 1 1

14 1 2 2

15 1 2 3 1
29 1 1 1
23 1 2 1 2
1g 1 1

31 1 1 3 2
32 1 1 2 2 4
kG 11 45, 45, 21 63 7 27 34 90 35 99 28 162 225
33 3 3¢ 3 32 30 33 30 32 30 32 30 3t 32
soc| 1y By 5y 1y 1o 27 1527 15 15 32 32 31 31 3
hd|1; 51 5y 4 15 13 27 14 15 29 23 1g 31 39

Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomor-

phismenring nicht quasi-Frobenius, insbesondere also auch nicht symmetrisch ist.

D% |1 45, 45, 21 63 7 27 34 90 35 99 28 162 225
111 1
45, 1 D2
459 1 O3
214 1 19
21, 1 13
215 1 1 5,
7 1 1 3
14 1 1 2
20 1 1 1 44
56 1 1 |4,
35 1 1 117
64 1 1 118
70 1 116
28 1 1 4y

11 51 52 4 12 13 21 14 15 22 23 16 31 32

IT=[1"
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Bemerkung: Es gibt sieben Aquivalenzklassen auf der Menge der PIMs von &*.
Neben den projektiv einfachen &*-Moduln bilden {53, 7,} (mit einem Sockelkon-
stituenten), {3, 72,6,10} (mit zwei Sockelkonstituenten), {73, 15,25} (mit einem
Sockelkonstituenten) und {4,18} (mit einem Sockelkonstituenten) die Aquiva-
lenzklassen. Dabei korrespondiert {5s,7,} zu der Aquivalenzklasse {21,63} auf
der Menge der unzerlegbaren direkten Summanden von k%, die nur 21, dessen
Dimension nicht von 3 geteilt wird, als Gewichts-Green-Korrespondenten hervor-
bringt. Analoges gilt fiir {4,18}. Die vier PIMs 3, 75,6, 10 haben nur zwei ver-
schiedene Sockelkonstituenten. Nur die beiden dazu korrespondierenden unzerleg-
baren direkten Summanden 7 und 34 in k%, deren Dimension nicht von 3 geteilt
wird, sind Gewichts-Green-Korrespondenten. Zudem haben die beiden Gewichts-
Green-Korrespondenten nicht-isomorphe Sockelkonstituenten. Insgesamt werden
die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 bestétigt.

Die unzerlegbaren direkten Summanden 45; und 45, von k§ sind projektiv ein-
fach. Die unzerlegbaren Moduln 21 und 63 liegen in einem Block mit Defekt 1,
alle iibrigen nicht projektiv einfachen liegen im Hauptblock.

Der Gewichts-Green-Korrespondent 21 hat Vertex ()1 der Ordnung 3. Es gilt fiir
die Induktion dieses Gewichtsmoduls nach G:

0S80 = 21 @ 451 & 45, @ 225.

Insbesondere ist 225 ein projektiver unzerlegbarer kG-Modul. Die {ibrigen direk-
ten Summanden, die Gewichts-Green-Korrespondenten sind, haben P als Vertex.
Fiir die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt:

hsG = 1927090 @ 162,

126G — 7321 @45, ® 45, @ 162,
155G = 283©27® 63162,

Lg¢ = 34921 @225

268G = 35@21 ® 457 452399 @ 225.
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5.6.8 G = 5g
G =Ss, P €Syl,(G), No(P)=P, |G| =27-32-5-7

Dimension des Zentrums:
Konstituenten des Permutationscharakters:

dim| 1 14y 14, 20 56; 56, 64
VFH |1, 1, 2, 25 13 23 1

p=2,G =S PeSyL(G), No(P)=P, |G| =2"-3-5-7

Aus Platzgriinden verzichten wir auf das @-Zeichen bei den Sockelkonstituenten
von €F,

ES|1 64 28 34 76 112 CSl1 1, 31 4 4y 3

11 2 4 1,

64 1 1, 1

8 2 1 13 2 1

6 2 2 1 1y 12 1

14 1 2 2 15 12 1

40 1 2 1g )

soc|1 64 8 6 14 40 KS11 64 28 34 76 112
27120 26 922 9 22 ot
soc |1y 1o 13 1314 151 14
hd |1, 1, 13 1, 15 g

D¢|1 64 28 34 76 112
11 1
64 1 14
14, 1 1
14 1 1 2, IT =19
20 1 1 %
56, 11 |2
56, 1|1,
]_1 12 ]_3 14 ]_5 16
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Bemerkung: Wie die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, ist &* nicht
quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch.
Alle direkten Summanden sind Gewichts-Green-Korrespondenten. Das bestétigt
unsere Vermutung aus Abschnitt 5.3, denn die sechs PIMs liefern auch sechs
Sockelkonstituenten. Es gibt keine projektiv einfachen Gewichtsmoduln. Der Ge-
wichts-Green-Korrespondent 64 von k% hat Vertex @; der Ordnung 2 und kor-
respondiert zu einem 2-dimensionalen Gewichtsmodul, dessen Induktion nach G
sich wie folgt zerlegt.

5% g, = 64@ 384,

Der Gewichts-Green-Korrespondent 112 hat Vertex ()2 der Ordnung 8 und kor-
respondiert zu einem 8 dimensionalen Gewichtsmodul. Fiir die Induktion von
diesem Gewichtsmodul nach G gilt:

8 oG —
S ign = 112 ® 128,

Die unzerlegbaren direkten Summanden 28 und 76 haben Vertizes ()3 und Q4
der Ordnung 2°, die untereinander nicht konjugiert sind. Die Induktionen der
jeweiligen Gewichtsmoduln nach G ergeben:

SNy = 28@1126 128152,
*SNon = T6® 64 @ 280.

Der Gewichts-Green-Korrespondent 34 hat Vertex Qs der Ordnung 2°. Die In-
duktion des zugehorigen Gewichtsmoduls nach G ergibt:

2 oG

SchlieBlich gilt fiir den trivialen Modul 15§ = k% wegen Ng(P) = P.
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5.6.9 G = A
G = Ag, P €Syl,(G), Nog(P) =P, |G| =20-3*.5-7

Konstituenten des Permutationscharakters:

dim|1 8 27 42 48 84 105 120 162 168 189 216
VFH|[1; 1o 2y 31 2 3, 33 4 13 34 1, 35

p=2,G=Ag, P€Syl,(G), No(P) =P, |G| =2°-3* 5.7

EG|1 8 48 3842 432 120, 120, 126, 126, 252 258 576
11 2 2 2 2 1 4 3
8, 2 2 2 2
85 2 2 2 2
8| 1 2 2

20, 1 1 1 1 1 1 3
20, 1 1 1 1 1 1 3
26 2 2 2 4 4
48 11 2

78 1 1 2 1 4

160 2 2

soc|1 8 48 160 484160 20, 20, & 8 26®78 26 78

Um Platz zu sparen, verzichten wir auf das @-Zeichen zwischen den Sockelkon-
stituenten in der Cartan-Matrix von &,
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C’g 1, 1, 2 6% 8 44 44 61 69 9 11 99
1,11

1, 1

15 1 2 3

14 1 1

2 2 2

15 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1, 2 2 2

1g 2 2 2

1 1 1 3 2 2
140 2 2 2 4 1
141 1 1 2 1 4
k:g 1 8 48 384 432 120, 120, 126; 126, 252 258 576
2w (20 93 94 9T 24 23 23 2 2 22 2 26
soc |1y 1o 13 2 132 1ple 11115 17 Ig Liolin liolin Inn
hd|1; 1, 14 2 15 15 1 1; 1g 1 140 141

Bemerkung: Die Untersuchung der Sockelkomponenten zeigt, dass der Endo-
morphismenring nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist.

Dg 1 8 48 384 432 120, 120, 126; 126, 252 258 576
111 1
8 1 15
48 1 1 29
168 1 1 34
216 1 1 35
27 11 2,
42 1 1 1 31
84 1 1 1 39
105 1 1 1 |33

120 1 1 1 1 |4

162 1|1,
189 1 |14

L 1o I3 1, 2 I5 Ls 17 Ig Iy 1o In

IT = [18,04)

Bemerkung: Die PIMs 2,65 und 8 von ¢* haben insgesamt nur zwei Sockel-
konstituenten. Der zu 8 korrespondierende unzerlegbare direkte Summand von
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kG ist 384 und kein Gewichts-Green-Korrespondent. Die beiden anderen korre-
spondierenden direkten Summanden 48 und 432 von k% sind Gewichts-Green-
Korrespondenten. Es gilt 27 | 384, aber 27 { 48 und 27 { 432. Analog haben
die drei PIMs 91,9, und 11 nur zwei verschiedene Sockelkonstituenten. Der zu
9, korrespondierende Modul ist 576 (mit 2¢ | 576) und kein Gewichts-Green-
Korrespondent. Die beiden anderen 252 und 258 mit |252[, = 22 und [258|3 = 2
sind die Gewichts-Green-Korrespondenten. Damit bestétigen sich die Vermutung
und Beobachtung aus Abschnitt 5.3.

Der unzerlegbare direkte Summand 432 hat einen Vertex (); der Ordnung 4. Fiir
die Induktion vom Gewichtsmodul nach G gilt:

8 oG

Die unzerlegbaren direkten Summanden 1204, 1205 und 48 haben Vertizes )2, (3
und @4 der Ordnung 8, die paarweise nicht konjugiert sind. Fiir die Induktionen
der Gewichtsmoduln nach G gilt:

*Si@n = 12016384576,
SNy = 1202 384@® 576,
8 @G

wobei Y eine Summe von unzerlegharen Summanden ist, deren Dimension von
hoheren 2-Potenzen als 16 geteilt wird.

Der unzerlegbare direkte Summand 252 hat einen Vertex ()5 der Ordnung 16.
Fiir die Induktion des zugehorigen Gewichtsmoduls nach G gilt:

1S5 (0s) = 252 ® 432 ® 576.

Die unzerlegbaren direkten Summanden 258, 126, und 126, haben Vertizes Qg, Q7
und (g der Ordnung 32, die paarweise nicht konjugiert sind. Fiir die Induktionen
der jeweils korrespondierenden Gewichtsmoduln nach G gilt:

Si0s = 258®48 @ 120, @ 120, @ 384 @ 576,
2SNy = 1261 @120, @ 252 @ 384 @ 432 @ 576,
*SNios = 1262120, @ 252 @ 384 @ 432 @ 576.

Wegen Ng(P) = P gilt fiir die Induktion des trivialen Gewichtsmoduls: 'S§ =
K.
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G =Ag, PeSyly(G), |G| =20-34.5.7

Dimensionen der Zentren:
dimp(Z$) = 11, falls char(F) # 2,3
dimp(Z$) = 12, falls char(F) = 2,3
Konstituenten der Permutationscharaktere:

16 . dim | 1 21, 21, 27 28 35; 35, 48 56 84 105 120 162 189 216

P ONFH| 1, 1 13 1 27 15 1g 25 23 22 17 25 2 3 2,

1N. dim 11 ]_2
P VFH|1; 1

. _dim|1 27 35 35, 48 56 84 105 20 189 216
NYUVFH| 1, 1, 13 1, 15 1y 2, 1, 2, 1g 1o

p=3,G=Ay, PeSyly(G), |G| =26-3*5.7

kG |1 1622 27 84 118 252 435 189 4052
111 3 4
162 1
7 1 2 3 3
21 2 3 2
27 1 1
35 1 3 7
41 1 3 3
189 1 2
soc|1 162 27 21 7®21 41 35 189 189

Aus Platzgriinden verzichten wir in der Cartan-Matrix von ¢* auf die ®-Zeichen
bei den Sockelkonstituenten.
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1, 22 1, 4 6, 6, 9 3 5
L1

2 1

1y 1

1y 2 1 1

1, 1 4 1

1s 1 2

1g 1 2 6

1, 11
% 1 2
K911 162 27 84 118 252 435 189 405
32130 34 33 3 30 32 3 33 g
soc |1y 21 1y 13l4lg 131215 1516 1512 2, 2
hd ]_1 21 ]_2 13 14 15 ]-6 17 22

Bemerkung: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der En-
domorphismenring nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist.

DS 1 162 27 84 118 252 435 189 405
1|1 1,
162 1 26
27 1 1y
21, 1 1o
21, 1 15
28 11 2
351 1 15

359 1 lg IT =[1°]

48 11 2,
56 1 1 23
84 11 24
105 1 17
120 11 25
189 1 1|3
216 1|2

11 21 ]_2 13 ]_4 15 ]-6 17 22

Bemerkung: Die PIMs 3 und 5 von &* bilden eine Aquivalenzklasse mit iso-
morphen Sockeln. Der zu 3 korrespondierende unzerleghare direkte Summand 189
ist ein Gewichts-Green-Korrespondent, der zu 5 korrespondierende unzerlegbare
Summand 405 nicht. Beachte hierbei, dass 3% | 405 und 3* { 189 gilt. Insgesamt
werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 bestétigt.
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Die unzerlegbaren direkten Summanden 189 und 27 haben Vertex (); der Ord-
nung 3. Fiir die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt:

S50y = 189 162 ® 405,
SN0y = 27®162@567.

Insbesondere ist der unzerlegbare direkte Summand 405 von k4 projektiv.

Die unzerlegbaren direkten Summanden 252, 84 und 435 haben Vertizes der Ord-
nung 9. Von denen sind aber nur die Vertizes von 84 und 435 konjugiert. Fiir die
Induktionen der jeweiligen Gewichtsmoduln nach G gilt:

SN = 252®243® 162° @ 405° @ 891,
31 QG

1SS0, = 435405,

2SNy = 84®162® 189 ®405.

Der triviale Modul und 118 haben P als Vertex. Fiir die Induktionen der Ge-
wichtsmoduln nach G gilt:

LSG = 1@©27@405@ 435 @ 252,
260 = 118 @ 84 @ 405 @ 162% @ 189.

Fiir den Permutationsmodul £§ und den Endomorphismenring Endyq (k) gilt
schlieBlich:

kG |1 27 405 252 435 C¢l1 1, 2 5 8
11 3 4 1,1

27 1 1 1, 1
189 2 1y 2

7 3 3 1, 3 2
35 3 7 15 2 6
41 3 3

21 2
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D§

1 27 405 252 435

27
189
48
84
120
56
351
352
105

1

—_ = = = e

IT = [1°]
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5610 G — M11
G =My, P € Syly(G), No(P) =P, |G| =2"-32-5-11

Konstituenten des Permutationscharakters:

1$: dim|[1 10 11 16, 16, 44 45 55
VFH |1, 2, 1, 13 1, 4 2 3

Charaktertafel:
ap d dz3 a4 G5 Og a7y dAg Og G190 G113 G2 A13 | X (1)
w1 16 8 16 4 16 16 16 8 16 16 16 161
sl 2 22 6 12 3 -6 -6 -6 -3 —6 4 4 —6|10
us| 1 =2 =4 4 1 -2 -2 -2 5 -2 -8 4 —2|11
el 1 -2 2 1 -2 A 1 B -1 1 1 B 1|16,
us| 1 -2 2 1 -2 A 1 B -1 1 1 B 1|16,
el 4 0 —2 -3 1 -1 1 2 6 1 0 —7 1|44
url 2 4 0 -3 -3 -3 1 2 -1 1 0 1 1|45
us| 3 -6 0 1 2 3 -1 0 -4 -1 0 5 —1|55
a4 Q15 O16 O17 G18 O19 Op Og1 G2 Og3 O2g X (1) Q25
wi| 8 16 16 16 8 16 16 16 16 8 16 161
| =3 4 4 4 7T 4 4 -6 -6 -3 —6 —6/10
us|—1 -8 4 4 -1 4 4 10 =2 -1 -2 —2|11
w|-1 1 7 B -1 1 -2 1 B -1 A 1116,
us|—-1 1 7 B -1 1 -2 1 B -1 A 1|16,
| 0 0 -1 -7 5 2 1 3 2 0 -1 1|44
url-1 0 -5 1 -2 0 -3 1 2 -1 -3 1|45
us| 2 0 -1 5 -3 -4 1 -5 0 2 3 —1|55
Qg6 Oo7 UOog Qg9 MO39 031 032 O33 OA3g U35 O3 O37 | X ( 1)
| 16 16 8 16 16 16 2 16 16 16 8 161
po| =4 —4 -2 —4 6 -2 1 —4 —4 —4 -2 6|10
us| 4 -8 2 4 —2 -2 2 4 -8 4 2 =2|11
w| B -2 2 A 1 1 -1 A -2 B 2 1|16
us| B -2 2 A 1 1 -1 A -2 B 2 1|16
pe|—2 4 -1 =5 —4 6 2 =5 4 —2 —1 —4|44
url 4 0 3 -1 2 -6 —2 -1 0 4 3 2|45
us| 0 0 -3 3 0 0 0 3 0 0 —3 0]55

A=—FE(11) —4x E(11)*> - E(11)® — E(11)* — E(11)°

—4x B(11)° — 4% E(11)" — 4% B(11)® — B(11)° — 4% B(11)"°
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B=5%E(11)+2x E(11)> + 5% E(11)> + 5% BE(11)* + 5 % B(11)
+2+ E(11)° + 2% E(11)" + 2% E(11)® + 5% E(11)? + 2 x E(11)"°

p=2,G =M, P€SylL(G), No(P)=P, |G| =2"-3"-5-11

EG |11 16, 16, 10 44 120 1442

11 2 2
16, 1
16, 1
10 1 3 1
44 1 2 3

soc|1 16; 16, 10 44 10@44 44
Sl 1, 13 2 4 10 92

1,1
1y 1

15 1

1, 1 1

1s 1 1 1
1g 1 1 4 2
2 1 2 3
KG11 16; 16, 10 44 120 144

=~

2z 20 24 20 2 22 23 2
SOC 11 12 13 16 2 16 ) 2 2
hd |1, 1, 13 1, 1. 15 2

Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt insbesondere, dass
der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und insbesondere nicht symme-
trisch ist.

DG|1 16; 16, 10 44 120 144
111 1,
16, 1 1y
164 1 13
10 1 1 2, e
11 1 1y IT = 1]
44 1 1 1 |4
45 1 |2
55 1 1|3
I, 1, 13 1, 15 1l 2
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Bemerkung: Die PIMs 2,4,10 und 9 von &* bilden eine Aquivalenzklasse mit
nur 2 verschiedenen Isomorphietypen als Sockelkonstituenten. Die zu 2 und 4
korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden 10 und 44 haben eine
Dimension, die von einer kleineren 2-Potenz geteilt wird, als die der zu 9 und 10
korrespondierenden direkten Summanden 144 und 120. Damit werden die Ver-
mutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 bestétigt.

Die unzerlegbaren direkten Summanden 16; und 16, von k% sind projektiv ein-
fach.

Der Gewichts-Green-Korrespondent 44 hat Vertex ()7 der Ordnung 4. Fiir die
Induktion vom Gewichtsmodul nach G gilt:

2SNion = 44 ® 161 & 16, & 120 & 144,

Der unzerlegbare direkte Summand 10 ist ein Gewichts-Green-Korrespondent und
hat Vertex ()2 der Ordnung 8. Fiir die Induktion des Gewichtsmoduls nach G gilt:

?SNi0y = 10 @16, & 16, & 144°,

Wegen Ng(P) = P gilt fiir den trivialen Modul als Green-Korrespondent des
trivialen Gewichtsmoduls: 1S§¢ = k§.

G = My, P € Syl;(G), |G| =2%-32-5-11

Dimensionen der Zentren:

dim F(Zg ) =7
dim F(Z%) =3
Konstituenten der Permutationscharaktere:

1€:  dim|1 10, 10, 103 11 44 45 55
VFH|1 2, 2, 23 3 4 5 7

1. dim [ 1; 1o 13 14 2; 25 23
PYOUVFH |1, 1, 1s 13 2, 25 25

. _dim[1 10 44
N VFH|[1, 1, 1
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p:3,G2M117P68y13<G), ‘G|:2432511

kG|1 45° 10 112 54 55, 55, 652 652 992
111 1 1 1 1 1 1
45 1

D1 1 1 2 1 1 1 2
D9 1 1 2 1 1 1 2
10, 1 2 1 1
109 1 2 1 1
104 1 1 2 1
24 1 1 1 1 1 2
soc|1 45 101 51 101 102 52 102 D 24 103 24

Wir schreiben aus Platzgriinden die Sockelkonstituenten ohne ¢-Zeichen.

cél1 5 2 32 6 7 7o 92 92 112
1,1

5 1

1y 1 1

2 1 1

15 1 1
1, 11 2 1
1s 11 1 1
% 1 2 1 1
2 1 1 2 1
% 1 1 1 1 1 2
kKG|1 45 10 11 54 55, 55, 65; 65, 99
32030 32 30 30 33 30 30 30 30 32
soc |1, 5 13 1, 1z 13142120 29 2,24 1425 2,
hd|1, 5 1, 2, 13 1y 1l 2 25 2

Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomor-
phismenring nicht quasi-Frobenius und insbesondere nicht symmetrisch ist.

D$|1 45 10 11 54 55; 55, 65; 652 99

1)1 1

45 1

10 1 2

104 1 29 _ 110
103 1 1 23 T =17
11 1 1 3

44 1 1 1|4

55 11 1 1|7

L 5 1y 20 13 1y 15 25 23 24




5.6. Datensammlung 213

Bemerkung: Die PIMs 2,3,6,71,72,9,9, 11 von &* bilden eine Aquivalenz-
klasse, die sechs Sockelkonstituenten hervorbringt. Dies entspricht der Vermutung
und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 2, weil genau die beiden direkten Summan-
den 54,99 von k%, deren Dimension von 3 geteilt wird, keine Gewichts-Green-
Korrespondenten sind, die iibrigen wohl.

Der unzerlegbare direkte Summand 45 ist projektiv einfach. Alle {ibrigen Ge-
wichts-Green-Korrespondenten haben eine 3-Sylowgruppe als Vertex. Die Induk-
tionen der Gewichtsmoduln nach G sind wie folgt:

hs¢ = 1@54,
286G = 554,
138G = 55,
Lg¢ = 10 @45,
268G = 65, @45,
268¢ = 65, @45,
28¢ = 11®99.

SchlieBlich gilt fiir den Permutationsmodul k§ und den Endomorphismenring
Ende(k;]C\*}):

G 11 54 cgl1 2 D§ |1 54 IT =[1,1]
11 1|1 1|1

51 1 1, 1 10 1

59 1 44 1

10 2

24 1

225.09.2008: Im Sockel von 95 muss es 1523 heilen. Daher stimmt die Vermutung in diesem
Beispiel nicht.



214 Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse

p =5, G = My, P € SyL(G), No(P) = P, |G| = 2' -8 511

kG| 1 102 102 102 45° 5511 11 552 16; 603 16, 603
soc|1 10, 10, 10; 45 55 11 11 16; 16, 165 16,

cgl1 22 22 22 99 111! 3 112 4 12 4y 123

2 1

31 1 1 2 1
1, 11
32 1 1 1 2
kG| 1 10; 10, 103 45 55; 11 55, 16; 60; 165 60,
571 5% 5 5 5 5 5 5 5 5% 5 5% 5
SOC 11 21 22 23 9 11 24 24 31 31 32 32
hd |1, 2, 20 25 9 11 1, 2 13 3; 14 3

Bemerkung: Die PIMs 3,115 und 4, 12; und 45, 125 bilden jeweils eine zwei-
elementige Aquivalenzklasse mit jeweils einem Sockelkonstituenten. Dies steht
im Einklang mit der Vermutung aus Abschnitt 5.3, denn die Untersuchung der
Gruppe Ng(P)/P zeigt, dass es darin vier Gewichtsmoduln der Dimension 1
gibt. Weil 5! die hochste 5-Potenz ist, die die Ordnung von G teilt, kénnen die
Gewichts-Green-Korrespondenten, die nicht projektiv einfach sind, nur eine zu 5
teilerfremde Dimension haben. Das sind die unzerlegbaren direkten Summanden
1,11,167 und 165. Die PIMs zu 11,16, und 165 bilden jeweils eine Aquivalenz—
klasse mit den PIMs zu den Nicht-Gewichts-Moduln 55, 60; und 60,.
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p=11, G = My, P € Sy1,,(G), Na(P) = P, |G| = 2" 82 .5 11

kG |1 11 44" 55° 45, 45, 455 45, 77

soc|1 11 44 55 9 10, 10, 16 16
CS|l 1, 1, 4* 5} 5, B3 5y by 7
L] 1

1 1

4 1

5 1

15 111 11
14 11 1 11
15 11 1 11
1g 111 11
1; 1 1 1 1 3
k3| 1 11 44 55 45, 45, 453 45, 77
1= 11° 11 11 11 11 11° 11 11° 11
soc| 14 1o 4 &5 1¢ 13 14 17 14
hd| 1, 1, 4 5 13 1, 15 15 17

Bemerkung: Die PIMs 5, und 7 bilden eine zweielementige Aquivalenzklasse,
die nur einen Sockelkonstituenten hervorbringt. Tatséchlich ist der zu 54 kor-
respondierende direkte Summand 45, in k% ein Gewichts-Green-Korrespondent,
der zum PIM 7 korrespondierende direkte Summand 77 jedoch nicht. Dies steht
im Einklang mit der Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3. Fiir die

Induktionen der nicht projektiv einfachen Gewichtsmoduln nach G gilt:

"S%p)

2S%p)

S%p)
4 SNp)

2 S%p)

1011®550 77,
45, © 44 & 55,
45, © 44 & 55,
453 ® 44 @ 55,
45, ® 44 @ 55.
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5.6.11 G — M12

G = M12, Pe Sy12<G), |G‘ = 26 . 33 -5-11

Konstituenten des Permuationscharakters:

dim| 1 11, 11, 16; 16, 45 54 55

66 99 144 176

VFH|[1; 1, 13 1, 15 1 4 Is

2, 2, 3 23

p=2,G= My, PeSyL(G), |G| =2°3°

-5-11

kG |1 16, 16, 144 320% 318 350

11 1 6
16, 1 1
16, 1 1
144 1 2

10 5 8

44 6 6

soc|1 16, 16, 144 144 44* 10® 44

cél, 1L, 1, 3 5 13

15

19 1

15 7
16 6

6
9

K911 16, 16, 144 320 318
97|20 24 ot gt 26 9

350
2

SOC ]_1 12 13 2 2 1% @ 1% ]_5 @ ]_g

hd|1, 1, 15 1, 2 1s

Lg

Bemerkung: Die Sockelkonstituenten zeigen, dass der Endomorphismenring
nicht quasi-Frobenius und folglich auch nicht symmetrisch ist.
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D$|1 16; 16, 144 320 318 350
1)1 1,
16, 1 1y
16 1 15
144 11 3
176 1 23
11, 1|1,
11, 1|13
45 1 1g
54 2 2 |4
55 1|1
66 11 |2
99 11 |2

L 1, 13 1, 2 15 1g

Bemerkung: Die beiden PIMs 3 und 5 von &* haben isomorphe einfache
Sockelkonstituenten. Der zu 3 korrespondierende unzerlegbare direkte Summand
144 von k§ ist ein Gewichts-Green-Korrespondent, der zu 5 korrespondierende
direkte Summand 320 nicht. Dabei gilt 2° | 320 und 2°  144. Die beiden PIMs 13
und 15 bilden eine Aquivalenzklasse mit zwei Isomorphietypen als Sockelkonsti-
tuenten. Beide korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden von k§
sind Gewichts-Green-Korrespondenten. Damit werden die Vermutung und Beob-
achtung aus Abschnitt 5.3 bestétigt.

Im einzelnen gilt: Die unzerlegbaren direkten Summanden 16;, 165 und 144 haben
Vertex (); der Ordnung 4. Fiir die Induktionen der jeweiligen Gewichtsmoduln
nach G gilt:

2SNy = 1443 320" © 384 ® 832,
2SNy = 16161926 320" @ 384 & 768,
BSNan = 162®192® 320" @ 384 @ 768.

Die unzerlegharen direkten Summanden 350 und 318 haben Vertizes Q)2 und Q3
der Ordnung 32, die nicht konjugiert sind. Fiir die Induktionen der jeweiligen
Gewichtsmoduln nach G gilt:

2 oG —
SSi@s = 350 320,
SN0y = 318®16; @ 16, & 320.

Wegen Ng(P) = P gilt 15§¢ = k§.
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G = M12, P e Sy13<G), |G‘ = 26 . 33 -5-11

Konstituenten des Permutationscharakters:

dim| 1 11, 11, 45 54 55; 55, 555 66 99 120 144 176
VFH|[1; 1, 13 31 2 35 33 3, 4 5 6 4y 45
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p=3,G =My, PeSyly(G), |G| =20-33.5-11
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Um Platz zu sparen schreiben wir die Sockelkonstituenten ohne .
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Bemerkung: Die Sockelkonstituenten zeigen, dass der Endomorphismenring
nicht quasi-Frobenius und folglich auch nicht symmetrisch ist.

Die PIMs 44, 49, 45, 44,95, 95, 11, 131, 134, 26 bilden eine Aquivalenzklasse, die sie-
ben Sockelkonstituenten hervorbringt. Unter den korrespondierenden unzerlegba-
ren direkten Summanden von k% gibt es sieben Gewichts-Green-Korrespondenten
und drei Nicht-Green-Korrespondenten. Die Dimensionen der letzteren drei sind
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genau diejenigen, die durch die hochste 3-Potenz teilbar sind. Die PIMs 3,7 und
5,9, bilden zwei weitere Aquivalenzklassen, mit je einem Sockelkonstituenten.
Auch hier bestétigen sich die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3.
Die Gewichts-Green-Korrespondenten 45 und 99 haben Vertex (); der Ordnung
3. Die Induktionen der entsprechenden Gewichtsmoduln nach G ergeben:

3151?7(&21) = 99 ® 54 ® 189 @ 243" ®;_1 2 297; ® 2973 P12 3517,
2550 = 45® 542 @ 189% @ 243" @ 297, B,y (3512 @ 378).

Die Gewichts-Green-Korrespondenten 66,66, und 663,664 haben Vertizes der
Ordnung 9, wobei die der ersten beiden Moduln und die der letzten beiden jeweils
untereinander konjugiert sind. Fiir die Induktionen der jeweiligen Gewichtsmo-
duln nach G gilt:

S50, = 6616 54® 243297,
2580, = 662®243@ 351,
S50, = 663®54® 243297,
2SNy = 664® 2436351,

Schliefllich haben die Gewichts-Green-Korrespondenten 1, 1751, 1755 und 592 die
3-Sylowgruppen als Vertizes. Die Induktionen der entsprechenden Gewichtsmo-
duln nach G ergeben:

LSG = 1@ 54° 966, @66, © 99 D 243 & 297,
heG = 175, ®45@ 66, @ 243 @ 351,

WS¢ = 175, @45 66, @ 243 @ 351,

LsG = 5923993 189.

Ein *x im Index deutet an, dass der explizite Isomorphietyp nicht bestimmt wurde.
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5.6.12 G — M22
p=2,G= My, PeSyL(G),|G|=2"-3-5-711

o, _dim|1 21 55 99 154 210 230 385
PUOVFH| L 20 31 22 4 1, 3 4

EG |1 848 1078 616, 616, 230 76
1 1 12 14 8 8 4 2

104 5 6 3 3 3 2

104 5 6 3 3 3 2

34 6 8 3 ) 2 1

70, 1 2 2 2

70 1 2 2 2

98 4 4 1 1 1

soc|1l 98 34®98 70; 70, 10, @34 10,

Wir verzichten aus Platzgriinden auf das Symbol @ in den Sockeln des Endomor-
phismenrings.

cél1 11 20 . T 9 5
1y

1 4 4 1 1 1

15 4 8 2 2 3 1
14 1 2 2 2

15 1 2 2 2

1g 1 3 3 2
1, 1 2 2
K9 |1 848 1078 616; 616, 230 76
9 |20 9t 2 923 93 2 92
soc |1; 1o 1315121, 15 1y 1311y 1gls
hd |1, 1y 15 L, 1 e 15

Bemerkung: Alle unzerlegbaren direkten Summanden von k§ sind Gewichts-
Green-Korrespondenten. Das steht im Einklang mit der Vermutung aus Abschnitt
5.3, denn die Sockel der sieben PIMs liefern insgesamt auch sieben verschiedene
Isomorphietypen von einfachen &*-Moduln.
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Der Gewichts-Green-Korrespondent 848 hat Vertex (); der Ordnung 8. Fiir die
Induktion des zugehorigen Gewichtsmoduls nach G gilt

* SN0 = 848 © 896, ® 896,.

Die beiden Gewichts-Green-Korrespondenten 616; und 6165 haben Vertizex ()
der Ordnung 16. Fiir die Induktionen gilt:

81 oG
ISN(Q2) - 6161,
82516\7;(Q2) = 6162

Der direkte Summand 76 hat Vertex Q3 der Ordnung 2°. Die Induktion des
entsprechenden Gewichtsmoduls nach G ergibt:

2SN (0s) = 76 ® 8961 & 896, & 848 & 1904.

Die direkten Summanden 230 und 1078 haben Vertizes der Ordnung 2%, die aber
nicht untereinander konjugiert sind. Die Induktionen der Gewichtsmoduln nach

G liefern:

2SNy = 230®616, ® 616, & 848,
SN0, = 1078® 616, B 616,.

Fiir den trivialen Modul gilt wegen Ng(P) = P

1Sy = kp.
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5.6.13 G = Us(3)
G = Us(3), P € SyL(G), No(P) = P, |G| = 2 -3 -7

Konstituenten des Permutationscharakters:

o, dm|1 7 7, 14 21 27 32, 32
P* VFH|1; 1o 13 14 21 25 15 g

p=2,G=U;3), PeSyl,(G), Ng(P)=P, |G| =2°-3%-7

kG [32) 32, 1 627 62 CS|l 1, 1, 13 5 6

32, 1 1, ] 1

32, 1 1y 1

1 1 2 4 15 1

6 3 5 14 3 2

14 3 2 15 2 4

soc|32; 32, 1 14 6 kG 1321 32, 1 62, 62
2z | 25 25 20 9 2
SOC ]_1 ]_2 ]_3 14 1%
hd| 1, 1, 13 1, 1j

Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten der PIMs im Endomor-
phismenring zeigt, dass der Ring nicht quasi-Frobenius ist.

D$132; 32, 1 62; 62,
32, 1 15
32, 1 1g
1 1 1,
7 1 |1,
7, e IT = [1,1]
14 1 14
21 1 1 |2
27 1 1 |2
1, 1, 13 1, 1;

Bemerkung: Jeder PIM des Endomorphismenrings hat einen einfachen Sockel
und einen anderen Isomorphietyp als Sockelkonstituent. Wie erwartet ist dem-
nach jeder unzerlegbare direkte Summand von k% der Green-Korrespondent eines
Gewichtsmoduls. Damit bestétigt sich die Vermutung aus Abschnitt 5.3.
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Die beiden unzerlegbaren direkten Summanden 32; und 32, sind projektiv ein-
fache kG-Moduln. Die beiden unzerlegbaren direkten Summanden 62; und 62,
haben nicht konjugierte Vertizes der Ordnung 16. Fiir die Induktionen der Ge-
wichtsmoduln nach G gilt:

2SNy = 622®32; @32,
SN0y = 621®32 @32,

Da Ng(P) = P gilt, folgt fiir den trivialen Gewichtsmodul 'S¢ = k4.

G = Us(3), P € SyL(G), No(P) = P, |G| = 2 -3 -7

Konstituenten des Permutationscharakters:

s dim| 1 7y 75 73 213 21, 213 27 28; 28,
P* VFH|1L, 1, 13 14 15 1lg 1r 1lg 21 2,

p=3,G=Us3), P € SyL(G), Na(P) = P, [G] =2 -3 -7

EG 127 1 28, 28, 28; 28, 285 28¢ 28;
271 1

1 1 2 1 1
3, 1 1 1 1

3, 1 1 1 1

7 1 1 1 1 1

15, 11 1

15, 11 1
6, 12

6 1 2
soc |27 1 3; 15, 155 33 7 61 6y
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CS 1 1, 20 25 25 2 2 2% 2
1, ] 1
1, 1
1y 11
14 1 1
15 11
1g 11
1, 9
lg 2
1o 2
kS |27 1 28, 28, 28; 28, 28; 28; 28;
3z 3 3 3 3 30 3P 30 3 3
soc| 1, 1o 1, 13 1 15 1p 1g 1lg
hd |1, 1o 13 1, 15 1g 1, 1g 1lg
Beachte: Weil Us(3) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist,

ist der Endomorphismenring &* quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Allerdings zeigen
die Diagonaleintrége c3 3, a4, ¢5 5 und cg ¢, dass ¢* nicht symmetrisch ist.

D¢ |27 1 28, 28, 28; 28, 28; 28; 28;
27 1 1
1 1 1y
28, 11 2
28, 1 1 %
g 1 15
21, 1 1y
7o 1 15
21, 1 16
Ts 1|1,
21, 1| 1g

L, L 13 1, 15 15 1, 15 1

Bemerkung: Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier
richtig.

Der unzerlegbare direkte Summand 27 ist projektiv einfach. Alle {ibrigen un-
zerlegbaren direkten Summanden haben eine 3-Sylowgruppe als Vertex. Fiir die
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Induktionen der entsprechenden Gewichtsmoduln nach G gilt:

hsG = 1921,

26¢ = 28,
lsg¢ = 28,
LsG = 28j,
155G = 28,
log§ = 28,
76¢ = 28,
55¢ = 28,.

G =Us(3), P e Syl.(Q), |G| =2°- 3% 7

Konstituenten des Permutationscharakters:

o, _dim[1 7 T 75 14 21y 21, 215 27 28, 28, 32 3%
PP OVFH|1, 1, 13 14 20 31 32 33 34 4 4 5 5

p—7,G=Us(3), P€SyL(G), [G] = 2 37

G117 7y 75 142 213 213 213 284 284 64, 64, 913
11 1
7 1

soc |1 7y Ty 73 14 21; 21, 213 28 28, 6 26 26
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Cg 1, 1, 13 1, 2 31 32 33 4 4 10 10, 133
1, 1
1, 1
15 1
14 1
2 1
31 1
39 1
33 1
44 1
44 1
15 2 2 2
16 2 2 2
34 2 2 3
K11 7, 7, 7 14 21; 21, 21; 28; 28, 64; 64, Ol
G B R R G ¢ 7 7 7 7 7 770 7
SOC 11 12 13 14 2 31 32 33 41 42 16 34 34
hd ]_1 12 13 14 2 31 32 33 41 42 ]_5 ]-6 34

Bemerkung: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endo-
morphismenring nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist.

DS|1 7y 7, 73 14 21; 21, 215 28, 28, 64; 64, 91
1 1
7 1 1y
Ty 1 1y
75 1 1,
14 1 2
21, 1 3
21, 1 3y
21, 1 35
28, 1 4
28, 1 4,
27 1|3,
32, 1 1 1|5
32, 1 1 1|5
]_1 ]_2 ]_3 ]_4 2 31 32 33 41 42 ]_5 ]-6 3

Bemerkung: Die PIMs 10, und 13 bilden eine Aquivalenzklasse mit nur einem
Sockelkonstituenten. Dabei ist der zu 10, korrespondierende unzerlegbare direkte
Summand 64, ein Gewichts-Green-Korrespondent, der zu 13 korrespondierende
direkte Summand 91 jedoch nicht. Beachte, dass 7 ein Teiler von 91 aber nicht
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von 64 ist. Damit bestétigen sich die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt
5.3

Alle anderen nicht-trivialen unzerlegbaren direkten Summanden sind projektiv
einfach. Die Summanden 64; und 64, haben eine 7-Sylowgruppe als Vertex. Fiir
die Induktionen der jeweiligen Gewichtsmoduln nach G gilt:

Lol = 64, @143 21, @21, ® 213 ® 28, D 28, @ 91,
l29¢ 1O DT, D732l 21, ® 215 @ 287 @ 282,
159¢ = 64, @143 21, ® 21, ® 213 ® 28, © 28, @ 91.
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5.6.14 G = J
G = Jy, P € Syl,(G), |G| =27-3%-52.7

Konstituenten des Permutationscharakters:

dim| 1 14, 14, 36 63 90 126 160 175 224; 224, 288 300 336
VFH |1, 1, 13 2, 31 25 4 25 1, 15 1 35 21 4

p=2 G=Jy PeSyl,(Q),|G|=27-3.52.7

kG| 1 154 364 525, 525, 762, 762, 160 288; 288, 896
11 2 8 9 9 10 10
6, 2 6 6 6 7 7
6y 2 6 6 6 7 7
14, 2 2 3 3 5 5
14, 2 2 3 3 5 5
36 2 4 3 3 3 3
84 1 3 3 5 5
64, 1 1 2
644 1 1 2
160 11 1 4
soc|1 14, @14, D36 36 6, 6, 84 84 160 64, 645 160

Wir verzichten aus Platzgriinden auf & zwischen den Sockelkonstituenten.

cSl1 6 8 10, 10, 114 115 2 31 3 7

;] 1

19 4 2

13 2 4 1 1

14 3 3 2 2

15 3 3 P p

1g 1 P 2 3 3

1, 1 P p 3 3

1g 1 1 11

1o 1 1 11
110 1 11
111 4
/{:]Cj 1 154 364 762, 762, 5251 5252 160 288, 2885 896
2 120 2 22 2 2 20 20 25 25 25 o7
soc |11 1313 1slgly 1415 1415 13l4lely 13lslgly 1y lyolin lolyy 1
hd | 1; 19 I3 14 Is Lg 17 Is 1o Iio 1n
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Dg 1 154 364 525, 525, 762; 762, 160 288; 288, &896
11 1;
14, 1 1,
14, 1 13
36 1 1 21
63 111 3,
90 1 1 29
126 1 1 1 1 4,4
175 1 1,
300 1 1 24
336 1 11 4,
160 1 1|2,
2244 1 15
224, 1 1g
288 11 13,

i 1o 13 14 15 1g 17 1g 1o lio 1

Bemerkung: Die Sockelkonstituenten zeigen, dass der Endomorphismenring
nicht quasi-Frobenius und folglich auch nicht symmetrisch ist.

Wir benutzen die Ergebnisse aus M. Szokes Dissertation ([Sz098]), wonach alle
direkten Summanden von k4 Gewichts-Green-Korrespondenten sind, aufier 896.
Die PIMs 8, 104, 105, 11;, 11, bilden eine Aquivalenzklasse, die fiinf Sockelkon-
stituenten hervorbringt. Alle dazu korrespondierenden direkten Summanden von
kS sind Gewichts-Green-Korrespondenten. Die PIMs 2, 31, 3, und 7 bilden eine
weitere Aquivalenzklasse mit drei zugehdrigen Sockelkonstituenten. Nur 896, des-
sen Dimension von der héchsten 2-Potenz geteilt wird, ist kein Gewichts-Green-
Korrespondent. Dies steht im Einklang mit der Vermutung und Beobachtung aus
Abschnitt 5.3.
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5.6.15 G = Ly(49)
p=2,G = Ly(49), P € Syly(G), |G| =2*-3-5>- 7

kG |1 48% 124; 124, 200% 224, 224, 400* 50
soc |1 48; 24, 24, 50 24, 24, 50 50

mit 1 <i < 7.
cS|l1 3 10, 10, 14, 14 172 252 5
1|1
3, 1
1, 3 2 32
13 2 3 2 3
14 3 2 5 4
15 2 3 4 5
2 4 4 1
2, 4 8 1
1g 11 1
KS1 1 48; 124, 124, 200 224; 224, 400 50
20|20 24 22 22 23 95 95 2t 9
SOC 11 3@ 14 15 14 15 22 22 22
hd |1, 3; 1y I3 1, 15 21 2, 214

Bemerkung: Die Dimensionen der unzerlegbaren direkten Summanden von
kG verraten sofort, dass 224; und 400 nach Lemma 3.3.14 keine Gewichts-Green-
Korrespondenten sein kénnen. Der Gewichts-Green-Korrespondent 50 hat Verti-
zes der Ordnung 8. Der korrespondierende PIM 5 bildet zusammen mit den PIMs
25 und 17 eine Aquivalenzklasse, die genau einen Sockelkonstituenten liefert. Der
PIM 25 bzw. 17 korrespondiert wiederum zum direkten Summanden 400 bzw.
224, die keine Gewichts-Green-Korrespondenten sind. Fiir die Induktion des zu
50 korrespondierenden Gewichtsmoduls gilt:

285 = 50 @ 224; @ 2245 @ 400% B<i<10 482,

Die Untersuchung der Gruppen Ng(Q) fiir alle moglichen 2-Untergruppen von G
zeigt zudem, dass es noch zwei Gewichtsmoduln mit Vertizes der Ordnung 4 gibt,
deren Vertizes aber untereinander nicht konjugiert sind. Daher kénnen nach Lem-
ma 3.3.14 nur noch 124, und 124,, deren Dimension ja genau von 22 geteilt wird,
die iibrigen nicht projektiv einfachen Gewichts-Green-Korrespondenten sein. Da-
her bestétigen sich insgesamt die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3
auch an diesem Beispiel.
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p=5, G = Ly(49), P € Syl.(G), |G| = 24 -3 .52 . 7

KG |1 25, 25, 50?2 576 625

111 1
251 1
259 1 wobei 1 <7 < 11 gilt.
20; 1
48 12 13

soc |1 257 259 H0; 48 48

C9l1, 1, 13 22 24 25
1] 1
1 1

14 12 12 wobei 1 <i < 11 gilt.
15 12 13
kG| 1 25, 25, 50; 576 625
57159 52 52 52 50 5t
SOC ]_1 12 13 2Z 14 14
hd ]_1 12 13 2Z 14 15

Bemerkung: Wir finden fiinfzehn Gewichte fiir G modulo 5. Darunter sind
zwei Defekt-0-Moduln der Dimension 25 und elf Defekt-0-Moduln der Dimension
50. Die beiden anderen Gewichtsmoduln haben Dimension 1 und Vertex P. Fiir
die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G ergibt sich:

LSG = 16425, @ 25, Brics 502 & 625,
12516\7; - 576 @6§i§11 503

Der Sockel des PIMs 25 von &* ist isomorph zum Sockel des PIMs 24. Letzterer
korrespondiert zum direkten Summanden 576 von k% und ist ein Gewichts-Green-
Korrespondent, dessen Dimension nicht von 5 geteilt wird. Der PIM 25 korrespon-
diert hingegen zum Summanden 625, der kein Gewichts-Green-Korrespondent ist
und dessen Dimension durch 5* teilbar ist. Insgesamt werden die Vermutung und
Beobachtung aus Abschnitt 5.3 an diesem Beispiel bestétigt.
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p=71,G=Ly49), P € Syl.(G), |G| =2%-3-5%- 72

kS = 1@ 49 ®1<i<o3 50;

Fiir die Zerlegung des Endomorphismenrings &* ergibt sich:

Endyq (k%) =1, @ 1, Di<i<23 2i,

wobei die PIMs 2; fiir 1 < i < 22 paarweise von der Form

lgj1 1y,
Ly; Iojq

= . Weil Ly(49) eine
Lo

Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist ¢* nach Satz 3.4.8 quasi-
Frobenius. Daher bilden alle PIMs einelementige Aquivalenzklassen. Andererseits
ergibt die Untersuchung von Ng(Q)/Q fiir alle méglichen 7-Gruppen, dass es
fAinfundzwanzig Gewichtsmoduln gibt. Daher wird die Vermutung auch hier
bestétigt (vergleiche auch Bemerkung nach Satz 3.4.5).

mit 2 < 7 < 12 sind. Der PIM 253 ist von der Form
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5.6.16 G = Ly(8)

p=2,G=Ly(8), P € Syl,(G), |G| =2%-3%.7

G |1 8 99 9, 95 9, 95 9
T |11 1 1 1 1 1 1
8 1

2 11 11
% 1 1 1 1

% 11 1 1
4 11

4y 11

4y 11

soc|1 8 21 41 22 42 23 43

COl1 1o 20 25 25 24 25 2

k:g 1 8 97 95 93 94 95 94
9 20 23 20 20 20 20 20 20
SOC 11 12 13 14 15 16 17 18
hd |1, 1, 1, 13 1g 15 1g 1,

Bemerkung: Esist Ly(8) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteri-
stik. Daher ist der Endomorphismenring &* quasi-Frobenius. Nach der Bemer-
kung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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p=3,G=Ly@8), PeSyly(G), |G| =23-32.7

K11 9 9, 95 28

1 1

9, 1

9, 1

93 1

7 4

soc | 1 91 92 93 7

CSl1, 1, 13 1, 4
1, |1

1, 1

15 1

14 1

15 4
K211 9, 9, 9; 28
3 13 3 3 3 3°
soc |17 13 13 14 15
hd |1, 1, 13 1, 1

Bemerkung: Wegen Lo(8) = %G5(3) ist Lo(8) eine Chevalley-Gruppe in defi-
nierender Charakteristik. Daher ist der Endomorphismenring ¢* quasi-Frobenius.
Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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In allen folgenden Beispielen liegt der Schwerpunkt auf der Bestatigung der Ver-
mutung aus Abschnitt 5.3. Daher wird ab jetzt nur noch die Zerlegung von k%
in unzerlegbare direkte Summanden angegeben, ohne diese noch weiter in ihre
Konstituenten zu zerlegen.

5.6.17 G = Ly(11)

p=2,G = Ly(11), P € Syly(G), |G| =2*-3-5-11

EGS=10122 9123 9 161 © 5, @ 165 B 55 ® 20 B 103,

CSl1 33 33 4, 29 4y 29 5 43
L |1

3 1

3 1

1y 2 1 1

13 11

1y 1 2 1

15 11

Ig 2 1
33 1 1
KS |1 12, 12, 16; 5; 16, 55 20 10
2¢ |20 22 22 2t 20 94 20 92 9
soc| 1 31 39 1o 13 14 15 1 14
hd |17 31 32 1o 13 1, 15 1g 33

Bemerkung: Die Aquivalenzklassen {4;,2;} fiir i = 1,2 und {5,453} von PIMs
von & liefern nur einen Konstituenten im Sockel. Gem&8 der Vermutung und
Beobachtung aus Abschnitt 5.3 sind die korrespondierenden unzerlegbaren direk-
ten Summanden von k% Gewichts-Green-Korrespondenten, deren Dimension im
Vergleich zum direkten Summanden bzgl. des PIM-Partners von einer niedrigeren
2-Potenz geteilt wird.

So gibt es neben den projektiv einfachen Gewichts-Moduln 12; und 125 noch
vier weitere Gewichtsmoduln. Der Gewichts-Green-Korrespondent 10 hat Vertex
(1 der Ordnung 2 und wird als Gewichts-Green-Korrespondent durch folgende
Zerlegung bestétigt:

2Saion = 10 @ 127 ® 123 & 16, © 165 & 20.
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Die iibrigen Gewichts-Green-Korrespondenten 1, 51, 55 haben eine 2-Sylowgruppe
als Vertex. Fiir die Induktionen der Gewichtsmoduln ergibt sich:

1 @G
SN
12 @G
SN

13 Sﬁ

121012, @ 129 @ 20,
51 ®10® 12, ® 12, @ 164,
5, P10 B 12; & 125 P 165.

p=3,G=Ly(11), P € Syly(G), |G| =22-3-5- 11

EG =10 121 9123 © 10, © 15, © 10, © 15, @ 213 @ 105

CS| 1 4t 45 45 5. 44 5y T 4y
1, |1

41 1

4, 1

15 1 1 1 1

13 1 2 1 1

14 1 1 1 1

15 1 1 1 2

3 2 1
1g 1 1
EG |1 123 125 10, 15, 10, 15, 21 103
3 (3 3 3 3 3 3 3 3 3
soc |1y 4, 49 15 13 13 1; 3 3
hd ]_1 41 42 12 13 14 15 3 ]-6

Bemerkung: Die PIMs 43, 5, und 44, 53 sowie 44,7 bilden jeweils eine Aqui-
valenzklasse. Dabei ist geméfl der Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt
5.3 derjenige korrespondierende direkte Summand von k% ein Gewichts-Green-
Korrespondent, dessen Dimension von der niedrigsten 3-Potenz unter den korre-
spondieren Summanden der Aquivalenzklasse geteilt wird. Die direkten Summan-
den 12; und 125 von kg sind projektiv einfache Gewichtsmoduln. Alle anderen
Gewichtsmoduln haben eine 3-Sylowgruppe als Vertex und es ergeben sich fol-
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gende Induktionen der Gewichtsmoduln nach G:

1, @G
SN
12 @G
SN
13 @G
SN

14 S]C\T;

1612, & 12, & 15, @ 15,
10, © 12, @ 12, © 21,
105 6 12, @ 12, @ 21,
105 @ 12, @ 12, @ 21.

p=5, G = Ly(11), P € Syl5(Q), |G| =22-3-5-11

kS =1®5, @5y ® 102 ® 102 d 11 @ 352

C9l1 1, 15 22 22

1, |1
1y 1

kS |1 5y 5y 10; 10,
5 15 5 5 5 5
SOC ]_1 12 13 21 22
hd |17 1y 13 27 2

3 7
1 1

1 3
11 35
50 5

23 23
14 25

Bemerkung: Die direkten Summanden 5; und 10; von kg sind projektiv ein-
fache Gewichtsmoduln. Die beiden PIMs 3,11 bilden eine Aquivalenzklasse von
PIMs, die nur einen Konstituenten liefert. Der zu 3 korrespondierende direk-
te Summand 11 ist ein Gewichtsmodul, der zu 11 korrespondierende Summand
35 nicht. Damit werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3

bestétigt.

Fiir die Induktion der Gewichtsmoduln nach G gilt:

11 S]?’[

19 S]C\T'[

= 11®35® 107,
= 1®5; ®5;® 105 @ 35.

Insbesondere ist 35 ein projektiver kG-Modul.
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p=11, G = Ly(11), P € Syl;,(G), |G| =2*-3-5- 11

EG=1011 @12, 12, B 1250 124

Cc§ Iy 21 29 235 24
I

15 1

15 1 1

14 1 1

15 1 1
1g 1 1
ES 11 11 127 125 125 124
soc |1y 1o 1, 13 1 15
hd |1, 1, 13 14 15 1g

Weil Ly(11) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der
Endomorphismenring &* quasi-Frobenius. Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist
die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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5.6.18 G = Ly(13)

p=2,G=1IL(13), P € SyL(G), |G| =2*-3-7-13

dim |1 7y 75 127 12, 123 13 141 14
VFH|1; 1, 13 31 3, 33 4 5 2

G 11 12,3 12,3 1253 20, 13; 20, 13, 28% 143
N 2 1 2 1

12, 1

12, 1

125 1

6, 2 1 1 1

6y 11 1

14 2 1
soc |1 12, 12, 123 6, 6, 63 6, 14 14
hd |1 12, 12, 123 6, 6, 6, 6, 14 14

cél1 3% 33 33 5 4 By 4y T 5

3 1
3y 1

35 1

1, 2 1 1 1

1y 1 1 1 1

1, 1 1 2 1

1 1 1 1 1

2 2 1
3, 1 1

G112, 12, 123 20, 13; 20, 13, 28 14
2z |20 22 92 92 92 20 92 90 92 9
SOC ]_1 31 32 33 12 12 14 14 2 2
hd |1, 31 35 33 1, 13 14 15 2 34

Bemerkung: Es gibt sieben Gewichtsmoduln. Die direkten Summanden 12;
fir 1 < ¢ < 3 sind projektiv einfache Gewichtsmoduln. Die PIMs 4;,5; und
49,5, sowie 53,7 bilden jeweils zweielementige Aquivalenzklassen. Dabei liefert
jede Klasse einen Sockelkonstituenten. Der Vergleich mit den korrespondierenden
unzerlegbaren direkten Summanden von k% zeigt, dass in jeder Klasse ein PIM zu
einem Gewichts-Green-Korrespondenten gehort, der auch die Beobachtung bzgl.

der Dimensionen in Abschnitt 5.3 bestétigt.
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So hat 14 einen Vertex ()1 der Ordnung 2. Die Induktion des entsprechenden
Gewichtsmoduls ergibt:

2SS0 = 14 ® 201 & 20, ® 28” & 36°.

Insbesondere sind die unzerlegbaren direkten Summanden 20,20, und 28 pro-
jektiv.
Die Gewichts-Green-Korrespondenten 1,131,135 haben eine 2-Sylowgruppe als
Vertex. Fiir die Induktionen der korrespondierenden Gewichtsmoduln nach G

gilt:

hsg = 1314 @ 207 & 202 B1<i<s 12,
gd = 13, ® 14 @28 D1<i<s 124,
135]?’[ — 132 D 14 D 28 @1§2‘§3 ].21

p=3, G =Ly(13), P € Syly(G), |G| =22-3-7-13

G |1 129% 12,% 123 7, 7, 13 212 212 27t
1 |1 1
12, 1

125 1

125 1

7 1 1

7y 1 1

13 1 2
soc |1 127 125 123 7, 7o 13 74 7, 13
hd |1 12, 12, 123 7y 7o 13 77 7o 13
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C9l1, 44 44 42 3, 3, 5 T T2 o
1, |1

41 1

42 1

4q 1

1, 1 1

15 1 1

14 1 1
21 1 2 1

% 1 1

4, 1 2
KG |1 12y 125 123 7, 75 13 21, 21, 27
3 13 3 3 3 30 30 3 3 3 3
SOC ]_1 41 42 43 21 22 44 21 22 44
hd 11 41 42 43 12 13 14 21 22 44

Bemerkung: Es gibt drei projektiv einfache Gewichtsmoduln der Dimension
12. Die PIMs 34, 7; und 3, 7 sowie 5, 9 bilden jeweils zweielementige Aquivalenz-
klassen. Jede dieser Klassen liefert einen Sockelkonstituenten. Auch hier werden
die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 bestétigt, denn es gibt sieben
Gewichtsmoduln und in jeder Aquivalenzklasse korrespondiert genau ein PIM zu
einem Gewichts-Green-Korrespondenten. Dabei ist derjenige unzerleghare direk-
te Summand einer Klasse der Gewichts-GreenKorrespondent, dessen Dimension
von einer niedrigeren 3-Potenz geteilt wird.

Fiir die Induktionen der Gewichtsmoduln ergibt sich:

L S]C\*; = 1§27 Di<i<s 12;,

125]%; = 13®21; @ 21 Di<i<z 124,
5S¢ = 71021 ©27 Bicics 125,
UGG = Ta® 21, ®27 @rcics 12;.

Die letzte Induktion konnte von der Meat Axe nicht ausgefiihrt werden. Wir wis-
sen aber von den vorherigen Induktionen, dass 21; und 27 projektive Moduln
sein miissen, die insbesondere keine Gewichtsmoduln sein kénnen, da sie nicht
einfach sind. Daher bleibt unter den direkten Summanden von k% nur noch 7, als
moglicher Gewichts-Green-Korrespondent. Die restlichen unzerlegbaren direkten
Summanden in dieser Induktion finden wir dann ganz leicht im Vergleich der
bisherigen Induktionen mit k% (siche Bemerkung 3.3.15).
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p=1G=1Ly13), P € Syl.(G), |G| =22-3-7- 13

kG |1 7, T, 142 142 49 36
I |1 1

7 1

75 1

14, 1

14, 1

12 4 3
soc |1 71 T, 14, 14y 12 12
hd |1 77 7o 14 14 12 12

CSl1;, 1, 1; 22 22 7 6

19 1

14 4 3
15 3 3
KS 11 7y 7o 14, 145, 49 36
G G A A 777
soc |1y 13 13 29 29 14 14
hd |1; 1, 13 29 29 14 15

Bemerkung: Nur die unzerlegbaren direkten Summanden 1, 36 und 49 sind
nicht projektiv einfach. Die korrespondierenden PIMs der letzten beiden Moduln
bilden zudem eine Aquivalenzklasse, die nur einen Sockelkonstituenten liefert.
Tatséchlich ist 36 ein Gewichts-Green-Korrespondent und 49 nicht. Damit werden
die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 bestétigt.
Konkret ergibt sich fiir die Induktionen der Gewichtsmoduln:

LS = 3607, 07, ®14%
L85G = 1@ 14% @ 49.

Insbesondere sehen wir, dass 49 projektiv ist.
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p =13, G = Ly(13), P € Syly3(G), |G| =2°-3-7-13

ES |1 13 14 14y 145 144 144
1 1

13 1

5 1 1

9 1 1

3 1 1

11 1 1

7 2
soc|1l 13 5 9 3 11 7
hd |1 13 9 5 11 3 7

K1 13 14, 14, 14; 14, 145
13*13% 13 13° 13° 13% 13° 13°
SOC 11 12 14 13 16 15 17
hd |1, 1, 13 1, 15 1g 1y

Bemerkung: Weil Ly(13) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteri-
stik ist, ist der Endomorphismenring quasi-Frobenius. Nach der Bemerkung auf
Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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5.6.19 G = Ly(16)
p=2,G=1Ly(16), P € Syl,(G), |G| =2*-3-5-17

Es gilt

S =1®16 ®1cic14 175,
wobei jeder unzerlegbare direkte Summand in dieser Zerlegung ein Gewichts-
Green-Korrespondent ist.
Wir verzichten auf die Darstellung der Cartan-Matrix, und beschreiben die Zer-
legung des Endomorphismenrings wie folgt:

Endig(kS) = 1, © 1y B1<icia 24,

wobei fiir 2 < j < 8 die Moduln 25;_1, 29; von der Form

1g; Ioj—1
lgj1 1y,

sind.

Weil Ly(16) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der
Endomorphismenring % quasi-Frobenius. Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist
die Vermutung 5.3.1 hier richtig.

p=3,G=Ly(16), P € Syly(G), |G| =2*-3-5-17

kG =1®1<i<s 155 16 ® 172 ® 172 © 33° & 515 @ 515
c§l1 5 6 1 72 115 17 175

l{;g 1 15; 16 17; 17, 33 51; b5l,
3 |13 3 30 3° 30 3 3 3
soc |1y 9 D9 S0 11 D9 O dn
hd |1, 5 1o 24 25 B9 D10 dn
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Bemerkung: Die PIMs 6,11 und 74, 17; sowie 7o, 17, bilden jeweils eine Aqui-
valenzklasse, deren Sockel jeweils nur einen Konstituenten liefert. Die Untersu-
chung von Ng(Q)/Q fiir die triviale Gruppe und die 3-Sylowgruppe @ zeigt, dass
es 12 Gewichte gibt, von denen acht projektiv einfach sind. Die Faktorgruppe
Ng(P)/P hat zwei 1-dimensionale und zwei 2-dimensionale Gewichte. Genau ein
PIM in jeder der obigen Klassen korrespondiert zu einem Gewichts-Green-Korres-
pondenten. Insbesondere werden die Vermutung und Beobachtung in Abschnitt
5.3 bestétigt.

Obwohl nur Induktionen der beiden 1-dimensionalen Gewichtsmoduln gelingen,
konnen wir diese Aussage treffen. Denn ein Gewichtsmodul kann in diesem Fall
nur eine Dimension haben, die nicht von 3 geteilt wird. In jeder Aquivalenzklasse
sind aber zwei PIMs, von denen der eine korrespondierende direkte Summand
von 3 geteilt wird, der andere nicht.

Fiir die Induktionen der 1-dimensionalen Gewichtsmoduln gilt:

el = 1@©33®51;, @51y,
12516\7; - 16@1§i§8 152

p=>5,G=Ly(16), P € Syl,(G), |G| =2*-3-5-17

kG =1 @1cics 153 @ 16 @ 172 6 50° @ 853

cél1 4 4 5% 103 173

4; 1

kG [1 15, 16 17 50 85
5¢ |5 5 59 50 52 5
SOC 11 42 31 32 31 32
hd |1, 4, 1o 2 31 3
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Bemerkung: Die PIMs 4,10 und 5,17 bilden jeweils Aquivalenzklassen mit
nur einem Sockelkonstituenten. Die Untersuchung der Gruppen Ng(Q)/Q fiir
die triviale Gruppe und die 5-Sylowgruppe P zeigt, dass es sieben Gewichts-
moduln gibt, wovon vier projektiv einfach sind. Die Faktorgruppe Ng(P)/P hat
zwei 1-dimensionale Gewichtsmoduln und einen 2-dimensionalen Gewichtsmodul.
Die Vermutungen bestétigend ist jeweils der korrespondierende direkte Summand
davon ein Gewichts-Green-Korrespondent, dessen Dimension nicht von 5 geteilt
wird. Nebenbei bemerkt ist klar, dass die Dimension der nicht projektiv einfa-
chen Gewichts-Green-Korrespondenten nicht von 5 geteilt wird. Dass aber jeweils
zwei direkte Summanden zu einer Aquivalenzklasse korrespondieren, wovon die
Dimension des einen durch 5 geteilt wird, die andere nicht, ist ein Fakt, der un-
sere Vermutung bestétigt. Es gelingt rechnerisch nur die Induktion des trivialen
Gewichtsmoduls:
1SG =1@ 85 50,

womit ganz konkret ausgeschlossen wird, dass 85 und 50 Gewichts-Green-Kor-
respondenten sein kénnen.
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5.6.20 G = Ly(17)

p=2,G=Ly(17), P € Syl,(G), |G| = 2*- 3217

kzg 16; 1 44, 44,
16, | 1

1 1 4 4
81 3 2
89 2 3
soc|16; 1 & 89
hd [16; 1 & &

CS| 1, 15 5 5
1, |1

15 1

1g 3 2
1, 2 3
kG [16; 1 44, 44,
o | 24 20 92 92
SOC 1i ]_5 ]-6 ]_7
hd | 1, 15 1g 17

Bemerkung: Man kann mit Hilfe der Cartan-Matrix nicht ausschliefen, dass
¢* quasi-Frobenius ist. Alle direkte Summanden von k$ sind Gewichts-Green-
Korrespondenten, wie die Untersuchung von Ng(Q)/Q fir alle moglichen 2-
Untergruppen @ zeigt. Das steht im Einklang mit Vermutung 5.3.1, weil jeder
PIM von &* eine einelementige Aquivalenzklasse bildet.

p=3,G=Ly(17), P € Syl,(G), |G| = 2* - 32 - 17

EG |1 9, 9, 182 81 64
1 1 1

9, 1

9, 1

18; 1

16 5 4
soc|1 91 99 18, 16 16
hd |1 97 99 18, 16 16

CS11, 1, 13 22 9 8
1, |1

1, 1

13 1

2 1

1y 5 4
15 4 4
kG 11 9, 9, 18; 81 64
3 |39 3% 3¢ 32 3t 3
SOC 11 12 13 2i 14 14
hd [1; 1o 13 2 14 1s

Bemerkung: Nur 81 ist kein Ggyvichts—Green—Korrespondent. Der korrespon-
dierende PIM 9 bildet mit 8 eine Aquivalenzklasse mit nur einem Sockelkonsti-
tuenten. Der PIM 8 korrespondiert zu 64 (3 1 64) und der PIM 9 korrespondiert
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zu 81 (3% | 81) in k%, womit dieses Beispiel die Vermutung und Beobachtung aus
Abschnitt 5.3 bestétigt.
Fiir die Induktionen der Gewichtsmoduln, die nicht projektiv einfach sind, gilt:

hs¢ = 199,09 ¢ 182381,
28¢ = 640183185,

p=17, G = L,y(17), P € Syl,;-(G), |G| = 2* - 32 - 17

EG |1 17 18; 18, 183 18, 185 18¢ 187

1 1

17 1

3 1

15 1

7 1 1

11 1 1

5 1 1

13 1 1

9 2
soc|1 17 3 15 7 11 5 13 9

hd |11 17 15 3 11 7 13 5 9

CS|l 1, 1o 20 29 23 24 25 2% 2
1; 1

19 1

13 1 1

14 1 1

15 1 1

1g 1 1

17 1 1

13 1 1

lg 2
kG | 1 17 18, 18, 183 18, 185 18 18
{17 1 17 170 17 17 170 1 17°
SOcC 11 12 14 13 16 15 18 17 19
hd | 1, 1, 13 1, 15 1g 1, 15 1g
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Bemerkung: Weil Ly(17) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteri-
stik ist, ist der Endomorphismenring * quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der
Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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5.6.21 G = Ly(19)

p=2,G=L(19), P € SyL(G), |G| =2*-3*-5-19

kG |1 200 9, 282 9, 282 363 18,° 363 18,°
I |1 1 1
20, 1

9, 11 2 Dabei gilt 1 <7 < 2.

18, 2 1
soc | 1 202 91 91 92 92 181 181 182 182
hd |1 20; 99 91 92 9 18 18; 18, 18

C9l1, 5 3, 3, T T 9 6 9 6
L |1

33 2 1
34 11
ES 11 20 99 92 28, 28, 36, 18, 365 18,
27 |20 22 20 20 92 92 92 9 92 9
soc |1y 5 25 21 21 2 31 31 33 33
hd ]_1 52 12 13 21 22 31 32 33 34

Bemerkung: Die Mengen {31, 72}, {32, 71}, {61,91} und {65, 9>} bilden jeweils
eine Aquivalenzklasse von PIMs von &* mit nur einem Sockelkonstituenten. Jede
Klasse korrespondiert zu direkten Summanden von k%, von denen die Dimen-
sion des einen Summanden von einer niedrigeren 2-Potenz geteilt wird als der
jeweils andere. Jener ist ein Gewichts-Green-Korrespondent, der andere nicht.
Alle anderen PIMs bilden eine eigene Aquivalenzklasse und korrespondieren zu
einem Gewichts-Green-Korrespondenten. Das steht im Einklang mit der Vermu-
tung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3

Die Gewichts-Green-Korrespondenten 18, 18, haben Vertex )1 der Ordnung 2.
Fiir die Induktionen der Gewichtsmoduln gilt:

215}%(@1) = 18 @i—12 18, ® 36, @ 36% Di<i<a 20?,
QQS]C\T;(QI) - 18 @izl,Q 182 @ 362 EB 36% @1§i§ 203
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Fiir die Gewichtsmoduln mit einer 2-Sylowgruppe als Vertex ergeben sich folgende
Induktionen:

NSG = 1@z (18; @ 36; @ 28;) @ 203 Dacicy 20;,
12 S]C\;/ 91 Biz12 (18, @ 36;) @ 281 & 207 D234 20?7
138G = 92 @i (18; @ 36;) © 282 @ 20, By 34 207.

p=3, G =Ly19), P € Syly(G), |G| =22-32.5-19

kg 19 18? 19 992

1 1 4

9; 1

18, 1 Dabeigilt 1 <7 <2und 1 <5 < 4.
19 1 5

soc|1 9; 18; 19 19

hd |1 9; 18; 19 19
CSl1, 15 13 22 3 112
1, |1

1 1

15 1

2; 1

14 1 1
25 1 5)
EGS 11 91 9, 18 19 99
3* |3° 32 32 32 30 32
SOC ]_1 12 13 2Z 25 25
hd |1, 1, 13 2; 14 25

Bemerkung: Nur der direkte Summand 99 von k§ ist kein Gewichts-Green-
Korrespondent. Der zugehérige PIM 11 liegt mit dem PIM 3 in einer Aquivalenz-
klasse, wobei der zum PIM 3 gehorige direkte Summand 19 ein Gewichts-Green-
Korrespondent ist. Auch dieses Beispiel bestéitigt die Vermutung und Beobach-
tung aus Abschnitt 5.3.
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Fiir die Induktionen der nicht projektiv einfachen Gewichtsmoduln nach G ergibt
sich:

Lol = 1999909, 09, 182 @ 182,
N 1 2
298¢ = 19699 @ 185 @ 18]
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p=5,G=Ly(19), P € Syl.(G), |G| =22-3%-5-19

KS [200 1 45, 36, 45, 36, 365 55°

20; | 1

1 1 1

18 2 . .

9, 3 9 9 9 Esgilt 1 <:<4
9, 2 2 3 2

SOC 1 20@ 91 91 92 92 18 18
hd | 1T 20, 99 9 9 9 18 18

CSl4r 1 9, 8 9, 8 8 113
1, 1

1, 32 2 2

15 2 2 2 2

1, 2 2 3 2

1s 2 2 2 2

1g 2 2
3 2 3
kG [20; 1 45, 36; 45, 36, 363 5
5%5 5 5 5 5 5 50 5
soc| 4; 1, 1o 1, 1, 1, 3 3
hd | 4, 1, 1, 13 1, 15 1g 3

Bemerkung: Die PIMs 8, 9; und 85, 9, sowie 83, 11 bilden jeweils Aquivalenz-
klassen und korrespondieren zu den Paaren 36;,45; und 365,455 bzw. 363,55
in k5. Da die Aquivalenzklassen nur jeweils einen Sockelkonstituenten liefern,
bestétigt dies unsere Vermutung, da jeweils nur der Summand einer jeden Klas-
se Gewichts-Green-Korrespondent ist, dessen Dimension von einer niedrigeren
5-Potenz geteilt wird. Dabei wird die Beobachtung bzgl. der Dimension aus Ab-
schnitt 5.3 ebenfalls bestétigt. Fiir die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G

gilt:

el = 36,®55 Di<i<a 20,
125']% 1@ 45, © 452 D1<i<a 20;,
hg¢ 362 @ 55 Di<i<a 205,
NSG = 363 @55 ®1<i<q 20;.
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p=19, G = Ly(19), P € Syl;o(G), |G| =22-32.5-19

Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt:

kS =10 19 @1<i<s 20;.

Weil Ly(19) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der
Endomorphismenring &* quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf
Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.

Die explizite Zerlegung des Endomorphismenrings in PIMs ist

Endpa(kS) =1, @ 1, Di<i<s 2,

wobei die 2-dimensionalen Moduln in dieser Zerlegung Paare von der Form

fiir 1 < j <4 bilden.
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5.6.22 G = Ly(27)
p=17,G=Ly27), P € Syl.(G), |G| = 2233713

Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt in unzerlegbare direkte Summan-
den:

kS =1 @1<ice 287 © 78, © 78, ® 783 ® 91, © 91, @ 105°.

CS11 4% 13, 12 13, 12, 123 15

1

4; 1

&
W W W
W W Ww w
W = W W
W W W w

1g 3 3
3 3 4
ES |1 28 91, 78; 91, 78, 783 105
TG O G S R R ¢
soc |1y 4 1y 1, 1, 1, 3 3
hd |1, 4 1, 13 1, 5 15 3

Bemerkung: Die Untersuchung der Gruppen Ng(Q)/Q fiir die triviale Gruppe
und die 7-Sylowgruppe @) zeigt, dass es sechs projektiv einfache Gewichtsmoduln
und vier weitere gibt. Da die Dimensionen der Green-Korrespondenten der letzt
genannten nicht durch 7 teilbar sein diirfen (vergleiche Bemerkung 3.3.14), zeigt
sich, dass 1,78;,78; und 783 diese Gewichts-Green-Korrespondenten sind. Dies
entspricht genau der Vermutung und der Beobachtung aus Abschnitt 5.3. Denn
{124,131} und {125,135} und {123, 15} bilden jeweils zweielementige Aquwalenz-
klassen von PIMs, die jeweils einen Sockelkonstituenten liefern. Diese Aquiva-
lenzklassen entsprechen den Aquivalenzklassen auf der Menge der unzerlegbaren
direkten Summanden 787,917 und 785,915 und 783, 105 von kg.
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p =13, G = Ly(27), P € Sylj3(G), |G| =22 -3°-7-13

kS =1®13; ® 133 D1<icp 267 B 27 © 1952

cSl1y 1, 13 22 3 15
1, | 1

15 1

15 1

2; 1

1, 11
2, 1 7
KG | 1 137 13, 26; 27 195
13*113° 13 13 13 13° 13
SOC 11 12 13 2Z 27 27
hd 15 15 13 22 14 27

Bemerkung: Die Untersuchung der Gruppen Ng(Q)/Q fiir die triviale Grup-
pe @ und eine 13-Sylowgruppe zeigt, dass es acht projektiv einfache Gewichts-
moduln und zwei weitere mit Vertizes der Ordnung 13 gibt. Da die Green-
Korrespondenten der nicht projektiven Gewichtsmoduln eine Dimension haben
miissen, die nicht durch 13 teilbar ist, konnen dies nur die Summanden 1 und
27 sein. Dadurch werden die Vermutung und die Beobachtung aus Abschnitt 5.3
bestétigt, denn 27, 195 korrespondieren zu der zweielementigen Aquivalenzklasse
{3,15}, die nur einen Sockelkonstituenten liefert.
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5.6.23 G = Ly(29)
p="7,G=Ly29), PeSyl.(G), |G| =22-3-5-7-29

Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt in unzerlegbare direkte Summan-
den:

kS =1 @r<icr 287 @iz (15; © 1057) © 29 @ 119*.

cSl1 4 3, 3, 5 152 152 174

KG |1 28; 15, 15, 29 105, 105, 119
TG G A G 7T
SOC ]_1 42 21 22 4 21 22 4
hd ]_1 42 12 13 14 21 22 4

Bemerkung: Nur diejenigen direkten Summanden von k%, die projektiv ein-
fach sind oder deren Dimension nicht von 7 geteilt wird, sind Gewichts-Green-
Korrespondenten (vergleiche Bemerkung 3.3.14). Tatséchlich zeigt die Untersu-
chung der Gruppen Ng(Q)/Q fiir die triviale Gruppe und die 7-Sylowgruppe,
dass es 7 projektiv einfache Gewichtsmoduln und vier Gewichtsmoduln mit den
7-Sylowgruppen als Vertizes gibt. Dies steht im Einklang mit der Vermutung
und Beobachtung aus Abschnitt 5.3. Es bilden ndmlich die PIMs {15, 105;},
{159, 1055} und {29,119} jeweils Aquivalenzklassen, die nur einen Sockelkonsti-
tuenten hervorbringen.
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p =29, G = Ly(29), P € Syly(G), |G| =22-3-5-7-29

Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt in unzerlegbare direkte Summan-
den:

kS = 1@ 29 ®1<i<13 30;.

Weil Ly(29) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der
Endomorphismenring &* quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf
Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.

Die explizite Zerlegung von & ist

Endyq (k%) =1, @ 1, Di<i<13 2i,

wobeli fiir 2 < j < 7 die Summanden 25;_; und 25; von der Form }Qj—l 123‘
2 2j-1
Lys

1st.
115

sind und 2;3 von der Form
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5.6.24 G = Ly(2)
p=2,G=L2), PeSyl,(G), |G| =2°-3-7

Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt in unzerlegbare direkte Summan-

den:
ES =138 6, @ 6s.

Weil L3(2) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der En-
domorphismenring €* quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Sei-
te 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
Fiir die explizite Zerlegung des Endomorphismenrings ergibt sich:

13 14

Endpe(k$) =1, @1, @ L ® L

p=3,G=L32), PeSyly(G), |G| =237

kG =106°33, 93,076 15%

CSl1, 1, 13 22 3 52
L |1

1y 1

13 1

2 1

1y 11
29 1 2
S 11 3, 32 6 7 15
3 13 3 3 3 3% 3
soc |17 1y 13 27 25 2,
hd |1, 1, 13 27 1y 2

Bemerkung: 15 ist der einzige unzerlegbare direkte Summand von k%, der kein
Gewichts-Green-Korrespondent ist. Dies steht im Einklang mit der Vermutung,
da er zum PIM 5 korrespondiert, der zusammen mit dem PIM 3 eine Aquiva-
lenzklasse bildet, die nur einen Sockelkonstituenten liefert. Dabei korrespondiert
der PIM 3 zum Summanden 7, der wiederum Gewichts-Green-Korrepondent ist
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und dessen Dimension nicht von 3 geteilt wird. Fiir die Induktionen der nicht-
projektiven Gewichtsmoduln nach G gilt:

hs¢ = 196%® 15,
8¢ = 703,803,015

p=7,G = Ly(2), P € Syl,(G), |G| = 2 3.7

Die Zerlegung des Permutationsmoduls in unzerlegbare direkte Summanden er-
gibt:
ES=10708, @ 8,.

Wegen L3(2) = PSLy(7) ist L3(2) eine Chevalley-Gruppe in definierender Cha-
rakteristik. Daher ist der Endomorphismenring &* quasi-Frobenius (Satz 3.4.8).
Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.

Fiir die explizite Zerlegung von &* in PIMs gilt:

13@14

Endpg(kS) =1, @ 1, @ L
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5.6.25 G = L3(3)

p=2,G=1L33), PeSyl,(G), |G| =2*-3%-13

Fiir die Zerlegung des Permutationsmoduls in unzerlegbare direkte Summanden
gilt:

kS =1 ®1<ica 16, @ 144 @ 104 @ 26 @ 12.

CSl 1 15 9 9 3 2

1;

1s 1

1g 5 3

1, 3 4 1 1
1g 1 1 1

1o 1 1

kG 116; 1 144 104 26 12
2z | 24 20 92t 23 2 22
soc| 1, 15 1g 1lgb1l;, 1l 17
hd| 1, 15 14 17 g 19

Bemerkung: Es gibt vier projektiv einfache Moduln der Dimension 16 so-
wie den trivialen, einen 12-dimensionalen und einen 26-dimensionalen Gewichts-
Green-Korrespondenten. Die PIMs 9,9, 3,2 bilden eine Aquivalenzklasse, die
zwei Sockelkonstituenten liefert. Diese PIMs korrespondieren zu unzerlegbaren
direkten Summanden, von denen die beiden mit dem niedrigsten 2-Anteil in ihrer
Dimension Gewichts-Green-Korrespondenten sind. Die Vermutung und Beobach-
tung werden insbesondere bestétigt.

Der Gewichts-Green-Korrespondent 12 hat einen Vertex )1 der Ordnung 2. Fiir
die Induktion des entsprechenden Gewichtsmoduls nach G gilt:

2SS0 = 12@ 104 @ 144 @14 16,.

Des Weiteren hat der Gewichts-Green-Korrespondent 144 Vertex (0o der Ordnung
8. Die Induktion des Gewichtsmoduls nach G ergibt:

2SN (0y) = 26 ® 144 @<y 16;.

Fiir den trivialen Gewichtsmodul gilt 15§ = £§.
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p=3,G=Ls(3), P €Syly(G), |G| =24-33.13

Die Zerlegung des Permutationsmoduls in unzerlegbare direkte Summanden gibt:

kS =1@®27®52 B0 (12, © 13; @ 39;).

CSl1 1, 6 31 3y 33 34 21 2
1|1

1y 1

15 2 1 1 1 1

1y 11 1

15 1 11

1g 1 11

15 11 1

Ig 11
1o 11
kG |11 27 52 39; 39, 13; 13, 12; 12
313 3 3 3 3 3 3 3 3
soc |1y 1o 13 1; 1g 14 15 19 g
hd |1, 1, 13 1, 15 1 1 1g 1

Bemerkung: Weil L3(3) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteri-
stik ist, ist der Endomorphismenring &* quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der
Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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5.6.26 G = Ly(4)

p=2,G=Ls(4), PeSyL(G), |G| =20-32.5.7

Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt:

kS =164 @20, ® 20, @ 105, @ 105,.

i1, 1, 2, 25 6, 6y
1,1

1o 1

15 11

14 1 1

15 3 3
1g 3 3
kKS11 64 20; 20, 105, 105,
2v 120 26 92 92 20 20
SOC ]_1 12 ]_4 ]_3 ]-6 ]_5
hd ]_1 12 ]_3 ]_4 ]_5 ]-6

Bemerkung: Weil L3(4) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteri-
stik ist, ist der Endomorphismenring * quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der
Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.

p=3,G=Ls4), PeSyly(G), |G| =26-32.5.7

Das folgende Beispiel bedarf ausfiihrlicher Dokumentation, denn es ist das einzige
dieser gesamten Beispielsammlung, das eine Erweiterung der Beobachtung aus
Abschnitt 5.3 um die Automorphismenaussage nétig macht. Zunéchst halten wir

die Daten fest.

dim‘l 20 351 352 353 45; 45, 63; 63, 64

VFH|1 4

31 32 33 51 by 71 T2 8

Aus Platzgriinden verzichten wir bei der Auflistung der Sockel auf das ®-Zeichen.
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kG |45° 453 637 637 1 189 99, 99, 995 55, 55, 553 1282
1 1 4 1 1 1 2 2 2

45, | 1

45, 1

63, 1

635 1

15, 2 2 1 1 1 2

15, 2 1 2 1 1 2

155 2 1 1 2 1 2

19 5 2 2 2 2 2 2 2

soc| 1 45, 45, 63; 635 190 15, 15, 153 19 19 10 15155155

CSl1 5y 5y 7T 7h 21 11y T3 T4 11y 113 73 167

51 1
5y 1
7 1
Ty 1
1y 5 2 2 2 2 2 2 2
13 2 2 1 11 2
1, 2 2 1 1 1
1s 2 1 2 1 1 2
1g 2 1 1 2 1
1, 2 1 1 1 2 2
1g 2 1 1 1 2

2 2 2 2 2 4

kG| 1 45, 45, 63; 632 189 99; 55; 555 99, 993 553 128
SR S S R C N . - . S L | . SO & 30

SOC 11 51 52 71 72 12 13 12 15 12 17 12 131416
hd|1, 5 5 71 To 1o 13 1, 15 1g 1, 1lg 2




5.6. Datensammlung 267

D% |1 45% 455 637 637 55; 189 99, 55, 553 99, 993 128
111 1
451 1 51
459 1 D2
63, 1 71
632 1 T
20 1 1 1 1 4
351 1 1 1 31
352 1 1 1 32
355 1 1 1 35
64 1 1 1 1 2 |8
1, 5 52 71 T2 1, 13 1, 15 15 1; 1z 2

Bemerkung: Zunichst untersuchen wir die Gruppen Ng(Q)/@Q fiir alle mogli-
chen 3-Untergruppen () von P und stellen fest, dass es vier projektiv einfache
Gewichtsmoduln und fiinf Gewichtsmoduln mit Vertizes der Ordnung 9 gibt. Da-
mit bestétigt sich zumindest die erste Vermutung, denn es gibt neun verschiedene
Sockelkonstituenten.

Fiir die Beobachtung aus Abschnitt 5.3 miissen wir die Aquivalenzklassen der
PIMs betrachten. Es gibt neben den einelementigen Aquivalenzklassen noch zwei
weitere, namlich Py = {73, 74, 75,21} und Py = {114,115, 113, 16}. Dabei liefert
P, genau einen Sockelkonstituenten, wiahrend P, drei Sockelkonstituenten her-
vorbringt. Nun zeigt sich aber, dass es unter den zu P; korrespondierenden un-
zerlegbaren direkten Summanden genau drei Gewichts-Green-Korrespondenten,
namlich 551, 559, 553 gibt, wiahrend 189 kein Gewichts-Green-Korrespondent ist.
Umgekehrt sind unter den zu P, korrespondierenden Summanden 991, 99,, 995
keine Gewichts-Green-Korrespondenten, wihrend 128 ein Gewichts-Green-Kor-
respondent ist.

In P, hédtten wir eigentlich drei Gewichts-Green-Korrespondenten erwartet, in
Py nur einen. Es scheint, als habe ein Automorphismus diese beiden Klassen
vertauscht. Nach dieser Vertauschung gilt wieder die Beobachtung beziiglich der
Dimensionen aus Abschnitt 5.3.

Der Automorphismus scheint zudem weitere Eigenschaften zu erfiillen. So fallt
auf, dass in jeder Klasse drei gleich-dimensionale Moduln vorkommen, die eine
auBerst dhnliche Struktur aufweisen. Dies scheint der Automorphismus beriick-
sichtigen zu miissen.
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5.6.27 G = Us(4)

p=5,G=Us(4), PeSyl,(G), |G| =26-3-52-13

Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt:

kS =1 ®1<ics 750 @ 116 © 350 @ 142% @ 325 @ 65°.

cél1, 3% 3% 3% 33 8 14 102 132 5°

31 1

—_
w
—_

29 5 1
35 1 1
kG| 1 75y Thy THs 754 116 350 142 325 65
5215 52 5% 52 52 50 52 59 52 5
SOC ]_1 31 32 33 34 1% D 13 13 13 22 22
hd ]_1 31 32 33 34 ]_2 13 21 22 35

Bemerkung: Neben den einelementigen Aquivalenzklassen von PIMs gibt es
noch zwei weitere: P; = {8,14,10} und P, = {5,13}. Dabei ergeben sich aus
P1 zwei Sockelkonstituenten und aus Ps ein Sockelkonstituent. Tatsédchlich kor-
respondieren 8 und 10 zu den Gewichts-Green-Korrespondenten 142 und 116,
wéhrend 14 zum Nicht-Gewichts-Green-Korrespondenten 350 korrespondiert. Der
zu 5 in Py, korrespondierende Summand 65 ist ein Gewichts-Green-Korrespondent,
der zu 13 korrespondierende nicht. Damit haben sich auch an diesem Beispiel die
Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 bestétigt.

Der Modul 65 hat einen Vertex ) der Ordnung 5 und fiir die Induktion vom
entsprechenden Gewichtsmodul nach G gilt:

PS5 Q) = 65 B1<i<a T5; B 325 @ 350.
Insbesondere sind 325 und 350 projektive Moduln. Die iibrigen nicht projektiv

einfachen Gewichtsmoduln fithren zu folgenden Induktionen:
g¢ = 1@ 65® 350,
126¢ = 116 @<y 75;,
259G = 142 ® 65 D 325 @y<icy 5.
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5.6.28 G = Us(5)
p=>5,G="Us(5), PeSyl,(G), |G| =24.32.55.7

Die Zerlegung des Permutationsmoduls ergibt:

kS = 1@ 125 ®r<icr 126,

CSl1, 1, 2 25 24 2 25 2% 2
L |1

1, 1

13 1 1

14 1 1

15 1 1

1 1 1

1, 1 1

1g 1 1

1g 2
kG |1 125 126; 126, 1263 1264 1265 1265 126,
52 |50 5% 50 50 50 50 50 50 50
soc |1y 1y 14 13 1g 15 1g 1, 1o
hd |1, 1, 13 14 15 1g 1, 1g 1o

Bemerkung: Weil U3(5) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteri-
stik ist, ist der Endomorphismenring ¢* quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der
Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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5.6.29 G = Uy(2)

p=2 G=Ui2), PeSyL(G), |G| =20-3"5

Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt:

kS =1@64® 90, @90y ® 45, @ 45, D 44 @ 26.

CS11, 1y 4 4y 43 44 31 3
|1

1o 1

13 2 1 1

14 1 1

15 1 2 1

1g 11 2

1 2 1
1g 1 2
kG| 1 64 90; 90, 45, 45, 44 26
2v 120 26 2 2 20 20 92 9
soc|1y 1o 13 1, 15 1 17 1g
hd ]_1 12 ]_3 ]_4 ]_5 ]-6 ]_7 18

Bemerkung: Weil Uy(2) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteri-
stik ist, ist der Endomorphismenring &* quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der
Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.

Der Summand 64 ist ein projektiv einfacher Gewichtsmodul. Der Gewichts-Green-
Korrespondent 44 hat einen Vertex ; der Ordnung 2*. Die Induktion des ent-
sprechenden Gewichtsmoduls nach G gibt:

4 oG —
SSiqn = 44 @ 64.

Die Summanden 90;,90, und 26 haben einen Vertex (Q, der Ordnung 2°. Die
Induktionen der Gewichtsmoduln ergeben:

21 @G

ISN(QQ) 904,
20 @G

2SN(Q2) — 26 @ 64,
235]%(@2) - 902

Schliefflich haben die iibrigen direkten Summanden eine 2-Sylowgruppe als Ver-
tex. Hier ergeben sich folgende Induktionen:

11 Sﬁ

12 Sﬁ —

135]C\¥[ —

451 ® 90y,
455 ® 90,,
1®26® 44 @ 64.
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p=3,G=U,2), PeSyly(G),26-3*5

Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt:

kS =1®81® 39 @39, 40 @ 120.

Cg ]_1 12 31 32 41 42

kG |1 81 39; 39, 40 120
313 3 3 3 3 3
SOC ]_1 12 ]_3 ]_4 ]_5 16
hd ]_1 12 ]_3 ]_4 ]_5 16

Bemerkung: Weil Uy(2) = S4(3) eine Chevalley-Gruppe in definierender Cha-
rakteristik ist, ist der Endomorphismenring &* quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach
der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.

Der Summand 81 ist projektiv einfach. Die Summanden 39;,39, und 120 haben
Vertizes der Ordnung 81. Dabei sind nur die Vertizes von 39; und 120 konjugiert.
Fiir die Induktionen ergibt sich:

S50y = 391981,
32 oG —

Sty = 120,
35]?’7(Q2) - 392@81

Die beiden iibrigen Gewichts-Green-Korrespondenten haben eine 3-Sylowgruppe
als Vertex. Hier ergeben die Induktionen folgendes Ergebnis:

hs¢ = 1®39, @39, @81,

26¢ = 40 @ 120.
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5.6.30 G = Sp,(4)

p=2,G=S8p,4), P €Syl(G), |G| =2°-3-5°-17

Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt:

kS = 1@ 256 @ 841 @ 84y Dr<ica 85; Dr<ica 340; Br<icq 425,

CS 1, 1o 81 4 8 4o 45 44 85 45 45 8 47 4s 31 3
L |1

1, 1

13 2 1 2 1 1 1

14 1 1 1 1

15 2 1 2 1 1 1

1 1 11 1

1, 1 11 1

1g 1 1 1 1

19 2 1 1 2 1 1

110 11 11 1

11 1 11 1

11 2 1 1 2 1

1y 11 11

114 1 1 1 1

115 2 1
116 12
soc |1y 1o 15 1g I3 17 1lg 1g lio Tyz 1yg 1o Iz 1y L5 lge
hd |1, 1o 13 14 15 16 17 1g 19 1o 1in li2 liz 1y 1is e

Bemerkung: Alle unzerlegbaren direkten Summanden von k§ sind Gewichts-
Green-Korrespondenten. Weil Sp,(4) eine Chevalley-Gruppe in definierender Cha-
rakteristik ist, ist der Endomorphismenring &* quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach
der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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5.6.31 G = Sz(8)

p=2,G=Sz8), PeSyl,(G), |G| =25-5-7-13

Es gilt fiir die Zerlegung des Permutationsmoduls:

/{?g =1 ) 64 @1§i§6 652

Weil Sz(8) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der En-
domorphismenring &* quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Sei-
te 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
Der Endomorphismenring zerlegt sich wie folgt in unzerlegbare projektive Sum-
manden:

Endyg(k3) = 11 @ 1o B1<ics 2i,

wobei die PIMs 2,1 und 2y; fiir 2 < j < 4 die Struktur 12j—1 }Qj haben.
2j 2j—1

Bis auf den projektiv einfachen £G-Modul 64 haben zudem alle unzerlegbaren
direkten Summanden von k% eine 2-Sylowgruppe als Vertex. Die Induktionen

der nicht projektiven Gewichtsmoduln ergeben:

Lsl¢ — 1@64,
gl = 65, fir1<i<7.
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p =13, G=38z(8), P € Syl;3(G), |G| =2°-5-7-13

Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt in unzerlegbare direkte Summan-

den:
kS =1 @1<i<365) © 91T © 78, © 105 D 78, @ 14, @ 145 & 169°.

CSl 1 5 7 6, 9 6, 29 2o 132
|1

5; 1

7 1

1o 2 1 11
]_3 3

14 1 2 1 1
15 11

1g 1 1

2 1 3 1 4
KG|1 1 65 91 78, 105 78, 14; 14, 169
13*113° 13 13 13 13° 13 13° 13° 132
SOC 11 52 7 ]_2 2 14 14 12 2
hd| 1, 5 7 1, 13 14 15 1g 2

Bemerkung: Die PIMs 2;,6; und 25, 65 sowie 9, 13 bilden jeweils zweielemen-
tige Aquivalenzklassen mit jeweils nur einem Sockelkonstituenten. Tatséichlich
ist unter den korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden von k%,
namlich 14,78, und 145,78, und 105,169, genau einer ein Gewichts-Green-
Korrespondent. Dieser zeichnet sich gemafl der zweiten Vermutung dadurch aus,
dass seine Dimension von einer niedrigeren 13-Potenz (nédmlich 13") als die Di-
mension seines Partners geteilt wird. Fiir die Induktionen der nicht projektiv
einfachen Gewichtsmoduln ergibt sich:

HSE = 14, ® 78, Biics 65 ® 917,
GG = 145 ® 78, Bi<ics 65 ® 91°,
138G = 1@i<ic3 657,

LSG = 105 ® 169 @<ics 65; @ 91.

Insbesondere sind die Summanden 78;, 785 und 169 projektive kG-Moduln.
Insgesamt bestétigt auch dieses Beispiel die Vermutung und Beobachtung aus

Abschnitt 5.3.
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